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Predgovor

Na vratima Platonove Akademije pisalo je ,,Neka ne ulazi onaj ko ne zna
geometriju”. Zasto je geometrija za Platona bila toliko vazna da je prema poz-
navanju iste pravio selekciju svojih ucenika? Jedno objasnjenje je u tome sto
je Platon smatrao da ,,Bog uvek stvara na geometrijski nacin” i da geometrija
vodi ka istini.

Verujem da bi se i posle skoro dve i po hiljade godina, velik broj savremenih
naucnika slozio sa Platonom. Mozda bi samo imali pitanje:

-Na koju geometriju se to odnosi?

U vreme kada je Platon stvarao, geometrijom se smatrala takozvana ap-
solutna ili euklidska geometrija koja je prvi put sistematicno izlozena u Eu-
klidovim FElementima. Od tada su se, kako matematika, tako i geometrija u
ogromnoj meri razvile i iznedrile pregrst novih teorija. Filozofi, matematicari i
fizicari vekovima su, nastojeé¢i da objasne svet u kom zivimo, otkrivali u njemu
jos novih svetova, dimenzija, metrickih struktura i jo§ novih pitanja. Sveobuh-
vatna teorija nije pronadena, ali se svakim otkri¢em profinjuje nas pogled na
svet.

Od Galileja i Njutna postavljene su osnove klasicne fizike, koja prostor i
vreme smatra apsolutnim i medusobno nezavisnim. Takode podrazumeva pos-
tojanje apsolutnog referentnog sistem u odnosu na koji vreme protice ravnomerno,
a svetlost se prostire trenutno (¢ = oco). Medutim, fizicari i matematicari 19.
veka dosli su do prakticnih problema koje nisu mogli objasniti u sklopu takve
postavke. Rezultati do kojih su dosli ukazivali su na to da prostor, kao ni
vreme nije apsolutno, ve¢ zavisi od izbora referentnog sistema, ali da je brzina
prostiranja svetlosti konstantna i jednaka u svim inercijalnim sistemima, bez
obzira na kretanje izvora i/ili posmatraca.

Ovi rezultati podstakli su stvaranje specijalne, a zatim i opste teorije rela-
tivnosti, koja svet posmatra kao 4-dimenzionalnu strukturu prostor-vremena.
Svaki dogadaj ima 3 prostorne i jednu vremensku koordinatu i naziva se svet-
ska tacka. Matematicki aparat koji zadovoljava ove postavke, zasnovan je na
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geometriji prostora Minkovskog.

Da je Ajnstajn, poput Platona, osnovao svoju Akademiju za izucavanje
teorije relativnosti, na njenim vratima bi verovatno pisalo da ne ulazi onaj ko
ne zna geometriju prostora Minkovskog.

U ovom radu baviéemo se krivama u prostoru Minkovskog sa matematickog as-
pekta. U fizickoj interpretaciji kriva bi predstavljala putanju kretanja cestice u
prostor-vremenu, koja se naziva i svetskom linijom, a tangentni vektor brzinu
Cestice.

U uvodnom delu rada biée izlozeni osnovni pojmovi teorije krivih u prostoru
R™, definicije regularne krive, parametrizacije duzinom luka, Freneovog okvira,
Freneove krive, a specijalno, zan = 21in = 3 formulisa¢emo Freneove jednacine
i fundamentalnu teoremu.

U drugoj glavi izucava¢emo strukturu trodimenzionalnog prostora Minkovskog
R3. Definisati Lorencov skalarni proizvod, kauzalni karakter vektora i potpros-
tora. Zatim kroz nekoliko propozicija videti u kakvom su odnosu vektori i pot-
prostori odredenog kauzalnog karaktera. Uvesti Lorencov vektorski proizvod
i dati potrebne osobine za konstrukciju ortonormirane baze. Na kraju glave
upoznac¢emo se sa vremenskom orijentacijom i nekim izometrijama prostora
RS,

Tre¢a glava predstavlja kljucni deo rada. U njoj ¢emo najpre uvesti os-
novne pojmove teorije krivih u R3. Definisa¢emo kauzalni karakter krive,
parametrizaciju i pseudo-parametrizaciju duzinom luka. Zatim, na osnovu
podele krivih prema kauzalnom karakteru tangentnog vektora i vektora nor-
male, uves¢éemo Freneov okvir, krivinu, torziju, nul okvir i pseudo-torziju i
izvesti odgovarajuc¢e Freneove jednacine, sa osvrtom na primere. U nastavku
¢emo pokazati invarijantnost krivine i torzije u odnosu na izometrije pros-
tora R? i dati dokaz fundamentalne teoreme. Kroz ¢itavo izlaganje pravi¢emo
paralelu sa osobinama koje vaze u euklidskom prostoru R3. Grafici krivih su
pravljeni u programskom paketu Wolfram Mathematica 10.0.

% ok %k ok ok ok okk

Zelela bih da se zahvalim mentorki, dr Sanji Konjik, na pomoé¢i u izboru
teme i izradi rada, podrsci i razumevanju, kao i clanovima komisije na podrsci
i korisnim sugestijama.

Veliku zahvalnost dugujem i mojoj porodici, prijateljima, dragom Mihajlu
i svima koji su svojim prisustvom u mom zivotu omogucili da budem to Sto
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jesam.
Ovaj rad posve¢ujem mojim nastavnicima D. Vasi¢u, Z. Jovanovskom, S.

Cobanov i M. Kruniéu, koji su u meni probudili ljubav prema plemenitim
naukama kao $to su matematika, fizika, filozofija i astronomija.

U Novom Sadu, oktobar 2016.

Maja Jolié
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Glava 1

Uvod

Na samom pocetku rada napravi¢emo kratak pregled osnovnih pojmova teorije
krivih u euklidskom prostoru R?, pod kojim podrazumevamo trodimenzionalan
realan vektorski prostor sa skalarnim proizvodom ( , ). datim sa

(T, Y)e = T1y1 + Toys + T3ys,  za T = (T1,T2,73),y = (Y1, Y2, y3) € R®.
Tako definisan skalarni proizvod generise euklidsku normu
||x||€ = <I,l’>e

1 metriku

de(z,y) = llz = ylle = V(21 — 91)? + (22 — 92) + (23 — 3)*.

Euklidski skalarni proizvod je pozitivno definitna, simetricna bilinearna
forma, medutim u ovom radu susres¢emo se sa bilinearnim formama drugacije
definitnosti, koje definiSemo u nastavku.

1.0.1 Definicija Simetricna bilinearna forma b na vektorskom prostoru V' je
o pozitivno definitna akko za svako v € V'\ {0} vazi b(v,v) > 0;
o negativno definitna akko za svako v € V' \ {0} vazi b(v,v) < 0;
o nedegenerisana akko iz b(v,w) = 0 za svako w € V', sledi v = 0;

o degenerisana akko postoji v # 0 takvo da je b(v,w) =0, za sve w € V.

Sadrzaj narednog poglavlja detaljno je izlozen u [1] i [2].

1
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1.1 Krive u ravni i prostoru

U matematici (parametrizovana) kriva definise se kao neprekidno preslikavanje
¢: I — R" koje svakom parametru ¢ iz intervala I C R pridruzuje tacku c(t)
prostora R".

Prilikom izucavanja njihovih osobina, od velikog je znacaja mogucénost
aproksimacije krive linearnom funkcijom, za sta je potrebno postojanje prvog
izvoda razli¢itog od nule. Stoga se uvodi uslov regularnosti.

1.1.1 Definicija Regularna parametrizovana kriva je preslikavanje ¢ : I — R"™
klase C', za koje vazi ¢ = g—ié # 0 za svako t € I, gde je I interval u R.

Kako bi se omoguéila invarijantnost u odnosu na izbor parametrizacije,
na skupu svih regularnih parametrizovanih krivih definise se sledec¢a relacija
ekvivalencije:

za krive e; : [ = R™ ¢y 1 Is — R™ kazemo da su ekvivalentne akko
postoji Ct difeomorfizam o : I, — Iy za koji je @' > 0 i ¢y = ¢y 0 .

Regularna kriva predstavlja klasu ekvivalencije u odnosu na gornju relaciju.
Nadalje se pod pojmom krive podrazumeva regularna kriva.
Sledeéi bitan pojam je duzina luka krive ¢ : [a,b] — R™, i definise se kao

1Y(c) = / () odt.

Za krivu kazemo da je parametrizovana duzinom luka ili prirodno parametri-
zovana ako je za svaku vrednost parametra t € I, |[¢(t)]]e = 1. Tada je
Ll(c)=b—a.

Svaka regularna kriva moze se na jedinstven nacin (do na translaciju)
parametrizovati duzinom luka. Odgovarajuca reparametrizacija data je sa

t
cocos gdeje s(t) = Li(c) = / lé(r)lledhr.

Radi razlikovanja parametrizacije krive, koristimo sledece oznake
c(t) - proizvoljno parametrizovana kriva
¢(t) - tangentni vektor za proizvoljno parametrizovanu krivu
c(s) - prirodno parametrizovana kriva
c/(s) - tangentni vektor prirodno parametrizovane krive

Skup svih linearnih kombinacija vektora ay, as, ..., a; oznacavacemo sa Lin{ay, as, ...

sto je ujedno i potprostor generisan tim skupom vektora.
U nastavku definiSemo posebnu klasu krivih u R".

7ak}a
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1.1.2 Definicija (Freneova kriva i Freneov n-okvir)

Za reqularnu prirodno parametrizovanu krivu ¢ : I — R™ klase C™ kaZemo da
je Freneova kriva ako su vektori c'(s), (s),..., ™V (s) linearno nezavisni u
svakoj tacki s € I.

Tada je Freneov n-okvir {e1(s), ea(s), ..., en(8)} u svakoj tacki krive jedinstveno
odreden uslovima:

(1) {e1(s),ea(s),...,en(s)} je pozitivno orijentisan sistem vektora u R";
(i3) Lin{ei(s),...,ex(s)} = Lin{c(s),...,c®) (s)}, za svako k =1,2,....,n — 1;
(i31) (c®)(s),en(s))e >0, za bk =1,2,....,n — 1.

Za konstrukciju koristi se Gram-Smitov postupak.

1.1.1 Krive u ravni

Svaka regularna, dva puta neprekidno diferencijabilna kriva u ravni je Fre-
neova. Freneov okvir ¢ine:

tangentni vektor e;(s) = (s),

vektor normale ey (s), koji se dobija rotacijom e; za ugao 7 u
pozitivnom smeru.

Za svako s € I vazi ||d(s)|le = 1, odnosno (c(s),c(s))e = 1. Diferen-
ciranjern dobijamno (¢/(s),/(s)). + (¢(5),/(5)). = 0, pa je (e1(s). (). =
((s),c"(s))e = 0. To znaci da su vektori ¢’(s) i e3(s) linearno zavisni i da u
svakoj tacki krive postoji vrednost (s) za koju je ’(s) = r(s)es(s). Na taj
nacin dolazimo do funkcije x(s) koja se naziva krivina krive i meri zakrivljenost
krive, tj. koliko kriva odstupa od prave linije.

Da bi se mogli odrediti i izvodi krive viseg reda, potrebno je naci izvode
Freneovog okvira, koji predstavljaju Freneove jednacine:

¢f = ' =key
ey, = —kep

ili u matriénom obliku
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1.1.2 Krive u prostoru

U slucaju kada je n = 3 regularna kriva je Freneova ako je u svakoj tacki
ispunjeno ¢’ # 0. Odgovarajué¢i Freneov 3-okvir ¢ine sledeéi vektori

tangentni vektor e;(s) = (s),

C//(S)

vektor (glavne) normale es(s) = ———— 1

le” ()1l

vektor binormale e3(s) = e1(s) X ea(s).

Vektori Freneovog 3-okvira oznacavaju se slovima T (tangentni vektor),
N (vektor normale) i B (vektor binormale). Prilikom izvodenja Freneovih
jednacina u 3-dimenzionalnom slucaju javi¢e se dve funkcije koje figurisu u
opisivanju krive. U pitanju su krivina k = (¢’ es) = (€}, eq) 1 torzija 7 :=
(), e3).

Freneove jednacine u matricnom obliku date su sa

’
el 0 k 0 el
€9 = -k 0 7 €9
es 0 —7 0 es

Znacaj krivine i torzije dolazi do izrazaja u fundamentalnoj teoremi lokalne
teorije krivih, gde se pokazuje da funkcije krivine i torzije na jedinstven nacin
(do na euklidsko kretanje) odreduju krivu u prostoru.

Uopstenje ovog rezultata moze se naéi u [1], a ovde navodimo specijalan
slucaj koji je pogodan za poredenje sa rezultatom u prostoru Minkovskog.

1.1.3 Teorema (Fundamentalna teorema lokalne teorije krivih u R?)
Neka su date glatke funkcije k,7 : (a,b) — R3, takve da je r(s) > 0 za sve
s € (a,b), tacka sy € (a,b), qo € R® i pozitivno orijentisan ortonormiran
sistem {e?, €9, €9}

Tada postoji jedinstvena glatka Freneova kriva c : (a,b) — R3 za koju je
1SpuUnjeno:

1) c(s0) = qo;
2) {eV, €9, €3} je Freneov 3-okvir krive ¢ u tacki qo;

3) funkcije k i T su krivina i torzija krive c.
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Geometrija prostora
Minkovskog R;

U septembru 1908. godine, Herman Minkovski predstavio je javnosti svoja
zapazanja o strukturi prostora i vremena. Revolucionarnost ideje Minkovskog
lezala je u tome da se vremenska koordinata ravnopravno prikljuc¢i prostornim
koordinatama i tako generiSe 4-dimenzionalno prostor-vreme R}, sa osama
{z,y,z,t}.

U takvom okruzenju, Minkovski je uspeo da objasni fenomene koji su se
javljali u specijalnoj teoriji relativnosti, a koje je bilo nemoguce objasniti u
klasi¢énoj Njutnovoj postavci prostora i vremena. ViSe o tome Sta je prethodilo
radanju ideje Minkovskog, kako se razvila i uticala na fiziku 20. veka, kao i
deo njegovog originalnog rada' ¢italac moze naci u [5, 6].

Predmet ovog rada je izuc¢avanje krivih u prostoru Minkovskog sa matematickog
aspekta. Stoga ¢emo posmatrati jednostavniju verziju prostora Minkovskog sa
dve prostorne i jednom vremenskom osom R?, koja je pogodna za vizualizaciju
i poredenje sa euklidskom strukturom (R?, ( , ).).

Sadrzaj narednih poglavlja u najvecoj meri se zasniva na radovima [8, 9],
a pojedina zapazanja i ideje dokaza preuzeti su iz [1, 3, 7].

'Herman Minkowski, "Raum und Zeit” (1909).
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2.1 Osnovni pojmovi

2.1.1 Definicija Prostor Minkovskog R3 je trodimenzionalan realan vektorski
prostor sa skupom vektora {(x1,za,x3) | X1, 22,23 € R} na kom je definisana
nedegenerisana, simetricna bilinearna forma ( , ) na sledec¢i nacin

(x,y) =T1Y1 + ToYo — T3Y3 T = ($17$2,ﬂ73)ay = (ylny,ys)-

(', ) naziva se Lorencov skalarni proizvod ili Lorencova metrika.

Kako nadalje radimo u prostoru Minkovskog R?, Lorencov skalarni proizvod
naziva¢emo skalarnim proizvodom, a posebno ¢e biti naglaseno kada se misli
na (euklidski) skalarni proizvod u R3.

U Definiciji 2.1.1 x3—osa predstavlja vremensku, a 1 i x5 prostorne ose?.

Zbog minusa koji se javlja ispred vremenskih koordinata, u R? moze se
desiti da skalarni proizvod (nenula) vektora sa samim sobom bude pozitivan,
negativan ili nula. Na osnovu toga, vrsi se slede¢a podela vektora.

2.1.2 Definicija Za vektor v € R? kaZemo da je

(1) prostornog tipa ako je (v,v) >0 iliv =0,

(2) vremenskog tipa ako je (v,v) < 0,

(8) svetlosnog tipa (izotropni ili nul vektor) ako je (v,v) =0 iv # 0.
(1), (2) i (3) nazivaju se kauzalnim karakterom vektora v.

Skup svih vektora svetlosnog tipa u R? ¢ini svetlosni konus C koji je dat izrazom
C={z eR}|ai+a;—a;5=0}\{(0,0,0)},

i predstavljen je na Slici 2.13
Skup svih vektora vremenskog tipa u R? je skup

T ={x R} |2l +a;—235 <0}

2U literaturi se éesto za prvu osu uzima vremenska osa, pa se u skalarnom proizvodu
ispred prvog ¢lana javlja znak — a ispred ostalih +.
3Slika je preuzeta iz [1].
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Slika 2.1: Svetlosni konus

2.1.3 Primeri Ako posmatramo standardnu bazu vektorskog prostora R3
{e1 =(1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} imamo da je

<61,€1> = 1>0
<€2,€2> = 1>0
<63,63> = —1<0

tako da su e; i ey vektori prostornog tipa, a e3 je vremenskog tipa. Primer
vektora svetlosnog tipa je v = (1,0, 1).

2.1.4 Napomena Skalarni proizvod ( , ) generise na prostoru R? normu

2]l = v/[{z, z)].

Na osnovu toga mozemo primetiti da su jedini¢ni (normirani) vektori u R? oni
za koje vazi (x,z) = +1. To mogu biti vektori prostornog ili vremenskog tipa
jer su svi vektori svetlosnog tipa norme 0.

U Primeru 2.1.3 videli smo da se u standardnoj bazi nalaze dva vektora
prostornog i jedan vremenskog tipa. U nastavku ¢emo pokazati da je broj
vektora vremenskog tipa koji se nalaze u proizvoljnoj ortonormiranoj bazi uvek
isti i jednak dimenziji maksimalnog potprostora na kom je bilinearna forma
(, ) negativno definitna.
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2.1.5 Propozicija Neka je B = {e1, 3, e3} ortonormirana baza prostora R3,
r broj vektora iz B vremenskog tipa i W maksimalan potprostor od R? na kom
je (, ) negativno definitna. Tada je r = dim(W).

Dokaz. Neka za vektore {ey,...,e.} vazi (e;,e;) < 0. Jasno da je r > 1 jer bi
u suprotnom Lorencov skalarni proizvod bio pozitivno definitan na R$.

Oznacimo sa X = Lin{ey, ..., €.} potprostor generisan vektorima ey, ..., €,.
Tada je (, ) negativno definitan na X, pa mora biti X C W, odnosno

r=dim(X) < dim(W).
Sada definisimo preslikavanje T : W — X koje vektor w = wye; + woeg +

wzez € W preslikava u T'(w) = Zwiei. Lako se pokazuje da je T' linearno,
i=1
a u nastavku ¢emo pokazati da je i injektivno, tj. da je jezgro preslikavanja

Ker(T) ={0}.

Neka je T'(w) = Z w;e; = 0. Tada na osnovu linearne nezavisnosti vektora
i=1
baze sledi da je w; =0, zasvei=1,...,7, pa je

3 3
W= Wyry16p41 + -+ - + wses 1 (w,w) = Z w?{e;, e;) = Z w? > 0.
i=r+1 i=r+1
Kako je w € W, mora biti w; = 0, zat =r + 1,...,3. Time dobijamo da je
w = 0.
Na osnovu injektivnosti preslikavanja 7" imamo dim(W) < dim(X) = r. O

Ovom propozicijom pokazali smo da broj vektora svetlosnog tipa ne zavisi
od izbora baze, pa kako je u slucaju standardne baze r = 1, onda je u svakoj
ortonormiranoj bazi tacno jedan vektor vremenskog tipa.

Matrica metrickog tenzora koja odgovara Lorencovoj metrici (elementi ma-
trice su skalarni proizvodi vektora baze) je oblika

1 0 0
G=101 0
00 -1
Broj vektora u proizvoljnoj ortonormiranoj bazi, za koje je (e;, e;) < 0 naziva
se indeks bilinearne forme ( , ). Stoga se Lorencov skalarni proizvod moze
posmatrati kao nedegenerisana, simetri¢na bilinearna forma indeksa 1.
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2.1.1 Potprostori

Kauzalni karakter potprostora U C R3 odreduje se na osnovu osobina skalarnog
proizvoda indukovanog na U ((, )y) pa imamo slede¢e moguénosti:

(1) (, )u je pozitivno definitan na U i tada kazemo da je U prostornog tipa

(2) (, )uv jenedegenerisan iindeksa 1 na U i tada kazemo da je U vremenskog
tipa

(3) (, )u je degenerisan na U i tada kazemo da je U svetlosnog tipa.

2.1.6 Napomene

1. Potprostor generisan vektorom v € R?, Lin{v}, ima isti kauzalni karakter
kao i sam vektor.

2. Pojam ortogonalnosti vektora definisemo kao u R3:
za u 1 v kazemo da su ortogonalni (u L v) akko vazi (u,v) = 0.

3. Na osnovu ortogonalnosti, mozemo definisati i pojam ortogonalnog kom-
plementa u R?. Ako je U potprostor od R?, onda je ortogonalni komple-
ment U+ od U u R? dat sa

Ut ={veR?| (v,u) =0, zasve ucU}.

Postojanje kauzalnog karaktera vektora i potprostora ispunjava ambijent
R? zanimljivim i nesvakidasnjim osobinama, koje ¢emo prouciti u narednim
propozicijama. Za pocetak navodimo neke opste osobine vektorskih prostora
koje ¢e nam koristiti u daljim dokazima.

2.1.7 Propozicija Neka je V' n—dimenzioni vektorski prostor sa skalarnim
proizvodom { , ) i U njegov potprostor. Tada vaZi:

(i) dim(Ut) =n — dim(U).
(ii) (UH)+ =U.
(iii) Ako U nije degenerisan, onda ni UL nije degenerisan potprostor.

(iv) V. =U @ UL ako i samo ako { , )y nije degenerisan.
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Naredna propozicija ukazuje na odnos kauzalnog karaktera potprostora i
njegovog ortogonalnog komplementa.

2.1.8 Propozicija Neka je U potprostor prostora R3.

prostornog tipa vremenskog tipa
U je ¢ wvremenskog tipa akko je U+ { prostornog tipa
svetlosnog tipa svetlosnog tipa

Dokaz. Pokaza¢emo ekvivalenciju za prvi slucaj, na osnovu koje se ostali
sluéajevi jednostavno izvode primenom osobine (U+)+ = U.

(=) Pretpostavimo suprotno, tj. da je U prostornog tipa i U+ nije vremen-
skog tipa. Jasno je da na osnovu Propozicije 2.1.7 (i4i) U+ ne moze biti
svetlosnog, te mora biti prostornog tipa. Kako je R? = U@ U*, dobijamo
da se proizvoljan vektor vremenskog tipa v € R? moze zapisati v = u+1i,
gdeu e Uidae UL Alitada je (v,v) = (u,u) + 2{u, @) + (@, ) > 0, §to
je u kontradikciji sa kauzalnim karakterom vektora v.

(<) Neka je UL vremenskog tipa. Tada postoji & € Ut vremenskog tipa.
U
Uzmimo da je w = W i wq, we takvi da skup {wy, we, w} ¢ini ortonormi-
U
ranu bazu prostora R}. Tada je U = (UL)* C Lin{w;,ws} i (, ) je
pozitivno definitan na Lin{w;, ws} jer su wy, ws prostornog tipa (svaka
ortonormirana baza sadrzi tacno jedan vektor vremenskog tipa, a to je u

ovom slucaju w). Sledi da je U prostornog tipa. O

2.1.9 Posledica Ako je v vektor vremenskog (resp. prostornog, svetlosnog)
tipa, onda je v = Lin{v}* prostornog (resp. vremenskog, svetlosnog) tipa.

2.1.10 Propozicija

1) Dva vektora svetlosnog tipa u,v € Ry su linearno zavisna akko (u,v) = 0.

) D kt tl ti R? suli ‘ kk 0
(To znaci da su vektori svetlosnog tipa ortogonalni akko su paralelni, tj.
leze na istoj pravoj svetlosnog konusa.)

(11) Ako suw iv vektori svetlosnog ili vremenskog tipa za koje vazi (u,v) = 0,
onda oba moraju biti svetlosnog tipa.

(i7i) Ako su u iv dva vektora vremenskog tipa, onda je (u,v) # 0.

(Prema tome, dva vektora vremenskog tipa ne mogu biti ortogonalna.)
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(iv) Ako je U potprostor svetlosnog tipa, onda je dim(U NU*) = 1.

Dokaz.

(4)

(i)

(=) Neka su u,v € R} dva linearno zavisna vektora svetlosnog tipa.
Tada je (u,u) =0, (v,v) = 01 postoji a € R\ {0} takvo da u = av.
Stoga (u,v) = (av,v) = a{v,v) = al = 0.

(<) Neka su u,v € R? svetlosnog tipa i (u,v) = 0. Za proizvoljan
vektor w € R3 vremenskog tipa, na osnovu Posledice 2.1.9 w je
prostornog tipa, pa ne moze sadrzati vektor svetlosnog tipa (inace
skalarni proizvod ne bi bio pozitivno definitan na w). Zbog toga
je (w,v) # 01 (w,u) # 0.

(w, u)

(w,v)

a{w,v) = 0, odnosno u+av € wt. Kako je na wt skalarni proizvod

pozitivno definitan, iz (u+av, u+av) = (u, u)+2a{u,v)+a?*{(v,v) =

0 sledi v + av = 0 odnosno u = —av.

Ako uzmemo a = —

dobijamo da je (w,u + av) = (w,u) +

Pretpostavimo suprotno, (u,v) = 0 i bar jedan od vektora je vremenskog
tipa. Bez umanjenja opstosti, uzmimo da je v vremenskog tipa. Tada je
R? = Lin{v} & Lin{v}*, pa u moZemo predstaviti kao u = v + w, gde
w € vt ((w,v) = 0) i w je prostornog tipa. Sada je

0= (u,v) = (Av+w,v) = \Nv,v) + (w,v) = A(v,v),

pa kako je v vremenskog tipa mora biti A = 0. To zna¢i da jeu=wiu
je prostornog tipa. Kontradikcija.

Sledi direktno iz (7).

Kako je UNUL C U iUNUL C UL, na osnovu (i) iz Propozicije 2.1.7,
dim(U N U+) < 1. Sa druge strane, U je svetlosnog tipa, pa je ( , )
degenerisan na U, odnosno postoji u € U \ {0} takav da je za sve x € U
(u,z) = 0. To znaci da u € U N UL, pa je dim(UNU*) > 1. Dakle
dim(UNU*) = 1. O

Naredne dve propozicije sadrze potrebne i dovoljne uslove za odredivanje
kauzalnog karaktera nekih potprostora u R3.

2.1.11 Propozicija Neka je V ravan u R3. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
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(i) V' je potprostor vremenskog tipa.
(i1) V sadrzi dva linearno nezavisna vektora svetlosnog tipa.

(111) V' sadrzi vektor vremenskog tipa.

Dokaz.

(1) = (i) Neka je {ej, e} ortonormirana baza potprostora V. Jedan od vektora
e1, e mora biti prostornog (recimo e;), a drugi vremenskog tipa (es).
Posmatrajmo sada vektore e; +¢e5 i e; —es. Jasno je da se nalaze u V' i iz
linearne nezavisnosti vektora e i ey sledi i njihova linearna nezavisnost.
Na osnovu osobina skalaranog proizvoda i kauzalnog karaktera e; i e
imamo

<€1 +es,e1 + 62) = <€1,€1> + 2(61,€2> + <€2,€2> =140—-1=0
<€1 — €2,€1 — €2> = <€1,€1> — 2<€1,€2> + <€2,62> =140—-1=0.
Dakle, e; + e5 i e; — ey su trazeni vektori.

(17) = (i7i) Neka su u,v € V dva linearno nezavisna vektora svetlosnog tipa. Tada
vazi (u,u) = 0, (v,v) =01 (u,v) # 0. Vektoriu+viu—vsuuVi
jedan od njih je sigurno vremenskog tipa jer

(utv,utv) = (u,u) £ 2(u,v) + (v,v) = £2(u,v),
pa ¢e u jednom slucaju skalarni proizvod biti negativan.

(iii) = (i) Neka je vektor v € V vremenskog tipa. Tada je V4 C ot i vt je
prostornog tipa. Stoga je i V* prostornog tipa, pa je V vremenskog
tipa. O

2.1.12 Propozicija Neka je U potprostor od R3. Sledeéi uslovi su ekviva-
lentna:

(i) U je potprostor svetlosnog tipa.

(11) U sadrzi vektor svetlosnog tipa i ne sadrzi vektor vremenskog tipa.

(iii)) UNC =L\ {0} i dim(L) = 1.



GLAVA 2. GEOMETRIJA PROSTORA MINKOVSKOG R} 13

Dokaz.

(i) = (i)

(id) = (iid)

(idi) = (i)

Kako je ( , ) degenerisan na U, mora postojati vektor svetlosnog tipa.
Na osnovu Propozicije 2.1.11 sledi da u U ne moze postojati vektor vre-
menskog tipa.

Neka je u € U svetlosnog tipa. Tada je Lin{u} C UNC, pa je dim(U N
C) > 1. Ako bi dim(U NC) = 2, onda bi u U postojala dva linearno
nezavisna vektora svetlosnog tipa. Primenom Propozicije 2.1.11 dobi-
jamo da bi tada U sadrzao vektor vremenskog tipa, sto je u kontradikciji
sa pretpostavkom. Dakle, dim(U NC) = 1.

Na osnovu pretpostavke, znamo da U sadrzi vektor svetlosnog tipa, tako
da U ne moze biti prostornog tipa ({( , )y nije pozitivno definitan).
Takode U ne sadrzi dva linearno nezavisna vektora svetlosnog tipa, pa
na osnovu Propozicije 2.1.11 U ne moze biti ni vremenskog tipa. O

2.1.13 Propozicija Neka je P ravan u R? i n. vektor normale u odnosu na
euklidsku metriku. Tada vazi

prostornog tipa vremenskog tipa
P je ¢ wremenskog tipa akko je n, vektor ¢ prostornog tipa
svetlosnog tipa svetlosnog tipa

Dokaz. Neka je jednac¢ina ravni P data sa ax 4+ by + cz = 01 n. = a(a, b, ¢).
Skup tacaka ravni P mozemo predstaviti na sledec¢i nacin

P={(z,y,2) €R® | ax +by — (—c)z =0}
={(z,y,2) R’ | {(a,b,—0¢), (w,y,2)) = 0}
= Lin{(a,b, —c)}*.

Primenom Posledice 2.1.9 i ¢injenice da vektori (a,b, —c), (a,b,c) i n. imaju
isti kauzalni karakter dobijamo trazeni rezultat. O
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2.2 Vremenski konus i vremenska orijentacija

U prethodnom poglavlju sa 7T oznacili smo skup svih vektora vremenskog tipa.
Sada za svaki vektor v € T definiSemo njegov vremenski konus

Cr(u)={veT | (u,v) <O0}.

Jasno je da u € Cr(u), pa Cr(u) # (). Takode, na osnovu Propozicije 2.1.10
(1ii), za svaki vektor v € T vazi (u,v) < 0 ili (u,v) > 0, pa imamo da

Vo eT)velCr(u) V velCp(—u) i Cr(u)nCr(—u)=0.

U nastavku navodimo neke osobine vremenskih konusa, ¢iji se dokazi mogu
naci u [4, 8.

2.2.1 Propozicija

(i) Dva vektora vremenskog tipa u i v leZe u istom vremenskom konusu akko
(u,v) <0.

(i) uw € Cr(v) akko v € Cr(u) akko Cp(u) = Cr(v).
(iii) Vremenski konusi su konveksni skupovi.

Na osnovu osobine (7i) moze se zakljuciti da se, bez obzira na izbor vektora
v € T, T sastoji od dva vremenska konusa Cr(v) i Cr(—v). Radi lakseg
oznacavanja, uzmimo v = ez = (0,0, 1). Tada mozemo zapisati

T = C; U C{w, gde je C+ = CT(€3> i CE = CT(—Gg).

Slika 2.2: Vremenski konus
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Konusi Cf i C nazivaju se vremenskim konusom buduénosti i vremenskim
konusom proslosti (Slika 2.2), a vektori koji im pripadaju buduée usmerenim,
odnosno proslo usmerenim vektorima.

Moze se reéi i da je v = (v1,v2,v3) € T buduée (proslo) usmeren ako
(v,e3) <0, tj. v3 >0 ((v,—e3) <0, tj. v3 <O0).

Uoc¢imo da, na osnovu svega navedenog, prilikom izbora ortonormirane
baze imamo dve mogucénosti za izbor vektora vremenskog tipa. To nas dovodi
do uvodenja pojma vremenske orijentacije prostora R}, koji definiSemo u nas-
tavku.

Polazimo od skupa svih ortonormiranih baza prostora R3, oznacenog sa
B, i na njemu definiSemo relaciju ~. Za B, B’ € B, gde je B = {ey, es, €3},
B' = {e}, ¢, €5} 1 e i ey su vektori vremenskog tipa, kazemo da su u relaciji

B ~ B’ ako e3 i €} leze u istom vremenskom konusu (odnosno (es, e;) < 0).

Lako se pokazuje da je ~ relacija ekvivalencije i da na B pravi dve klase ekvi-
valencije, koje nazivamo vremenskim orijentacijama. Svakoj vremenskoj ori-
jentaciji odgovara jedan vremenski konus (Cy ili C) i obratno, svakom vre-
menskom konusu odgovara jedna klasa ekvivalencije na B.

Pod vremenski orijentisanim prostorom Minkovskog smatramo R$ sa odabra-
nom (fiksiranom) vremenskom orijentacijom (klasom ekvivalencije [B]., B €

B).

2.2.2 Napomena Pored vremenske, u R? definise se i orijentacija kao u R* u
smislu da se za bazu {e1, es, €3} kaze da je pozitivno (negativno) orijentisana
ako je det(ey, e, e3) > 0 (det(ey, e2,e3) < 0).

4Slika je preuzeta iz [3].
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2.3 Vektorski proizvod

Pri uvodenju vektorskog proizvoda, polazimo od iste ideje kao u euklidskom
okruzenju.

2.3.1 Definicija Za vektore u,v € R3 njihov (Lorencov) vektorski proizvod je
jedinstveni vektor u X v koji za svako w € R} zadovoljava jednakost

(u x v,w) = det(u, v, w), (2.1)

gde je det(u, v, w) determinanta ¢ije su kolone koordinate vektora u,v,w redom,
u odnosu na standardnu bazu.

Postojanje i jedinstvenost vektora u x v proizilaze iz bilinearnosti skalarnog
proizvoda. Ako u jednakosti (2.1) umesto w stavimo redom vektore baze
ey, es, e3, dobi¢emo sledecu jednakost za izracunavanje vektorskog proizvoda
preko koordinata vektora

i —k
UXV=|uUu Uy U3]|- (22)
U1 V2 Ug

2.3.2 Propozicija Lorencov vektorski proizvod zadovoljava sledece osobine:
(i) uxv=—vXu,

(ii) u X v je ortogonalan na vektore u i v,

(11i) ux v =0 akko suu i v kolinearni,

(iv) (uxv,uxv) = (u,v)?— (u,u){v,v).

Dokaz. Osobine (i), (i7) i (7i7) slede na osnovu jednakosti (2.1) i (2.2) i os-
obina determinanti.
(iv) Neka su vektori v = (uy, us, uz) i v = (v, v9,v3) iz R}. Izracunavanjem de-
terminante (2.2) dobijamo da se vektor u X v moze predstaviti preko koordinata
kao
u X v = (ugvs — Vaug, —(U1v3 — ugv1), —(U1V2 — V1U2)).
Tada je
(uxv,uxv) = (ugvy—vouz)® + (u1v3 — uzv;)? — (U — vyus)?
= vy(ui —ui) 4+ vi(u3 — ud) + v3(u + u3) + 2uvaugvy —

— QU1U3U3’U1 — 21@7)3’&3’02.
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Ako u prvoj zagradi dodamo i oduzmemo w3, u drugoj u?, u tre¢oj u3 i
grupisemo odgovarajuce clanove, dobijamo

(uxv,uxv) = —(u+us—ud)(v]+vs—v3)+ (uvr + ugvy — usvs)?

= —{u,u){v,v) + (u,v)>.

2.4 Neke izometrije u R}

Preslikavanje prostora u sebe samog koje ocuvava rastojanje izmedu njegovih
elemenata jeste izometrija. U slu¢aju prostora Minkovskog, linearna trans-
formacija L : R} — R} bice izometrija ako je Lorencov skalarni proizvod
invarijantan u odnosu na nju, tj. ako vazi

<L(5L‘)7 L(JZ)> = <JZ, :E)

Ako su B = {ey,es,e3} i B = {€1, 6,63} dve ortonormirane baze R?, takve da
je L(e;) = €;, i = 1,2,3, onda L mozemo predstaviti preko matrice A ¢ije su
kolone koordinate vektora e; predstavljenih u bazi B.

Da bi L bila izometrijska transformacija, A treba da zadovoljava uslov

ATGA =G.

[zometrije prostora Minkovskog nazivaju se Lorencovim transformacijama, a
njihove matrice sa uobicajenom operacijom mnozenja, obrazuju Lorencovu
grupu.

Specijalan slucaj Lorencovih transformacija su takozvane ortohrone trans-
formacije koje ¢uvaju i vremensku orijentaciju prostora. Tacnije, buduce
(proslo) usmerene vremenske vektore slikaju u buduée (proslo) usmerene.

U nastavku ¢emo navesti jednu vrstu ortohronih Lorencovih transformacija,
koje ¢éemo kasnije koristiti. U pitanju su bustovi®, transformacije koje fiksiraju
pravu [ iz R? i ¢&iji bi analogon u R? bile rotacije oko ose I.

Pravu [ mozemo posmatrati kao 1—dimenzioni potprostor generisan vek-
torom u € R?, pa u zavisnosti od njegovog kauzalnog karaktera imamo 3 vrste
takvih transformacija.

5U engleskom jeziku koristi se termin boost.
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1. [ je vremenskog tipa. Uzmimo da je e = (0,0,1) i | = Lin{es}. Tada
matrica odgovarajuce transformacije, A, ima oblik

cosp —sing 0
A= | sinp cosp 0 |. (2.3)
0 0 1

2. [ je prostornog tipa. Uzmimo da je | = Lin{e;}, e; = (1,0,0). Matrica
je u tom slucaju data sa

1 0 0
A=1 0 coshy sinhy |. (2.4)
0 sinhe coshyp

3. [ je svetlosnog tipa. U ovom sluc¢aju uzeéemo da je [ dijagonala (x5, x3)-
ravni, tj. [ = Lin{es + e3}, e +e3 = (0,1,1). Tada je

boow, ¢
A=| - 1-5 & . (2.5)



Glava 3

Krive u prostoru R?

U ovoj glavi upoznac¢emo se sa teorijom krivih u prostoru Minkovskog. Najpre
¢emo navesti osnovne pojmove i osobine krivih, zatim definisati Freneov okvir,
uvesti pojam krivine i torzije, izvesti Freneove jednacine i na kraju predstaviti
fundamentalnu teoremu za krive u R3.

Naglasimo da su pravila diferencijalnog i integralnog rac¢una ista kao u R3
jer ne zavise od metricke strukture prostora. Zbog toga se pojmovi tangentni
vektor, parametrizovana kriva, regularna kriva i duzina luka krive definisu na
isti nacin kao Sto je opisano u 1.1.

3.1 Osnovni pojmovi

3.1.1 Definicija Neka je ¢ : [ — R3 regqularna kriva. KaZemo da je c
(1) prostornog tipa u tackit € I ako je vektor ¢(t) prostornog tipa
(2) vremenskog tipa u tacki t € I ako je vektor ¢(t) vremenskog tipa
(3) svetlosnog tipa u tacki t € I ako je vektor ¢(t) svetlosnog tipa.

Za krivu ¢ kaZemo da je prostornog (resp. vremenskog, svetlosnog) tipa ako je
prostornog (resp. vremenskog, svetlosnog) tipa u svakoj tacki intervala I.

Iz definicije sledi da su sve krive vremenskog i svetlosnog tipa regularne.

19
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3.1.2 Primeri

1. Prava u R?, ¢ija je jedna parametrizacija c(t) = p + tv, p,v € R3, v # 0,
ima isti kauzalni karakter kao vektor pravca v jer je (¢(t), ¢é(t)) = (v, v).

2. Kruzna zavojnica c(t) = (rcost,rsint, ht), h # 0, r > 0, t € [0,27]
ima tangentni vektor ¢(t) = (—rsint,rcost, h), za koji je (¢(t),¢c(t)) =
r? — h?, pa u zavisnosti od odnosa parametara r i h ona ¢e biti razli¢itog
kauzalnog karaktera:

(1) r* > h? = ¢ je prostornog tipa
(2) r* < h* = ¢ je vremenskog tipa

(3) r? = h* = ¢ je svetlosnog tipa.

3. Neka je kriva ¢ : R — R? data sa c(t) = (cosht, %, sinht). ¢ je regularna

jer ¢(t) = (sinht,t,cosht) # (0,0,0), a na osnovu kauzalnog karaktera
¢(t) imamo sledece slucajeve:

(1) (e(t),c(t)) =t*—1>0zat e (—oo0,—1)U(1,400)
(2) (e(t),c(t))y =t —1<0zate (-1,1)
(3) {e(t),e(t)) =t*—1=0zate{-1,1}

Na Slici 3.1 dat je grafik krive za t € [—5, 5].

Slika 3.1: Grafik krive 3.

U Primeru 3. vidimo da vektor ¢(¢) nije istog karaktera u svim tackama
intervala na kom je kriva definisana. To ukazuje da u R? krive ne moraju
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obavezno biti jednog od tri navedena tipa. Ono sto se moze pokazati na os-
novu neprekidnosti skalarnog proizvoda jeste da ako je kriva prostornog ili
vremenskog tipa u tacki ¢ty € I, onda je ona tog tipa na nekom otvorenom
intervalu koji sadrzi tacku tg.

U narednim teoremama vide¢emo da u prostoru R} ne postoji globalna
teorija krivih, ta¢nije da se ona svodi na teoriju u R3. Podsetimo se da globalna
teorija krivih izucava zatvorene krive.

Za regularnu krivu ¢ : [a,b] — R} kazemo da je zatvorena ako postoji
periodi¢na regularna kriva ¢ : R — R, takva da je ¢, = ¢, ¢(t+b—a) = ¢(t),
c(a) = ¢(b) i é(a) = é(b).

3.1.3 Teorema Neka je ¢ zatvorena regularna kriva u R?, sadrzana u ravni
P. Ako je ¢ prostornog tipa, onda je i ravan P prostornog tipa.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je ¢ prostornog, a P nije prostornog tipa.
Onda je P svetlosnog ili vremenskog tipa. Pokaza¢emo da oba slucaja vode u
kontradikciju.

Ako je P vremenskog tipa, uzmimo da je P = Lin{e;,es}, tj. da je data
jednacinom = = 0. Tada je ¢(t) = (0,y(t), 2(¢)) i funkcija y(t) dostize maksi-
mum u nekoj tacki ¢y € [a, b] (neprekidna na zatvorenom intervalu). To znaci
da je y(to) = 01 ¢(to) = (0,0, 2(to)), a kako je ¢ regularna kriva mora biti
#(to) # 0. Sada je (¢(to),¢(to)) = —2(to)? < 0, odnosno kriva je vremenskog
tipa u tacki ty. Kontradikcija.

Ako je P svetlosnog tipa, uzmimo da je jednacina ravni y — z = 0. Tada
je c(t) = (z(t),y(t),y(t)) 1 ako je to tacka maksimuma funkcije z(t) imamo
¢(to) = (0,9(to), y(to)). Zbog regularnosti, sledi ¢(ty) # 0, ali to znaci da je
(¢(to), c(tg)) = y(te)* — y(te)? = 0, odnosno ¢ je svetlosnog tipa u tacki to.
Kontradikcija. O

3.1.4 Teorema Ne postoji zatvorena kriva u R? koja je vremenskog ili svet-
losnog tipa.

Dokaz. Neka je ¢ zatvorena kriva u R3, ¢(t) = (x(t),y(t), 2(t)). Tada postoji
tacka tg u kojoj funkcija z(t) dostize maksimum i za koju je 2(tg) = 0. U tom
slucaju je (¢(to), ¢(to)) = z(to)? +9(to)* > 0, pa c nije vremenskog tipa u tacki
tg, a samim tim nije vremenskog tipa. Ako bi ¢ bila svetlosnog tipa, onda bi
moralo biti ispunjeno #(ty) = y(ty) = 0, pa kriva ne bi bila regularna u tacki
tg, Sto vodi u kontradikciju. O

Zakljuéujemo da ne postoji teorija o zatvorenim krivama u R? koje su vre-
menskog ili svetlosnog tipa, dok se sluc¢aj zatvorenih krivih prostornog tipa
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svodi na teoriju o zatvorenim krivama u euklidskom prostoru jer je ravan pros-
tornog tipa izomorfna sa R2.

3.1.1 Parametrizacija duzinom luka

Poznato je da se u prostoru R? svaka regularna kriva moZe parametrizovati
duzinom luka. U prostoru Minkovskog isto vazi za regularne krive prostornog
ili vremenskog tipa i vide¢emo da se na isti nac¢in dolazi do odgovarajuce

reparametrizacije, dok je za krive svetlosnog tipa pristup drugaciji i uvodi se
pseudo-parametrizacija.

3.1.5 Propozicija Neka je ¢ : [a,b] — R3 regularna kriva prostornog ili
vremenskog tipa. Tada postoji interval TCRi difeomorfizam ¢ : I — [a, b]
takvi da za krivu ©: T — R3, datu sa ¢ = co p, u svakoj tacki u € T vazi
1€ (u)]l = 1.

Dokaz. Definisemo preslikavanje s : [a, b] — [0,[] na slede¢i nac¢in

s(t) = I, = / lé(r)dr.

Ako je kriva ¢ prostornog tipa, onda u svakoj tackit € [a, b] vazi (¢(t), ¢(t)) >
0 (nula ne moze biti zbog regularnosti), a ako je vremenskog tipa, u svakoj
tacki t € [a, b] vazi (¢(t),¢(t)) < 0.

Stoga, u oba slucaja je zadovoljeno §'(t) = ||¢(t)|| = \/|(¢(t), ¢(t))| > 0, pa
je s difeomorfizam i trazeno preslikavanje je ¢ = s~11 1 = [0, ].

To znaci da je odgovarajuéa reparametrizacija duzinom luka ¢ = co ¢ =
co st jer koristeéi pravilo za izvod sloZene i inverzne funkcije dobijamo da u
svakoj tacki vazi

ek = |[(cos V(W) = ||d(s  u ;:
1" (w)[| = [I( ) (W)l = ll<'( ())“s’(s_l(u)) L.

3.1.6 Primer
U drugom primeru 3.1.2 videli smo da kruzna zavojnica c(t) = (r cost, rsint, ht),
t € [0, 2], moze biti razli¢itog kauzalnog karaktera.
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Sada ¢emo za slucaj kada je kriva je prostornog tipa, tj. kada vazi r? —

h? > 0, na¢i njenu parametrizaciju duzinom luka. Veé smo izrac¢unali da je

()] = \/{c(t), c(t)) = v/r2 — h2, pa definiSemo

t
= /\/7’2 — h2dr = V/r? — ht,
0

odakle sledi t = ————— . Time dobijamo da je parametrizacija duzinom luka

V2 _ 12
) hs
), 7 sin( ),

S S

za kruznu zavojnicu data sa ¢(s) = (r cos(———=
J ( ) ( ( /r2 — h2 \/7“2—}22 \/7“2—h2
Za slucaj kada je r? — h? < 0, odnosno kada je zavojnica vremenskog tipa,

).

odgovarajuca zamena parametara ¢e biti ¢t = W
re —

U slucaju krive svetlosnog tipa u svakoj tacki krive vazi (¢(t), é(t)) = 0.
Diferenciranjem dobijamo (¢é(t), ¢(t)) = 0, pa na osnovu Propozicije 2.1.10 za-
klju¢ujemo da é(t) ne moze biti vremenskog tipa. Razmatramo dve moguénosti:

(1) ako je é(t) svetlosnog tipa, onda su é(t) i ¢(t) linearno zavisni, pa za
neko k € R vazi é(t) = ké(t). Resavanjem ove diferencijalne jednacine
dobijamo

c(t) = ae + b, gde su a,b € R3 i a je vektor svetlosnog tipa.
g 1

To znaci da ¢ predstavlja parametrizaciju prave svetlosnog tipa.

(2) ako je ¢(t) je prostornog tipa, onda mozemo naci odgovarajuéu reparametrizaciju
krive ¢ za koju je ||é(s)|| = 11 tada kazemo da je ¢ pseudo-parametrizovana
duzinom luka. Postupak je opisan u narednoj teoremi.

3.1.7 Teorema Neka je ¢ : [ — R3 kriva svetlosnog tipa, ¢ija putanja nije
prava lingja. Tada postoji reparametrizacija od ¢ data sa ¢(s) = (co p)(s), za
koju je [|¢"(s)[| = 1.

Dokaz. Ako oznacimo ¢(s) = (co ¢)(s) 1 primenimo pravilo za izvod slozene
funkcije dobijamo da je ¢’(s) = ¢”(s)é(t) + ¢'(s)2¢(t). Sledi

1"(s)II* = (" (s), &"(s)) = @' (s){&(t), &(1)) = &' ()| E(t) 1.
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Da bi ||¢"(s)|| = 1 dovoljno je odrediti ¢(s) tako da zadovoljava jednacinu

O

3.1.8 Primer Kruzna zavojnica c(t) = (rcost,rsint, ht), t € [0,27] je svet-
losnog tipa ako vazi 72 = h?. Uzmimo da je h = r (analogno bi bilo i u slu¢aju
kada je h = —r). Tada je vektor prvog izvoda ¢(t) = (—rsint,rcost,r),
lle(t)]| = 0, a vektor drugog izvoda je ¢é(t) = (—rcost,—rsint,0) i ||é(t)]| =
Vr2cos?t + r2sin’t = 7.

Ako ho¢emo da zavojnica bude pseudo-parametrizovana duzinom luka,

treba nadi preslikavanje ¢(s) za koje je ¢/(s) = ———— = L. Integracijom
Vgl VT

dobijamo da je jedno resenje p(s) = 7 1da je trazena pseudo-parametrizacija

c(s) = (r COS(W),rsin(W), \/Ts).

3.1.9 Napomena Reparametrizacijom krive ne menja se njen kauzalni karak-
ter. Naime, ako je ¢ = c o ¢ reparametrizacija krive ¢, onda je ¢(s) =
¢(p(s))¢'(s). Sledi

(@/(s).(5)) = ¢ (s)*(elp(5)), e(p(9))).

pa su vektori ¢(s) i é(t) istog kauzalnog karaktera.

3.2 Freneov okvir i Freneove jednacine

U ovom poglavlju ¢emo, razmatraju¢i posebno svaki od slucajeva kauzalnog
karaktera krive, videti kako izgledaju Freneov okvir i Freneove jednacine u R3,
kao i funkcije krivine i torzije.

Posmatra¢emo glatke krive ¢ parametrizovane ili pseudo-parametrizovane
duzinom luka koje nisu prave linije.

Specijalno, ako je ¢ prava, jedan oblik parametrizacije je ¢(s) = sv + p
(v € R? je vektor pravca, a p je tacka na pravoj). Tada je ¢/(s) = v = const i
" = 0, pa nema promene tangentnog vektora duz krive i kazemo da je u tom
slucaju krivina nula. Sa druge strane, ako podemo od toga da za neku krivu



GLAVA 3. KRIVE U PROSTORU R? 25

vazi ’(s) = 0, dvostrukom integracijom dobijamo da je ¢(s) = sv + p, tj. da
je ¢ prava u R3.

Takode, moze se desiti da se prava parametrizuje tako da nije u svakoj tacki
' (t) = 0, na primer ¢(t) = e'v + p, ali u tom slucaju su ¢(t) i ¢’(t) kolinearni
vektori.

Zbog toga ¢emo, da bi izbegli slucaj prave linije, zahtevati da je za svako
s ispunjen uslov ¢”’(s) # 0 i da vektori ¢/(s) i ¢’(s) nisu kolinearni.

Vektore Freneovog okvira oznac¢ava¢emo sa

o T(s) = c(s) - tangentni vektor
o N(s) - vektor normale
o B(s) - vektor binormale.

Napomenimo da su, bez obzira na kauzalni karakter krive, vektori 7'(s) i
T'(s) ortogonalni. Taj rezultat se dobija diferenciranjem jednakosti (7'(s), T'(s))
i, gde p u zavisnosti od karaktera vektora T'(s) moze biti 1, —1 ili 0.

Za konstrukciju Freneovog okvira i izvodenje Freneovih jednacina bi¢e nam
potrebne osobine Lorencovog vektorskog proizvoda i postupak predstavljanja
vektora iz R? preko vektora ortonormirane baze.

Ako su data dva jedini¢na vektora e; i ey, takva da je (e1,e9) = 01 (e, 1) =
€, {eg,e9) =1, gde €,n € {1, —1}, onda za e3 := e; X e3 na osnovu Propozicije
2.3.2 (i1), (iv) vazi

(63,€1> =0, <€3>€2> =01 <€3,€3> = <€17€2>2 - <€1>€1><€2,€2> = —€n,

pa skup {ej, ez, €3} €ini ortonormiran sistem u R3.
Za proizvoljan vektor X = Xje; + Xses + X3e3 ispunjeno je:

(X, ei) = Xi(ei e) = wiXi, gde je pn = €, pp =, pz = —en € {1, -1},
pa samim tim vazi X; = p;(X, e;), zai = 1,2,3. Stoga se X moze zapisati kao

X =¢€(X,e1)er + (X, ea)es — en(X, e3)es. (3.1)
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3.2.1 Krive vremenskog tipa

Neka je ¢ prirodno parametrizovana kriva vremenskog tipa. Tada je u svakoj
tacki krive T'(s) vektor vremenskog, a prema Posledici 2.1.9 T"(s) # 0 pros-
tornog tipa. Krivinu krive ¢, £(s) i vektor normale N(s) definisemo kao

=17 N = = )

Moze se zapisati T"(s) = k(s)N(s), odnosno k(s) = (T"(s), N(s)).
Vektor binormale dobijamo kao Lorencov vektorski proizvod tangentnog
vektora i vektora normale

B(s) =T(s) x N(s).

Kako je B(s) ortogonalan sa T'(s), mora biti prostornog tipa.

Time dolazimo do Freneovog 3-okvira {T'(s), N(s), B(s)}, koji za svako s
¢ini ortonormiranu bazu prostora R?. Kako je ispunjeno det(T'(s), N(s), B(s)) =
(T'(s) x N(s),B(s)) = (B(s),B(s)) =1 >0, baza je i pozitivno orijentisana.

Torziju definiSemo kao vrednost 7(s) = (N'(s), B(s)) i time imamo sve
potrebne veli¢ine za izvodenje Freneovih jednacina, koje dobijamo predstavl-
janjem T'(s), N'(s) i B'(s) preko vektora Freneove baze, oslanjajuéi se na
postupak kao u (3.1). U nastavku ¢emo koristiti oznake 7, N, B umesto
T(s), N(s), B(s) radi kraceg zapisa.

Kako je (T, T) = —1, (N,N) = 1i (B, B) = 1, vektori 7", N’, B’ su sledeceg
oblika:

(1) T"=—-T",T"T + (I",N)N + (I", B)B
Zbog ortogonalnosti 77 sa T' i B prvi i treéi sabirak su jednaki nuli, a
(T", N) = K, pa imamo
T = kN.

(2) NN=—(N',T)T'+(N',N)N + (N',B)B
Diferenciranjem (T, N) = 01 (N, N) = 1 dobijamo (N',T) = —(T', N) =
—k 1 (N’,N) = 0. Uvodimo velicinu 7 = (N’, B), koja predstavlja
torziju. Time dobijamo da je druga Freneova jednacina

N = kT + 7B.

(3) B' = —(B,T\T + (B, N)N + (B', BB
Diferenciranje jednacina (B,T) = 0, (B,N) = 01i (B, B) = 1, redom,
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dobijamo (B',T) = —(1T",B) =0, (B',N) = —(N',B) = —7i (B, B) =
0, odnosno
B' = —7N.

Jednacine predstavljene u matricnom obliku:

T 0 w 0 T
N |=| - 0 7 N (3.2)
B’ 0 —7 0 B

3.2.2 Krive prostornog tipa

Neka je kriva ¢ prostornog tipa. Tada je tangentni vektor 7'(s) prostornog
tipa, dok za vektor 7"(s) imamo vise moguénosti.

T’ je prostornog tipa

U ovom slucaju je, kao kod krive vremenskog tipa, krivina x(s) = ||77(s)]l,
T/
vektor normale N(s) = \IT’ES§|| i vektor binormale B(s) = T'(s) x N(s), s tim
s

sto jesada e = (T,T) =1, n = (N,N) =1, (B,B) = —en = —11 B(s) je
vremenskog tipa, pa je det(T, N, B) = (I'x N, B) = (B, B) < 0 i Freneov okvir
{T, N, B} je negativno orijentisan. Torzija je data sa 7(s) = —(IN’, B), a znak
minus se javlja jer je B vremenskog tipa. Predstavljajuéi vektore 7", N, B’
preko baze {T, N, B} dobijamo Freneove jednacine u slede¢em obliku:

T 0 x 0 T
N |=| - 07 N |. (3.3)
B’ 0 70 B

T’ je vremenskog tipa

Veli¢ine k(s), N(s) i B(s) definisu se kao u prethodnom slucaju, a razlika je
u tome $to sada vazi e =1, n = —1, (B, B) = 1 i B je prostornog tipa. Baza
{T, N, B} je pozitivno orijentisana, a torzija je data sa 7 = (N', B). Freneove
jednacine su

T 0 ~ O T

N | =[x 0 7 N |. (3.4)

B’ 0 70 B
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T’ je svetlosnog tipa

U ovom slucaju je || T']] = +/(T",T") = 0, pa se ne uvodi pojam krivine, dok
je vektor normale N(s) = T"(s).

Kako je T prostornog tipa, Lin{T}* je vremenskog tipa, pa sadrzi dva
linearno nezavisna vektora svetlosnog tipa. Jedan od njih je N(s) ((I",T) =
0), a drugi vektor ¢emo uzeti za vektor binormale B(s), s tim §to njegove
koordinate odredujemo tako da vazi (N(s), B(s)) = —1.

Ovako dobijen Freneov okvir {7, N, B} je skup linearno nezavisnih vektora,
ali nije ortonormiran sistem. Zbog toga sto sadrzi vektore svetlosnog tipa (nul
vektore), naziva se i nul okvir?.

Funkcija 7(s), data izrazom 7(s) = —(N’, B) naziva se pseudo-torzija, a
Freneove jednacine su

T 01 0 T
N l=[0r o0 N . (3.5)
B’ 1 0 —71 B

3.2.3 Kirive svetlosnog tipa

Posmatramo krivu ¢, pseudo parametrizovanu duzinom luka, za koju je tan-
gentni vektor T'(s) = ¢/(s) svetlosnog tipa, za svako s. Za vektor normale
uzimamo vektor N(s) = T"(s). Iz ortogonalnosti sa 7'(s) sledi da 7"(s) moze
biti prostornog ili svetlosnog tipa, ali kako vektori ¢’ i ¢’ nisu kolinearni, onda
T i T’ nisu linearno zavisni, pa na osnovu Propozicije 2.1.10 (i) sledi da T”
mora biti prostornog tipa. Zbog pseudo parametrizacije duzinom luka, 7"(s) je
i jedini¢ni vektor, pa se krivina krive ne definise jer vazi (T', N) = (T",T") = 1.

Za vektor binormale uzimamo vektor svetlosnog tipa B(s), linearno neza-

visan sa T'(s) i ortogonalan na N(s), takav da vazi (B,T) = —1. Time opet
dobijamo da je Freneov okvir {T', N, B} nul okvir.
Pseudo-torzija je funkcija 7(s) = —(N'(s), B(s)), dok su Freneove jednac¢ine
oblika
T’ 010 T
N =701 N |. (3.6)
B 070 B

3.2.1 Definicija U prostoru Minkovskog R, Freneove krive su krive vremen-
skog ili prostornog tipa, parametrizovane duzinom luka, za koje vazi (", ") # 0
(vektor normale je prostornog ili vremenskog tipa).

INull frame.
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Za Freneove krive, Freneove jednacine se mogu objediniti na slede¢i nacin.

T 0 k0 T
N | = —n 0 7 N
B’ 0 er O B

U nastavku vide¢emo primere Freneovih jednacina za neke od gore nave-
denih slucajeva krive.

3.2.2 Primeri

1. U Primeru 3.1.6 videli smo kako izgleda prirodna parametrizacija kruzne
zavojnice. Sada ¢emo za slucaj krive vremenskog tipa (r = 41 h = 5)
nac¢i Freneov okvir.

Neka je ¢(t) = (4cos(£),4sin(%), 2).
T(s) = c'(s) = (—3sin(5), 5 cos(5), 3) i (T(5), T'(s)) =

Tangentni vektor je
—1.

Vektor normale N(s) = (— cos(3), — sin(

Za vektor binormale dobija se B(s) = T'(s)x N (s) = (3 sin($), —2 cos($), —
i on je takode prostornog tipa.

),0) je prostornog tipa.

Krivina i torzija su konstantne i iznose Kk = g T= g.

2. Sledeca kriva je kruzna zavojnica prostornog tipa (r = 5, h = 4) i data
je jedna¢inom
4s

c(t) = (500s(§),5sin(§), =)

Vektori Freneovog okvira su: T(s) = ¢/(s) = (—2 sin(
je prostornog tipa.

Dalje je T'(s) = (—2 cos(§), —2sin(2),0), pa sledi da je vektor normale
N(s) = (—cos(3),—sin(3),0) takode prostornog tipa, a krivina iznosi

K =

oot
O~

Sada je B(s) = (3sin($), 5 cos(2), —2) vremenskog tipa, a torzija T =
3. Posmatrajmo sada krivu svetlosnog tipa iz Primera 3.1.8 za r = h = 4,
pseudo-parametrizovanu duzinom luka, c(s) = (4 cos(3), 4sin(3), 2s).

Tangentni vektor T'(s) = (—2sin(3),2cos(3),2) je svetlosnog tipa, a
N(s) = "(s) = (—cos(3), —sin(3), ()) je prostornog i || N(s)|| = 1.
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Sada za vektor binormale uzimamo vektor svetlosnog tipa, ortogonalan
na N i linearno nezavisan sa T, takav da vazi (B,T) = —1. Iz tri nave-
dena uslova dobijamo tri jednacine iz kojih mozemo izracunati koordinate

vektora B = (b17 bQ, bg)i

(B,B) =0 = b+b3-03=0

(B,N)=0 = —bicos(3) — bysin(35) =0

(B,T)=—1 = —2bysin(3) +2bycos(5) — 2b3 = —1.
Resenje je B(s) = (3 sin(£), —3 cos($), 1), a pseudo-torzija ove krive data
jesaT=—(N' B)=—4%.

Slika 3.2: Grafici krivih iz Primera 1., 2. i 3.

4. Kriva c(s) = (s, s%, s?) je prostornog tipa sa vektorom normale svetlosnog
tipa. U tom slucaju imamo nul okvir, koji ¢ine vektori:

T(s) = (1,2s,2s), N(s) = (0,2,2) i B(s) = (s,s* — 1, + 1).

Vektor binormale odredujemo kao u prethodnom primeru, koristeci uslove
koji treba da zadovoljavaju vektori T', N, B:

(B,B) =0, (B,N) =11 (B,T) = 0.
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U ovom slucaju krivina se ne definise, a 7 = 0 jer je N’ = 0. Ova kriva
lezi u ravni generisanoj vektorima (1,1,1) i (—=1,1,1), koja je svetlosnog
tipa.

Slika 3.3: Grafik krive iz Primera 4.

3.3 O krivama u ravni

U narednim propozicijama vide¢emo na koji nac¢in torzija opisuje polozaj krive
u prostoru R$. Najpre imamo rezultat koji vazi i u euklidskom prostoru.

3.3.1 Propozicija Freneova kriva ¢ : I — R3 parametrizovana duZinom luka
nalazi se u ravni ako 1 samo ako je njena torzija jednaka nuli.

Dokaz. Ako se kriva nalazi u ravni, tada je vektor binormale B konstantan,
pa je B’ = 0. Iz Freneovih jedna¢ina imamo B’ = —n7 N, odakle sledi da mora
biti 7 = 0.

Sa druge strane, ako podemo od toga da je 7 = 0, dobijamo da je B’ =
—nTN = 0, odnosno da je vektor B konstantan. To znaci da se kriva nalazi u
ravni generisanoj vektorima 7'i N. O

Sada ¢emo posmatrati dva specijalna slucaja krivih kod kojih smo definisali
nul okvir i pseudo-torziju.
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3.3.2 Propozicija Neka je ¢ : I — R3 kriva prostornog tipa sa vektorom
normale svetlosnog tipa. Ako je pseudo-torzija krive ¢ jednaka nuli, onda ona
lezi u ravni.

Dokaz. Ako je pseudo-torzija jednaka nuli, iz Freneovih jednacina sledi da
je N’ =0, odnosno da je vektor N(s) konstantan. Uzmimo da je N(s) = v,
tacka so € I i definisimo funkciju f(s) = (c(s) — ¢(so),v). Tada je f'(s) =
(T'(s),v) = 0, pa je f(s) konstantno, a kako je f(sg) = 0, sledi f(s) = 0 za
svako s € I. Vektor Ac(s) = c(s) — ¢(sp) ortogonalan je sa fiksnim vektorom

v u svakoj tacki, pa zaklju¢ujemo da kriva lezi u ravni, ¢iji je vektor normale
v. O

3.3.3 Napomena U gornjoj propoziciji naveden je samo jedan smer tvrdenja.
Da obratno ne vazi pokazac¢emo slede¢im primerom.
. 3 3 . . .« . v
Kriva c(s) = (s,%,%), s > 0, nalazi se u ravni odredenoj jednacinom

y — z =0 (Slika 3.4).

Slika 3.4: Kriva u ravni y — 2z = 0.
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Njoj pridruzen Freneov okvir ¢ine vektori

T(s) = (1,s*s*) (prostornog tipa)
N(s) = T'(s)=(0,2s,2s) (svetlosnog tipa)
s s 1 s 1

B(s) = (5, 1 154 + 4_3) (svetlosnog tipa),
a pseudo-torzija je 7(s) = —(N', B) = —(23(% — é) — 23(§ + é)) — %
Zakljucujemo da ako kriva prostornog tipa lezi u ravni, njena pseudo-torzija

ne mora biti jednaka nuli.

3.3.4 Propozicija Ako se kriva svetlosnog tipa nalazi u ravni, onda je ona
prava liniga.

Dokaz. Neka je ¢ kriva svetlosnog tipa koja lezi u ravni P. Tada P moze biti
svetlosnog ili vremenskog tipa.

Ako je P svetlosnog tipa, ona sadrzi jedan vektor svetlosnog tipa, oznacimo
ga sa u. Kako je tangentni vektor T'(s) svetlosnog tipa, on je u svakoj tacki
s € I kolinearan sa fiksnim pravcem wu, pa ¢ mora biti prava.

U slucaju da je P vremenskog tipa, ona sadrzi dva linearno nezavisna vek-
tora svetlosnog tipa, oznac¢imo ih sa v i v. Kako je vektor 7" u ravni P, moze
se predstaviti kao linearna kombinacija vektora v i v, T'= au + fv. Tada vazi

0= (T,T) = *(u,u) + *(v,v) + 2aB(u,v) = 2aB{u, v).

Kako su w i v linearno nezavisni (u,v) # 0, pa mora biti « = 0 ili § = 0.
To znaci da je vektor T'(s) kolinearan sa jednim od vektora u ( = 0) i v
(o = 0). Zbog neprekidnosti T'(s), u pitanju je isti vektor za svako s € I.
Time dobijamo da je ¢ prava u P. O

U prostoru R? krive u ravni (7 = 0) koje imaju konstantnu krivinu mogu
biti deo prave (k = 0) ili kruznice polupreénika r = % Kruznice se mogu pos-
matrati kao putanje koje nastaju rotacijom tacke oko fiksne ose. U poglavlju
2.4 videli smo kako izgledaju matrice bustova, transformacija u R analognim
rotacijama u R3. Sada é¢emo ispitati koje su to krive koje nastaju njihovom
primenom, odnosno kako izgledaju kruznice u R?.

1) Prvo ¢emo posmatrati bustove za vremensku osu [ = Lin{(0,0,1)}, ¢ija
je matrica A data sa (2.3). Neka je py = (xo,%0,20) pocetna tacka.
Primenom A na py dobijamo

(2,9, 2) = Apo = (20 o8 p — yosin g, zosin ¢ + yo cos @, 29).
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Dobijene tacke zadovoljavaju jednacine
$2+y2:x3+y(2):7“2, Z=2

pa je dobijena kriva kruznica u ravni z = zy poluprecnika r. Na Slici 3.5
prikazana je putanja za py = (1,2, 1), a narandzastom bojom osa .

Slika 3.5: Bust za osu vremenskog tipa

2) Sada ¢emo uzeti da je osa [ = Lin{(1,0,0)} prostornog tipa. Primenom
njoj odgovarajuce matrice (2.4) na tacku py = (o, Yo, 20), dobijamo tacke
oblika

(,y,2) = Apo = (20, Yo sinh ¢ + 2o sinh @, yo sinh ¢ + 2o cosh ),

za koje vazi
2 2 _ .92 2 _
Yy —2 =Y — %, T =To,

pa se one nalaze na hiperboli u ravni = zq. U zavisnosti od znaka y3 — 23

i polozaja tacke py, dobijena putanja ¢e biti jedna od grana te hiperbole.
Na Slici 3.6 prikazana je dobijena putanja sa osom [ za py = (1,2, 1).
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Slika 3.6: Bust za osu prostornog tipa

3) Ostao je jos slucaj kada je osa svetlosnog tipa, uze¢emo [ = Lin{(0,1,1)},
pa je matrica transformacije data sa (2.5) i primenom dobijamo

2 2
¥ '
(2,y,2) = Apy = (370+%0(yo—20)7yo—wﬂo—?(yo—fzo),20—90560—7(%—20))
Vidimo da dobijena kriva zadovoljava uslov y — z = yy — 29, pa posma-
tramo sledec¢e moguénosti.

Ako se pocetna tacka py nalazi u ravni y— 2z = 0, tada ¢e dobijene putanje
biti prave kroz pg, paralelne sa osom [.

Primetimo da je ravan data jednac¢inom y — z = 0 generisana vektorima
e; = (1,0,0) i (0,1,1), a to je upravo I+. Ukoliko pocetna tacka py ne
pripada I+, tj. o — 20 # 0, onda mozemo izraziti ¢ kao ¢ = y’““of’;% i
predstaviti

B g+ 2yo(yo — 20) — @
y=ylz) =
2(yo — 20)
odakle vidimo da je dobijena kriva parabola u ravni y — z = yy — 29, Cija

je osa paralelna sa [. Na Slici 3.7 prikazana je dobijena kriva sa osom [
(narandzasto) i osom parabole (zeleno).
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Slika 3.7: Bust za osu svetlosnog tipa

3.4 Fundamentalna teorema teorije krivih

Ovim poglavljem zaokruzi¢emo izlaganje o krivama u prostoru Minkovskog.
Videéemo na koji nacin funkcije krivine i torzije odreduju parametrizovanu

krivu.
Za pocetak, setimo se da u prostoru R? vazi da se primenom euklidskog

kretanja na krivu (rotacije i translacije) krivina i torzija ne menjaju. Prirodno
bi bilo ocekivati takav rezultat u R?, ali u sluaju primene transformacija

karakteristi¢nih za strukturu tog prostora.
U poglavlju 2.4 videli smo kako izgledaju izometrije prostora R?, pa mozemo

uociti da su analogon euklidskom kretanju transformacije oblika L : R? — R3,
Lx = Ax+0b, gde je A matrica Lorencove transformacije, a b proizvoljan vektor
iz R?. Ovakvo preslikavanje naziva¢emo Lorencovo kretanje.

3.4.1 Teorema
(i) Za Freneovu krivu c : I — R? krivina je invarijantna u odnosu na Loren-
covo kretange, a torzija je invarijantna do na promenu znaka.
(ii) Ako je kriva c : I — R3 svetlosnog tipa ili prostornog sa vektorom nor-
male svetlosnog tipa, tada je pseudo-torzija invarijantna u odnosu na

Lorencovo kretange.



GLAVA 3. KRIVE U PROSTORU R? 37

Dokaz.

(i) Neka je A matrica transformacije za koju vazi AGAT = G (det(A) = £1)
i preslikavanje M : R? — R} dato sa Mx = Az + b, gde je b € R3.
Oznacimo v = M o c. Treba pokazati da krive ¢ i v imaju istu krivinu i
torziju (do na znak).

Ako je Freneov okvir za krivu cdat sa {T', N, B}, aza krivu v {T,, N,, B, },
onda su oni u slede¢em odnosu

T,=+"=(Moc) =Ad = AT (3.7)

fy// (M o C)// AC// Ac//
N. = — — = = AN 3.8
VS T ooy~ AT ~ Jdet AT (3:8)
B, =T, x N, = AT x AN = det(A)A(T x N) = £AB.  (3.9)

Na osnovu izbora matrice A, jasno je da su krive ¢ i 7 istog kauzalnog
karaktera, kao i vektori Freneovog okvira. Stoga je (T,,T,) = (T, T) =,
(Ny,Ny,) = (N,N) =ni(B,,B,) = (B,B) = —en, pa na osnovu
Freneovih jednacina
N' = —exkT' —entB’
N, = —ew/T, —en,B

i(3.7), (3.8), (3.9) sledi ky =k 17, = =£T.

/
Y

(1) Neka je ¢ kriva prostornog tipa sa vektorom normale svetlosnog tipa.
Tada je T, = o = (M oc) = Ad = AT i T = AT", pa je vektor T/
svetlosnog tipa i N, =T = AT" = AN.

Vektor AB je svetlosnog tipa i zadovoljava uslove

(AB,T.) = (AB,AT)=(B,T)=0
(AB,N,) = (AB,AN)=(B,N) = —1,

tako da po konstrukciji Freneovog okvira vazi B, = AB.
U ovom slucaju je (T2, N,) = (T, N) =11
7, = —(N.,B,) = —(AN',AB) = 1.

Analogno ovom slucaju, trazeni rezultat se dobija i ako je kriva ¢ svet-
losnog tipa. O
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U uvodnom delu videli smo da za Freneove krive u R? krivina i torzija,
sa datim pocetnim uslovima, na jedinstven nacin odreduju krivu. U slucaju
Freneovih krivih u R? rezultat se razlikuje u tome §to za date pocetne uslove
postoji vise razlicitih krivih koje ih zadovoljavaju, tacnije postoje 3 krive.

Pod terminom razlicite podrazumevamo krive takve da ne postoji Loren-
covo kretanje kojim se jedna moze preslikati u drugu.

Objasnjenje za ovaj rezultat proizilazi iz postojanja kauzalnog karaktera
vektora i osobine da se u svakoj ortonormiranoj bazi prostora R$ nalazi tacno
jedan vektor vremenskog tipa. U zavisnosti od toga koji je od vektora u
pocetnoj bazi vremenskog tipa, javice se tri slucaja.

3.4.2 Teorema Neka su k, T : [ — R} diferencijabilne funkcije, k > 0, s € I,
qo € R} i neka je {Ey, By, E3} ortonormiran skup vektora u R3.
Tada postoje tri razlicite glatke Freneove krive ¢ : I — R} za koje vazi:

(i) c(s0) = qo;
(i1) {E1, Es, E3} je Freneov okvir za krivu ¢ u tacki qo;
(i1i) Kk je krivina, a T torzija krive c.

Dokaz. Pretpostavimo da je u bazi B = {Ey, Fs, F3} vektor E; vremenskog
tipa i da je B pozitivno orijentisana. Da bismo nasli Freneovu krivu, najpre
¢emo odrediti njoj odgovarajuéi Freneov okvir koji treba da zadovoljava Fre-
neove jednacine (3.2). Tako dolazimo do sistema ODJ

T'(s) = k(s)N(s)
N'(s) = k(s)T(s) + 7(s)B(s)

B'(s) = —7(s)N(s)
sa pocetnim uslovima
T(SO) = E1
N(S()) = E2
B(S[)) = E3.

Neka je skup {T'(s), N(s), B(s)} jedinstveno resenje tog sistema. Pokazimo
da on u svakoj tacki s € I ¢ini ortonormiranu bazu prostora R?, sa istim
kauzalnim karakterom vektora kao i pocetna baza.

Definisa¢emo funkcije y;(s), i = 1, ..., 6, na sledeéi nacin
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yi(s) = (T'(s), T(s)), ya(s) = (N(s), N(s)), ys(s) = (B(s), B(s)),
y4() (T'(s), N(s)), ys(s) = (T'(s), (8)>1y6() (N(s), B(s))-

Izvode funkcija y;(s) mozemo, primenom Freneovih jednacina, predstaviti kao

yi(s) = (I'(s),T(s)) =2(T,1T") = 25(T, N) = 2Ky

yo(s) = (N(s),N(s)) =2(N',N) =2xk(T,N) +27(B,N) = 2ky, + 27ys
ys(s) = (B(s), B(s)) =2(B,B') = =27(B,N) = —27ys

yi(s) = (I'(s),N(s)) = k{N,N) + &(T,T) + 7(T', B) = Ky2 + £y + TYs
ys(s) = (T(s),B(s))" = w(N,B) = (N, T) = kys — Ty

ve(s) = (N(s),B(s)) =w(T,B) +7(B,B) = 7(N,N) = kys + Tys — Ty>

i time dobijamo sistem ODJ sa poc¢etnim uslovima u tacki sg (—1,1,1,0,0,0).
Direktnom proverom dobijamo da je jedno reSenje sistema skup konstantnih
funkcija

y1<3) =-1, y2<3) =1, y3<3) =1, y4(3) =0, 95(5) =01 y6(3) =0,

a zbog jedinstvenosti, to je i jedino resenje. Sledi da u svakoj tacki s € [
skup {T'(s), N(s), B(s)} ¢ini ortonormiran sistem prostora R}, sa vektorom
vremenskog tipa 7'(s).

Sada definiSemo preslikavanje ¢ : I — R3 sa

c(s) =qo + /S T (u)du. (3.10)

S0

Uocavamo da vazi ¢(s) = T'(s), pa je ¢ kriva vremenskog tipa sa tangentnim
vektorom 1. Iz konstrukcije skupa {T, N, B} sledi da je vektor normale za
krivu ¢ N, = ”T,” = %, a kako je funkcija kK > 0, vazi N. = N. Sada
na osnovu konstrukcije Freneovog okvira, dobijamo da vektor binormale za ¢
mora biti B. Znaci da je {T', N, B} Freneov okvir za krivu ¢ i da su x i 7 njena
krivina i torzija.
Drugi slucaj dobijamo kada je vektor Fy vremenskog tipa, a E; i F3 pros-
tornog i baza B pozitivno orijentisana.
Tada resavamo sistem ODJ na osnovu Freneovih jednacina (3.4), krivu ¢
definisemo kao u (3.10). U ovom slucaju je ¢/(s) = T'(s) prostornog tipa,
pa je kriva ¢ prostornog tipa sa vektorom normale N(s) vremenskog tipa.
Treé¢i slucaj se dobija ako je vektor F3 vremenskog tipa, a baza B neg-

ativno orijentisana. Sistem ODJ od kog polazimo tada odgovara Freneovim
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jednacinama (3.3), a reSenje ¢e biti kriva prostornog tipa sa vektorom normale
prostornog tipa. O

3.4.3 Napomena Vidimo da u prostoru Minkovskog, fundamentalna teorema
teorije krivih, daje postojanje, ali ne i jedinstvenost. Ukoliko bi u postavci
teoreme za pocetni ortonormiran sistem {F1, F5, F3} bio dat kauzalni karakter
vektora, imali bismo postojanje jedinstvene krive koja zadovoljava date uslove.

U narednoj teoremi posmatra¢emo slucaj kada su zadati pseudo-torzija i
pocetni nul okvir, a treba nac¢i pseudo-parametrizovanu krivu kojoj oni odgo-
varaju. Znamo da se nul okvir {7, N, B} koji odgovara krivi ¢ sastoji od dva
vektora svetlosnog i jednog prostornog tipa. Ako je T prostornog, u pitanju
je kriva prostornog tipa, a ako je N prostornog onda je kriva svetlosnog tipa.
Sluc¢aj da je B prostornog, a 7' i N svetlosnog tipa ne odgovara nijednom
od kauzalnih karaktera krive, tako da ¢e se u dokazu ove teoreme javiti dve
mogucénosti.

3.4.4 Teorema Neka je 7 : I — R} glatka funkcija, tacka sy € I, qo € R?
i {E1, By, E3} nul okvir prostora R}. Tada postoji kriva ¢ prostornog tipa sa
vektorom normale svetlosnog tipa 1 kriva svetlosnog tipa cija je pseudo-torzija
T i {E1, By, E3} nul okvir u tacki sq.

Dokaz. Neka je vektor E; prostornog tipa. Na osnovu Freneovih jednacina
(3.5) postavljamo sistem ODJ

T'(s) = N(s)
N'(s) = 7N(s)
B'(s) = T(s)—7B(s)

sa pocetnim uslovima
T(So) = E17 N(So) = EQ, B(SQ) = Eg.

Jedinstveno resenje sistema oznaci¢emo sa {T', N, B}. Definisuéi funkcije y;(s),
1=1,...,6, kao u prethodnoj teoremi dobijamo sistem ODJ

yr = (1.7) =2(T,N) = 2y

vy = (N,NY =27(N,N) =271y,

ys = (B,BY =2(T,B) —27(B, B) = 2y; — 27y3

yp = (ILN) =(N,N)+7(T,N) =y.7u

ys = (T,B) =(N,B) +(I\T) = (T, B) = ys + 11 — 7Ys
(

Yo = (N,B) =(I,N) =y
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sa pocetnim uslovima (1,0,0,0,0, —1), ¢ije je jedinstveno reSenje

y1(s) =1, ya(s) = 0, y3(s) =0, ya(s) =0, ys(s) =01 ye(s) = —1.

Time smo pokazali da je skup {7, N, B} nul okvir u svakoj tacki s € I. Trazenu
krivu dobijamo kao
c(s) = qo +/ T (u)du.
S0

Kako je ¢(s) = T'(s), sledi da je ¢ prostornog tipa sa vektorom normale N (s)
svetlosnog tipa. Da je pseudo-torzija krive ¢ funkcija 7 sledi iz konstrukcije
nul okvira.

Za slucaj kada je F, prostornog tipa, polazeé¢i od jednacina (3.6), dobi¢emo
kao resenje nul okvir, kom odgovara kriva svetlosnog tipa. O



Zakljucak

Prostor Minkovskog je sa matematicke strane zanimljiv za izuc¢avanje jer pokazuje
kako se malom promenom u definiciji metrike javljaju nove osobine prostora

i uspostavljaju nove veze medu elementima. Neke, za euklidski prostor neza-
mislive stvari, u prostoru Minkovskog postaju moguce. Videli smo da nenula
vektori mogu biti istovremeno i kolinearni i ortogonalni, kao i to da ulogu
kruznica igraju i parabole i hiperbole.

Mi smo se fokusirali na trodimenzionalan prostor i predstavili osnovne po-
jmove i tvrdenja koja se odnose kako na sam prostor tako i na teoriju krivih
u njemu. U 4-dimenzionalnom slu¢aju, R}, pridruzen Freneov okvir sastoji se
od 4 vektora, a krivu opisuju tri funkcije krivine. Sa dimenzijom i krivinom
viSe javlja se i vise moguénosti za proucavanje i klasifikaciju krivih.
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Cilj ovog rada je upoznavanje sa osnovama teorije krivih u prostoru Minkovskog i poredenje
sa osobinama koje vaze u trodimenzionom euklidskom prostoru. Prva glava sadrzi kratak
pregled osnovnih pojmova teorije krivih u R3. Druga glava posveéena je geometriji prostora
Minkovskog. U njoj su definisani Lorencov skalarni proizvod, kauzalni karakter vektora i
potprostora, Lorencov vektorski proizvod i izu¢ena su njihova svojstva. U trecoj glavi najpre
su dati uvodni pojmovi o krivama u prostoru Minkovskog, definisu se kauzalni karakter krive,
parametrizacija i pseudo-parametrizacija duzinom luka, Freneov okvir, krivina i torzija. Date
su Freneove jednacine za svaki od sluc¢ajeva krive, sa odgovarajué¢im primerima, i dokaz
fundamentalne teoreme teorije krivih u prostoru Minkovskog.
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