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Uvod i istorijat

Turniri su orijentisani grafovi bez petlji u kojima za svaka dva ¢vora postoji tacno jedna orijentisana
grana izmedu ta dva ¢vora. Ime je nastalo od reprezentacije turnira kao sportskog takmicenja u kojem su
¢vorovi ekipe i svake dve ekipe odigraju tacno jednu utakmicu izmedu sebe (na kojoj uvek jedna pobedi,
nema neresenog rezultata).

Turniri, kao orijentisani grafovi, su relacijske strukture, ali mogudée je kodirati turnire kao algebarske
strukture (algebre) na vise nacina. Dva najlaksa nacina su pomocu jedne ili pomocu dve binarne
operacije. Te binarne operacije daju ,pobednika”, odnosno ,,gubitnika“ ,utakmice” izmedu dva ¢vora.
Jasno, dovoljno je da se da rezultat operacije ,,pobednik” da bi se odredio turnir, jer ako je pobednik
meca ab = a, onda je gubitnik a+b = b.

Pri istrazivanju algebarskih struktura, jedan od kljuénih pojmova su kongruencije. U slucaju turnira, u oba
nacina kodiranja koje smo pomenuli, kongruencije su iste, te nam nije bitno koje kodiranje se uzima. U
ovom master radu nas interesuju turniri koji su proste algebre, dakle nemaju kongruencija, sem dve
trivijalne (jednakost i puna relacija su uvek kongruencije), kao i turniri koji su poddirektno nesvodljive
algebre (prosti ili postoji najmanja netrivijalna kongruencija).

Kodiranje turnira kao algebri sa dve binarne operacije uveo je Ervin Fried u radu [Fried1] iz 1970. godine.
Fried je nastavio sa istrazivanjima u ovoj oblasti tokom cele karijere, kako u vezi turnira, tako i uopstenja
koje je definisao, tzv. slabo asocijativnih mreza. Citalac je upuéen na radove [Fried1], [Fried2], [Fried3],
[ErdosFriedHajnalMilner], [FriedGratzer1], [FriedGratzer2], [FriedLakser] i [FriedSos] kao neke od
poznatijih referenci iz njegovog opusa. On je popularisao istraZivanje turnira sa stanovista algebre i
privukao mnoge druge poznate naucnike da se tim bave.

Lako se opisuju kongruencije turnira sa grafovske tacke gledista, sto je dovelo do pitanja koliko su prosti
turniri, gde ih nema sem trivijalnih, Cesta pojava. E. Fried i H. Lakser su 1971. godine u [FriedLakser]
dokazali da je svaki konacan turnir sa n ¢vorova podturnir prostog turnira sa 2n+1 ¢vorova. P. Erdos, E.
Fried, A. Hajnal i E. C. Milner su 1971. u radu [ErdosFriedHajnalMilner] dokazali da se svaki konacan
turnir sa n ¢vorova, sem u sluc¢aju n=2, moZe naci kao podturnir nekog turnira sa n+2 ¢vorova. J. W.
Moon je 1972. godine u [Moon] dokazao da se svaki konacan turnir T sa n ¢vorova moze pronaci kao
podturnir nekog turnira sa n+1 ¢vorom, sem ako je n=3 ili je turnir T tranzitivan i ima neparan broj
¢vorova (u oba ova slucaja se moze nadi turnir sa n+2 ¢vora koji sadrzi T kao podturnir). P. Erdos, A.
Hajnal i E. C. Milner su 1972, godine u radu [ErdosHajnalMilner] uopstili rezultat Moona i na beskonacne
turnire, tj. dokazali su da se i svaki beskonacan turnir moze prosiriti do prostog turnira dodavanjem
samo jednog ¢vora. U ovoj tezi éemo prikazati rezultat Moona.

Sa algebarske tacke gledista, uvek je zanimljivo pitanje identiteta, Sto su jednakosti koje vaze u celoj
algebri. Pitanje koje je u dobroj meri interesovalo istraZivace je pitanje konaéne baze identiteta, tj. da li
se svi identiteti koji vaZe u nekoj algebri, ili klasi algebri, mogu izvesti na osnovu nekih konaéno mnogo
od njih. U slucaju turnira, moZemo postaviti dva pitanja: da li svaki konacan turnir ima konac¢nu bazu



identiteta, i da li klasa svih turnira ima konac¢nu bazu identiteta (tj. da li se identiteti koji istovremeno
vaZze u svim turnirima mogu izvesti iz kona¢no mnogo njih). Ova pitanja su razli¢ita u zavisnosti da li o
turnirima govorimo kao o algebrama sa jednom ili sa dve operacije. Turniri kao algebre sa dve operacije
imaju distributivne mreze kongruencija, ali i sve algebre koje zadovoljavaju iste identitete kao turniri
takode imaju distributivne mreze kongruencija. Stoga na osnovu K. A. Bakerove teoreme (dokazane
1977. u radu [Baker]) sledi da svaki konacan turnir kao algebra sa dve operacije ima konacnu bazu
identiteta. Da li klasa svih turnira ima konaénu bazu identiteta ili nema nije poznato ni dan-danas, i taj
otvoren problem se smatra teskim.

U slucaju turnira kao algebri sa jednom operacijom, mreze kongruencija su im i dalje distributivne
(naravno, jer turniri imaju iste kongruencije, bilo da su kodirani kao algebre sa jednom ili sa dve
operacije!). Medutim, varijetet koji generisu turniri sadrzi i algebre koje nemaju distributivne mreze
kongruencija. Umesto toga, mreze kongruencija algebri u varijetetu koji generisu turniri su infimum-
semidistributivne. Klasu turnira kao algebri sa jednom operacijom su prvo istrazivali V. Miiller, J. NeSetfil
i J. Pelant u radu [MullerNesetrilPelant] 1975. godine. Tad je postavljeno pitanje baze identiteta koji vaze
u svim turnirima. J. Jezek, P. Markovi¢, M. Maroti i R. McKenzie su 2000. u radu
[JezekMarkovicMarotiMcKenzie2] dokazali da ne postoji konaéna baza za skup identiteta koji vaze u
svim turnirima. Pitanje da li svaki konacan turnir ima konac¢nu bazu identiteta u slu¢aju kodiranja
pomocu jedne operacije je reSeno ponajvise ispitivanjem poddirektno nesvodljivih algebri koje
zadovoljavaju sve identitete koje zadovoljavaju svi turniri. U radu [JezekMarkovicMarotiMcKenziel] iz
1999. godine dokazano je da svi poddirektno nesvodljivi turniri koji zadovoljavaju iste turnire kao jedan
konacan turnir T moraju biti konacni, i ne mnogo veci od T. To je bio korak ka primeni teoreme R.
Willarda (videti [Willard]) koja objasnjava kako se moZe dokazati da je konacna baza identiteta neke
konacne algebre: potrebno je dokazati da sve generisane algebre imaju infimum-semidistributivne
mreze kongruencija, i da su poddirektno nesvodljive algebre koje ta algebra generise sve konacne. Prvi
uslov je, dakle, ispunjen, a drugi takode kad su te poddirektno nesvodljive algebre i same turniri.
Konacno je M. Mardti u svojoj doktorskoj disertaciji [Maroti] iz 2002. godine dokazao da su sve
poddirektno nesvodljve algebre koje generiSu turniri sa jednom operacijom i same turniri, ¢ime je
kompletirao uslove za primenu Willardove teoreme. Dakle, posledica te disertacije je da svaki konacan
turnir kao algebra sa jednom operacijom ima kona¢nu bazu identiteta. Ova teza ée prikazati deo tog
dokaza koji se odnosi na opis svih poddirektno nesvodljivih turnira do na proste turnire. Koristicemo
jednu teoremu iz Marotijeve disertacije bez dokaza.



1. Turniri

Definicija 1.1. Orijentisan graf ili digraf je uredeni par D = (V,E), gde je VV skup ¢vorovaa E C V XV
skup grana. Ako (u,v) € E(D) piSemo u — v i kazemo da je to grana iz u u v ili da grana vodi od u do v
ili daizlaziiz u i ulazi u v ili da u tuce v, a v gubi od u.

Definicija 1.2. Orijentisan put od ¢vora v; do ¢vora v, je
P =01V U =V DV D DV, VOV, =10 k=1, v F gy, TFE .
V1 se naziva pocetni vor, a v zavrsni ¢vor. DuZina puta je |[E(P,)|=k — 1.

Definicija 1.3. Rastojanje od ¢vora u do ¢vora v, d(u, v) je minimalna duZina puta od u do v.
U opstem slucaju je d(u, v) # d(v,u).

Definicija 1.4. Orijentisana konturaje C;, = V1V, ..V V1 =V 2V = - 2 v, = vy, k =3,
Vi D Vg1, L=1,.k, Vg = vy, v; #F U5, L # J. DuZina konture je [E(Cy) | = k.

Definicija 1.5. Cvorovi u, v su jako povezani ako postoji orijentisan put od u do v i postoji orijentisan put
od v do u.

Definicija 1.6. Orijentisan graf je jako povezan ako su mu svi ¢vorovi jako povezani.

Lema 1.1. Jaka povezanost je relacija ekvivalencije na skupu svih ¢vorova orijentisanog grafa i njene
klase ekvivalencije se nazivaju klase jake povezanosti.

Dokaz : Refleksivnost : po definiciji svaki ¢vor x je jako povezan sam sa sobom.

Simetri¢nost : ako je x jako povezan sa y postoje orijentisani putevi od x do y i od y do x pa je i y jako
povezan sa x.

Tranzitivnost : neka je x jako povezan sa y i y jako povezan sa z. Tada postoje putevix = -+ = y,y =
= Z,y > x,z- >y Alisada postojeiputevix - -2y 5o zizo oy oo x
pa je x jako povezano sa z.

Definicija 1.7. Turnir T,, je orijentisan graf sa skupom ¢vorova {1,2,3, ..., n} u kome je svaki par razlicitih
¢vorova (u, v) povezan sa ta¢no jednom granomu = viliv = u.

Definicija 1.8. Turnir je tranzitivan ako za njegove ¢vorove vazidaizx - yiy — zsledidax — z.

Definicija 1.9. Izvor je ¢vor koji tuce sve druge ¢vorove turnira a ponor je ¢vor koji gubi od svih drugih
¢vorova turnira.

Lema 1.2. Ako je turnir tranzitivan ne sadrzi konturu i sadrzi izvor i ponor.

Dokaz : Pretpostavimo da je turnir tranzitivan i da sadrzi konturul - 2 — --- - k — 1. Tada imamo
k—1iizl— 2,2 > 3sledidal— 3.Dalje,iz1— 3,3 — 4 sledida 1 — 4. Slicno pokazujemo da 1 tuce
sve ¢vorove 2,3,...,k $to je protivre¢no sa Cinjenicom da k — 1. Dakle, tranzitivan turnir ne moZe sadrzati
konturu. Pretpostavimo da tranzitivan turnir nema ponor. Tada za svaki ¢vor turnira postoji bar jedna
grana koja iz njega izlazi. Dakle, za ¢vor 1 imamo 1 — 2, pa dalje za 2 imamo 2 — 3 i tako dalje dobijamo



usmereniputl—» 2 - 3 - -+ - k — ---. Kako je nas turnir konacan mora do¢i do ponavljanja tacaka na
primer i = k i sada dobijamo konturui—=i+1 = -+ - k — 1 — k = i $to je u kontradikciji sa prvim
delom teoreme pa nas turnir mora sadrzati ponor. Analogno pokazujemo da tranzitivan turnir ima izvor.

Lema 1.3 Turnir je tranzitivan akko za njegove ¢vorove vaZida i — jakko i < j.

Dokaz : Pretpostavimo da imamo tranzitivan turnir T,,. Prema prethodnoj lemi nas turnir ima izvor koji
¢emo oznaditi sa 1. Sada posmatramo turnir T,,\{1}. On je takode tranzitivan pa opet sadrZi izvor koji
obelezimo sa 2. Sada posmatramo T, \{1,2} i njegov izvor obelezimo sa 3 i tako nastavljamo ovaj
postupak ¢ime dobijamo novu notaciju ¢vorova naseg turnira u kojoj vazi da ¢vor tuce sve svoje
sledbenike Sto ¢ini jedan smer dokaza ove leme. Za drugi smer pretpostavimo da vazi da i — j akko

i <j ipretpostavimo da za neke ¢vorove x,y,z iz T, vazidax — y i y — z. Tada je po pretpostavci
x < yiy < zpajezbog tranzitivnosti relacije < i x < z iz ¢ega na osnovu pretpostavke sledi da

x — z §to je i trebalo pokazati da bismo dobili tranzitivnost turnira T',.

Definicija 1.10. Ako u turniru T,, svaki ¢vor podturnira A tuce svaki ¢vor podturnira B piSemo A= B isa
A + B oznacavamo podturnir u kome su novi ¢vorovi AiB injihov odnos je A— B.

Lema 1.4. Svaki turnir se moze podeliti na klase jake povezanosti koje medusobno imaju odnos kao u
tranzitivnom turniru i svaka klasa je jako povezana ili jednoelementna.

Dokaz : Znamo da je jaka povezanost relacija ekvivalencije i da ona vrsi particiju skupa svih ¢vorova
turnira na disjunktne klase ekvivalencije cija unija Cini ceo skup ¢vorova. Neka su X i Y dve razli¢ite klase
jake povezanostiinekasu x € X,y € Y inekajex — y (y — x je dualan slu¢aj a mora vaZiti ta¢no jedan
od njih dvoje posto je u pitanju turnir). Ako bi neka od klasa X ili Y bila jednoelementna na primer, X tada
bi moralo da vaZi za svaki ¢vor y' iz Y da x — y' jer u suprotnom biimalix >y - --- >y > xtj.xiyhbi
bili jako povezani pa ne bi pripadali razlicitim klasama ekvivalencije. Sada pretpostavimo da obe klase X i
Y imaju po bar dva elementa i neka je x' € X,y € Y. Ako bi bilo day’ — x’ onda biimalix -y = - -
y' S x > o X posto su klase ekvivalencije unutar sebe jako povezane imamo puteve izmedu svaka
dva ¢lana u njima, pa bi X i Y bile jednake. Dakle, ako x — y moraix’ — y' tj. svaki elemenat klase X
mora i¢i u svaki elemenat klase Y pa svaka klasa ekvivalencije ima ta¢no jednu granu sa svakom drugom
klasom ekvivalencije i to X= Y akko x — y u turniru. Jo$ treba pokazati da klase ekvivalencije imaju
odnos kao u tranzitivnom turniru. Pretpostavimo da klasa X= Y i Y= Z. Posto X i Z imaju razli¢ite grane
sa Y sledi da je X+ Z pa onda mora biti X= Z iliZ= X. Pretpostavimo daZ= X.Tadabizax € X,y €
Y,z € Z vazilodax = y = z — x pa bismo dobili da su ove tri klase jednake Sto je kontradikcija sa
pretpostavkomdaX=YiY= Z.

Definicija 1.11. A je podturnir turnira T,, ako je skup évorova turnira A podskup ¢vorova turnira T, i skup

grana turnira A je podskup grana turnira T,.

Definicija 1.12. Turnir T,, je svodljiv ako se moZe prikazati kao T,, = A + B za neke neprazne turnire A i
B, u suprotnom je nesvodljiv.

Lema 1.5. Trivijalni turnir T je jedini turnir koji je i tranzitivan i nesvodljiv.



Dokaz : T je trivijalno tranzitivan i nesvodljiv. Pretpostavimo da imamo turnir T, gde je n > 1 koji je
tranzitivan. Tada za njegov ¢vor 1 ne gubedi na opstosti vazi da 1 — i za sve ¢vorove i > 1 pa moZzemo
napraviti particiju A= {1}, B=T,, \{1},T,, = A + B, A= B. Dakle, T,, je u ovom slu¢aju svodljiv.

Lema 1.6. Turnir T,, je svodljiv akko nije jako povezan.

Dokaz : Pretpostavimo da je turnir T,, svodljiv. Tada se on moze podeliti na dva disjunktna podturnira u
kojima svaki ¢vor jednog, na primer podturnira A tuce svaki ¢vor drugog, na primer podturnira B. Ako
uzmemo proizvoljne ¢vorove a € A, b € B sada vazi da a — b ali ne moze postojati putod b do a jer b
moZze i¢i samo u ¢vorove podturnira B a nijedan ¢vor od njih ne moze do¢i do ¢vora a koji pripada
podturniru A i zato ovaj turnir ne moZe biti jako povezan.

Pretpostavimo sada da turnir T, nije jako povezan. On se na osnovu Leme 1.1. moZe podeliti na klase
jake povezanosti Ey, E5, ..., E;,, k < n. Ako uzmemo proizvoljno j,1 < j < k — 1, T,, moZemo podeliti na
dva disjunktna turniraA = E; U ...UE; i B = ji+1 U ... U Ey i posto klase jake povezanosti

posmatrane kao ¢vorovi turnira obrazuju tranzitivan turnir vazida A= B i T, je svodljiv.

Lema 1.7. Neka je T,, jako povezan turnir i i proizvoljan ¢vor iz T,,. Tada postoje x, y iz T, takvi da

i > x,y—>izakojevazidax — y.

Dokaz : Za svaki ¢vor i jako povezanog turnira moraju postojati bar jedno x i y takvidai — x,y — i jer
bi se u suprotnom turnir mogao podeliti na skupove A= {i} i B= T, \{i}, T, = A + B (ako ne postoji

x, i = x onda B= A4, ako ne postoji y,y — i onda A= B), pa na osnovu Leme 1.3. on ne bi bio jako
povezan. Dakle, postoje x i y takvidai — x,y — iineka je X skup svih x takvih dai — x i Y skup svih
y takvih da y — i. Ako bi sad pretpostavili da y — x za sve ovakve x, y, tj. da Y= X opet bismo T,, mogli
podelitina A=Y iB = X U {i}, A= B pa nas turnir ne bi bio jako povezan. Dakle, moraju postojati bar
jednox € X,y € Y takvidax — y.

Definicija 1.13. Hamiltonov put je put koji sadrzi sve ¢vorove grafa. Hamiltonova kontura je kontura koja
sadrzi sve ¢vorove grafa.

Lema 1.8. Svaki turnir T,, sadrZi Hamiltonov put.
Dokaz : Indukcijom po broju ¢vorova turnira n.
Zan = 1,2 turniri T, T, trivijalno sadrze Hamiltonov put. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za turnire koji
imaju manje od n ¢vorova i posmatramo turnir T,, sa ¢vorovima {1,2,3, ..., n}. Po indukcijskoj hipotezi
turnir T,,_y = T, \ {n} sadriZi Hamiltonov put 1 —-2- --- - n — 1. Imamo sledeéa 3 slucaja :

1. n -1, imamo Hamiltonovputn -1-2-:---n-1

2. n—1-n,imamo Hamiltonovputl -2---->n—-1-n

3. 1-nin-n-1,nekajek najvedi broj za koji vazida k - n.Sadaimamok » nin->k+1

i dobijamo Hamiltonov put1 -2—- - >k->n—-k+1---->n—1.

Lema 1.9. Turnir T,, n = 3 sadrzi Hamiltonovu konturu akko je jako povezan.
Dokaz : Pretpostavimo da turnir T,, sa skupom ¢vorova {1,2,3, ..., n} sadrzi Hamiltonovu konturu
C, =1-2- - —>n- linekasui,j dva proizvoljna évora T,. Sada imamoi - i + 1 — --- — j je put

odidojij—j+1—---—>ijeputodjdoipajeT, jako povezan.



Pretpostavimo sada da je T,, jako povezan turnir. 1z Leme 1.7. sledi da T,, sadrZi konturu duZine 3,
C3=1—-x—>y—IiPretpostavimodajels=1—-2 > -+ -5 —>1,s > 3 najduza kontura u T,,. Ako
je s =n, Cs je traZzena Hamiltonova kontura pa pretpostavimo, stoga, da je s < nineka je T,\Cs; =
{s + 1, ...,n}. Razlikujemo sledeca dva sluéaja :
1. Postojiu € {s + 1, ...,n} takvo da postoje i,j € C, takvidai = u,u - j.
Neka je k € {i, ...,j — 1} maksimalan broj takav da k = u, tadau — k + 1 iimamo konturu
Csiq=1->>k->k+1- -5 - 15tojekontradikcija sa pretpostavkom da je C,
najduZa konturau T,,.
2. Zasvako€ {s+1,..,n},C; = {u}ili{u} = C,.
Neka su A i B maksimalni podskupovi T,,\C, takvida C; = A i B = C,. Ako bi neki od A ili B bio
prazan T,, ne bi bio jako povezan jer bi se mogao podelitina B + C; ili C5 + A pa bi bio svodljiv.
Dalje, na osnovu Leme 1.4. postoje bar jednoa € Ai b € B takvida a — b. Sada dobijamo
konturuCs,p =1->a—->b - 2 - - - s — 15to je kontradikcija sa pretpostavkom da je C,
najduza kontura.
Dakle, mora bitis = ni Cs je trazena Hamiltonova kontura.

Definicija 1.14. Neka se €vorovi turnira T,, mogu podeliti u disjunktne podturnire E{, E,, ..., E,, m <n
(indeksi ne ukazuju na brojeve ¢vorova podturnira ve¢ samo prave razliku izmedu podturnira) i neka za
svako1 < i <j<mvazidailiE; = E; il E; = E;. Tada kazemo da ova particija definiSe relaciju
kongruencije na ¢vorovima od T, u kojoj su dva ¢vora ekvivalentna akko pripadaju istom podturniru E;.
Ako sa Ry, oznacimo turnir sa m ¢vorova u kome i — j akko E; = Ej, onda pisemo

T, = R,,(Ey, E, ..., E;;). Kazemo da je turnir T,, prost ako se na njegovim ¢vorovima ne postoje
netrivijalne relacije kongruencije, tj. ako iz T,, = R,,(E1, E5, ..., E,;) sledidajem = 1i E; =T, ilida je
m=niR, =T,iE =i zasvakoi.

Lema 1.10. Ako je turnir T,;,n # 2 prost, onda je on i nesvodljiv.
Dokaz : Ako je n = 1, turnir T je trivijalno prost i nesvodljiv. Za n > 2 dokaz ¢emo dati kontrapozicijom.
Ako je T,, svodljiv, T,, = A + B za neprazne, disjunktne, prave podskupove A,B od T,, i neka A= B. Sada

mozemo definisati relaciju ekvivalencije R, (E1, E3), gde je E; = A, E; = B pa T,, nije prost.

Lema 1.11. Ne postoji prost turnir sa 4 ¢vora.

Dokaz : Postoje samo 4 neizomorfna turnira sa 4 ¢vora. Prvi je turnir koji ne sadrZi konturu a to je
tranzitivan turnir u kome bilo koja dva uzastopna ¢vora mogu Ciniti klasu ekvivalencije i koji stoga nije
prost. Druga dva su turniri koji sadrZze konturu duzine 3 tj. 3-ciklus koji ¢ini jednu klasu ekvivalencije i
¢etvrti évor koji je izvor ili ponor i koji je sam u drugoj klasi. Cetvrti turnir je turnir koji sadrzi konturu
duZine 4 recimoa - b —» ¢ = d — a i josS dve grane koje izlaze iz neka dva ¢lana konture i ulaze u druga
dva clana te konture, recimo a — ¢, b — d. Svaki drugi turnir koji sadrzi konturu duZine 4 izomorfan je
ovom turniru sto se lako vidi rotiranjem njihovih skica. Dakle, u ovom turniru je jedna klasa {b, c}, a
druge dve klase su {a} i {d}.



Definicija 1.15 Neka je f: A" — A operacija. Kazemo da je f konzervativna ako za sve ay, ..., a,, € A vaii
da f(ay,...,a,) €{ay,..,a,}. Algebra A je konzervativna ako za sve operacijske simbole f jezika
algebre A vazi da su operacije fA konzervativne.

Definicija 1.16. Neka je p refleksivna binarna relacija na skupu A. DefiniSemo binarnu operaciju -, sa
a,b=aako(ab)€epia-, b=>bako(ab)¢&p

Operacije -, su konzervativne binarne operacije koje su idempotentne (jer je p refleksivna relacija) i
ovom definicijom je uspostavljena bijekcija izmedu svih refleksivnih relacija i svih konzervativnih
operacija na skupu A.

Definicija 1.17. Ako je p refleksivna binarna relacija koja zadovoljava da za sve (a, b) € A?, ta¢no jedan
od parova (a, b) i (b, a) pripada p, onda (4, p) zovemo turnir. Istim imenom ¢emo zvati i grupoide
(A, p)- Klasu svih turnira (kao grupoida) obelezavamo sa 7.

Lema 1.12. Nekaje A = (4,") grupoid. A € T akko je A komutativan i konzervativan.
Dokaz: Ako A € T,onda- = 0
jea-b =a,ondajeilia=biutomslucajujea-b =>b-a =ailijea # bipo definiciji operacije -,

za neku refleksivnu relaciju p, pa je A konzervativan po definiciji -,. Ako

(a,b) € pizcegasledida (b,a) & p pajeb-a = aodakle sledi komutativnost. Ako je a - b = b naisti
nacin, primenom Definicija 3.1. i 3.2. dobijamo komutativnost.

Ako je A komutativan i konzervativan, onda definiSemo refleksivnu binarnu relaciju p na A? tako da za
sve (a,b) € A%, akoa-b =aonda(a,b) €Epi(b,a)&p,aakoa-b=Dhb,onda(h,a)€pi(ab)¢enp.
|z definicije p sledi da je (4, p) turniridaje-=-, paje A turnir.

Nekaje A € T.Zaa,b € A uvodimo notaciju a = b akko a - b = a. Ako su B, C disjunktni podskupovi
skupaAia € A\ B, ondasaB = a obelezavamo dazasveb € Bvazidab —»aisaB = C
obelezavamo dazasve b € B,c € C vaZzida b — c. Dualno uvodimo i oznaku <.

Definicija 1.18. Nekaje A € T i S € A. Kazemo da je skup S konveksan ako zasvea € A\ Siza sve
s,t € Svazia — s akkoa — t.

Lema 1.13. Neka je A € T i a relacija ekvivalencije na skupu A. « je kongruencija na A akko je svaka
klasa ekvivalencije relacije @ konveksan skup.

Dokaz: Pretpostavimo da je a kongruencija na A. Neka je S klasa ekvivalencije relacije a'i s,t € Si neka
a & S. Posto su s, t u istoj klasi ekvivalencije, (s,t) € a i posto je a refleksivna (a, a) € a pa posto je
kongruencija imamo da i (as, at) € «, a posto je A turnir, as € {a,s}iat € {a,t}. Ako je as = a, mora
biti i at = a jer bi u suprotnom imali (a,t) € «a $to je u suprotnosti sa pretpostavkom da a & S iisto
tako, ako je at = a mora bitii as = a. Ako je, pak, as = s mora biti i at = t jer bi u suprotnom opet
imali (s,a) € a $to opet vodi u kontradikciju i iz at = t sledi da je as = s . Dakle, imamo a — s akko
a — t paje S konveksan skup.

Pretpostavimo sada da je a relacija ekvivalencije na turniru A u kojoj je svaka klasa ekvivalencije
konveksan skup i neka su (a, b), (c,d) € a. Ako su a, c u istoj klasi Sonda ac € {a,c} S Sibd €

{b,d} € Spajei(ac,bd) € a. Pretpostavimo sada da a, ¢ nisu u istoj klasi tj. neka a pripada klasi Sa c



pripada klasi K. Sada imamo da iz ac = a sledi da je bc = b jer bi u suprotnom (ac, bc) = (a,c) € a, iiz
bc = b sledi bd = b jer bi opet imali (bc, bd) = (b,d) € a pa bi iz tranzitivnosti relacije a sledilo da
(a,c) € a.Takode, iz bd = b sledi da je bc = b jer bi u suprotnom bilo (bc, bd) = (b, c) € a pa bi opet
iz tranzitivnosti sledilo da je (a,c) € a,iiz bc = b sledi ac = a jer bi opet dobili (bc,ac) = (b,c) € a
$to bi kao malopre vodilo u kontradikciju. 1z istih razloga imamo da vaZii ac = ¢ akko bc = ¢ akko

bd = d. Dakle, (ac,bd) = (a,b) € a ako je ac = aili (ac,bd) = (c,d) € aakojeac =cpajeau
svim sluéajevima kongruencija.

Definicija 1.19. Za turnir A i elemente a, b € A piSemo a < b ako postoje elementi ay, ..., a; € A takvi
dajea=ay—>a; = > a, =b.PiSemoa~bakovazia < bib < aikazemodasuelementiaib
jako povezani.

Lema 1.14. < je refleksivna i tranzitivna relacija koja je kompatibilna, a ~ je kongruencija na A.

Dokaz:

Iz definicije ovih relacija se vidi da je < refleksivna i tranzitivna relacija i da je ~ relacija ekvivalencije.
Ako pokaZemo da je S kompatibilna, onda ée i ~ biti kompatibilna kao konjukcija dva smera < pa ée,
stoga, biti i relacija kongruencije. Za kompatibilnost treba da pokazemodaakojea S bic S dondajei
ac < bd. Prvo pokazujemo da ako je a < b, $to se svodi nasluajdaakoa = btj.ab =a,ondaac S
bc, a opsti slucaj sledi iz tranzitivnosti relacije . Da bismo ovo pokazali potrebne su nam sledece
jednakosti:

1. ac = aca. Posto ac € {a, c}, ako je ac = a, onda je aca = aa = a jer imamo idempotentnost
operacije . Ako je ac = ¢, onda je aca = ca = ac = c jer je - komutativna operacija. Dakle, u
oba slu¢aja donijamo trazenu jednakost.

2. bcac - bca = bcac. Imamo bcacbca = bcabcca = bcabca = bcacba = bcacab = bcaca =
bcaac = bcac sto sledi iz komutativnosti i idempotentnost operacije - i ¢injenice da je ab = a.

3. bca - bc = bca.lmamo bcabc = bcac = bcca = bca opet iz komutativnosti, idempotentnosti i
izab = a.

Dakle, imamo ac = aca = abca = baca = bcac — bca — bc sto sledi iz komutativnosti i
idempotentnosti+, ab = a ijednakosti 1.,2.,3. Pokazali smo da ako jea < b ondaac < bc. Iz
komutativnosti i pretpostavke ¢ < d sledidajeibc < bd pa iz tranzitivnosti < sledii ac < bd.

Definicija 1.20. Kazemo da je turnir A jako povezan ako je ~ = A%, tj. zasve a,b € A vazidasua i b jako
povezani.

Sa ConA obelezavamo skup svih kongruencija na algebri 4, one obrazuju mrezu u kojoj je najmaniji
element Ay, dijagonalna relacija na A4, a najveci V4= A?. Za dve kongruencije a,ff € ConA, aApje
njihov presek a N B, a @ V B je nejmanja relacija ekvivalencije koja sadrzi skup a U 3. Algebra A4 je
prosta ako je ConA dvoelementna mreZa. Ovo vazi akko 4 ima bar dva elementa i na njoj se mogu

definisati samo trivijalne kongruencije A4 i V4.

Definicija 1.21. Algebra A je poddirektno nesvodljiva ako je prosta ili na njoj postoji kongruencija u #
Ay, koja se naziva monolit, takva da je za svaku drugu kongruenciju a € ConAilia = A4 iliu < a.
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2. Munova teorema

Sa (T;,, z) éemo oznacavati turnir dobijen dodavanjem (n+1)—og ¢vora z turniru T,, tako da z tu¢e neke od

¢vorova T, a od ostalih gubi.

Lema 2.1. Ako postoji prost turnir (T, z), onda T, nije ni 3-ciklus ni netrivijalni tranzitivan turnir sa
neparnim brojem ¢vorova.

Dokaz : Ako je (T, z) prost turnir, onda na osnovu Leme 1.11. T, ne moZe imati 3 ¢vora pa stoga nije ni
3-ciklus. Pretpostavimo, sada, da je (T,, z) prost turnir koji sadrzi tranzitivni turnir T,, sa neparnim
brojem ¢vorova i moZzemo pretpostavitida je n = 5 jer je zan= 1 (T,,, z) trivijalno prost i videli smo da
n ne moze biti 3. Ako bi biloda 1 — z, (T,, z) bi bio svodljiv, A= {1}, B = (T, z)\{1}, A= B, pa ne bi
bio prost pa mora biti z — 1. Takode, ako bi bilo z = n, (T,,, z) bi opet bio svodljiv za A= {n},B =

(T,,, 2)\{n}, B= A pa ne bi bio prost, pa mora biti i n — z. Posto je n neparno i 1 gubi od z a n tuce z,
moraju postojati dva uzastopna ¢voraiii + 1 u T, tako da oboje tuku z ili oboje gube od z. Sada
mozemo definisati netrivijalnu relaciju kongruencije na ¢vorovima od (T, z) u kojoj su ¢voroviiii+ 1 u
jednoj klasi ekvivalencije a preostali ¢vorovi od (T, z) svaki u odvojenoj klasi odakle sledi da turnir

(T, z) ne moZe biti prost.

Ako je T3 3-ciklus i sadrzi grane 1- 2,2 — 3,3 = 1, sa H, ¢éemo oznaciti turnir (T3, z) u kome je

z—>12-23- 2z

Lema 2.2. Jedina netrivijalna relacija kongruencije koja moZze biti definisana na ¢vorovima od H, je onau
kojoj su €évorovi 3 i z u jednoj klasi a preostala dva ¢vora u odvojenim klasama ekvivalencije.

Dokaz : Prvo utvrdimo da ne mozZe postojati nijedna troelementna klasa ekvivalencije jer za svaki
troelementni podturnir od H, preostali ¢vor koji nije u tom podtruniru neke ¢vorove tog podturnira tuce
a od drugih gubi. Dalje, posmatramo dvoelementne podturnire i vidimo da samo {3, z} moZe biti klasa
ekvivalencije jer {3,z} = {1} i {2} = {3, z} dok ostali dvoelemetni podturniri od istog ¢vora i gube i
dobijaju. Dakle, imamo da je {3, z} jedna klasa i da &vorovi 1 i 2 ne mogu biti u istoj klasi jer jedan gubi

od {3, z}, a drugi dobija, pa oni moraju biti svaki u odvojenoj klasi ekvivalencije.

Ako je T,, tranzitivan turnir, sa J, 11 ¢emo oznacavati turnir (T, z) u kome z — i akko je i neparno, a sa
K, .1 ¢emo oznacavati turnir (T,, z) u kome z — i akko je i parno.

Lema 2.3. Ako je n parno, J,, 1 je prost.

Dokaz : Pretpostavimo da imamo neku klasu ekvivalencije koja sadrzi dva proizvoljna ¢évora turnira T,,
nekasutoiijirecimoda jei <j.Sada, ako suiij uzastopni, razliCite su parnosti pa imaju razlicite
grane sa z pa ova klasa mora sadrzati i z. Ako oni nisu uzastopni, njihova klasa mora sadrzati sve ¢vorove
izmedu njih posto je u pitanju tranzitivan turnir pa medu njima postoje bar dva razli¢ite parnosti pa opet
Zz mora pripadati toj klasi. Pretpostavimo sada da neka klasa ekvivalencije sadrZi z i proizvoljan ¢vor i iz
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T,. Sada, poSto imamodaz — 1 = i morai 1 pripadati ovoj klasi i posto i = n — z, i n takode mora
pripadati ovoj klasi, a u tranzitivnom turniru ako klasa sadrzi 1 i n, mora sadrzati i sve ¢vorove turnira jer
svi imaju razlicite grane sa 1 i sa n. Dakle, dobilismo da u J, ., svaka klasa mora sadrzati z i bar jos jedan
¢vor iz T, idautom slu¢aju mora sadrzati i sve ostale ¢vorove T,, pa se na njemu ne mogu definisati
netrivijalne klase ekvivalencije iz ¢ega sledi da je prost.

Lema 2.4. Ako je n neparno, J .. i K, su prostisamo kada jen = 1. Ako je n neparnoin = 3, jedina

n+1
netrivijalna relacija ekvivalencije koja moZe biti definisana na cvorovima od J, , , je ona u kojoj je n-ti
¢vor od T, u jednoj klasi a svi ostali ¢vorovi u drugoj klasi ekvivalencije, a jedina netrivijalna relacija
ekvivalencije koja moZe biti definisana na ¢vorovima od K, { je ona u kojoj je prvi ¢vor od T,, u jednoj
klasi a svi preostali ¢vorovi u drugoj klasi ekvivalencije.

Dokaz : Kada jen = 1, J, i K, su 3-ciklusi koji su prosti. Pokazali smo u prethodnoj lemi da je a

n+1r 2
n parno, prost pa mozemo ovo primeniti na turnir J, ., bez cvora n. Dakle, svaka klasa ekvivalencije koja
ne sadrZi vor n mora sadrzati sve ¢vorove turnira ]n+1\{n}. n moZe biti samo u klasi jer svi &vorovi T,
tukun i z - n. Dakle, jedna netrivijalna relacija ekvivalencije je sa klasama {n} i ], , \{n}. Ako bi neka
klasa sadrzala n i neki ¢vor i < n onda bi morala sadrzati i sve izmedu njih zbog tranzitivnosti pai z, a
ako neka klasa sadrzin i z, mora sadrzatii 1 jer z = 1 = n pa samim tim i sve ¢vorove T,. Dakle, ne
moZe biti netrivijalne klase ekvivalencije koja sadrzin, a turnir]n+1\{n} je prost pa je jedina netrivijalna
relacija ekvivalencije je sa klasama {n} i ], ., \{n}. Sada posmatramo tunir K, .. {1} moZe biti klasa
ekvivalencije jer 1 tuce sve ¢vorove T, i 1= z pa je jedna netrivijalna relacija ekvivalencije ona sa
klasama {1} i K, +1\{1}. Ako bi neka klasa sadrzala 1 i neki ¢vor i > 1 ona bi zbog tranzitivnosti morala
sadrzati i sve ¢vorove izmedu njih pa i z. Ako klasa sadrZi 1 i z poSto imamo da 1- n — z ona bi morala
sadrzati i n pa samim tim i sve ¢vorove T,. Dakle, nijedna klasa ekvivalencije ne moZe sadrzati 1 sa jos$
nekim ¢vorom iz K, . Treba jo$ pokazati da je K, .1 \{1} prost. Ovaj turnir je izomorfan turniruJ, . ,,
k= n — 1, u kome je k parno (preslikavanje ¢vorova i + 1 — i) za koji je pokazano u prethodnoj lemi da
je prost. Ovime je zavrSen dokaz leme.

Ako je T,, prost turnir sa n ¢vorova, gdejen = 5,nekaje4; ={j|i - j €T, }iB; = A; U{i}, za
1< i < n. Neka W oznacdava neprazni pravi podskup od {1,2, ..., n} takav da je W= A4; ili B; za svako i.

Lema 2.5. Skup W postoji.

Dokaz : Broj podskupova skupa T, od n elemenata je 2". Broj skupova 4; i B; je n posto toliko ima

i —ova, pa je broj skupova W takvih da je W+ A; ili B; 2" — 2n i posto je W neprazan pravi podskup od
T,, jos oduzimamo slucajeve da je W= @ i W= T,,. Dakle, da bismo pokazali da skup W postoji, treba
pokazati da je 2" — 2n — 2 > 0, tj. daje 2" > 2n + 2 kada je n = 5. Ovo se pokazuje indukcijom po n.
Zan = 5imamo 2° =32 > 2.5+ 2 = 12 $to nam &ini bazu indukcije. Pretpostavimo da tvrdenje vaZi
zanipokazujemozan+1. 2" = 2".2>2n+2)2=4n+4>2n+4=2(n+1) + 2.

Neka je L, 11 turnir (T, z) u kome z — i akko i € W.

Lema 2.6. Turnir L, ¢ je prost.
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Dokaz : Pretpostavimo da neka klasa ekvivalencije na L, sadrZi dva ¢vora iz T,,. Tada, posto je T,
prost, ona mora sadrzati i sve ostale ¢vorove turnira T,,. Sada proveravamo da li z mozZe biti samo u klasi.
Posto je W pravi podskup skupa T,,, postoji bar jedan ¢vor koji mu ne pripada pa ne moze biti da

{z} = T,,, a posto je W neprazan podskup, sadrZi bar jedan ¢vor pa ne moze biti da T,, = {z}. Dakle, ne
postoji relacija kongruen Cije su klase T,, i {z}. Sada pretpostavimo da neka klasa ekvivalencije sadrzi z i
proizvoljan ¢vor i iz T,. Posto je W# A; mora vazitiilidaje A, € Wilida A; € W.Ako A, ¢ W
imamo neki ¢vor j € A;\W paondaimamodai — jjerj € A;j— zjerj & W pa z ne tuée j pa posto
smo u turniru mora j da tuce z. Dakle, u ovom slucaju i j pripada nasoj klasi ekvivalencije. Ako je

A; € W, posto imamo da je W= B; postoji neki ¢vork € W\A;, k # iitadaimamodaz - kjerk € W
ik —>ijerk &A; painetucek, pa poSto smo u turniru morace k da tuce i, pa i u ovom slucaju k mora
pripadati istoj klasi kao i i i z. Znaci, ako neka klasa ekvivalencije sadrZi z i proizvoljan ¢vor iz T,,, ona

.....

mozemo definisati netrivijalne relacije ekvivalencije na ¢vorovima od L, 5to je i trebalo pokazati.

Lema 2.7. Neka je T4 turnir sa 4 ¢vora koji sadrzi ciklus duZine 4. Tada postoji prost turnir (T4, z).

Dokaz : Neka je T, turnir sa konturom 1— 2 - 3 - 4 — 1ineka sadrzi grane 1- 3,2 — 4. Ve¢ smo
utvrdili da je svaki drugi turnir koji sadrzi ciklus duZine 4 izomorfan ovom turniru i da je u njemu jedina
netrivijalna klasa ona u kojoj su ¢évorovi {2,3} Ako sada definiSemo (T4, z) takodaz - 2,1- z,3 -

z,4 — z, dobijamo prost turnir. Naime, poSto imamo z — 2 — 3 — z, 2,3 i z moraju biti u istoj klasi
ekvivalencije. Dalje, imamo 3— 4 — z pa je i 4 sa njima u klasi, i na kraju, iz4— 1 — z sledidajei 1l utoj
klasi pa je u ovom slucaju (T4, z) prost turnir. Jo§ nam preostaje slucaj kada je u jednoj klasi {z, i} za neko
1< i < 4 a sve ostale klase su jednoelementne. i ne moZe biti 1 jer 1 i z imaju razli¢ite grane sa 3, ne
mozZe biti 2 iz istog razloga, ne moZze biti 3 jer z i 3 imaju razli¢ite grane sa 2 i ne moZze biti 4 jer z i 4 imaju

razlicite grane sa 1. Dakle, svi slu¢ajevi su eleminisani i (T4, z) je zaista prost turnir.

Lema 2.8. Ako imamo relaciju kongruencije R,,(E1, E,, ..., E,,,) definisanu na &vorovima turnira T, ta
relacija po definiciji predstavlja turnir sa m ¢vorova. Ako je R, prost turnir i postoje dva ¢vora iz T,,
x; L x; koji su ekvivalentni u odnosu na neku relaciju kongruencije Ly(J1, ..., Js) koja moZe biti definisana

na cvorovima od T, i neka su x; € Ej, x; € Ej, i # j onda za proizvoljan Cvor x; € Ey k # i,jvaiidajei
on uistoj klasi J; sa x; i x;.

Dokaz : Ako uzmemo po jednog predstavnika iz svake klase E; turnira R,,, dobijamo turnir sa évorovima
{x1, ..., Xy} u kome x; € E; i u kome su grane orijentisane kao i u turniru R, tj. vazi da x; = x; akko

E; — E; po definiciji turnira R,,,. Dakle, dobijeni turnir je izomorfan sa R,,, pa posto je R, prostion je
prost. Sada, ako su dva ¢vora x; i x; u istoj klasi ekvivalencije J,, i svi ostali x;, su u toj klasi jer ne

mozemo definisati netrivijalnu relaciju kongruencije L;(J1, ..., Js) na ¢vorovima {x1, ..., X,,,}.

Lema 2.9. Ako je turnir jako povezan, onda nije tranzitivan.

Dokaz : Dokaz ¢emo dati kontrapozicijom, tj. pokazaéemo da, ako je turnir tranzitivan, onda nije jako
povezan. Posto je svaki tranzitivan turnir T,, svodljiv, T, = {1} + {2,3, ..., n} posto 1 tuce svaki drugi
¢vor, na osnovu Lema 1.6 on nije jako povezan.
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Teorema 2.1. (Munova teorema) Ako je T,, turnir sa n ¢vorova, onda postoji prost turnir (T,,, z) ako T,
nije ni 3-ciklus ni netrivijalni tranzitivan turnir sa neparnim brojem ¢vorova.

Dokaz: Dokaz ¢emo dati indukcijom po broju ¢vorova turnira - n. Zan = 1 imamo trivijalni tranzitivan
turnir sa neparnim brojem ¢vorova, ako T,, ima 2 ¢vora, (T, z) moze biti 3-ciklus koji je prost zan = 3
turnir je ili 3-ciklus ili tranzitivan sa neparnim brojem ¢vorova i svi ovi sluajevi su po pretpostavci
iskljuceni. Dakle, moZzemo uzeti n = 3 za bazu indukcije. Pretpostavimo, sada, da tvrdenje vazi za sve
turnire koji imaju manje od n ¢vorova i pokazujemo da vazi za turnir T,

1.slucaj: Ako je T,, nesvodljiv turnir koji nije 3-ciklus i nije netrivijalni tranzitivan turnir sa neparnim
brojem ¢vorova, onda postoji prost turnir (T, z). PoSto smo pretpostavili da je T,, nesvodljiv sledi da on
ne moze biti tranzitivan, jer kada bi bio tranzitivan mogao bi se podeliti na {1} i {2,3, ..., n} pa bi bio
svodljiv. Za bazu indukcije uzimamo n = 4. Pokazali smo u Lemi 1.11 da imamo samo 4 neizomorfna
turnira sa 4 ¢vora i jedini od njih koji je nesvodljiv je na osnovu Leme1l.6 i Leme 1.9 onaj koji sadrzi ciklus
duZine 4 i u Lemi 2.7 je pokazano da za njega postoji prost turnir (T4, z) . Pretpostavimo, sada, da
trvrdenje vaZi za sve turnire koji imaju vise od 4 i manje od n ¢vorova i pokazujemo da ¢e vaziti i za turnir
T, Ako je turnir T,, prost, tvrdenje sledi iz Leme 2.6 jer nam je n = 5 i zato moZemo pretpostaviti da T,
nije prost. Stoga, postoje podturniri Eq, E3, ..., Ep,, 3 < m < n(zam = 2 bi T,, bio svodljiv) i turnir

R,, takavdajeT, = R,,(E4,E;, ..., E,,). MoZemo pretpostaviti da je m najmanji prirodan broj za koji
ova jednakost vazi, Sto implicira da je turnir R,,, prost. Kada R,,, ne bi bio prost, mogao bi se podeliti na
neke J1,/2, -, Jx, k < m, gde su u J; neki od ¢vorova E{, E,, ..., E,,, pa bi to bilo deljenje T,, na manje od
m podturnira. Sa T,,, 1 oznac¢imo turnir (T, z) u kome su grane izmedu z i ¢vorova svakog od podturnira
E; orijentisane tako da vaze sledeci uslovi :

a) Ako je E; 3-ciklus, (E,, z) je turnir Hy.

b) Ako je E; tranzitivan turnir sa h &vorova, (E,, z) je Jp11, a ako je h = 1 za sve E; i postoji samo
jedna klasa ekvivalencije E, sa viSe od jednim ¢vorom, ako Ey — E;, (E,, z) je K3, a ako E; -
Ey, (E, z) ostaje ] a (E,, z) u svakom slu€aju ostaje Ji 41

c) Ako E; nije nijedan od turnira opisan u a) i b), onda vazi indukcijska pretpostavka, pa je (E,, z)
prost turnir koji sadrzi E;.

Da bismo pokazali da je turnir T, prost, pokazujemo da ako neka klasa ekvivalencije proizvoljne
relacije ekvivalencije sadrzi dva ¢vora iz T, 1, mora sadrzati sve tvorove T, ;. Neka su x i y dva ¢vora
iz T,4+1 koji su ekvivalentni u odnosu na neku relaciju kongruencije koja moze biti definisana na
¢vorovima od T, i neka je X njihova klasa ekvivalencije. Sada razmatramo razli¢ite moguénosti za
¢vorove x i y:

1. x € E,y € E;,i+ j.Posto je turnir R,,(Eq,E, ..., E;) prost, iz Leme 2.8. sledi da je i svaki drugi
¢vorw € Ey, k # i,j uistoj klasi ekvivalencije X sa x i y. Ako sada posmatramo x € E; iw € E},
iz iste leme sledidaceisviv € E; biti u istoj klasi X sa njima, i takode, zay € E;,w € Ej isvi
o € E; ¢e biti u istoj klasi te ekvivalencije X. Dakle, dobili smo da su svi &vorovi od T, u jednoj
klasi X pa treba joS pokazati da i ¢vor z pripada toj klasi. Bar jedan podturnir od T,,, obeleZimo ga

sa E4, mora imati viSe od jednog ¢vora (pretpostavili smo da T, nije prost). PoSto smo malopre
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pokazali da E; € X, po definiciji turnira (E1' z) (a), b), c))iizlema 2.2, 2.3, 2.4, 2.6 sledi daili je
(E, z) prost, pa su svi Evorovi u istoj klasi ekvivalencije, ili ako neka klasa ekvivalencije sadrZi 2
¢vora iz E; onda sadrzi i z. U svakom slucaju, dobijamo da i z € X pa je u ovom slucaju T,
prost.

x € Ey,y = z. Neka je E; podturnir od T,, takav da je i # k. Ako E;, = E; i E; sadrii ¢vor v
takav da v — z onda poSto imamo x — v — z, i v ¢e pripadati klasi X. Dakle, dobijamo dva ¢vora
iz dve razli¢ite klase E}, E; koji pripadaju X Sto se svodi na slucaj 1. Isti zaklju€ak vazi ako

E, = E, i E; sadrzi ¢vor u takavda z — u. Imaéemo z - u — x paiu € X i opet svodimo na 1.
Mozemo pretpostaviti, stoga, da nijedan podturnir E; ne sadrzi ovakve ¢vorove v i u. Medutim,
po definicijama turnira (E;, z) ako turnir E; sadrzi bar dva ¢vora oni moraju imati razlicito
usmerene grane sa z pa je ovo moguce samo ako se svaki od podturnira E; sastoji iz jednog
¢vora. U tom slucaju su (E;, z) ili turnir J,, ako E; = E}, ili turnir K3, ako E;, = E,;. Sada, posto
T,, nije prost, E;, mora biti jedina klasa ekvivalencije sa viSe od jednim ¢vorom. Ali, mi smo u delu
b) pretpostavili da, ako E; = E}, onda z = Ej, zasvej, k # jakod nas svivorovi E; idu u z
$to je nemoguce, a ako E;, = E;, onda Ej = zzasvej, k # jakod nas je pretpostavka da u
ovom slucéaju ne postoji ¢vor takav da v — z. Dakle, dobili smo kontradikciju sa pretpostavkom
b), pa ovaj slucaj nije mogué i jedina alternativa je ona pod 1. iz koje sledi da je T, 1 prost.

X,y € E;. Ako je E; 3-ciklus, onda je E; C X, jer je 3-ciklus prost, a E; N X je konveksan podskup
3-ciklusa E; koji sadrzi x i y. Dalje, iz a) sledi da je podturnir (E,, z) izomorfan turniru Hy, dakle
4-ciklusu, koji na osnovu Leme 2.2 ima samo konveksne podskupove od 1, 2 i 4 elementa. Kako
je (E;,z) N X konveksan podskup od (E;, z) koji sadrzi E;, dakle ima bar tri elementa, onda mora
biti (E;,z) N X = E;. Dakle, z € X i ovaj slucaj se svodi na slucaj 2. Ako je E; tranzitivan turnir,
ondaizx,y € E; N X i Cinjenice da je E; N X konveksan podskup od E; sledi da postoje dva
uzastopna elementa u, v € E; (kao linearno uredenog skupa) koji su u X. 1z b) i definicije Jj, 1
sledidau = z - viliv - z - u, a uoba slucaja iz konveksnosti X dobijamo da je z € X, pasei
ovaj slu¢aj svodi na slucaj 2. Konacno, ako E; nije ni 3-ciklus, ni tranzitivan turnir, onda se
primenjuje c) iz definicije T,,,1, dakle (E;, z) je prost turnir, pa kako je (E;, z) N X njegov
konveksan podskup koji sadrZi bar dva elementa x i y, sledi da z pripada X, pa i taj slucaj se
ponovo svodi na slucaj 2.

2.slu¢aj: Ako je T, svodljiv turnir koji nije 3-ciklus i nije netrivijalni tranzitivan turnir sa neparnim brojem

¢vorova, onda postoji prost turnir (T, z). Ako je T,, tranzitivan turnir sa parnim brojem ¢vorova,

tvrdenje sledi iz Leme 2.3., a tranzitivan sa neparnim brojem ¢vorova je iskljucen po pretpostavci, pa

mozZemo pretpostaviti, stoga, da T,, nije tranzitivan. Posto je T,, svodljiv, iz Leme 1.6. sledi da nije jako

povezan, pa ga na osnovu Leme 1.4. moZemo podeliti na komponente jake povezanosti medu kojima

bar jedna ima vise od jednog elementa. Dobijamo podturnire Fy, ..., Fj, 2< |l < niturnir R (Fy, ..., F}) =

T,, koji je, na osnovu iste leme tranzitivan i u kome je svaka klasa jake povezanosti tj. svaki podturnir F;

J

je jako povezan ili je jednoelementan. Sada vriimo particiju turnira R; na sledeci nadin: ako imamo vise

uzastopnih jednoelementnih klasa, njih sve stavimo u jednu novu klasu E;, u suprotnom klase ostaju iste

kao F;. Dobijamo turnir R,,(Eq,E, ..., E;y), 2< m < | < n u kome je svaka klasa E; ili jako povezana
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(ima bar 3 elementa jer dvoelementni turnir ne moze biti jako povezan) ili je tranzitivna (sastoji se od 1
ili vide klasa jake povezanosti Fj). Sada moZemo videti da nikoja dva uzastopna turnira E; i E; 1 nisu oba
tranzitivni jer jako povezani turniri ne mogu biti tranzitivni na osnovu Leme 1.11, a sve uzastopne
tranzitivne smo smestili u jednu klasu. Sa T, 1 ozna€imo turnir (T, z) u kome su grane izmedu z i
svakog podturnira E; orijentisane tako da vaze slededi uslovi :

a) Ako je E; 3-ciklus, (E,, z) je turnir Hy.

b) Ako je E; tranzitivan turnir sa h &vorova, (E,, z) je Jp+1, a ako je h = 1 za sve E; i postoji samo
jedna klasa ekvivalencije E, sa viSe od jednim ¢vorom, ako Ey — E;, (E,, z) je K3, a ako E; -
Ey, (E, z) ostaje J,. Jedini izuzetak je ukoliko je h neparno i h = 3, u kom slucaju je (E;, z) turnir
Kyi1zai=m.

c) Ako E; nije nijedan od turnira opisan u a) i b), onda vaZi indukcijska pretpostavka, pa je (E,, z)
prost turnir koji sadrzi E;.

Pretpostavimo da su dva ¢vora, x i y iz T, 1 ekvivalentni u odnosu na neku proizvoljnu relaciju
kongruencije koja moze biti definisana na ¢vorovima od T,,, 1, i neka je X njihova klasa ekvivalencije. Da
bismo pokazali da je T, 1 prost, pokazujemo da je X= T, 1. Sada razmatramo razli¢ite moguénosti za
¢vorove [ y:

1. x € E;,y = z.Prvo pretpostavimo da je i < m. Posmatramo turnir (E,,, z) iz Cije definicije (a),
b), c)) sledi da postoji bar jedan ¢vor w € E,,, takav da w— z i poSto imamodax - w (E; =
E,.) sledi we X. E,, jeili jako povezan ili tranzitivan. Ako je jako povezanix - w — z na
osnovu Leme 1.9 on sadrzi Hamiltonovu konturu pa vaZi da za svako v € E,,, postoji put od v do
W,V U DUy D U D> Wpaizx o ug > Wsledidaug € X. Dalje, izx = ug_1 = ug
sledi da u,_4 € X i odavde indukcijom dobijamo da i u; € X odakle sledi da poStox = v — uy i
v € X i posto je v proizvoljan ¢vor iz E,, vazi da je E,, € X. Ako je E,, tranzitivan i ima
h ¢vorova, (E,,, z) jeili J,41 (h parno) ili K41 (h neparno). U oba slué¢ajaimamodah — za
posto je h zadnji €vor u tranzitivnom turniru E,,, imamo dazasvakov € E,, x - v —> h = z pa
je opet E,, C X. Sada pretpostavimo da je i > 1 i posmatramo turnir (E;, z). On po definiciji
mora imati bar jedan ¢vor u takavda z - u. PoSto E; = E;,imamodau - xpaizz—->u - x
sledi dau € X. E; je opet jako povezan ili tranzitivan. Ako je jako povezan, ima Hamiltonovu
konturu pa za proizvoljno v € E; imamo da postoji putu - u; > uy = -+ 2>y, 2> vpaiz
u - uy = xsledidau; € X. Dalje, izu; = u, = x sledi dau, € X i odavde indukcijom
dobijamo da i u; € X odakle sledi da poSto u; - v — x i v € X i posto je v proizvoljan ¢vor iz E4
vazidaje E; € X. Ako je E; tranzitivan, (Ey, z) jeJj,, ukome z — 1 pa iz tranzitivnosti imamo
dazasvakov €E;z—>1—-v - xpajeopet E; C X. Akoje 1 < j < m, tada, posto po
pretpostavci vazi da je R, tranzitivan, imamoda E; = E;=E,paiE; C X. Dakle, dobili smo
dajeT,+1 € X paje on prost.

2. x,y € E;,x <y. Pretpostavimo da je E; tranzitivan sa h ¢vorova i neka x = z (slu¢ajz - x je
dualan) Posto je E; ili ], , ili K}, imamo da, ako su x i y dva uzastopna ¢vora, vazidaz — y
posto je on razli¢ite parnosti od x, paiz € X. Ako x i y nisu uzastopni, zbog tranzitivnosti imamo
dax—->x+1lix+1—->ypaix+1€Xibicedax - 2z,z— x+ 1paopetz€X.
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Pretpostavimo, sada, da je E; jako povezan turnir. Postoje dve moguénosti: lli je E;3-ciklus ili je
jako povezan turnir sa vise od tri elementa. Ako je E; 3-ciklus, tada je (E;, z) izomorfan turniru
H,, to sledi iz dela a) definicije turnira T,,, 1, dakle u pitanju je jako povezan turnir sa 4 elementa.
Kako su x i y razliciti elementi 3-ciklusa E;, koji pripadaju i skupu X, sledi da je E; c X. Dalje, kako
je (E;, z) jako povezan, sledi da postoje u i v u E; takvi da u — z — v. Dakle, z pripada X i
svodimo na slucaj 1. Ako je E; jako povezan turnir sa vie od tri elementa, onda iz dela c)
definicije turnira T, sledi da je (E;, z) prost turnir. Kako je X presek (E;, z) konveksan skup sa
bar dva elementa, sledi da X = (E;, z), dakle z pripada X i opet svodimo na sluéaj 1.

3. x €E,y€E,i<j.Prvopretpostavimo da je bar jedan od E;, E; jako povezan, neka to bude
E;. Pretpostavimo danevaZzidax - z = yniy — z = x jer bitada i z € X pa bismo ovo sveli
na slucaj 1. Pretpostavimo, zato, da x = z,y = z (slu€aj z = x,z — y je dualan). Posto je E;
jako povezan, ima bar 3 ¢vora, pa mora sadrzati ¢vor u takav da z — u i mora sadrzati
Hamiltonovu konturu pa postoji putx - uy - u; = -+ >y, 2> upaizx - uy - ysledida
u; € X. Dalje,izuy = uy - ysledida u, € Xidalje indukcijom dobijamo da u;, € X paiz
y — z — u dobijamo da z € X. Sada pretpostavimo da su Ej, Ej oboje tranzitivni i opet
pretpostavimo da nije sluéajda x - z = y niy = z = x. MoZzemo, dakle, pretpostaviti da
z > x,z >y (slu€ajx — z.y - z je dualan). Podto su E; i E; tranzitivni, po definiciji turnira
(E,2)i (Ej, z) vazite da x + 1 — z ako x nije poslednji ¢vor u E; iy — 1 — z ako y nije prvi €vor
u E;. Dakle imacemox »x+1—->z - yilix >y —1-z —> ypaopetz € X. Ako je, pak,

x poslednji u E; i y prvi u E;, posto su oni oboje tranzitivni, ne mogu biti uzastopni i postoji E; ;1
izmedu njih koji mora biti jako povezan pa ima bar 3 ¢vora. Sada mora postojati bar jedan ¢vor u
iz E;yq takavdau — z. PoStoimamodax » u — yjer E; = E; 1 = E; morabitidau € X.
Sadaimamox — u = z = x paiz € X sto se opet svodi na slucaj 1. Dakle, opet moZzemo
zakljuciti da je X ceo skup T,,41 €ime zavrSavamo dokaz.

Posledica2.1. Ako je n # 4, postoji prost turnir sa n ¢vorova.

Dokaz: Zan = 1,2 imamo trivijalno proste turnire, za n = 3 imamo 3-ciklus koji smo pokazali da je prost.
Zan = 5 dokaz dajemo indukcijom po broju ¢vorova. Za bazu indukcije uzimamo Lemu 2.7. u kojoj se
definiSe prost turnir sa 5 ¢vorova. Dalje, ako je T,, prost turnir, za neko n = 5 onda je u Lemi 2.6.
definisan prost turnir T,,,; pa tvrdenje vaZi za svakon = 5.

Posledica 2.2. Ako sa T,, oznadimo turnir koji je 3-ciklus ili netrivijalni tranzitivan turnir sa neparnim
brojem ¢vorova, postoji prost turnir T, , takavdaje T, € T,,,.

Dokaz: Ako je T, turnir koji je 3-ciklus ili netrivijalni tranzitivan turnir sa neparnim brojem évorova tada
ako mu dodamo proizvoljan €vor, dobijamo turnir T, 1 sa parnim brojem ¢vorova za koji vazi Teorema
2.1.tj. T,,41 se moZe utopiti u prost turnir T, pajeiT, & Ty o
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3. Teorema Marotija

Definicija 3.1. Nekasu Si T turniritakodajeSNT = @ i s € S. DefiniSemo turnir A sa univerzumom
A=(SUT) \ {s}tako da:

1. Zasvea,b€T,a—, bakkoa -7 b,

2. Zasvea €T,beS\{s},a—-, b akkos —s b,

3. Zasvea,b € S\ {s},a—, bakkoa —g b.
Turnir A éemo oznacavatisaT x s x §.

Iz Definicije 3.1. direktno sledida je S = B, gde je B < T x s x S podalgebra sa univerzumom
(S\{sh U{t}, zabilokojet eTidajeT <T *s*S.

Definicija 3.2. Neka su P i Q dve algebra sa po jednom binarnom relacijom is a disjunktnim
univerzumima. DefiniSemo strukturu P@Q na uniji univerzuma P i Q tako $to su restrikcije relacije @ na
P i Qiste kao relacije na PiQ, dok zasve p € P,q € Q vazida (p, q) pripada relaciji @, a (q,p) ne
pripada.

AkosuS = (S,—5)iT = (T,—7) turniri, onda je i S@®T turnir za koji vazida S = T. DefiniSemo turnire
1, 2,.., n,... tako $to za univerzum od n uzmemo skup {0,1, ...,n — 1} i k —,, l akko k < l. Na osnovu
prethodne definicije je 2 = 11,3 = 201 = 102 = 161P1.

Napomena: Teorema o homomorfizmu: Ako imamo sirjektivni homomorfizam ¢: A — B tako da je
kongruencija a jezgro tog homomorfizma, onda vazidaje B = A/a.

Lema 3.1. Neka je T poddirektno nesvodljiv turnir, neka je § jako povezan prost turnirineka jes € S.
Onda za turnir A = T * s * § vaZe sledeca tvrdenja:
1. Aje jako povezan,
2. T<A,
3. A/y=S,y=T?>UA,,
4. y =T?UA, je najvedi element u skupu Cond \ {V,4},
5. ConA = ConT®1 (gde mreZe tretiramo kao relacijske structure sa inkluzijom),
6. A je poddirektno nesvodljiv turnir.

1. Uzimamo dva proizvoljna ¢vora x,y € A i trazZimo orijentisani put od x do y. Razmatramo
razli¢ite mogucnosti za ova dva ¢vora. Pretpostavimo prvo da x,y € T. Uzmemo proizvoljan ¢vor
z € S\ {s}, kako je S jako povezan, postoje orijentisani putevi od s do z i od z do s tj.
S 2gt ¢ ... 95 Z ¢ ... 95 U =g S. Sada posto imamo s =g t i u —g s, po definiciji turnira A
imamoix —4 tiu —4 vy, aostali puteviiz S \ {s} su isti kao u A4, opet po definiciji od A. Dakle,
dobili smo orijentisani putx =4 t =4 ... 24 Z =4 ... =>4 U >4 y. Ako pretpostavimo da
x €T,y € S\ {s}, opet posto je S jako povezan imamo put s =g t =g ... =5 y i opet po
definiciji A zamenimo s =g t sax —,4 t i ostale graneu =5 v,u,v € S \ {s}, zamenimo sa
u —,4 vidobijamo put od x do y u A. JoS nam preostaje da pokazemo za x,y € S \ {s}. Znamo
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da imamo orijentisan put od x do y u S i ako se negde u tom putu pojavi s, zamenimo ga sa
proizvoljnim t € T sto moZemo po definiciji turnira A, a ostale grane iz S zamenimo sa granama
iz A tj. od orijentisanog puta x =g ... =g S =5 ... =25 y dobijamo putx =, ... 24 t =4 ...y $to
je i trebalo pokazati.

Iz definicije turnira A vidimo da je T podturnir.

Definisemo preslikavanje1: A = SsaA(x) =s,x ETiA(x) = x,x € S\ {s}. Jasnojedaje 4
sirjektivno preslikavanje i na osnovu Teoreme o homomorfizmu, ako pokazemo da je 4
homomorfizam sa jezgrom ker A = y, dobi¢emo trazeno tvrdenje. Neka su x,y € A, opet
razmatramo slucajeve za ove ¢vorove. Akosu x,y € S\ {s}, onda je A(x) = x, A(y) = y i posto
Alxy) € {x,y}iA(xy) = xy paje A(xy) = A(x)A(y). Akox,y € T,ondaA(xy) =s=s'5 =
A(x)A(y).Ako x € S\ {s}, y € T ondaimamo da x —, y akko x = s akko A(x) =5 A(y) pa
posto je A(xy) € {A(x), A(y)}, sledi A(xy) = A(x) akko x —, y akko A(x) —4 A(y) akko
A(X)A(y) = A(x) isliéno, sledi A(xy) = A(y) akko y =4 x akko A(y) =4 A(x) akko A(xX)A(y) =
A(y). Dakle, u svim slucajevima je A homomorfizam. Posto se preslikavanjem A svi elementi iz T
slikaju u s, oni svi imaju iste slike a na S je A identic¢ko preslikavanje pa iste slike imaju isti
elementi, sledi da je jezgro ovog homomorfizma bas y = T? U A,.

Znamo da je jezgro homomorfizma kongruencija pa y € ConA. Posto je S jako povezan prost
turnir, on ima bar dva elementa pa u V4 postoji element koji nije izy iz Cega slediday €
ConA\ {V,}. Da bismo pokazali da je y najveéi element u ovom skupu, pretpostavimo da su
(a,b) € A? \ y i dokazujemo da je najmanja kongruencija koja sadrzi (a, b), Cg“(a, b) puna
relacija V,. Dakle, neka je a najmanja kongruencija na 4 koja sadri (a, b), a = Cg?(a, b). Ako
sua,b € S\ {s},a #bit €T proizvoljno, znamo da je podgraf od 4 na skupu (S \ {s}) U {t}
izomorfan sa Si posto je S prost i klasa elementa a, a / a sadrzi dva razli¢ita elementa iz S, ona
mora sadrzatiiceo (S \ {s}) U {t}, pa kako je t € T proizvoljan, ova klasa sadrzi ceo skup

(S\ {s}) UT,tj. a = V,. Sada, ako pretpostavimo na primer,daa € T,b € S\ {s}, dobijamo da
je(S\ {sh U{a,b}istostoi(S\ {s}) U {a} sto je izomorfno sa S. Kako je S jako povezan prost
turnir, on mora imati bar 3 elementa, pa postoje neki a’,b’ € S \ {s} takvi da je a’ # b'. Kako
a/asadriiceo S\ {s},ia,b’ € a/atj. asadripar(a,b") pasadriii Cg?(a’,b") $to smo
pokazalida je V4, pajeia = Vy.

Pokazujemo prvo da je ConA= [A,, Y] @1, gde je [A4, ] interval u mreZi ConA. Za svaku relaciju
kongruencije na skupu A koja je podskup relacije y imamo da ona pripada intervalu

[A4, y]. Pretpostavimo da imamo relaciju 6 koja nije podskup relacije ¥, ona mora sadrzati par
(a,b) tako da je a # b(A,< ¥) i bar jedan od a, b nije iz T (T? € y). Posto je 8 relacija koja
sadrzi par (a, b), a mi se nalazimo u mrezi, 8 sadrZi i najmanju kongruenciju koja sadrzi par
(a,b),Cg”(a,b). U delu 4. Smo pokazali da je Cg”(a, b) = V, iz tega sledi daje i 6 = V4. Dobili
smo : proizvoljna kongruencija na A je ili podskup relacije y ili puna relacija. Dakle, ConA se
sastoji od interval [A4, y] i pune relacije koja je veca od svih drugih i iz Definicije 3.7. sledi da je
ConA= [A4,y] @1, gde je 1 jednoelementna mreZa koja sadrzi V4. Da bismo pokazali da je
ConA = ConT®1, dovoljno je pokazati da je ConT = [A,, Y] . DefiniSemo preslikavanje
@:ConT — [Ay,y] sa p(a) = a UA,. Prvo pokazujemo da je ¢ dobro definisano preslikavanje.
To ce vatziti akko se svaka kongruencija turnira T slika u kongruenciju turnira 4 jer je [A4, v]
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podskup od ConA i ako je a« € ConT onda je slika p(a) = a U A4S T? U Ay4= y pase nijedan
a ne slika u punu relaciju V4. Dakle, ako je 8 kongruencija na T, treba pokazati da je @(f8)
kongruencija na A. Na osnovu Leme 1.13., ako je relacija kongruencija, svaka klasa ekvivalencije
te relacije je konveksan skup. @ () = [ U A4 je relacija ekvivalencije na skupu A4 jer se
simetri¢nost i tranzitivnost prenose iz podskupa T na kom je S relacija ekvivalencije, a
simetri¢nost na A dobijamo dodavanjem A,4. Klase od ¢ () su oblika B, gde je B klasa
ekvivalencije kongruencije 3, i {x}, gde x € S \ {s}. Neka je B proizvoljna klasa ekvivalencije
relacije 8, ona je konveksna u T. Tada, po definiciji turnira A4, za svakox € S\ {s}ilix » s &
x = Bilis - x © B — x, pa je klasa B konveksna u odnosu na ceo turnir A. Jednoelementne
klase su uvek konveksne jer smo u turniru, pa je ¢ () kongruencija na A i ¢ je dobro definisano
preslikavanje. Iz definicije preslikavanja ¢ vidimo da je ono injektivno. Da bi pokazali da je ¢
sirjektivno pretpostavimo da imamo neku kongruenciju a € [Ay4, Y] i pokazujemo da je ona slika
neke kongruencije iz T. Znamo da je a oblika A4, U 8 za neku relaciju ekvivalencije B iz T, pa
treba pokazati da je § kongruencija na T pa ¢emo imati da je @ = @ (). Posto imamo da je
B S a = f U Ay, svaka klasa ekvivalencije relacije f je i klasa ekvivalencije relacije a, pa posto
je a kongruencija, ona je konveksna u skupu 4, pa mora biti konveksna i u skupu T iz ¢ega sledi
da je S kongruencijana T i ¢ je sirjektivno preslikavanje. Da bismo pokazali da je ¢
homomorfizam, pokazaéemo da su ¢ i qo‘l monotoni, tj. ako pretpostavimo da je @ € [ onda
jeig@)=aUMS BUAN=@(B)iakojep ™ (a) =a)\ Ag\sy ondaiza < B sledi
o N a)=a\ As\(3E B\ Ds\(5}= @~ 1(B). Dakle, dobili smo da je ¢ izomorfizam izmedu
ConTi[A,, V] iz éega sledidaje ConA = ConTD1.

6. Iz pretpostavke da je T poddirektno nesvodljiv turnir sledi da ConT ima monolit i ,pa posto je
ConA = ConT@®1, i mreza ConA sadrzi monolit (i) = u U Ay4.

Definicija 3.3. Ako su K i L dve ograni¢ene mreZe, sa K 4 L obelezavamo faktor mrezu (K®L)/«a, gde je
a kongruencija sa jedinom netrivijalnom klasom {1, 0;}, 1 je najveci element mreze K, a 0; je
najmanji element mreze L.

Definicija 3.4. Za element a turnira A kazemo da je nulti element ako a — x za sve x € A. Element a
turnira A je jedini¢ni ako x — a za sve x € A. Svaki turnir moZe imati najvise jedan nulti i najviSe jedan
jedini¢ni element.

Ubuduce kad god piSemo T * s x S, pretpostaviéemo da su univerzumi T i S disjunktni.

Neka je T turnir. Turnir T * 0 x 2 je definisan na skupu T U 2 \ {0} = T U {1} tako da za svako

teT,t - 1akko 0 — 1, Sto uvek vazi po definiciji turnira 2, tj. T x 0 x 2 je dobijen od T dodavanjem
novog jedini¢nog elementa 1. Turnir T x 1 x 2 je definisan na skupu T U 2\ {1} = T U {0} tako da za
svakot € T,t = 0 akko 1 — 0, Sto znaCidazasvakot € T,0 = t,tj. T * 1 x 2 je dobijenod T
dodavanjem novog nultog elementa 0. Turnir T x 1 x 3 definisan na skupu T U 3\ {1} = T U {0,2} tako
dazasvakot €T,t > 0akko1l - 0it — 2 akko 1 — 2, sto po definiciji turnira 3 znaci da za svako
teT,0—>tit— 2tj.T*1x 3 je dobijen od T dodavanjem novog nultog elementa 0 i novog
jedini¢nog elementa 2.
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Napomena: Teorema o korespodenciji: Ako imamo sirjektivni homomorfizam ¢: A — B tako da je
kongruencija a jezgro tog homomorfizma, onda vazZi da je ConB = [a, V,].

Lema 3.2. Neka je T jako povezan poddirektno nesvodljiv turnir i neka je (s, ) ili (0,2) ili (1,2) ili (1,3).
Ako je A =T x s xS, onda vazZe sledeca tvrdenja:

1. A nije jako povezan,
T<A

3. Jedina netrivijalna klasa relacije ~ 4 (tj. jedina netrivijalna komponenta jake povezanosti turnira
A)jeT,

4, A/~ = S,

5. ConA = ConT H Cons,

6. A je poddirektno nesvodljiv turnir.

1. Po konstrukciji turnira 4, on ima ili nulti element (ako je (s, S) (1,2) ili (1,3) ) pa ne postoji
orijentisani put u njega iz bilo kog drugog elementa ili ima jedini¢ni element (ako je (s, S) (0,2) ili
(1,3)) pa ne postoji orijentisani put iz njega u bilo koji drugi element. U oba slucaja sledi da A nije
jako povezan.

2. Sledi iz definicije ovih turnira.

Po pretpostavci je turnir T jako povezan i T < A, a A nije jako povezan pa se ceo T nalazi u
jednoj klasi jake povezanosti relacije ~ 4.Svi ostali ¢vorovi iz A van T su po konstrukciji nulti ili
jedini¢ni a oni su uvek u jednoelementnoj klasi jake povezanosti jer ne mogu biti jako povezani
ni sa jednim drugim elementom pa je ~4 = T? U A, i T je jedina netrivijalna klasa jake
povezanosti.

4. Preslikavanje 1: (SUT) \ {s} = S definisanosaA(x) =s,x ETiA(x) =x,x €S\ {s}je
homomorfizam iz A na § sto sledi iz dokaza Leme 3.1. tvrdenja 3. jer se u tom dokazu nigde ne
koristi da je S prost i jako povezan a svi ostali uslovi su nam isti. 1z tog dokaza imamo da je
kerA = T2 U A, $to smo u delu 3. Ove Leme pokazali da je jednako ~ 4. Sada na osnovu
Teoreme o homomorfizmuimamo daje A/~4, = S.

5. Za proizvoljnu kongruenciju a na turniru A vazi da ili su svi parovi kongruencije a ujedno i parovi
kongruencije ~4, u kom slucaju je @ S ~, ili postoji par (a, b) koji pripada kongruenciji «, a ne
pripada kongruenciji ~4 i ho¢emo da pokazemo da je u tom sluaju ~4 € a. Posto je
~q4 = T? U A, moguénosti za (a, b) su da su oboje van T i razliciti, ili da je jedan od njihu T a
drugi van T. Prvo pokazujemo da ako a,b € S\ {s}, a # bondaje ~4 C CgA(a, b) iz Cega ce
slediti da svaka relacija koja sadrZi (a, b) sadrzii ~4 tj. da ~4 € a. Dakle, akosua,b € S\ {s},
a # b ondamorabiti§S = 3is =1 jer samo u tom sluéaju S \ {s} ima dva razli¢ita elementa i
moZemo pretpostaviti da je na primer, a = 0,b = 2. Tada za svako x € T imamo da je
(0,x) = (0x,2x) = (ax, bx) € Cg*(a, b) jer po definiciji turnira A vai da za svakox € T, 0 —
xix— 2ipostoje CgA (a, b)kongruencija koja sadrZi (a, b) ona sadrZi i (ax, bx) za svako x €
T. Dakle, posto ve¢ imamo da Cg”(a, b) sadrzi ceo S \ {s} stosusamo ai b i posto je za svako

x€T(0,x)€ CgA(a, b), ona sadrziiceo skup T pa je CgA(a, b) = V, iz Cegasledidaje
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~4 S Cg(a,b)iodatleidaje~,4 S a. Akosadaa €S\ {s}, bETiS=2is=1,ondajea
nulti element turnira A. Tada, posto je T jako povezan turnir, za svako x € T postoji orijentisani
putod x do b, x = ¢y =7 €1 =7 ... 21 ¢, = b.1z (a,b) € Cg4(a, b) sledidai(ac;41,bciy1) =
(a,c;+1) € Cg?(a, b) odakle sledidai (a,c;) = (ac;, cir1¢;) € Cg?(a,b), pakako je
(¢cp,a) = (b,a) € Cg“(a, b) indukcijom sledida i (cy, a) = (x,a) € Cg*(a, b) pa posto je x
proizvoljan element iz T vazidajeT S a/CgA(a, b). Sada, posto ~4 ima samo jednu netrivijalnu
klasu ekvivalencije i to je T, a sve ostale klase su jednoelementne, sledi da je ~4 S CgA(a, b).1
poslednji slu¢aj, akojea € S\ {s}, b€ TiS =2is =0, ondaje a jedini¢ni element turnira A.
Sada za proizvoljan x € T biramo najkrac¢iputuT od bdo x, b = ¢y = ¢{ =7 ... 21 Cp = X.
Posto je ovo po pretpostavci najkraci put ne moze biti ¢; = ¢,y jer bi tada dobili kraéi put
izbacivanjem ¢vora c;, pa poSto smo u turniru mora biti ¢;, , —7 ¢;, za svako 0 < i < n. Opet
pokazujemo indukcijom da za sve 0 < i < nvazida (c;,c;+1) € Cg”(a,b).Posto (a,b) €
Cg*(a,b) vazidai (acy, bcy) = (cq,¢c9) € Cg?(a, b) $to uzimamo za bazu indukcije. Dalje, iz
(¢, civ1) € Cg(a,b) sledida (c;Cii2,Cis1Civr2) = (Cizar Ciy1) € Cg?(a,b). Dakle imamo da
jezasve 0 < i < nvazida(c,c41) € Cg?(a,b) papostojec, =b €a/Cg?(a,b)iz
tranzitivnost relacije Cg”(a, b) imamo daicy = x € a/Cg”(a,b),zasvakox € T tj. daje
T c a/CgA(a, b) i opet dobijamo kao u prethodnom slucaju da je ~4 © CgA(a, b). Dakle, u
svim slu¢ajevima je ~4 € a Sto smo i trebali da pokazemo. PoSto imamo istu konstrukciju kao u
Lemi 3.1. delu 5., na isti nacin pokazujemo da je ConT = [A4, ~4]. Sada imamo da je za svaku
kongruencijua izAilia € ~4ili~4 S apaje ConA = [Ay, ~4] U [~4,V4]. Na osnovu
Teoreme o korespodenciji za homomorfizam A : A — S definisan u delu 4. ove Leme Cije je
jezgro ~ 4 imamo da je [~4, V4] = ConsS. Sada iz ConA = [Ay, ~4] U [~4, V4], ConT =
[A4, ~4l, ConS = [~4,V,] i iz Definicije 3.10. dobijamo da je ConA = ConT H ConsS.

6. Posto je T poddirektno nesvodljiv onda ConT sadrzi monolit i i posto je ConT = [A4, ~4],
ondaje ¢(u) = u U Ay € ConA je monolit ove mreZe jer je ona definisana sa ConA = ConT H
ConsS.

Definicija 3.5. Ako je n € w, ako su Sy, Sy, ..., Sy, turniri tako da su §; i S; disjunktni za i # j i za sve

0<i<mn,s; €S, definiSemo iterirani x —proizvod Sy * 51 * §1 * ... * 5, * §,, induktivno sa

Syp,akojen=0

S0*51*S1*---*5n*sn={ (50*51*51*___*Sn_l*Sn_l)*gn*sn,akojen>0.

Lema 3.3. Neka su S, §1, S, turnirii sy € S1,5; € S;. Onda (S, * 51 * S)) xSy, xS, =
So*s1*(S1*s2%83) .

Dokaz: Obe algebre imaju isti univerzum A = (§y U S; U S,) \ {s1, s2}. Da bismo pokazali da su ove
algebre jednake uzimamo dva Cvora x,y € A i pokazujemo da x — (g s, xs,)s,xs, ¥ akko

X = §yxs;*(Sy*s,+8,) V- Ako X,y oboje pripadaju istom §; za neko i € {0,1,2} onda u obe algebra vazi da
x = y akko x —g, y. Sada pretpostavimo da x € (So U S;) \ {s1}, ¥ € 5, \ {s,}, onda

X = (Soxs1#S1)xspxS, ¥ akko s, =g y. Ovo razdvajamo na dva slucaja, prvi je kada x € S \ {s1}, adrugi

kada x € Sy. Kada x € S1 \ {s1} imamo da s, —g, ¥ akko X =g, 45 xs5, ¥ aKKO X = g 45, 4(55,%85) V- Ako
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X € Spimamo da s, =g, ¥y akko S1 =g s,xs, ¥ AKKO X = g sg «(s,45,%5,) V- Dakle, pokazali smo da ako
x € (SoUS1) \ {s1}, y € S \ {52}, onda su ove dve algebra jedanke. Jo§ nam preostaje slu¢aj kada
x €Sy,y €51\ {s1}. Tadaimamo dax — (Sos1*S1)xsp+S, ¥ akko x = g ¢ «s, ¥ akko s1 =g ¥y akko

X = §yxs;%(Sys,+S,) ¥ Pa sui uovom slucaju date algebra jednake.

Iz ove Leme sledi da kod iteriranog * —proizvoda turnira bez obzira na raspored zagrada dobijamo isti
turnir.

Neka je A konacan poddirektno nesvodljiv turnir (sve algebre koje éemo pominjati u ovom dokazu su
konacne).

Lema 3.4. A/~ 4 je polumreza ako je A prost turniri~,4 = Ay.

Dokaz: A/~ 4 je turnir u kome su ¢vorovi klase jake povezanosti za koje znamo da su ili jednoelementne
ili jako povezani podturniri od A i znamo da klase imaju odnos kao u linearno uredenom turniru. Posto je
~4 = Ay, svaka klase jake povezanosti je jednoelementni skup. Za svaki turnir vazi da je komutativan i
idempotentan pa treba samo pokazati asocijativnost turnira A/~ 4. Ovo sledi iz linearnosti turnira A/~ 4.
Posto po pretpostavci nemamo ciklusa u turniru, on je lanac pa je za elemente a, b, ¢, a(bc) je onaj od
¢vorova a, b, c koji tuce preostala dva tj. koji je najviSe u ovom lancu od ova 3 elementa, a to je i (ab)c.

Lema 3.5. Ako je A prost, onda ili A = 2 ili je A jako povezan.

Dokaz: Na osnovu Leme 1.14. ~4 € ConA. Ako je A prostonda ~4 € {A4,V4}. Akoje ~4 = Vy, Aje
po definiciji jako povezan turnir. Ako je ~4 = A4, ondaje A = A/~ 4 polumreza. Kako je A turnir, svaka
dva elementa su uporediva pa je A linearno uredena polumreza tj. lanac. Sada imamo da je za sve

a,b € Atakve da je a < b relacija [a, b]? U A4 kongruencija na turniru A4 jer je njena jedina netrivijalna
klasa [a, b]? konveksan skup (za sve x < avaZidax = [a,b] izasvey > bvasida[a,b] = y).Ako
bi A imao vise od dva elementa zbog linearnosti bi bilo a < b < ¢ pa bi imali dve kongruencije

[a,b]? UA, i [b, c]2 U A, razlicite od Ay ciji bi presek bio A4 pa A ne moZe imati monolit koji po
pretpostavci treba da bude sadrZan u preseku svake dve kongruencije jer je A poddirektno nesvodljiv.
Dakle, u ovom slucaju mora A mora biti dvoelementni turnir tj. A = 2.

Lema 3.6. Ako turnir A nije prost i jeste jako povezan, onda postoji jedinstvena reprezentacija
A =T x s xS (do naizomorfizam) takva da je T poddirektno nesvodljiv turnir, S jako povezan turnir i
SE S.
Dokaz: Koristimo sledeé¢u Teoremu koju navodimo bez kompletnog dokaza (on se moZe nadi u [Maroti]):
Neka je S netrivijalni, konacan, jako povezan i poddirektno nesvodljiv turnir. Tada vaze sledeca tvrdenja:
1. ConsS ima jedinstveni koatom (kongruenciju y takvu day < Vg).
2. S/ vy jeprostturnir.
Takode, ako je y # Ag vaZe i sledeca tvrdenja:
3. yima jedinstvenu netrivijalnu klasu C.
4. Zasvakox € S\ Cilix >yzasvey e CCiliy—>xzasvey€C.
5. Podalgebra C< § sa univerzumom C je poddirektno nesvodljiva i netrivijalna.
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Dakle, u ovom slucaju imamo kongruenciju y € ConA koja je najveéa (u odnosu na inkluziju) u

ConA\ {V,}, i zbog toga vazi da je A/ y prost turnir. Naime, po Teoremi o korspodenciji imamo da je
[v,Val = Con(A/ y) akako je [y,V4]= {y,V}jer je y koatom, dobijamo da je A/ y prost turnir. Dalje
je A/ y jako povezan jer znamo da su svi prosti turniri, sem dvoelementnog, jako povezani. Ako bi
pretpostavili da je A/ y dvoelementni turnir tj. da A/ y ima samo dve klase ekvivalencije, te dve klase bi
morale biti konveksni skupovi po Lemi 1.13. jer je y kongruencija pa bi morao svaki elemenat jednog da
tuce svaki elemenat drugog ali posto su elementi tih klasa ujedno i elementi turnira A4, dobili bismo da u
tom slucaju da A4 nije jako povezan. Da y ima jedinstvenu netrivijalnu klasu C sledi iz ¢injenice da je A
poddirektno nesvodljiv. Kada bi y imala bar dve netrivijalne klase B i C onda bi relacije« = BU Ay i

B = C U Ay bile kongruencije na A koje su vece od Ay i Ciji presek je A4 pa A ne bi mogao da ima
monolit. Sada pokazujemo da je C poddirektno nesvodljiv turnir. Tvrdimo da su sve kongruencije turnira
A tac€no sve kongruencije turnira C kojima je dodana A, i jo$ V4. Ako je a neka kongruencija u A razli¢ita
od V4, ona mora biti podskup kongruencije y koja je koatom pa mora biti oblika B U A4 za neku
kongruenciju B turnira C. S druge strane, ako je § € ConC U {A,}, posto je skup C konveksan u turniru
A, i svaki njegov podskup je konveksan u A pa elementiiz A \ C ne uticu na to da li je § kongruencija na
A tj. § € ConA. Sada, kako je A poddirektno nesvodljiv sa monolitom y, ondaje u = A4 U g, gde je

o0 € Cond netrivijalna kongruencija takva da je sadrze sve druge netrivijalne kongruencije iz C tj.
monolit od C. Dakle, imamo slede¢u konstrukciju: imamo turnir A/ y u kome su svi elementi oblika {x},
x € Aijos elemenat C koji je turnir sa elementima iz A. Elementiiz (A/y) \ C su u istim odnosima kao i
elementi A\ C, u C su u oba sluéaja isti medusobni odnosi elemenata a elemenatizx € (A/y) \ Ci
elemenat C su u istom odnosu kao $to su imali u turniru A taj elemenat x i proizvoljan element iz C
(posto je C konveksan svaki njegov element je imao isti odnos sa x u A pa je ovo dobro definisano).
Dakle, po Definiciji 3.8. dobijamo dajeA = C x C x A/ y . Sada pokazujemo da je ova reprezentacija
jedinstvena. Pretpostavimo davaZidaje A = T x s x S gde je S jako povezan prost turnir,s € Si T je
poddirektno nesvodljiv turnir. Iz Leme 3.1. dela 4. sledi da je y = T? U A4 je najveci element u skupu
ConA\ {V,}iiziste Lemeje A/ y = S odakleslediidajeT = C.

Lema 3.7. Ako turnir A nije ni prost ni jako povezan, onda se A mozZe predstaviti na jedinstven nacin kao
jedanodT*x 0% 2, Tx1x2iliT x1* 3, gde je T jako povezan poddirektno nesvodljiv turnir.

Dokaz: Kako je na osnovu Leme 1.14. relacija ~4 kongruencija i 4 nije jako povezan pa je ~4 # V, sledi
da je A/~ 4 polumrezZa koja je linearno uredena (posto je A turnir, svaka dva elementa su mu
uporediva). Ako bi neka kongruencija turnira A imala vise od jedne netrivijalne klase, recimo B i C, onda

posto su u tom slucaju B i C konveksni skupovi, B> U A, i c*u A4 bi takode bile kongruencije na A koje
su razlic¢ite od A i Ciji presek je A4 pa onda A ne bi imao monolit tj. ne bi bio poddirektno nesvodljiv Sto
je u kontradikciji sa naSom pretpostavkom. Dakle, svaka kongruencija turnira A ima jedinstvenu
netrivijanlu klasu. MoZe biti samo dve mogucnosti : ili je A = n, za neko n (tada je jedina netrivijalna
klasaB=n\{1})ilijeA =T xi xnzaneko 0 < i < ninekijako povezan turnir T (tada je jedina
netrivijalna klasa turnir T, a ostali ¢vorovi {k},k € {0,1,...,i — 1,i + 1, ..., n} su jednoelementne klase).
Posmatrajmo sada turnir n i pretpostavimo da je on poddirektno nesvodljiv. Ako pretpostavimo da on
ima bar 3 elementa i posmatramo dve kongruencije a, 8 € Conn takve da a ima jedinu netrivijalnu

klasu {0,1}, a f8 jedinu netrivijalnu klasu {1,2}. {0,1} i {1,2} su konveksni skupovi pa su ({0,1)? U A, i
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({1,2})2 U A4 kongruencije na n koje su razlicite od A, i ¢iji presek je A,, pa onda n ne bi imao monolit
tj. ne bi bio poddirektno nesvodljiv. Posto je jedini poddirektno nesvodljiv turnir n samo 2 a on je prost,
A ne moZze biti izomorfno sa njim jer po pretpostavci tvrdjenja A nije prost pa nam ostaje jedino da je

A =T x*i*xnzaneko 0 < i < ninekijako povezan turnir T. Sada definiSemo preslikavanje A: (T x i *
n)-»nsallx) =i,x ETiA(x) =x,x €n\{i}.lzLeme 3.1. sledi da je 4 sirjektivhi homomorfizam.
Pretpostavimo da je n > 4. Tada imamo da su {0,1}i {n — 2,n — 1} dva disjunktna konveksna skupa iz
n posto je u linearno uredenom turniru n svaki interval ¢vorova konveksan skup. Posmatramo inverzne
slike ovih skupova u odnosu na preslikavanje 1, A7 1({0,1}) i A_l({n — 2,n— 1}) . Ako je i razli¢ito od
0,1,n — 2,n — 1 po definiciji preslikavanja A su inverzne slike interval {0,1} i {n — 2,n — 1} oni sami, tj.
konveksni skupovi. Ako je i jednako nekom od 0,1,n — 2,n — 1, inverzna slika tog ¢vora je ceo skup T.
Tadasu A71({i,i +1})iA7 ({i — 1,i}) skupovi TU {i + 1}ili T U {i — 1} konveksni skupovi jer prvi
tuku svi elementi {0,1, ...,i — 1} a on tuce sve {i + 2, ..., n } a drugi tuku svi elementi {0,1, ...,i — 2} aon
tuce sve {i + 1, ..., }. U svakom slu¢aju kada posmatramo intervale {0, T}, {T, 1} i {n — 2, T}

{T,n — 1} oni su svi konveksni skupovi u turniru T * i * n. Dakle, dobijamo da suiA~1({0,1}) i

A_l({n — 2,n — 1}) disjunktni konveksni skupovi u T * i * n pa ponovo dobijamo netrivijalne
kongruencije (A1(£0,11)) 2 U Apyiun | A ({n — 2,n — 1})) ‘U At sixn 53 presekom Ag,;,, $toje
kontradikcija sa ¢injenicom da je 4 poddirektno nesvodljivi A = T x i x n. Dakle, mora bitin < 3.Za
n=1imamodajeTxixn = T iposto je T jako povezan turnir, a A po pretpostavci nije jako povezan,
ne moze biti A = T pa mora bitin > 1. Dakle, n € {2,3}. Primetimo da T x 0 * 3 nije poddirektno
nesvodljiv jer su Ti{1,2} disjunktni konveksni skupovi pa bi opet kongruencije koje ih sadrze kao
netrivijalne klase imale presek Ar, .3 iz ¢ega bi sledilo ne postojanje monolitaiistovaziiza T x 2 x 3.
Dakle i ova dva sluaja izbacujemo i ostaje nam da je (i,n) (0,2), (1,2)ili (1,3). Konacno, imamo da je
A =T xsxS,gdejeT jako povezan netrivijalni turnir, a (s, S) je (0,2), (1,2) ili (1, 3). Bez gubljenja
opstosti, moZzemo pretpostaviti da je A = T x s x §. Sada, ponovo iz dokaza Leme 3.5. imamo da je
ConT = [A,,T? U A4], gde je [A4, T? U A4] interval u mre?i ConA i tada ako je A poddirektno
nesvodljiv, [A4, T? U A4] mora sadrzati najmanju netrivijalnu kongruenciju pa je sadrzi i ConT zbog
izomorfizma, tj. i T je poddirektno nesvodljiv. Ako turnir A ima nulti i jedini¢ni element, posto tada i

T * s * § mora imati nulti i jedini¢ni element, (s, S) mora biti (1, 3). Ako 4 ima nulti a nema jedini¢ni
element, onda je (s,5)= (1, 2), a ako 4 ima jedini¢ni a nema nulti element, (s,S) = (0, 2). Dakle, (s, S)
je jedinstveno odredeno (do na izomorfizam) iz ¢ega sledidaakojeA =T *s*xSiA=T *s *§,onda
mora bitii T = T', pajeiT * s x § jedinstveno odredeno do na izomorfizam.

Teorema 3.1. (Teorema Marotija) Svaki konac¢an poddirektno nesvodljiv turnir 4, |A|= 2 ima do na
izomorfizam jedinstvenu reprezentaciju A = Sy x 5; * §1 * ... x 5, x §,,, gde:
1. Svaki §; jeiliizomorfan sa 2, ili sa 3 ili je jako povezan prost turnir.
2. Ne postojii takvo dasuiS; i S;;1 izomorfnilancima (2 ili 3), nego je bar jedan od S; i S;,1 jako
povezan.
3. s;€S;zasvako 1< i < n.

S, nije izomorfan sa 3, ako je §; = 3, onda je s; srednji element (koji se izomorfizmom slika u 1).
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Takode, Sy *x 51 * §1 * ... x5, * §,, je konacan poddirektno nesvodljiv turnir za svaki izbor Sy, S, ..., S,
za koji vaze uslovi 1.—4.

Dokaz: Dokaz ¢emo dati indukcijom po broju elemenata turnira, |A|. Ako je |A|= 2, 4 je dvoelementni
lanac koji je prost turniriondajen = 0i A = 8§, gde je S, turnir 2 i u ovom slu¢aju su zadovoljeni uslovi
1.—4.: 8, je izomorfan turniru 2, ne postoji i takvo da sui§; i S;,1 izomorfni lancima (2 ili 3) jer
nemamo i = 1i S, nije izomorfan sa 3. Pretpostavimo da za sve poddirektno nesvodljive turnire sa
manje od |A| ¢vorova vazZi tvrdenje teoreme. Sada posmetramo turnir A sa |A| ¢vorova. Ako je A prost,
onda je naosnovuleme 3.5.n =0i A =5, gde je Sy ili turnir 2 (Sto nam je baza indukcije) ili jako
povezan prost turnir i u ovom slucaju su zadovoljeni uslovi 1.—4. jer S, nije izomorfan sa 3 posto je S,
prost turnir a 3 nije i takode je to jedina reprezentacija koja zadovoljava uslove 1.—4. jer T * s x S uvek
ima netrivijalnu kongruenciju kad je T netrivijalan, to je @ = T? U A,, pa A4 kao prost turnir ne moze biti
izomorfan sa turnirom koji nije prost. Ako A nije prost turnir, imamo dva slucaja, kada je 4 jako povezan
i kada nije jako povezan. Ako je 4 jako povezan, onda na osnovu Leme 3.6. sledi da je reprezentacija
A=Txsx*§, gdejeS jako povezan prost turnir i T poddirektno nesvodljiv netrivijalan turnir,
jedinstvena do na izomorfizam. Na osnovu Leme 3.2. imamo da ne postoji par

(s',8") €{(0,2),(1,2),(1,3)} takavdaje A = T x s' x ' jer tada A ne bi bio jako povezan turnir. Posto
je T turnir sa manje ¢vorova od |A|, za njega vaZzi indukcijska pretpostavka, tj. T ima jedinstvenu
reprezentacijuT = Sy xs; *S§; *x ... x5, *§,, zakojuvaZzeuslovil.—4.pajeiA =T *s*x§ =§;*s *
S *..xs, xS, xsx§.VaZidajesvaki §; jeiliizomorfan sa 2, ili sa 3 ili je jako povezan prost turniri §
je jako povezan pa je zadovoljen uslov 1. Ne postoji i takvo da su i S; i §;;1 izomorfni lancima (2 ili 3),
nego je bar jedan od S; i §;, 1 jako povezani § je jako povezan pa je zadovoljen uslov 2. Za svako
1<i<n,s; €S;is € S pavaii3.i§, nijeizomorfan sa 3 po indukcijskoj pretpostavci, ako je §; = 3,
onda je s; srednji element opet po pretpostavci i ne mozZe biti § = 3 posto je S jako povezan turnira 3
to nije pa vazii uslov 4. Ako A nije jako povezan turnir, na osnovu Leme 3.7.imamodaje A =T xs* S
gde je (s,8) € {(0,2),(1,2),(1,3)}i T je jako povezan netrivijalni poddirektno nesvodljiv turnir i takode
imamo da je ova reprezentacija jedinstvena do na izomorfizam. 1z Leme 3.1. sledi da $ ne moZe biti prost
jer tada A ne bi bio jako povezan. Na osnovu indukcijske hipoteze T ima jedinstvenu reprezentaciju
T=S8y)*s xS *..xs, xS, zakojuvaZe uslovil.—4.lvazidaje A= Txs*S = S§y*x5; x5 *..%
Sp * 8, *sx 8.8 jeizomorfan sa 2 ili sa 3 pa vazi 1. Kako je T jako povezan, ako T nije prost, na osnovu
Leme 3.6. sledi da je §,, jako povezan prost turnir, a ako je T prost onda na osnovu Leme 3.5. opet sledi
da je S,, jako povezan prost turnir. Dakle, u svakom sluéaju vazii uslov 2. Za svako 1< i < n,s; € S; i

s € S pavaii 3. S nije izomorfan sa 3 po indukcijskoj pretpostavci, ako je §; = 3, onda je s; srednji
element opet po pretpostavci i ne moze biti § = 3 posto je S jako povezan turnir a 3 to nije pa vaii i
uslov 4. Jedinstvenost Sy x s; x §1 * ... x 5, x §,, sledi iz indukcijske pretpostavke a jedinstvenost (s, S)
smo pokazali u Lemi 3.7. Indukcijom po n pokazujemo da je §j x s; * §1 * ... x 5, * §,, konacan
poddirektno nesvodljiv turnir za svaki izbor S, S4, ..., S,, i 51, ..., S, za koje vaze uslovi 1.—4. Za bazu
indukcije posmatramo turnir S,. Na osnovu uslova 1. i 4. vaZi da je S ili izomorfan sa 2, za koji smo
pokazali da je poddirektno nesvoljiv, ili jako povezan prost turnir koji je poddirektno nesvodljiv po
definiciji. Ako pretpostavimo da za svaki turnir §g x sq * §; * ... *x s, * §,, ukome §(, S, ..., S, i

S1, ---, S, zadovoljavaju uslove 1.—4. vazZi da je konacan poddirektno nesvodljiv. Posmatramo turnir
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Sop*Sy %S *..xs, *S, xsxS.lzuslova 1. Sledi da jeili § izomorfan sa 2 ili sa 3 i iz uslova 4. ako je
S =3,ondajes srednjielement paimamoda (s,S) € {(0,2),(1,2),(1,3)} iz ¢ega na osnovu Leme
3.2.vazidaje Sy *x sy xS *x..xs, *§, * s x§ poddirektno nesvodljiv, ilije § jako povezan prost
turnir pa sada na osnovu Leme 3.1. sledidaje Sg *x s; * S * ... *x 5, * §,, * s * § poddirektno nesvodljiv.

Definicija 3.6. Za svaki netrivijalni poddirektno nesvodljivi kona¢an turnir A, reprezentacija
naduvavanjem turnira A je jedinstveni proizvod S x s; * §1 * ... x 5,, * §,, izomorfan sa A za koji vaze
uslovi:
1. Svaki§; jeiliizomorfan sa 2, ili sa 3 ili je jako povezan prost turnir.
2. Ne postojii takvo dasuiS; i §;,1 izomorfnilancima (2 ili 3), nego je bar jedan od S; i S;;1 jako
povezan.
3. s;E€S;zasvako1<i <n.

S, nije izomorfan sa 3, ako je §; = 3, onda je s; srednji element (koji se izomorfizmom slika u 1).

27



Literatura

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

[Burris] Sankappanavar, Burris, S., H.P., A Course in Universal Algebra, Graduate Texts in
Mathematics, Springer-Verlag, New York, 1981.

[Madarasz-Szilagyi] R. Madarasz-Szilagyi, Od skupova do univerzalnih algebri, Novi Sad,
2006

[Petrovi¢] V. Petrovi¢, Teorija grafova, Novi Sad, 1998.

[Baker] K. A. Baker, Finite equational bases for finite algebras in a congruence-distributive

equational class, Advances in Math. 24 (1977) no. 3, 207—243.

[ErdosFriedHajnalMilner] P. Erdés, E. Fried, A. Hajnal and E. C. Milner, Some remarks on
simple tournaments, Algebra Universalis 2 (1972), 238—245.

[ErdosHajnalMilner] P. Erdds, A. Hajnal and E. C. Milner, Simple one-point extensions of
tournaments, Mathematika 19 (1972), 57—62.

[Fried1] E. Fried, Tournaments and non-associative lattices, Ann. Univ. Sci. Budapest.
E6tvés Sect. Math. 13 (1970), 151—164.

[Fried2] E. Fried, Weakly associative lattices with congruence extension property, Algebra
Universalis 4 (1974), 151—162.

[Fried3] E. Fried, Non-finitely based varieties of weakly associative lattices, Ann. Univ. Sci.
Budapest. E6tv6s Sect. Math. 55 (2012), 13—27.

[FriedGratzerl] E. Fried and G. Gratzer, Some examples of weakly associative lattices,
Collog. Math. 27 (1973), 215—221.

[FriedGratzer2] E. Fried and G. Gratzer, A nonassociative extension of the class of
distributive lattices, Pacific J. Math. 49 (1973), 59—78.

[FriedLakser] E. Fried and H. Lakser, Simple tournaments, Notices Am. Math. Soc. 18
(1971), 395.

[FriedSos] E. Fried and V. Sés, Weakly associative lattices and projective planes, Algebra
Universalis 5 (1975), 114—1109.

[JezekMarkovicMarotiMcKenzie1] J. Jezek, P. Markovi¢, M. Maréti and R. McKenzie, The
variety generated by tournaments, Acta Univ. Carolin. Math. Phys. 40 (1999) no. 1, 21—
41.

[JezekMarkovicMarotiMcKenzie1] J. Jezek, P. Markovi¢, M. Maréti and R. McKenzie,
Equations of tournaments are not finitely based, Discrete Math. 211 (2000) no. 1—3,
211—2109.

[Maroti] M. Mardéti , The variety generated by tournaments, PhD thesis, Vanderbilt
University, 2002.

[Moon] J. W. Moon, Embedding tournaments in simple tournaments, Discrete Math. 2
(1972), 389—395.

[MullerNesetrilPelant] V. Miller, J. NeSetfil and J. Pelant, Either tournaments or algebras?,
Comment. Math. Univ. Carolinae 13 (1972), 801—807.

[Willard] R. Willard, A finite basis theorem for residually finite, congruence meet-
semidistributive varieties, J. Symbolic Logic 65 (2000) no. 1, 187—200.

28



Biografija

Ljiljana KneZev je rodena 14. 05. 1990. godine u Novom Sadu. Osnovnu $kolu "Miloje
Cipli¢" zavr$ava 2005. godine u Novom Beéeju kao nosilac Vukove diplome i
gimnaziju u Skoli "Srednja skola Novi Becej" zavrsava 2009. godine sa odli¢nim
uspehom. Iste godine upisuje osnovne studije na Prirodno-matemati¢ckom fakultetu
u Novom Sadu, smer Diplomirani profesor matematike koje zavrSava 2014. godine
sa prose¢nom ocenom 8.51 i iste godine upisuje master studije na istom fakultetu,
smer Master profesor matematike. Do septembra 2015. godine polaZe sve ispite i
sti¢e pravo na odbranu master rada.

Novi Sad, oktobar 2015.

29



Univerzitet u Novom Sadu

Prirodno-matematicki fakultet
Klju¢na dokumentacijska informacija

Redni broj:

RBR

Identifikacioni broj:

IBR

Tip dokumentacije: Monografska dokumentacija

TD

Tip zapisa: Tekstualni §tampani materijal

TZ

Vrsta rada: Master rad

VR

Autor: Ljiljana Knezev

AU

Mentor: dr Petar Markovi¢

MN

Naslov rada: Kongruencije na turnirima

NR

Jezik publikacije: srpski (latinica)

JP

Jezik izvoda: slen

JI

Zemlja publikovanja: Srbija

ZP

UZe geografsko podrudje: Vojvodina

UGP

Godina: 2015.

GO

Izdavac: autorski reprint

V4

Mesto i adresa: Novi Sad, Departman za matematiku i informatiku,

MA Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet u Novom Sadu,
Trg Dositeja Obradovica 4

30




Fizicki opis rada: 3/29/19/0/0/0/0

FO (broj poglavlja / strana / lit. citata / tabela / slika / grafika /
priloga)

Nau¢na oblast: Matematika

NO

Naucna disciplina: Teorija grafova i algebra

ND

Predmetna odrednica, kljucne reci:

Turniri, kongruencije, proste algebre, poddirektno

PO nesvodljive algebre

UDK

Cuva se: u biblioteci Departmana za matematiku i informatiku
Cu Prirodno-matematickog fakulteta, Univerziteta u Novom

Sadu

Vazna napomena:

VN
Izvod: Ovaj master rad se bavi turnirima, orijentisanim grafovima
1Z bez petlji u kojima izmedu svaka dva razli¢ita ¢vora

postoji ta¢no jedna orijentisana grana. Kad se turniri
reprezentuju kao algebre, moguce je posmatrati
kongruencije na njima. U radu dokazujemo teoremu koja
na grafovski nacin daje potreban i dovoljan uslov da
relacija ekvivalencije bude kongruencija. Zatim
dokazujemo da su prosti turniri Cesta pojava. Preciznje,
dokazujemo da se svaki konacan turnir moze prosiriti
jednim ¢vorom do prostog turnira, osim turnira sa tri ¢vora
i neparnih tranzitivnih turnira, kojima je neophodno dodati
dva ¢vora da bi se dobio prost turnir. To je teorema Muna.
Konac¢no, dokazujemo teoremu Marotija koja objasnjava
kako izgledaju poddirektno nesvodljivi turniri, ako su
poznati prosti turniri. Naime, dokazuje se da se svaki
konacan poddirektno nesvodljiv turnir na jedinstven nacin
moze razloZiti na niz prostih turnira i tranzitivnih turnira sa
dva i tri elementa.

Datum prihvatanja teme od strane NN veca: | 21.9.2015.
DP
Datum odbrane: 28.1.2015.

DO

31




Clanovi komisije: predsednik: dr Vojislav Perovié¢

(naucni stepen/ime i ¢lan: dr Petar Markovié
prezime/zvanje/fakultet) ¢lan: dr Petar Dapi¢
KO

32




University of Novi Sad

Faculty of Natural Sciences And Mathematics
Key word documentation

Accession number:
ANO

Identification number:
INO

Document type:

Monograph documentation

DT

Type of record: Textual printed material

TR

Contents code: Master’s thesis

CcC

Author: Ljiljana Knezev

AU

Mentor: dr Petar Markovié

MN

Title: Congruences on tournaments
Tl

Language of text: Serbian

LT

Language of abstract: en/s

LA

Country of publication: Serbia

CP

Locality of publication: Vojvodina

LP

Publication year: 2015.

PY

Publisher: Author’s reprint

PU

Publ. place: Novi Sad, Department of Mathematics and Informatics,
PP Faculty of Science, University of Novi Sad, Trg Dositeja

Obradovica 4

33




Physical description:

PD

3/29/19/0/0/0/0
(chapters/pages/literature/tables/pictures/graphics/app
endices)

Scientific field
SF

Mathematics

Scientific discipline
SD

Graph theory and Algebra

Subject Key words Tournaments, congruences, simple algebras, subdirectly
SKW irreducible algebras

uc

Holding data: The Library of the Department of Mathematics and

HD Informatics, Faculty of Science, University of Novi Sad
Note:

N

Abstract: This master thesis concerns torunaments, i.e. loopless
AB directed graphs such that each pair of distinct vertices is

connected by exactly one directed edge. When the
tournaments are reresented as algebras, one can consider
congruences on them. We prove a theorem that
characterizes which equivalence relations on vertices are
congruences. Then we prove that there are many simple
tournaments. More precisely, we prove that every finite
tournament can be extended to a simple tournament by
adding one vertex, except for tournaments with three
vertices and odd transitive tournaments, which need two
additional vertices. This a theorem of Moon. Finalle, we
prove the Maroti’s theorem, which which explains the
structure of subdirectly irreducible tournaments if one
understands simple ones. Namely, we prove that there is
a unique decomposition of any finite subdirectly
irreducible tournament into a sequence of simple
tounemants and transitive tournaments with two or three
vertices.

Accepted on Scientific Board on:

AS

September 21, 2015.

Defended:
DE

October 28, 2015.

34




Thesis Defend board:
DB

president: Dr Vojislav Petrovié
member: Dr Petar Markovi¢
member: Dr Petar Papic¢

35




	OLE_LINK1
	OLE_LINK2

