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Uvod i istorijat 
 

Turniri su orijentisani grafovi bez petlji u kojima za svaka dva čvora postoji tačno jedna orijentisana 

grana između ta dva čvora. Ime je nastalo od reprezentacije turnira kao sportskog takmičenja u kojem su 

čvorovi ekipe i svake dve ekipe odigraju tačno jednu utakmicu između sebe (na kojoj uvek jedna pobedi, 

nema nerešenog rezultata).  

Turniri, kao orijentisani grafovi, su relacijske strukture, ali mogude je kodirati turnire kao algebarske 

strukture (algebre) na više načina. Dva najlakša načina su pomodu jedne ili pomodu dve binarne 

operacije. Te binarne operacije daju „pobednika“, odnosno „gubitnika“ „utakmice“ između dva čvora. 

Jasno, dovoljno je da se da rezultat operacije „pobednik“ da bi se odredio turnir, jer ako je pobednik 

meča ab = a, onda je gubitnik a+b = b. 

Pri istraživanju algebarskih struktura, jedan od ključnih pojmova su kongruencije. U slučaju turnira, u oba 

načina kodiranja koje smo pomenuli, kongruencije su iste, te nam nije bitno koje kodiranje se uzima. U 

ovom master radu nas interesuju turniri koji su proste algebre, dakle nemaju kongruencija, sem dve 

trivijalne (jednakost i puna relacija su uvek kongruencije), kao i turniri koji su poddirektno nesvodljive 

algebre (prosti ili postoji najmanja netrivijalna kongruencija). 

Kodiranje turnira kao algebri sa dve binarne operacije uveo je Ervin Fried u radu [Fried1] iz 1970. godine. 

Fried je nastavio sa istraživanjima u ovoj oblasti tokom cele karijere, kako u vezi turnira, tako i uopštenja 

koje je definisao, tzv. slabo asocijativnih mreža. Čitalac je upuden na radove *Fried1+, *Fried2+, *Fried3+, 

[ErdosFriedHajnalMilner], [FriedGratzer1], [FriedGratzer2], [FriedLakser] i [FriedSos] kao neke od 

poznatijih referenci iz njegovog opusa. On je popularisao istraživanje turnira sa stanovišta algebre i 

privukao mnoge druge poznate naučnike da se tim bave. 

Lako se opisuju kongruencije turnira sa grafovske tačke gledišta, što je dovelo do pitanja koliko su prosti 

turniri, gde ih nema sem trivijalnih, česta pojava. E. Fried i H. Lakser su 1971. godine u *FriedLakser] 

dokazali da je svaki konačan turnir sa n čvorova podturnir prostog turnira sa 2n+1 čvorova. P. Erdös, E. 

Fried, A. Hajnal i E. C. Milner su 1971. u radu *ErdosFriedHajnalMilner+ dokazali da se svaki konačan 

turnir sa n čvorova, sem u slučaju n=2, može nadi kao podturnir nekog turnira sa n+2 čvorova. J. W. 

Moon je 1972. godine u *Moon+ dokazao da se svaki konačan turnir T sa n čvorova može pronadi kao 

podturnir nekog turnira sa n+1 čvorom, sem ako je n=3 ili je turnir T tranzitivan i ima neparan broj 

čvorova (u oba ova slučaja se može nadi turnir sa n+2 čvora koji sadrži T kao podturnir). P. Erdös, A. 

Hajnal i E. C. Milner su 1972, godine u radu *ErdosHajnalMilner+ uopštili rezultat Moona i na beskonačne 

turnire, tj. dokazali su da se i svaki beskonačan turnir može proširiti do prostog turnira dodavanjem 

samo jednog čvora. U ovoj tezi demo prikazati rezultat Moona. 

Sa algebarske tačke gledišta, uvek je zanimljivo pitanje identiteta, što su jednakosti koje važe u celoj 

algebri. Pitanje koje je u dobroj meri interesovalo istraživače je pitanje konačne baze identiteta, tj. da li 

se svi identiteti koji važe u nekoj algebri, ili klasi algebri, mogu izvesti na osnovu nekih konačno mnogo 

od njih. U slučaju turnira, možemo postaviti dva pitanja: da li svaki konačan turnir ima konačnu bazu 
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identiteta, i da li klasa svih turnira ima konačnu bazu identiteta (tj. da li se identiteti koji istovremeno 

važe u svim turnirima mogu izvesti iz konačno mnogo njih). Ova pitanja su različita u zavisnosti da li o 

turnirima govorimo kao o algebrama sa jednom ili sa dve operacije. Turniri kao algebre sa dve operacije 

imaju distributivne mreže kongruencija, ali i sve algebre koje zadovoljavaju iste identitete kao turniri 

takođe imaju distributivne mreže kongruencija. Stoga na osnovu K. A. Bakerove teoreme (dokazane 

1977. u radu *Baker+) sledi da svaki konačan turnir kao algebra sa dve operacije ima konačnu bazu 

identiteta. Da li klasa svih turnira ima konačnu bazu identiteta ili nema nije poznato ni dan-danas, i taj 

otvoren problem se smatra teškim. 

U slučaju turnira kao algebri sa jednom operacijom, mreže kongruencija su im i dalje distributivne 

(naravno, jer turniri imaju iste kongruencije, bilo da su kodirani kao algebre sa jednom ili sa dve 

operacije!). Međutim, varijetet koji generišu turniri sadrži i algebre koje nemaju distributivne mreže 

kongruencija. Umesto toga, mreže kongruencija algebri u varijetetu koji generišu turniri su infimum-

semidistributivne. Klasu turnira kao algebri sa jednom operacijom su prvo istraživali V. Müller, J. Nešetřil 

i J. Pelant u radu *MullerNesetrilPelant+ 1975. godine. Tad je postavljeno pitanje baze identiteta koji važe 

u svim turnirima. J. Ježek, P. Markovid, M. Marόti i R. McKenzie su 2000. u radu 

[JezekMarkovicMarotiMcKenzie2] dokazali da ne postoji konačna baza za skup identiteta koji važe u 

svim turnirima. Pitanje da li svaki konačan turnir ima konačnu bazu identiteta u slučaju kodiranja 

pomodu jedne operacije je rešeno ponajviše ispitivanjem poddirektno nesvodljivih algebri koje 

zadovoljavaju sve identitete koje zadovoljavaju svi turniri. U radu [JezekMarkovicMarotiMcKenzie1] iz 

1999. godine dokazano je da svi poddirektno nesvodljivi turniri koji zadovoljavaju iste turnire kao jedan 

konačan turnir T moraju biti konačni, i ne mnogo vedi od T. To je bio korak ka primeni teoreme R. 

Willarda (videti *Willard+) koja objašnjava kako se može dokazati da je konačna baza identiteta neke 

konačne algebre: potrebno je dokazati da sve generisane algebre imaju infimum-semidistributivne 

mreže kongruencija, i da su poddirektno nesvodljive algebre koje ta algebra generiše sve konačne. Prvi 

uslov je, dakle, ispunjen, a drugi takođe kad su te poddirektno nesvodljive algebre i same turniri. 

Konačno je M. Marόti u svojoj doktorskoj disertaciji *Maroti+ iz 2002. godine dokazao da su sve 

poddirektno nesvodljve algebre koje generišu turniri sa jednom operacijom i same turniri, čime je 

kompletirao uslove za primenu Willardove teoreme. Dakle, posledica te disertacije je da svaki konačan 

turnir kao algebra sa jednom operacijom ima konačnu bazu identiteta. Ova teza de prikazati deo tog 

dokaza koji se odnosi na opis svih poddirektno nesvodljivih turnira do na proste turnire. Koristidemo 

jednu teoremu iz Marόtijeve disertacije bez dokaza. 
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1. Turniri 
 

Definicija 1.1. Orijentisan graf ili digraf je uređeni par 𝐷 = (𝑉, 𝐸), gde je 𝑉 skup čvorova a 𝐸 ⊆ 𝑉 × 𝑉 

skup grana. Ako (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸 𝐷  pišemo 𝑢 → 𝑣 i kažemo da je to grana iz 𝑢 u 𝑣 ili da grana vodi od 𝑢 do 𝑣 

ili da izlazi iz 𝑢 i ulazi u 𝑣 ili da 𝑢 tuče 𝑣, a 𝑣 gubi od 𝑢. 

Definicija 1.2. Orijentisan put od čvora 𝑣1 do čvora 𝑣𝑘  je 

 𝑃𝑘 = 𝑣1𝑣2 …𝑣𝑘 = 𝑣1 → 𝑣2 → ⋯ → 𝑣𝑘  ,  𝑣𝑖 → 𝑣𝑖+1 ,  𝑖 = 1, … , 𝑘 − 1, 𝑣𝑖 ≠ 𝑣𝑗 , 𝑖 ≠ 𝑗.  

𝑣1 se naziva početni čvor, a  𝑣𝑘  završni čvor. Dužina puta je |𝐸(𝑃𝑘)|= 𝑘 − 1. 

Definicija 1.3. Rastojanje od čvora 𝑢 do čvora 𝑣, 𝑑(𝑢, 𝑣) je minimalna dužina puta od 𝑢 do 𝑣.  

U opštem slučaju je 𝑑(𝑢, 𝑣) ≠ 𝑑(𝑣, 𝑢). 

Definicija 1.4. Orijentisana kontura je 𝐶𝑘 = 𝑣1𝑣2 …𝑣𝑘𝑣1 = 𝑣1 → 𝑣2 → ⋯ → 𝑣𝑘 → 𝑣1 , 𝑘 ≥ 3,  

𝑣𝑖 → 𝑣𝑖+1 ,  𝑖 = 1, … , 𝑘, 𝑣𝑘+1 = 𝑣1 ,  𝑣𝑖 ≠ 𝑣𝑗 , 𝑖 ≠ 𝑗. Dužina konture je |𝐸(𝐶𝑘)|= 𝑘. 

Definicija 1.5. Čvorovi 𝑢, 𝑣 su jako povezani ako postoji orijentisan put od 𝑢 do 𝑣 i postoji orijentisan put 

od 𝑣 do 𝑢. 

Definicija 1.6. Orijentisan graf je jako povezan ako su mu svi čvorovi jako povezani. 

Lema 1.1. Jaka povezanost je relacija ekvivalencije na skupu svih čvorova orijentisanog grafa i njene 

klase ekvivalencije se nazivaju klase jake povezanosti. 

Dokaz : Refleksivnost : po definiciji svaki čvor 𝑥 je jako povezan sam sa sobom. 

Simetričnost : ako je 𝑥 jako povezan sa 𝑦 postoje orijentisani putevi od 𝑥 do 𝑦 i od 𝑦 do 𝑥 pa je i 𝑦 jako 

povezan sa 𝑥. 

Tranzitivnost : neka je 𝑥 jako povezan sa 𝑦 i 𝑦 jako povezan sa 𝑧. Tada postoje putevi 𝑥 → ⋯ → 𝑦, 𝑦 →

⋯ → 𝑧, 𝑦 → ⋯ → 𝑥, 𝑧 → ⋯ → 𝑦. Ali sada postoje i putevi 𝑥 → ⋯ → 𝑦 → ⋯ → 𝑧 i 𝑧 → ⋯ → 𝑦 → ⋯ → 𝑥 

pa je 𝑥 jako povezano sa 𝑧. 

Definicija 1.7. Turnir 𝑇𝑛  je orijentisan graf sa skupom čvorova {1,2,3, … , 𝑛} u kome je svaki par različitih 

čvorova (𝑢, 𝑣) povezan sa tačno jednom granom 𝑢 → 𝑣 ili 𝑣 → 𝑢. 

Definicija 1.8. Turnir je tranzitivan ako za njegove čvorove važi da iz 𝑥 → 𝑦 i 𝑦 → 𝑧 sledi da 𝑥 → 𝑧. 

Definicija 1.9. Izvor je čvor koji tuče sve druge čvorove turnira a ponor je čvor koji gubi od svih drugih 

čvorova turnira. 

Lema 1.2. Ako je turnir tranzitivan ne sadrži konturu i sadrži izvor i ponor. 

Dokaz : Pretpostavimo da je turnir tranzitivan i da sadrži konturu 1 → 2 → ⋯ → 𝑘 → 1. Tada imamo 

k → 1 i iz 1 → 2, 2 → 3 sledi da 1 → 3. Dalje, iz 1 → 3, 3 → 4 sledi da 1 → 4. Slično pokazujemo da 1 tuče 

sve čvorove 2,3,…,k što je protivrečno sa činjenicom da k → 1. Dakle, tranzitivan turnir ne može sadržati 

konturu. Pretpostavimo da tranzitivan turnir nema ponor. Tada za svaki čvor turnira postoji bar jedna 

grana koja iz njega izlazi. Dakle, za čvor 1 imamo 1 → 2, pa dalje za 2 imamo 2 → 3 i tako dalje dobijamo 
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usmereni put 1 → 2 → 3 → ⋯ → 𝑘 → ⋯. Kako je naš turnir konačan mora dodi do ponavljanja tačaka na 

primer 𝑖 = 𝑘 i sada dobijamo konturu i → 𝑖 + 1 → ⋯ → 𝑘 − 1 → 𝑘 = 𝑖 što je u kontradikciji sa prvim 

delom teoreme pa naš turnir mora sadržati ponor. Analogno pokazujemo da tranzitivan turnir ima izvor. 

Lema 1.3 Turnir je tranzitivan akko za njegove čvorove važi da 𝑖 → 𝑗 akko 𝑖 < 𝑗. 

Dokaz : Pretpostavimo da imamo tranzitivan turnir 𝑇𝑛. Prema prethodnoj lemi naš turnir ima izvor koji 

demo označiti sa 1. Sada posmatramo turnir 𝑇𝑛\{1}. On je takođe tranzitivan pa opet sadrži izvor koji 

obeležimo sa 2. Sada posmatramo 𝑇𝑛\{1,2} i njegov izvor obeležimo sa 3 i tako nastavljamo ovaj 

postupak čime dobijamo novu notaciju čvorova našeg turnira u kojoj važi da čvor tuče sve svoje 

sledbenike što čini jedan smer dokaza ove leme. Za drugi smer pretpostavimo da važi da  𝑖 → 𝑗 akko 

𝑖 < 𝑗  i pretpostavimo da za neke čvorove 𝑥, 𝑦, 𝑧 iz 𝑇𝑛 važi da 𝑥 → 𝑦 𝑖 𝑦 → 𝑧. Tada je po pretpostavci 

𝑥 < 𝑦 𝑖 𝑦 < 𝑧 pa je zbog tranzitivnosti relacije  <  i  𝑥 < 𝑧  iz čega na osnovu pretpostavke sledi da 

𝑥 → 𝑧 što je i trebalo pokazati da bismo dobili tranzitivnost turnira 𝑇𝑛. 

Definicija 1.10. Ako u turniru 𝑇𝑛 svaki čvor podturnira A tuče svaki čvor podturnira B pišemo A⟹ 𝐵 i sa 

𝐴 + 𝐵 označavamo podturnir u kome su novi čvorovi  A i B i njihov odnos je A → 𝐵. 

Lema 1.4. Svaki turnir se može podeliti na klase jake povezanosti koje međusobno imaju odnos kao u 

tranzitivnom turniru i svaka klasa je jako povezana ili jednoelementna. 

Dokaz : Znamo da je jaka povezanost relacija ekvivalencije i da ona vrši particiju skupa svih čvorova 

turnira na disjunktne klase ekvivalencije čija unija čini ceo skup čvorova. Neka su X i Y dve različite klase 

jake povezanosti i neka su 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 i neka je 𝑥 → 𝑦 (𝑦 → 𝑥 je dualan slučaj a mora važiti tačno jedan 

od njih dvoje pošto je u pitanju turnir). Ako bi neka od klasa X ili Y bila jednoelementna na primer, X tada 

bi moralo da važi za svaki čvor 𝑦′ iz Y da 𝑥 → 𝑦′ jer u suprotnom bi imali 𝑥 → 𝑦 → ⋯ → 𝑦′ → 𝑥 tj. 𝑥 i 𝑦 bi 

bili jako povezani pa ne bi pripadali različitim klasama ekvivalencije. Sada pretpostavimo da obe klase X i 

Y imaju po bar dva elementa i neka je 𝑥′ ∈ 𝑋, 𝑦′ ∈ 𝑌. Ako bi bilo da 𝑦′ → 𝑥′ onda bi imali 𝑥 → 𝑦 → ⋯ →

𝑦′ → 𝑥′ → ⋯ → 𝑥 pošto su klase ekvivalencije unutar sebe jako povezane imamo puteve između svaka 

dva člana u njima, pa bi X i Y bile jednake. Dakle, ako 𝑥 → 𝑦 mora i 𝑥′ → 𝑦′ tj. svaki elemenat klase X 

mora idi u svaki elemenat klase Y pa svaka klasa ekvivalencije ima tačno jednu granu sa svakom drugom 

klasom ekvivalencije i to X⟹ 𝑌 akko 𝑥 → 𝑦 u turniru. Još treba pokazati da klase ekvivalencije imaju 

odnos kao u tranzitivnom turniru. Pretpostavimo da klasa X⟹ 𝑌 i Y⟹ 𝑍. Pošto X i Z imaju različite grane 

sa Y sledi da je X≠ 𝑍 pa onda mora biti X⟹ 𝑍 ili Z⟹ 𝑋. Pretpostavimo da Z⟹ 𝑋. Tada bi za 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈

𝑌, 𝑧 ∈ 𝑍 važilo da 𝑥 → 𝑦 → 𝑧 → 𝑥 pa bismo dobili da su ove tri klase jednake što je kontradikcija sa 

pretpostavkom da X⟹ 𝑌 i Y⟹ 𝑍. 

Definicija 1.11.  A je podturnir turnira 𝑇𝑛 ako je skup čvorova turnira A podskup čvorova turnira 𝑇𝑛 i skup 

grana turnira A je podskup grana turnira 𝑇𝑛. 

Definicija 1.12. Turnir 𝑇𝑛 je svodljiv ako se može prikazati kao 𝑇𝑛 = 𝐴 + 𝐵 za neke neprazne turnire A i 

B, u suprotnom je nesvodljiv. 

Lema 1.5. Trivijalni turnir 𝑇1 je jedini turnir koji je i tranzitivan i nesvodljiv. 
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Dokaz : 𝑇1 je trivijalno tranzitivan i nesvodljiv. Pretpostavimo da imamo turnir 𝑇𝑛 gde je 𝑛 > 1 koji je 

tranzitivan. Tada za njegov čvor 1 ne gubedi na opštosti važi da 1 → 𝑖 za sve čvorove 𝑖 > 1 pa možemo 

napraviti particiju A= {1}, B= 𝑇𝑛  \{1} , 𝑇𝑛 = 𝐴 + 𝐵, A⟹ 𝐵. Dakle, 𝑇𝑛 je u ovom slučaju svodljiv. 

Lema 1.6. Turnir 𝑇𝑛 je svodljiv akko nije jako povezan. 

Dokaz : Pretpostavimo da je turnir 𝑇𝑛 svodljiv. Tada se on može podeliti na dva disjunktna podturnira u 

kojima svaki čvor jednog, na primer podturnira A tuče svaki čvor drugog, na primer podturnira B. Ako 

uzmemo proizvoljne  čvorove 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵 sada važi da 𝑎 → 𝑏 ali ne može postojati put od 𝑏 do 𝑎 jer 𝑏 

može idi samo u čvorove podturnira B a nijedan čvor od njih ne može dodi do čvora 𝑎 koji pripada 

podturniru A i zato ovaj turnir ne može biti jako povezan.  

Pretpostavimo sada da turnir 𝑇𝑛 nije jako povezan. On se na osnovu Leme 1.1. može podeliti na klase 

jake povezanosti 𝐸1 , 𝐸2 , … , 𝐸𝑘 , 𝑘 < 𝑛. Ako uzmemo proizvoljno 𝑗, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 − 1, 𝑇𝑛 možemo podeliti na 

dva disjunktna turnira 𝐴 = 𝐸1 ∪ …∪ 𝐸𝑗  i 𝐵 = 𝐸𝑗+1 ∪ …∪ 𝐸𝑘 i pošto klase jake povezanosti 

posmatrane kao čvorovi turnira obrazuju tranzitivan turnir važi da A⟹ 𝐵 i 𝑇𝑛  je svodljiv. 

Lema 1.7. Neka je 𝑇𝑛 jako povezan turnir i 𝑖 proizvoljan čvor iz 𝑇𝑛. Tada postoje 𝑥, 𝑦 iz 𝑇𝑛 takvi da 

𝑖 → 𝑥, 𝑦 → 𝑖 za koje važi da 𝑥 → 𝑦. 

Dokaz : Za svaki čvor 𝑖 jako povezanog turnira moraju postojati bar jedno 𝑥 𝑖  𝑦  takvi da 𝑖 → 𝑥, 𝑦 → 𝑖 jer 

bi se u suprotnom turnir mogao podeliti na skupove A= {𝑖} i B= 𝑇𝑛  \{𝑖}, 𝑇𝑛 = 𝐴 + 𝐵 (ako ne postoji 

𝑥, 𝑖 → 𝑥 onda B⟹ 𝐴, ako ne postoji 𝑦, 𝑦 → 𝑖 onda A⟹ 𝐵), pa na osnovu Leme 1.3. on ne bi bio jako 

povezan. Dakle, postoje 𝑥 𝑖  𝑦  takvi da 𝑖 → 𝑥, 𝑦 → 𝑖 i neka je X skup svih 𝑥 takvih da 𝑖 → 𝑥 i Y skup svih 

𝑦 takvih da 𝑦 → 𝑖. Ako bi sad pretpostavili da 𝑦 → 𝑥 za sve ovakve 𝑥, 𝑦, tj. da Y⟹ 𝑋 opet bismo 𝑇𝑛 mogli 

podeliti na A = 𝑌 i B = 𝑋 ∪ {𝑖}, A⟹ 𝐵 pa naš turnir ne bi bio jako povezan. Dakle, moraju postojati bar 

jedno 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 takvi da 𝑥 → 𝑦. 

 Definicija 1.13. Hamiltonov put je put koji sadrži sve čvorove grafa. Hamiltonova kontura je kontura koja 

sadrži sve čvorove grafa. 

Lema 1.8. Svaki turnir 𝑇𝑛 sadrži Hamiltonov put. 

Dokaz : Indukcijom po broju čvorova turnira 𝑛. 

Za 𝑛 = 1,2 turniri 𝑇1, 𝑇2 trivijalno sadrže Hamiltonov put. Pretpostavimo da tvrđenje važi za turnire koji 

imaju manje od 𝑛 čvorova i posmatramo turnir 𝑇𝑛 sa čvorovima  1,2,3, … , 𝑛 . Po indukcijskoj hipotezi 

turnir 𝑇𝑛−1 = 𝑇𝑛 ∖ {𝑛}  sadrži Hamiltonov put 1 →2→ ⋯ → 𝑛 − 1. Imamo slededa 3 slučaja : 

1. 𝑛 → 1,  imamo Hamiltonov put 𝑛 → 1 →2→ ⋯ → 𝑛 − 1 

2. 𝑛 − 1 → 𝑛, imamo Hamiltonov put 1 →2→ ⋯ → 𝑛 − 1 → 𝑛 

3. 1 → 𝑛  i  𝑛 → 𝑛 − 1, neka je 𝑘 najvedi broj za koji važi da 𝑘 → 𝑛. Sada imamo 𝑘 → 𝑛 i 𝑛 → 𝑘 + 1 

i dobijamo Hamiltonov put 1 →2→ ⋯ → 𝑘 → 𝑛 → 𝑘 + 1 → ⋯ → 𝑛 − 1.  

Lema 1.9.  Turnir 𝑇𝑛, 𝑛 ≥ 3 sadrži Hamiltonovu konturu akko je jako povezan. 

Dokaz :  Pretpostavimo da turnir 𝑇𝑛 sa skupom čvorova {1,2,3, … , 𝑛} sadrži Hamiltonovu konturu 

𝐶𝑛 = 1 →2→ ⋯ → 𝑛 → 1 i neka su 𝑖, 𝑗 dva proizvoljna čvora 𝑇𝑛. Sada imamo 𝑖 → 𝑖 + 1 → ⋯ → 𝑗 je put 

od 𝑖 do 𝑗 i  𝑗 → 𝑗 + 1 → ⋯ → 𝑖 je put od 𝑗 𝑑𝑜 𝑖 pa je 𝑇𝑛 jako povezan. 
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Pretpostavimo sada da je 𝑇𝑛 jako povezan turnir. Iz Leme 1.7. sledi da 𝑇𝑛 sadrži konturu dužine 3, 

𝐶3 = 𝑖 → 𝑥 → 𝑦 → 𝑖. Pretpostavimo da je 𝐶𝑠 = 1 → 2 → ⋯ → 𝑠 → 1 , 𝑠 ≥ 3 najduža kontura u 𝑇𝑛. Ako 

je 𝑠 = 𝑛,  𝐶𝑠 je tražena Hamiltonova kontura pa pretpostavimo, stoga, da je 𝑠 < 𝑛 i neka je 𝑇𝑛\𝐶𝑠 =

{𝑠 + 1, … , 𝑛}. Razlikujemo slededa dva slučaja : 

1. Postoji 𝑢 ∈ {𝑠 + 1, … , 𝑛} takvo da postoje 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐶𝑠 takvi da 𝑖 → 𝑢, 𝑢 → 𝑗.  

Neka je 𝑘 ∈ {𝑖, … , 𝑗 − 1} maksimalan broj takav da 𝑘 → 𝑢, tada 𝑢 → 𝑘 + 1 i imamo konturu 

𝐶𝑠+1 = 1 → ⋯ → 𝑘 → 𝑘 + 1 → ⋯ → 𝑠 → 1 što je kontradikcija sa pretpostavkom da je 𝐶𝑠 

najduža kontura u 𝑇𝑛. 

2. Za svako ∈  𝑠 + 1, … , 𝑛 , 𝐶𝑠 ⟹  𝑢  𝑖𝑙𝑖 {𝑢} ⟹ 𝐶𝑠 . 

Neka su A i B maksimalni podskupovi 𝑇𝑛\𝐶𝑠 takvi da 𝐶𝑠 ⟹ 𝐴 𝑖 𝐵 ⟹ 𝐶𝑠. Ako bi neki od A ili B bio 

prazan 𝑇𝑛 ne bi bio jako povezan jer bi se mogao podeliti na 𝐵 + 𝐶𝑠 ili 𝐶𝑠 + 𝐴 pa bi bio svodljiv. 

Dalje, na osnovu Leme 1.4. postoje bar jedno 𝑎 ∈ 𝐴 𝑖 𝑏 ∈ 𝐵 takvi da 𝑎 → 𝑏. Sada dobijamo 

konturu 𝐶𝑠+2 = 1 → 𝑎 → 𝑏 → 2 → ⋯ → 𝑠 → 1 što je kontradikcija sa pretpostavkom da je 𝐶𝑠 

najduža kontura. 

Dakle, mora biti 𝑠 = 𝑛 i  𝐶𝑠 je tražena Hamiltonova kontura. 

Definicija 1.14. Neka se čvorovi turnira 𝑇𝑛 mogu podeliti u disjunktne podturnire 𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑚, 𝑚 < 𝑛 

(indeksi ne ukazuju na brojeve čvorova podturnira ved samo prave razliku između podturnira) i neka za 

svako 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑚 važi da ili 𝐸𝑖 ⟹ 𝐸𝑗 ili 𝐸𝑗 ⟹ 𝐸𝑖. Tada kažemo da ova particija definiše relaciju 

kongruencije na čvorovima od 𝑇𝑛 u kojoj su dva čvora ekvivalentna akko pripadaju istom podturniru 𝐸𝑖. 

Ako sa 𝑅𝑚  označimo turnir sa m čvorova u kome 𝑖 → 𝑗 akko 𝐸𝑖 ⟹ 𝐸𝑗, onda pišemo 

𝑇𝑛 = 𝑅𝑚  𝐸1, 𝐸2 , … , 𝐸𝑚  . Kažemo da je turnir 𝑇𝑛 prost ako se na njegovim čvorovima ne postoje 

netrivijalne relacije kongruencije, tj. ako iz 𝑇𝑛 = 𝑅𝑚 𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑚  sledi da je 𝑚 = 1 𝑖 𝐸1 = 𝑇𝑛  ili da je 

𝑚 = 𝑛 𝑖 𝑅𝑚 = 𝑇𝑛  i 𝐸𝑖 = 𝑖, za svako 𝑖. 

Lema 1.10. Ako je turnir 𝑇𝑛 , 𝑛 ≠ 2 prost, onda je on i nesvodljiv. 

Dokaz : Ako je 𝑛 = 1, turnir 𝑇1 je trivijalno prost i nesvodljiv. Za 𝑛 > 2 dokaz demo dati kontrapozicijom. 

Ako je 𝑇𝑛 svodljiv, 𝑇𝑛 = 𝐴 + 𝐵 za neprazne, disjunktne, prave podskupove A,B od 𝑇𝑛 i neka A⟹ 𝐵. Sada 

možemo definisati relaciju ekvivalencije 𝑅2(𝐸1 , 𝐸2), gde je 𝐸1 = 𝐴, 𝐸2 = 𝐵 pa 𝑇𝑛 nije prost. 

Lema 1.11. Ne postoji prost turnir sa 4 čvora. 

Dokaz : Postoje samo 4 neizomorfna turnira sa 4 čvora. Prvi je turnir koji ne sadrži konturu a to je 

tranzitivan turnir u kome bilo koja dva uzastopna čvora mogu činiti klasu ekvivalencije i koji  stoga nije 

prost. Druga dva su turniri koji sadrže konturu dužine 3 tj. 3-ciklus koji čini jednu klasu ekvivalencije i 

četvrti čvor koji je izvor ili ponor i koji je sam u drugoj klasi. Četvrti turnir je turnir koji sadrži konturu 

dužine 4 recimo 𝑎 → 𝑏 → 𝑐 → 𝑑 → 𝑎 i još dve grane koje izlaze iz neka dva člana konture i ulaze u druga 

dva člana te konture, recimo 𝑎 → 𝑐, 𝑏 → 𝑑. Svaki drugi turnir koji sadrži konturu dužine 4 izomorfan je 

ovom turniru što se lako vidi rotiranjem njihovih skica. Dakle, u ovom turniru je jedna klasa {𝑏, 𝑐}, a 

druge dve klase su {𝑎} i {𝑑}. 
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Definicija 1.15 Neka je 𝑓: 𝐴𝑛 → 𝐴 operacija. Kažemo da je 𝑓 konzervativna ako za sve 𝑎1 , … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴 važi 

da 𝑓(𝑎1 , … , 𝑎𝑛)  ∈ {𝑎1 , … , 𝑎𝑛}. Algebra 𝐴 je konzervativna ako za sve operacijske simbole 𝑓 jezika 

algebre 𝐴 važi da su operacije 𝑓𝐴 konzervativne. 

Definicija 1.16. Neka je ρ refleksivna binarna relacija na skupu 𝐴. Definišemo binarnu operaciju ∙ρ  sa 

𝑎 ∙ρ 𝑏 = 𝑎 ako (𝑎, 𝑏) ∈ ρ i 𝑎 ∙ρ 𝑏 = 𝑏 ako (𝑎, 𝑏) ∉ ρ 

Operacije ∙ρ su konzervativne binarne operacije koje su idempotentne (jer je ρ refleksivna relacija) i 

ovom definicijom je uspostavljena bijekcija između svih refleksivnih relacija i svih konzervativnih 

operacija na skupu A.  

Definicija 1.17. Ako je ρ refleksivna binarna relacija koja zadovoljava da za sve (𝑎, 𝑏) ∈ A2, tačno jedan 

od parova (𝑎, 𝑏) i (𝑏, 𝑎) pripada ρ, onda (𝐴, ρ) zovemo turnir. Istim imenom demo zvati i grupoide 

(𝐴,∙ρ). Klasu svih turnira (kao grupoida) obeležavamo sa 𝒯. 

Lema 1.12.  Neka je 𝑨 = (𝐴,∙) grupoid. 𝑨 ∈  𝒯 akko je 𝑨 komutativan i konzervativan. 

Dokaz: Ako  𝑨 ∈  𝒯, onda ∙ = ∙ρ  za neku refleksivnu relaciju ρ, pa je 𝑨 konzervativan po definiciji ∙ρ. Ako 

je 𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑎, onda je ili 𝑎 = 𝑏 i u tom slučaju je 𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑏 ∙ 𝑎 = 𝑎 ili je 𝑎 ≠ 𝑏 i po definiciji operacije ∙,  

(𝑎, 𝑏) ∈ ρ iz čega sledi da (𝑏, 𝑎) ∉ ρ pa je 𝑏 ∙ 𝑎 = 𝑎 odakle sledi komutativnost. Ako je 𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑏 na isti 

način, primenom Definicija 3.1. i 3.2. dobijamo komutativnost. 

Ako je 𝑨 komutativan i konzervativan, onda definišemo refleksivnu binarnu relaciju ρ na A2 tako da za 

sve (𝑎, 𝑏) ∈ A2,  ako 𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑎 onda (𝑎, 𝑏) ∈ ρ i (𝑏, 𝑎) ∉ ρ, a ako 𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑏, onda  𝑏, 𝑎 ∈ ρ i (𝑎, 𝑏) ∉ ρ. 

Iz definicije ρ sledi da je (𝐴, ρ) turnir i da je ∙ = ∙ρ  pa je 𝑨 turnir. 

Neka je 𝑨 ∈  𝒯. Za 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 uvodimo notaciju 𝑎 → 𝑏 akko 𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑎. Ako su 𝐵, 𝐶 disjunktni podskupovi 

skupa 𝐴 i 𝑎 ∈ 𝐴 ∖ 𝐵, onda sa 𝐵 ⟹ 𝑎 obeležavamo da za sve 𝑏 ∈ 𝐵 važi da 𝑏 → 𝑎 i sa 𝐵 ⇒ 𝐶 

obeležavamo da za sve 𝑏 ∈ 𝐵, 𝑐 ∈ 𝐶 važi da 𝑏 → 𝑐. Dualno uvodimo i oznaku ⟸ . 

Definicija 1.18. Neka je 𝑨 ∈  𝒯  i 𝑆 ⊆ 𝐴. Kažemo da je skup S konveksan ako za sve 𝑎 ∈ 𝐴 ∖ 𝑆 i za sve 

𝑠, 𝑡 ∈ 𝑆 važi 𝑎 ⟶ 𝑠 akko 𝑎 ⟶ 𝑡. 

Lema 1.13. Neka je 𝑨 ∈  𝒯 i 𝛼 relacija ekvivalencije na skupu A. 𝛼 je kongruencija na 𝑨 akko je svaka 

klasa ekvivalencije relacije 𝛼 konveksan skup. 

Dokaz: Pretpostavimo da je 𝛼 kongruencija na 𝑨. Neka je 𝑆 klasa ekvivalencije relacije 𝛼 i  𝑠, 𝑡 ∈ 𝑆 i neka 

𝑎 ∉ 𝑆. Pošto su 𝑠, 𝑡 u istoj klasi ekvivalencije, (𝑠, 𝑡) ∈ 𝛼 i pošto je 𝛼 refleksivna (𝑎, 𝑎) ∈ 𝛼 pa pošto je 𝛼 

kongruencija imamo da i (𝑎𝑠, 𝑎𝑡) ∈ 𝛼, a pošto je 𝑨 turnir, 𝑎𝑠 ∈ {𝑎, 𝑠} i 𝑎𝑡 ∈ {𝑎, 𝑡}. Ako je 𝑎𝑠 = 𝑎, mora 

biti i 𝑎𝑡 = 𝑎 jer bi u suprotnom imali (𝑎, 𝑡) ∈ 𝛼 što je u suprotnosti sa pretpostavkom da 𝑎 ∉ 𝑆 i isto 

tako, ako je  𝑎𝑡 = 𝑎 mora biti i 𝑎𝑠 = 𝑎.  Ako je, pak, 𝑎𝑠 = 𝑠 mora biti i 𝑎𝑡 = 𝑡 jer bi u suprotnom opet 

imali (𝑠, 𝑎) ∈ 𝛼 što opet vodi u kontradikciju i iz 𝑎𝑡 = 𝑡 sledi da je 𝑎𝑠 = 𝑠 . Dakle, imamo 𝑎 ⟶ 𝑠 akko 

𝑎 ⟶ 𝑡 pa je S konveksan skup. 

Pretpostavimo sada da je 𝛼 relacija ekvivalencije na turniru 𝑨 u kojoj je svaka klasa ekvivalencije 

konveksan skup i neka su  𝑎, 𝑏 , (𝑐, 𝑑) ∈ 𝛼. Ako su 𝑎, 𝑐 u istoj klasi S onda 𝑎𝑐 ∈ {𝑎, 𝑐} ⊆ 𝑆 i 𝑏𝑑 ∈

{𝑏, 𝑑} ⊆ 𝑆 pa je i (𝑎𝑐, 𝑏𝑑) ∈ 𝛼. Pretpostavimo sada da 𝑎, 𝑐 nisu u istoj klasi tj. neka 𝑎 pripada klasi S a 𝑐 
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pripada klasi K. Sada imamo da iz 𝑎𝑐 = 𝑎 sledi da je 𝑏𝑐 = 𝑏 jer bi u suprotnom  𝑎𝑐, 𝑏𝑐 = (𝑎, 𝑐) ∈ 𝛼, i iz 

𝑏𝑐 = 𝑏 sledi 𝑏𝑑 = 𝑏 jer bi opet imali  𝑏𝑐, 𝑏𝑑 = (𝑏, 𝑑) ∈ 𝛼 pa bi iz tranzitivnosti relacije 𝛼 sledilo da 

 𝑎, 𝑐 ∈ 𝛼. Takođe, iz 𝑏𝑑 = 𝑏 sledi da je 𝑏𝑐 = 𝑏 jer bi u suprotnom bilo  𝑏𝑐, 𝑏𝑑 = (𝑏, 𝑐) ∈ 𝛼 pa bi opet 

iz tranzitivnosti sledilo da je  𝑎, 𝑐 ∈ 𝛼, i iz 𝑏𝑐 = 𝑏 sledi 𝑎𝑐 = 𝑎 jer bi opet dobili  𝑏𝑐, 𝑎𝑐 = (𝑏, 𝑐)  ∈ 𝛼 

što bi kao malopre vodilo u kontradikciju. Iz istih razloga imamo da važi i 𝑎𝑐 = 𝑐 akko 𝑏𝑐 = 𝑐 akko 

𝑏𝑑 = 𝑑. Dakle,  𝑎𝑐, 𝑏𝑑 = (𝑎, 𝑏) ∈ 𝛼 ako je 𝑎𝑐 = 𝑎 ili   𝑎𝑐, 𝑏𝑑 = (𝑐, 𝑑) ∈ 𝛼 ako je 𝑎𝑐 = 𝑐 pa je 𝛼 u 

svim slučajevima kongruencija. 

Definicija 1.19. Za turnir 𝑨 i elemente 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 pišemo 𝑎 ≲ 𝑏 ako postoje elementi 𝑎0 , … , 𝑎𝑘 ∈ 𝐴 takvi 

da je 𝑎 = 𝑎0 → 𝑎1 → ⋯ → 𝑎𝑘 = 𝑏. Pišemo 𝑎~𝑏 ako važi 𝑎 ≲ 𝑏 i 𝑏 ≲ 𝑎 i kažemo da su elementi 𝑎 𝑖 𝑏 

jako povezani. 

Lema 1.14. ≲ je refleksivna i tranzitivna relacija koja je kompatibilna, a ~ je kongruencija na 𝑨. 

Dokaz: 

Iz definicije ovih relacija se vidi da je ≲ refleksivna i tranzitivna relacija i da je ~ relacija ekvivalencije. 

Ako pokažemo da je ≲ kompatibilna, onda de i ~ biti kompatibilna kao konjukcija dva smera ≲ pa de, 

stoga, biti i relacija kongruencije. Za kompatibilnost treba da pokažemo da ako je 𝑎 ≲ 𝑏 𝑖 𝑐 ≲ 𝑑 onda je i 

𝑎𝑐 ≲ 𝑏𝑑. Prvo pokazujemo da ako je 𝑎 ≲ 𝑏, što se svodi na slučaj da ako 𝑎 → 𝑏 tj. 𝑎𝑏 = 𝑎, onda 𝑎𝑐 ≲

𝑏𝑐, a opšti slučaj sledi iz tranzitivnosti relacije ≲. Da bismo ovo pokazali potrebne su nam sledede 

jednakosti: 

1. 𝑎𝑐 = 𝑎𝑐𝑎. Pošto 𝑎𝑐 ∈ {𝑎, 𝑐}, ako je 𝑎𝑐 = 𝑎, onda je 𝑎𝑐𝑎 = 𝑎𝑎 = 𝑎 jer imamo idempotentnost 

operacije ∙. Ako je 𝑎𝑐 = 𝑐, onda je 𝑎𝑐𝑎 = 𝑐𝑎 = 𝑎𝑐 = 𝑐 jer je ∙ komutativna operacija. Dakle, u 

oba slučaja donijamo traženu jednakost. 

2. 𝑏𝑐𝑎𝑐 ∙ 𝑏𝑐𝑎 = 𝑏𝑐𝑎𝑐. Imamo 𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏𝑐𝑎 = 𝑏𝑐𝑎𝑏𝑐𝑐𝑎 = 𝑏𝑐𝑎𝑏𝑐𝑎 = 𝑏𝑐𝑎𝑐𝑏𝑎 = 𝑏𝑐𝑎𝑐𝑎𝑏 = 𝑏𝑐𝑎𝑐𝑎 =

𝑏𝑐𝑎𝑎𝑐 = 𝑏𝑐𝑎𝑐 što sledi iz komutativnosti i idempotentnost operacije ∙ i činjenice da je 𝑎𝑏 = 𝑎. 

3. 𝑏𝑐𝑎 ∙ 𝑏𝑐 = 𝑏𝑐𝑎. Imamo 𝑏𝑐𝑎𝑏𝑐 = 𝑏𝑐𝑎𝑐 = 𝑏𝑐𝑐𝑎 = 𝑏𝑐𝑎 opet iz komutativnosti, idempotentnosti  i 

iz 𝑎𝑏 = 𝑎. 

Dakle, imamo 𝑎𝑐 = 𝑎𝑐𝑎 = 𝑎𝑏𝑐𝑎 = 𝑏𝑎𝑐𝑎 = 𝑏𝑐𝑎𝑐 → 𝑏𝑐𝑎 → 𝑏𝑐 što sledi iz komutativnosti i 

idempotentnosti ∙, 𝑎𝑏 = 𝑎 i jednakosti 1.,2.,3. Pokazali smo da ako je 𝑎 ≲ 𝑏 onda 𝑎𝑐 ≲ 𝑏𝑐. Iz 

komutativnosti i pretpostavke 𝑐 ≲ 𝑑 sledi da je i 𝑏𝑐 ≲ 𝑏𝑑 pa iz tranzitivnosti ≲ sledi i 𝑎𝑐 ≲ 𝑏𝑑. 

Definicija 1.20. Kažemo da je turnir 𝑨 jako povezan ako je ~ = 𝐴2, tj. za sve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 važi da su 𝑎 𝑖 𝑏 jako 

povezani. 

Sa 𝑪𝒐𝒏𝑨 obeležavamo skup svih kongruencija na algebri 𝑨, one obrazuju mrežu u kojoj je najmanji 

element  ∆𝑨, dijagonalna relacija na 𝑨, a najvedi ∇𝑨= 𝐴2. Za dve kongruencije 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑪𝒐𝒏𝑨,  𝛼 ∧ 𝛽 je 

njihov presek 𝛼 ∩ 𝛽,  a 𝛼 ∨ 𝛽 je nejmanja relacija ekvivalencije koja sadrži skup 𝛼 ∪ 𝛽. Algebra 𝑨 je 

prosta ako je 𝑪𝒐𝒏𝑨 dvoelementna mreža. Ovo važi akko 𝑨 ima bar dva elementa i na njoj se mogu 

definisati samo trivijalne kongruencije ∆𝑨 𝑖 ∇𝑨. 

Definicija 1.21.  Algebra 𝑨 je poddirektno nesvodljiva ako je prosta ili na njoj postoji kongruencija 𝜇 ≠

∆𝐴, koja se naziva monolit, takva da je za svaku drugu kongruenciju 𝛼 ∈ 𝐶𝒐𝒏𝑨 ili 𝛼 = ∆𝐴  ili 𝜇 ≤  𝛼. 
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2.  Munova teorema 
 

Sa (𝑇𝑛 , 𝑧) demo označavati turnir dobijen dodavanjem (n+1)–og čvora z turniru 𝑇𝑛 tako da z tuče neke od 

čvorova 𝑇𝑛 a od ostalih gubi. 

Lema 2.1. Ako postoji prost turnir (𝑇𝑛, 𝑧), onda 𝑇𝑛 nije ni 3-ciklus ni netrivijalni tranzitivan turnir sa 

neparnim brojem čvorova. 

Dokaz : Ako je (𝑇𝑛, 𝑧) prost turnir, onda na osnovu Leme 1.11. 𝑇𝑛 ne može imati 3 čvora pa stoga nije ni  

3-ciklus. Pretpostavimo, sada, da je  (𝑇𝑛, 𝑧) prost turnir koji sadrži tranzitivni turnir 𝑇𝑛 sa neparnim 

brojem čvorova i možemo pretpostaviti da je 𝑛 ≥ 5 jer je za n= 1  (𝑇𝑛 , 𝑧) trivijalno prost i videli smo da 

𝑛 ne može biti 3. Ako bi bilo da 1 → 𝑧, (𝑇𝑛, 𝑧)  bi bio svodljiv, A=  1 , B = (𝑇𝑛 , 𝑧)\{1}, A⟹ 𝐵, pa ne bi 

bio prost pa mora biti z → 1. Takođe, ako bi bilo z → 𝑛, (𝑇𝑛 , 𝑧) bi opet bio svodljiv za A=  𝑛 , B =

(𝑇𝑛 , 𝑧)\{𝑛}, B⟹ 𝐴 pa ne bi bio prost, pa mora biti i 𝑛 → 𝑧. Pošto je 𝑛 neparno i 1 gubi od 𝑧 a 𝑛 tuče 𝑧, 

moraju postojati dva uzastopna čvora 𝑖 i 𝑖 + 1 u 𝑇𝑛 tako da oboje tuku 𝑧 ili oboje gube od 𝑧. Sada 

možemo definisati netrivijalnu relaciju kongruencije na čvorovima od (𝑇𝑛, 𝑧) u kojoj su čvorovi 𝑖 i 𝑖 + 1 u 

jednoj klasi ekvivalencije a preostali čvorovi od (𝑇𝑛, 𝑧) svaki u odvojenoj klasi odakle sledi da turnir 

(𝑇𝑛, 𝑧) ne može biti prost. 

Ako je 𝑇3 3-ciklus i sadrži grane 1→ 2, 2 → 3,3 → 1, sa 𝐻4 demo označiti turnir (𝑇3, 𝑧) u kome je 

𝑧 → 1,2 → 𝑧, 3 → 𝑧. 

Lema 2.2. Jedina netrivijalna relacija kongruencije koja može biti definisana na čvorovima od  𝐻4 je ona u 

kojoj su čvorovi 3 𝑖 𝑧 u jednoj klasi a preostala dva čvora u odvojenim klasama ekvivalencije. 

Dokaz : Prvo utvrdimo da ne može postojati nijedna troelementna klasa ekvivalencije jer za svaki 

troelementni podturnir od 𝐻4 preostali čvor koji nije u tom podtruniru neke čvorove tog podturnira tuče 

a od drugih gubi. Dalje, posmatramo dvoelementne podturnire i vidimo da samo  3, 𝑧  može biti klasa 

ekvivalencije jer  3, 𝑧 ⟹  1  i  2 ⟹  3, 𝑧  dok ostali dvoelemetni podturniri od istog čvora i gube i 

dobijaju. Dakle, imamo da je  3, 𝑧  jedna klasa i da čvorovi 1 i 2 ne mogu biti u istoj klasi jer jedan gubi 

od  3, 𝑧 , a drugi dobija, pa oni moraju biti svaki u odvojenoj klasi ekvivalencije. 

Ako je 𝑇𝑛 tranzitivan turnir, sa 𝐽𝑛+1 demo označavati turnir (𝑇𝑛, 𝑧) u kome 𝑧 → 𝑖 akko je 𝑖 neparno, a sa  

 𝐾𝑛+1 demo označavati turnir (𝑇𝑛, 𝑧) u kome 𝑧 → 𝑖 akko je 𝑖 parno. 

Lema 2.3. Ako je 𝑛 parno, 𝐽𝑛+1 je prost. 

Dokaz : Pretpostavimo da imamo neku klasu ekvivalencije koja sadrži dva proizvoljna čvora turnira  𝑇𝑛, 

neka su to 𝑖 i 𝑗 i recimo da  je 𝑖 < 𝑗. Sada, ako su 𝑖 i 𝑗 uzastopni, različite su parnosti pa imaju različite 

grane sa 𝑧 pa ova klasa mora sadržati i 𝑧. Ako oni nisu uzastopni, njihova klasa mora sadržati sve čvorove 

između njih pošto je u pitanju tranzitivan turnir pa među njima postoje bar dva različite parnosti pa opet 

𝑧 mora pripadati toj klasi. Pretpostavimo sada da neka klasa ekvivalencije sadrži 𝑧 i proizvoljan čvor 𝑖 iz 
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𝑇𝑛.  Sada, pošto imamo da 𝑧 → 1 → 𝑖 mora i 1 pripadati ovoj klasi i pošto 𝑖 → 𝑛 → 𝑧, i 𝑛 takođe mora 

pripadati ovoj klasi, a u tranzitivnom turniru ako klasa sadrži 1 i 𝑛, mora sadržati i sve čvorove turnira jer 

svi imaju različite grane sa 1 i sa 𝑛. Dakle, dobili smo da u 𝐽𝑛+1 svaka klasa mora sadržati 𝑧 i bar još jedan 

čvor iz  𝑇𝑛 i da u tom slučaju mora sadržati i sve ostale čvorove  𝑇𝑛 pa se na njemu ne mogu definisati 

netrivijalne klase ekvivalencije iz čega sledi da je prost. 

Lema 2.4. Ako je 𝑛 neparno, 𝐽𝑛+1 i 𝐾𝑛+1 su prosti samo kada je 𝑛 = 1. Ako je 𝑛 neparno i 𝑛 ≥ 3, jedina 

netrivijalna relacija ekvivalencije koja može biti definisana na čvorovima od 𝐽𝑛+1 je ona u kojoj je 𝑛-ti 

čvor od 𝑇𝑛 u jednoj klasi a svi ostali čvorovi u drugoj klasi ekvivalencije, a jedina netrivijalna relacija 

ekvivalencije koja može biti definisana na čvorovima od 𝐾𝑛+1 je ona u kojoj je prvi čvor od 𝑇𝑛 u jednoj 

klasi a svi preostali čvorovi u drugoj klasi ekvivalencije. 

Dokaz : Kada je 𝑛 = 1, 𝐽2 𝑖 𝐾2 su 3-ciklusi koji su prosti. Pokazali smo u prethodnoj lemi da je 𝐽𝑛+1, za 

𝑛 parno, prost pa možemo ovo primeniti na turnir 𝐽𝑛+1 bez čvora 𝑛. Dakle, svaka klasa ekvivalencije koja 

ne sadrži čvor 𝑛 mora sadržati sve čvorove turnira 𝐽𝑛+1\{𝑛}. 𝑛 može biti samo u klasi jer svi čvorovi  𝑇𝑛 

tuku 𝑛 i 𝑧 → 𝑛. Dakle, jedna netrivijalna relacija ekvivalencije je sa klasama {𝑛} i 𝐽𝑛+1\{𝑛}. Ako bi neka 

klasa sadržala 𝑛 i neki čvor 𝑖 < 𝑛 onda bi morala sadržati i sve između njih zbog tranzitivnosti pa i 𝑧, a 

ako neka klasa sadrži 𝑛 i 𝑧, mora sadržati i 1 jer 𝑧 → 1 → 𝑛 pa samim tim i sve čvorove  𝑇𝑛. Dakle, ne 

može biti netrivijalne klase ekvivalencije koja sadrži 𝑛, a turnir 𝐽𝑛+1\{𝑛} je prost pa je jedina netrivijalna 

relacija ekvivalencije je sa klasama {𝑛} i 𝐽𝑛+1\{𝑛}. Sada posmatramo tunir 𝐾𝑛+1. {1} može biti klasa 

ekvivalencije jer 1 tuče sve čvorove  𝑇𝑛 i 1→ 𝑧 pa je jedna netrivijalna relacija ekvivalencije ona sa 

klasama  1  𝑖  𝐾𝑛+1\{1}. Ako bi neka klasa sadržala 1 i neki čvor 𝑖 > 1 ona bi zbog tranzitivnosti morala 

sadržati i sve čvorove između njih pa i 𝑧. Ako klasa sadrži 1 i 𝑧 pošto imamo da 1→ 𝑛 → 𝑧 ona bi morala 

sadržati i 𝑛 pa samim tim i sve čvorove  𝑇𝑛. Dakle, nijedna klasa ekvivalencije ne može sadržati 1 sa još 

nekim čvorom iz 𝐾𝑛+1. Treba još pokazati da je 𝐾𝑛+1\{1} prost. Ovaj turnir je izomorfan turniru 𝐽𝑘+1, 

k= 𝑛 − 1, u kome je k parno (preslikavanje čvorova 𝑖 + 1 → 𝑖) za koji je pokazano u prethodnoj lemi da 

je prost. Ovime je završen dokaz leme. 

Ako je 𝑇𝑛 prost turnir sa 𝑛 čvorova, gde je 𝑛 ≥ 5, neka je 𝐴𝑖 =   𝑗  𝑖 → 𝑗 ∈ 𝑇𝑛} i 𝐵𝑖 = 𝐴𝑖 ∪ {𝑖}, za 

1≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Neka W označava neprazni pravi podskup od {1,2, … , 𝑛} takav da je W≠ 𝐴𝑖  𝑖𝑙𝑖 𝐵𝑖  za svako 𝑖. 

Lema 2.5. Skup W postoji. 

Dokaz : Broj podskupova skupa 𝑇𝑛 od 𝑛 elemenata je 2𝑛 . Broj skupova 𝐴𝑖 i 𝐵𝑖 je 𝑛 pošto toliko ima 

𝑖 −ova, pa je broj skupova W takvih da je W≠ 𝐴𝑖  𝑖𝑙𝑖 𝐵𝑖   2
𝑛 − 2𝑛 i pošto je W neprazan pravi podskup od 

𝑇𝑛 još oduzimamo slučajeve da je W= ∅ i W= 𝑇𝑛 . Dakle, da bismo pokazali da skup W postoji, treba 

pokazati da je 2𝑛 − 2𝑛 − 2 > 0, 𝑡𝑗. da je 2𝑛 > 2𝑛 + 2 kada je 𝑛 ≥ 5. Ovo se pokazuje indukcijom po 𝑛. 

Za 𝑛 = 5 imamo  25 = 32 > 2 ⋅ 5 + 2 = 12 što nam čini bazu indukcije. Pretpostavimo da tvrđenje važi 

za 𝑛 i pokazujemo za 𝑛 + 1.  2𝑛+1 =  2𝑛 ⋅ 2 >  2𝑛 + 2 2 = 4𝑛 + 4 > 2𝑛 + 4 = 2 𝑛 + 1 + 2. 

Neka je 𝐿𝑛+1 turnir (𝑇𝑛, 𝑧) u kome 𝑧 → 𝑖 akko 𝑖 ∈ 𝑊. 

Lema 2.6. Turnir 𝐿𝑛+1 je prost. 
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Dokaz : Pretpostavimo da neka klasa ekvivalencije na 𝐿𝑛+1 sadrži dva čvora iz 𝑇𝑛. Tada, pošto je 𝑇𝑛 

prost, ona mora sadržati i sve ostale čvorove turnira 𝑇𝑛. Sada proveravamo da li 𝑧 može biti samo u klasi. 

Pošto je W pravi podskup skupa 𝑇𝑛, postoji bar jedan čvor koji mu ne pripada pa ne može biti da 

{𝑧} ⟹ 𝑇𝑛 , a pošto je W neprazan podskup, sadrži bar jedan čvor pa ne može biti da 𝑇𝑛 ⟹ {𝑧}. Dakle, ne 

postoji relacija kongruen čije su klase 𝑇𝑛 i {𝑧}. Sada pretpostavimo da neka klasa ekvivalencije sadrži 𝑧 i 

proizvoljan čvor 𝑖 iz 𝑇𝑛. Pošto je W≠ 𝐴𝑖  mora važiti ili da je  𝐴𝑖 ⊂ 𝑊 ili da  𝐴𝑖 ⊄ 𝑊. Ako  𝐴𝑖 ⊄ 𝑊 

imamo neki čvor 𝑗 ∈ 𝐴𝑖\𝑊 pa onda imamo da 𝑖 → 𝑗 jer 𝑗 ∈ 𝐴𝑖  𝑗 → 𝑧 jer 𝑗 ∉ 𝑊 pa 𝑧 ne tuče 𝑗 pa pošto 

smo u turniru mora 𝑗 da tuče 𝑧. Dakle, u ovom slučaju i 𝑗 pripada našoj klasi ekvivalencije. Ako je 

𝐴𝑖 ⊂ 𝑊, pošto imamo da je W≠ 𝐵𝑖, postoji neki čvor 𝑘 ∈ 𝑊\𝐴𝑖 , 𝑘 ≠ 𝑖 i tada imamo da 𝑧 → 𝑘 jer 𝑘 ∈ 𝑊 

i 𝑘 → 𝑖 jer 𝑘 ∉ 𝐴𝑖  pa 𝑖 ne tuče 𝑘, pa pošto smo u turniru morade 𝑘 da tuče 𝑖, pa i u ovom slučaju 𝑘 mora 

pripadati istoj klasi kao i 𝑖 i 𝑧. Znači, ako neka klasa ekvivalencije sadrži 𝑧 i proizvoljan čvor iz 𝑇𝑛, ona 

mora sadržati i još jedan čvor iz 𝑇𝑛, pa pošto je 𝑇𝑛 prost i sve ostale njegove čvorove iz čega sledi da ne 

možemo definisati netrivijalne relacije ekvivalencije na čvorovima od 𝐿𝑛+1 što je i trebalo pokazati. 

Lema 2.7. Neka je 𝑇4 turnir sa 4 čvora koji sadrži ciklus dužine 4. Tada postoji prost turnir (𝑇4, 𝑧). 

Dokaz : Neka je  𝑇4 turnir sa konturom 1→ 2 → 3 → 4 → 1 i neka sadrži grane 1→ 3, 2 → 4. Ved smo 

utvrdili da je svaki drugi turnir koji sadrži ciklus dužine 4 izomorfan ovom turniru i da je u njemu jedina 

netrivijalna klasa ona u kojoj su čvorovi   2,3  Ako sada definišemo (𝑇4, 𝑧) tako da 𝑧 → 2, 1→ 𝑧, 3 →

𝑧, 4 → 𝑧, dobijamo prost turnir. Naime, pošto imamo 𝑧 → 2 → 3 → 𝑧, 2,3 i 𝑧 moraju biti u istoj klasi 

ekvivalencije. Dalje, imamo 3→ 4 → 𝑧 pa je i 4 sa njima u klasi, i na kraju, iz 4→ 1 → 𝑧 sledi da je i 1 u toj 

klasi pa je u ovom slučaju (𝑇4, 𝑧) prost turnir. Još nam preostaje slučaj kada je u jednoj klasi {𝑧, 𝑖} za neko 

1≤ 𝑖 ≤ 4 a sve ostale klase su jednoelementne. 𝑖 ne može biti 1 jer 1 i 𝑧 imaju različite grane sa 3, ne 

može biti 2 iz istog razloga, ne može biti 3 jer 𝑧 i 3 imaju različite grane sa 2 i ne može biti 4 jer 𝑧 i 4 imaju 

različite grane sa 1. Dakle, svi slučajevi su eleminisani i (𝑇4, 𝑧) je zaista prost turnir. 

Lema 2.8. Ako imamo relaciju kongruencije 𝑅𝑚 𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑚  definisanu na čvorovima turnira 𝑇𝑛, ta 

relacija po definiciji predstavlja turnir sa 𝑚 čvorova. Ako je 𝑅𝑚 prost turnir i postoje dva čvora iz 𝑇𝑛, 

𝑥𝑖  𝑖 𝑥𝑗  koji su ekvivalentni u odnosu na neku relaciju kongruencije 𝐿𝑠 𝐽1 , … , 𝐽𝑠  koja može biti definisana 

na čvorovima od 𝑇𝑛 i neka su 𝑥𝑖 ∈ 𝐸𝑖 , 𝑥𝑗 ∈ 𝐸𝑗 , 𝑖 ≠ 𝑗  onda za proizvoljan čvor 𝑥𝑘 ∈ 𝐸𝑘  𝑘 ≠ 𝑖, 𝑗 važi da je i 

on u istoj klasi 𝐽𝑡  sa 𝑥𝑖  𝑖 𝑥𝑗 . 

Dokaz : Ako uzmemo po jednog predstavnika iz svake klase 𝐸𝑖  turnira 𝑅𝑚 dobijamo turnir sa čvorovima 

{𝑥1, … , 𝑥𝑚} u kome 𝑥𝑖 ∈ 𝐸𝑖 i u kome su grane orijentisane kao i u turniru 𝑅𝑚 tj. važi da 𝑥𝑖 → 𝑥𝑗 akko 

𝐸𝑖 → 𝐸𝑗 po definiciji turnira 𝑅𝑚. Dakle, dobijeni turnir je izomorfan sa 𝑅𝑚 pa pošto je 𝑅𝑚 prost i on je 

prost. Sada, ako su dva čvora 𝑥𝑖 𝑖 𝑥𝑗 u istoj klasi ekvivalencije 𝐽𝑡, i svi ostali 𝑥𝑘  su u toj klasi jer ne 

možemo definisati netrivijalnu relaciju kongruencije 𝐿𝑠 𝐽1 , … , 𝐽𝑠  na čvorovima ,𝑥1, … , 𝑥𝑚}. 

Lema 2.9. Ako je turnir jako povezan, onda nije tranzitivan. 

Dokaz : Dokaz demo dati kontrapozicijom, tj. pokazademo da, ako je turnir tranzitivan, onda nije jako 

povezan. Pošto je svaki tranzitivan turnir 𝑇𝑛 svodljiv, 𝑇𝑛 =  1 + {2,3, … , 𝑛} pošto 1 tuče svaki drugi 

čvor, na osnovu Lema 1.6 on nije jako povezan. 
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Teorema 2.1. (Munova teorema) Ako je 𝑇𝑛 turnir sa 𝑛 čvorova, onda postoji prost turnir (𝑇𝑛, 𝑧) ako 𝑇𝑛 

nije ni 3-ciklus ni netrivijalni tranzitivan turnir sa neparnim brojem čvorova. 

Dokaz: Dokaz demo dati indukcijom po broju čvorova turnira –  𝑛. Za 𝑛 = 1 imamo trivijalni tranzitivan 

turnir sa neparnim brojem čvorova, ako 𝑇𝑛 ima 2 čvora, (𝑇2, 𝑧) može biti 3-ciklus koji je prost za 𝑛 = 3 

turnir je ili 3-ciklus ili  tranzitivan sa neparnim brojem čvorova i  svi ovi slučajevi su po pretpostavci 

isključeni. Dakle, možemo uzeti 𝑛 = 3 za bazu indukcije. Pretpostavimo, sada, da tvrđenje važi za sve 

turnire koji imaju manje od 𝑛 čvorova i pokazujemo da važi za turnir 𝑇𝑛 

1.slučaj: Ako je 𝑇𝑛 nesvodljiv turnir koji nije 3-ciklus i nije netrivijalni tranzitivan turnir sa neparnim 

brojem čvorova, onda postoji prost turnir (𝑇𝑛, 𝑧). Pošto smo pretpostavili da je 𝑇𝑛 nesvodljiv sledi da on 

ne može biti tranzitivan, jer kada bi bio tranzitivan mogao bi se podeliti na {1} i {2,3, … , 𝑛} pa bi bio 

svodljiv. Za bazu indukcije uzimamo 𝑛 = 4. Pokazali smo u Lemi 1.11 da imamo samo 4 neizomorfna 

turnira sa 4 čvora i jedini od njih koji je nesvodljiv je na osnovu Leme1.6 i Leme 1.9 onaj koji sadrži ciklus 

dužine 4 i u Lemi 2.7 je pokazano da za njega postoji prost turnir (𝑇4, 𝑧) . Pretpostavimo, sada, da 

trvrđenje važi za sve turnire koji imaju više od 4 i manje od 𝑛 čvorova i pokazujemo da de važiti i za turnir 

𝑇𝑛. Ako je turnir 𝑇𝑛 prost, tvrđenje sledi iz Leme 2.6 jer nam je 𝑛 ≥ 5 i zato možemo pretpostaviti da 𝑇𝑛 

nije prost. Stoga, postoje podturniri 𝐸1 , 𝐸2 , … , 𝐸𝑚 , 3 ≤ 𝑚 < 𝑛 (za 𝑚 = 2 bi 𝑇𝑛 bio svodljiv) i turnir 

𝑅𝑚  takav da je 𝑇𝑛 = 𝑅𝑚 𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑚 . Možemo pretpostaviti da je 𝑚 najmanji prirodan broj za koji 

ova jednakost važi, što implicira da je turnir 𝑅𝑚 prost. Kada 𝑅𝑚 ne bi bio prost, mogao bi se podeliti na 

neke 𝐽1 , 𝐽2 , … , 𝐽𝑘 , 𝑘 < 𝑚, gde su u 𝐽𝑖  neki od čvorova 𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑚 pa bi to bilo deljenje 𝑇𝑛 na manje od 

𝑚 podturnira. Sa 𝑇𝑛+1 označimo turnir (𝑇𝑛, 𝑧) u kome su grane između 𝑧 i čvorova svakog od podturnira 

𝐸𝑖  orijentisane tako da važe slededi uslovi : 

a) Ako je 𝐸𝑖 3-ciklus, (𝐸
𝑖
, 𝑧) je turnir 𝐻4. 

b) Ako je 𝐸𝑖 tranzitivan turnir sa 𝑕 čvorova, (𝐸
𝑖
, 𝑧) je 𝐽𝑕+1, a ako je 𝑕 = 1 za sve 𝐸𝑖 i postoji samo 

jedna klasa ekvivalencije 𝐸𝑘 sa više od jednim čvorom, ako 𝐸𝑘 → 𝐸𝑖, (𝐸𝑖
, 𝑧) je 𝐾2, a ako 𝐸𝑖 →

𝐸𝑘, (𝐸
𝑖
, 𝑧) ostaje 𝐽2 a (𝐸

𝑘
, 𝑧) u svakom slučaju ostaje 𝐽𝑘+1 . 

c) Ako 𝐸𝑖 nije nijedan od turnira opisan u a) i b), onda važi indukcijska pretpostavka, pa je (𝐸
𝑖
, 𝑧) 

prost turnir koji sadrži 𝐸𝑖. 

Da bismo pokazali da je turnir  𝑇𝑛+1 prost, pokazujemo da ako neka klasa ekvivalencije proizvoljne 

relacije ekvivalencije sadrži dva čvora iz  𝑇𝑛+1, mora sadržati sve čvorove  𝑇𝑛+1. Neka su 𝑥 𝑖 𝑦 dva čvora 

iz  𝑇𝑛+1 koji su ekvivalentni u odnosu na neku relaciju kongruencije koja može biti definisana na 

čvorovima od  𝑇𝑛+1 i neka je X njihova klasa ekvivalencije. Sada razmatramo različite mogudnosti za 

čvorove 𝑥 i 𝑦: 

1. 𝑥 ∈ 𝐸𝑖 , 𝑦 ∈ 𝐸𝑗 , 𝑖 ≠ 𝑗. Pošto je turnir 𝑅𝑚 𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑚  prost, iz Leme 2.8. sledi da je i svaki drugi 

čvor 𝑤 ∈ 𝐸𝑘 , 𝑘 ≠ 𝑖, 𝑗 u istoj klasi ekvivalencije X sa 𝑥 𝑖 𝑦. Ako sada posmatramo 𝑥 ∈ 𝐸𝑖  i 𝑤 ∈ 𝐸𝑘  

iz iste leme sledi da de i svi 𝑣 ∈ 𝐸𝑗  biti u istoj klasi X sa njima, i takođe, za 𝑦 ∈ 𝐸𝑗 , 𝑤 ∈ 𝐸𝑘  i svi 

𝑜 ∈ 𝐸𝑖  de biti u istoj klasi te ekvivalencije X. Dakle, dobili smo da su svi čvorovi od 𝑇𝑛 u jednoj 

klasi X pa treba još pokazati da i čvor 𝑧 pripada toj klasi. Bar jedan podturnir od 𝑇𝑛, obeležimo ga 

sa 𝐸1, mora imati više od jednog čvora (pretpostavili smo da 𝑇𝑛 nije prost). Pošto smo malopre 
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pokazali da 𝐸1 ⊂ 𝑋, po definiciji turnira (𝐸
1
, 𝑧) (a), b), c)) i iz Lema 2.2, 2.3, 2.4, 2.6 sledi da ili je 

(𝐸
1
, 𝑧) prost, pa su svi čvorovi u istoj klasi ekvivalencije, ili ako neka klasa ekvivalencije sadrži 2 

čvora iz 𝐸1 onda sadrži i 𝑧. U svakom slučaju, dobijamo da i 𝑧 ∈ 𝑋 pa je u ovom slučaju  𝑇𝑛+1 

prost. 

2. 𝑥 ∈ 𝐸𝑘 , 𝑦 = 𝑧. Neka je 𝐸𝑖 podturnir od 𝑇𝑛 takav da je 𝑖 ≠ 𝑘. Ako 𝐸𝑘 ⟹ 𝐸𝑖 i 𝐸𝑖 sadrži čvor 𝑣 

takav da 𝑣 → 𝑧 onda pošto imamo 𝑥 → 𝑣 → 𝑧, i 𝑣 de pripadati klasi X. Dakle, dobijamo dva čvora 

iz dve različite klase 𝐸𝑘, 𝐸𝑖 koji pripadaju X što se svodi na slučaj 1. Isti zaključak važi ako 

𝐸𝑖 ⟹ 𝐸𝑘 i 𝐸𝑖 sadrži čvor 𝑢 takav da 𝑧 → 𝑢. Imademo 𝑧 → 𝑢 → 𝑥 pa i 𝑢 ∈ 𝑋 i opet svodimo na 1. 

Možemo pretpostaviti, stoga, da nijedan podturnir 𝐸𝑖 ne sadrži ovakve čvorove 𝑣 𝑖 𝑢. Međutim, 

po definicijama turnira (𝐸𝑖, 𝑧) ako turnir 𝐸𝑖 sadrži bar dva čvora oni moraju imati različito 

usmerene grane sa 𝑧 pa je ovo mogude samo ako se svaki od podturnira 𝐸𝑖 sastoji iz jednog 

čvora. U tom slučaju su (𝐸𝑖, 𝑧) ili turnir 𝐽2, ako 𝐸𝑖 ⟹ 𝐸𝑘, ili turnir 𝐾2 , ako 𝐸𝑘 ⟹ 𝐸𝑖. Sada, pošto 

𝑇𝑛 nije prost, 𝐸𝑘 mora biti jedina klasa ekvivalencije sa više od jednim čvorom. Ali, mi smo u delu 

b) pretpostavili da, ako 𝐸𝑗 ⟹ 𝐸𝑘, onda 𝑧 ⟹ 𝐸𝑗 , za sve 𝑗,   𝑘 ≠ 𝑗 a kod nas svi čvorovi 𝐸𝑗 idu u 𝑧 

što je nemogude, a ako 𝐸𝑘 ⟹ 𝐸𝑖, onda 𝐸𝑗 ⟹ 𝑧 za sve 𝑗,  𝑘 ≠ 𝑗 a kod nas je pretpostavka da u 

ovom slučaju ne postoji čvor takav da 𝑣 → 𝑧. Dakle, dobili smo kontradikciju sa pretpostavkom 

b), pa ovaj slučaj nije mogud i jedina alternativa je ona pod 1. iz koje sledi da je 𝑇𝑛+1 prost. 

3. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸𝑖 . Ako je 𝐸𝑖 3-ciklus, onda je 𝐸𝑖 ⊂ 𝑋, jer je 3-ciklus prost, a 𝐸𝑖  ⋂ 𝑋 je konveksan podskup 

3-ciklusa 𝐸𝑖  koji sadrži 𝑥 i 𝑦. Dalje, iz a) sledi da je podturnir (𝐸
𝑖
, 𝑧) izomorfan turniru 𝐻4, dakle 

4-ciklusu, koji na osnovu Leme 2.2 ima samo konveksne podskupove od 1, 2 i 4 elementa. Kako 

je (𝐸𝑖 , 𝑧) ⋂ 𝑋 konveksan podskup od (𝐸𝑖 , 𝑧) koji sadrži 𝐸𝑖 , dakle ima bar tri elementa, onda mora 

biti (𝐸𝑖 , 𝑧) ⋂ 𝑋 = 𝐸𝑖 . Dakle, 𝑧 ∈ 𝑋 i ovaj slučaj se svodi na slučaj 2. Ako je 𝐸𝑖 tranzitivan turnir, 

onda iz 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸𝑖  ⋂ 𝑋 i činjenice da je  𝐸𝑖  ⋂ 𝑋 konveksan podskup od 𝐸𝑖  sledi da postoje dva 

uzastopna elementa 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸𝑖  (kao linearno uređenog skupa) koji su u 𝑋. Iz b) i definicije 𝐽𝑕+1 

sledi da 𝑢 → 𝑧 → 𝑣 ili 𝑣 → 𝑧 → 𝑢, a u oba slučaja iz konveksnosti 𝑋 dobijamo da je 𝑧 ∈ 𝑋, pa se i 

ovaj slučaj svodi na slučaj 2. Konačno, ako 𝐸𝑖  nije ni 3-ciklus, ni tranzitivan turnir, onda se 

primenjuje c) iz definicije 𝑇𝑛+1, dakle  (𝐸𝑖 , 𝑧) je prost turnir, pa kako je (𝐸𝑖 , 𝑧) ⋂ 𝑋 njegov 

konveksan podskup koji sadrži bar dva elementa 𝑥 i 𝑦, sledi da 𝑧 pripada X, pa i taj slučaj se 

ponovo svodi na slučaj 2. 

2.slučaj: Ako je 𝑇𝑛 svodljiv turnir koji nije 3-ciklus i nije netrivijalni tranzitivan turnir sa neparnim brojem 

čvorova, onda postoji prost turnir (𝑇𝑛, 𝑧). Ako je 𝑇𝑛 tranzitivan turnir sa parnim brojem čvorova, 

tvrđenje sledi iz Leme 2.3., a tranzitivan sa neparnim brojem čvorova je isključen po pretpostavci, pa 

možemo pretpostaviti, stoga, da 𝑇𝑛 nije tranzitivan. Pošto je 𝑇𝑛 svodljiv, iz Leme 1.6. sledi da nije jako 

povezan, pa ga na osnovu Leme 1.4. možemo podeliti na komponente jake povezanosti među kojima 

bar jedna ima više od jednog elementa. Dobijamo podturnire 𝐹1 , … , 𝐹𝑙 , 2≤ 𝑙 < 𝑛 i turnir 𝑅𝑙(𝐹1 , … , 𝐹𝑙) =

𝑇𝑛  koji je, na osnovu iste leme tranzitivan i u kome je svaka klasa jake povezanosti tj. svaki podturnir 𝐹𝑗  

je jako povezan ili je jednoelementan. Sada vršimo particiju turnira 𝑅𝑙  na slededi način: ako imamo više 

uzastopnih jednoelementnih klasa, njih sve stavimo u jednu novu klasu 𝐸𝑖 , u suprotnom klase ostaju iste 

kao 𝐹𝑖 . Dobijamo turnir  𝑅𝑚 𝐸1, 𝐸2, … , 𝐸𝑚 , 2≤ 𝑚 ≤ 𝑙 < 𝑛 u kome je svaka klasa 𝐸𝑖  ili jako povezana 
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(ima bar 3 elementa jer dvoelementni turnir ne može biti jako povezan) ili je tranzitivna (sastoji se od 1 

ili više klasa jake povezanosti 𝐹𝑗 ). Sada možemo videti da nikoja dva uzastopna turnira 𝐸𝑖 i 𝐸𝑖+1 nisu oba 

tranzitivni jer jako povezani turniri ne mogu biti tranzitivni na osnovu Leme 1.11, a sve uzastopne 

tranzitivne smo smestili u jednu klasu. Sa 𝑇𝑛+1 označimo turnir (𝑇𝑛, 𝑧) u kome su grane između 𝑧 i 

svakog podturnira 𝐸𝑖 orijentisane tako da važe slededi uslovi : 

a) Ako je 𝐸𝑖 3-ciklus, (𝐸
𝑖
, 𝑧) je turnir 𝐻4. 

b) Ako je 𝐸𝑖 tranzitivan turnir sa 𝑕 čvorova, (𝐸
𝑖
, 𝑧) je 𝐽𝑕+1, a ako je 𝑕 = 1 za sve 𝐸𝑖 i postoji samo 

jedna klasa ekvivalencije 𝐸𝑘 sa više od jednim čvorom, ako 𝐸𝑘 → 𝐸𝑖, (𝐸𝑖
, 𝑧) je 𝐾2, a ako 𝐸𝑖 →

𝐸𝑘, (𝐸
𝑖
, 𝑧) ostaje 𝐽2 . Jedini izuzetak je ukoliko je 𝑕 neparno i 𝑕 ≥ 3, u kom slučaju je (𝐸𝑖 , 𝑧) turnir 

𝐾𝑕+1 za 𝑖 = 𝑚. 

c) Ako 𝐸𝑖 nije nijedan od turnira opisan u a) i b), onda važi indukcijska pretpostavka, pa je (𝐸
𝑖
, 𝑧) 

prost turnir koji sadrži 𝐸𝑖. 

Pretpostavimo da su dva čvora, 𝑥 𝑖 𝑦 iz 𝑇𝑛+1 ekvivalentni u odnosu na neku proizvoljnu relaciju 

kongruencije koja može biti definisana na čvorovima od 𝑇𝑛+1, i neka je X njihova klasa ekvivalencije. Da 

bismo pokazali da je 𝑇𝑛+1 prost, pokazujemo da je X= 𝑇𝑛+1.  Sada razmatramo različite mogudnosti za 

čvorove  𝑖 𝑦 : 

1. 𝑥 ∈ 𝐸𝑖 , 𝑦 = 𝑧. Prvo pretpostavimo da je 𝑖 < 𝑚. Posmatramo turnir (𝐸𝑚 , 𝑧) iz čije definicije (a), 

b), c)) sledi da postoji bar jedan čvor 𝑤 ∈ 𝐸𝑚  takav da w→ 𝑧 i pošto imamo da 𝑥 → 𝑤 (𝐸𝑖 ⟹

𝐸𝑚 ) sledi w∈ 𝑋. 𝐸𝑚 je ili jako povezan ili tranzitivan. Ako je jako povezan i 𝑥 → 𝑤 → 𝑧 na 

osnovu Leme 1.9 on sadrži Hamiltonovu konturu pa važi da za svako 𝑣 ∈ 𝐸𝑚  postoji put od 𝑣 do 

𝑤, 𝑣 → 𝑢1 → 𝑢2 → ⋯ → 𝑢𝑠 → 𝑤 pa iz 𝑥 → 𝑢𝑠 → 𝑤 sledi da 𝑢𝑠 ∈ 𝑋. Dalje, iz 𝑥 → 𝑢𝑠−1 → 𝑢𝑠 

sledi da 𝑢𝑠−1 ∈ 𝑋 i odavde indukcijom dobijamo da i 𝑢1 ∈ 𝑋 odakle sledi da pošto 𝑥 → 𝑣 → 𝑢1 i 

𝑣 ∈ 𝑋 i pošto je 𝑣 proizvoljan čvor iz 𝐸𝑚 važi da je 𝐸𝑚 ⊂ 𝑋. Ako je 𝐸𝑚 tranzitivan i ima 

𝑕 čvorova, (𝐸𝑚 , 𝑧) je ili 𝐽𝑕+1 (𝑕 parno) ili 𝐾𝑕+1 (𝑕 neparno). U oba slučaja imamo da 𝑕 → 𝑧 a 

pošto je 𝑕 zadnji čvor u tranzitivnom turniru 𝐸𝑚 imamo da za svako 𝑣 ∈ 𝐸𝑚   𝑥 → 𝑣 → 𝑕 → 𝑧 pa 

je opet 𝐸𝑚 ⊂ 𝑋. Sada pretpostavimo da je 𝑖 > 1 i posmatramo turnir (𝐸1 , 𝑧). On po definiciji 

mora imati bar jedan čvor 𝑢 takav da 𝑧 → 𝑢. Pošto 𝐸1 ⟹ 𝐸𝑖, imamo da 𝑢 → 𝑥 pa iz 𝑧 → 𝑢 → 𝑥 

sledi da 𝑢 ∈ 𝑋. 𝐸1 je opet jako povezan ili tranzitivan. Ako je jako povezan, ima Hamiltonovu 

konturu pa za proizvoljno 𝑣 ∈ 𝐸1 imamo da postoji put 𝑢 → 𝑢1 → 𝑢2 → ⋯ → 𝑢𝑙 → 𝑣 pa iz 

𝑢 → 𝑢1 → 𝑥 sledi da 𝑢1 ∈ 𝑋. Dalje, iz 𝑢1 → 𝑢2 → 𝑥 sledi da 𝑢2 ∈ 𝑋 i odavde indukcijom 

dobijamo da i 𝑢𝑙 ∈ 𝑋 odakle sledi da pošto  𝑢𝑙 → 𝑣 → 𝑥 i 𝑣 ∈ 𝑋 i pošto je 𝑣 proizvoljan čvor iz 𝐸1 

važi da je 𝐸1 ⊂ 𝑋. Ako je 𝐸1 tranzitivan,  𝐸1 , 𝑧  je 𝐽𝑕+1 u kome 𝑧 → 1 pa iz tranzitivnosti imamo 

da za svako 𝑣 ∈ 𝐸1 𝑧 → 1 → 𝑣 → 𝑥 pa je opet 𝐸1 ⊂ 𝑋. Ako je 1 < 𝑗 < 𝑚, tada, pošto po 

pretpostavci važi da je 𝑅𝑚  tranzitivan, imamo da 𝐸1 ⟹ 𝐸𝑗 ⟹ 𝐸𝑚  pa i 𝐸𝑗 ⊂ 𝑋. Dakle, dobili smo 

da je 𝑇𝑛+1 ⊂ 𝑋 pa je on prost. 

2. 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸𝑖 , 𝑥 < 𝑦. Pretpostavimo da je 𝐸𝑖 tranzitivan sa 𝑕 čvorova i neka 𝑥 → 𝑧 (slučaj 𝑧 → 𝑥 je 

dualan) Pošto je 𝐸𝑖 ili 𝐽𝑕+1 ili 𝐾𝑕+1 imamo da, ako su 𝑥 i 𝑦 dva uzastopna čvora, važi da 𝑧 → 𝑦 

pošto je on različite parnosti od 𝑥, pa i 𝑧 ∈ 𝑋. Ako 𝑥 i 𝑦 nisu uzastopni, zbog tranzitivnosti imamo 

da 𝑥 → 𝑥 + 1 i 𝑥 + 1 → 𝑦 pa i 𝑥 + 1 ∈ 𝑋 i bide da 𝑥 → 𝑧, 𝑧 → 𝑥 + 1 pa opet 𝑧 ∈ 𝑋. 
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Pretpostavimo, sada, da je 𝐸𝑖 jako povezan turnir. Postoje dve mogudnosti: Ili je 𝐸𝑖3-ciklus ili je 

jako povezan turnir sa više od tri elementa. Ako je 𝐸𝑖 3-ciklus, tada je  𝐸𝑖 , 𝑧  izomorfan turniru 

H4, to sledi iz dela a) definicije turnira 𝑇𝑛+1, dakle u pitanju je jako povezan turnir sa 4 elementa. 

Kako su 𝑥 i 𝑦 različiti elementi 3-ciklusa 𝐸𝑖, koji pripadaju i skupu X, sledi da je 𝐸𝑖 ⊂ X. Dalje, kako 

je  𝐸𝑖, 𝑧  jako povezan, sledi da postoje 𝑢 i 𝑣 u 𝐸𝑖 takvi da 𝑢 → 𝑧 → 𝑣. Dakle, 𝑧 pripada X i 

svodimo na slučaj 1. Ako je 𝐸𝑖 jako povezan turnir sa više od tri elementa, onda iz dela c) 

definicije turnira 𝑇𝑛+1 sledi da je  𝐸𝑖, 𝑧  prost turnir. Kako je X presek  𝐸𝑖, 𝑧  konveksan skup sa 

bar dva elementa, sledi da X =  𝐸𝑖, 𝑧 , dakle 𝑧 pripada X i opet svodimo na slučaj 1. 

3. 𝑥 ∈ 𝐸𝑖 , 𝑦 ∈ 𝐸𝑗 , 𝑖 < 𝑗. Prvo pretpostavimo da je bar jedan od 𝐸𝑖, 𝐸𝑗 jako povezan, neka to bude 

𝐸𝑖. Pretpostavimo da ne važi da 𝑥 → 𝑧 → 𝑦 ni 𝑦 → 𝑧 → 𝑥 jer bi tada i 𝑧 ∈ 𝑋 pa bismo ovo sveli 

na slučaj 1. Pretpostavimo, zato, da 𝑥 → 𝑧, 𝑦 → 𝑧 (slučaj 𝑧 → 𝑥, 𝑧 → 𝑦 je dualan). Pošto je 𝐸𝑖 

jako povezan, ima bar 3 čvora, pa mora sadržati čvor 𝑢 takav da 𝑧 → 𝑢 i mora sadržati 

Hamiltonovu konturu pa postoji put 𝑥 → 𝑢1 → 𝑢2 → ⋯ → 𝑢𝑘 → 𝑢 pa iz 𝑥 → 𝑢1 → 𝑦 sledi da 

𝑢1 ∈ 𝑋. Dalje, iz 𝑢1 →  𝑢2 → 𝑦 sledi da  𝑢2 ∈ 𝑋 i dalje indukcijom dobijamo da  𝑢𝑘 ∈ 𝑋 pa iz 

𝑦 → 𝑧 → 𝑢  dobijamo da 𝑧 ∈ 𝑋. Sada pretpostavimo da su 𝐸𝑖, 𝐸𝑗 oboje tranzitivni i opet 

pretpostavimo da nije slučaj da 𝑥 → 𝑧 → 𝑦 ni 𝑦 → 𝑧 → 𝑥. Možemo, dakle, pretpostaviti da 

𝑧 → 𝑥, 𝑧 → 𝑦 (slučaj 𝑥 → 𝑧. 𝑦 → 𝑧 je dualan). Pošto su 𝐸𝑖 i 𝐸𝑗 tranzitivni, po definiciji turnira 

(𝐸
𝑖
, 𝑧) i (𝐸

𝑗
, 𝑧) važide da 𝑥 + 1 → 𝑧 ako 𝑥 nije poslednji čvor u 𝐸𝑖 i 𝑦 − 1 → 𝑧 ako 𝑦 nije prvi čvor 

u 𝐸𝑗. Dakle imademo 𝑥 → 𝑥 + 1 → 𝑧 → 𝑦 ili 𝑥 → 𝑦 − 1 → 𝑧 → 𝑦 pa opet 𝑧 ∈ 𝑋. Ako je, pak, 

𝑥 poslednji u 𝐸𝑖 i 𝑦 prvi u 𝐸𝑗, pošto su oni oboje tranzitivni, ne mogu biti uzastopni i postoji 𝐸𝑖+1 

između njih koji mora biti jako povezan pa ima bar 3 čvora. Sada mora postojati bar jedan čvor 𝑢 

iz 𝐸𝑖+1 takav da 𝑢 → 𝑧. Pošto imamo da 𝑥 → 𝑢 → 𝑦 jer 𝐸𝑖 ⟹ 𝐸𝑖+1 ⟹ 𝐸𝑗  mora biti da 𝑢 ∈ 𝑋. 

Sada imamo 𝑥 → 𝑢 → 𝑧 → 𝑥 pa i 𝑧 ∈ 𝑋 što se opet svodi na slučaj 1. Dakle, opet možemo 

zaključiti da je X ceo skup 𝑇𝑛+1 čime završavamo dokaz.  

Posledica2.1. Ako je 𝑛 ≠ 4, postoji prost turnir sa 𝑛 čvorova. 

Dokaz: Za 𝑛 = 1,2 imamo trivijalno proste turnire, za 𝑛 = 3 imamo 3-ciklus koji smo pokazali da je prost. 

Za 𝑛 ≥ 5 dokaz dajemo indukcijom po broju čvorova. Za bazu indukcije uzimamo Lemu 2.7. u kojoj se 

definiše prost turnir sa 5 čvorova. Dalje, ako je 𝑇𝑛 prost turnir, za neko 𝑛 ≥ 5 onda je u Lemi 2.6. 

definisan prost turnir 𝑇𝑛+1 pa tvrđenje važi za svako 𝑛 ≥ 5. 

Posledica 2.2. Ako sa 𝑇𝑛 označimo turnir koji je 3-ciklus ili netrivijalni tranzitivan turnir sa neparnim 

brojem čvorova, postoji prost turnir 𝑇𝑛+2 takav da je 𝑇𝑛 ⊆ 𝑇𝑛+2. 

Dokaz: Ako je 𝑇𝑛 turnir koji je 3-ciklus ili netrivijalni tranzitivan turnir sa neparnim brojem čvorova tada 

ako mu dodamo proizvoljan čvor, dobijamo turnir 𝑇𝑛+1 sa parnim brojem čvorova za koji važi Teorema 

2.1. tj. 𝑇𝑛+1 se može utopiti u prost turnir 𝑇𝑛+2 pa je i 𝑇𝑛 ⊆ 𝑇𝑛+2. 
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3.  Teorema Marotija 
 

Definicija 3.1. Neka su S i T turniri tako da je 𝑆 ∩ 𝑇 = ∅ i 𝑠 ∈ 𝑆. Definišemo turnir 𝑨 sa univerzumom 

𝐴 = (𝑆 ∪ 𝑇)  ∖ {𝑠} tako da: 

1. Za sve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑇, 𝑎 →𝐴 𝑏 akko 𝑎 →𝑇 𝑏, 

2. Za sve 𝑎 ∈ 𝑇, 𝑏 ∈ 𝑆 ∖  𝑠 , 𝑎 →𝐴 𝑏  akko 𝑠 →𝑆 𝑏, 

3. Za sve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 ∖ {𝑠}, 𝑎 →𝐴 𝑏 akko 𝑎 →𝑆 𝑏. 

Turnir 𝑨 demo označavati sa 𝑻 ⋆ 𝒔 ⋆ 𝑺.  

Iz Definicije 3.1. direktno sledi da je 𝑺 ≅ 𝑩, gde je 𝑩 ≤  𝑻 ⋆ 𝒔 ⋆ 𝑺 podalgebra sa univerzumom 

(𝑆 ∖  𝑠 ) ∪  𝑡 , za bilo koje 𝑡 ∈ 𝑇 i da je 𝑻 ≤ 𝑻 ⋆ 𝒔 ⋆ 𝑺.  

Definicija 3.2. Neka su P i Q dve algebra sa po jednom binarnom relacijom is a disjunktnim 

univerzumima. Definišemo strukturu 𝑷⨁𝑸 na uniji univerzuma P i Q tako što su restrikcije relacije ⨁ na 

P i Q iste kao relacije na P i Q, dok za sve 𝑝 ∈ 𝑃, 𝑞 ∈ 𝑄 važi da  𝑝, 𝑞  pripada relaciji ⨁, a (𝑞, 𝑝) ne 

pripada.  

Ako su 𝑺 = (𝑆, →𝑆) i 𝑻 = (𝑇, →𝑇) turniri, onda je i 𝑺⨁𝑻 turnir za koji važi da 𝑆 ⇒ 𝑇. Definišemo turnire 

1, 2,…, n,… tako što za univerzum od n uzmemo skup {0,1, … , 𝑛 − 1} i 𝑘 →𝒏 𝑙 akko 𝑘 ≤ 𝑙. Na osnovu 

prethodne definicije je 𝟐 = 𝟏⨁𝟏, 𝟑 = 𝟐⨁𝟏 = 𝟏⨁𝟐 = 𝟏⨁𝟏⨁𝟏. 

Napomena: Teorema o homomorfizmu: Ako imamo sirjektivni homomorfizam 𝜑: A → B tako da je 

kongruencija 𝛼 jezgro tog homomorfizma, onda važi da je 𝐵 ≅ 𝐴/𝛼.  

Lema 3.1. Neka je 𝑻 poddirektno nesvodljiv turnir, neka je 𝑺 jako povezan prost turnir i neka je 𝑠 ∈ 𝑆. 

Onda za turnir 𝑨 =  𝑻 ⋆ 𝒔 ⋆ 𝑺 važe slededa tvrđenja: 

1. 𝑨 je jako povezan, 

2. 𝑻 ≤ 𝑨, 

3.  𝑨/𝜸 ≅ 𝑺, 𝛾 = 𝑇2 ∪ ∆𝐴, 

4.  𝛾 = 𝑇2 ∪ ∆𝐴 je najvedi element u skupu 𝑪𝒐𝒏𝑨 ∖ {∇𝑨}, 

5. 𝑪𝒐𝒏𝑨 = 𝑪𝒐𝒏𝑻⨁𝟏 (gde mreže tretiramo kao relacijske structure sa inkluzijom), 

6. 𝑨 je poddirektno nesvodljiv turnir. 

Dokaz: 

1. Uzimamo dva proizvoljna čvora 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 i tražimo orijentisani put od 𝑥 do 𝑦. Razmatramo 

različite mogudnosti za ova dva čvora. Pretpostavimo prvo da 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇. Uzmemo proizvoljan čvor 

𝑧 ∈ 𝑆 ∖ {𝑠}, kako je S jako povezan, postoje orijentisani putevi od 𝑠 do 𝑧 i od 𝑧 do 𝑠 tj. 

𝑠 →𝑆 𝑡 →𝑆 … →𝑆 𝑧 →𝑆 … →𝑆 𝑢 →𝑆 𝑠. Sada pošto imamo 𝑠 →𝑆 𝑡 i 𝑢 →𝑆 𝑠, po definiciji turnira 𝑨 

imamo i 𝑥 →𝐴 𝑡 i 𝑢 →𝐴 𝑦, a ostali putevi iz 𝑆 ∖ {𝑠} su isti kao u 𝑨, opet po definiciji od 𝑨. Dakle, 

dobili smo orijentisani put 𝑥 →𝐴 𝑡 →𝐴 … →𝐴 𝑧 →𝐴 … →𝐴 𝑢 →𝐴 𝑦. Ako pretpostavimo da 

𝑥 ∈ 𝑇, 𝑦 ∈ 𝑆 ∖ {𝑠}, opet pošto je S jako povezan imamo put 𝑠 →𝑆 𝑡 →𝑆 … →𝑆 𝑦 i opet po 

definiciji 𝑨 zamenimo 𝑠 →𝑆 𝑡 sa 𝑥 →𝐴 𝑡 i ostale grane 𝑢 →𝑆 𝑣, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑆 ∖ {𝑠}, zamenimo sa 

𝑢 →𝐴 𝑣 i dobijamo put od 𝑥 do 𝑦 u 𝑨. Još nam preostaje da pokažemo za 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 ∖ {𝑠}. Znamo 
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da imamo orijentisan put od 𝑥 do 𝑦 u S i ako se negde u tom putu pojavi s, zamenimo ga sa 

proizvoljnim 𝑡 ∈ 𝑇 što možemo po definiciji turnira 𝑨, a ostale grane iz S zamenimo sa granama 

iz A tj. od orijentisanog puta 𝑥 →𝑆 … →𝑆 𝑠 →𝑆 … →𝑆 𝑦 dobijamo put 𝑥 →𝐴 … →𝐴 𝑡 →𝐴 …𝑦 što 

je i trebalo pokazati. 

2. Iz definicije turnira 𝑨 vidimo da je T podturnir. 

3. Definišemo preslikavanje 𝜆 ∶  A → S sa 𝜆 𝑥 = 𝑠, 𝑥 ∈ 𝑇 i 𝜆 𝑥 = 𝑥, 𝑥 ∈ 𝑆 ∖ {𝑠}. Jasno je da je 𝜆 

sirjektivno preslikavanje i na osnovu Teoreme o homomorfizmu, ako pokažemo da je 𝜆 

homomorfizam sa jezgrom ker 𝜆 =  𝛾, dobidemo traženo tvrđenje. Neka su 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, opet 

razmatramo slučajeve za ove čvorove. Ako su 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 ∖ {𝑠}, onda je 𝜆 𝑥 = 𝑥, 𝜆 𝑦 = 𝑦 i pošto 

𝜆 𝑥𝑦 ∈ {𝑥, 𝑦} i 𝜆 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦 pa je 𝜆 𝑥𝑦 = 𝜆 𝑥 𝜆(𝑦). Ako 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇, onda 𝜆 𝑥𝑦 = 𝑠 = 𝑠 ∙ 𝑠 =

𝜆 𝑥 𝜆 𝑦 . Ako 𝑥 ∈ 𝑆 ∖ {𝑠}, 𝑦 ∈ 𝑇 onda imamo da 𝑥 →𝐴 𝑦 akko 𝑥 →𝑆 𝑠 akko 𝜆 𝑥 →𝑆 𝜆(𝑦) pa 

pošto je 𝜆(𝑥𝑦) ∈  𝜆 𝑥 , 𝜆 𝑦  , sledi 𝜆 𝑥𝑦 = 𝜆(𝑥) akko 𝑥 →𝐴 𝑦 akko 𝜆 𝑥 →𝐴 𝜆(𝑦) akko 

𝜆 𝑥 𝜆 𝑦 = 𝜆(𝑥) i slično, sledi 𝜆 𝑥𝑦 = 𝜆(𝑦) akko 𝑦 →𝐴 𝑥 akko 𝜆 𝑦 →𝐴 𝜆(𝑥) akko 𝜆 𝑥 𝜆 𝑦 =

𝜆(𝑦). Dakle, u svim slučajevima je 𝜆 homomorfizam. Pošto se preslikavanjem 𝜆 svi elementi iz T 

slikaju u s, oni svi imaju iste slike a na S je 𝜆 identičko preslikavanje pa iste slike imaju isti 

elementi, sledi da je jezgro ovog homomorfizma baš  𝛾 = 𝑇2 ∪ ∆𝐴. 

4. Znamo da je jezgro homomorfizma kongruencija pa 𝛾 ∈ 𝑪𝒐𝒏𝑨. Pošto je S jako povezan prost 

turnir, on ima bar dva elementa pa u ∇𝑨 postoji element koji nije iz 𝛾 iz čega sledi da 𝛾 ∈

𝑪𝒐𝒏𝑨 ∖ {∇𝑨}. Da bismo pokazali da je 𝛾 najvedi element u ovom skupu, pretpostavimo da su 

(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴2 ∖ 𝛾 i dokazujemo da je najmanja kongruencija koja sadrži  𝑎, 𝑏 , 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏) puna 

relacija ∇𝑨. Dakle, neka je 𝛼 najmanja kongruencija na 𝑨 koja sadrži  𝑎, 𝑏 , 𝛼 = 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏). Ako 

su 𝑎, 𝑏 ∈  𝑆 ∖  𝑠 , 𝑎 ≠ 𝑏 i 𝑡 ∈ 𝑇 proizvoljno, znamo da je podgraf od 𝑨 na skupu (𝑆 ∖  𝑠 ) ∪  𝑡  

izomorfan sa S i pošto je S prost i klasa elementa 𝑎,  𝑎 ∕ 𝛼 sadrži dva različita elementa iz S, ona 

mora sadržati i ceo (𝑆 ∖ {𝑠}) ∪  𝑡 , pa kako je 𝑡 ∈ 𝑇 proizvoljan, ova klasa sadrži ceo skup 

(𝑆 ∖  𝑠 ) ∪ 𝑇, tj. 𝛼 = ∇𝑨. Sada, ako pretpostavimo na primer, da 𝑎 ∈ 𝑇, 𝑏 ∈ 𝑆 ∖  𝑠 , dobijamo da 

je (𝑆 ∖ {𝑠}) ∪  𝑎, 𝑏  isto što i (𝑆 ∖ {𝑠}) ∪  𝑎  što je izomorfno sa S. Kako je S jako povezan prost 

turnir, on mora imati bar 3 elementa, pa postoje neki 𝑎′, 𝑏′ ∈ 𝑆 ∖  𝑠  takvi da je 𝑎′ ≠ 𝑏′. Kako 

𝑎 ∕ 𝛼 sadrži ceo 𝑆 ∖  𝑠 , i 𝑎′ , 𝑏′ ∈  𝑎 ∕ 𝛼 tj. 𝛼 sadrži par (𝑎′ , 𝑏′) pa sadrži i 𝐶𝑔𝐴(𝑎′ , 𝑏′) što smo 

pokazali da je ∇𝑨, pa je i 𝛼 = ∇𝑨. 

5. Pokazujemo prvo da je ConA= [∆𝐴 , 𝛾] ⨁𝟏, gde je [∆𝐴 , 𝛾] interval u mreži ConA. Za svaku relaciju 

kongruencije na skupu A koja je podskup relacije 𝛾 imamo da ona pripada intervalu  

 ∆𝐴 , 𝛾 . Pretpostavimo da imamo relaciju 𝜃 koja nije podskup relacije 𝛾, ona mora sadržati par 

 𝑎, 𝑏  tako da je 𝑎 ≠ 𝑏(∆𝐴⊆ 𝛾) i bar jedan od 𝑎, 𝑏 nije iz T (𝑇2 ⊆ 𝛾). Pošto je 𝜃 relacija koja 

sadrži par (𝑎, 𝑏), a mi se nalazimo u mreži, 𝜃 sadrži i najmanju kongruenciju koja sadrži par 

 𝑎, 𝑏 , 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏). U delu 4. Smo pokazali da je 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏) = ∇𝑨 iz čega sledi da je i 𝜃 = ∇𝑨. Dobili 

smo : proizvoljna kongruencija na A je ili podskup relacije 𝛾 ili puna relacija. Dakle, ConA se 

sastoji od interval [∆𝐴 , 𝛾] i pune relacije koja je veda od svih drugih i iz Definicije 3.7. sledi da je 

ConA= [∆𝐴 , 𝛾] ⨁𝟏, gde je 𝟏 jednoelementna mreža koja sadrži ∇𝑨. Da bismo pokazali da je 

𝑪𝒐𝒏𝑨 = 𝑪𝒐𝒏𝑻⨁𝟏, dovoljno je pokazati da je 𝑪𝒐𝒏𝑻 ≅ [∆𝐴 , 𝛾] . Definišemo preslikavanje 

𝜑: 𝑪𝒐𝒏𝑻 → [∆𝐴 , 𝛾] sa 𝜑 𝛼 = 𝛼 ∪ ∆𝐴. Prvo pokazujemo da je 𝜑 dobro definisano preslikavanje. 

To de važiti akko se svaka kongruencija turnira 𝑻 slika u kongruenciju turnira 𝑨 jer je [∆𝐴 , 𝛾] 
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podskup od 𝑪𝒐𝒏𝑨 i ako je 𝛼 ∈ 𝑪𝒐𝒏𝑻 onda je slika 𝜑 𝛼 = 𝛼 ∪ ∆𝐴⊆ 𝑇2 ∪ ∆𝐴=  𝛾 pa se nijedan 

𝛼 ne slika u punu relaciju ∇𝑨. Dakle, ako je 𝛽 kongruencija na 𝑻, treba pokazati da je 𝜑(𝛽) 

kongruencija na 𝑨. Na osnovu Leme 1.13., ako je relacija kongruencija, svaka klasa ekvivalencije 

te relacije je konveksan skup. 𝜑(𝛽) = 𝛽 ∪ ∆𝐴 je relacija ekvivalencije na skupu 𝑨 jer se 

simetričnost i tranzitivnost prenose iz podskupa 𝑻 na kom je 𝛽 relacija ekvivalencije, a 

simetričnost na 𝑨 dobijamo dodavanjem ∆𝐴. Klase od 𝜑(𝛽) su oblika B, gde je B klasa 

ekvivalencije kongruencije 𝛽, i {𝑥}, gde 𝑥 ∈ 𝑆 ∖  𝑠 .  Neka je B proizvoljna klasa ekvivalencije 

relacije 𝛽, ona je konveksna u 𝑻. Tada, po definiciji turnira 𝑨, za svako 𝑥 ∈ 𝑆 ∖  𝑠  ili 𝑥 → 𝑠 ⟺

𝑥 → 𝐵 ili 𝑠 → 𝑥 ⇔ 𝐵 → 𝑥, pa je klasa B konveksna u odnosu na ceo turnir 𝑨. Jednoelementne 

klase su uvek konveksne jer smo u turniru, pa je 𝜑(𝛽) kongruencija na 𝑨 i 𝜑 je dobro definisano 

preslikavanje. Iz definicije preslikavanja 𝜑 vidimo da je ono injektivno. Da bi pokazali da je 𝜑 

sirjektivno pretpostavimo da imamo neku kongruenciju 𝛼 ∈ [∆𝐴 , 𝛾] i pokazujemo da je ona slika 

neke kongruencije iz 𝑻. Znamo da je 𝛼 oblika ∆𝐴 ∪ 𝛽 za neku relaciju ekvivalencije 𝛽 iz 𝑻, pa 

treba pokazati da je 𝛽 kongruencija na 𝑻 pa demo imati da je 𝛼 = 𝜑(𝛽). Pošto imamo da je 

𝛽 ⊆ 𝛼 = 𝛽 ∪ ∆𝐴, svaka klasa ekvivalencije relacije 𝛽 je i klasa ekvivalencije relacije 𝛼, pa pošto 

je 𝛼 kongruencija, ona je konveksna u skupu 𝑨, pa mora biti konveksna i u skupu 𝑻 iz čega sledi 

da je 𝛽 kongruencija na 𝑻 i 𝜑 je sirjektivno preslikavanje. Da bismo pokazali da je 𝜑 

homomorfizam, pokazademo da su 𝜑 𝑖 𝜑−1 monotoni, tj. ako pretpostavimo da je 𝛼 ⊆ 𝛽 onda 

je i 𝜑 𝛼 = 𝛼 ∪ ∆𝐴⊆ 𝛽 ∪ ∆𝐴= 𝜑(𝛽) i ako je 𝜑−1(𝛼) = 𝛼 ∖ ∆𝑆∖{𝑠} onda iz 𝛼 ⊆ 𝛽 sledi 

𝜑−1(𝛼) = 𝛼 ∖ ∆𝑆∖ 𝑠 ⊆ 𝛽 ∖ ∆𝑆∖ 𝑠 = 𝜑−1(𝛽). Dakle, dobili smo da je 𝜑 izomorfizam između 

𝑪𝒐𝒏𝑻 i [∆𝐴 , 𝛾] iz čega sledi da je 𝑪𝒐𝒏𝑨 = 𝑪𝒐𝒏𝑻⨁𝟏.  

6. Iz pretpostavke da je 𝑻 poddirektno nesvodljiv turnir sledi da 𝑪𝒐𝒏𝑻 ima monolit 𝜇 ,pa pošto je 

𝑪𝒐𝒏𝑨 = 𝑪𝒐𝒏𝑻⨁𝟏, i mreža 𝑪𝒐𝒏𝑨 sadrži monolit 𝜑(𝜇) = 𝜇 ∪ ∆𝐴. 

Definicija 3.3. Ako su K i L dve ograničene mreže, sa 𝑲 ⊞ 𝑳 obeležavamo faktor mrežu (𝑲⨁𝑳)/𝛼, gde je 

𝛼 kongruencija sa jedinom netrivijalnom klasom {1𝑲, 0𝑳}, 1𝑲 je najvedi element mreže K, a 0𝑳 je 

najmanji element mreže L. 

Definicija 3.4. Za element 𝑎 turnira 𝐴 kažemo da je nulti element ako 𝑎 → 𝑥 za sve 𝑥 ∈ 𝐴. Element 𝑎 

turnira 𝐴 je jedinični ako 𝑥 → 𝑎 za sve 𝑥 ∈ 𝐴. Svaki turnir može imati najviše jedan nulti i najviše jedan 

jedinični element. 

Ubudude kad god pišemo 𝑻 ⋆ 𝑠 ⋆ 𝑺, pretpostavidemo da su univerzumi T i S disjunktni. 

Neka je 𝑻 turnir. Turnir 𝑻 ⋆ 0 ⋆ 𝟐 je definisan na skupu 𝑇 ∪ 2 ∖ {0} = 𝑇 ∪ {1} tako da za svako 

𝑡 ∈ 𝑇, 𝑡 → 1 akko 0 → 1, što uvek važi po definiciji turnira 2, tj. 𝑻 ⋆ 0 ⋆ 𝟐 je dobijen od 𝑻 dodavanjem 

novog jediničnog elementa 1. Turnir 𝑻 ⋆ 1 ⋆ 𝟐 je definisan na skupu 𝑇 ∪ 2 ∖ {1} = 𝑇 ∪ {0} tako da za 

svako 𝑡 ∈ 𝑇, 𝑡 → 0 akko 1 → 0, što znači da za svako 𝑡 ∈ 𝑇, 0 → 𝑡, tj. 𝑻 ⋆ 1 ⋆ 𝟐 je dobijen od 𝑻 

dodavanjem novog nultog elementa 0. Turnir 𝑻 ⋆ 1 ⋆ 𝟑 definisan na skupu 𝑇 ∪ 3 ∖ {1} = 𝑇 ∪ {0,2} tako 

da za svako 𝑡 ∈ 𝑇, 𝑡 → 0 akko 1 → 0 i 𝑡 → 2 akko 1 → 2, što po definiciji turnira 3 znači da za svako 

𝑡 ∈ 𝑇, 0 → 𝑡 i 𝑡 → 2 tj. 𝑻 ⋆ 1 ⋆ 𝟑 𝑗e dobijen od 𝑻 dodavanjem novog nultog elementa 0 i novog 

jediničnog elementa 2. 
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Napomena: Teorema o korespodenciji: Ako imamo sirjektivni homomorfizam 𝜑: A → B tako da je 

kongruencija 𝛼 jezgro tog homomorfizma, onda važi da je 𝑪𝒐𝒏𝑩 ≅ [𝜶, ∇𝑨]. 

Lema 3.2. Neka je 𝑻 jako povezan poddirektno nesvodljiv turnir i neka je (𝑠, 𝑺) ili (0,2) ili (1,2) ili (1,3). 

Ako je 𝑨 = 𝑻 ⋆ 𝑠 ⋆ 𝑺, onda važe slededa tvrđenja: 

1. 𝑨 nije jako povezan, 

2. 𝑻 ≤ 𝑨 

3. Jedina netrivijalna klasa relacije ~𝑨 (tj. jedina netrivijalna komponenta jake povezanosti turnira 

𝑨) je 𝑻, 

4. 𝑨 ∕ ~𝑨 ≅  𝑺, 

5.  𝑪𝒐𝒏𝑨 ≅ 𝑪𝒐𝒏𝑻 ⊞ 𝑪𝒐𝒏𝑺, 

6. 𝑨 je poddirektno nesvodljiv turnir. 

Dokaz: 

1. Po konstrukciji turnira 𝑨, on ima ili nulti element (ako je (s, 𝑺) (1,2) ili (1,3) ) pa ne postoji 

orijentisani put u njega iz bilo kog drugog elementa ili ima jedinični element (ako je (s, 𝑺) (0,2) ili 

(1,3)) pa ne postoji orijentisani put iz njega u bilo koji drugi element. U oba slučaja sledi da 𝑨 nije 

jako povezan. 

2. Sledi iz definicije ovih turnira. 

3. Po pretpostavci je turnir 𝑻 jako povezan i 𝑻 ≤ 𝑨, a 𝑨 nije jako povezan pa se ceo 𝑻 nalazi u 

jednoj klasi jake povezanosti relacije ~𝑨.Svi ostali čvorovi iz 𝑨 van 𝑻 su po konstrukciji nulti ili 

jedinični a oni su uvek u jednoelementnoj klasi jake povezanosti jer ne mogu biti jako povezani 

ni sa jednim drugim elementom pa je ~𝑨 = 𝑇2 ∪ ∆𝐴 i T je jedina netrivijalna klasa jake 

povezanosti. 

4. Preslikavanje 𝜆 ∶  S ∪ T ∖  𝑠 → S  definisano sa 𝜆 𝑥 = 𝑠, 𝑥 ∈ 𝑇 i 𝜆 𝑥 = 𝑥, 𝑥 ∈ 𝑆 ∖ {𝑠} je 

homomorfizam iz 𝑨 𝑛𝑎 𝑺 što sledi iz dokaza Leme 3.1. tvrđenja 3. jer se u tom dokazu nigde ne 

koristi da je 𝑺 prost i jako povezan a svi ostali uslovi su nam isti. Iz tog dokaza imamo da je 

𝑘𝑒𝑟𝜆 = 𝑇2 ∪ ∆𝐴 što smo u delu 3. Ove Leme pokazali da je jednako ~𝑨. Sada na osnovu 

Teoreme o homomorfizmu imamo da je 𝑨 ~𝑨 ≅  𝑺. 

5. Za proizvoljnu kongruenciju 𝛼 na turniru 𝑨 važi da ili su svi parovi kongruencije 𝛼 ujedno i parovi 

kongruencije ~𝑨, u kom slučaju je 𝛼 ⊆ ~𝑨, ili postoji par (𝑎, 𝑏) koji pripada kongruenciji 𝛼, a ne 

pripada kongruenciji ~𝑨 i hodemo da pokažemo da je u tom slučaju ~𝑨 ⊆ 𝛼. Pošto je 

~𝑨 = 𝑇2 ∪ ∆𝐴 mogudnosti za (𝑎, 𝑏) su da su oboje van T i različiti, ili da je jedan od njih u T a 

drugi van T. Prvo pokazujemo da ako 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 ∖ {𝑠} , 𝑎 ≠ 𝑏 onda je ~𝑨 ⊆ 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏) iz čega de 

slediti da svaka relacija koja sadrži (𝑎, 𝑏) sadrži i ~𝑨 tj. da ~𝑨 ⊆ 𝛼.  Dakle, ako su 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 ∖ {𝑠} , 

𝑎 ≠ 𝑏 onda mora biti 𝑺 = 𝟑 i 𝑠 = 1 jer samo u tom slučaju 𝑆 ∖ {𝑠} ima dva različita elementa i 

možemo pretpostaviti da je na primer, 𝑎 = 0, 𝑏 = 2. Tada za svako 𝑥 ∈ 𝑇 imamo da je 

 0, 𝑥 =  0𝑥, 2𝑥 = (𝑎𝑥, 𝑏𝑥) ∈ 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏) jer po definiciji turnira 𝑨 važi da za svako 𝑥 ∈ 𝑇, 0 →

𝑥 𝑖 𝑥 → 2 i pošto je 𝐶𝑔𝐴 𝑎, 𝑏 kongruencija koja sadrži (𝑎, 𝑏) ona sadrži i (𝑎𝑥, 𝑏𝑥) za svako 𝑥 ∈

𝑇. Dakle, pošto ved imamo da 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏) sadrži ceo 𝑆 ∖ {𝑠} što su samo 𝑎 𝑖 𝑏 i pošto je za svako 

𝑥 ∈ 𝑇  0, 𝑥 ∈ 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏), ona sadrži i ceo skup T pa je 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏) =  ∇𝑨 iz čega sledi da je 
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~𝑨 ⊆ 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏) i odatle i da je ~𝑨 ⊆ 𝛼. Ako sada 𝑎 ∈ 𝑆 ∖  𝑠 , 𝑏 ∈ 𝑇 i 𝑺 = 𝟐 i 𝑠 = 1, onda je 𝑎 

nulti element turnira 𝑨. Tada, pošto je 𝑻 jako povezan turnir, za svako 𝑥 ∈ 𝑇 postoji orijentisani 

put od 𝑥 do 𝑏, 𝑥 = 𝑐0 →𝑻 𝑐1 →𝑻 … →𝑻 𝑐𝑛 = 𝑏. Iz (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏) sledi da i  𝑎𝑐𝑖+1 , 𝑏𝑐𝑖+1 =

(𝑎, 𝑐𝑖+1) ∈ 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏) odakle sledi da i  𝑎, 𝑐𝑖 = (𝑎𝑐𝑖 , 𝑐𝑖+1𝑐𝑖)  ∈ 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏), pa kako je 

 𝑐𝑛 , 𝑎 = (𝑏, 𝑎) ∈ 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏) indukcijom sledi da i  𝑐0 , 𝑎 = (𝑥, 𝑎) ∈ 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏) pa pošto je 𝑥 

proizvoljan element iz 𝑻 važi da je 𝑇 ⊆ 𝑎/𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏). Sada, pošto ~𝑨 ima samo jednu netrivijalnu 

klasu ekvivalencije i to je T, a sve ostale klase su jednoelementne, sledi da je ~𝑨 ⊆ 𝐶𝑔𝐴 𝑎, 𝑏 . I 

poslednji slučaj, ako je 𝑎 ∈ 𝑆 ∖  𝑠 , 𝑏 ∈ 𝑇 i 𝑺 = 𝟐 i 𝑠 = 0, onda je 𝑎 jedinični element turnira 𝑨. 

Sada za proizvoljan 𝑥 ∈ 𝑇 biramo najkradi put u 𝑻 od 𝑏 do 𝑥, 𝑏 = 𝑐0 →𝑻 𝑐1 →𝑻 … →𝑻 𝑐𝑛 = 𝑥. 

Pošto je ovo po pretpostavci najkradi put ne može biti 𝑐𝑖 →𝑻 𝑐𝑖+2 jer bi tada dobili kradi put 

izbacivanjem čvora 𝑐𝑖, pa pošto smo u turniru mora biti 𝑐𝑖+2 →𝑻 𝑐𝑖, za svako 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Opet 

pokazujemo indukcijom da za sve 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 važi da (𝑐𝑖 , 𝑐𝑖+1)  ∈ 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏). Pošto (𝑎, 𝑏) ∈

𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏) važi da i  𝑎𝑐1 , 𝑏𝑐1 = (𝑐1 , 𝑐0)  ∈ 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏) što uzimamo za bazu indukcije. Dalje, iz 

(𝑐𝑖 , 𝑐𝑖+1)  ∈ 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏) sledi da  𝑐𝑖𝑐𝑖+2, 𝑐𝑖+1𝑐𝑖+2 = (𝑐𝑖+2, 𝑐𝑖+1)  ∈ 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏). Dakle imamo da 

je za sve 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 važi da (𝑐𝑖 , 𝑐𝑖+1)  ∈ 𝐶𝑔𝐴 𝑎, 𝑏  pa pošto je 𝑐𝑛 = 𝑏 ∈ 𝑎/𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏) iz 

tranzitivnost relacije 𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏) imamo da i 𝑐0 = 𝑥 ∈ 𝑎/𝐶𝑔𝐴 𝑎, 𝑏 , za svako 𝑥 ∈ 𝑇  tj. da je  

𝑇 ⊆ 𝑎/𝐶𝑔𝐴(𝑎, 𝑏) i opet dobijamo kao u prethodnom slučaju da je ~𝑨 ⊆ 𝐶𝑔𝐴 𝑎, 𝑏 . Dakle, u 

svim slučajevima je ~𝑨 ⊆ 𝛼 što smo i trebali da pokažemo. Pošto imamo istu konstrukciju kao u 

Lemi 3.1. delu 5., na isti način pokazujemo da je 𝑪𝒐𝒏𝑻 ≅ [∆𝐴 , ~𝑨]. Sada imamo da je za svaku 

kongruenciju 𝛼 iz 𝑨 ili 𝛼 ⊆ ~𝑨 ili ~𝑨 ⊆ 𝛼 pa je 𝑪𝒐𝒏𝑨 =  ∆𝐴 , ~𝑨 ∪  ~𝑨, ∇𝑨 . Na osnovu 

Teoreme o korespodenciji za homomorfizam 𝜆 ∶ 𝐴 → 𝑆 definisan u delu 4. ove Leme čije je 

jezgro ~𝑨 imamo da je  ~𝑨, ∇𝑨 ≅ 𝑪𝒐𝒏𝑺. Sada iz 𝑪𝒐𝒏𝑨 =  ∆𝐴 , ~𝑨 ∪  ~𝑨, ∇𝑨 , 𝑪𝒐𝒏𝑻 ≅

[∆𝐴 , ~𝑨], 𝑪𝒐𝒏𝑺 ≅  ~𝑨, ∇𝑨  i iz Definicije 3.10. dobijamo da je 𝑪𝒐𝒏𝑨 ≅ 𝑪𝒐𝒏𝑻 ⊞ 𝑪𝒐𝒏𝑺.  

6. Pošto je 𝑻 poddirektno nesvodljiv onda 𝑪𝒐𝒏𝑻 sadrži monolit 𝜇 i pošto je 𝑪𝒐𝒏𝑻 ≅ [∆𝐴 , ~𝑨], 

onda je 𝜑(𝜇) = 𝜇 ∪ ∆𝐴∈ 𝑪𝒐𝒏𝑨 je monolit ove mreže jer je ona definisana sa 𝑪𝒐𝒏𝑨 ≅ 𝑪𝒐𝒏𝑻 ⊞

𝑪𝒐𝒏𝑺. 

Definicija 3.5. Ako je 𝑛 ∈ 𝜔, ako su 𝑺0 , 𝑺1, … , 𝑺𝑛  turniri tako da su 𝑆𝑖 i 𝑆𝑗 disjunktni za 𝑖 ≠ 𝑗 i za sve 

0 < 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖 , definišemo iterirani ⋆ −proizvod 𝑺0 ⋆ 𝑠1 ⋆ 𝑺1 ⋆ … ⋆ 𝑠𝑛 ⋆ 𝑺𝑛 induktivno sa 

 𝑺0 ⋆ 𝑠1 ⋆ 𝑺1 ⋆ … ⋆ 𝑠𝑛 ⋆ 𝑺𝑛 =  
𝑺0, 𝑎𝑘𝑜 𝑗𝑒 𝑛 = 0

  (𝑺
0
⋆ 𝑠1 ⋆ 𝑺1 ⋆ … ⋆ 𝑠𝑛−1 ⋆ 𝑺𝑛−1) ⋆ 𝑠𝑛 ⋆ 𝑺𝑛, 𝑎𝑘𝑜 𝑗𝑒 𝑛 > 0.

  

Lema 3.3. Neka su 𝑺0, 𝑺1, 𝑺2 turniri i 𝑠1 ∈ 𝑆1, 𝑠2 ∈ 𝑆2. Onda   (𝑺
0
⋆ 𝑠1 ⋆ 𝑺1) ⋆ 𝑠2 ⋆ 𝑺2 = 

 𝑺0 ⋆ 𝑠1 ⋆ (𝑺1 ⋆ 𝑠2 ⋆ 𝑺2) . 

Dokaz: Obe algebre imaju isti univerzum 𝐴 = (𝑆0 ∪ 𝑆1 ∪ 𝑆2) ∖  𝑠1, 𝑠2 . Da bismo pokazali da su ove 

algebre jednake uzimamo dva čvora 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 i pokazujemo da 𝑥 →  (𝑺0⋆𝑠1⋆𝑺1)⋆𝑠2⋆𝑺2
𝑦 akko 

𝑥 → 𝑺0⋆𝑠1⋆(𝑺1⋆𝑠2⋆𝑺2) 𝑦. Ako 𝑥, 𝑦 oboje pripadaju istom 𝑆𝑖 za neko 𝑖 ∈  0,1,2  onda u obe algebra važi da 

𝑥 → 𝑦 akko 𝑥 →𝑆𝑖
𝑦. Sada pretpostavimo da 𝑥 ∈ (𝑆0 ∪ 𝑆1)  ∖  𝑠1 , 𝑦 ∈ 𝑆2 ∖  𝑠2 , onda 

𝑥 →  (𝑺0⋆𝑠1⋆𝑺1)⋆𝑠2⋆𝑺2
𝑦 akko 𝑠2 →𝑺2

𝑦. Ovo razdvajamo na dva slučaja, prvi je kada 𝑥 ∈ 𝑆1 ∖  𝑠1 , a drugi 

kada 𝑥 ∈ 𝑆0. Kada 𝑥 ∈ 𝑆1 ∖  𝑠1  imamo da 𝑠2 →𝑺2
𝑦 akko 𝑥 →𝑺1⋆𝑠2⋆𝑺2

𝑦 akko 𝑥 → 𝑺0⋆𝑠1⋆(𝑺1⋆𝑠2⋆𝑺2) 𝑦. Ako 
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𝑥 ∈ 𝑆0 imamo da 𝑠2 →𝑺2
𝑦 akko 𝑠1 →𝑺1⋆𝑠2⋆𝑺2

𝑦 akko 𝑥 → 𝑺0⋆𝑠1⋆(𝑺1⋆𝑠2⋆𝑺2) 𝑦. Dakle, pokazali smo da ako 

𝑥 ∈ (𝑆0 ∪ 𝑆1)  ∖  𝑠1 , 𝑦 ∈ 𝑆2 ∖  𝑠2 , onda su ove dve algebra jedanke. Još nam preostaje slučaj kada 

𝑥 ∈ 𝑆0, 𝑦 ∈ 𝑆1 ∖  𝑠1 . Tada imamo da 𝑥 →  (𝑺0⋆𝑠1⋆𝑺1)⋆𝑠2⋆𝑺2
𝑦 akko 𝑥 →  𝑺0⋆𝑠1⋆𝑺1

𝑦 akko 𝑠1 →𝑺1
𝑦 akko 

𝑥 → 𝑺0⋆𝑠1⋆(𝑺1⋆𝑠2⋆𝑺2) 𝑦 pa sui  u ovom slučaju date algebra jednake. 

Iz ove Leme sledi da kod iteriranog ⋆ −proizvoda turnira bez obzira na raspored zagrada dobijamo isti 

turnir. 

Neka je 𝑨 konačan poddirektno nesvodljiv turnir (sve algebre koje demo pominjati u ovom dokazu su 

konačne). 

Lema 3.4. 𝑨/~𝑨 je polumreža ako je 𝑨 prost turnir i ~𝑨 = ∆𝐴. 

Dokaz: 𝑨/~𝑨 je turnir u kome su čvorovi klase jake povezanosti za koje znamo da su ili jednoelementne 

ili jako povezani podturniri od 𝑨 i znamo da klase imaju odnos kao u linearno uređenom turniru. Pošto je 

~𝑨 = ∆𝐴, svaka klase jake povezanosti je jednoelementni skup. Za svaki turnir važi da je komutativan i 

idempotentan pa treba samo pokazati asocijativnost turnira 𝑨/~𝑨. Ovo sledi iz linearnosti turnira 𝑨/~𝑨. 

Pošto po pretpostavci nemamo ciklusa u turniru, on je lanac pa je za elemente 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎(𝑏𝑐) je onaj od 

čvorova 𝑎, 𝑏, 𝑐 koji tuče preostala dva tj. koji je najviše u ovom lancu od ova 3 elementa, a to je i (𝑎𝑏)𝑐. 

Lema 3.5. Ako je 𝑨 prost, onda ili 𝑨 ≅ 𝟐 ili je 𝑨 jako povezan. 

Dokaz: Na osnovu Leme 1.14.  ~𝑨 ∈ 𝑪𝒐𝒏𝑨. Ako je 𝑨 prost onda ~𝑨 ∈ {∆𝐴, ∇𝑨}. Ako je ~𝑨 = ∇𝑨, 𝑨 je 

po definiciji jako povezan turnir. Ako je ~𝑨 = ∆𝐴, onda je 𝑨 ≅  𝑨/~𝑨 polumreža. Kako je 𝑨 turnir, svaka 

dva elementa su uporediva pa je 𝑨 linearno uređena polumreža tj. lanac. Sada imamo da je za sve 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 takve da je 𝑎 < 𝑏 relacija [𝑎, 𝑏]2 ∪ ∆𝐴 kongruencija na turniru 𝑨 jer je njena jedina netrivijalna 

klasa [𝑎, 𝑏]2 konveksan skup (za sve 𝑥 < 𝑎 važi da 𝑥 ⇒ [𝑎, 𝑏]  i za sve 𝑦 > 𝑏 važi da [𝑎, 𝑏] ⇒ 𝑦). Ako 

bi A imao više od dva elementa zbog linearnosti bi bilo 𝑎 < 𝑏 < 𝑐 pa bi imali dve kongruencije 

[𝑎, 𝑏]2 ∪ ∆𝐴 i [𝑏, 𝑐]2 ∪ ∆𝐴 različite od ∆𝐴 čiji bi presek bio ∆𝐴 pa 𝑨 ne može imati monolit koji po 

pretpostavci treba da bude sadržan u preseku svake dve kongruencije jer je 𝑨 poddirektno nesvodljiv. 

Dakle, u ovom slučaju mora 𝑨 mora biti dvoelementni turnir tj. 𝑨 ≅ 𝟐. 

Lema 3.6. Ako turnir 𝑨 nije prost i jeste jako povezan, onda postoji jedinstvena reprezentacija 

𝑨 ≅ 𝑻 ⋆ 𝒔 ⋆ 𝑺 (do na izomorfizam) takva da je 𝑻 poddirektno nesvodljiv turnir, 𝑺 jako povezan turnir i 

s∈ 𝑆. 

Dokaz: Koristimo slededu Teoremu koju navodimo bez kompletnog dokaza (on se može nadi u [Maroti]): 

Neka je 𝑺 netrivijalni, konačan, jako povezan i poddirektno nesvodljiv turnir. Tada važe slededa tvrđenja: 

1. 𝑪𝒐𝒏𝑺 ima jedinstveni koatom (kongruenciju 𝛾 takvu da 𝛾 ≺ ∇𝑺). 

2. 𝑺/ 𝛾 je prost turnir. 

Takođe, ako je 𝛾 ≠ ∆𝑆 važe i slededa tvrđenja: 

3. 𝛾 ima jedinstvenu netrivijalnu klasu C. 

4. Za svako 𝑥 ∈ 𝑆 ∖ 𝐶 ili 𝑥 → 𝑦 za sve 𝑦 ∈ 𝐶 ili 𝑦 → 𝑥 za sve 𝑦 ∈ 𝐶. 

5. Podalgebra C≤ 𝑺 sa univerzumom C je poddirektno nesvodljiva i netrivijalna. 
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Dakle, u ovom slučaju imamo kongruenciju 𝛾 ∈  𝑪𝒐𝒏𝑨 koja je najveda (u odnosu na inkluziju) u 

𝑪𝒐𝒏𝑨 ∖  ∇𝑨 , i zbog toga važi da je 𝑨/ 𝛾 prost turnir. Naime, po Teoremi o korspodenciji imamo da je 

[𝛾, ∇𝑨] ≅  𝑪𝒐𝒏(𝑨/ 𝜸) a kako je [𝛾, ∇𝑨]= {𝛾, ∇𝑨} jer je 𝛾 koatom, dobijamo da je 𝑨/ 𝛾 prost turnir. Dalje 

je 𝑨/ 𝛾 jako povezan jer znamo da su svi prosti turniri, sem dvoelementnog, jako povezani. Ako bi 

pretpostavili da je 𝑨/ 𝛾 dvoelementni turnir tj. da 𝑨/ 𝛾 ima samo dve klase ekvivalencije, te dve klase bi 

morale biti konveksni skupovi po Lemi 1.13. jer je 𝛾 kongruencija pa bi morao svaki elemenat jednog da 

tuče svaki elemenat drugog ali pošto su elementi tih klasa ujedno i elementi turnira 𝑨, dobili  bismo da u 

tom slučaju da 𝑨 nije jako povezan. Da 𝛾 ima jedinstvenu netrivijalnu klasu C sledi iz činjenice da je 𝑨 

poddirektno nesvodljiv. Kada bi 𝛾 imala bar dve netrivijalne klase B i C onda bi relacije 𝛼 = 𝐵 ∪ ∆𝐴  i 

𝛽 = 𝐶 ∪ ∆𝐴 bile kongruencije na 𝑨 koje su vede od ∆𝐴 i čiji presek je ∆𝐴 pa 𝑨 ne bi mogao da ima 

monolit. Sada pokazujemo da je C poddirektno nesvodljiv turnir. Tvrdimo da su sve kongruencije turnira 

𝑨 tačno sve kongruencije turnira C kojima je dodana ∆𝐴 i još ∇𝑨. Ako je 𝛼 neka kongruencija u 𝑨 različita 

od ∇𝑨, ona mora biti podskup kongruencije 𝛾 koja je koatom pa mora biti oblika 𝛽 ∪ ∆𝐴 za neku 

kongruenciju 𝛽 turnira C. S druge strane, ako je 𝛿 ∈ 𝑪𝒐𝒏𝑪 ∪  ∆𝐴 ,  pošto je skup C konveksan u turniru 

𝑨, i svaki njegov podskup je konveksan u 𝑨 pa elementi iz 𝐴 ∖ 𝐶 ne utiču na to da li je 𝛿 kongruencija na 

𝑨 tj. 𝛿 ∈ 𝑪𝒐𝒏𝑨. Sada, kako je 𝑨 poddirektno nesvodljiv sa monolitom 𝜇, onda je 𝜇 = ∆𝐴 ∪ 𝜎, gde je 

𝜎 ∈ 𝑪𝒐𝒏𝑪 netrivijalna kongruencija takva da je sadrže sve druge netrivijalne kongruencije iz C tj. 

monolit od C. Dakle, imamo slededu konstrukciju: imamo turnir 𝑨/ 𝛾 u kome su svi elementi oblika  𝑥 , 

𝑥 ∈ 𝐴 i još elemenat C koji je turnir sa elementima iz 𝑨. Elementi iz (𝑨/ 𝛾)  ∖ 𝐶 su u istim odnosima kao i 

elementi A ∖ 𝐶, u C su u oba slučaja isti međusobni odnosi elemenata a elemenat iz 𝑥 ∈ (𝑨/ 𝛾)  ∖ 𝐶 i 

elemenat 𝐂  su u istom odnosu kao što su imali u turniru 𝑨 taj elemenat 𝑥 i proizvoljan element iz C 

(pošto je C konveksan svaki njegov element je imao isti odnos sa 𝑥 u 𝑨 pa je ovo dobro definisano). 

Dakle, po Definiciji 3.8. dobijamo da je 𝑨 ≅ 𝑪 ⋆ 𝐶 ⋆ 𝑨/ 𝛾 .  Sada pokazujemo da je ova reprezentacija 

jedinstvena. Pretpostavimo da važi da je 𝑨 ≅ 𝑻 ⋆ 𝒔 ⋆ 𝑺 gde je 𝑺 jako povezan prost turnir, 𝑠 ∈ 𝑆 i 𝑻 je 

poddirektno nesvodljiv turnir. Iz Leme 3.1. dela 4. sledi da je 𝛾 = 𝑇2 ∪ ∆𝐴 je najvedi element u skupu 

𝑪𝒐𝒏𝑨 ∖ {∇𝑨} i iz iste Leme je 𝑨/ 𝛾 ≅  𝑺 odakle sledi i da je 𝑻 ≅  𝑪.  

Lema 3.7.  Ako turnir  𝑨 nije ni prost ni jako povezan, onda se 𝑨 može predstaviti na jedinstven način kao 

jedan od 𝑻 ⋆ 0 ⋆ 𝟐, 𝑻 ⋆ 1 ⋆ 𝟐 ili 𝑻 ⋆ 1 ⋆ 𝟑, gde je 𝑻 jako povezan poddirektno nesvodljiv turnir. 

Dokaz: Kako je na osnovu Leme 1.14. relacija  ~𝑨 kongruencija i 𝑨 nije jako povezan pa je ~𝑨 ≠ ∇𝑨 sledi 

da je 𝑨/~𝑨 polumreža koja je linearno uređena (pošto je 𝑨 turnir, svaka dva elementa su mu 

uporediva). Ako bi neka kongruencija turnira 𝑨 imala više od jedne netrivijalne klase, recimo B i C, onda 

pošto su u tom slučaju B i C konveksni skupovi, 𝐵2 ∪ ∆𝐴 i 𝐶2 ∪ ∆𝐴 bi takođe bile kongruencije na 𝑨 koje 

su različite od ∆𝐴 i čiji presek je ∆𝐴 pa onda 𝑨 ne bi imao monolit tj. ne bi bio poddirektno nesvodljiv što 

je u kontradikciji sa našom pretpostavkom. Dakle, svaka kongruencija turnira 𝑨 ima jedinstvenu 

netrivijanlu klasu. Može biti samo dve mogudnosti : ili je 𝑨 ≅ 𝒏, za neko 𝑛 (tada je jedina netrivijalna 

klasa 𝐵 = 𝑛 ∖ {1}) ili je 𝑨 ≅ 𝑻 ⋆ 𝑖 ⋆ 𝒏 za neko 0 ≤ 𝑖 < 𝑛 i neki jako povezan turnir 𝑻 (tada je jedina 

netrivijalna klasa turnir 𝑻, a ostali čvorovi  𝑘 , 𝑘 ∈ {0,1, … , 𝑖 − 1, 𝑖 + 1, … , 𝑛} su jednoelementne klase). 

Posmatrajmo sada turnir 𝒏 i pretpostavimo da je on poddirektno nesvodljiv. Ako pretpostavimo da on 

ima bar 3 elementa i posmatramo dve kongruencije 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑪𝒐𝒏𝒏 takve da 𝛼 ima jedinu netrivijalnu 

klasu  0,1 , a  𝛽 jedinu netrivijalnu klasu  1,2 .  0,1  i  1,2  su konveksni skupovi pa su ( 0,1 )2 ∪ ∆𝐴 i 
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( 1,2 )2 ∪ ∆𝐴 kongruencije na 𝒏 koje su različite od ∆𝑛 i čiji presek je ∆𝑛 pa onda 𝒏 ne bi imao monolit 

tj. ne bi bio poddirektno nesvodljiv. Pošto je jedini poddirektno nesvodljiv turnir 𝒏 samo 2 a on je prost, 

𝑨 ne može biti izomorfno sa njim jer po pretpostavci tvrdjenja 𝑨 nije prost pa nam ostaje jedino da je 

𝑨 ≅ 𝑻 ⋆ 𝑖 ⋆ 𝒏 za neko 0 ≤ 𝑖 < 𝑛 i neki jako povezan turnir 𝑻. Sada definišemo preslikavanje 𝜆: (𝑻 ⋆ 𝑖 ⋆

𝒏)→ 𝒏 sa 𝜆 𝑥 = 𝑖, 𝑥 ∈ 𝑇 i 𝜆 𝑥 = 𝑥, 𝑥 ∈ 𝑛 ∖ {𝑖} . Iz Leme 3.1. sledi da je 𝜆 sirjektivni homomorfizam. 

Pretpostavimo da je 𝑛 ≥ 4. Tada imamo da su  0,1  i  𝑛 − 2, 𝑛 − 1  dva disjunktna konveksna skupa iz 

𝒏 pošto je u linearno uređenom turniru 𝒏 svaki interval čvorova konveksan skup.  Posmatramo inverzne 

slike ovih skupova u odnosu na preslikavanje 𝜆, 𝜆−1( 0,1 ) i 𝜆−1( 𝑛 − 2, 𝑛 − 1 ) . Ako je 𝑖 različito od  

0,1, 𝑛 − 2, 𝑛 − 1 po definiciji preslikavanja 𝜆 su inverzne slike interval  0,1  i  𝑛 − 2, 𝑛 − 1  oni sami, tj. 

konveksni skupovi. Ako je 𝑖 jednako nekom od 0,1, 𝑛 − 2, 𝑛 − 1, inverzna slika tog čvora je ceo skup T. 

Tada su  𝜆−1( 𝑖, 𝑖 + 1 ) i 𝜆−1( 𝑖 − 1, 𝑖 ) skupovi T ∪ {𝑖 + 1} ili T  ∪ {𝑖 − 1} konveksni skupovi jer prvi 

tuku svi elementi {0,1, … , 𝑖 − 1} a on tuče sve {𝑖 + 2, … , 𝑛 } a drugi tuku svi elementi {0,1, … , 𝑖 − 2} a on 

tuče sve  𝑖 + 1, … , 𝑛  . U svakom slučaju kada posmatramo intervale  0, 𝑇 ,  𝑇, 1  i  𝑛 − 2, 𝑇   

 𝑇, 𝑛 − 1  oni su svi konveksni skupovi u turniru 𝑻 ⋆ 𝑖 ⋆ 𝒏. Dakle, dobijamo da su i 𝜆−1( 0,1 ) i 

𝜆−1( 𝑛 − 2, 𝑛 − 1 ) disjunktni konveksni skupovi u 𝑻 ⋆ 𝑖 ⋆ 𝒏 pa ponovo dobijamo netrivijalne 

kongruencije (𝜆−1( 0,1 )) 2 ∪ ∆𝑻⋆𝑖⋆𝒏 i (𝜆−1( 𝑛 − 2, 𝑛 − 1 )) 
2
∪ ∆𝑻⋆𝑖⋆𝒏 sa presekom ∆𝑻⋆𝑖⋆𝒏  što je 

kontradikcija sa činjenicom da je 𝑨 poddirektno nesvodljiv i 𝑨 ≅ 𝑻 ⋆ 𝑖 ⋆ 𝒏. Dakle, mora biti 𝑛 ≤ 3. Za 

𝑛 = 1 imamo da je 𝑻 ⋆ 𝑖 ⋆ 𝒏 ≅  𝑻 i pošto je 𝑻 jako povezan turnir, a 𝑨 po pretpostavci nije jako povezan, 

ne može biti 𝑨 ≅ 𝑻 pa mora biti 𝑛 > 1. Dakle, 𝑛 ∈  2,3 . Primetimo da 𝑻 ⋆ 0 ⋆ 𝟑 nije poddirektno 

nesvodljiv jer su T i  1,2  disjunktni konveksni skupovi pa bi opet kongruencije koje ih sadrže kao 

netrivijalne klase imale presek ∆𝑻⋆0⋆𝟑 iz čega bi sledilo ne postojanje monolita i isto važi i za 𝑻 ⋆ 2 ⋆ 𝟑. 

Dakle i ova dva slučaja izbacujemo i ostaje nam da je (𝑖, 𝒏)  0, 𝟐 , (1, 𝟐) ili (1, 𝟑).  Konačno, imamo da je 

𝑨 ≅ 𝑻 ⋆ 𝑠 ⋆ 𝑺, gde je 𝑻 jako povezan netrivijalni turnir, a (𝑠, 𝑺) je  0, 𝟐 , (1, 𝟐) ili (1, 𝟑). Bez gubljenja 

opštosti, možemo pretpostaviti da je 𝑨 = 𝑻 ⋆ 𝑠 ⋆ 𝑺. Sada, ponovo iz dokaza Leme 3.5. imamo da je 

𝑪𝒐𝒏𝑻 ≅ [∆𝐴 , 𝑇2 ∪ ∆𝐴], gde je [∆𝐴 , 𝑇2 ∪ ∆𝐴] interval u mreži ConA i tada ako je 𝑨 poddirektno 

nesvodljiv, [∆𝐴 , 𝑇2 ∪ ∆𝐴] mora sadržati najmanju netrivijalnu kongruenciju pa je sadrži i 𝑪𝒐𝒏𝑻 zbog 

izomorfizma, tj. i 𝑻 je poddirektno nesvodljiv. Ako turnir 𝑨 ima nulti i jedinični element, pošto tada i 

𝑻 ⋆ 𝑠 ⋆ 𝑺 mora imati nulti i jedinični element, (𝑠, 𝑺) mora biti (1, 𝟑). Ako 𝑨 ima nulti a nema jedinični 

element, onda je (𝑠, 𝑺)= (1, 𝟐), a ako 𝑨 ima jedinični a nema nulti element,  𝑠, 𝑺 =  0, 𝟐 . Dakle, (𝑠, 𝑺) 

je jedinstveno određeno (do na izomorfizam) iz čega sledi da ako je 𝑨 ≅ 𝑻 ⋆ 𝑠 ⋆ 𝑺 i 𝑨 ≅ 𝑻′ ⋆ 𝑠 ⋆ 𝑺, onda 

mora biti i 𝑻 ≅ 𝑻′, pa je i 𝑻 ⋆ 𝑠 ⋆ 𝑺 jedinstveno određeno do na izomorfizam. 

Teorema 3.1. (Teorema Marotija) Svaki konačan poddirektno nesvodljiv turnir 𝑨, |A|≥ 2 ima do na 

izomorfizam jedinstvenu reprezentaciju 𝑨 ≅ 𝑺0 ⋆ 𝑠1 ⋆ 𝑺1 ⋆ …⋆ 𝑠𝑛 ⋆ 𝑺𝑛 , gde: 

1. Svaki 𝑺𝑖 je ili izomorfan sa 2, ili sa 3 ili je jako povezan prost turnir. 

2. Ne postoji 𝑖 takvo da su i 𝑺𝑖 i 𝑺𝑖+1 izomorfni lancima (2 ili 3), nego je bar jedan od 𝑺𝑖 i 𝑺𝑖+1 jako 

povezan. 

3. 𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖  za svako 1≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

4. 𝑺0 nije izomorfan sa 3, ako je 𝑺𝑖 ≅ 𝟑, onda je 𝑠𝑖 srednji element (koji se izomorfizmom slika u 1). 



26 
 

Takođe, 𝑺0 ⋆ 𝑠1 ⋆ 𝑺1 ⋆ … ⋆ 𝑠𝑛 ⋆ 𝑺𝑛 je konačan poddirektno nesvodljiv turnir za svaki izbor 𝑺0, 𝑺1, … , 𝑺𝑛 

za koji važe uslovi 1.−4. 

Dokaz: Dokaz demo dati indukcijom po broju elemenata turnira, |A|. Ako je |A|= 2, 𝑨 je dvoelementni 

lanac koji je prost turnir i onda je 𝑛 = 0 𝑖 𝑨 ≅ 𝑺0 gde je 𝑺0 turnir 2 i u ovom slučaju su zadovoljeni uslovi 

1.−4. : 𝑺0 je izomorfan turniru 2, ne postoji 𝑖 takvo da su i 𝑺𝑖 i 𝑺𝑖+1 izomorfni lancima (2 ili 3) jer 

nemamo 𝑖 ≥ 1 i 𝑺0 nije izomorfan sa 3. Pretpostavimo da za sve poddirektno nesvodljive turnire sa 

manje od |A| čvorova važi tvrđenje teoreme. Sada posmetramo turnir 𝑨 sa |A| čvorova. Ako je 𝑨 prost, 

onda je na osnovu Leme 3.5. 𝑛 = 0 𝑖 𝑨 ≅ 𝑺0 gde je 𝑺0 ili turnir 2 (što nam je baza indukcije) ili jako 

povezan prost turnir i u ovom slučaju su zadovoljeni uslovi 1.−4. jer 𝑺0 nije izomorfan sa 3 pošto je 𝑺0 

prost turnir a 3 nije i takođe je to jedina reprezentacija koja zadovoljava uslove 1.−4. jer 𝑻 ⋆ 𝑠 ⋆ 𝑺 uvek 

ima netrivijalnu kongruenciju kad je 𝑻 netrivijalan, to je 𝛼 = 𝑇2 ∪ ∆𝐴, pa 𝑨 kao prost turnir ne može biti 

izomorfan sa turnirom koji nije prost. Ako 𝑨 nije prost turnir, imamo dva slučaja, kada je 𝑨 jako povezan 

i kada nije jako povezan. Ako je 𝑨 jako povezan, onda na osnovu Leme 3.6. sledi da je reprezentacija 

𝑨 ≅ 𝑻 ⋆ 𝑠 ⋆ 𝑺, gde je 𝑺 jako povezan prost turnir i 𝑻 poddirektno nesvodljiv netrivijalan turnir, 

jedinstvena do na izomorfizam. Na osnovu Leme 3.2. imamo da ne postoji par 

(𝑠′, 𝑺′) ∈   0,2 ,  1,2 , (1,3)  takav da je 𝑨 ≅ 𝑻 ⋆ 𝑠′ ⋆ 𝑺′ jer tada 𝑨 ne bi bio jako povezan turnir. Pošto 

je 𝑻 turnir sa manje čvorova od |A|, za njega važi indukcijska pretpostavka, tj. 𝑻 ima jedinstvenu 

reprezentaciju 𝑻 ≅ 𝑺0 ⋆ 𝑠1 ⋆ 𝑺1 ⋆ …⋆ 𝑠𝑛 ⋆ 𝑺𝑛  za koju važe uslovi 1.−4. pa je i 𝑨 ≅ 𝑻 ⋆ 𝑠 ⋆ 𝑺 ≅ 𝑺0 ⋆ 𝑠1 ⋆

𝑺1 ⋆ …⋆ 𝑠𝑛 ⋆ 𝑺𝑛 ⋆ 𝑠 ⋆ 𝑺. Važi da je svaki 𝑺𝑖 je ili izomorfan sa 2, ili sa 3 ili je jako povezan prost turnir i 𝑺 

je jako povezan pa je zadovoljen uslov 1. Ne postoji 𝑖 takvo da su i 𝑺𝑖 i 𝑺𝑖+1 izomorfni lancima (2 ili 3), 

nego je bar jedan od 𝑺𝑖 i 𝑺𝑖+1 jako povezan i 𝑺 je jako povezan pa je zadovoljen uslov 2. Za svako 

1≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖  i 𝑠 ∈ 𝑆 pa važi 3. i 𝑺0 nije izomorfan sa 3 po indukcijskoj pretpostavci, ako je 𝑺𝑖 ≅ 𝟑, 

onda je 𝑠𝑖 srednji element opet po pretpostavci i ne može biti 𝑺 ≅ 𝟑 pošto je 𝑺 jako povezan turnir a 3 

to nije pa važi i uslov 4. Ako 𝑨 nije jako povezan turnir, na osnovu Leme 3.7. imamo da je 𝑨 ≅ 𝑻 ⋆ 𝑠 ⋆ 𝑺 

gde je (𝑠, 𝑺) ∈   0,2 ,  1,2 , (1,3)  i 𝑻 je jako povezan netrivijalni poddirektno nesvodljiv turnir i takođe 

imamo da je ova reprezentacija jedinstvena do na izomorfizam. Iz Leme 3.1. sledi da 𝑺 ne može biti prost 

jer tada 𝑨 ne bi bio jako povezan. Na osnovu indukcijske hipoteze 𝑻 ima jedinstvenu reprezentaciju 

𝑻 ≅ 𝑺0 ⋆ 𝑠1 ⋆ 𝑺1 ⋆ …⋆ 𝑠𝑛 ⋆ 𝑺𝑛  za koju važe uslovi 1.−4. I važi da je 𝑨 ≅ 𝑻 ⋆ 𝑠 ⋆ 𝑺 ≅ 𝑺0 ⋆ 𝑠1 ⋆ 𝑺1 ⋆ …⋆

𝑠𝑛 ⋆ 𝑺𝑛 ⋆ 𝑠 ⋆ 𝑺. 𝑺 je izomorfan sa 2 ili sa 3 pa važi 1. Kako je 𝑻 jako povezan, ako  𝑻 nije prost, na osnovu 

Leme 3.6. sledi da je 𝑺𝑛 jako povezan prost turnir, a ako je 𝑻 prost onda na osnovu Leme 3.5. opet sledi 

da je 𝑺𝑛 jako povezan prost turnir. Dakle, u svakom slučaju važi i uslov 2. Za svako 1≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖  i 

𝑠 ∈ 𝑆 pa važi 3. 𝑺0 nije izomorfan sa 3 po indukcijskoj pretpostavci, ako je 𝑺𝑖 ≅ 𝟑, onda je 𝑠𝑖 srednji 

element opet po pretpostavci i ne može biti 𝑺 ≅ 𝟑 pošto je 𝑺 jako povezan turnir a 3 to nije pa važi i 

uslov 4. Jedinstvenost 𝑺0 ⋆ 𝑠1 ⋆ 𝑺1 ⋆ … ⋆ 𝑠𝑛 ⋆ 𝑺𝑛 sledi iz indukcijske pretpostavke a jedinstvenost (𝑠, 𝑺) 

smo pokazali u Lemi 3.7. Indukcijom po 𝑛 pokazujemo da je 𝑺0 ⋆ 𝑠1 ⋆ 𝑺1 ⋆ … ⋆ 𝑠𝑛 ⋆ 𝑺𝑛 konačan 

poddirektno nesvodljiv turnir za svaki izbor 𝑺0, 𝑺1, … , 𝑺𝑛 i 𝑠1, … , 𝑠𝑛 za koje važe uslovi 1.−4. Za bazu 

indukcije posmatramo turnir 𝑺0. Na osnovu uslova 1. i 4. važi da je 𝑺0 ili izomorfan sa 2, za koji smo 

pokazali da je poddirektno nesvoljiv, ili jako povezan prost turnir koji je poddirektno nesvodljiv po 

definiciji. Ako pretpostavimo da za svaki turnir 𝑺0 ⋆ 𝑠1 ⋆ 𝑺1 ⋆ … ⋆ 𝑠𝑛 ⋆ 𝑺𝑛 u kome 𝑺0, 𝑺1, … , 𝑺𝑛 i 

𝑠1, … , 𝑠𝑛 zadovoljavaju uslove 1.−4. važi da je konačan poddirektno nesvodljiv. Posmatramo turnir 
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𝑺0 ⋆ 𝑠1 ⋆ 𝑺1 ⋆ …⋆ 𝑠𝑛 ⋆ 𝑺𝑛 ⋆ 𝑠 ⋆ 𝑺. Iz uslova 1. Sledi da je ili 𝑺 izomorfan sa 2 ili sa 3 i iz uslova 4. ako je 

𝑺 ≅ 𝟑, onda je 𝑠  srednji element pa imamo da (𝑠, 𝑺) ∈   0,2 ,  1,2 , (1,3)  iz čega na osnovu Leme 

3.2. važi da je 𝑺0 ⋆ 𝑠1 ⋆ 𝑺1 ⋆ …⋆ 𝑠𝑛 ⋆ 𝑺𝑛 ⋆ 𝑠 ⋆ 𝑺 poddirektno nesvodljiv, ili je 𝑺  jako povezan prost 

turnir pa sada na osnovu Leme 3.1. sledi da je 𝑺0 ⋆ 𝑠1 ⋆ 𝑺1 ⋆ …⋆ 𝑠𝑛 ⋆ 𝑺𝑛 ⋆ 𝑠 ⋆ 𝑺 poddirektno nesvodljiv. 

Definicija 3.6. Za svaki netrivijalni poddirektno nesvodljivi konačan turnir 𝑨, reprezentacija  

naduvavanjem turnira 𝑨 je jedinstveni proizvod  𝑺0 ⋆ 𝑠1 ⋆ 𝑺1 ⋆ … ⋆ 𝑠𝑛 ⋆ 𝑺𝑛 izomorfan sa 𝑨 za koji važe 

uslovi: 

1. Svaki 𝑺𝑖 je ili izomorfan sa 2, ili sa 3 ili je jako povezan prost turnir. 

2. Ne postoji 𝑖 takvo da su i 𝑺𝑖 i 𝑺𝑖+1 izomorfni lancima (2 ili 3), nego je bar jedan od 𝑺𝑖 i 𝑺𝑖+1 jako 

povezan. 

3. 𝑠𝑖 ∈ 𝑆𝑖  za svako 1≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

4. 𝑺0 nije izomorfan sa 3, ako je 𝑺𝑖 ≅ 𝟑, onda je 𝑠𝑖 srednji element (koji se izomorfizmom slika u 1). 
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