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Predgovor

Tema ovog master rada su, kao $to i naslov kaze, Sturmove reci i njihova
primena u teoriji brojeva. U pitanju su beskonacne binarne reci koje se mogu
definisati na vise razli¢itih, medusobno ekvivalentnih na¢ina. Rad se sastoji
od tri dela.

U prvom delu su definisani pojmove koje ¢emo da koristimo tokom rada i
predstavljeno je nekoliko klju¢nih teorema iz oblasti kombinatorike na re¢ima.

Drugi deo rada je posveéen Sturmovim re¢ima. Prvo se daju njihove os-
novne osobine. U prvoj sekciji ovog dela dokazuje se Morse-Hedlundova teo-
rema, koja daje ekvivalenciju Sturmovih reci, aperiodiénih balansiranih reci
i mehanickih reci sa iracionalnim nagibom. U drugoj sekciji se ispituje palin-
dromska slozenost Sturmovih reéi i pomoéu toga se daje njihova karakteri-
zacija. Trec¢a sekcija je posveéena povratnim rec¢ima, i tamo se dokazuje da
je re¢ s Sturmova ako i samo ako skup povratnih reci za svaki njen faktor
sadrzi tacno dva elemenata. U ¢etvrtoj sekciji su informativno predstavljene
jos neke karakterizacije.

U treéem delu rada paznja je usmerena na primene Sturmove reéi u teoriji
brojeva. Izlozena su tri vazna rezultata. U prvoj sekciji se najpre daje kri-
terijum transcendentnosti preko cifarskog zapisa u nekoj bazi, a zatim preko
veriznih razlomaka. U drugoj sekciji pokazuje da se Sturmove reci u teoriji
brojeva pojavljuju ne samo u pitanjima transcendentnosti ve¢ i u drugim
kontekstima, konkretno (kako se ispostavilo tek pre nekoliko godina) i u ispi-
tivanju ponaSanja razlomljenih delova brojeva oblika £b".

Na kraju zelim da se zahvalim svim mojim profesorima, od kojih sam
mnogo naucila u toku skolovanja i studiranja.

Zahvalnost dugujem i mojim drugovima i drugaricama, koji mi nisu za-
merili sto sam ih u zadnje vreme toliko puta ignorisala.

Najvecu zahvalnost dugujem svojoj porodici: tati Jozefu, mami Jeleni,
sestri Moniki i mom Danijelu na podrsci koju mi neprestano pruzaju.

I posebno bih izdvojila mog mentora, dr Bojana Basi¢a, ne samo na od-
abiru zanimljive teme i savetima u toku pripreme ovog master rada, ve¢ i na
ukazanom poverenju, strpljenju i podrsci.

Kristina Ago



1 Uvod

Kombinatorika na recima je relativno mlada grana matematike, koja je brzo
nasla primene u mnogim kako matematickim, tako i nematematickim oblas-
tima. Kao Sto i sam naziv kaze, njeni centralni objekti izucavanja su reci,
konac¢ne i beskonac¢ne. U matematickom smislu, reci su konacni ili beskonacni
nizovi simbola iz unapred utvrdenog skupa, koji nazivamo alfabet.

U ovoj sekciji definiSemo pojmove koje ¢emo da koristimo tokom rada kao
Sto su rec, prefiks, sufiks, faktor, palindrom, morfizam, faktor-graf beskonacne
reci. ... Definisu se razne vrste reci: periodi¢ne, eventualno periodi¢ne, aperi-
odi¢ne, rekurentne i uniformno rekurentne reci, i pokazuje se njihov medusobni
odnos. Pored toga se dokazuje jos nekoliko osnovnih teorema iz oblasti kom-
binatorike na recima.

Definicije i teoreme koje su ovde navedene se mogu nadi u [2], [5], [13],
[14], [15] i [16].

Definicija 1.1. Neka je ¥ proizvoljan neprazan skup simbola, koji zovemo
alfabet, a njegove elemente zovemo slovima. Konacne ili beskonacéne nizove
slova nazivamo reci nad alfabetom 3.

Oznacimo sa >2* skup konacnih reci, a sa 3°° skup konacnih ili beskonaé¢nih
reci nad X.

Primer 1.2.

e Za¥ ={a,b,c 0,1} re¢i nad ¥ su, recimo, abe, a0bl, 01010101010101,
abcabcabcabe . . . ;

e Nad alfabetom ¥ = {x} mozZemo formirati sledeée reci: x, xx, rax,

Na skupu ¥* mozemo definisati binarnu operaciju na slede¢i nacin:

Definicija 1.3. Neka su u = ujus ... u,, v = vV10s ... 0, dve reci, gde su uq,
U, - .., Up, V1, V2, ..., Uy Slova koja ne moraju biti razlicita. Proizvod reci
ULV Je re¢ w = Ujls ... UyV1V3 ... Upy. PiSemo w = uv.



Operacija koju smo upravo definisali zove se konkatenacija ili nadovezi-
vanje. Primetimo da je proizvod uv dobro definisan i u sluc¢aju kada je re¢ v
beskona¢na. Za k € N oznacimo sa w* re¢ wwwuw . ..w, gde smo w napisali
k puta, a sa w*™ beskonacnu re¢ wwwwww . ...

Sada ¢emo definisati i jednu unarnu operaciju ~: 3* — ¥*.

Definicija 1.4. Neka je v = aqas...a,, gde su ay, as, ..., a, slova. Tada
definisemo u = ana,_1 ...a1. Ovako definisanu operaciju nazivamo preokre-
tange.

Neka su v 1 v konacne reci. Lako se vidi da operacija ~ ima sledece osobine:

~ —~

U=u, uv =0u, U0 = VU = V.

Broj slova kona¢ne re¢i v nazivamo duzina reci v, i ozna¢avamo sa |v|.
Re¢ duzine 0 zovemo prazna re¢ i obelezavamo je sa . Za sve re¢i v € X*
vazi:

EV = vE = 0.
Definicija 1.5. Konacna rec¢ u je
e prefiks reci w € X°° ako i samo ako w = ux za neko x € 3X°°;
o sufiks reci w € X* ako i samo ako w = yu za neko y € ¥*;

o faktor reci w € X°° ako i samo ako w = puq za neko p € ¥* 1 q € X°°.

Prefiks (respektivno sufiks, faktor) je pravi ako i samo ako x # € (respektivno
y#e, pqe)

Neka je x proizvoljna re¢. Uvodimo sledece oznake:
e [(x) - skup svih faktora reci x;

e F,(x) - skup svih faktora duzine n reci x;

o Pref(x) - skup svih prefiksa reci z;

e Suf(x) - skup svih sufiksa reé¢i z.

Definicija 1.6. Za re¢ u € X* kaZemo da je palindrom ako i samo ako u = u.



Skup svih palindromskih faktora reci w € ¥*° oznac¢imo sa Pal(w). Skup
svih palindromskih faktora duzine n ozna¢imo sa Pal,(w).

Definicija 1.7. Beskonacna re¢ w je
e periodicna ako © samo ako w = v>*° za neko v € ¥*;
e cventualno periodicna ako 1 samo ako w = uv™ za neko u,v € X*;
e aperiodicna ako 1 samo ako nije eventualno periodicna;

o rekurentna ako i samo ako se svaki faktor reci w pojavijuje u njoj
beskonacno mnogo puta;

e uniformno rekurentna ako i samo ako je rekurentna i za svaki njen
faktor vazi da je razlika izmedu svaka dva uzastopna pojavljivanja tog
faktora u reci w ogranicena odozgo.

Primer 1.8.

e (0101010101010101. .. je periodicna rec;

abc010101010101. . . je eventualno periodicna rec;

314159265359. . . (tj. re¢ koja je formirana pomocu cifara broja m) je
aperiodica rec;

sve Sturmove reci, kojima se bavi ovaj rad, jesu rekurentne;

uniformno rekurentna je Thue-Morseova rec t, koju definisemo na sledeci
nacin:
Uy = Oa Vo = ]-a

Up+1 = UpUp, Unt1 = Uplp, N > O,

t = lim u,.
n—oo

(Gorngi limes oznacava beskonacnu re¢ takvu da su sve reéi w, njeni
prefiksi; kako je svaka re¢ wu, prefiks reci u,,q, ovaj limes je dobro

definisan.)
Pocetak reci t je t = 01101001100101101001011001101001 ...

(Dokaz da je ova re¢ zaista uniformno rekurentna moze se naci u [10].)



Neka je x proizvoljna rec. Koristicemo oznaku z[i] za slovo koja se nalazi
na i-toj poziciji u z, a oznaku zli, j| za faktor ¢ije se prvo slovo nalazi na
1-toj a poslednje slovo na j-toj poziciji u x. Prilikom odredivanja pozicije sma-
tramo da je prvo slovo posmatrane reci na poziciji 1 uz izuzetak mehanicke
reci u sekciji 2.1, gde zbog tehnickih razloga smatramo da je prvo slovo na
poziciji 0.

Neka su u i v konacne reci. Koristi¢emo i slede¢u notaciju:

uly = [{i: 0 <@ < Ju| = ol uli + 1,7 + [v]] = v}].

Definicija 1.9. Ceo broj p se naziva period beskonacne reéi w ako i samo
ako wli] = wi + p| za sve i > 1.

Primer 1.10. Primetimo da period reci nije jedinstveno odreden. Na primer
za re¢ abcabcabcabcabeabe . .. vazi da p moZe biti 3,6,9. ...

Lema 1.11. Beskonacna re¢ w je uniformno rekurentna ako i samo ako za
sve njene faktore u postoji prirodan brojn takav dau € F(v) za svev € F(w)
za koje je |v| =n

Dokaz. (=) Za n mozemo uzeti n = b+ |u] — 1, gde je b ogranicenje iz
definicije uniformne rekurentnosti.

(«<=) Pretpostavimo da postoji takvo n. Tada za ogranic¢enje izmedu uza-
stopnih pojavljivanja faktora u mozemo uzeti n — |u| + 1. |

Teorema 1.12. Periodicne reci su uniformno rekurentne.

Dokaz. Neka je w beskona¢na periodi¢na re¢ sa periodom k i neka u € F(w),
|u| = n. Za vrednost k +n — 1 vazi da u € F(v) za sve v € F(w) za koje je
|v| = k4+n—1, pana osnovu leme 1.11 sledi da je w uniformno rekurentna. M

Definicija 1.13. Dve konacne re¢i u 1 v su konjugovane ako i samo ako
postoje konacne reci x iy tako da

U=2IY 1V =Y.

Konjugovanost reci je relacija ekvivalencije. DefiniSemo preslikavanje ~y
na sledeci nacin:

Neka je a slovo a = konacna re¢. Tada y(az) = za. Oznacimo I'(v) =
{7"(v) : 0 < n < |v|}. I'(v) je klasa ekvivalencije reci v u odnosu na konju-
govanost.



Lema 1.14. Neka je ¥ alfabet. Za konacne reci u,v € ¥*\{e} vazi da uv =
vu ako © samo ako postoj t € X* takvo da je u = t? 1 v = t? za neke prirodne
brojeve p i q.

Dokaz. (<) Neka postoji takvo t. Tada jasno vazi uv = vu = P+,

(=) Dokazimo indukcijom po |u| + |v]. Ako |u| = |v| = 1 tvrdenje jasno
vazi. Pretpostavimo da je |u| + |v] > 2 i neka je bez umanjenja opstosti
|u| > |v|. Razlikujemo dva slucaja.

o |ul = |v|:

Tada kako uv = vu sledi da je u = v pa za t mozemo uzeti t = u = v.

o |ul > |vf:
Tada uv = vu implicira da je v prefiks od u, tj. © mozemo zapisati u
obliku u = vv;. Sada iz uv = vu sledi

VULV = VUV
tj.
V10 = V1.

Kako |v| + |v1| < |u| + |v] po induktivnoj hipotezi postoji t € ¥* takvo
dav=1tr, vy =tltju=tPT710v=1P.

Teorema 1.15. Neka je w beskonacna, eventualno periodicna rec. Ako je
ona rekurentna tada je 1 periodicna.

Dokaz. Neka je w eventualno periodi¢na rec. Tada je ona oblika w = uv®™ za
neke u,v € ¥*. Pretpostavimo da je v najmanji moguéi period. Ako u = ¢,
tada nema sta da dokazujemo; zato pretpostavimo da u # e. Kako je w
rekurentna, sledi da se njen faktor uv pojavljuje u njoj beskonacno mnogo
puta. Rec u je konacne duzine, pa sledi da sigurno postoji pojavljivanje reci
uv u v™®. Neka je uv = vpv*vy, gde vy € Suf(v), a vy € Pref(v), i neka su
v} i vh reci takve da v = v1vh = vivy. Kako uv = vyv*vy, sledi da v mozemo
napisati i u obliku vjv;. Sada postoje tri moguénosti:

e 0< |vg] <ol

Tada, kako je v = v1vh = vhvq, sledi na osnovu leme 1.14 da |v| nije
najmanji period reci v>*° pa dobijamo kontradikciju sa nasom pret-
postavkom.



® VU =¢&!

U ovom slu¢aju imamo

uv = vav® = vy (V]vy)*

.
w = uv™ = uvv™ = vy (Vi) * (v]vg)® = (v90))*.
® U1 =V
Sada je
u = vov* = vy(v]y)"
.
w = uv™ = vy (V2" (V1) = (vyv))>.

Sada na osnovu teoreme 1.12 i 1.15 sledi da beskonaé¢ne re¢i mogu biti
kategorizovane na slede¢i nacin:

EVENTUALNO APERIODICNE
PERIODICNE

~ UNIFORMNO
PERIODICNE REKURENTNE REKURENTNE

Slika 1.

Definicija 1.16. Neka su A i B alfabeti. Funkcija f : A* — B* naziva se
morfizam ako i samo ako f(xy) = f(x)f(y) za sve x,y € A*.

Slicno mozemo definisati funkciju iz f A* u B* koju takode zovemo
morfizam:

Definicija 1.17. Neka su A i B alfabeti. Funkcija f : A® — B> zove se
morfizam ako i samo ako f(ajay...a,...) = f(a1)f(az)... f(as)....

8



Neka je f morfizam. Preslikavanje f™ definiSemo rekurzivno sa f"(z) =
F(f"Y(x)). f° oznacava identicko preslikavanje, a f> je lim, ., " (ukoliko
ovaj limes postoji; videti jos jednom primer 1.8).

Napomena 1.18. Primetimo da je morfizam jednoznacno odreden slikama
slova.

Definicija 1.19. Neka je w beskonacna rec. Faktor-graf reda n reci w, u
oznaci Gn(w), je orijentisan graf éiji su c¢vorovi elementi skupa F,(w), a iz
cvora u u ¢vor v postoji grana ako i samo ako postoje slova a i b takva da su
ua 1 bv faktori rec¢i w i vazi ua = bv

Primer 1.20. Posmatrajmo kako izgledaju faktor-grafovi reci abe(01)* (Slika
2.) @ Thue-Morseove reci (Slika 3.) zan =2 in = 3:

o) /ﬁ\\
[cal [0,b] [,c [0,a] [1,b] [0,c]
010 101

ab bc <] 01 10 abc bco <01

Slika 2.

o1 [0,0]

" 00 1,11 010 [0,0] 101

[1.1] 10

Slika 3.



Teorema 1.21. Neka je w beskonacna rec. Tada su sledecéi uslovi ekviva-
lentni:

1. w je eventualno periodicna;

2. {|F(w)| : n > 0} je ograniceno;

3. |Fp(w)| <n+k—1 zanekon > 1, gde je k broj razlicitih slova u w;
4. |Fp(w)| = |Fri(w)| za neko n.

Dokaz. (1) = (2) Neka je w eventualno periodi¢na. Tada je ona oblika w =
uv™ za konac¢ne reci u i v. Lako je videti da za svako n vazi |F,(w)| < |uv].

(2) = (3) Pretpostavnimo da je |F,(w)| ograni¢eno, tj. da postoji priro-
dan broj ¢ takav da za sve n > 0 vazi |F,,(w)| < ¢. Tadazasve n > c+1—k,
gde je k broj razlicitih slova u w, vazi |F,(w)| <c<n+k—1.

(3) = (4) Pretpostavimo suprotno, tj. da za sve n vazi | F,,(w)| < |Fp41(w)].
Tada mozemo da zapisemo da je |F, . 1(w)| = |F,(w)|+d(n), gde je d funkcija
za koju vazi d(n) > 1 za sve prirodne brojeve n. Sada imamo

Fuw)] = [Fy(w)] + Y di) = n -k~ 1

Dobili smo kontradikciju.

(4) = (1) Neka postoji n takvo da je |F,,(w)| = |F,41(w)|. Posmatrajmo
faktor-graf reda n ove reci. Kako je svaki faktor reda n prefiks nekog faktora
reda n + 1, sledi da iz svakog ¢vora izlazi bar jedna grana. Uslov |F,(z)| =
|Fo1(2)| znaci da svaki faktor duzine n moze biti produzen na jedinstven
nacin, pa sve zajedno imamo da iz svakog ¢vora izlazi tacno jedna grana.
Putanja koju beskonacna re¢ opisuje je jedinsveno odredena, i (eventualno
posle nekoliko koraka) kruzi¢e po konturi. Ovo upravo znaci da je re¢ w
eventualno periodicna. [ |

Na kraju ove sekcije da¢emo jos jedan dovoljan uslov za eventualnu peri-
odi¢nost reci.

Definicija 1.22. Faktor u beskonacne rec¢i w nad X se naziva konzervativni
faktor ako i samo ako postoji tacno jedno slovo a € ¥ takvo da ua € F(w).
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Teorema 1.23. Neka je w beskonacna rec¢ i neka je za fiksirano n > 1 ¢
broj konzervativnih faktora reci w duzine n. Ako u F(w) postoji faktor u
duzine n + ¢ ¢iji su faktori duzine n svi konzervativni, tada je w eventualno
pertodicna.

Dokaz. Neka je u = ajas ... a, . faktor duzine n ¢iji su svi faktori duzine n
konzervativni. Posmatrajmo faktor graf G, (w). On sadrzi ¢vor a; ...a, iz
tog Cvora postoji jedinstven put (kontura)

[an+17a1] [an+2a2} [an+07an+(;72]
a1ag . ..Qp — 4203 ... Ap41 aj...0ay,

koja odgovara re¢i u = ajas . .. a,y . i koja vodi nazad u ¢vor ay ... a,. Ako u
reCi w stignemo do faktora ajas .. .a,, posle toga svako slovo je jedinstveno
odredeno jer u odgovarajuc¢em faktor grafu stalno kruzimo po istoj konturi.
Dakle, re¢ w je eventualno periodi¢na. [ |

11



2 Sturmove reci

U ovoj sekciji éemo prvo definisati Sta su Sturmove reéi i pokazati nekoliko
njihovih osobina, kao sto su aperiodi¢nost, rekurentnost i uniformna rekurent-
nost, da bismo videli gde se one nalaze u skupu svih re¢i nad dvoelementim
alfabetom. Osnovni primer Sturmove reéi je Fibonacijeva re¢, pa ¢emo dati
dokaz da ona zaista predstavlja primer Sturmove reci. Zatim slede podsek-
cije u kojima se bavimo raznim karakterizacijama Sturmove reci. Naredne
stranice se oslanjaju na [14] i [16].

Definicija 2.1. Neka je s beskonacna rec. KaZemo da je s Sturmova re¢ ako
1 samo ako za sve n = 0 vaZi

|F(s)] =n+1.

Za n = 0 dobijamo da s sadrzi jedan faktor duzine 0, jasno to je prazna
re¢. Za n = 1 dobijamo |Fi(s)| = 2, pa mozemo zakljuciti da Sturmove
reci sadrze tacno dva razlicita slova, tj. one su formirane nad dvoelementnim

alfabetom. U nastavku rada ¢emo bez umanjenja opsStosti pretpostaviti da
Y. =4{0,1}

Primer 2.2. Fibonacijeva re¢ predstavlja najpoznatiji primer Sturmove reci.
Jedan od nacina da se definise ova rec je sledeci:

fO = 07f1 = Olafn+2 = fn+1fna
f=lim f,.
n—oo

Dakle,
f=0100101001001010010100100101001001 . ..

Fibonacijevu re¢ mozemo definisati i kao > (0) pomocéu morfizma

0~ 01
1~0.

Zaista, za svako n > 0 vazi o(fn) = for1- Zan =0 1in =1 imamo
¢(fo) = (0) =01 = f

12



w(f1) = ¢(01) = 010 = f>.

Dalje radimo indukcijom. Pretpostavimo da nase turdenje vazi za sve prirodne
brojeve koje su manje od n. Tada:

Qp(fn> = ¢(fn71fn72)
= SO(fn—l)SO(fn—Q)

- fnfn—l
= fn+1~
Dakle, za svakon >0
fo=0(fo1) = @ (faz) = --- = ¢"(fo) = ¢"(0),

1 otuda
f=lim f, = lim ¢"(0) = ¢©>(0).
n—oo n—oo
Fibonacijeva rec je fiksna tacka morfizma :

o(f) = p(¢™(0)) = 9>(0) = f.

Kasnije ¢emo dati i formalan dokaz da Fibonacijeva rec zaista predstavlja
primer Sturmove reéi, a sada ¢emo samo ilustrovati definiciju koju smo dali.
Pogledajmo kako izgledaju skupovi F,(f). Zan = 01in = 1 situacija je jasna,
a za n = 2 imamo sledece:

o Fy(f) ={01,10,00}, sledi |Fy(f)| = 3;
e F3(f) ={010,100,001,101}, sledi |F3(f)| = 4;
e Fy(f) ={0100,1001,0010,0101, 1010}, sledi |Fy(f)| = 5....

Teorema 2.3. Sturmove reci su aperiodicne.

Dokaz. Na osnovu teoreme 1.21 imamo da je beskonacna re¢ eventualno pe-
riodi¢na ako i samo ako |F,(w)| < n+ k — 1 za neko n > 1, gde je k broj
razlicitih slova koja se pojavljuju u w. Kako je broj slova Sturmovih reéi 2,
ako bismo hteli pokazati da je Sturmova re¢ s eventualno periodicna treba
naéi bar jedno n takvo da F,(s) < n + 1 tj. F,(s) < n. Jasno, takvo n ne
postoji jer na osnovu definicije Sturmovih re¢i imamo da za sve n > 0 vazi
|F,(s)| = n + 1. Sledi da su Sturmove reci aperiodicne. [

13



Dakle, Sturmove rec¢i mogu biti okarakterisane kao aperiodi¢ne reci ¢ija
je faktorska slozenost minimalna.

Teorema 2.4. Sturmowve reci su rekurentne.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka je s Sturmova re¢ i neka postoji fak-
tor x koji se pojavljuje samo konac¢no mnogo puta u s. Tada s mozemo
da zapisemo u obliku s = s'w, gde je s’ konacna re¢ i vazi da x ¢ F(w).
Oznac¢imo sa n duzinu rec¢i z. Skup F,(w) je strogi podskup od F,(s) jer
u € F,(s)\F,(w). Odavde mozemo zakljuciti da

|Fo(w)| < |Fu(s)]=n+1.

Prema teoremi 1.21 to znaci da je re¢ w eventualno periodicna, tj. moze da
se zapiSe u obliku w = wv™ za neku konacne rec¢i u i v. Sledi da je s =
suv™®, s'u € *. Kontradikcija, jer smo malopre zakljucili da su Sturmove
reci aperiodicne. [ ]

Teorema 2.5. Sturmove reci su uniformno rekurentne.

Dokaz. Pretpostavimo da Sturmova reé¢ s nije uniformno rekurentna. Fiksir-
ajmo proizvoljan faktor u re¢i s duzine n. Pokazujemo da postoji prirodan
broj m takav da ne vazi F,(s) = m+1. Nadi ¢emo prvo n+2 razlicita faktora
re¢i s duzine m koji pocinju sa v i zatim m — n razlicitih faktora duzine m
koji ne pocniju sa u.

Kako na osnovu prethodne teoreme znamo da je s rekurentna, za dovoljno
veliko m postoji faktor s[i,7+m — 1] reci s koji n+ 1 puta sadrzi u, a prema
nasoj pretpostavci, kako s nije uniformno rekurentna, postoji prirodan broj
Jj takav da s[i + j,i + j +m — 1] ne sadrzi u.

Posmatrajmo niz reci s[i + h,i + h+m — 1], h=10,1...j. Znamo da

|s[i,i +m —1]], =n+1

ida je
|s[i + j, i+ 7 +m—1], =0.

Primetimo da

|s[i+h,i+h+m—1]|,—|s[i+h+1,i+h+1+m—1]|,| <1, h=0,1,...,5—1,
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i kada vazi
sli+h+1,i+h+1+m—1], —sli+hi+h+m-—1]=—1,

tada s[i + h,i + h +m — 1] pocinje sa u.

Kako h prolazi od 0 do j broj pojavljivanja reci v u odgovarajuc¢em faktoru
od n + 1 stize do 0 i kako se u svakom koraku ta vrednost povecava ili
smanjuje najvise za 1, sledi da postoje celi brojevi hy, ho,...h, takvi, da
hi <hy <---<hpizaj=1,2,...,n

|sli+hj,i+h;j+m—1]l,=n—j+1,

|sli +hj+1,i+h;+14+m—1]|, <|s[i + hj, i+ h; +m — 1]],.

Dakle, za j = 1,2,...,n re¢ s[i + hj,i + hj +m — 1] pocinje sa u i sadrzi
tacno n — j + 1 pojavljivanja faktora u. Na ovaj nacin smo pronasli n + 2
razlicitih faktora duzine m koji pocinju sa wu.

Sada posmatrajmo faktor v duzine m u kojem w se pojavljuje tacno jed-
nom i to kao sufiks re¢i v. Takav faktor postoji jer po pretpostavci s nije
uniformno rekurentna. Neka je v = s[k, k + m — 1] za pogodno izabrano k.
Posmatrajmo sada faktore s[k+j,k+j+m—1], 7 =0,1,...,m—n—1. Njih
ima ukupno m —mn i svi su medusobno razli¢iti. Ako pretpostavimo da postoji
pigtakoda 0 <p < qg<m—nisli+p,i+p+m—1] = s[i+q,i+qg+m—1]=w,
tada mozemo zapisati w = zpuy, = TuY, 1 V = U,T,u = VT u za neke
T, Tgs Yp, Yg, Ups Vg € LF, gde |z, > |z,|. Kako z,u = z,uu’ za neko v’ € ¥*
zZa v vazi:

v = vz ul’ = vyTau

tj. u njemu imamo dva pojavljivanja faktora u. Kontradikcija. Dakle uocili
smo m — n razli¢itih faktora medu kojih nijedan ne pocinje sa wu.

Ukupno smo nasli n+ 2 razlicita faktora re¢i s duzine m koja pocinju sa u
i m — n razlicita faktora koja ne pocinju sa u. Sledi F,,,(s) > n+2+m—n =
m + 2. Kontradikcija sa ¢injenicom da je s Sturmova rec. [

Prema prethodnoj teoremi skup Sturmovih reéi nad ¥ je podskup skupa
aperiodi¢nih, uniformno rekurentnih reci:
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EVENTUA'LNO APERIODICNE
PERIODICNE

ot

STURMOVE

UNIFORMNO

PERIODICNE REKURENTNE REKURENTNE

Slika 4.

Nisu sve aperiodi¢ne i uniformno rekurentne re¢i Sturmove tj. skup Sturmovih

reci je strogi podskup skupa aperiodi¢nih uniformno rekurentnih reci. To nam
pokazuje recimo Thue-Morseova rec¢ iz primera 1.8. Podsetimo se, prvih neko-
liko slova te reci su bila

= 0110100110010110....

Imamo da je Fy(t) = {01,11,10,00}, tj. |Fa(t)] = 4 # 3 pa re¢ t nije
Sturmova.

Definicija 2.6. Desni specijalni faktor reci w je re¢ u takva da 1 u0 ¢ ul
pripadaju skupu F(w), dok je levi specijalni faktor re¢ v takva da i Ov i 1v
pripadaju skupu F(w).

Iz definicije Sturmovih re¢i odmah sledi slede¢a teorema:

Teorema 2.7. Beskonacna rec s je Sturmova ako i samo ako za svakon > 0
postoji tacno jedan desni specijalni faktor duZine n.

Vratimo se sad na Fibonacijevu rec f.
Propozicija 2.8. Fibonadijeva re¢ je Sturmova.

Dokaz. Dokaza¢emo da za svaku duzinu n postoji tacno jedan desni specijalni
faktor.

e f ima najvise jedan desni specijalni faktor svake duzine:

Prvo dokazujemo da ne postoji re¢ x takva da 020 i 1z1 oba pripadaju
skupu F(f). Ako je re¢ x duzine 0, tada = = ¢, pa treba da pokazemo da
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00 i 11 ne mogu istovremeno biti faktori reci f. Medutim, za faktor 11
lako se vidi da se ne moze pojavljivati u f jer f = ¢(f) a o(f) se sastoji
od proizvoda reci 01 i 0, odavde ¢(f) pa samim tim i f ne moze da
sadrzi dve jedinice jedno pored druge. Dalje, ako je duzina reé¢i x jedan,
tada imamo da dokazemo da 000 ili 101 ne moze da pripada skupu
faktora f. (Za x = 1 odmah imamo trazeno.) Pokazimo da 000 ¢ F(f).
Naime, primetimo da one nule u ¢(f) = f posle koje ponovo sledi 0
moraju da budu slike jedinice. Dakle 00 € Pref(000) je slika ¢(11),
sto daje kontradikciju, jer malopre smo ustanovili da 11 ne pripada
skupu faktora reci f. Pretpostavimo da postoji takvo x za koje ne vazi
tvrdenje, i pretpostavimo da medu svim takvim re¢ima z ima najmanju
duzinu. Ta duzina je bar 2. Na osnovu dosadasnjih razmatranja mozemo
zakljuciti da je x oblika 0y0 za neko y. Vazi da su 020 i 1z1 tj. 00y00 i
10y01, u F(p(f))=F(f), stavise i 010y01 € F(f). Na osnovu toga Sto
smo malopre zakljucili da one nule posle koje ponovo stoji nula moraju
da budu slike jedinice sledi da postoji z takvo da ¢(1z1) = 00y0 i
©(020) = 010y01. Ovo nam pokazuje da su 0z0 i 1z1 su faktori reci f,
medutim ovo je kontradikcija, jer |z| < |¢(2)| = [0y| < [0y0] = |z|.

Sada mozemo dokazati da postoji najvise jedan specijalni faktor svake
duzine. Pretpostavimo suprotno: neka su u i v desni specijalni faktori.
Oznacimo sa x njihov najduzi zajednicki sufiks. Tada ¢emo imati da su
reci 020 i 1x1 faktori rec¢i f. Kontradikcija sa prethodnim razmatran-
jem.

f ima bar jedan desni specijalni faktor svake duzine:

Prvo dokazimo da za proizvoljnu konacnu rec¢ u vazi

Dokaz radimo indukcijom po duzini reci u. Ako je duzina u jednaka 1,
tada je u = 0 ili w = 1, pa imamo:
— zau=0:0(0)0 = (0)0 = 010 = 001 = 0p(0);

—zau=1:¢(1)0=p(1)0 =00 =00 = 0p(1).

Dalje, ako pretpostavimo da tvrdenje vazi za neku re¢ x, mozemo
dokazati da ¢e vaziti i za re¢i Oz i 1. Pokazimo da vazi za Ox, slucaj
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1z je analogan.

Sad dokazimo da za n > 2 vazi sledeca relacija:

fn+2 = gnfnfntna (1)
gde je go = ¢, za n > 3 vazi
gn = fn—3 cee f1f07

01, =za parno n;
t, =
10, =za neparno n.

Za dokaz ove relacije koristimo ponovo indukciju.
f1=¢(010)(010)10,
f5 = 0(10010)(10010)01.

Primetimo da vazi gp(fnfntn) = Of;;ﬁ:;tnﬂ. Zaista, za neparno n
(sliéno i za parno n) imamo:

o(Fafutn) = ©(fafuO1) = @(fufu01) = o(fofn)e(01)

—_ /S

= 0(fufa)010 = 00 ( fu £2)10 = 0p(f) o (f)10

= 00(f2)2(f)10 = 0fr1 far110

= Ofn+1fn+1tn+1-
Takode vazi za n > 31 ©(9,)0 = gny1, jer

©(92)0 = (fr-z ... [1£0)0 = o(fu-3) .- (f1)p(fo)0
= fn72 < f2f10 = fn72 < f2f1f0

= On+1-

18



Sada mozemo da dokazujemo (1). Za n > 4 vazi:

fn-i—l)
9n— 1fn lfn ltn l)

far2 = o(
o(
?(gn-1)¢(Fa-1fa-1tn1)
o(
9n

Gn-1)0fn futn
fnfn n

Lako je uociti da prvo slovo od f; je uvek razlicito od prvog slova t,,.
Ovo implicira je da re¢ f,, desni specijalni faktor za n > 2. Kako je
svaki sufiks desnog specijalnog faktora takode desni specijalni faktor,
imamo da za svaku duzinu postoji bar jedan desni specijalni faktor.

Time smo dokaz zavrsili. [ ]
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2.1 Morse-Hedlundova teorema

U ovoj sekciji ¢emo dokazati teoremu koja daje ekvivalenciju Sturmovih rei,
aperiodi¢nih balansiranih re¢i i mehanickih re¢i sa iracionalnim nagibom.
Ovu teoremu su pokazali G. A. Hedlund i M. Morse u radu [11]. Dokaz se
moze nadéi i u knjizi [14].

Definicija 2.9. Visina konacne reci nad ¥ = {0,1} je broj jedinica u njoj.
Visinu reci u oznacimo sa h(u).

Primer 2.10.
e 1(0100101001) = 4;
e 1(000) = 0;
o h(e) =0.

Definicija 2.11. Za dve konacne reci iste duzine definisemo funkciju 0 na
sledeci nacin:
6(u,v) = [h(u) — h(v)].

Definicija 2.12. Skup rec¢i X je balansiran ako i samo ako za sve u,v € X
vazi:

jul = o[ = d(u,v) < 1;
Konacéna ili beskonacna re¢ x je balansirana ako i samo ako je skup F(x)
balansiran.

Definicija 2.13. Za realne brojeve o € [0,1] i p € [0,1) moZemo definisati

. . , L
dve beskonacne reci s, s, , nad alfabetom {0,1} na sledeci nacin:

Sapln] = la(n +1) + p| — [an + p];

s;7p[n] = [a(n+1)+p] — [an+ p].

Rec sy, se zove donja mehanicka reé, a s, , gornja mehanicka re¢ sa nagibom
a 1 odseckom p.

Napomena 2.14. Primetimo da ogranicenja « € [0,1] i p € [0, 1) iz definije
nisu prava ogranicenja. Ako se p i p' razlikuju za ceo broj, tada so, = Sy i
Stp = S Sto se a tice, ako ne stavimo nikakvo ogranicenje, tj. ako je o
proizvoljan realan broj tada za donje mehanicke reci vazi |o'] < sqr p[n] <
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1+ [&], pa za sve n > 0 imamo da sy p[n| moze uzimati samo dve razlicite
vrednosti '] i [o'| + 1. Rec s, , koja je w ovom slucaju formirana nad
alfabetom {| /], |/ + 1} mozemo transformisati u re¢ nad alfabetom {0,1}
jer:

Sapln] = ') = [@/(n+1) + p) — |a/n + p] — |o] € {0,1}.

Analogno se mogu i gornje mehanicke reci transformisati u re¢ nad alfabetom
{0,1}.

Napomena 2.15. Kako za a« =0 1 o = 1 dobijamo da

S0,p = Sb., = 0000000000 .

S1,p = 8/17p = 1111111111...

a ovi slucajevi nisu interesantni za ispitivanje, u nastavku cemo uzeti jo§
strozu pretpostavku da o € (0,1).

Geometrijska interpretacija:

Posmatrajmo pravu y = ax + p. U slucaju donje mehanicke reci pos-
matrajmo tacke (n, [an + p|). Duz koja spaja tacku (n,|an + p|) sa (n +
1, [a(n + 1) + p]) ili je horizontalna ili je dijagonalna, u zavisnosti da li je
Sap(n) = 01ili s4,(n) = 1 respektivno. Analogna je situacija u slucaju gornje
mehanicke reci, gde povezujemo tacke (n, [an + p]) redom.

Kako uvek vazi da je [an + p]=|[an + p|]+1 sem kada je an + p ceo
broj, sledi da se s, , 1 s, , poklapaju svuda sem na mestima koje odgovaraju
duzima pre i posle tacke (n,an + p) za ceo an + p.

Navedimo jedan. Posmatrajmo mehani¢ku re¢ sa nagibom 0.3 i odseckom
0.9.

U tacki x = 7 imamo da je y = 0.3-7+ 0.9 = 2.1 + 0.9 = 3. Zato je

50.3,09(0) # $0.30.0(6) 1 takode i $0.3,09(7) # $0.30.0(7)-

S03.00(6) = [0.3-740.9] — [0.3-6+0.9] = [3] — [2.7] = I;
Sh30.9(6) = [0.3-740.9] = [0.3-6 +0.9] = [3] — [2.7] = 0;
S03.00(7) = [0.3-840.9] — [0.3-7+0.9] = [3.3] — 3] = 0;
Sh300(7) = [0.3-8+0.9] — [0.3-7+0.9] = [3.3] — [3] = 1.
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Dobija se da

Sa,p = 10010010001001001000. . .,
sfw = 10010001001001000100. . ..

Slika 5.

Primetimo jos da ako je « iracionalan broj tada prava y = az+ p ne moze
dvaput da prolazi kroz tacke sa celobrojnim koordinatama, dakle, ako je «
iracionalan broj, onda se s, , i s, , razlikuju najvise za jedan faktor duzine
dva.

Sada smo ,pripremili teren” i moze da se formulise Morse-Hedlundova,
koja glasi:

Teorema 2.16. Neka je s beskonacna rec. Sledeci uslovi su ekvivalentnai:

1. s je Sturmova rec;
2. s je aperiodicna v balansirana,

3. s je mehanicka sa iracionalnim nagibom.

Mehanicke reci sa iracionalnim nagibom zva¢emo iracionalne mehanicke
reci.

Dokazac¢emo prvo ekvivalentnost uslova (1) i (2) a zatim uslova (2) i (3),
ali za to je nam potrebno jos nekoliko lema.

Dac¢emo prvo jedan potreban i dovoljan uslov za nebalansiranost datog
skupa reci. Ovaj uslov vise puta ¢e biti koristan u nastavku.
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Lema 2.17. Neka je X skup konacnih reci. Skup X nije balansiran ako 1
samo ako postojgi palindrom w takav da @ Ow0 ¢ 1wl pripada skupu X.

Dokaz. (<) Jasno, ako i w0 i 1wl pripada skupu X, tada X nije balansiran.
(=) Neka skup X nije balansiran. Posmatrajmo re¢i v i v najmanje duzine
n za koje vazi d(x,y) > 2. Kako po pretpostavci ovaj par re¢i ima naj-
manju duzinu, znamo da one poc¢inju i zavrSavaju se sa razlicitim slovima.
Bez umanjenja opstosti, pretpostavimo da u pocinje sa 0 a v sa 1, i zapisimo
ih u slede¢im oblicima:
u = OQwa/,

v = lwh',

gde su w, v, v' konacne rec¢i, (mogu da budu i prazne reci), a a i b dva
razlicita slova. Nije tesko zakljuciti da a = 0 i b = 1, inac¢e bismo imali da
d(u',v") > 2, a to daje kontradikciju sa nasim pretpostavkom da su u i v reci
najmanje duzine sa tom osobinom. Isto zbog minimalnosti n imamo da je
u' = =e. Sledi v = 0w0, v = 1wl.

Treba jos da dokazemo da je w palindrom. Pretpostavimo da nije. Tada
postoji z € Pref(w) i slovo a takvi da za € Pref(w), z € Suf(w), ali
az ¢ Suf(w). Tada bz € Suf(w) gde je b slovo razli¢ito od a. Ovako dobijamo
pravi prefiks 0za rec¢i u i pravi sufiks bz1 re¢i v. Sada imamo dve moguénosti:

e a=0b=1:
Tada 6(020,1%1) = 2, a ovo daje kontradikciju jer [0z0]| = [1Z1| < n.

e a=10=0:
U ovom slucaju u = 0z1u”, v = v”120 za neke konacne reci u”, v”. Opet
imamo kontradikciju jer 6(u”,v") = 6(u,v), a |[u"| = [v"| < n.
Dakle mozemo zakljuciti da je w palindrom. [

Propozicija 2.18. Sledeci uslovi su ekvivalentni:
1. s je Sturmova rec;
2. s je aperiodicna i balansirana.

Dokaz. (1) = (2) Neka je re¢ s Sturmova. Dokazimo: ako s nije balansirana,
to povlaci da mora biti eventualno periodicna, a to je nemoguce jer znamo
od ranije da su Sturmove reci aperiodi¢ne. Ako s nije balansirana, tada na
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osnovu leme 2.17 sledi da postoji palindrom w tako da i Ow0 i 1wl pripadaju
skupu F(s). U ovom slucaju re¢ w je desni specijalni faktor. Stavimo n =
|lw| + 1. Kako je s Sturmova re¢, postoji jedinstveni desni specijalni faktor
duzine n. To moze biti ili Ow ili 1w. Pretpostavimo da je taj faktor Ow (drugi
slucaj se dokazuje slicno). Ako je Ow desni specijalni faktor, tada vazi da
Owl € F(s) a znamo i da 1w0 ¢ F(s), tj. posle svakog pojavljivanja faktora
1w sledi slovo 1. Posmatrajmo faktor v duzine 2n koji ima oblik 1wlwv za neko
v duzine n — 1. Pokaza¢emo da su svi faktori re¢i u duzine n konzervativni
i tada ¢emo imati prema teoremi 1.23 da je s eventualno periodi¢na. Jedini
faktor duzine n koji nije konzervativni je Ow, pa da bismo dokazali tvrdenje
dovoljno je pokazati da on ne pripada F'(u). Ako bi pripadao, to bi znacilo
da postoji faktorizacija w = sO0t, v = yz, w = tly. Ovo medutim daje
kontradikciju jer, kako je w palindrom, sledi da posle prefiksa ¢ u faktoru w
istovremeno mora da sledi i slovo 0 i slovo 1, §to je nemoguce.

(2) = (1) Prvo dokazimo da je |F,(s)| <n+1lzasven>0.Zan=0
jasno |Fy(s)] = 1 < 1. Za n = 1 imamo |Fi(s)] = 2 < 2. Potencijalni
elementi skupa F5(s) su 00, 01, 10, 11, medutim, posto je s balansirana re¢,
00 i 11 ne mogu istovremeno pripadati skupu Fs(s), zato vazi |Fy(s)| < 3.
Pretpostavimo da postoji prirodan broj za koji tvrdenje nije tacno, i neka
je m > 3 najmanji takav. To znaé¢i da |F,_1(s)| < n a |[F,(s)] > n + 1, tj.
|F.(s)| > n+ 2. Za svaku re¢ z iz skupa F,_1(s) vazi da bar jedan od 0z i
1z pripada skupu F,(s), a posto je kardinalnost skupa F,(s) bar za dva veéi
od kardinalnosti skupa F,,_1(s), sledi da moraju postojati bar dve re¢i x i y
u skupu F,_1(s) takve da {0z, 1z, 0y, ly} € F,(s). Kako vazi  # y postoji
z € Pref(z) N Pref(y) takvo da 20 € Pref(z) i z1 € Pref(y) ili obrnuto.
Ali sad i 020 i 121 pripadaju skupu F'(s), sto je kontradikcija sa ¢injenicom
da je skup F'(s) balansiran. Dakle, mozemo zakljuciti da

|FL.(s)] <n+1. (2)

Kako je po pretpostavci s aperiodicna re¢, na osnovu teoreme 1.21 sledi da
za sve prirodne brojeve n istovremeno mora da vazi i

|F.(s)] >n+1. (3)
Sada iz (2) 1 (3) sledi da je F,(s) = n+ 1 za sve n > 0, dakle, re¢ s je

Sturmova. [ |
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Napomena 2.19. U dokazu prethodne teoreme u pravcu (2) = (1) dokazali
smo da |F,(s)] < n+ 1. Primetimo da je jedina stvar koju smo koristili
u dokazivanju to da je skup F,(s) balansiran. Dakle, mozemo zakljuciti da,
uopsteno, za svaki balansiran skup reci X nad alfabetom ¥ = {0,1} wvazi
X NY" <n+1.

Definisemo sada nagib prvo konacne a zatim i beskonacne reci.

Definicija 2.20. Nagib konacne reci x, u oznaci w(x), je njena visina podel-
jena sa mjenom duzZinom, 1.

Primetimo da uvek vazi

|z] yl

(@) + i (y).

|zy| |zy|

Lema 2.21. Neka je X skup faktora neke reci. Tada vazi da je X balansiran
ako i samo ako za sve v,y € X, x,y # € imamo

Im(z) — 7(y)] < |i b (4)

m(zy) =

Dokaz. (<) Neka vazi dati uslov (4). Tada, ako su redi x i y iste duzine,
imamo

|m(x) — (N<H
Mnozenje obe strane nejednakosti sa |z| daje

2| (7w (z) — 7(y)| = |[x]m(x) = |z|w(y)] = [|z|r(z) = [y|m(y)] <2,
tj. dobijamo da je
h(x) = h(y)| <2,
pa sledi da je skup X balansiran.
(=) Pretpostavimo sada da je X balansiran, i neka z,y € X. Ako |z| = |y|
tada lako se vidi da vazi (4). Pretpostavimo suprotno, da postoje reci z i y

za koje ne vazi trazeni uslov, i neka = i y predstavljaju bas minimalni kon-
traprimer gledajuéi ukupnu duzinu |z|+ |y|. Bez umanjenja opstosti mozemo

pretpostaviti da je |z| > |y|. Tada x = zt, gde |z| = |y|, 1 pri ¢emu imamo
1 1
m(t) =m(y)| < 75 +
-yl
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Sada imamo

() = n(0) = El(z) + Lrt) - at0)
:% (z)+||;—|| (t)—% ()—l% (¥)
:‘%( (2) — 7 ))+%(ﬂ(t)—7r(y))

Kako su z i y iste duzine, za njih vazi |h(z) — h(y)| < 1, odakle imamo
m(2) 7o)l <

7(z) —7(y)| < —.

vl

Konacno

lz| 1 |t 1 1
r(a) — )] < 1A+ (o
2yl J2l yl
1 el
x| fel - fylle]
1 1

)

Kontradikcija, jer smo pretpostavili da je x i y minimalni par po ukupnoj
duzini za koji ne vazi uslov (4).
Dakle (4) vazi za sve re¢i x,y € X. |

Posledica 2.22. Neka je w beskonacna balansirana rec, i neka je za sve
n > 1w, njen prefiks duzine n. Tada niz (7(wy,))n>1 konvergira kada n — oo.

Dokaz. Primetimo da uslov (4) upravo znaéi da je niz (m(wy,)),>1 Kosijev pa
time i konvergentan. [

Kona¢éno mozemo da definiSemo nagib beskona¢ne balansirane reci kao
granicnu vrednost posmatranog niza.

Definicija 2.23. Neka je w beskonacna balansirana rec¢ i neka je w, njen
prefiks duzine n. Nagib reci w, u oznaci «,,, definise se sa:

= lim w(wy,).
n—oo
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Lema 2.24. Neka je w beskonacna balansirana re¢ sa nagibom «. Tada za
svaki faktor uw € F(w) \ {e} vazi

I (5)

preciznije, za svaki faktor w € F(w) \ {€} vaZi tacno jedan od sledeca dva
uslova:
alul =1 < h(u) < alul + 1; (6)

alul =1 < h(u) < alul + 1. (7)

Dokaz. Neka je w, prefiks rec¢i w duzine n. Posto je niz (7(w,,))n>1 konver-
gentan, za proizvoljno malo € postoji ng takvo da za sve n > ng vazi

7 (wy,) — af <e.
Tada koristeci (4) dobijamo

(wp) + 7(wy) — a
(wn)] + |7 (wn) — af

() — a = [r(w)

<lm(u) -

I 1
<7+ =-+e€
[ul - n

Sada pustimo n — oo i € — 0 i tako dobijamo
m(u) —af <,
|ul
sto je ekvivalentno sa
alul =1 < h(u) < alu| + 1.

Ako bi postojali faktori u i v takvi da h(u) = aju| — 11 h(v) = alv| + 1, to
bi znacilo da

h(u)  h(v) alul =1  aly|+1
m(w) = 7(v)] = |7 = 7| = | - |
T Jul [l
1 1 1 1
=lo— = —(a+ =) =]-7 -~
Jul [l jul ol
1
Jul - Jof’
sto je u kontradikciji sa (4). [
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Lema 2.25. Neka je w beskonacna balansirana re¢ sa nagibom . Tada je o
racionalan ako © samo ako je w eventualno periodicna.

Dokaz. (=) Neka je w eventualno periodi¢na tj. oblika w = uv™>. Tada vazi

h(u) + nh(v)
jul + nfv|

7(v)

m(uw") =

h(v)
|v]

(<) Neka je a = £, gde su p i g uzajamno prosti. Neka je u proizvoljan
faktor reci w duzine ¢. Koriste¢i prethodnu lemu, bez umanjenja opstosti
mozemo pretpostaviti da vazi (6), tj. ofu| —1 < h(u) < alu|+1, Sto u nasem
slucaju daje sledece:

kada n — oo, pa je nagib rec¢i w jednak , Sto je racionalan broj.

—q—1<h(u)<=-q+1;

3
3

p—1<h(u) <p+1.

Dakle, h(u) moze imati samo dve vrednoti: p i p + 1. Dokazimo da postoji
samo konacno mnogo faktora duzine ¢ sa visinom p. Ako pretpostavimo da
ih ima proizvoljno mnogo, tada sigurno postoji u reci w faktor uzv, gde je
lu| = |v] = ¢ i h(u) =h(v) =p+1, a z neprazna re¢. Tada imamo:

(6)
242+ h(z) = h(uzv) < 14+ aqg+ alz| + ag =14 2p + alz|,

a iz ovoga imamo
h(z) < alz| — 1.

Dobili smo kontradikciju sa (6).

Dakle, re¢ mozemo w zapisati kao w = tw’ za neko t € 3*, gde u w' svi
faktori duzine ¢ imaju visinu p. Proizvoljan faktor duzine ¢ + 1 u w’ moze
se zapisati kao arb, gde su a i b slova a r faktor duzine ¢ — 1. Sada, kako je
lar| = |rb| = p 1 kako oni pripadaju F,(w’), imamo da je h(ar) = h(rb) = g,
tj. h(a) = h(b), tj. a = b. Ovo znaci da je re¢ w’ periodi¢na sa periodom ¢ i
konacno sledi da je w eventualno periodicna. |

Slede¢u lemu ¢emo vise puta iskoristiti.
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Lema 2.26. Za sve realne brojeve x 1y vazi
r—y—1<|z|]— |yl <zx—y+1 (8)
Dokaz sledi direktno iz ¢injenice da za svaki realan broj x vazi
lz] <x<|z]+1.
Konac¢no mozemo da dokazimo ekvivalenciju uslova (2) i (3) iz teoreme 2.16.
Propozicija 2.27. Sledeci uslovi su ekvivalentnai:
1. s je aperiodicna i balansirana;

2. s je iracionalna mehanicka.

Dokaz. (2) = (1) Neka je s, , donja mehanicka re¢ sa nagibom «. (Dokaz je
slican i u slucaju gornje mehanicke reci.) Pokazimo da je tada ona i balansir-
ana sa nagibom a. Posmatrajmo proizvoljan faktor u duzine p. On je oblika
s[n,n 4+ p — 1] za neko n > 0. Zahvaljujuéi geometrijskoj interpretaciji koju
imamo za mehanicke reci lako se vidi da je visina h(u) razlika izmedu druge
koordinate tacke (n, [an+ p]) i (n+p, |a(n +p) + p]) tj.

h(u) = la(n +p) +p| = lan+p],
sto kombinujuéi sa (8) daje
an+p)+p—an—p—1<h(u) <a(n+p)+p—an—p+1,

tj.
ap—1 < h(u) <ap+1. 9)
Sledi da h(u) moze da ima dve razlicite vrednosti za unapred fiksiranu duzinu

p, dakle, re¢ s je balansirana.
Stavise, ako (9) podelimo sa p i oduzmemo «, dobijamo relaciju

1
) — af < ©
p
tj.
() — af < —
T™Mu) — & e
l



iz cega sledi da m(u) — « kad |u| — oo. Dakle nagib reci s kao balansirane
reci se poklapa sa nagibom mehanicke reci.

Kako je nagib iracionalan, iz leme 2.25 odmah imamo da je re¢ s aperi-
odi¢na.

(1) = (2) Neka je sada s balansirana i aperiodiéna. Kako je ona balansir-
ana, sledi da ima nagib. Oznac¢imo ga sa a. Oznacimo sa h,, visinu prefiksa
re¢i s duzine n. Dokazimo da za svaki realan broj 7 vazi tacno jedan od
sledec¢a dva uslova:

o h, <|an+ 7] zasven > 0;

e h,>|an+ 7] zasven > 0.

Pretpostavimo suprotno: neka postoji realan broj 7 i celi brojevi n i n + k
takvi da vazi h, < |an + 7] 1 hypr > |an + 7] (drugi slucaj se dokazuje
slicno). Ovo implicira:

8
Py — hn > 2+ |a(n+ k) + 7] — |an + 7] (>)1+ozk,

a ovo je u kontradikciji sa uslovom (5) kad se primeni na re¢ s[n + 1,n + k.
Stavimo:
p=inf{r:h, <|an+7],n > 0}.

Sada opet zbog uslova (5) imamo da je p < 1, Stavise, za iracionalno « vazi
p < 1. Takode vazi i an + p < h, + 1 za sve n > 0, jer ako bi za neko n
vazilo h, +1 < an + p, tada uzimaju¢i o = h,, + 1 — an dobijamo o < p i
an + o = h, +1 > h,, sto je u kontradikciji sa izborom broja p. Dakle, za
sve n > 0 vazi:

hy, <an+p < h,+1. (10)

Kako je s aperiodic¢na, sledi da je « iracionalan broj i an + p ima celobrojnu
vrednost za najvise jedno n. Sada zbog (10) imamo slede¢e dve moguénosti:

e h,=|an+ p| za sve n > 0:
Tada je s = sq,,.

e h, = |an+ p| zasve n > 0 sem n = ng:
Tada je h,, + 1 = ang + p, i vazi h, = [an + p — 1] za svako n > 0.
Dakle, s = ¢/

a,p—1°

[ |
Sada iz propozicije 2.18 i 2.27 direktno sledi dokaz teoreme 2.16.
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2.2 Palindromska slozenost

O uvom delu rada éemo povezati Sturmove reéi sa palindromima. Rezultat
rada [6] koji ¢e biti izlozen daje novu karakterizaciju Sturmovih re¢i pomoéu
palindroma. Na pocetku dokazimo jednu vaznu osobinu Sturmovih reéi: skup
njihov faktora je zatvoren za preokretanje. Dokaz se moze naci u [14] i oslanja
se na ¢injenicu da je skup fakora Sturmove reci balansiran.

Teorema 2.28. Skup faktora Sturmove reci s je zatvoren za preokretange.

Dokaz. Neka je dat skup F(s) = {7 : x € F(s)}, i neka je X = F(s) U F(s).
Jasno, skup X je balansiran. Sada na osnovu napomene 2.19 za balansiran
skup X imamo da je [ XNX"| < n+1. Posto vazi |F,(s)| = |F(s)NX"| = n+1,

sledi da je X = F(s), pa F(s)UF(s) = F(s) sto nam daje F(s) C F(s). B
DefiniSemo jednu unarnu operaciju skupa >*.

Definicija 2.29. Neka je w = a0y ... an, gde su ay, as, ..., a, € {0,1}.
Tada je W = a1ay . .. ay,, gde je 0 =111 =0.

Sada formulisemo glavnu teoremu ove sekcije.
Teorema 2.30. Beskonacna re¢ s je Sturmova rec¢ ako i samo ako

| 1, ako je n paran;
|Paln(s)] = { 2, ako je n meparan. (11)
Dokaz. (=) Jasno da tvrdenje vazi za n = 1 in = 2, jer Paly(s) = {0, 1},
a Paly(s) je jednako ili skupu {00} ili skupu {11}. Dokazatemo da postoji
bijektivno preslikavanje iz skupa Pal,2(s) u skup Pal,(s), a to ¢e nam dati
trazeni zakljucak da je za sve k > 1

|Palgy,_1(s)| = |Paly(s)| = 2

|Palag(s)| = |Paly(s)| = 1.

Zan > 1 preslikavanje ¢, iz Pal,,15(s) u Pal,(s) definisemo na slededi na¢in:
on(u) = v, za u = cve gde je v palindrom duzine n a ¢ slovo. Jasno, svaki
palindrom u duzine bar 3 moze da se zapiSe u ovom obliku.
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e ¢, je injekcija:
Neka je on(u) = pn(u') za u # u'. Kako su w i o’ razli¢iti palindromi
¢ije su slike preslikavanjem ¢, iste, mora da vazi {u,u'} = {1lvl,000}
za neko v € Pal,(s). Kontradikcija, jer je s Sturmova re¢ pa je skup
njenih faktora balansiran.

e , je sirjekcija:
Neka je v € Pal,(s). Znamo da sigurno postoji slovo ¢ tako da cv €
F.11(s), jer se v pojavljuje u s beskonaéno puta. Ako cve € F(s),
dokaz je zavrSen. Pretpostavimo da cve € F(s). Dokazimo da je u
ovom slucaju v desni specijalni faktor. Kako je na osnovu teoreme 2.28
F(s) zatvoren za preokretanje, sledi cvec = cve € F(s). Kako su i vc
i ve faktori reci s, mozemo zakljuciti da je faktor v desni specijalni
faktor. Lako je videti da su desni specijalni faktori tacno sufiksi desnih

specijalnih faktora veée duzine, odatle sledi da je za neko slovo d faktor
dv desni specijalni faktor, pa vazi dvd € F\(s), §to je i trebalo dokazati.

(<) Dokazacemo: ako neka beskonacna re¢ s zadovoljava uslov (11) tada
je ona balansirana i aperiodi¢na.

e s je balansirana:

Dokazaéemo da za svako n > 11 za svake dve reci v 1 v duzine n vazi
d(u,v) < 1. Za n = 1 tvrdenje trivijalno vazi. Za n = 2 takode vazi,
jer po pretpostavci imamo samo jedan palindromski faktor duzine 2,
dakle ne mogu istovremeno i 00 i 11 biti u skupu Pals(s) C F(s). Dalje
radimo indukcijom. Pretpostavimo da za proizvoljne dve rec¢i duzine
n vazi 0(u,v) < 11 pokazimo da tada to vazi za re¢i duzine n + 1.
Pretpostavimo suprotno. Ako tvrdenje ne vazi za n + 1, to znaci da
postoje reci u i v duzine n + 1 takve da d(u,v) > 2. Tada na osnovu
leme 2.17 sledi da postoji palindrom p tako da OpO i 1pl su u skupu
F(s), i stavise, na osnovu dokaza pomenute leme, mozemo smatrati da
su reci 0p0 i 1pl upravo recéi u i v. Kako vazi (11), broj n + 1 mora
biti neparan, dakle i n — 1 je neparan, pa postoji palindrom ¢ # p
takav da Pal,_1(s) = {p,q}. Neka je a proizvoljno slovo koje sledi
posle nekog pojavljivanja faktora ¢, tj. ga € F(s). Kako iz teoreme
2.28 znamo da je F'(s) zatvoren za preokretanje, sledi da aq € F(s).
Od ranije imamo da je p jedinstveni desni specijalni faktor duzine n—1,
pa sledi da ¢ moze biti produzen na jedinstven nacin, Sto znaci da posle
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svakog pojavljivanja faktora ¢ sledi slovo a, pa se u F,, 1 pojavljuje se
faktor aqa, sto je nemoguce jer bi to znacilo da imamo bar tri razlicita
palindroma neparne duzine, a po nasoj pretpostavci ih ima ta¢no dva.
Kontradikcija.

e s je aperiodicna:

Pretpostavimo suprotno, tj. neka vazi da je s = uv™, pri ¢emu je |v| = r
je najmanji njen period. Razlikujemo dva slucaja.

— 1 je paran: Oznac¢imo sa p jedini palindrom duzine 2|u|+r, i neka
je pr = p[|lu+1|, [lu+1]4+r —1] palindrom na sredini palindroma p.
Kako je on takode parne duzine, mozemo ga zapisati kao p, = ww
za neko w. Tada ww € I'(v). Medutim, primetimo da je ww je
takode palindrom koji pripada I'(v), a to je moguée samo ako su
oni jednaki, jer po nasoj pretpostavci postoji samo jedan palin-
drom parne duzine u s pa samim tim i u v*. Sledi ww = ww,
odakle dobijamo w = w. Ovo daje kontradikciju sa minimalnoséu
perioda |v|.

— r je neparan: U ovom slucaju oznacimo sa p i ¢ palindrome duzine
2|u| + r. Oznacimo kao malopre sa p, = p[lu + 1|, |u + 1| +r — 1]
iq = qllu+1],|u+ 1| +r — 1] palindrome duzine r na sredini
palindroma p i ¢. Vazi p,,q. € ['(v). Jasno, za svaku re¢ w €
F(v>®) ¢&ija je duzina veca ili jednaka od |v| = r jedinstveno je
odredeno slovo koje sledi posle nje. Zato, ako bi vazilo p, = ¢, to
bi impliciralo p = ¢, $to ne vazi po naSoj pretpostavci. Kako su
Pr, G- € I'(v), to znaci da su reci p,, g, i v medusobno konjugovane,
pa po definiciji konjugovanosti to znac¢i da postoje neprazne reci
z iy tako da p, = zy i ¢, = yx. Kako je r neparan vazi |z| # |y|,
i bez umanjenja opstosti pretpostavimo 0 < |z| < |y|. Tada vazi
p, = xy = xtr, pa prema tome ¢, = txx = txx = xxt. Isto kao
malopre dobili smo kontradikciju sa minimalnos¢u perioda |v|.
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2.3 Povratne reci

Posmatrajmo rekurentnu re¢ w. Skup povratnih reci za neki njen faktor u je
skup svih reci koje pocinju sa u i zavrsavaju se ta¢no pre slede¢eg pojavlji-
vanja faktora u. U ovoj sekciji definisa¢emo ih formalno i pokazaé¢emo da i
pomoc¢u njih mozemo karakterisati Sturmove reci. Glavna teorema ove sek-
cije tvrdi da beskonacna, rekurentna re¢ s nad {0, 1} je Sturmova ako i samo
ako skup povratnih re¢i za svaki njen faktor sadrzi tacno dva elementa. Ovo
je prvo dokazao L. Vuillon u radu [22]. Taj dokaz su zatim pojednostavili on
i J. Justin u radu [12]. Koriste¢i geometrijske argumente, K. Matoméki i K.
Saari su dali dokaz za smer (=) u radu [19].

Ovde ¢éemo dati dokaz glavne teoreme tako $to u smeru (=) koristimo
tehnike iz rada [22] a u smeru (<) iz rada [12].

Definicija 2.31. Za rekurentnu re¢ w skup povratnih reci za faktor u €
F(w), u oznaci Huyp, je skup faktora reci w koji pocinju sa u i zavrsavaju se
neposredno pre sledeceqg pojavljivanja tog faktora.

Kompletne povratne reci za u su reci koji pocinju sa u, zavrsavaju se sa
u, 1 sadrze tacno dva pojaviljivanja faktora w.

Posmatrajmo reci w; = 10101%° i wy = 0001,
Primer 2.32.
® Huyy 10 = {10,101}, Hypy 10100 = {10101};
® Huy00 = 10,0001}, Haupy 0001 = {0001}
Glavna teorema koju ¢emo dokazati u ovoj sekciji je sledeca:

Teorema 2.33. Neka je s beskonacna, rekurentna reé nad {0,1}. Tada je
s Sturmova ako i samo ako skup povratnih reci za svaki njen faktor sadrzi
tacno dva elemenata.

U nastavku, ako za neku re¢ skup povratnih reci za svaki njen faktor sadrzi
tacno dva elemenata, re¢i ¢emo da re¢ ima osobinu R,. Za dokaz navedene
teoreme potrebna nam je nekoliko lema.

Lema 2.34. Neka je w rekurentna rec. Tada je w eventualno periodicna ako
i samo ako postoji faktor uw € F(w) takav da skup povratnih recéi za u ima
tacno jedan element.
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Dokaz. (=) Neka je w rekurentna re¢. Ako je ona eventualno periodi¢na,
tada na osnovu teoreme 1.15 sledi da je ona periodi¢na. Neka vazi w = v™,
pri ¢cemu pretpostavimo da je |v| najmanji period. Tvrdimo da je H,,, = v,
tj. da je u = v nas$ trazeni faktor. Imamo dve moguénosti.

o |vv|, =2

U ovom sluc¢aju odmah imamo da je H,, = {v}, tj. [Huwo| = 1.

o |vv|, > 2:

Ako u vv imamo pojavljivanje faktora v i na nekom neociglednom mestu
tada vv ima oblik vv = vyvvse. 1z ovog zapisa mozemo zakljuciti da v
pocinje sa vy, zavrSava se sa v, 1 poSto vazi |v| = |v1]| + |va], imamo
da je v = vyvy. Sa druge strane vivvy = Vv = V1UVV9 daje nam da
je v = vouy. Sada zbog leme 1.14 sledi da postoji konacna rec¢ t takva
da vazi v; = t?, vy = t9. Ovo nam daje v = vyvy, = P19, Dobili smo
kontradikciju, jer je po nasoj pretpostavci |v| bio najmanji period.

(<) Neka sada vazi da postoji u takvo da vazi |H, .| = 1 za neko u € F(w).
Zapisemo w u obliku w = puw’, gde u oznacava prvo pojavljivanje faktora u
u w. Neka je H,,,, = {v}. Tada imamo da je w = pv*™ tj. da je v eventualno
periodi¢na. [

Podsetimo se faktor-grafa beskonacne reci w. Faktor-graf reda n je ori-
jentisan graf ¢iji su ¢vorovi faktori duzine n a grana postoji iz ¢vora u u ¢vor
v ako i samo ako postoje slova a i b takva da wa i bv pripadaju skupu F'(w)
i pri tome vazi i ua = bv.

U slucaju Sturmove reci s mozemo dosta stvari zakljuciti o izgledu faktor-
grafa reda n, naime:

e Znamo da su Sturmove reéi definisane tako da za sve n vazi |F,(s)| =
n + 1. Dakle, faktor-graf reda n reci s imace n 4+ 1 ¢vor;

e Sturmove reci takode imaju osobinu da imaju tacno jedan desni speci-
jalni faktor svake duzine. Nije tesko videti da simetri¢no vazi da one
imaju i tacno jedan levi specijalni faktor svake duzine. Ako ovo prevedemo
na jezik grafova, to znac¢i da u G,(s) postoji tacno jedan évor iz kog
izlaze dve grane, iz ostalih izlazi ta¢no jedna, i analogno postoji tacno
jedan ¢vor u koji ¢e ic¢i tacno dve grane, u ostale samo jedna. Naravno,
levi i desni specijalni faktor mogu i da se poklapaju.
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Znaci faktor-graf svakog reda Sturmove reéi sastoji se od tri puta:

[af b [ b)] [af),b4}] [a b ] [af b4

DSF 7o ot 220 0t 225, vt | 5 LSF,
[aP bP] [aB b5 [aZ b5 [al b2 4] [aB bB]

DSF =15 of 22257 222 y ol | = LSF;
[a‘c7bc] [ac’bc] [ac’bc] [atcfhbtc—l] [acvbc]

LSF —115 o0 2220 ¢ 3285 y v | —% DSF,

pri cemu DSF oznacava desni specijalni faktor, a LSF' levi specijalni faktor
odgovarajuce duzine, i pri tome vazi:

_,A_ _ B _  C.
DSF =v§ =vy = vy ';

LSF = vt =08 =1§.

Zvacemo puteve koji spajaju desni specijalni faktor sa levim specijalnim
faktorom putevi A i B, a put koji spaja levi specijalni faktor sa desnim
specijalnim faktorom put C'.

Da bismo ovo lakse shvatili, posmatrajmo faktor-graf Fibonacijeve reci, i
to reda n € {1,2,3,4,5}.

1001

0.1

001 - 100 0,00 (01

n.0

00] >
T = 001 \\
0,11 0100 0010
LsF - DSF 100) 100)
LSF DSF
01 [1,0]

010 _LSF=DSF 10,0
1010 ———— 0101
00
1.0 01 01 1.0 e 01010 —~
10100 0,0] [0,0] 00101
0,0] /1,1] (LA \
e o
o1 \_4—/ 10 0,00
LF o DSk oo \\ // o
LSF 0,00 00100 0,11 DSF
Slika 6.
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Propozicija 2.35. Svaka Strumova re¢ ima osobinu R.

Dokaz. Neka je s Sturmova reé i neka je v njen faktor. Posmatrajmo faktor-
graf reci s reda |v|. Tada re¢ v moze da se nalazi ili na putu A ili na putu B
ili na putu C. Najjednostavnija je situacija kada se taj faktor nalazi na putu

C. Neka je on v{ za k € {0,1,...,t}. Tada su jedine dve povratne reci nad
v =Y
c.c .C A_A A C C c
U Qg Qg - QA o GGy Qg . Gy

c.c C B, B B, C,C c
U Q1 Qpyg - - Q) Ay ... (g A7 Ay .. (.
Posmatrajmo sada situaciju kada se faktor v nalazi na putu A ili na
putu B. Jasno, ti putevi imaju simetri¢cnu ulogu, pa je dovoljno dokazati da
tvrdenje vazi kada se faktor v nalazi recimo na putu A.

Pre nego sto nastavimo, Er\imetimo da, kako je skup F(s) zatvoren za
preokretanje, vazi b = af! = af = 5815 iad =0 =08 =ab.

U nastavku ¢emo oznaku A Koristiti sa znacenjem da, Citajuc¢i datu rec
sleva nadesno, prolazimo putem A, i analogno za B i C.

Ako se re¢ v nalazi na putu A, tada postoji broj [y takav da je re¢ formi-
rana na putu AC(BC)%A najkrada povratna re¢ za v, i pri tome su sve
njene povratne reci formirane pomocéu puteva oblika AC(BC)'A za | > .
Dokazimo da od ovih reci jedino jos za [ = [y + 1 dobijamo povratnu rec,
a ostali slucajevi vode u kontradikciju. Pretpostavimo suprotno: Neka i na
putu AC(BC)1 A imamo povratnu re¢, za neko I; > Iy + 1. Oznaéimo sa
z re¢ koju dobijamo nadovezivanjem rec¢i odredene prolaskom kroz put C' i
konkatenaciju puteva B i C' ponovljenu [y puta. Jasno, z se poc¢inje sa LSF,
i zavrSava se sa DSF. Kako prolaskom kroz re¢ s nailazimo na niz puteva
AC(BC)o A, sledi b2zaf' € F(s), tj. afza?' € F(s). Kako takode nailaz-
imo i na niz putev/a\(l/?\C)(BC)loBC (ovo je sadrzano u AC(BC)" A), sledi
bBzaP € F(s), tj. ai*zaf € F(s).

Dakle, dobili smo da su afza* i af*zaf faktori Sturmove reci s, §to je
nemoguce jer je skup faktora StuﬂnoAvih reci balansiran skup, pa ne moze da
sadrzi istovremeno reci aftzaf i aftzaf.

Prema tome, povratne reci nad v su one reci koje su odredene putevima

AC(BCO)o A1 AC(BC)"*1 i vige ih nema. |
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U cilju da dokazemo da vazi i obrnuto tvdenje, tj. da je svaka beskonacna
reC sa osobinom R, Sturmova, potrebno je da definiSemo pojam Sturmovog
morfizma i razdvajajuceg slova i nakon toga da dokazemo jos nekoliko lema.

Definicija 2.36. Morfizam f je Sturmov ako i samo ako za svaku Sturmovu
re¢ s vazi da je f(s) takode Sturmova rec.

Oznacimo sa St monoid generisan slede¢im endomorfizmima skupa {0, 1}*:

01 001 010

By Y150 Y150

Napomena 2.37. Moze se pokazati da je monoid St upravo monoid Sturmouvih
morfizama. Dokaz se moze naci u [14].

Definicija 2.38. Slovo a € {0,1} se naziva razdvajajuce slovo u rec¢i w €
{0,1}°° ako i samo ako svaki faktor duZine 2 rec¢i w sadrzi bar jedno a.

Primer 2.39. Slovo 0 je razdvajajuce u Fibonacijevoj re¢i 01001010010010. . .

Lema 2.40. Ako beskonacna rekurentna re¢ w nad {0,1} ima osobinu Ra,
tada je ili slovo 0 ili slovo 1 razdvajajuce.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da ni slovo 0 ni slovo 1 nisu razdvajajuca.
Tada se i 00 i 11 pojavljuju u w. To znaci da je 0 jedna povratna re¢ za rec
0, i da je 1 jedna povratna re¢ za re¢ 1. Re¢ w mozemo zapisati u slede¢em
obliku:

w = 0P1™0™1™20™ . ..,p > 0,m;,n; >0,

ili simetri¢no, sa zamenjenom ulogom 0 i 1. Ako bi ona imala osobinu R,
tada bi svi m; morali biti jednaki, i isto za n;. Ali tada bismo re¢ w mogli
zapisati u obliku

0P(1m0"™ ),
a ova re¢ nema osobinu Ry jer prema lemi 2.34 postoji faktor u € F(w) takav
da vazi [Hy W = 1. |

Definicija 2.41. Neka su morfizmi g i % definisani na sledeci nacin:

0—0 —~ 00
w'le. %'le.
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Ovi morfizmi predstavljaju Sturmove morfizme, naime vazi:
Yo=9poEity=¢poFE.

Lema 2.42. Neka je w beskonacéna rekurentna rec¢ nad {0,1} sa osobinom
Ra, gde je 0 razdvajajuce slovo. Tada postoji beskonacna re¢ w' tako da vazi
ili w = YPo(w') ili w = o(w'). Pritom re¢ w' takode ima osobinu Rs.

Dokaz. Razdvajamo dve moguénosti. Ako re¢ w pocinje slovom 0, onda se
lako vidi da postoji re¢ w' takva da vazi w = t(w’). Sliéno, u slucaju da
reC w pocinje slovom 1, mozemo nadéi re¢ w’ takvu da vazi w = %(w’).
Pretpostavimo suprotno, da re¢ w’ nema osobinu R,. Tada postoji njen faktor
u za koji postoje bar tri povratne reci (skup povratnih reci za taj faktor ne
moze da ima samo jedan element, jer bi to povlacilo eventualnu periodi¢nost
reci w’, $to je nemoguce).

Ako se u zavrsava sa 1, tada se faktor ¢y(u) pojavljuje u reci w tacno
na onim mestima gde se pojavljuje kao slika rec¢i u. To povlaci da za faktor
o(u) u w postoje tri povratne reci. Kontradikcija, jer po pretpostavei re¢ w
ima osobinu R.

Ako se u zavrsava sa 0, posmatrajmo pojavljivanje faktora ua u reéi w’,
gde je a neko slovo. Tada sva pojavljivanja 1y(ua) pocinju sa 1g(u)a. Sada
vazi da se faktor ¢y(u)a pojavljuje u reci w taéno na onim mestima gde se

pojavljuje kao slika reci u. To daje kontradikciju na isti nacin kao malopre.
|

Lema 2.43. Ako je beskonacna re¢ s nad {0, 1} aperiodiéna i postoji beskonacni
niz beskonacnih reci s = Sg,51,82... takav da za svako i > 0 wvaZi s; =
Vo, (Siv1) li s; = g, (Si11), gde x; € {0,1}, tada je reé s Sturmova.

Dokaz. Od svih takvih rec¢i i odgovaraju¢ih nizova iz formulacije teoreme,
odaberimo onu re¢ s i niz s = sg, S1, S2 ... za koje je nebalansiran prefiks u
minimalne duzine. . .

Neka je recimo s = 1g(s1). Tada ua = 1(v) za neko v € Pref(sy),
gde je a = 0 ako se u zavrsava sa 1, inace a = . Ako vazi |v| < |ul, tada
je v balansirana, (zbog minimalnosti |u|) a iz toga, kako je % je Sturmov
morfizam, sledi da je i ux balansirana, sto je nemoguce jer u nije balansiran.
Neka |v| > |u|. Kako je ua = vy(v), sledi da je duzina ua jednaka zbiru
duzine v i broja jedinica u v, pa imamo

o] + 1> |ux| = |v| + |v]1,
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tj. |[v]y < 1,aodavdei |u|; < 1. Ovo daje da je u balansirana. Kontradikcija.
[ |

Propozicija 2.44. Svaka beskonacna rekurentna re¢ nad {0,1} koja ima
osobinu Ry je Sturmova.

Dokaz. Neka je s beskonacéna rekurentna re¢ nad {0,1} sa osobinom Rs.
Tada je ona aperiodi¢na, i zbog leme 2.40, ima razdvajajuce slovo, recimo 0.
Tada zbog leme 2.42 mozemo napraviti beskonacan niz reci s = sg, 1, 52. . .
takav da s; = to(si41) ili 85 = o(sip1) za i > 0, i gde svako s; ima osobinu
R,. Sada lema 2.43 odmah daje da je s Sturmova rec. |

Konac¢no iz propozicije 2.35 i 2.44 sledi dokaz teoreme 2.33.
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2.4 Jos neke karakterizacije

Sumirajmo ono §to smo do sada pokazali. Videli smo da Sturmove reci
mogu biti okarakterisane na vise razli¢itih nacina. Prvo smo ih definisali
kao beskonacne reé¢i kod kojih za svako n > 0 vazi F,(s) = n+ 1. Odmah iz
definicije smo dobili:

e Sturmove reci su aperiodcne reci Cija je faktorska slozenost minimalna;

e rec je Sturmova ako i samo ako ima tacno jedan desni specijalni faktor
svake duzine.

Zatim smo pokazali Morse-Hedlundovu teoremu, koja je tvrdila:
e re¢ je Sturmova ako i samo ako je aperiodi¢na i balansirana;
e re¢ je Sturmova ako i samo ako je iracionalna mehanicka.
Glavna teorema sekcije 2.2 je bila:

e re¢ s je Sturmova re¢ ako i samo ako vazi

| 1, ako je n parno;
|Paln(s)] = { 2, ako je n neparno.

Zatim, poslednja teorema koju smo dokazali je tvrdila:

e rec je Sturmova ako i samo ako skup povratnih reci za svaki njen faktor
sadrzi tacno dva elemenata.

Vidimo da poslednje cetiri karakterizacije (ne racunajuéi samu definiciju
i one koje odmah slede iz definicije) opisuju Sturmove rec¢i na veoma razlicit,
ponekad ¢ak i neocekivan nacin.

U ovoj sekciji ¢emo ilustracije radi, bez dokaza, prezentovati jos cetiri
karakterizacije koje su na neki nacin slicne onima koje smo ve¢ opisali.
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2.4.1 Uopstenje balansiranosti

Fagnot i Vuillon su uopétili pojam balansiranosti i dokazali su da vazi sledece:
Teorema 2.45. Ako je s Sturmova rec¢, tada za svaka dva njena faktora v i
v vazi

ol = | = [v]u = [v']u] < Ju|

za proizvoljan faktor w.

Stavljajuéi u = 1 dobijamo veé¢ poznatu osobinu Sturmovih reéi.
U istom radu autori su dali novu karakterizaciju Sturmovih reci. Prethodno
uvodimo slede¢u definiciju.

Definicija 2.46. Neka je w beskonacna rekurentna re¢ nad alfabetom ¥ =
{0,1} i k proizvoljan prirodan broj. Tada

[p(w) =4z € F(w): z[1] = z[|z]] = 1 A |z = k}.

Da bismo lakse razumeli definiciju, ilustrujemo je pomoc¢u jednog primera:
Primer 2.47. Skupu I'3((100010000011)*°) pripadaju reci

e 10001000001,

e 10000011,

o 111;

e 110001.

Sada mozemo formulisati obecanu karakterizaciju:

Teorema 2.48. Neka je s aperiodicna rekurentna re¢ nad alfabetom ¥ =
{0,1}. Tada je s Sturmova reé ako i samo ako za svako z i 2’ iz T'x(s) i za
svaki prirodan broj k vazi:

Izl =2l < 1.

Dokazi ovih teorema mogu se naéi u [7].
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2.4.2 Presecni nizovi i rotacije

U ovom delu ¢emo pokazatemo jos dve karakterizacije Sturmovih reci. U
osnovi obe karakterizacije je definicija mehanicke reci.

Posmatrajmo pravu y = Sz + p/, gde je f > 0 a za p’ nema ogranicenja.
Posmatrajmo preseke ove prave sa kvadratnom mrezom koju odreduju neneg-
ativni celi brojevi. Presecna tacka je horizontalna ako je y-koordinata tacke
preseka ceo broj, a wvertikalna ako je x-koordinata ceo broj. U slucaju da su
obe koordinate celobrojne po dogovoru smatramo da u toj tacki imamo prvo
jednu horizontalnu zatim jednu vertikalnu presecna tacka. Horizontalnim
tackama preseka pridruzujemo broj 1 a vertikalnim broj 0. Na taj nacin do-
bijamo jedan beskonacan niz, tj. jednu beskona¢nu re¢ nad alfabetom {0, 1},
koju ¢emo oznaciti sa Kg .

Za iracionalan broj f re¢i koje dobijamo jesu Sturmove. Naime posle
nekoliko tehnickih koraka moze se pokazati da vazi:

. (12)

Kpp =5 5
1+B°1+5

Primer 2.49. Posmatrajmo Fibonacijevu re¢ f. DokaZimo da je ona upravo
rec Ké’o gde je ¢ = %5 Izracunajmo njen nagib kao balansirane reci.
Podsetimo se kako smo formarali f: fo = 0, f1 =01, f, = foo1fuo, [ =
lim,, o fr. Posmatrajmo visinu i duZinu prefiksa f,.

no o b 1
0 0 0 1
1 01 1 2
2 010 1 3
3 01001 2 5
4 01001010 3 8

Nije tesko pokazati da za f, vazi h(f,) = Fy, i |fu| = Fuiz, gde je sa F,
oznacen n-ti Fibonacijev broj.
Dakle, tmamo

m(f) = lim 7(f,) = lim hfn) _ lim Fy 1

Prema tome, Fibonacijeva re¢ odgovara mehanickoj reci CERR
(b b
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Kako vazi

r 1 B 1
@2 (VB2 VBl B+l
4 V-1 541
V5—1 V5-1
:\/3_1: 2 _ 2
VE+1 ¥y Vi
1
_ 9
= -
1+$

iz jednakosti (12) zaista sledi da f = Ké,n-

Jos jedan nacin na koji Sturmove re¢i mogu biti definisane i koji u sustini
takode predstavlja jedan oblik mehanicke reci je sledeéi: Identifikujemo je-
diniénu kruznicu sa intervalom [0,1). Fiksirajmo tacku x € [0,1) tj. tacku
na jedini¢noj kruznici, i v € (0, 1). DefiniSemo rotaciju R, za ugao 7 koja
preslikava tacku na kruznici u tacki na kruznici, tj. R, : [0,1) — [0,1), na
slede¢i nacin

Ry(z) = {z + 7}

DefiniSemo re¢ r, , na sledeci nacin:

0, Re[0,1—7);
— v
Faaln] = { 1, RIe[l—7,1).

Na ovaj nac¢in dobijamo beskona¢nu re¢ nad alfabetom {0,1}. Ta rec je
Sturmova ako i samo je ugao rotacije iracionalan broj. Posle nekoliko tehnickih
koraka dobija se da je r,, upravo s, ;.

2.4.3 Povlaséene reci

Motivacija za definisanje povlaséenih re¢i dobijeno je prilikom izuc¢avanja tzv.
bogatih reci, koje su definisane u [9] kao, grubo rec¢eno, re¢i koje sadrze mak-
simalno palindroma koliko mogu sadrzati (za jos detalja o razli¢itim vidovima
pojavljivanja palindroma u kona¢nim i beskona¢nim re¢ima videti [4]). Nji-
hova interesantna karakterizacija je da je re¢ bogata ako i samo ako je svaka
kompletna povratna re¢ svakog njenog palindromskog faktora ponovo palin-
drom. Povlaséene reci su rekurzivno definisane kao kompletne povratne reci
za neku povlaséenu rec. Preciznije:
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Definicija 2.50. Neka je dat alfabet . Povlaséene reci nad ¥, u oznact
Pris, (potice od engleske reci privileged), definisu se rekurzivno

® ccC PT’iz,'
e svako slovo i1z X je u Priy;

e za|w| > 2 vaZi w € Priy ako je w kompletna povratna re¢ za neku rec
1z Pris,.

Za datu re¢ w uvedimo oznake:
Pri(w) = {u € F(w) : u je povlaséena};

Pri,(w) ={u € F(w) : |u| =niu je povlaséena}.

Povlaséene reci se ponasaju sli¢cno kao palindromi. Karakterizacija Sturmovih
reCi pomocu povlaséenih reci je slicna karakterizaciji pomoc¢u palindroma:

Teorema 2.51. Beskonacna re¢ s je Sturmova rec¢ ako i samo ako vazi

. | 1, ako je n parno;
[Prin(s)] = { 2, ako je n neparno.

Dokaz ove teoreme moze se naéi u [20].
Za ilustraciju ove teoreme posmatrajmo Fibonacijevu rec f:

Primer 2.52.
f=0100101001001010010100100101001 . ...
Vazi:
o Prig(f) ={e}, pa sledi |Prio(f)| = 1;
o Priy(f) =1{0,1}, pa sledi |Pri(f)| = 2;
e Priy(f) =400}, pa sledi |Pris(f)] = 1;
e Priz(f) = {010,101}, pa sledi |Pris(f)| = 2. ..

Moze se pokazati da za Sturmove reéi vazi Pal(s) = Pri(s).
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2.4.4 Abelove povratne reci

Definicija 2.53. Dve konacne reci su abelovski ekvivalentne, u oznaci ~ gy,
ako 1 samo ako od jedne moZemo dobiti drugu permutovanjem slova.

Definicija 2.54. Neka je w rekurentna re¢ a u njen proizvoljan faktor. Neka
sung <ng <ng<... pozicije takve da vazi w[n;,n; + |u| — 1] ~up u. Skup
semiabelovih povratnih reci za faktor u je skup {w[n;,n;gyq —1] i > 1}, a
skup Abelovih povratnih reci su predstavnici faktor-skupa {wln;, n;q — 1] :
P> 1},

Iz definicije jasno da je broj Abelovih povratnih reci za neki faktor manji
ili jednak broju semiabelovih povratnih reci za taj faktor.

Sturmove reéi se mogu biti okarakterisani pomoéu Abelovih i pomoéu
semiabelovih re¢i na veoma slican nacin.

Teorema 2.55. Beskonacna rekurentna re¢ s nad {0,1} je Sturmova ako i
samo ako za svaki njen faktor u vazi da skup semiabelovih povratnih reci za
u sadrzi dva ili tri elemenata.

Teorema 2.56. Beskonacna rekurentna re¢ s nad {0,1} je Sturmova ako i
samo ako za svaki njen faktor u vazi da skup Abelovih povratnih reci za u
sadrzi dva ili tri elemenata.

Detaljno o ovome moze da se naci u [21].
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3 Primena Sturmovih reci u teoriji bro-
jeva

Sturmove reci imaju brojne primene u razlic¢itim oblastima, recimo u teoriji
brojeva, optimizaciji putnih mreza, kompjuterskoj grafici i obradi slika, pre-
poznavanju obrazaca itd. U ovom delu rada fokusira¢emo se na neke njihove
primene konkretno u teoriji brojeva. Bice izloZzena tri vazna rezultata. Prva
dva se odnose na to kakvu ulogu Sturmove reéi imaju u ispitivanju transcen-
dentnosti realnih brojeva predstavljenih na odreden nacin. Prvo dokazujemo
kriterijum transcendentnosti preko cifarskog zapisa u nekoj bazi. Zatim ¢emo
(bez dokaza) pomenuti i slican rezultat koji se zasniva na zapisu broja u ob-
liku veriznog razlomka. Treéi rezultat pokazuje da se Sturmove reci u teoriji
brojeva pojavljuju ne samo u pitanjima transcendentnosti ve¢ i u drugim
kontekstima, konkretno (kako se ispostavilo tek pre nekoliko godina) i u ispi-
tivanju ponasanja razlomljenih delova brojeva oblika £0".

3.1 Transcendentnost brojeva

Teoreme koje su u ovoj sekciji izlozene mogu se naci u [1], [2], [8], [18]. Za
dokaz transendentnosti bi¢e nam korisna Ridoutova teorema (videti [17, str.
147-148]).

Teorema 3.1. Neka je 6 realan algebarski broj, i neka su p, ¢, ¢ i c3
pozitivne konstante, a A i pu konstante koje zadovoljavaju

0<A<1i0<pu<l.

Pretpostavimo da postoji beskonacno mnogo svedenih razlomaka S—” sa sledecim
n
osobinama:

b ’% - 6)l < CllQn‘_p;

o P, i Q, su razliciti od nule i mogu biti zapisani v formi P, = Pla, i
Qn = Qby,, gde su a, i b, uzajamno prosti prirodni brojevi a P! i Q)
celi brojevi takvi da vazi

0 <[Pl < ol Pl i 0 < |Q] < sl Pl

Tada vazi p < A+ p.
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3.1.1 Transcendentnost preko cifarskog zapisa

Lema 3.2. Neka je 0 iracionalan broj. Ako za svako n > 1 waZi da nje-
gov binarni zapis pocinje sa 0.u,v,v,0), gde je u, re¢ (moguée prazna) nad
alfabetom {0,1} a v, i v), neprazne reci, pri éemu je ispunjeno:

o v, € Pref(v,);
e |v, = 00| zan — oco;
|tn|

e limsup — < o0;

[vn]
e liminf % > 0,
tada je broj 6 transcendentan.

Dokaz. Oznacimo sa r, duzinu reéi u,, a sa s,, duzinu rec¢i v,,. Biramo € tako

da vazi:
A
0 < € < liminf :
|vn]
Neka je t,, racionalan broj ¢iji je binarni zapis 0.u,v,v, .... Tada jasno vazi

Pn
fy = —— "
2rn (250 — 1)

za neki ceo broj p,. Ako uzmemo dovoljno veliko n dobi¢emo:

0= tal < 5 e

Dalje, kako je
Sn 1 1

Tn+ 8, limsup == limsup =+l

Sn

lim inf 0,

sledi da postoje brojevi i p takvi da za beskonacno mnogo vrednosti n vazi:

Sn Sn

1+ <l4+pu<p<l+(l+e

Ovakav izbor p i p daje kontradikciju sa teoremom 3.1 u kojoj uzimamo
=P =p,, Q, =2m(2 1 Q,=2"—1,a,=1,b,=2"1)=1.
Dakle 6 mora biti transcendentan. |
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Lema 3.3. Ako je s Sturmova rec, tada postoje dve reci wo i wy i niz pozi-
tivnih celih brojeva a,,, takvih da, ako je rec¢ w, zadat rekurzivnom formulom

_.a
Wp4+1 = wnnwnfla

tada za sve N > 1 in > 1 re¢ s[1, N] ima oblik xoxy...xx, gde su x;,
1 <i <k—1 jednaki sa wy, ili wyi1, xo je sufiks, a xy je prefiks ili od w,, ili
od Wy y1-

Dokaz. Posmatrajmo faktor-grafove reci s. Kao sto smo pokazali ranije, svaki
takav graf se sastoji od tri puta. Oznacimo sa DSF,, i sa LSF,, desni i levi
specijalni faktor duzine n. Za fiksirano n posmatrajmo puteve koji kreéu
iz LSF, i zavrSavaju se u LSF,, i pritom u svaki ¢vor koji se nalazi na
posmatranom putu ulazi samo jedna grana. Takvih puteva ima ukupno dva,
naime:

K, =0 b868 . b8, =65 bbb, (13)
u skladu sa oznakama na stranici 36. Sada ¢emo pokazati da postoji odredena
veza izmedu tih puteva u grafovima G, (s) i G,41(s). U zavisnosti od toga da
li se levi i desni specijalni faktor u grafu G, (s) poklapaju ili ne, razlikujemo
dva slucaja:

e DSF, # LSF,:

Tada za svaki ¢vor X koji nije desni specijalni faktor u grafu G,(s)
postoji jedinstveno slovo a tako da je Xa ¢vor grafa G,,41(s), i pri tome
vazi da ako postoji grana iz Yb u Xa u grafu G, 41(s), tada postoji
grana iz Y u X i u grafu G,(s). Imamo da je DSF,,; = ¢DSF, a
LSF, .1 = LSF,d, gde su slova ¢ i d jedinstveno odredena pomocu
grafa G, (s). Dakle, graf G, 11(s) je time potpuno odreden i vazi da je
Kooin=K,iJo1=Jy.

e DSF,=LSF,:
U ovom slucaju neka K, prolazi kroz ¢vorove

(LSF,,LSF,[2,n]a,...,bLSF,[1,n — 1], LSF,),
a L, kroz
(LSF,, LSF,[2,n]c,...,dLSF,[1,n — 1], LSF,).

[ sada vazi da je LSF, 1 = LSF,ai DSF, 1 = 8DSF, zaneka slova «
i 3, ali sada pomo¢u grafa G, (s) ne mozemo jedinstveno zakljuciti kako
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tacno izgledaju putevi K, 41 1 L,+1 u grafu G,,11(s). Pretpostavimo da
je @ = a; tada imamo da je f = b, a ovo implicira da je K,.1 = K,
a Jo1 = K,J,. Za o = ci = d dobili bismo da je K,,.1 = J, K, i
Jn+1 - Jn

Sada stavimo da su re¢i w, i w,,; odredene putevima K, i J, navedenim
u (13). Oni zadovoljavaju rekurzivnu formulu koju smo trazili. Takode za
fiksirane n i N re¢ s[1, N| je predstavljena pomoc¢u puta u grafu G, (s) koji
prolazi kroz ¢vorove

s[l,n],s[2,1+n],...s[N+2,N —1+n],
pa imamo trazenu dekompoziciju. |
Sada mozemo dokazati glavnu teoremu ove sekcije:

Teorema 3.4. Neka je 0 realan broj. Ako on wu binarnom zapisu formira
Sturmovu rec¢, tada je 6 transcendentan broj.

Dokaz. Oznac¢imo sa v binarni zapis broja 6, koji je po pretpostavei Sturmova
rec. Neka su a,, i w,, odredeni prema lemi 3.3, i prema istoj lemi neka u pocinje
sa rory ... Tp_1, gde je xq ili sufiks od w,,, u kom slucaju je oznaciti sa z,, ili
sufiks od w1, Sto dalje moze da bude sufiks od w,_1, u kom slu¢aju ¢emo
ga opet oznaciti sa z,, ili je oblika z,wS"w,_1 gde je z, neki sufiks od w,,
a ¢, ceo broj za koji vazi 0 < ¢, < a,. Prvih b, re¢i u nizu xy,x9,...,T5_1
su jednake sa w, za neko b, > 0, a posle njih mora da sledi w,1, jer bismo
inace imali da je u eventualno periodi¢na rec.
Dakle, za svako n re¢ u pocinje ili sa

Zpwlr T, 14
n

ili sa

b
2 WS Wy W, T W, (15)

gde je z, sufiks od w, ili od w,_1, a b, i ¢, su nenegativni celi brojevi.
Oznacimo sa ¢, duzinu re¢i w,. Vazi ¢,+1 = ¢,a, + ¢,—1. Razlikujemo sada
dva slucaja.

e Ako za beskonacno mnogo vrednost n imamo slucaj (15) sa ¢, > 3,
tada primenom leme 3.2 za u,, = 2, i v, = v), = w,, dobijamo transcen-
dentnost broja 6.
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e Ako ne vazi prethodno, tada stavimo w, = z, u slucaju (14), a u,, =
zpwSrw,_1 u slucaju (15). Tada za dovoljno veliko n imamo |u,| < 5¢,
i posmatramo slede¢e podslucajeve:

— Ako je a, + b, > 3 za beskona¢no mnogo n, stavimo v, = w, i
vl = v, 1 lema 3.2 daje trancendentnost broja 0;

— Ako je a, + b, < 2 za dovoljno veliko n i pritom za beskonacno
mnogo n imamo a, + b, = 2, tada za dovoljno veliko n imamo
Gn—1 = %”, pa lema 3.2 za vrednosti v, = w, i v, = w,_1 ponovo
daje transcendentnost broja 6,

— Ako ne vazi nijedan od prethodnih sluc¢ajeva, tada za dovoljno
veliko n mora da vazi a, = 11 b, = 0. Primenimo lemu 3.2 za
Up = Wy—1 1 V), = wy,_4, jer tada vaze nejednakosti

|un]
10
Time je dokaz zavrsen. |

< |vn| = qn < 8|vy|.

Napomena 3.5. Na prakticno identican nacin dokazuje se i jace tvrdenje:
ako realan broj 0 u zapisu u ma kojoj bazi ima samo dve cifre i one pritom
formiraju Sturmovu rec, tada je 6 transcendentan.

Napomena 3.6. U radu [8] je u stvari dokazano jos vise, pri éemu je i taj
dokaz slican ovde izlozenom. Definisemo upstenje Sturmovih reci nad alfa-
betom sa k elemenata na sledeéi nacin: s je takva uopstena Sturmova rec
ako i samo ako vazi
|Fo(s)|=n+k—1.

(Ocito za k = 2 dobijemo Sturmove reci.) Tada, ako cifre realnog broja 6 u
nekoj bazi formiraju wopstenu Sturmovu re¢ nad alfabetom sa k elemenata,
onda je taj broj transcendentan.

3.1.2 Verizni razlomci

Verizni razlomak je izraz oblika

ag + (16)
ap +
g + ————

1
a3+—
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gde su a;, 1 > 0, nenegativni celi brojevi, koji se nazivaju parcijalni koli¢nici.
Svaki realan broj moze da se predstavi na jedinstven nacin kao verizni razlo-
mak.

Primer 3.7.
19—1+4—1+1—1+ =1 ! =1+ !
15 15 L 3 1 1
3+ - 3+ 34+ ——
4 4 1+1
3
V3i=1+vV3-1=1 ! —1 ! —1 L
=1+ —l=14+—F-= +\/§+1— +ﬁ
V3—1 3—1 1_|_
2
1+ ! 1+ !
n 3—1 1
14— 1+

2(vV3+1) 1+/3

pa se ponavlja postupak.

Vazi da je verizni razlomak konacan ako i samo ako je broj koji on pred-
stavlja racionalan.

Da pojednostavimo zapis koristi¢emo oznaku [ag, a1, as, as, .. .| za izraz
(16). Sledeca teorema potice jos od Lagranza, i da¢emo je bez dokaza:

Teorema 3.8. Neka je a = [ag, aq, a9, a3, . ..]. Tada je re¢ agayazas . .. even-
tualno periodicna ako i samo ako je o iracionalan broj koji je resenje neke
kvadratne jednacine sa celim koeficijentima.

Primer 3.9. Kako smo malopre izveli vazi

V3=1[1,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2...];

Y Y P Y Y P Y J

Takode vaze 1 sledeée jednakosti:
V2=11,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2...];

V13 =1[3,1,1,1,1,6,1,1,1,1,6,...];

1+
2

B

=[1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,...].
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Dugo neresena hipoteza koju je prvi put formulisao Khintchine 1949.
godine navodi da, ukoliko su parcijalni koli¢nici veriznog razlomka ograniceni,
tada je broj koji on predstavlja:

e kvadratni koren racionalnog broja — ako je re¢ formirana od parcijalnih
koli¢nika eventualno periodi¢na;

e trancendentan — inace.

Do danas se mnogo matematicara bavilo Khintchinovom hipotezom, i ona
je dokazana za nekoliko specijalnih slucajeva. Jedan od tih rezultata koristi
osobinu Sturmovih rec¢i. U pitanju je sledec¢a teorema:

Teorema 3.10. Ako je re¢ koja je formirana pomocu parcijalnih kolicnika
veriznog razlomka Sturmova, tada je broj, koji taj razlomak predstavlja tran-
scendentan.

Dokaz ne navodimo, ali pomenimo toliko da kljuénu ulogu ima ¢injenica
da Sturmove reci pocinju sa proizvoljno velikim kvadratima. Ilustrujmo ovo
pomocu Fibonacijeve reci:

Primer 3.11.
f =010 010 1001001010010100100101001001 . . . ;

f=01001 01001 001010010100100101001001 . . .;
f=01001010 01001010 010100100101001001 .. ..
1 tako dalje.
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3.2 Sturmove reéi i razlomljeni delovi

Mabhler je 1968. godine je definisao takozvane Z-brojeve. Videti detalje u [17].
Oni su zadati na slede¢i nacin:

Z={e:¢ e R >0, (i > 0)0 < {e(} < D,

gde {z} oznacava razlomljeni deo broja z.

On je dokazao da je skup Z najviSe prebrojiv, a i dalje je otvoreno pitanje
da li je cak Z = ().

Ovo je dalo motivaciju za opstije pitanje:

Za zadat realan broj « i interval (z,y) C (0,1), da li postoji broj & > 0
takav da za sve n > 0 vazi x < {{a"} <.

Bugeaud i Dubickas su 2005. godine u radu [3] resili jedan specijalan
sluc¢aj ovog problema. Dokazali su slede¢u teoremu:

Teorema 3.12. Neka je b > 2 ceo a £ iracionalan broj. Tada brojevi {£b™},
n > 0 ne mogu svi biti unutar intervala cija je duZina strogo manja od %
Dalje, vazi svi brojevi {£b"}, n > 0 su u zatvorenom intervalu duZine % ako
1 samo ako vazi

)]

gde je k € {0,1,...,b—2}, s je Sturmova reé, a

(w) = 3 slilb .

7j=1
Dokaz. Neka je re¢ w dobijena tako da vazi
{6} = ty(w) = w[1]b™" + w[2)b? + w[3]b™% -+ = O.wjwaws . . . .

Primetimo da vazi {€b"} = 0.wp41Wnyo. ... Stavise, kako je ¢ iracionalan
broj, imamo da je

wn+1b_1 < {gbn} < wn+1b_1 + b_l.

Ako bi postojale w;y1 1 wjy1, 0 <4 < j takve da vazi wjp1 — wip1 > 2, tada
bismo dobili:

2 1

. , ]
{&b} — {0} > wjpnb™ —wiab™ = b7 > o - o=

S
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Dakle, mozemo bez umanjenja opstosti pretpostaviti da za ¢ > 0 vazi w; €
{k,k+ 1}, gde k € {0,1,...,b— 2}. ZapiSemo sada {{} u formi

k

1§} = b1 + to(s),

gde je s re¢ nad alfabetom {0, 1}. Sada imamo:

k
{fbn} - b——l = 0.8 41542+ = $n+1[f1 + 3n+2672 +....

Kako je broj ¢ iracionalan, sledi F,(s) < Fj,41(s), pa za svako m postoji bar
jedan faktor re¢i s duzine m, recimo s;...S;1,—1 tako da i 0s;...s; 0,1 i
18; ... Sivm pripadaju skupu F(s). To znaci da postoje celi brojevei u i v (koji
zavise od m) takvi da vazi

k
{ebe} — T 0.08; . .. Sizm-15";

k
{gbv} - m = 018Z ce Si—l—m—lS”-

Imamo
{ev} — ey > o7 — b

Kako m mozemo birati proizvoljno veliko, sledi da ne postoji interval duzine
strogo manje od 3 koji bi sadrzao sve brojeve {£b"}, n > 0.

Neka je sada re¢ s Sturmova. Tada je ona balansirana, pa sledi da ne
postoji re¢ v takva da su i 0v0 i 1wl su faktori reci s. Dakle, razlika izmedu
svaka dva broja {07} i {€b'} po apsolutnoj vrednosti manja je od ili jednaka
sa %

Drugi smer dokazujemo kontrapozicijom. Neka re¢ s nije Sturmova. Kako
je ona svakako aperiodi¢na, sledi da nije balansirana. Tada iz leme 2.17 imamo
da postoji re¢ u takva da su i O0u0 i 1ul faktori reci s. Tada je razlika izmedu
svaka dva broja {€b7} 1 {€b'} po apsolutnoj vrednosti ve¢a od 3. Ovo znaci da
ne postoji zatvoren interval duzine § koji sadrzi sve brojeve {¢b"}, n > 0. W
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