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Predgovor

Parcijalne diferencijalne jednacine predstavljaju matematicke modele mnogih
fizickih, hemijskih i biologkih pojava. Cesto su jednaéine koje se razma-
traju dosta komplikovane i nalazenje analitickog resenja je nemoguce ili
neprakti¢no. Stoga se traze numericke aproksimacije nepoznatog analitickog
resenja.

Singularno perturbovani problemi (SPP) su parametarski zavisne dife-
rencijalne jednacine ¢ije reSenje ispoljava neuniformno ponasanje kada para-
metar tezi ka nekoj grani¢noj vrednosti. Neuniformnost ovih problema ogleda
se u pojavi slojeva u kojima se resenje naglo menja kada perturbacioni para-
metar tezi nuli. Zbog neefikasnosti resavanja ovih problema standardnim nu-
merickim postupcima, javlja se potreba za primenom adekvatnijih metoda,
kao sto su postupci kona¢nih elemenata. SPP pripadaju savremenoj oblasti
numericke matematike i ovoj oblasti istrazivanja se posvecuje sve viSe paznje.
Ovi problemi se primenjuju u aerodinamici, mehanici fluida, finansijskoj
matematici, prenosu toplote, modelovanju procesa zagadenja zivotne sredine
i hemijskoj kinetici.

U radu ¢e se koristiti postupak kona¢nih elemenata. Postupcima konac¢nih
elemenata se aproksimiraju ne samo klasi¢na, nego i neklasi¢na resenja par-
cijalnih diferencijalnih jednacina. To je jedna od glavnih prednosti ovih
postupaka nad ostalim standardnim numerickim postupcima. Problem se
postavlja u prostoru Soboljeva!, to jest, u Banahovom? prostoru slabo dife-
rencijalnih funkcija i polazi se od slabe formulacije diferencijalne jednacine.
Domen se razlaze na konac¢nu uniju disjunktnih poddomena. Zatim se nad
svakim poddomenom (elementom) taéno resenje aproksimira polinomom i
na taj nacin se formira globalno diskretno resenje u obliku po delovima poli-
nomne funkcije, koja pripada odredenom kona¢nodimenzionalnom prostoru
(prostoru konacnih elemenata). Konvergenciju postupaka konacnih eleme-
nata moguce je postic¢i zgusnjavanjem mreze, povecavanjem stepena polinoma
ili kombinovanjem oba nacina. Tako se dobijaju h-verzija, p-verzija ili hp-
verzija konacnih elemenata. U zavisnosti od razlaganja domena, baza pros-
tora kona¢nih elemenata se bira tako da njene funkcije imaju male nosace.
Posledica izbora takve baze je da formirani diskretni problem i njemu odgo-
varajuci sistem linearnih jednac¢ina imaju retku matricu, te je njihovo racuna-

1Sergei Sobolev (1908-1989), ruski matematicar
2Stefan Banach (1892-1945), poljski matematicar



nje olaksano.

Za dokazivanje uniformnosti postupaka konac¢nih elemenata koristimo
sledec¢e: na osnovu dekompozicije resenja dolazimo do nekih osobina resenja i
njegovih izvoda, zatim dobijene informacije o resenju koristimo za konstruk-
ciju slojno-adaptivne mreze i prilikom izvodenja greske interpolacije. Na
kraju se izvodi analiza greske.

kokk

Ovaj master rad se sastoji od 6 poglavlja.

U prvom poglavlju se predstavlja opsta teorija o prostorima funkcija i
postupcima konac¢nih elemenata, koji je predstavljen na linearnoj parcijalnoj
diferencijalnoj jednacini drugog reda sa homogenim Dirihleovim?® konturnim
uslovima, ¢iji specijalni slu¢aj predstavlja SPP. Date su Laks*-Milgramova®
teorema i lema Cea,’ kao glavna tvrdenja teorije kona¢nih elemenata. Defi-
nisani su konac¢ni elementi, prostor konacnih elemenata i dati su njihovi
primeri. Takode je predstavljen Lagranzov’ interpolant.

Drugo poglavlje je posvec¢eno jednodimenzionalnim SPP sa unutrasnjim
slojevima. Postojanje ovakvih slojeva, pored uobic¢ajenih konturnih slojeva,
posledica je prekidnih polaznih funkcija. U ovoj glavi se posmatra linearni
jednodimenzionalni problem konvekcije-difuzije:

—eu(z) — b/ (z) = f(z), za xz€(0,1),
u(0) =u(l) =0,

¢iji su koeficijenti funkcije sa diskontinuitetom u tacno jednoj unutrasnjoj
tacki d domena 2 = (0, 1). U nastavku se proveravaju uslovi Laks-Milgramove
teoreme za postojanje slabog i diskretnog resenja. Takode je opisan Galerki-
nov metod konacnih elemenata i prikazana je dekompozicija resenja na kojoj
se zasniva analiza greSske pomenutog postupka.

U trecem poglavlju su predstavljene slojno-adaptivne mreze, specijalno
konstruisane za dati problem: Siskinova® mreza i Duran®-Siskinova mreZa,
za koju su dokazane i osobine koraka mreze.

3Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), nemacki matematicar
4Peter David Lax (1926-), madarsko-americki matematicar

® Arthur Norton Milgram (1912-1961), ameri¢ki matematicar

6Jean Céa (1932-), alzirski matematicar

"Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), francuski matematicar
8Grigorii Ivanovich Shishkin (1939-), ruski matematicar

9Ricardo Guillermo Duran (1954-), argentinski matematicar
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U cetvrto]j glavi se najpre predstavlja “streamline-diffusion” (SDFEM)
postupak konacnih elemenata sa linearnim baznim funkcijama, kojim resa-
vamo gore pomenuti problem. Potom se u maksimum normi izvode ocene
za gresku interpolacije, kao i za konacnu ocenu greske, posebno u tackama
izabrane mreze, a posebno na celom domenu.

U petoj glavi se numericki verifikuju dobijeni rezultati u programskom
paketu Mathematica i vrsi se poredenje sa rezultatima koji su poznati u
literaturi.

U Sestoj glavi se daje pregled definicija i teorema koris¢enih u radu.

Na kraju su data dva priloga. Prvi prilog sadrzi oznake koje su koris¢ene
u radu, a u drugom prilogu su predstavljeni programi koji su korisé¢eni pri
izvodenju numerickih eksperimenata.

koksk

Ogromnu zahvalnost dugujem svom mentoru, dr Heleni Zarin, koja je
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Uvod

Glavna tema ovog rada su singularno perturbovani problemi konvekcije-
difuzije.

Sta su singularno perturbovani problemi? Miller je u [15] dao sledece
objasnjenje: Opravdanje za ime “singularna perturbacija” je to sto se priroda
diferencijalnih jednacina menja u granicnom slucaju, kada je singularno per-
turbovani parametar jednak nuli. Na primer, promena nelinearne parabolicne
jednacine u nelinearnu hiperbolicnu jednacinu.

Roos je u [16] opisao singularno perturbovane probleme na sledeé¢i nagin:
Postoje diferencijalne jednacine koje zavise od malog pozitivnog parametra €
¢ija resenja (ili njihovi izvodi) teze prekidnoj granici dok e tezi nuli.

Oba izvora vode do sledece definicije u kojoj je formalno opisano Sta su
singularno perturbovani problemi.

Definicija 0.0.1 [14] Neka je B prostor funkcija sa normom || - || i neka
je D C R? domen parametara. Neprekidna funkcija u: D — B, &+ u(e) je
reqularna za € — €* € 0D ako postoji funkcija u* € B takva da je

aligl u(e) —u*|lp =0,

inace je u(e) singularna za € — €*.

Neka je (P.) problem éije je resenje u(e) € B za svako € € D. KaZemo da je
(P.) singularno perturbovan problem za & — £* € 0D u normi || - |p ako je
u(e) singularna za € — e*.

U skladu sa ovom definicijom posmatrajmo slede¢u jednodimenzionalnu
diferencijalnu jednacinu:

—eu" —bu' =f u (e,d), ulc)="., u(d) =g (P)

gde su polazne funkcije u (P) realne i definisane na odgovarajué¢im domenima.
Realan broj ¢ € (0, 1] koji mnozi najvisi izvod nepoznate funkcije u, najéese
uzima veoma male vrednosti. Problem tipa (P) sa ¢ = 0 i odgovarajuéim
konturnim uslovom naziva se redukovani problem. Njegovo reSenje se najcesce
oznacava sa ug = u(-,0). Za problem tipa (P) se kaze da je singularno pertur-
bovan ako njegovo resenje u = u(-, ) ne konvergira ka resenju odgovarajuceg
redukovanog problema, kada ¢ tezi nuli. U tom slucaju se € naziva singularno
perturbovanim parametrom.



Napomena 0.0.1 Definicija 0.0.1 je zavisna od norme. Na primer, za
problem

—eu’(z) —u/(z) =1, za x€(0,1), u(0)=u(l)=0, (1)
trazimo resenje u € C%(0,1) N C0,1], gde je 0 < ¢ < 1. Za € = 0 imamo
—u'(z) =1, za z€(0,1), u(0)=u(l)=0, (2)

ali za razliku od (1) problem (2) nema resenje u C?(0,1) N C[0,1]. Resenje
od (1) je

Resenje u od (1) mozemo predstaviti kao funkciju dve promenljive
w:[0,1] x (0,1] : (z,€) — u(x,e).

Problem (1) je singularno perturbovan u C° i L* normi jer je za (z,g) —
(0,0)

glﬁl_}ﬂéll_l}l(l)ll(%,é?) =1#0= il_l)%igl%u(:c,é).

Prema ovome u kao funkcija dve promenljive poseduje klasi¢nu singularnost u
tacki (0,0). Medutim, u L? normi ovaj problem nije singularno perturbovan
jer postoji funkcija u* : z — 1 — x za koju je

lu(e) = w*[l2(00) = O(?).

0J

Napomena 0.0.2 Granicni uslovi takode imaju isto vaznu ulogu. Posmat-
rajmo problem

—eu’(z) —u/(z) =1, za x€(0,1), «'(0)=u(l)=0.

Ovaj problem je singularno perturbovan u C!' normi, ali nije u C° normi.

O

U opstem slucaju, resenje singularno perturbovanog problema se zajedno
sa svojim izvodima naglo menja na odredenim delovima domena. Uske
podoblasti na kojima se javljaju promene se nazivaju slojevima i mogu se



nalaziti u okolini ruba ili u unutrasnjosti domena. Tacan polozaj i Sirina slo-
jeva zavise od geometrije domena, konturnih uslova, kao i glatkosti polaznih
funkcija.

Pri numerickom resavanju singularno perturbovanih problema, osnovni
cilj je konstrukcija robustnih ili e-uniformno konvergentnih numerickih postu-
paka, to jest, postizanje uniformne konvergencije u odnosu na perturbacione
parametre. Usvajamo slede¢u definiciju parametarski-uniformne konvergen-
cije za slucaj problema sa malim parametrom e.

Definicija 0.0.2 [13] Neka je u resenje singularno perturbovanog problema
i neka je uy aproksimacija za u koja je dobijena numerickim postupkom sa
parametrom diskretizacije N. Za numericki postupak se kaZe da je e-uniformno
konvergentan (ili robustan) u normi || - ||, ako je

lu — up|| < Y(N), za N > N,
gde su funkcija v i Ny > 0 nezavisni od € 1

lim J(N) = 0.

N—o0

Konstrukeiji e-uniformno konvergentnih postupaka (parametarski - uni-
formnih metoda) za reSavanje singularno perturbovanih problema (SPP)
mozemo pri¢i na dva nacina. Prvi prilaz koristi ¢injenicu da je u vedéini
SPP ponasanje reSenja u okolini slojeva eksponencijalne prirode. Zasniva
se na zameni standardnih operatora fitovanim, koji opisuju singularno per-
turbovanu prirodu problema i koristi mreze ¢iji su ¢vorovi proizvoljno ras-
poredeni. Nedostatak ovog pristupa je sto se tesko uopstava za probleme
u vise dimenzija. Drugi prilaz koristi standardnu diskretizaciju na slojno -
adaptivnim mrezama, to jest, koristi mreze koje su prilagodene da obezbede
parametarski-uniformnu konvergenciju, a te mreze se zovu slojno-adaptivne.
Ove mreze zahtevaju poznate informacije o ponasanju resenja. Ocene izvoda
reSenja su potrebne za konstrukciju mreze i za analizu greske. Pri nu-
merickom resavanju SPP, za aproksimaciju resenja u slojnim delovima do-
mena, pozeljno je da mreza bude dovoljno gusta kako bi dobili numericko
reSenje sa prihvatljivom tacnoséu, a za aproksimaciju resenja van slojeva do-
voljno je da se koristi gruba mreza. Na ovakvim mrezama problem se efikasno
reSava i u slojevima i van njih. Zato je potrebno pazljivo izvrsiti diskretizaciju
domena. Ovaj pristup se koristi u kombinaciji sa raznim mumerickim meto-
dama, kao Sto su konacni elementi, vestacka difuzija, ”streamline-diffusion”,



postupak kona¢nih elemenata Petrovi®-Galerkina!'l, itd. U slucaju kada
ponasanje resenja nije unapred poznato, moguce je koristiti adaptivne pos-
tupke koji konstruisu mrezu na osnovu informacija o numerickom resenju.

10 Aleksei Zinovyevich Petrov (1910-1972), ruski matematicar
UBoris Grigoryevich Galerkin (1871-1945), ruski matematicar
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Glava 1

Postupci konacnih elemenata

U ovoj glavi govorimo o postupcima konacnih elemenata za resavanje parci-
jalnih diferencijalnih jednacina drugog reda i njihovim osobinama. Pratedi
[1,24] navedena je teorema o egzistenciji slabog resenja, objasnjen je pojam
kona¢nog elementa i predstavljen je Lagranzov interpolant.

1.1 Prostori funkcija

Neka je €2 C R™ otvoren i ograni¢en skup. U ovom odeljku se uvode posebne
klase realnih funkcija koje su definisane na skupu 2.

1.1.1 Prostori neprekidnih funkcija

Neka je sa Ny oznacen skup nenegativnih celih brojeva. Multi-indeks
a=(ay,..,a,) € Ny
je uredena n-torka elemenata iz skupa Nj.
Duzina multi-indeksa o = (v, ..., ;) je nenegativan ceo broj

la| == a; + as + ... + ay,.

Sliéno, ako je Dj = —, j =1,...,n, onda je D* = D"...Dg» diferenci-

Ox;

jalni operator reda |a|, to jest, vazi:

e (DN (DN, ah
- \0z,) T \om, 0z Ory?.. . Oxon

(0,...0)

Multi-indeks (0, ..., 0) oznac¢avamo sa 0; jasno [0| =01 D U= u.

Primer 1.1.1 Pretpostavimo dajen =31 a = (o, a2,03), o €N, j =
1,2, 3. Tada za u, funkciju tri promenljive x1, x2, 23 je



ZDau—a3u+ PPu N PPu
© 028 0x30xy 02201

|ae|=3
N Pu N u +83u
0r10x3  Or 023 O
Pu OPu 0u Pu

+8x18x28x3 + 022013 * D023 + ors’
0

Neka je sa C§°(£2) oznacen prostor beskonacno diferencijabilnih funkcija
sa kompaktnim nosacem u 2 i C*(2) skup svih realnih neprekidnih funkcija
u definisanih na €2 sa osobinom da su izvodi D*u neprekidni na €2 za svako
a = (ag,...,a,), gde je |a| < k. Pretpostavimo da je {2 ogranic¢en otvoren
skup. Tada C*(€2) predstavlja skup svih funkcija u € C*(Q) tako da se Du
moze prosiriti sa 0 do neprekidne funkcije na Q (zatvorenju skupa ), za
svako o = (o, ..., ), | < k.

1.1.2 Prostori integrabilnih funkcija
Sada razmatramo klasu prostora koji se sastoje od (Lebeg!'?-) integrabilnih

funkcija.

Oznac¢imo sa LP(Q2), 1 < p < oo, skup merljivih funkcija u za koje je
/|u(m)|p dr < 0.
Q

Za dve funkcije u,v € LP(Q), kazemo da su jednake ako je u(z) = v(x) za
x € Q, osim na skupu mere nula. LP(2) su Banahovi prostori sa normom

1/p

lul|Lr) = /\u(x)]p dx , p€lo0).
Q

Prostor L?(2) je i Hilbertov '® prostor sa skalarnim proizvodom definisanim
sa

(u,v) 2(0) = /u(x)v(x) dr, u,v € L*(Q).

2Henri Léon Lebesgue (1875-1941), francuski matematicar
13David Hilbert (1862-1943), nemacki matematicar
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Ocigledno je
||UH%2(Q) = (u, u)r2(0).

Za p = oo sa L>(£2) oznacen je skup funkcija u € Q, tako da |u| ima konacan
esencijalni supremum na €2, to jest, postoji pozitivna konstanta M takva
da je |u(z)| < M za skoro svako' z € Q. Najmanji takav broj M se zove

esencijalni supremum od |u| i pisemo M = esssup |u(z)|. L>(Q) je takode
z€Q
Banahov prostor sa normom

||U,||LOQ(Q) := esssup |u(x)|,
e

gde je esssup |u(z)| = inf sup |u(z)], a ' je proizvoljan skup mere nula.
zeQ FcQzeo\r

Lema 1.1.1 (Helderova'® nejednakost) [1,24] Za svake dve funkcije
u € LP(Q) iv e LIQ), za koje je 1/p+1/q = 1, q konjugovani eksponent
1 i1<p, q<o0,vaziuv € L'(Q) 1

dat sa g = P
p_

/u(m)v(m) dz| < ||u|| ryl|v(@)] La)-
0

U slucaju p = g = 2 Helderova nejednakost poznata je pod imenom Kogil®-
Svarcova!” nejednakost.

Sa LT (Q), p € [1,00), oznacen je skup svih funkcija u :  — R, takvih
da za svako x € €2 postoji otvorena okolina i, takva dajeld C Qiu € LP(U).

Funkcije iz L}, () nazivamo lokalno p-integrabilnim funkcijama.

Lema 1.1.2 (Nejednakost Minkovskog'®) [1,24] Za1<p < oo iu,v €
LP(Q2) vazi

|u+ vl zr) < |lullze@) + (V] zr@)-

140sobina P(z) je taéna za skoro svako z € (2, ako je P(x) taéna za svako z € Q\T gde
je I' podskup od ) sa Lebegovom merom nula.

150tto Ludwig Hélder (1859-1937), nemacki matematicar

16 Augustin- Louis Cauchy (1789-1857), francuski matematicar

17Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), nemacki matematicar

8 Hermann Minkowski (1864-1909), nemacki matematicar
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1.1.3 Prostori Soboljeva

Ovde dajemo definiciju i navodimo neke osobine prostora Soboljeva, koji
imaju vaznu ulogu u savremenoj teoriji diferencijalnih jednacina. Vise o
ovim prostorima se moze naéi u [1, 24].

Podsetimo se pojma slabog izvoda. Neka je u glatka funkcija i neka je
v proizvoljna funkcija kompaktnog nosaca u otvorenom skupu 2 C R” sa
neprekidnim izvodima proizvoljnog reda, to jest, u € C*(Q) i v € C(Q).
Parcijalnom integracijom se dobija

/Do‘u(x)v(a:) dr = (—1)l /u(m)Dav(x) dz, |of < k.

Q Q
Definicija 1.1.1 [24] Lokalno 1-integrabilna funkcija u € L},.(Q) ima slabi
izvod w = D% € L},.(Q) reda o (izvod funkcije u reda |o| u slabom smislu),
ako je

(w, ) 1200y = (=) (u, D*¢)12(q), za svako ¢ € C°(Q).

Slabi izvod lokalno p-integrabilne funkcije je, ako postoji, jedinstven. Ako je
u dovoljno glatka funkcija, onda se njeni izvodi u slabom smislu poklapaju sa
odgovaraju¢im izvodima u klasicnom tackastom smislu. Drugim rec¢ima, ako
je funkcija diferencijabilna u klasiécnom smislu, tada njen slabi izvod postoji i
jednak je klasicnom izvodu. I za slabi i za klasi¢ni izvod funkcije u koristimo
oznaku D%u.

Sada dajemo definiciju prostora Soboljeva.

Definicija 1.1.2 [1,24] Za dati ceo broj k> 0 i p € [1, oo] prostor Soboljeva
reda k definisan je sa

Whe(Q) = {u € LP(Q) : D*u € LP(Q), |a| < k).

Na prostoru W¥*?(2) su definisane norma

4 1/p
Z HDauuip(Q) , p€[l,00),
o<k
[ullwer @) =
> Dl o), p= o0,
\ |a|<E




1 seminorma

4 1/p
||D06u||ll7/p (9] 9 p € [1,00),
(©)
o=k
ulwrp@) = < o
Z ||Da’LLHLoo(Q), p = OQ.
\ |a|=Fk

Lako se pokazuje da je W¥P(Q) normiran prostor. Stavise, imamo sledeéi
rezultat.
Teorema 1.1.1 [1,24] Prostor Soboljeva W*?(Q) je Banahov prostor.

U nastavku se umesto W"?2(Q2) upotrebljava oznaka H*(Q); slovo H se
koristi u ¢ast Davida Hilberta. H"*(Q) je Hilbertov prostor sa skalarnim
proizvodom

(U, V) () = Z (D%u, D*v)12(0), u,v € H*(Q).

o<k

U radu ¢e se najceS¢e pominjati prostor

H'(Q) = {u € L*(Q) : (%“ e L2(Q), j =1, n} ,
J

sa odgovaraju¢om normom

n 1/2
ou

[ull @) = {HUHia(m +> ||%|Iiz<m} :
j=1

1 seminormom
" g 1/2
U
ul o) = {Z Hg_x]H%Z(Q)} .
j=1

Prostor Soboljeva HY(£2) se definise kao komplementiranje prostora C5°(€2)
u odnosu na normu || - || grq). Hg(Q2) je Hilbertov prostor sa skalarnim
proizvodom (-, ) gk 1 normom || - ||gr). U slucaju kada je €2 otvoren,



ogranicen i povezan skup sa Lipsic!?-neprekidnim (regularnim) rubom?® 9
(dovoljno glatkom granicom?! skupa 2), prostor H}(£2) ima osobinu

H} Q) ={ue HY(Q) : u(z) =0, v € IN}.

Lema 1.1.3 (Poenkare*-Fridrihova? nejednakost) [24] Neka je 2 C
R™ ogranicen i otvoren skup i neka u € H} (). Tada postoji konstanta c*(£2)
nezavisna od u, takva da je

Q/|u($)|2 dr < ¢ E:Q/

Veza izmedu prostora W*P(Q), L4(Q) i C™(Q)) opisana je u teoremi o
potapanju koja se moze naéi u [3].

ou

2

Neprekidne funkcije su H'-funkcije u jednodimenzionalnom slucaju i H2-
funkcije u dvodimenzionalnom slucaju.

1.2 Postupak konac¢nih elemenata

Metod konac¢nih elemenata se zasniva na aproksimaciji ta¢nog reSenja deo
po deo polinomnim funkcijama. Naziv ”"postupci konacnih elemenata ” se
prvi put pojavio 1960. godine, a prvi znacajan matematicki rezultat vezan
za ovaj postupak dao je Zlamal®** 1968. godine u [27].

Danas se ovaj metod koristi u svim oblastima koje se bave modelova-
njem prirodnih pojava pomocu parcijalnih diferencijalnih jednacina, jer se
njime mogu reSavati problemi na veoma slozenim domenima proizvoljnog
oblika, kao i problemi sa grani¢nim uslovima koji sadrze izvode. O metodu
konaé¢nih elemenata mozemo pronaéi u [4,5,6,24,25]. Ovaj postupak je
veoma znac¢ajan i u reSavanju singularno perturbovanih problema [7, 8, 14, 15]

i [17].

Elipti¢ne parcijalne diferencijalne jednacine se najcesée modeliraju Lapla-
sovom?® jedna¢inom

9Rudolf Lipschitz (1832-1903), nemacki matematicar

20Rub 09 je Lipsic-neprekidan (ili regularan) ako se moze lokalno opisati Lipsic-
neprekidnim funkcijama.

21Q) je poligonalni domen u R2 ili poliedar u R3.

22 Jules Henri Poincare (1854-1912), francuski matematicar

Z3Kurt Otto Firdrichs (1901-1982), nemacko-americki matematicar

24Milos Zldmal (1924-), ¢eski matematicar

Z5Pierre Simon Laplace (1749-1827), francuski matematicar i astronom
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Au

I
o

i Poasonovom?® jednac¢inom

_Au:fv
2

"0
gde je A = Z 922 Laplasov operator.
i=1 1

Za predstavljanje postupka konacnih elemenata koristicemo kao model
linearnu parcijalnu diferencijalnu jednac¢inu drugog reda sa homogenim Dirih-
leovim konturnim uslovima na otvorenom i ograni¢enom domenu €2 C R”,

~ 0 du "L Ou
_i]z_:la_xj(aija_:m)_;bia_%+cu—f u (1.1)

u=0 na 05, (1.2)

gde koeficijenti a;;, b;, ¢ i funkcija f zadovoljavaju sledece uslove:

ai; € CHQ), i,j=1,2,....n,
beCO(Q),i=1,2,..n,
ceC(Q),

feC(Q),

Z a;;&& > 62@2, za svako & = (£1,&,...,6,) €R?, 2€Q, (1.3)
i=1

1,j=1

gde je ¢ konstanta nezavisna od x i &.

Napomena 1.2.1 [3,24] Slucaj nehomogenih konturnih uslova se jednos-
tavno analizira uvodenjem odgovarajuce transformacije. 0

26Siméon Denis Poisson (1781-1840), francuski matematicar i fizicar
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Definicija 1.2.1 [24] Klasi¢no resenje problema (1.1) — (1.2) jeste svaka
funkcija u € C?(2) N C(Q) koja zadovoljava diferencijalnu jednacinu (1.1) i
konturni uslov (1.2).

U opstem slucaju, egzistencija klasicnog resenja nije uvek garantovana jer
to zavisi od glatkosti 02 1 funkcija (1.1) — (1.2), [24].

Kako bismo mogli da se bavimo parcijalnim diferencijalnim jednac¢inama
sa nedovoljno glatkim podacima, generalizujemo pojam klasi¢nog resenja.
Uopstenje pojma klasicnog resenja jeste slabo resenje parcijalne diferencijalne
jednacine.

Pretpostavimo da je u klasiéno resenje problema (1.1)—(1.2). Mnozenjem
polazne jednacine (1.1) test funkcijom v € C3(€2) dobijamo

_Z/E)x] a”(?xl vdx—Z/ de+/cu vdr= /f vdz.

Q

Primenom parcijalne integracije na prvi integral i koriste¢i da je v = 0 na

0L, dobijamo

Ju v
Z/a”&max dx—Z/ vdx—i—/cuvdx—/fvdm

1,J]= 1Q Q

za svako v € C3(€). Primecujemo da ova jednakost ima smisla i ako nije
u € C?*(Q). Naime, dovoljno je pretpostaviti da v € L*(Q) i du/dz; €
L*(2),i=1,2,....,n. Kako u treba da zadovoljava Dirihleove konturne uslove,
pretpostavimo da v € HE(Q). Dakle, razmatramo slede¢i problem: naéi
u € HL(Q) tako da je

ou Ov - ou
Z/ Z]axia—scjdx—zl/bia—xivdx—i-/cuvdx:/fvdx,
=laq Q Q

».]_

za svako v € C}(Q). Primetimo da je C3(Q) C H(2). Jasno, ako u € Hj(Q)
iv e H(Q) (umesto v € CF()) gornja jednakost je i dalje tacna. Primetimo
da viSe nije potrebna pretpostavka a;; € C'(€2), jer koeficijenti a;; u gornjoj
jednakosti nisu pod znakom izvoda. Dovoljno je pretpostaviti a;; € L>(€).
Takode, dovoljne su pretpostavke b, € L>*(Q) i ¢ € L®(2). Zato uvodimo
sledec¢u definiciju.

12



Definicija 1.2.2 [24] Neka a;j,b;,c € L®(Q) i« f € L*(Q). Funkcija u €
H}(Q) je slabo resenje problema (1.1) — (1.2) ako vaZi

;/a”g;ing] dx—Z/ vda:—i—/c vdx—/fvda:, (1.4)
L= Q

za svako v € H(Q).

Jednacinu (1.4) zovemo slabom formulacijom problema (1.1)—(1.2). Svako
klasi¢no reSenje je istovremeno i slabo, dok obrnuto ne mora da vazi. Naime,
ako (1.1) i (1.2) imaju slabo resenje, mozda ono nece biti dovoljno glatko da

bi bilo klasi¢no.

Ako uvedemo sledeée oznake:

ow v a ow
a(w,v) Z/aijf)_xiﬁ_xjdx_Z/biﬁ_xivdx—’_/cwvdx’ (1.5)

4,j=1 i=1 Q Q

l(v)—/fvdx, (1.6)

Q
onda se problem (1.4) moze formulisati na slede¢i naé¢in:

trazi se u € Hy(Q)) tako da je
(1.7)

a(u,v) =1(v), zasvako v € H}(Q).
Navodimo osobine bilinearne forme a i linearne funkcionele [.

Definicija 1.2.3 [5,24] Neka je (V.|| - ||) realni normirani prostor. Bili-
nearna forma a : 'V XV — R je

i) neprekidna (ili ograni¢ena) ako postoji konstanta M, > 0 tako da je

|a(w, v)| < Mallwlll|v]], za svako w,v eV,

i1) V-eliptiéna (ili koercitivna) ako postoji konstanta o > 0 tako da je

a(w,w) > allw||?, za svako w € V.

13



Definicija 1.2.4 [5,24] Neka je (V, ||-||) realni normirani prostor. Linearna
funkcionela [ : V — R je ograni¢ena ako postoji konstanta M; > 0 tako da

je

[l(v)| < Mi|lv||, za svako v e V.

Sada ¢emo navesti glavnu teoremu o egzistenciji jedinstvenog slabog re-
Senja u elipti¢nog problema (1.1)—(1.2), to jest, teoremu o egzistenciji reSenja
problema (1.7). Ova teorema je poznata pod nazivom Laks-Milgramova teo-
rema. Dokaz ove teoreme se moze pronadi u [3],[5] i [6].

Teorema 1.2.1 (Laks-Milgramova teorema) [5,24] Neka je (V.|| - ||)
realni Hilbertov prostor. Za neprekidnu, V-elipticnu bilinearnu formu a : V' X
V' — R i ogranicenu linearnu funkcionelu | : V. — R, apstraktni varijacioni
problem

trazi se w €V tako da je
(1.8)
a(u,v) =1(v), za svako v eV,

ima jedinstveno resenge.

Vratimo se sada na slabu formulaciju (1.7) elipti¢nog problema (1.1) —
(1.2). Lako se pokazuje da je za svako fiksno w € Hy(Q) preslikavanje v —
a(v,w) linearno. Sli¢no, za svako fiksno v € H}(Q) preslikavanje w + a(v, w)
je linearno. Zato je funkcija a iz (1.5), to jest, a(-,-), bilinearna forma na

H}(Q) x H}(Q).

PokaZimo da je bilinearna forma a neprekidna u odnosu na H'-normu.
Primenom Kosi-Svarcove nejednakosti dobijamo

ow Ov ow
](wv\<2max|aw( )| 5, o, d:c—i—Zmax\b )| .

4,7=1 Q

+ max |c(z)] | | w(z)v(z) dx
!

zeQ
1/2
‘ / ‘ Ox;

L
3xj

dx

| /\

f

1=

14



, 1/2
8w
<é >d d
<¢ ( |w] :L‘) 8%« x
Q
1/2
2
(/ v]? dac) Ov dx )
8%
Q

e = s { s o )], s e ) e )

Dalje, majorizacijom desne strane u prethodnom, dobijamo da je

1/2

n ow 2
< 2né *d —
la(w,v)| < 2né /|w| x+;/‘8xi
Q =

x / jof?
Q

Uzimajué¢i M, = 2n¢ imamo da je

1/2

la(w,v)| < Myl|w|| o l|v] o)

Dakle, bilinearna forma a je neprekidna.

Pokazimo da je bilinearna forma a koercitivna. Da bismo to uradili pret-
postavicemo da b; € Wl’OO(Q). Koristeéi (1.3), imamo da je

da:—Z/ dm~|—/c(az)\v|2 dx,

15
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(v?). Primenom parcijalne integracije na

gde smo umesto - v pisali 3

drugi izraz na desn(;j strani pretholdne nejednakosti dobijamo

w>c2/‘@ dx—l—/(() gb)|v|2dx.

Pretpostavimo da koeficijenti b;, ¢ = 1,2, ...,n i ¢ zadovoljavaju nejednakost

c+ d1vb—c+ 28 x € €. (1.9)
T
Tada je
— ov |?
a(v,v) > CZ Er. (1.10)
i1 g 197

Primenom Poenkare-Fridrihove nejednakosti dobijamo

alv,v) > %/W dz. (1.11)
C
Q

Iz (1.10) i (1.11) sledi da je

a(v,0) > a /wP
0

gde je a« = ¢/(1 + ¢*). Dakle, bilinearna forma a je koercitivna.

o |

= O‘H”H?{l(n)a (1.12)

Proverimo da li je | ogranic¢ena linearna funkcionela. Preslikavanje v +—
[(v) je linearno jer za sve a, 8 € R isve v,w € Hy(Q) vazi

l(av + pw) = /f(x)(ow(a:) + pw(z)) dz

= [ f@te) do 5 [ syt da
Q Q

= al(v) + Bl(w).

Primenom Kosi-Svarcove nejednakosti dobijamo

16



()] = [ f(z)v(x) dx
/
1/2 1/2
< |f(z)? da lv(z)[? dz
/ /

= [[fllzz@ vl L2 (o)
< [ flleze vl a1 @),

zasve v € Hj(Q). U poslednjoj nejednakosti smo koristili nejednakost [[v]] r2(q)
< vl g1y, Uzimajuéi M; = || f||12(q) dobijamo da je I ogranicena linearna
funkcionela.

Kako su zadovoljene sve pretpostavke Laks-Milgramove teoreme sledi da
postoji jedinstveno slabo resenje u problema (1.1) — (1.2).

Teorema 1.2.2 Neka a;; € L™(Q), 4,7 = 1,...,n, by € WH®(Q), ¢ €
L>=(Q), f e L*Q) i neka vaze (1.3) i (1.9). Tada problem (1.1) — (1.2) ima

jedinstveno slabo resenje u € H(Q). Stavise,
1
lullze) < —lfllz@-

Dokaz: Postojanje i jedinstvenost slabog resenja posmatranog problema
smo ve¢ pokazali. Dokazimo navedenu nejednakost. Vazi

a”“”%{l(m < a(u,u) =l(u) = (f,u)r2(0)
< |(f,w)| < N fll2@llvllz2 @
< [ fllz2@ llull g0,

gde smo koristili (1.12), (1.7), Kosi-Svarcovu nejednakost i definiciju norme
[RRIEIR
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1.3 Klasifikacija postupaka konac¢nih elemenata

Postupci konaé¢nih elemenata mogu se klasifikovati u dve grupe: konformni i
nekonformni postupci konacnih elemenata.

Prvu grupu konformnih FEM ¢ine oni postupci ¢iji prostor konac¢nih ele-
menata lezi u prostoru u kome se trazi resenje polaznog problema. Takode,
smatra se da su u slaboj formulaciji, koju pretezno ¢ine integrali, sva izracuna-
vanja tacna. Standardni postupak Galerkina i postupak Petrov-Galerkina su
konformni FEM.

Druga grupa nekonformnih FEM obuhvata sva ostala odstupanja koja
mogu nastati iz razli¢itih razloga, na primer, pojava prekida kod susednih el-
emenata (diskontinualni Galerkinov FEM), krivolinijski oblik domena (izopa-
rametarski FEM), upotreba numericke integracije za izra¢unavanje koeficije-
nata diskretnog problema.

Pored ove dve grupe postoje i druge vrste postupaka konacnih elemenata,
kao sto su mesoviti i hibridni FEM, koji polaze od opstijeg oblika varijacionog
problema.

1.3.1 Konformni postupci konaénih elemenata

Prilikom konstrukcije pribliznog resenja varijacionog problema (1.8) u kon-
formnom slucaju se polazi od konacnodimenzionalnog potprostora V,, C V.
Pretpostavimo da su zadovoljeni uslovi Laks-Milgramove teoreme.

Diskretni problem kojim se definise Galerkinov postupak konacnih eleme-
nata glasi:

trazi se wuy € V;, tako da je
(1.13)
a(up,vp) = l(vy), za svako vy, € Vj,.

Primenom Laks-Milgramove teoreme na prostor V}, dobija se da postoji jedin-
stveno resenje uy, € Vj, problema (1.13).

Ovaj problem mozemo prikazati kao sistem linearnih jednacina. Neka je
V), prostor dimenzije N i neka je {®1, 2, ..., on} njegova baza. Diskretno
resenje uy se moze predstaviti u obliku

N
up = E Up,iPi-
i=1

18



Dakle, diskretni problem (1.13) se moze zapisati na slede¢i nacin:
trazi se [up 1, un2, -, unn|’ € RN tako da je

N (1.14)

Za(%,%‘)uh,i =1l(p;), 7=1,2,...,N.
=1

Dobijeni sistem linearnih jednacina je dimenzije N x N.

Matrica A ovog sistema sa elementima a;; = a(yj, ;) naziva se "stiffness”
matrica ili matrica sistema. Vektor desne strane [[(¢1),1(p2), ..., l(pn)]T 1
(1.14) naziva se "load” vektor. ”Stiffness” matrica A = [a;;], a;; = a(p;, ¢i),
je pozitivno definitna, to jest,

YTAY >0 zasve O#Y € RV,

Neka je Y = [y1, ¥2, ..., yn]? # 0 i neka je

N
w =" yp;.
=1

Tada zbog V-elipti¢nosti bilinearne forme a vazi

N N N N
YTAY =3 “wiajiy; =Y > wialei, )y

i=1 j=1 i=1 j=1
N N

=a <Z Yioi, Zyj%) = a(w,w) > alw|]* > 0.
i=1 j=1

Dakle, A je pozitivno definitna matrica.

”Stiffness” matrica je regularna jer je a koercitivna ili V-eliptiéna bili-
nearna forma. Dokazimo ovo. Pretpostavimo suprotno, da je A singularna
matrica. Tada postoji 0 # Y € R¥ tako da je AY = 0, pa je YTAY = 0.
Medutim, to je nemoguce jer je A pozitivno definitna matrica.

Na osobine matrice sistema diskretnog problema direktno utice izbor baze
{¢1, 92, ..., on }. U opstem slucaju polazi se od dva vazna principa prilikom
odabira baze. Prvi princip je da bazne funkcije imaju $to manje nosace u
domenu problema. Drugi princip podrazumeva da je broj baznih funkcija
¢iji nosaci imaju neprazan presek Sto manji. Ovi zahtevi dovode do toga
da 7stiffness” matrica bude retka, te je resavanje diskretnog problema dosta
olaksano.
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U nastavku ¢emo videti da izbor kona¢nodimenzionalnog prostora V} ima
veliki uticaj na ocenu greske. Glavni rezultat na ovu temu je lema Cea, ¢iji
dokaz se moze pronadi u [3] i [5].

Lema 1.3.1 (Cea) [5,24] Neka su pretpostavke Laks-Milgramove teoreme
ispunjene i neka je Vi, C V' konacénodimenzionalni linearan prostor. Ako su
redom u i uy resenja varijacionog i diskretnog problema, tada vazi
M,
— < 2% gnf —
Ju— ]l < 2 inf =],

gde su M, konstanta meprekidnosti i o konstanta koercitivinosti bilinearne
forme a.

Napomena 1.3.1 Kada se na resavanje elipti¢nog problema (1.1) — (1.2)
primeni Galerkinov postupak konacnih elemenata dobija se

lu = un|[ 1) < —2 inf |l — vp|| 1 ()

a vpeVy
O
Napomena 1.3.2 U dokazu leme Cea koristi se osobina
a(u — up,vp) =0, zasvako vy, €V,
koja je poznata pod nazivom “osobina Galerkinove ortogonalnosti.”
O

Kod Petrov-Galerkinovog postupka konacnih elemenata, prilikom resava-
nja nekih problema, koriste se razliciti prostori kojima pripadaju priblizna
resenja uy, 1 test funkcije vy,. Ovaj postupak predstavlja generalizaciju (stan-
dardnog) postupka Galerkina. Posmatramo opstiji varijacioni problem

trazi se u € U tako da je
(1.15)
a(u,v) =1l(v), zasvako v € V.

Egzistencija resenja problema (1.15) data je u uopstenoj Laks-Milgramovoj
teoremi koja sledi u nastavku.
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Teorema 1.3.1 [3] Neka su (U, ||-||v) i (V|| -||v) realni Hilbertovi prostort,
a:UxV — R bilinearna forma ¢l : V' — R ogranicena linearna funkcionela.
Ako postoje konstante M, i « tako da je

|a(u, v)] < Mollullullvllv, welU, veV, (1.16)
, a(u,v)
inf  sup ———— >a >0, (1.17)
0uel ozvev [|ullullvllv
supa(u,v) >0, za svako v eV, v #0, (1.18)
uelU

tada problem (1.15) ima jedinstveno resenje u € U.

Ocenu greske izmedu tacnog i odgovarajuceg diskretnog resenja problema
(1.15) daje uopstena lema Cea koja sledi u nastavku.

Lema 1.3.2 [3] Neka su zadovoljene pretpostavke Teoreme 1.3.1 i neka su
U, C UV, CV linearni konacnodimenzionalni prostor: jednakih dimenzija.

Ako uslovi (1.16) — (1.18) vaze kada se Uy, i V), zamene umesto Ui V, redom,
tada diskretni problem

trazi se wuy € Uy, tako da je

(1.19)
a(up,vp) = l(vy), za svako vy, € Vj,

ima jedinstveno resenje uy, € Uy 1

M.\ .
lu —uplly < (1+ a) inf |lu — wyl|v.
(0 wpeUp

1.3.2 Nekonformni postupci kona¢nih elemenata

Posmatrajmo ponovo problem (1.8) i pretpostavimo da vaze pretpostavke
Laks-Milgramove teoreme. Prilikom resavanja konkretnih modela razli¢itih
pojava, usled uticaja brojnih faktora, formiraju se diskretni problemi oblika

trazi se uy, € V), tako da je

(1.20)
ap(up,vp) = lp(vg), za svako vy, € V,

21



pri ¢emu su bilinearna forma ay, i ogranic¢ena linearna funkcionela [, definisane
na konacnodimenzionalnom prostoru V;, C V. Znaci, nije potrebno da su ay,
i lj, definisane na V, a to sledi jer ay i I, najcesce predstavljaju kvadraturne
formule kojima se aproksimiraju a i (.

Kao i diskretan problem (1.13), i diskretan problem (1.20) se moze trans-
formisati u sistem linearnih jednacina

trazi se [un1, unz, .., upn|T € RY tako da je

al (1.21)
Zah((ph()pj)uh,i =U(pj), j=12,..,N.
=1

1.4 Konacni elementi

Vazan korak u postupku konacnih elemenata jeste izbor prostora V}, i njegove
baze. Prvi korak u konstrukeiji prostora V}, je dekompozicija (triangulacija)
domena na jednostavne podskupove, uglavnom poliedre. Funkcije iz V}, su
na svakom podskupu triangulacije polinomi odredenog stepena. Da bi V},
bio potprostor od H!(2) potrebno je da su funkcije iz Vj, neprekidne, a za
Vi, C H?() je potrebno da prvi izvodi budu neprekidne funkcije, kao i da
je domen odgovarajuc¢e dimenzije. Neprekidnost se postize izborom stepena
slobode za koje se uzimaju vrednosti funkcija.

Neka je 2 C R™ oznacen domen posmatranog problema koji je otvoren i

ogranicen skup.

Definicija 1.4.1 [5,24] Triangulacija ili mreza je razlaganje T = {k} do-
mena ) u konacni broj podskupova k, koje zovemo elementi, tako da su zado-
voljene sledece osobine:

i) svaki element k € T je zatvoren i povezan skup ¢ija je unutrasnjost k°
neprazna, a Tub Ok je Lipsic-neprekidan;

it) U=, k:

iii) za svaka dva razlicita elementa k;, k; € T, vaZi kI N K = 0.

Napomena 1.4.1 Iako pojam mreze iz prethodne definicije oznacava raz-
laganje domena, za jednodimenzionalni problem je uobic¢ajeno da se pod ovim
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pojmom podrazumeva skup deobenih tacaka. 0]

U jednodimenzionalnim problemima elementi su intervali, a u dvodimenzi-
onalnim problemima elementi mreze su uglavnom trouglovi ili cetvorouglovi.

Da bismo predstavili konacne elemente na sto jednostavniji nacin, u nas-
tavku se pretpostavlja da je Q C R? poligonalni domen koji se moze razloziti
na ravnostrane trouglove ili ¢etvorouglove.

Definicija 1.4.2 [5,24] Za triangulaciju T = {k} domena ) se kaZe da je

i) dopustiva (ili ogranicena) ako za svaka dva razlic¢ita elementa k;, k; €
T je k; N Ky il prazan skup, ili zajednicki cvor ili zajednicka stranica
(ivica, duZina intervala);

i) regularna po obliku ako postoji konstanta o > 0 takva da za svaki ele-
ment k € T pre¢nika h, i njegovu upisanu kruznicu precnika p, vazi
hi
— <o
Pr

Slika 1 prikazuje primer dopustive i nedopustive triangulacije.

Slika 1: Dopustiva (levo) i nedopustiva triangulacija (desno)

Nakon izvrSene triangulacije domena prelazimo na izbor odgovarajuceg
konacnodimenzionalnog prostora V. Ovom temom ¢emo se baviti u na-
rednom odeljku, a sada uvodimo definiciju pojma konacnog elementa.

Definicija 1.4.3 [5,24] Konaéni element je uredena trojka (k, Ps, %) sa
sledeéim osobinama:

i) k C R? je zatvoren skup ¢ija je unutrasnjost neprazna i rub Lipsic-nep-
rekidan;

i1) P, je potprostor C'(k) konacne dimenzije s (njegove bazne funkcije se
nazivaju "shape” funkcijama);
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iii) Xy je skup s linearno nezavisnih funkcionela definisanih na Py, gde

je svako p € P, na jedinstven nacin definisano preko s funkcionela iz
Yk

Neka je {¢1, P2, ..., @5} skup s linearno nezavisnih funkcionela iz ¥,,. Tada
postoji s "shape” funkcija p; € P, 1 = 1,2,..., s, koje zadovoljavaju

oi(pi) =65, 1=1,2,..., s,

gde je d;; Kronekerov?” simbol, to jest,
(it
Takode, vazi
p= zs: ¢:(p)pi, zasvako p € P.
i=1

Linearne funkcionele ¢;, i = 1,2, ..., s, se zovu stepeni slobode konacnog ele-
menta.

Navodimo primere trougaonih konacnih elemenata.
Neka je x C R? trougao i neka je sa P, = Py(x) oznacen skup svih

polinoma stepena najvise k definisanih na k.

Primer 1.4.1 Linearni Lagranzov konacni element je trojka (k,P1(k), X),
gde je

Efi = {¢17¢27¢3}7 ¢Z(p) :p(zl)7 JUAS Pf‘i‘

Tacke z; predstavljaju temena trougla x. Skup s zove se linearni Lagranzov
trougao (vidi Sliku 2, levo). O

Primer 1.4.2 Posmatramo jednodimenzionalni problem sa domenom {2 =
(o, B). Neka je 7 = {K1, Ko, ..., Ky } mreza sa elementima x; = [x;_1,x;], g =
a, xy = (. Linearni Lagranzov kona¢ni element (k;, Py,, >,,) je definisan sa

Pm - Pl(ﬁi)a Em - {¢17¢2}7
¢1(p) = p(wic1), é2(p) =p(xi), p € Py,

"Shape” funkcije prostora P, su oblika

2"Leopold Kronecker (1823-1891), nemacki matematicar
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Slika 2: Linearni Lagranzov trougao (levo) i kvadratni Lagranzov trougao
(desno)

Ti — X

Pral®) = o Pl =
7 1— (2 1—

T —Ti

Odgovarajuéi prostor konac¢nih elemenata V), sastoji se od po delovima line-
arnih neprekidnih funkcija v,. Svaka funkcija v, € V), se moze prikazati kao
linearna kombinacija "hat” funkcija ¢; : [zo, zx] — [0, 1] (vidi Sliku 3) koje
su date sa
Pri2(T), T € Ky,
901(55) = pm‘ﬂ,l(x)’ T € Kit1, (1'22)
0, T & ki UK,

p,ﬂ’ x), .I'e/ﬂ?,
%(x):{ 10<) x%mi

> x), T € KpN,
ﬁPN(x):{pN’(Q)() xgﬁi.

Primer 1.4.3 Kvadratni Lagranzov konacni element je trojka (k, Po(k), Xk ),
gde je

Y = {d1, 02, 3, P12, d13, P23}, 0i(p) = p(2), ¢i;(p) = p(2i5), p € P

Tacke z; predstavljaju temena trougla s, a tacke z;; = (2, + 2;)/2, 1 <i <
j < 3 predstavljaju sredine stranica trougla k. Skup x se zove kvadratni
Lagranzov trougao (vidi Sliku 2, desno). O

Na isti nacin se konstruise Lagranzov konaé¢ni element (k,Py(k),X,) za
proizvoljan stepen polinoma k. U tom slucaju je
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vi(z)

DR ]
o X Ti—1

Ti+1 TN-1 TN

Slika 3: Bazne funkcije za linearne konacne elemente

dim(Py(k)) = %(k: 1)k +2),
dok je

. 1
So= {0 i =125k D420 6:0) = p(z), pE P
Tacke z; predstavljaju tri temena trougla x, 3(k — 1) tacaka na stranicama
trogla s i 1

5(k —1)(k — 2) unutrasnjih tacaka. Unutrasnje tacke su izabrane
tako da odreduju konacni element sa k — 3 stepena slobode.

U prethodnim primerima stepeni slobode ¢; su bili definisani preko vred-
nosti u tackama odgovarajuceg argumenta. Takode, za stepene slobode je

moguée koristiti parcijalne izvode. Na taj nacin se dobijaju Hermitovi*®
konacni elementi.

Postoje i drugi tipovi trougaonih kona¢nih elemenata i oni se medusobno
razlikuju po izabranim stepenima slobode i "shape” funkcijama, kao sto je
Belov?®, Argirisov®?, Toherov®!' trougao, itd. Vise o ovome se moze naéi u
[9].

Navodimo primere pravougaonih kona¢nih elemenata.

Ako je k pravougaoni element u R2, onda se u literaturi ¢esto koristi
linearni prostor Q (k) koga ¢ine funkcije

px,y) = Z ca'y’, ey €R,

0<i,j<k

definisane na x. Dimenzija ovog prostora je (k + 1)% i vazi Py(k) C Qu(k) C
ng(li).

28Charles Hermite (1822-1901), francuski matematicar
29Gteven R. Bell (1954-), americki matematicar

30Chris Argyris (1923-2013), gréko-americki matematicar
31Keith Douglas Tocher (1921-1981), engleski matematicar
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Primer 1.4.4 Za k =1 bilinearni Lagranzov konacni elemenat (vidi Sliku
4, levo) je trojka (k, P, = Qq(k), X,) gde je

ZH = {¢1a ¢27¢37 ¢4}7 ¢Z(p) = p(zl)v pE Pfi'

Tacke z;, 1 = 1,2, 3,4, predstavljaju temena pravougaonika . O
Primer 1.4.5 Za k = 2 bikvadratni Lagranzov konacni elemenat (vidi Sliku
4, desno) je trojka (r, P, = Qq(k), Xx) gde je

Y =A{d1, 02, .., 09}, @i(p) =p(zi), pE P

Ovde su z;, © = 1,2,3,4 temena pravougaonika s, tacke z;, i = 5,6,7,8
sredine stranica pravougaonika k, a tacka zg se nalazi u preseku dijagonala

pravougaonika k. O
24 z3 Z4 27 z3
<8 .« 29 26
21 22 21 25 29

Slika 4: Bilinearni Lagranzov pravougaonik (levo) i bikvadratni Lagranzov
pravougaonik (desno)

Pravougaoni Lagranzov konacni elemenat za proizvoljni stepen k je trojka
(k, P, = Qr(k), Xy) gde je
ZI{ - {¢17¢27 ceey ¢(k+1)2}7 ¢z(p) = p<zij)7 pe PH'
Tacke z;;, 1,7 =0,1,...,k, predstavljaju ureden par (z;, z;), gde je 0 = 2y <
71 < ..<z=1.

Postoje i drugi pravougaoni konac¢ni elementi kao Sto su bikubni Lag-
ranzov, redukovani bikvadratni, itd. $to se moze pronadi u [6] i [9].

1.5 Prostori konacnih elemenata

U ovom odeljku ¢emo govoriti o konstrukciji prostora konacnih elemenata Vj,
u kome se trazi priblizno resenje. Najpre je potrebno izvrsiti razlaganje do-
mena polaznog problema na konacan broj poddomena . Potom je potrebno
opredeliti se za osobine svakog elementa. Element x zajedno sa ”shape”
funkcijama i stepenima slobode predstavlja konacni element.
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Definicija 1.5.1 Prostor konacnih elemenata je dat sa

Vi={vn: Q= R:uvl|. € P, zasvako K €T}

Razli¢iti izbori konac¢nih elemenata imaju direktnog uticaja na globalne
osobine funkcija iz Vj. Za linearni i kvadratni Lagranzov trougao, kubni
Hermitov trougao, bilinearni i bikvadratni Lagranzov pravougaonik vazi da
je

Vi, © C(Q) N HY(Q).

Za prostore kona¢nih elemenata koji sadrze i diferencijabilne funkcije, na
primer, prostori koji koriste Argirisov ili Belov trougao, vazi

Vi, C Cl(Q) N H2(Q)

U Primeru 1.4.2, za tako konstruisan prostor konac¢nih elemenata V},,
dimenzija je N + 1. Funkcije ¢;, koje se mogu posmatrati kao globalne bazne
funkcije za V},, imaju osobinu

QOZ(ZEJ> = 5@‘, Z,] = O, 17 ceey N. (123)

1.6 Lagranzov interpolant

Kada se formira prostor kona¢nih elemenata prelazi se na analizu greske
aproksimacije u kojoj mogu da se koriste razni operatori. Lema Cea ukazuje
na moguénost koriséenja interpolacione funkcije u! € Vj, u greski aproksi-
macije |[u—uy||. Posto se bavimo funkcijama u iz prostora Soboljeva, potrebna
je precizna definicija interpolacione funkcije u!. Posmatrajmo samo Lagranzo-
ve konacne elemente, kod kojih stepeni slobode koriste vrednosti u odredenim
tackama elemenata, a u analizi greske ¢emo koristiti interpolacionu funkciju.
Interpolaciona funkcija u! € V,,, za datu funkciju u, ili krace interpolant, se
kod takvih konac¢nih elemenata definise po delovima koristeéi mrezu 7 na
slede¢i nacin:

Definicija 1.6.1 [9] Lagranzov interpolant funkcije u je

wl,=ul, Ker,

gde je za konacni element (k, Pe, %), lokalni interpolant ul dat sa
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S

ul(r) = gi(u)pi(z), x € k.

i=1
Ocigledno je ¢;(ul) = ¢;(u), i =1,2,...,s1ipl =p, zasvako p € P,..

Neka je u funkcija definisana na 2 = («, 5). Tada je u jednodimenzio-
nalnom sluéaju i za Primer 1.4.2, interpolant u! € V}, po delovima linearna,
funkcija za koju je

2
uy, () = Z 0j()pr, (@) = u(@i—1)pi-1 () + ulzi)pi(z), @ € K.
j=1
Sada su trivijalno zadovoljeni uslovi

ul(z;) = u(x;), i=0,1,...,N, (1.24)

koji su uobicajeni za neprekidne interpolacione funkcije. Interpolant defi-
nisan na ovaj nacin poseduje slede¢u osobinu:

[u! ()] < (i) |pima (@) + [u(z)pi(2)

< lull oo ey (@ima () + @i(@)) = [Jull ooy, @ € wi (1.25)
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Glava 2

Problemi konvekcije - difuzije sa unutrasnjim
slojevima

2.1 Problemi konvekcije - difuzije sa prekidnim funkci-
jama

Posmatramo linearni jednodimenzionalni problem konvekcije-difuzije ¢iji su
koeficijenti funkcije sa prekidom u ta¢no jednoj unutrasnjoj tacki d domena
Q= (0,1). Ako je Q =10,1], ©; = (0,d) i Qy = (d, 1), problem se svodi na
pronalazenje funkcije u € C?(2; U Qy) N CH(Q) koja zadovoljava

Lu(x) = —eu"(z) — b(z)u(z) = f(z), =€ Q Uy,
u(0) = u(l) =0, (2.1)
i) < C, [[f](d)] < C.

gde je 0 < ¢ < 1 perturbacioni parametar, d ne zavisi od ¢, |[g](d)| skok
proizvoljne funkcije g u tacki d, a C' je oznaka za opstu pozitivnu konstantu

koja ne zavisi od ¢ 1 mreze diskretizacije. Pretpostavimo da su b1 f glatke
funkcije na Q \ {d}, kao i da je

b(z) > B >0, %b'(m) >~>0, zasve x¢€Q\{d}, (2.2)

za neke pozitivne konstante i 7. Pod ovim pretpostavkama, postoji jedin-
stveno resenje problema (2.1), [12, 19].

U narednoj teoremi su dati uslovi za egzistenciju klasi¢nog resenja prob-
lema (2.1) u slucaju kada su b i f glatke funkcije na celom domenu.

Teorema 2.1.1 [15] Neka koeficijenti operatora £ u (2.1) pripadaju pros-
toru C%*(Q) i neka vaze pretpostavke (2.2) na celom domenu. Tada postoji
jedinstveno resenje u € C**(Q) N C(Q) odgovarajucéeg problema. Stavise,
kada b, f € C**(Q), tada je u € C*2%(Q).

Teorema 2.1.2 [26] Za funkcije b, f € C3(Q) resenje u problema konvekci-
je-difuzije (2.1)-(2.2) se moze dekomponovati u obliku u=S+FE, gde reqularna
komponenta S i slojna komponenta E zadovoljavaju LS = f, LE =0, i za
svako x € Q, k=0,1,2,3,

[SW(@)] <€, |EW(x)| < CehePrle,
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Napomena 2.1.1 U slucaju vece glatkosti funkcija b i f ocene izvoda u
Teoremi 2.1.2 vaze i za k > 3. U

U dekompoziciji resenja u = S+ FE, S predstavlja regularnu komponentu,
to jest, deo resenja koji je sa svojim izvodima e-uniformno ogranicen, a F
predstavlja slojnu komponentu koja opisuje ponasanje reSenja u slojevima.
Ova dekompozicija se koristi pri analizi greske, konstrukeiji slojno-adaptivnih
mreza i za dobijanje greske interpolacije.

Za dovoljno glatke polazne funkcije b i f resenje u problema (2.1) — (2.2)
ima granicni sloj u okolini = 0 i zbog prekidnosti ovih funkcija dodatno se
pojavljuje i jedan unutrasnji sloj u okolini tacke prekida z = d.

2.2 Dekompozicija resenja

Kako bismo konstruisali slojno-adaptivnu mrezu i analizirali gresku, potrebno
je da znamo nesto o ponasanju resenja u problema (2.1).

U dokazu teoreme o dekompoziciji reSenja u problema (2.1) koristi se
sledec¢a lema, koju navodimo bez dokaza.

Lema 2.2.1 [8] Neka b, f € C*(2; U). Pretpostavimo da je
b(x) > 5 >0, €Ul
Ako je u € CH(Q) N C?*(Qy U Q) resenje problema
—eu'(x) — b(z)u/(z)
uw(0) = ug, u(l) =1u

= f(z), € UQy,
[bl(d)] < C, [[fI(d)] < C.

onda vaze ocene
1
|l oo () < max{|uol, |ui[} + EHfHLoo(Q\{d}p

| oo @ gayy < C™*, k=1,2,3.

Kada su koeficijent konvekcije b1 f u (2.1) glatke funkcije, osobine resenja
su prikazane u Teoremi 2.1.2 o dekompoziciji resenja. Ovde se dekompozicija
vrsi posebno na svakom od poddomena €2, i €2y, gde se na svakom od njih
ponaosob primenjuje Teorema 2.1.2.
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Teorema 2.2.1 Resenje u problema (2.1) se moze dekomponovati u obliku

u=S+F,
gde za k=0,1,...,q vazi
1SN (z)| < C, o€ Q Uy, (2.3)
—Bxz/e
k —k e 9 X E Ql,
|E( )(LU)| S CE { 6—6(1'—61)/57 rc QZ, (24)
a maksimalni red q zavisi od glatkosti funkcija b i f na Q\ {d}.
Dokaz: Prema Lemi 2.2.1 je
1
[[wll o ) SEHfHLoo(Q\{d}p
pa je funkcija u e-uniformno ogranic¢ena.
Na intervalu €2, reenje u problema (2.1) zadovoljava
Lu(x) = —eu(x) = b(z)u'(x) = f(z), =€, 25)
u(0) =0, u(d)=r, .

gde je 7 € R. Primenom Leme 2.2.1 na problem (2.5) dobijamo

1 1
llloe@ny < max{0, [rl 3 + Z flloe@ = Il + Gl F e,

Kako je funkcija w e-uniformno ogranicena, sledi da je |r| < C. Prema
Teoremi 2.1.2 postoji dekompozicija v = S7 + E; na €2y takva da vazi

1SW ()| <, |EF(z)) < Ce ke brle 1 eqy,
ik=0,1,...,q.

Na intervalu {2y, resenje u problema (2.1) zadovoljava

{ Lu(z) = —eu"(z) — b(x)u (z) = f(x), x € Qy,

u(d) =r, u(l)=0, (26)

i prema Teoremi 2.1.2 postoji dekompozicija u = S5 + Es na €2y takva da
vazi
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158 (2) < €, |EW ()] < Ce—heBla—d/e 4 e Q,,

ik=0,1,..q.

Primetimo da je 7 isto u (2.5) i (2.6) jer je funkcijau € C?(2,UQ2)NCH(Q)
jedinstvena prema Teoremi 2.1.1.

Na kraju je dovoljno uzeti S = S;, E=FE;na{; 15 =295, E=FE;na
Q.

Ova teorema ukazuje na postojanje granicnog sloja u x = 0. Ovde je
dodatno pokazana i egzistencija unutrasnjeg sloja u okolini x = d.

2.3 Postupak konac¢nih elemenata Galerkina
Predstavljamo postupak konac¢nih elemenata koji se koristi za numericko
resavanje problema (2.1).

Polazimo od standardne slabe formulacije problema (2.1) koja glasi:

trazi se u eV = Hj(Q) tako da je
(2.7)
a(u,v) =1l(v), zasvako v € H}(Q),

gde je V. = H}(Q) Hilbertov prostor, a : V x V' — R bilinearna forma,
[V — R linearna funkcionela za koje vazi

a(w,v) := (ew', V") — (buw',v), 1(v) = (f,v), w,ve€ H}Q),
i (+,-) je skalarni proizvod na prostoru L?(€2).

Egzistencija reSenja u problema (2.7) dobija se primenom Laks-Milgramo-
ve teoreme.

Pokazujemo da je [ linearna funkcionela na V' = HJ (). Neka o, f € R i
v,w € H}(Q). Tada
taw+ pw) = [ fa)(av(a) + fu(@) do

= [ f@0te) do 5 [ syt da
Q Q
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= al(v) + fl(w).

Pokazimo sada da je linearna funkcionela [ ogranicena. Primenom Kosi-
Svarcove nejednakosti i nejednakosti ||v||z2(q) < ||v]|#1 () dobijamo

[(v)] = [(f;0)]

= /f(x)v(x) dz
/|f<x>!2 dx : /\v<x)|2 dzx

= [[fllz2llvliz2) < I f 2@ llvlla @

1/2

IN

za sve v € Hj(Q). Stavljajuéi da je M; = || f| 12, dobijamo da je linearna
funkcionela [ ogranicena.

Trivijalno se pokazuje da je a bilinearna forma na V' xV jer su w — a(w, v)
i v — a(w,v) su linearna preslikavanja za fiksno v € H} () i za fiksno
w € Hy(Q), redom.

Sada pokazujemo neprekidnost bilinearne forme a.Primenom nejednakosti
trougla, osobina norme i Kosi-Svarcove nejednakosti dobijamo

ja(w, v)] = [(ew’, v) = (bw', v)| < [(ew’, )| + |(=bw', v)]

_ / cu! (@) (x) da| + / b (2)u(z) de

Q

< / W@ @) do+ ] = Uamiangay [ 10/ da
Q

< max {e, ooy / /(@) (o) da + / W/ (@y(o)] da

1/2

< max {e, bl =@} / ()2 de / ' (@)[? de
Q

Q
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1/2 1/2

+—Jﬁﬂ@ﬁw JECIRE

Q
1/2
< max {e, bl s} t/wdex
Q
1/2
T /m«wfm
9]
1/2 1/2
X /|v($)|2 dx + /lv’(:zc)|2 dx
Q Q

1/2

< 2 max (e, P~} | [ @l do+ [ /@) do
Q Q

1/2

« /|v(x)]2 dx+/|v'(x)|2 do

Q
Uzimaju¢i M, = 2max{e, ||b|| L@\ (qp)} imamo da je
|a(w,v)| < Mallw|[ @) |[v]lmi)-
Dakle, bilinearna forma a je neprekidna u H'-normi.
Pokazimo da je bilinearna forma a koercitivna. Vazi

a(w,w) = (ew',w') — (bw', w)

= 5/(w')2 dr — /bw'w dx

Q Q
"2 1 2\/
:5/(11)) dac—/bé(w)dx.
Q 0

Primenom parcijalne integracije na drugi integral i primenom prve pretpos-
tavke iz (2.2), za w € H}(Q2) dobijamo
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>« /(w’)2 dr + /w2 dr | = allw| ),
O Q

gde je @« =min{e,v}. Dakle, bilinearna forma a je koercitivna.

Mogli smo pokazati jedinstvenost resenja problema (2.7) uz pomo¢ nared-
ne definicije i leme.

Definicija 2.3.1 ¢ - teZinska H}(Q2) norma (energetska norma) je data sa

|v]|% = e(v',v') + (v,v), ve HQ).

Sada navodimo lemu o koercitivnosti bilinearne forme u odnosu na ener-
getsku normu.

Lema 2.3.1 Za svako v € H}(Q) vaZi a(v,v) > al|v||%, to jest, bilinearna
forma a je koercitivna.

Dokaz: Zelimo da ograni¢imo bilinearnu formu

a(v,v) =@, v") = b, v) =, v') — /bv’v dz,
Q

1
od dole. Koristeéi da je v'v = 5(1)2)' i drugu pretpostavku iz (3.2) dobijamo
da je

V2o — /v2b’ dx
Q
=e(v,v") + = (b'v,v)

N = N

> min {1,7}(e(v',v') + (v, v)) = af[v][,
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Sto je i trebalo pokazati.

Pokazimo da je bilinerna forma a neprekidna u odnosu na energetsku
normu. Primenom nejednakosti trougla, osobina norme i Definicije 2.3.1
dobijamo

|a(w, v)] = [(ew', o) — (bw', v)| < [(ew’, v)| + [(=bw', v)]

- / ew' (z)v' (z) dz| + / —b(z)w'(z)v(z) do

<€/|w |dx+/]bw z)| dzx

1/2 1/2
/ ' (@)|? da / v/ (2)? da
Q Q

1/2
bl e / ! (2) da / o(@)? d
Q Q
1/2 1/2
< max{L, |[tll =@} |2 / ()2 de / /(@) de
Q Q
1/2 1/2
/ ' (@)|? da / w(@) de
Q Q
1/2

< max {1, [bll ey} |} /|w 2 da

Q/ ' (@)|? da
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1/2 1/2

E Q/|v'($)|2 o] + /|v(x)|2 da

Q

1/2

< 2 max {1 ey} |2 [ 0@ do+ [ w@] do
Q Q

1/2

« sﬂ/\v'(m)|2 d$—|—Q/|v(x)|2 dz

< 2 max {17 Hb“LO"(Q\{d})} [e(w/,w') + (waw)]

NI

(W, 0) + (v,0)]?

Uzimaju¢i M, = 2max{1, ||b[| o0 (a})} imamo da je

|a(w, v)| < Malwl|l|v]|e-

Dakle, bilinearna forma a je neprekidna u energetskoj normi.

Sada, Lema 2.3.1 zajedno sa Laks - Milgramovom teoremom daje jedin-
stvenost resenja (2.7).

Polazimo od slabe formulacije (2.7) problema (2.1) —(2.2) i predstavljamo
postupak konac¢nih elemenata na opstoj mrezi

OV = {xg,21,....,x5}, N €N,
to jest,

O=xo< 1 <...<zny_1<2Ny=1.

Neka je sa
hz‘ =Xy — Tj—1, 1= ]_,2, ...,N,
oznacen lokalni korak mreze i neka je

hi+hig
:g72212

hi 3 &y
2

N1,
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Neka je Vi, C V = H}(Q) prostor koga ¢ine po delovima linearne funkcije
koje imaju vrednost nula u tackama zy = 0 i xy = 1. Sama konstrukcija i
neke osobine ovog prostora su veé¢ prikazane u Primeru 1.4.2 (njegove bazne
funkcije su (1.22)).

Diskretni problem kojim se definise konformni FEM za problem (2.1)
glasi:
trazi se uy € V, tako da je
(2.8)
a(up,vp) = l(vy), zasvako vy, € Vj,.

Kao sto smo ve¢ rekli, takav postupak se zove postupak konacnih elemenata
Galerkina. Na osnovu Laks-Milgramove teoreme sledi da postoji jedinstveno
diskretno resenje problema (2.8).

Diskretno resenje u; se moze predstaviti u obliku

up () = Z Up,ipi (),

gde up; € R, 1 =0,1,..., N, i vazi
N N
up(;) = Zuh,i¢i<$j) = Zuh,z’éij =up;, J=0,1,...,N.
i=0 i=0

Diskretni problem (2.8) se moze transformisati u sistem linearnih jednaci-
na oblika

trazi se [up0, un 1, .., upn]? € RV tako da je
N

Za(%‘»%’)uh,i =1(pj), 7=0,1,...,N.

=0

Na taj nacin se dobija slede¢a diferencna Sema
Tit1
LNu; = —e(Dtu; — D™wy) — (Dt u; + BiD~w) = [ fo; da (2.9)
Ti—1 :
ug = uy =0,
gde je u; = up(x;), i = 1,2,...,N — 1, i diferencni operatori D" i D~ su
definisani sa
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Dtu Uir1 — Uy Du — Ui — Uj—1
1 ) 1 Y
hi+1 h;
i
Tit+1 x;
o = hitq / b‘P;H% dr, [; = h; / 590;%' dz.
T4 Ti—1
U nastavku ispitujemo osobine ”stiffness” matrice A = [a;;] = [a(p;, ¢i)],

koja odgovara semi (2.9). Da bi se dobio L— oblik matrice A, potrebno je
da vazi a; > 01a;; <0, ¢ # j. Vazi a;; = 0 kada je |i — j| > 1, to jest, A je
tridijagonalna matrica.

Takode je
Tit+1 Ti+1
olpirn. ) = (i, #) = (i) == [ i do— [ bl do
] Tit1 xi xi
€
hivt  hiy (Besa. = 2) ao
Dalje,
a(pi—1, i) = e(pi_1, ;) — (0¥ _1, ¢i)
x; X4
=& / 90271% dr — / b%’;fl%‘ dx
Ti—1 Ti—1
€ 1 :
lﬂ?i—l
€ 1 :
< T + ﬁHbHL“’(Q\{d}) (x — @) do
’ Ti—1
€ 1
= T + §||b||L°°(Q\{d})-
Uz uslov
h €

i <
||b||Loo(Q\{d})

dobijamo da vazi
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e 1 —2¢ + [|bl| Lo fap i _ —¢
a(%—b%) = _h_i + §||b||L°°(Q\{d}) = 2, < Z_hZ <0.
Za dijagonalne elemente je ispunjeno
T Tit1 T; Tit1
= | [ewidos [dgian) - | [ oeieidos [ o
i—1 T4 1—1 T4
1 ) ] z; 1 Tit1
Ti—1 T;
> £ + < 8l z<@an /(1’ —x;1) dx
hi ' his h? o
ior o] 5
€ £ Lo (Q\{d})
- i1 — 1) dr = — — =,
+h7,2+1 /(a: +n = a)dz hi * hisa 2 * 2

Ty

Uz uslov h; < , dobijamo da vazi a(y;, ¢;) > 0.

[161] o< @\ £ay)
Dakle, A je L-matrica ukoliko je korak mreze dovoljno mali u poredenju sa ¢,
odnosno kada je mreza gusta. Kada je prethodni uslov narusen, to jest, kada
je korak mreze veliki, matrica A nema L- oblik, pa nije M-matrica. Zbog
toga je narusSena stabilnost ovog postupka. Posledica nestabilnosti postupka
jeste pojava oscilacija, [8]. Iz tog razloga ¢e se za resavanje polaznog prob-
lema koristiti stabilizovana verzija postupka konacnih elemenata, o cemu ¢e
vise reci biti u Glavi 4.
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Glava 3

Slojno-adaptivne mreze

Pri numerickom resavanju SPP, za aproksimaciju reSenja van slojeva do-
voljno je koristiti grubu mrzu. U slojnim delovima domena je pozeljno da
mreza bude dovoljno gusta kako bi sa prihvatljivom tacnos¢u dobili numericko
reSenje. Zato je potrebno pazljivo izvrsiti diskretizaciju domena. Zbog toga
se generiSu slojno-adaptivne mreze (”layer-adapted meshes”). Tranzicione
tacke su tacke domena u kojima mreza prelazi iz fine u grubu ili obratno.

U ovom odeljku se za diskretizaciju polaznog domena koristi Duran -
Sigkinova mreza koja se prvi put spominje u [18]. U ovom radu je mreza
prilagodena slojevima u x = 0 i x = d, gde je i rekurzivno zadata, dok je van
slojeva ekvidistantna.

3.1 Duran-Siskinova mreza

Neka je N > 4 paran ceo broj koji nazivamo parametar diskretizacije. Posmat-
ramo mrezu QY = {xg, 21, ..., zx} i lokalni korak mreze h; = x; — x;_1, i =
1,..., V.

Tranzicione tacke Duran-Siskinove mreze su og i d 4+ o1, gde je

oy = ToflnN < f—f

g1 = TlelnN < il
pri cemu su 7;, j = 0,1, proizvoljno izabrane konstante.

Za dati parametar 0 < h < 1, tacke Duran-Siskinove mreze na intervalu

Q=10,1] su
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( IOZO

x1 = he
T; :$i—1+h$i—l :hE(l—{—h)i*l, i:2,...,M0
d —
Tatgsi = Tagy + i = Gy 4 %N A= Gy), i= 1., N 1
2

ZL‘M(H_% :d

Tppor i = Tpppy +he(l+ )t

=d+ he(1+ h)1, i=1,.., M
.1 xMO"r%‘f'Ml
Tato+ N+ Mi+i = Lho+ Xy T N
2
=d+ o, +2iN"Y1 —d - agy), i=1,..,7%,
gde je

Ty, = 09 = he(1 + h)Mo~t
l‘Mo+%+M1 =d+o=d+ hE(l + h)Mlil'
U ovim tackama smo izabrali najmanje brojeve M, i M; takve da je
(o) < 070 = h8(1 + h)MO_l
o <0 = h6(1 + h)Mlil.
To znaci da je

he(1+ h)Mo~t < oy, zai>1

he(1+h)M~" < oy, zai> 1.
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Broj tacaka u ekvidistantnom delu mreze je N i on se zadaje unapred,
dok se broj tacaka mreze, My i M;, u delovima domena u kojima se javljaju
slojevi, dobija iz pomenutih uslova.

d
Pretpostavka u radu je da su zadovoljeni uslovi o; < —, ¢ = 0,1, §to

je tipican slucaj za singularno perturbovane probleme. Perturbacioni para-
metar je tada dovoljno mali, npr. ¢ < 1073,

~ Konstruisali smo tacke Duran-Sigkinove mreze koja je ekvidistantna na
Q. = [d0,d] U [d+ 71, 1] i postepeno izdeljena na Qf = [0, o] U [d, d + d1].

Navodimo lemu o koracima Duran-Siskinove mreze.

Lema 3.1.1 Koraci h; = x;—x;_1, i =1,..., Mo+ M, + N mreze (3.1) su:

( hy = he
hi = h2e(1 + h)"2, i=2,.., M
h; = 2N-Y(d — &), i=My+1,.,My+ %
hMU+%+1 = he (3:2)
h; = h%e(1 + h)7—2, i=Mo+5+j, j=2,..,M
hi=2N"'(1—d-a), i=My+%5+M+1,..,My+ M +N,

\

1 1magu sledece osobine:
h; < hz < h, i =2, ..., M,
h; <CN™1, i=My+1,.,My+ %

\ hi<hx—d)<he<h i=My+%+2 . My+% 4+, (33)
h; <CN™, i=Mo+ 5+ M +1,...,My+ M +N,

\

za T € [x;_1, 7.

Dokaz: Jednakostiu (3.2) se trivijalno pokazuju na osnovu definicije tacaka
mreze (3.1). Sto se tice (3.3) imamo sledeée: za i = 2,..., My vazi h; =

i — X1 = hx;y < hz,zax € [x;_1,24], zai = Mg+ 1,..., My + % vazi
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hi = 2N7'(d — 69) < 2N~' = CN~'. Analogno vazi za i = My + § +
My+1,.,My+ M +N. Zai=M+5+2 .., M +%+ M vazi h; =
h*e(1+ h)’=2 = h(he(1 4+ h)?™%) = h(z;_y — d) < h(z — d), za x € [x;_1, 7).

|
Pretpostavka 3.1.1 Izabrali smo o, = 101€lnNN, jer u suprotnom je N~

jako malo u odnosu na e, preciznije N™' < Ce~'/¢. Pretpostavimo i da je
e<CN—L

3.2 Siskinova mreza

U ovom odeljku éemo pomenuti mrezu Siskinovog tipa (S-mrezu) koja se zbog
svoje jednostavnosti ¢esto sre¢e u literaturi. Prva analiza metoda konac¢nih
elemenata na ovoj mrezi je uradena u radu [22]. Vise detalja o Siskinovoj
mrezi, kao i njenoj upotrebi moze se nadi u [11, 14, 15, 16].

Deo po deo ekvidistantna Sigkinova mreza za dvoparametarski singularno
perturbovani problem je prilagodena slojevima u x = 01z = d.

Neka su og 1 d + o tranzicione tacke Duran-Siskinove mreze.

Konstruisemo mrezu tako da je ekvidistantna na Q. = [0, d] U [d + 01, 1]
i postepeno izdeljena na Q¢ = [0, o] U [d,d + o1]. Svaki od ovih podintervala
se deli na % jednakih delova, gde je N prirodan broj deljiv sa 4.

Tranzicione tacke biraju se tako da je

:d, I 3N :d+01.

4

IN = 0p, T

=z
ol

Zbog postojanja dodatnog unutrasnjeg sloja u tacki x = d, potrebno je
da se koriste dve generativne funkcije mreze’? ¢ i ¢9, koje glase

(1) = 2(2t — 1)InN.

Ove dve funkcije su obe neprekidne, po delovima neprekidno diferencijabilne,
monotono opadajuce i imaju osobine

32Strogo monotona funkcija ¢ : [0,1] — [0,1] koja preslikava uniformnu mrezu po & u
slojno-adaptivnu mrezu po z sa = ¢(§) se naziva generativna funkcija mreze.
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Tacke mreze su date sa

7'05@51(%), 1= ,...,%
o oo+ 2iN"Hd — o), i=4+1,..,% (5.4)
"] d+meda(d), i=X g, '
d+o1 42N =H(1—-d-0y), i=3T+1,. N
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Glava 4

”Streamline-diffusion” postupak konac¢nih ele-
menata i analiza greske

4.1 SDFEM

Postupak konacnih elemenata Galerkina daje oscilatorna resenja, cak i u
slucaju slojno-adaptivnih mreza, [8]. Da bi se izbegle oscilacije koje su di-
rektna posledica nestabilnosti pomenutog postupka, za diskretizaciju prob-
lema (2.7) bira se jedan drugi postupak konacnih elemenata - “streamline-
diffusion” postupak konacnih elemenata (SDFEM).

Ovu vrstu stabilizacije su prvi put primenili Hjuz i Bruks u [10] za prob-
lem konvekcije-difuzije sa dominantnom konvekcijom. Predlozili su modi-
fikaciju standardnog postupka Galerkina koja ukljuc¢uje primenu postupka
Petrov - Galerkina sa izmenjenim test funkcijama. Iz tog razloga je SDFEM
poznat i pod nazivom ”streamline-diffusion” Petrov-Galerkinov metod.

U ovom odeljku ¢emo predstaviti SDFEM za problem (2.1).

Posmatramo opstu mrezu QY = {zg,71,...,2x}, N € N i neka je sa
h; =x; —x;_1, 1 =1, ..., N oznacen lokalni korak mreze.

Neka je V}, prostor koga ¢ine po delovima linearne funkcije koje imaju
vrednost nula u tackama xqg = 0 i zy = 1. Diskretni problem kojim se
definise nekonformni SDFEM za problem (2.1) glasi

trazi se up € V, C V' tako da je
(4.1)

ap(up,vp) = lp(vy), za svako vy, € Vj,
sa
N Tk
ap(vp, wp) = (evy, wy,) — (buy,, wp) — Z / Op(—evy — buy )bwy, dx, (4.2)
k=1
-1

In(wy) = (fown) = / O fow), d,
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i nekim parametrom ¢, € RT. Ako je 6 = 0 za svako k dobija se diskretni
problem koji odgovara standardnom postupku Galerkina (2.7).

”Streamline-diffusion” normu (SD-normu) definiSemo na sledeéi nacin
N Tk
o130 = el ey + Aol + Y [ BB de, ve V.
k=1
-1

i u odnosu na nju pokazujemo neprekidnost i koercitivnost bilinearne forme
ap.

Imamo da je

N Tk
ap(wp, wy) = (ew),, wy,) — (bwy,, wp) — Z / O (—ew), — bwy,)bw;, dx
k=1

N %k
= g/(wﬁl)2 dr — /bwflwh dx + Z / Sb? (w))? dx
Q Q k=l

Q Q

N Tk
1
= 5/(1(1;1)2 dx —/§b(wi)’ dx + Z / 60 (w))? da
=1y,

Primenom parcijalne integracije na drugi integral u prethodnom izrazu do-
bijamo

N Tk
1
ap(wpy, wy) = 5/(w§l)2 dx + /wi(gb/) dx + Z / 60 (w})? dx
k=1,7

Q Q
N Tk
> 5/(11)2)2 dx —|—7/w,21 dx + Z / 607 (w))? da
Q Q k:1$k71

N Tk
= ellwhll2q + Vllwallfz@ + D / 0% (wp,)?* dz = ||wi|5p-
k=1,
Dakle, ay, je koercitivna bilinearna forma. Tada homogeni problem

trazi se up € V,, tako da je
(4.3)

ap(up,vp) =0, za svako vy, € Vj,

48



ima samo trivijalno resenje u, = 0, pa diskretni problem (4.1) ima jedin-
stveno reSenje.

Ako je {o, ..., pn } baza prostora V}, onda postoji jedinstvena reprezenta-
cija

N
up(x) = Zuh,z’%(l‘)a up; € R.
i=0
U tackama mreze vazi
N N
u; = up(x;) = Zumgoi(xj) = Zum&-j =upj, j=0,1,...,N.
i=0 =0

Diskretni problem (4.1) se moze transformisati u sistem linearnih jednaci-
na oblika

trazi se [upn0, un1, -, unn|’ € RV tako da je
N

. (4.4)
Zah<¢i7¢j)uh,i :lh(¢])7 J :0717“'7N'
i=0
Na taj nacin se dobija sledec¢a diferencna Sema
,CNUZ‘ = —E(D+Ui — D_UZ) — (OéiD+Ui -+ ﬁzD_ul) = lh(@z) (4 5)
up = uy = 0, '

gde je u; = up(x;), ¢ = 1,2,..., N — 1 i diferencni operatori D™ i D~ su
definisani sa

Uit1 — Uy - Ui — Uj—1
Dtu,; = +—7 D u; = ,
S ! s
Tit1 ZTq
a; = hipq / (04101 — 6i1b?Ql 1)) da, B; = hy / (bplps — 0:b°plp)) d.
x; LTi—1

Struktura matrice sistema A = [a;;] = [an(p;, ¥i)], koja odgovara dife-
rencnoj Semi (4.5), utice na izbor “streamline-diffusion” parametra (SD -
parametra) 6;. Da bi se dobio L-oblik matrice A, potrebno je da vaz a;; > 0
ia; <0, 4 # j. Matrica A je tridijagonalna matrica, jer je a;; = 0 za
i —j| > 1.

Neka je b = ||b]| oo (@ qay)- VaZi
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N Tk
an(Pis1, 1) = £(P1, 01 — (bl 1) — ) / Ok(—ely1 — by, )b} dar
k=1
-1

Ti+1 Ti+1 Tit+1

Tit1 5 Ti+1
3 1 i+1
i+1 i+1 i+1
x; Zq
_ Tl Ti+1
€ b dit1
Sy T (341 — ) do — 45
i+1 i+1 i+1
x; Zq
_ Tit1
s b e,
h; 2 h? ’
i+1 i+1
z;

Kad je d;11 > 0, vazi ap(@ir1, ¢i) < 0. Dalje je

€/<P§+1<P§ dr — /b<P/i+1<Pz‘ d$+5i+1/b290;+1§0; dx

b? dx

/62 dx

N Tk
an(piz1, i) = £(9_1, ) — (b1, 00) — ) / Ok(—epi_y — bl_,)b} dw
k=1,
=c / Y1y do — / boi_1pi dx + 0 / b oi_1p; dx
Ti—1 Ti—1 Ti—1
3 1 g (51 i
S A
=—— 4+ - - = b2 dz.
R v
Kada je h; < %, uzimamo da je ¢; = 0 i vazi
e b —2+Dbh €
i) < ——+-=—F7—— < — < 0.
anlpi-t,9i) S =3+ 5 2h, 2h,

Kada je h; > %, onda d; biramo iz uslova
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~(bpig, 1) + 0 / b o1 do =0,
Ti—1
i tada dobijamo
3
an(pi-1:9:) = (@i, 9) = =7~ < 0.

Prethodni uslov se svodi na

f b i dx f bl dx

5' _ b(gﬁfi—la@i) _ Ti—1 _ Ti_q
f Vg, dx f b*oi_1p; dx f b2plpl dx
Ti—1 Ti—1 Ti_1

Ostaje jos da se ispita znak dijagonalnih elemenata. Imamo da je

N Tk
an(pi, 1) = (6, 1) — (b 1) = > / ox(—ep; — byy)by; da
k=1
-1

T Tit1 T Ti+1
= | [evtdns [dgian) - | [ beoidos [t as
i—1 T; i—1 T;
T; Tit1
+6i / Vo) dx + 6;11 / Vol da
Ti—1 T4
1 1 1/
- (h_l + h‘H—l) - h_12 / b(x B xi_l) dx
1 Tit1 o (5 T 5 Ti41
+ /b(mil—x)dx+—i v’ dr + ZAle/b2dyz:
hii _ " h : hisa .
1 b
> ¢ (h_Z + hi_;,_l) — h? /(ZE — (L’i_l) dx
ﬂ Ti41 o (5 x; 5 Tit1
| (g —2) de+ — [ b dz+ Hl/bzdx
hi , " h; _ hi _
1 | | b B 5 5 i
_ 4 v P 9 b2 d i+1 /b2 dr.
g(hﬁhiﬂ) SRICRY: / ST v
Ti—1 Tq
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€
Uz uslov h; < 7 uzimamo §; = 0, pa dobijamo

(0, ')>£_§_25—bh £ ol
ap\Pi, Pi hl 2 — th - 2h

Kada je h; > %, onda d; biramo iz uslova

— / boip; dx + 0; / b2l dr =0,
Ti—1 Ti—1
i tada dobijamo
1 1N\ B 6
i+1 2
al;,p;)) =€ | — + + -+ b° dx > 0.
(i: 04) (hz' hi+1) hi /

T

Prethodni uslov se svodi na

f boip; d

Ti—1

f b2plp) da

0; =

Iz gornjeg razmatranja zaklju¢ujemo da SD-parametar biramo na sledeci
nacin:

ako je h; < %, onda je §; = 0, (4.6)

f boipi dx

Ti—1

ako je h; > %, onda ¢§; =
f b2pip) dr

(4.7)

Jednostavnim ocenama se u sluc¢aju (4.7) dobijaju sledeée nejednakosti

Qthl <¢; < 262hZ (4.8)

Uzimajuéi u obzir ponasanje koraka h; na Duran-Siskinovoj mrezi (3.1), do-
bijamo da je na ekvidistantnom delu
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§; <CN-L. (4.9)
Na slojnom delu vazi

(51 S Ohl S Ch€,
Oy d1 < Chapyniy < Che,
5, < Ch; < Ch, i=2,.., My,

6 <Chy <Ch, i=My+5+j, j=2,.., M. (4.10)

Sa ovakvim izborom SD-parametra dobija se da je matrica sistema Seme
(4.5) L-oblika.

U nastavku se prezentuje opsti pristup iz [20] u oceni greske koji koristi
reprezentaciju greske za koju se ne moze re¢i da je u potpunosti nova, jer
je uobicajeno da se u analizi SPP koriste diskretne Grinove funkcije. Slicne
ideje se mogu pronadi u [17] i [21].

4.2 Opsta analiza greske

Posmatrajmo sledec¢i opsti problem

trazi se u € V tako da je
(4.11)

a(u,v) =1(v), zasvako v €V,

gde je V Hilbertov prostor, a : V x V — R bilinearna forma il : V —
R linearna funkcionela. Ogranicavamo se na konformni postupak konacnih
elemenata, to jest, polazimo od kona¢nodimenzionalnog potprostora V;, C V.

Diskretni problem glasi

trazi se u, € V, tako da je
(4.12)

ap(up,vp) = lp(vy), za svako vy, € V,

gde su ay, 11, bilinearna forma i linearna funkcionela definisane na potprostoru
Vj,. Pretpostavimo da problemi (4.11) i (4.12) imaju jedinstvena resenja, to
jest, da su zadovoljene pretpostavke Laks-Milgramove teoreme.

Neka je {1, ..., oy } skup baznih funkcija N-dimenzionalnog prostora V.

33



Definicija 4.2.1 Biortogonalna baza prostora V}, u odnosu na bilinearnu
formu ay, je skup funkcija {\',...,\N} C V}, takav da svako N ima osobinu

an(pi, N) = 045, za svako i=1,2,...,N, (4.13)

33

gde je 6;; Kronekerov simbol. Funkcije N se nazivaju diskretnim Grinovim
funkcijama.

Pitanje da li je Definicija 4.2.1 dobro formulisana zavisi od jednacine
(4.13) i jedinstvenosti njenog resenja A za svako j = 1,2,.... N. Ako, na
primer, bilinearna forma a; ima osobinu Vj-elipti¢nosti, tada homogeni prob-
lem (4.3) ima samo trivijalno resenje u, = 0, pa (4.13) ima jedinstveno
resenje. Pitanja egzistencije i jedinstvenosti funkcija )\ zavise od polaznog
problema konvekcije-difuzije i izabranog postupka konac¢nih elemenata.

Pretpostavimo da za prostor Vj, postoji biortogonalna baza. Tada, kao
direktna posledica (4.13), sledi postojanje jedinstvene reprezentacije

N
vh = an(vn, \)pr (4.14)
k=1

za svako vy, € V},.

Takode, moguce je definisati linearni operator P : V — V}, sa

N
Pv = Zah(v, Mo, veV.

k=1

Zbog osobine (4.14) operator P je projekcioni operator na Vj,, to jest, vazi
Puvy, = vy, za svako v, € Vj,.

Neka je data opsta mreza QY = {xg,...,zx} C [0, 1], gde je

D=z < <..<zNy=1, N e N.

Pretpostavimo da za funkciju v postoji dobro definisana interpolaciona
funkcija u! € V}, na QY.

Kako je Pu! = u!, greska u — u;, se moze predstaviti u obliku

w—uy =u—u'+ P(u’ —u)+ Pu—uy, (4.15)

33George Green (1793-1841), engleski matematicar

o4



Ovakva reprezentacija greske se sastoji iz tri dela. Prvi deo u — u! se naziva
greska interpolacije, drugi deo P(u! — u) greska projekcije i treéi Pu — uy,
greska konzistencije. Poslednji deo je dobio ovakav naziv jer je Pu — up =0

u slucaju konzistentnog postupka kona¢nih elemenata.®* Zaista, u slucaju
konzistentnog postupka konac¢nih elemenata dobija se
N N N
Pu =" an(u, )or = > (N = > an(un, A¥)pr = .
k=1 k=1 k=1

U narednim odeljcima ¢emo uz pomo¢ (4.15) izvesti ocenu greske u tacka-
ma mreze

|u(z;) — up(z3)], z; € QN.
Takode, osobine izabranog kona¢nodimenzionalnog prostora V}, se koriste

za dobijanje tacnijih podataka o ponasanju greske u pomenutim tackama i o
oceni greske na podintervalima [z;_q,2;], i = 1,2,...N.

Neka V}, koristi linearne Lagranzove elemente. Sada se lako moze izvesti
ocena greske u — uy, na svakom elementu x; = [x;_1,x;], 1 =1,2,..., N. Prvo
pretpostavimo da je ve¢ pokazana e-uniformna ocena greske u tackama mreze
tipa

u(@:) — un(z:)] < I(N), z; € QF,
gde je
lim J(N) = 0.

N—oo

Neka je i € {1,2,..., N} proizvoljno i neka x € k;. Tada primenom ne-
jednakosti trougla dobijamo

u(z) — un(@)] < fu(e) - o (@)] + [u (2) - up(2)].
Drugi sabirak u ovoj nejednakosti ocenjuje se sa
[u! (z) — up(z)|
= [u(@i—1)pi-1(2) + u(zi)pi(x) — un(zi1)pi-1(x) — un(wi)pi(x)|
< lul@ioy) = un(@ia)|pi1 (@) + [ulz:) — un(@s)|ei(z) < I(N),

347a postupak konaénih elemenata kazemo da je konzistentan ako vazi

ap(u,v) = lp(vp), za svako vy, € V.
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zai=2,3,..., N — 1. Funkcije ¢;, koje se javljaju u gornjoj oceni, definisane
su u (1.22). Ista ocena greske se dobijaizai=11i¢= N. Dakle, na svakom
podintervalu x; se dobija

[u(z) = un(@)] < [lu— 'l Lofz,_y 2 + I(N). (4.16)

Vratimo se ponovo na reprezentaciju greske (4.15). Neka je z; € QV
fiksirana tacka mreze. Tada se greska u izabranoj tacki mreze svodi na

u(w:) = un(w:) = wlws) —u'(2:) + Plu’ =) () + (Pu— up)(x:)
= P(u' —u)(z;) + (Pu — up)(x:),

jer je za linearni interpolant u! ispunjeno (1.24). Pri tome je greska projekcije
P(ul —u) Zahu —u, ) op(2;) = an(u’ —u, N, (4.17)

U opstem slucaju se greska konzistencije Pu — uj, moze zapisati u obliku

N N
Pu —uy, = Z ap(u, )\k)gpk — Zah(uh, A
k=
N

N-1
Z u)\ gpk—Zlh gok+Zl)\k Zau)\k
k=1

(an — a)(u, )y, + Z(l — 1n)(N")ei

k=0

B
Il
o

Mz

B
Il
o

Sada je greska konzistencije u tacki mreze z; data sa
(Pu — up)(x;) = (ap, — a)(u, ') + (I — 1) (\Y). (4.18)

Na kraju, iz (4.17) i (4.18) zakljucujemo da greska u tacki mreze ima
oblik

w(x;) — up () = ap(u! —u, \Y) + (an, — a)(u, \Y) + (I — 1) (\9). (4.19)
4.3 Greska interpolacije

Vazan deo ocene greske u tackama mreze (4.19) je greska interpolacije u —u?.

Zato izvodimo njenu ocenu.
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Teorema 4.3.1 Greska interpolacije na mrezi (3.1) se moZe oceniti sa

CN72 z2eQ,,
lu(z) —ul(x)| < ) (4.20)
Chz, T € Qf.

Dokaz: Prema klasi¢noj teoriji, za proizvoljnu funkciju g € C?[z;_y, 7], i =
1,2,..., N vazi

”g - -g[”Loo[-Tiflymi] < Ch?HQHHLw[mH,xi]- (4'21)

Za dokazivanje ocene (4.20) koristi se razlaganje u = S + E iz Teoreme
2.2.1 i odgovarajué¢a dekompozicija u! = ST + E!. Dakle,

u—ul = (S -8+ (E - E").
Za regularni deo S — S’ greske interpolacije, koriste¢i (4.21) dobijamo

IS = SMlLopicrag = max [S(x) = S'(z)| <C max hi|S"(z)],

TE[zi_1,14) TE€[Ti—1,24]
Zai: 1,...7M0+M1+N.

Zai= My+1,..., Mo+ %, to jest, na ekvidistantnom delu, koristeéi (2.3)
i (3.3) dobijamo

1S = S| Lo 10 < CN72 (4.22)
Analogno i za i = My + % + M, +1,...,My+ M; + N.
U slojnom delu, za i = 2, ..., My, koriste¢i (2.3) i (3.3) dobijamo
1S = STl oo ;1,0 < CR2. (4.23)
Analogno i za i = My + % +2,..., My + % + M;.
Posmatrajmo sada slojni deo greske E — E'. Neka je

er(z) = e PP 2 ey,

ex(x) = e Pe=dle 1 e Q.
Za funkcije e;(z) 1 es(x) vaze sledece ocene:
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C, S Ql N Qf,
e1(z) < o (4.24)
CNf'BTO, x € N,

C, T € QQ N Qf,
ex(z) < o (4.25)
CNi’BTI, x € N,

Na ekvidistantnom delu, to jest, na poddomenu €., koriste¢i osobinu
(1.25) linearnog interpolanta, slojni deo greske £ — ET se moZe oceniti na
sledeé¢i nacin:

|E(x) — B (2)] < 2/|El| oo o)y @ € [Tim1, 2i].
Sada, prema (2.4), (4.24) i (4.25) i pretpostavci fr; > 2, j = 0,1 vazi
|E(z) — EX(x)] < ON72, 2 €Q. (4.26)

Na skupu €2 koristimo ocenu dobijenu na osnovu klasi¢ne teorije

|E(x) — E'(x)] < CRZ||E"|| pw,_1 2y T € [Tiz1, T3] (4.27)

Neka je [x;_1, ;] C [0,00]. Na osnovu (3.3) vazi h; < hz, i = 2,..., Mj.
Koristedi (2.4), (4.24) i (4.27) dobijamo

HE - EI”LOO[Ii—hIi] = max ’E(SL’) - El<x)’ < Ch?€_2’|6,1/|‘L°°[$i—1,ﬂ?i]

r€[Ti—1,24]

< Ch? max |z%e 2e /5|,
TE[Ti—1,T;]

a kako je [max ]\xze_Qe_ﬁm/El < C, to jest, ova funkcija je uniformno
TE|Ti—1,T;

ogranic¢ena na R™, dobijamo

||E — EIHLOO[xi,l,xi} S ChQ, S [Ii_l,l‘i] - [0,070] (428)

Prethodna ocena se sli¢no izvodi i na ostatku skupa ;.

Na kraju zaklju¢ujemo da iz (4.22), (4.23), (4.24) i (4.25) sledi tvrdenje
teoreme.
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4.4 Diskretne Grinove funkcije

U ovom odeljku éemo proucavati osobine diskretnih Grinovih funkcija \!, ¢ija
egzistencija sledi na osnovu koercitivnosti diskretne bilinearne forme ay,.

Na intervalu €2 posmatramo problem

LNu; = —e(puz)si — Tiv1Ua; + QU = Lo €9, ug=uy =0, (%)
gde je
(Ui - ui—l)/hi = Ug i, (Ui+1 - ui)/hi—H = Ug; = Uz i+1, (Uz‘+1 - uz)/hz = Ug,i,

sa odgovaraju¢om desnom stranom [ i nekim koeficijentima p;, ¢; i r; koji
imaju sledeé¢e osobine

Di Z p > 07 qi Z 07 i1 Z r > 0. (429)

U skladu sa ovim, problem (*) se moze zapisati u obliku

_c
hi

_ T i
(pis1DTu; — p; D™ u;) — %(ui—kl — ;) + qu; =1, up =un =0.

Za diferencnu Semu (4.5) vazi

- Bi - i+ B
pi=1——, ¢=0, ripy=———.
€ hita

(4.30)
Pokazujemo da su ispunjeni uslovi (4.29).
Ako je 9; # 0, to jest, kada je h; > %, onda je p; = 1.

Ako je §; = 0, to jest, kada je h; < %, onda je

T

h; b
pizl——/bgoggogdx21—hi—21—
€ 2e

Ti—1

1
Dakle, p; > 5

Na kraju imamo da je
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Tit+1 Ti+1

O./Z"{‘ i
Tiy1 = % = / b‘P§+180z‘ dx + / b90§+1%+1 dx
. Tit1 . Tit1
1 1
=2 b(xip1 — x) do + h2_ b(x — x;) dx
it1 J i+1
9311‘+1 931+1
Zzi/(xiﬂ—x dx+2— (x — ;)
hiy hz+1
B 5
=—4+==0£>0,
2 2 =5

te su za r = ( ispunjeni uslovi (4.29).
Sada se moze primeniti Lema 6.3.1 kako bi zakljucili da je
X2y < C0 NI ey < C. (4.31)
Napomena 4.4.1 Ako na slojnom delu posmatramo korake Duran-Sigkino-

ve mreze h; iz (3.2), mozemo da damo blize informacije o ponasanju SD-
parametra ¢;. Naime, vazi

hi = h*e(1+ h)"? < hog = hroelnN, i =2, ..., My,

: N
hi = h2€(1 + h)‘j72 < hO'l = thelnN, 1= MO -+ 5 —|—j, j = 2, ceey Ml-

Ako uvedemo pretpostavku da je A dovoljno malo u odnosu na N, to jest,
da je

h < —
B ToblnN

h< —2
— 7 binN

dobijamo da je h; < %, pa na osnovu (4.6) vazi d; = 0.
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4.5 Analiza greske u tackama mreze

Izveséemo e-uniformnu ocenu greske za SDFEM primenjen na Duran-Sigkino-
voj mrezi za problem (2.1).

Postupak tipa SDFEM je konzistentan, pa se na osnovu (4.19) greska u
proizvoljnoj tacki svodi na

w(x;) — up () = ap(u! —u, \¥), z; € Q. (4.32)

Sada navodimo teoremu o e-uniformnoj oceni greske.

Teorema 4.5.1 Neka su u i uy, reSenja problema (2.1) i (4.4) redom. Tada
na Duran- Siskinovoj mrezi (3.1) sa T > 2, greska u tackama mreze ima
osobinu

CON—2, x € Q,,
lu(zi) — un(z:)| < B (4.33)
C(N72+h2), l‘GQf.

Dokaz: Neka je z; proizvoljna tacka mreze. Prema definiciji bilinearne
forme ay, i prema osobinama linearnog interpolanta u! imamo da je

1 1

ap(u’ —u, \') = 5/(u —u)' (N dx — /b(uI —u)'\' dx

0 0
N Tk N Tk
S / b\ dr+ 3 / S (ul — w)Y(NY dr. (4.34)
k:1$k—1 k:1-73k—1

Primenom parcijalne integracije na prvi integral u (4.34), zatim osobina
(1.24) i (A\Y)” = 0 dobija se

1
g/u—u )\z dx—82/u—u )\7’ dz
0

N N Tk
= 5Z(u1 —u)(\) |5k 52 / (u" —u)(\)" do =0 (4.35)
=1 =17
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Zatim se parcijalnom integracijom transformise drugi integral u (4.34). Na
osnovu glatkosti funkcije b i pokazanih osobina diskretnih Grinovih funkcija
dobijaju se sledeé¢e nejednakosti

1

1
—/b(uf—u YN da| = /bu—uxdx Z/ w)' N da
0

0

N
= Zbu —u) )\Z
k=1

N Tk
=y / (ul —w) (N + b)) da
kZImk—l

N

= _Z /(uf_u)(b/)\i+b()\i)/) dx gz / |(u! = w)(O'N +D(NY)| dx

< Cllu = ull =@y (NNl (@) + 1) l[21@)

Za analizu treceg integrala u (4.34) koristi se dekompozicija u = S + E iz

Teoreme 2.2.1. Tada za glatki deo resenja, koriste¢i ocene (4.9), (2.3), (4.31)
i osobine parametra d; iz Napomene 4.1.1 dobijamo

2/55 S"b(X' 2/55 S"b(X'Y

< CeN7Y[S"|| @y [|(A) | 110y < CeNT!H < ON 2. (4.37)

Zbog ocena (4.9), glatkosti funkcije b i osobina parametra ¢; iz Napomene
4.1.1 za slojni deo resenja vazi

Z/as E"b(\'Y 2/5(5 E"b(\'

Mo+% 2 Mo+My+N Tk

<o [ T /IE"H Wldo > [ B0

k=Mo+1, k=Mo+& +Mi+1z, |

Lokalni korak mreze h; na ekvidistantnom delu se moze ograniciti od dole
sa
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h; > 2max{d,1 —d} N1,

pa funkcije \; € V}, imaju osobinu
. 1 ) )
|(A) ()] = W =[N () = N (zp-1)| £ ONJ|N|oe() < ON,

za svako & € [x_1, 23] C Q..

Koristeci ovo i (2.4) dobijamo

Z / 0, E"b(N') Z / 6, E"b(N')

Mo+% > Tk Mo+M1+N Tk

< Ce Z / e 2Pl qp + Z / e 2o Ble=d)/e gy
k—1

k=Mo+1, k=Mo+5 +Mi+1z,
Mot+5 Tk Mo+M+N %k
=Ce! Z / —Br/e gy + Z / e Bla=d/e gy
k=Mo +1 k= MO+%+M1+1QC]€,1
MO+ 2 Mo+Mi+N
- —B(z—d
=C Z Bz/e i: o Z e Pla=d)/e i:ﬂ
k=Mo+1 k=Mo+5 +M;+1
= C(NP™ 4 N=Fm), (4.38)

Na kraju, na osnovu ocena (4.37) i (4.38), za ocenu treceg integrala u
(4.34) se dobija

Z / edru"b(\") Z / e0pu"b(\)
< ON724 C(N=F 4 N=F™), (4.39)

Posmatramo sada Cetvrti integral u (4.34). Primenom parcijalne integracije
i primenom osobina koje vaze za 9;,b i \; dobija se

/5kb2u —u) (Y Z/5ku —u) (PN da

63



S CN_IH'LL—UIHLoo(Q). (440)
Na kraju, na osnovu ocena (4.35), (4.36), (4.39), (4.40), (4.20) i pret-
postavki 79 > 217 > 2 dobijamo

u(z;) — up(a;)| = |an(u’ —u, \')|
S CON24+ NP0+ NPT |u — u!|| o))

CON—2, r e,

< ) (4.41)
C(NfQ + h2), x € Qf.
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Glava 5

Numericki eksperimenti

U ovoj glavi se eksperimentalno proverava tvrdenje Teoreme 4.5.1. Sema
(4.5) se na Duran—Siékinovoj mreziina S-mrezisa7; = 2, 7 = 0, 1, primenjuje
na sve test probleme. U tabelama koje se nalaze u okviru ove glave su
prikazane vrednosti greske

N __ N SN
E —meaxoréniag](\[\us(xz) u; ",

gde je u. tacno resenje problema, a

[uS’N, ui’N, s u‘}:\’,N}T

je resenje sistema (4.5) za fiksne vrednosti parametra € i N. Dalje se izracuna-
va red konvergencije primenom standardne formule

(&)
p= n2

Test problem 1. Prvi problem koji je testiran je

—eu(z) —u/'(x) =1, x€(0,1),
u(0) = u(1) = 0.

Ovaj test problem je iz Napomene 0.0.1.

Iako su polazne funkcije glatke, ovde ¢emo primeniti postupak koji smo
konstruisali za problem konvekcije-difuzije sa prekidnim funkcijama.

Tacno reSenje ovog problema, vidi Sliku 5, je

_1 _z
u(z) = %—i— 1—uz.

1 —e"¢

U Tabeli 2.1 su prikazane greska i red konvergencije za test problem 1 na
Duran-Sigkinovoj mrezi gde je e = 1078, 7o =7, =2i h= N1
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Tabela 2.1: Rezultati za EV i p" za test problem 1 na Duran-Siskinovoj

mrezi
N EN pN
32 | 3.54883x107° | 1.98061
64 | 8.99211x1076 | 1.99018
128 | 2.26338x107° | 1.99506
256 | 5.67786x10~7 | 1.99604
512 | 1.42337x1077 | 2.03635
1024 | 3.46988x10® | 0.36599
2048 | 2.69241x1078 -

Numericki rezultati pokazuju drugi red konvergencije postupka tipa SDFEM
po N. Vidimo da za N = 1024, N = 2048, itd., red konvergencije pada.
Gubitak tacnosti pri izracunavanju greske u diskretnoj maksimum normi je
posledica verovatno resavanja sistema linearnih jednacina velikih dimenzija
ili nagomilavanja greSaka izracunavanja prilikom primene ugradene naredbe
NIntegrate na veoma uskim intervalima.

1.0
0.8 .~

0.6 ot

0.4 "

0.2 e

02 04 06 08
Slika 5: Tacno (sivi grafik) i numericko (crni grafik) resenje test problema 1
za e = 1073 h = 0.01 i N = 32 na Duran-Siskinovoj mrezi

U Tabeli 2.2 je prikazano poredenje rezultata iz Tabele 2.1 sa rezulta-
tima dobijenim na Siskinovoj mrezi, sa istim vrednostima parametara kao u
prethodnoj tabeli. Sa Ng i E% suredom oznaceni broj podintervala Siskinove
mreze, odnosno odgovarajuca greska u diskretnoj maksimum normi.
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Tabela 2.2: Rezultati za EV za test problem 1 na Duran-Siskinovoj i
Siskinovoj mrezi

N N+ My+ M, EY Ng Eg

32 386 3.54883x107° | 388 4.63804x10~*
64 876 8.99211x107% | 876 1.17414x107*
128 1962 2.26338x107°% | 1964 2.92475%x107°
256 4338 5.67786x 1077 | 4340 7.30749x 106
512 9496 1.42337x1077 | 9496 1.82509x10~6

U cilju poredenja, Siskinova mreza je izabrana tako da ima priblizno isti broj
tacaka kao i Duran-Siskinova mreza. Dobijeni rezultati pokazuju da su za isti
metod dobijene manje greske na Duran-Siskinovoj mrezi nego na Siskinovoj
mrezi.

U Tabeli 2.3 je prikazana greska za test problem 1 na Duran-Siskinovoj
mrezi gde jee = 1078, 70 =7, =21 N = 1024.

Tabela 2.3: Rezultati za EV za test problem 1 na Duran-Siskinovoj mrezi

h N+ M, + M, EN
0.06 1214 1.27761x10~1
0.04 1326 5.77223%x107°
0.02 1688 1.46771x107°
0.01 2482 3.70124x 10~
0.008 2898 2.37295%x 1076
0.006 3616 1.33719x1076

Vrednosti za h, koje su vec¢e od 0.06, nisu prikazane u tabeli, jer ne ispu-
njavaju uslov

hes
= 7,blnN

j=0,1.
Na Slici 6 vidimo da pad krive koja opisuje ponasanje greske, odgovara

padu krive koja opisuje ponasanje h?, pa smo eksperimentalno konstatovali
drugi red konvergencije i po parametru h.

Test problem 2. Drugi problem koji je testiran je
—eu(x) = b(x)u'(x) = f(z), =€ (0,1),
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Slika 6: Crvena kriva povezuje tacke ¢ija je x— koordinata broj tacaka mreze,
a y—koordinata vrednost za h?, dok plava kriva povezuje tacke ¢ija je x—
koordinata broj tacaka mreze, a y— koordinata vrednost greske

gde je
1, = <0.5,
b(z) =
4, x> 0.5,
i
0.7, = <0.5,
flx) =
—0.6, = > 0.5.

Tacno resSenje ovog problema, vidi Sliku 7, je

7
—% —6016_96/64—02, Xz S 05,
u(z) =
3z 1 dw/e
% — 4—15036 dz/ +C4, x > 0.5.

Konstante C;, @ = 1, 2, 3,4, odreduju se iz uslova neprekidnosti
u(d—0)=u(d+0), v(d—0)=u(d+0), d=0.5.

U Tabeli 2.4 su prikazane greska i red konvergencije za test problem 2 na
Duran-Sigkinovoj mrezi gde je e = 108, 7o =7, =2i h= N1
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Slika 7: Ta¢no (sivi grafik) i numericko (cgni grafik) resenje test problema 2
za e = 1073 h = 0.01 i N = 32 na Duran-Siskinovoj mrezi

Tabela 2.4: Rezultati za EN i p"V za test problem 2 na Duran-Siskinovo]
mrezi

N EN pN

32 19.75924x1076 | 1.98063
64 | 2.47279x1076 | 1.99014
128 | 6.22436x1077 | 1.99473
256 | 1.56178x107 | 1.99655
512 | 3.9138x10°% | 1.98248
1024 | 9.90402x107° | 1.57751
2048 | 3.31844x107* -

Numericki rezultati pokazuju drugi red konvergencije postupka tipa SDFEM
po N.

U Tabeli 2.5 je prikazano poredenje rezultata iz Tabele 2.4 sa rezulta-
tima dobijenim na Siskinovoj mrezi, sa istim vrednostima parametara kao u
prethodnoj tabeli. Sa Ng i E% suredom oznaceni broj podintervala Siskinove
mreze, odnosno odgovarajuca greska u diskretnoj maksimum normi.

Tabela 2.5: Rezultati za EV za test problem 2 na Duran-Siskinovoj i
Siskinovoj mrezi

N N+ My+ M, EY Ng Eg

32 386 0.75924x10°% | 388 3.17165x10°2
64 876 2.47279x107% | 876  2.18217x1072
128 1962 6.22436x1077 | 1964 1.35697x1072
256 4338 1.56178x1077 | 4340 2.53775x1074
512 9496 3.9138 x107% | 9496 8.01571x10°°
1024 20616 9.90402x 1079 | 20616 2.47219x107°
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Slika 8: Crvena kriva povezuje tacke ¢ija je x— koordinata broj tacaka mreze,
a y—koordinata vrednost za h?, dok plava kriva povezuje tacke ¢ija je x—
koordinata broj tacaka mreze, a y— koordinata vrednost greske

U cilju poredenja, Siskinova mreza je izabrana tako da ima priblizno isti broj
tacaka kao i Duran-Siskinova mreza. Dobijeni rezultati pokazuju da su za isti
metod dobijene manje greske na Duran-Siskinovoj mrezi nego na Siskinovoj
mrezi.

U Tabeli 2.6 je prikazana greska za test problem 2 na Duran-Siskinovoj
mrezi gde jee = 1078, 7 =71 = 21 N = 1024.

Tabela 2.6: Rezultati za EV za test problem 2 na Duran-Siskinovoj mrezi

h N+ My, + M, EN
0.06 1214 1.74729x 104
0.04 1326 2.0524x107°
0.02 1688 4.03623x 1076
0.01 2482 1.01783x1076
0.008 2898 6.52592x 1077
0.006 3616 3.67711x1077

Vrednosti za h, koje su vece od 0.06, nisu prikazane u tabeli, jer ne ispu-
njavaju uslov
1
< 7 Y
— 7;blnN

j=0,1.
Na Slici 8 vidimo da pad krive koja opisuje ponasanje greske, odgovara

padu krive koja opisuje ponasanje h?, pa smo eksperimentalno konstatovali
drugi red konvergencije i po parametru h.
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Glava 6

Dodatak

U ovoj glavi ¢emo dati pregled nekih definicija i teorema koje su koriséene u
radu.

6.1 Odabrane definicije i teoreme iz linearne algebre

Najpre se podsetimo definicije retke, tridijagonalne, regularne, inverzne i po-
zitivne definitne matrice.

Definicija 6.1.1 Matrica A € R™" je retka ako je vecina njenih elemenata
jednaka nuli. U suprotnom je matrica gusta.

Definicija 6.1.2 Matrica A = [a;;] € R™" se zove trakasta matrica sa
girinom trake 2m+1 ako je a;; = 0 za svako |i — j| > m (m <n—1). Ako je
m=1 sirina trake je 3, a matrica je tridijagonalna.

Definicija 6.1.3 Kwvadratna matrica A je regularna ako i samo ako postoji
matrica B takva da je

AB=BA=F.

Matrica B koja zadovoljava gornju jednakost zove se inverzna matrica za
matricu A. Kvadratna matrica koja nije reqularna naziva se singularna.

Teorema 6.1.1 Kvadratna matrica A je reqularna ako i samo ako je

detA # 0.

Definicija 6.1.4 Realna simetricna n x n matrica A je pozitivno definitna
ako je T Az > 0 za sve 0 # x € R™.

U nastavku dajemo definiciju i osobine afinog preslikavanja.
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Definicija 6.1.5 Afino preslikavanje je preslikavanje koje tacku M pres-
likava u tacku M’ po pravilu

= Ar +q,

gde si x 1 x’ kolone koordinata tacaka M i M’, redom. Matrica A se zove
linearni deo afinog preslikavanja, a vektor q vektor translacije.

Afino preslikavanje je bijektivno preslikavanje. Afinim preslikavanjem se
trougao preslikava na trougao.

Pri numerickom reSenju konturnih problema, kako kod obi¢nih tako i
kod parcijalnih diferencijalnih jednacina, pojavljuju se inverzno monotone
matrice.

Definicija 6.1.6 Regularne matrice sa nenegativnom inverznom matricom
nazivaju Se inverzno monotone matrice.

Definicija 6.1.7 Matrica A € R™" je Lo—matrica ako su njeni vandijago-
nalni elementi nepozitivna.

Definicija 6.1.8 Matrica A € R™" je L-matrica ako je Lo—matrica i ako
su elementi njene glavne dijagonale pozitivna.

Definicija 6.1.9 Matrica A € R™" je M-matrica ako i samo ako je in-
verzno monotona Lo—matrica.

6.2 Odabrane definicije i teoreme iz analize

U ovom odeljku ¢éemo najpre navesti teoremu srednje vrednosti. Potom slede
definicije esencijalnog supremuma, nosaca funkcije i bilinearne forme. Zatim
¢emo govoriti o Helderovim, normiranim i pred-Hilbertovim prostorima.

Teorema 6.2.1 (Teorema srednje vrednosti) Ako je funkcija f : [a,b] C
R — R neprekidna na |a,b] i diferencijabilna na (a,b), onda postoji t € (a,b)
takvo da je

f() = fla) = f'(1)(b - a).
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Definicija 6.2.1 Neka je (X, 3, u) merljiv prostor i neka je f : X - R. a
je esencijalno gornje ogranicenje za f ako je skup {x € X : f(x) > a} skup
mere nula, to jest, ako je f(x) < a, za skoro sve x € X. Esencijalni supremum
je najmanje esencijalno gornje ogranicenge, to jest,

esssupf =inf{a € R: p({z : f(x) > a}) = 0}.

Definicija 6.2.2 Neka je Q0 C R™ i neka je u : 2 — R. Nosac funkcije u je

supp v = {z € Q : u(zx) # 0}.

Definicija 6.2.3 Bilinearna forma, a(-,-), na vektorskom prostoru X je
preslikavange a : X x X — R takvo da su preslikavanja © — a(x,y) iy —
a(x,y) linarne forme na X.

6.2.1 Helderovi prostori

Definicija 6.2.4 Funkcija f je Lipsic neprekidna na €2 ako postoji realna
konstanta K > 0 takva da za sve x1,x9 €  vazi

|f(z1) = f(z2)| < K|lz1 — 22|

Najmanja takva konstanta, u oznaci Lip(f) se naziva Lipsicova konstanta.

Definicija 6.2.5 Funkcija f je Helder neprekidna na € ako za sve xq, x5 €
Q vazi

|f(z1) — f(x2)] < K||lzy —22||%, 0<a<1l, K>0.

U prethodnim definicijama je || - || Euklidova norma.

Helderov prostor C%*(Q)) je potprostor prostora C(Q) i sastoji se od
Helder neprekidnih funkcija sa stepenom a. Za a = 1, Helderov prostor
C%1(Q) se sastoji od Lipsic neprekidnih funkcija.

Prostor C%%(Q)) je Banahov prostor.
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6.2.2 Normirani prostori

Definicija 6.2.6 Neka je X vektorski prostor nad R. Prslikavange || - || :
X — [0,00) je norma na X ako vazi

(N1) ||z|| =0« 2z =0,
(N2) ||Az]| = [A|||z|| za sve A € R i sve x € X,
(N3) Nz +yll < llzll + llyll za sve z,y € X.

Uredeni par (X, || - ||) se naziva normirani prostor.

Definicija 6.2.7 Neka je X vektorski prostor nad R. Preslikavange || - || :
X — [0,00) je seminorma na X ako vazi

(N1) ||z|] =0= 2 =0,
(N2) ||Az]| = [A|||lz|| za sve A € R i sve x € X,
(N3) Nz +yll < llzll +llyll za sve z,y € X.

Definicija 6.2.8 Kompletan normiran prostor (X, ||-||) se naziva Banahov
prostor, to jest, Banahov prostor je normiran prostor u kome je svaki Kosijev
niz konvergentan.

6.2.3 Prostori sa skalarnim proizvodom

Definicija 6.2.9 Neka je X vektorski prostor nad R. Preslikavange (-,-) :
X X X — R sa sledecim osobinama

(S1) (z,2) >0 za sve z € X,

Az, y) = Mz, y) za sve A € R i sve x,y € X,

) (

S3) (x+y,z) = (x,2)+ (y, 2) za sve z,y,z € X,
) (
) (

z,y) = (y,7) za sve 1,y € X,

se naziva skalarni proizvod. Uredeni par (X, (+,-)) se naziva prostor sa skalar-
nim proizvodom /7 pred-Hilbertov prostor ili unitaran prostor.

74



Lema 6.2.1 Sa ||z]| := /(z,x) je definisana norma na pred-Hilbertovom
prostoru (X, (+,)).

Definicija 6.2.10 Kompletan pred-Hilbertov prostor (X, (-,-)) se naziva
Hilbertov prostor.

6.3 Odabrane definicije i teoreme iz numericke mate-
matike

6.3.1 Ocene diskretnih funkcija Grina

Diskretne funkcije Grina smo definisali u Odeljku 4.4 i koristili smo ih pri-
likom ocene greske postupka tipa SDFEM. Sada ¢emo navesti lemu koju smo
koristili za dokaz u Odeljku 4.4. Neke osobine funkcija Grina, kao i lema koja
sledi, se mogu pronadi u [2].

Lema 6.3.1 Neka su zadovoljeni uslovi
pi>p>0, ¢>0, r,>r>0.
Tada je
0<G(x;,&) <r!

N

D G, &)lhi < 2/r.

=1
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Prilog A

Pregled oznaka

A.1 Skupovi, prostori i norme

N

Np

R

RJr

RTL
Q,Q
o0
CH(©)

Cha(Q)
Cs(Q)
Co(Q)

LP(Q), ] - || r (o)

L (), || - M|z (@)

Llpoc(Q)

WP (Q)

I llweo), |- weee)
H*(Q)

('7 ')LQ(Q)a ('7 )Hk(Q)
H; (©)

skup prirodnih brojeva

skup nenegativnih celih brojeva

skup realnih brojeva

skup realnih pozitivnih brojeva

vektorski prostor uredenih n-torki nad poljem R
otvoren i ograni¢en skup u R" i njegovo zatvorenje
rub oblasti €2

prostor realnih i k-puta neprekidno diferencijabil-
nih funkcija na 2

prostor realnih i k-puta a-Helder-neprekidno dife-
rencijabilnih funkcija na

prostor realnih i k-puta neprekidno diferencijabil-
nih funkcija sa kompaktnim nosacem

prostor realnih beskonacno diferencijabilnih funkci-
ja sa kompaktnim nosacem u €2

prostor merljivih funkcija u definisanih na €2 takvih
da je [, [u(z)|P dz < oo, p € [1,00), i odgovarajuca
norma

prostor merljivih i esencijalno ogranicenih funkcija
na €2 i odgovaraju¢a norma

prostor p-integrabilnih funkcija na Q, p € [1, 00)
prostor Soboljeva

norma i seminorma na W*?(Q)

prostor Soboljeva W*?2((Q)

skalarni proizvodi na L2(Q2) i H*(Q)

prostor Soboljeva funkcija iz H () sa u(z) = 0,

x € 0N

prostor polinoma najviseg stepena k definisanih na
skupu &

prostor polinoma definisan u odeljku 1.4
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VAL M), (@ - )

Vi

('v ')Vm H ’ ||Vh
V+V
P

A.2 Operatori

L

rN

A

De

[9](d)
O, %
Oy, a‘%“y

esssupgeq|u(z)|
D+, D~

(e

A—l

AT

A.3 Funkcije

S =

proizvoljni realni Hilbertovi prostori

prostor konac¢nih elemenata

skalarni proizvod i norma na V},

prostor funkcija oblika v + v, v €V, v, € V},
linearni operator P : V — V),

e-tezinska norma

linearni operator iz (2.1)

diferencni operatori iz (2.9) i (4.5)
Laplasov operator

uopsteni izvod funkcije reda «

skok funkcije g u tacki d, d € Q
parcijalni izvod prvog reda funkcije u
parcijalni izvod drugog reda funkcije u
esencijalni supremum za |u| na

diferencni operator prvog reda
restrikcija funkcije u na skup s
inverzna matrica za matricu A
transponovana matrica za matricu A

reSenje konturnog problema

koeficijent konvekcije

desna strana (izvor) diferencijalne jednacine
Dirakova funkcija u d, d € €

diskretna Grinova funkcija

Grinova funkcija

regularna komponenta resenja

slojna komponenta resenja

bilinearne forme

linearna funkcionela

najveéi ceo broj koji je manji ili jednak od x
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A.4 Parametri i funkcije diskretizacije

T,7Th triangulacija domena 2

QN mreza diskretizacije sa (IV 4 1)" tacaka za domena ) C R"
Qe regularni deo domena (2

Qy slojni deo domena €

K, K° element triangulacije 7 i njegova unutrasnjost

h; lokalni korak mreze

h; h=(hi+ hit1)/2

00,01 parametri tranzicionih ta¢aka Duran-Siskinove mreze

T, T1 parametri u izrazu oy, o1, redom

My, M, najmanji brojevi takvi da je o; < g; = he(1 + h)Mi~1 j=0,1
(k, Pe,X,) konacni element

(k, Pz, Xz) referencni element

up, numericko resenje za u

I interpolaciona funkcija za u

greska interpolacije u — u!

X razlika izmedu u! i uy,
0; bazne funkcije konacnodimenzionalnog prostora V},
oi generativne funkcije mreze Siskinovog tipa
(8 funkcije karakterizacije mreze Siskinovog tipa
u; vrednost funkcije u u tacki mreze x;
EN maksimalna greska u tackama mreze
pv numericki red konvergencije

A.5 Parametri i konstante

singularno perturbovani parametar

parametar mreze

parametar tacaka Duran-Siskinove mreze
konstanta koercitivnosti bilinearne forme
konstante neprekidnosti bilinearne forme a, aj,

h konstante neprekidnosti linearne funkcionele [, [,

donja granica funkcije b
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d tacka prekida
Ok parametar stabilizacije postupka tipa SDFEM
Kronekerov simbol

C konstanta nezavisna od € i N

A.6 Ostale oznake

B kraj teoreme
[J kraj napomene

& kraj primera
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Prilog B

Mathematica programi

U ovom prilogu ¢emo predstaviti neke programe i naredbe koje su koriséene
za reSavanje numerickih eksperimenata u radu. Svi programi su uradeni uz
pomo¢ programskog paketa Mathematica.

B.1 Program za resavanje sistema Axr = v LU—
dekompozicijom

Slede¢i program resava sistem Ax = v LU—dekompozicijom, gde je matrica
A tridijagonalna i predstavljena je elementima ispod, na i iznad glavne di-
jagonale. Ovaj program je preuzet iz [23].

TriLUSolve[{a List, b_List, c_List}, v.List] :=
Module[{i, j, 1, u, f, x, n=Length[b]l},
(*LU dekompozicijax)

1={}h
u = {b[[1]11};
Do[

u = Append[u, b[[il] - c[[i-1]Ja[[i-11]1/ul[i-111];

1 = Append[l, al[i-111/ull[i-1111, {i, 2, n}l;
(¥reSavanje LU sistemax)

f = {vl[1]11};

Do[f = Append[f, v[[il]-1[[i-111£[[i-111]1, {i, 2, n}];
x = {f[[n]1/ullnll};

Do[x = Prepend[x, (f[[i]]l-c[[illx[[111)/ul[i]]],

{i, n-1, 1, -1}1;

X
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B.2 Duran-Siskinova mreza

Program DuranShishkin se koristi za generisanje Duran-Siskinove mreze za
slojeve sa desne strane tacaka 01 d.

DuranShishkin[n_, MO_, M1i_, 70_, 71_, ¢_, d_, h_] :=
Module[{c0, o1},
00 = Min[d/4, 70 * ¢ * Logl[nl];
ol = Min[d/4, 71 * € * Loglnl];
Join[ {0},
Table[h * ¢ x (1 + h)(i - 1), {i, 1, MO}],
Table[h * ¢ * (1 + h)(MO - 1) + i * (d - h * ¢ * (1 + h)
Mo - 1))/ (m/2), {i, 1, n/2 - 1}]1,
{d}.

Table[d + h * ¢ * (1 + h)'(A - 1), {i, 1, M1}],

Table[d + h * ¢ *x (1 + h)Y)(M1 - 1) +i % (1 -d - h % ¢ *
(1 +hyMt - 1))/@/2), {i, 1, n/2}]

1//n

1;

B.3 Siskinova mreza

Program Shishkin se koristi za generisanje Siskinove mreze za slojeve sa
desne strane tacaka 0 i d.

Shishkin[n_, 70_, 71_, ., d.] :=
Module[{c0, o1},
00 = Min[d/4, 70 * € * Logl[n]];
ol = Min[d/4, 71 * € * Log[nl];
Join[
Range [0, 00, 4 * n(-1) * 00],
Range[00 + 4 * n(-1) * (d - 00), d, 4 * n(-1) * (d - 00)],
Range[d + 4 * n(-1) * o1), d + o1, 4 * n(-1) * o1],
Range[d + 01 + 4 * n(-1) * (1 - d - o1), 1, 4 *x n(-1) *
1-4d-o01)]
1//n
1;
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B.4

Test problem 1

U ovom odeljku ¢emo navesti program koji je koris¢en za resavanje test prob-
lema 1 na Duran-Siskinovoj mrezi.

FEMsdtMAX[es_, {n_, MO_, M1, 70_, 71, e, d_, h_ }] :=
Module [{mreza, H, 0, u, v, w, r, i, z, resApp, resEx},
mreza = DuranShishkin[n, MO, M1, 70, 71, &, d, h]l;

H

= Table[mreza[[i+1]] - mrezal[[il], {i, MO + M1 + n}];

0fi] := If[H[[1]]1< e/es, O, NIntegratel[(mrezal[[i+1]]-x),

c

<

Z

{x, mrezal[[il], mreza[[i+1]]}] * (NIntegrate[1,

{x, mreza[[il]l, mrezal[[i+111}1)(-1)];
= Table[-e/H[[il] + (1/HI[i]l] 2) =

NIntegrate[(x - mrezal[[i]]), {x, mrezal[[il],
mreza[[i+1]]}] - (§[il/H[[i]] 2) * NIntegratel[1,

{x, mrezal[[il], mreza[[i+1]]}],{i, 2, MO + M1 + n - 1}];
= Tablele/H[[i]l] + e/H[[i+1]1] - (1/HL[il] 2) =
NIntegrate[(x - mrezal[ill), {x, mrezal[il],
mreza[[i+1]]1}] + (1/H[[i+1]11 2) =
NIntegrate[(mrezal[[i+2]] - x), {x, mrezal[[i+1]],
mrezal[[i+2]]}] + (§[il/H[[i]] 2) * NIntegratel[1,

{x, mrezal[[il], mreza[[i+1]]1}] + (6[i+1]/H[[i+1]11 2) *
NIntegrate[l, {x, mreza[[i+1]], mreza[[i+2]]}],

{i, MO + M1 + n - 1 }]1;
= Table[- e¢/H[[i+1]] - 1/H[[i+1]1] 2 =
NIntegrate[(mreza[[i+2]] - x), {x, mrezal[[i+1]],
mrezal[[i+2]]}] - (6[i+1]/H[[i+1]] 2) * NIntegratel[1,
{x, mreza[[i+1]], mrezal[[i+2]1}],{i, MO + M1 + n - 2}]1;
= Table[(1/H[[i]]) * NIntegrate[(x - mrezal[[i]]),

{x, mrezal[[il], mreza[[i+1]]}] + (1/H[[i+1]]1) =*
NIntegrate[(mreza[[i+2]] - x), {x, mrezal[[i+1]],
mrezal[[i+2]]}] - (6[i1/H[[i]]) * NIntegratel[1,

{x, mreza[[il], mreza[[i+1]1}] + (S[i+11/H[[i+1]]) =*
NIntegrate[l, {x, mrezal[[i+1]], mreza[[i+2]]}],

{i, 1, MO + M1 + n - 1}];
= Join[ {0}, TriLUSolve[{u, v, w}, rl, {0}];

resApp = Transpose[{mreza, z}];
resEx = (Exp[N[-(1/e)]] - Exp[N[-(mreza/c)]]) /

(1 - Exp[N[-(1/)]]) + 1 - mreza;

Return[Max[Abs[z - resEx]]] 1//N 1;
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B.5 Test problem 2

U ovom odeljku ¢emo navesti program koji je koris¢en za resavanje test prob-
lema 2 na Duran-Siskinovoj mrezi.

GausLegendre[m_] := Module[{x, w},
x = Table[0, {m}];
w = Table[0, {m}];

If [m==1,

x = {0};

w = {2}];

If[m==2,

X = {-0.577350269189626, 0.577350269189626};
w = {1, 1}]1;

If [m==3,

X = {—0.774596669241483, 0, 0.774596669241483};
w = {0.5555555555556, 0.8888888888889; 0.5555555555556}];
If[m==4,

X = {-0.861136311594053, -0.339981043584856,
0.339981043584856, 0.861136311594053};

w = {0.347854845137454, 0.652145154862546,
0.652145154862546, 0.347854845137454}];

If [m==5,

X = {-0.906179845938664, -0.538469310105683, O,
0.538469310105683, 0.906179845938664};

W ={ 0.236926885056189, 0.478628670499366,
0.568888888888889, 0.478628670499366,
0.236926885056189}];

If [m==6,

X = {—0.932469514203152, -0.661209386466265,
-0.238619186083197, 0.238619186083197,
0.661209386466265, 0.932469514203152};

W ={ 0.171324492379170, 0.360761573048139,
0.467913934572691, 0.467913934572691,
0.360761573048139, 0.171324492379170}];

{x, w}
1;
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FEMsdtMAX[es_, {n_, MO_, M1, 70_, 71, ¢, d_, h_ }, mm] :=
Module[{m, H, 0, u, v, w, r, i, z, b, f, resApp, resEx, s, ww},
{s, ww} = GausLegendre [mm];
m = DuranShishkin[n, MO, M1, 70, 71, ¢, d, hl;
= Table[m[[i+1]] - m([[i]1], {i, MO + M1 + n}];

blx] := Iflx < 0.5, 1, 4];
flx] := If[x < 0.5, 0.7, —0.6];
oli] := If[H[[i]] < ¢/es, O,

(H[[1]1/2) * j{:<ww[[311 * b * [(H[[i]1/2) * s[[j]] +
(ml[1]] + wl[i+111)/2] * (1 - s((3IT))
(j{:<ww[[311 * b x [(H[[i11/2) * s[[j]1] +
LG0T + mlli+111)/2) 2)) -11;

u = Table[-e/H[[i]] + (1/4) = E?E(ww[[j]] * b x [(HI[i1]1/2)*
SII§1] + @O0E]] + m[i+11D)/2] = (1 + s(311))
- 641/ (2H[[i11)) *f§§<ww[[j]] * b x [(H[[1]1/2) * s[[j1]+
(m[[i]] + m[[1+1]]);;5 2), {i, 2, MO + M1 +n - 1}];

v = Table[e/H[[i]] + e/H[[i+1]] - (1/4) * j{:<ww[[311 * b *
[HIT11/2) * s[051] + (@l(i]] + miCivt]]) /2] »
(1 + s[[311) + (1/4) * E;E(ww[[j]] * b *
[HITL+111/2) * sT0j1] + @O0i+1]] + ml[3+211)/2] »
(1 - s[[310)) + §[i1/(2HI[111)) *S;S(ww[[j]] x b *
[BIT1/2) % sC01] + (ml[a]] + ml(i+1]])/2] 2) +
§[i+11/(2H[[i+111)) *E;S(ww[[j]] * b x [(H[[i+1]1/2) *

j=1
s[[j]] + (m[[i+1]] + m([[i+2]])/2] 2),
{i, MO + M1 + n - 1}];

w = Table[-e/H[[i+1]1] - (1/4) * Z(WW[[_‘]]] * b o*
j=1
C(HLO[i+111/2) * s[[j]] + (m[[i+1]] + m[[i+2]])/2] =
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(1 - s[[311)) - oLi+1]/(2HI[i+111)) *) (wwl[j]] * b *
j=1
[(H[[i+111/2) * s[[j]] + @l[i+1]] + m[[i+2]11)/2] 2),
{i, MO + M1 + n - 2}];
r = Table[(H[[i]1/4) * jg:<ww[[j11 « £+ [(H[[1]1/2) *

=1

s[031] + @ld]] + nC[i+111)/2] * (1 + s[[1D) +
(H[[i+1]1/4) * j{:<ww[[311 « £+ [(H[[i+111/2) * s[[3]] +
(3411 + ml+211)/2] * (1 - s[0H11)) - (3L51/2) *

> wll3j1] * b * [@E[[i]11/2) * s[[j]] +

(mLli)] + ml[1+111)/2] * £ + [HI[1/2) * s[[31] +
m[[i]] + m{[i+1]11)/2]) + (5[i+1]/2) *j{j<ww[[311 x b *

[(HL[i+111/2) * s[[j1] + (m[[i+1]] + m[[1+2]])/2] * f ox
[(HI[i+111/2) * s[[j1] + (m[[i+1]1] + m([[i+2]11)/2]),
{i, MO + M1 + n - 1}];
= Join[ {0}, TriLUSolve[{u, v, w}, r], {0}];
resApp = Transpose[{mreza, z}];
resEx = Table[If[m[[i]] < 0.5,
U1[m[[i11], U2[m([[i11]1], {i, Length[ml}];
[Max [Abs [z - resEx]]]

pri ¢emu su Ul [x_] i U2[x_] tac¢na reSenja ovog test problema sa izracunatim
konstantama C;, 1 = 1,2, 3, 4.
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Zakljucak

U ovom radu predstavljeni su postupci konacnih elemenata za numericko
resavanje singularno perturbovanih problema. Kao model za upoznavanje
sa ovim postupcima koriS¢ena je elipticna parcijalna diferencijalna jednacina
drugog reda.

Glavni deo rada posvecen je jednodimenzionalnom problemu konvekcije-
difuzije sa izvorom koji ima prekid u unutrasnjoj tacki d domena. Koeficijent
konvekcije ima prekid u istoj tacki. Kod takvog problema se javljaju dva
sloja, unutrasnji u okolini tacke d i grani¢ni u tacki x = 0. Predstavljen je
standardni postupak Galerkina za reSavanje takvog problema. Medutim, ovaj
postupak produkuje oscilatorna numericka resenja, ¢ak i u slucaju slojno-
adaptivnih mreza. Da bi se izbegle oscilacije, koje su direktna posledica
nestabilnosti pomenutog postupka, koristi se postupak tipa SDFEM. Za SD-
FEM postupak pokazana je konvergencija drugog reda u diskretnoj maksi-
mum normi na slojno-adaptivnoj mrezi. Numericki eksperimenti su potvrdili
dobijeni rezultat.

Kod problema koji je razmatran u ovom radu, koeficijent reakcije ¢ je
jednak nuli. Ipak SDFEM postupak se moze uopstiti i na problem

—eu” —bu' +cu=f u QUQ,,
u(0) = u(1) =0,
[bl(d)] < C, [[fld)] < C,

gde je

a) c glatka funkcija,
b) |[d(d)| < C.

Takode, mogu se posmatrati i problemi koji imaju vise od jednog unut-
rasnjeg sloja. Za takve probleme treba prilagoditi slojno-adaptivnu mrezu
ve¢em broju unutrasnjih slojeva.
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