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Predgovor

Pocetkom dvadesetog veka, potraga za fundamentalnim okvirom za
izuCavanje matematicke analize privlac¢ila je mnogo paznje i truda.
Predlozeno je nekoliko struktura koje su trebale da zadovolje osnovne potrebe
za razvoj analize: precizno definisane pojmove konvergencije, neprekidnosti i
kompaktnosti. ReSenje koje je predlozio Feliks Hauzdorf (1914.
godine), a koje nam je danas poznato kao topologija, vrlo brzo je postalo
najbitniji alat za bavljenje konvergencijom, kao i problemima ,gumene”
geometrije.

Model za konvergenciju bila je Vajerstrasova definicija konvergentnog
niza realnih brojeva, koju je 1906. godine Moris Frese uspesno generalizovao
na apstraktne prostore, uvodeéi pojam metrickog prostora. Metricki pros-
tori omogudéili su da se konvergencija nizova posmatra ne samo u realnim,
nego i u apstraktnim prostorima, i to na nacin koji je intuitivno jasan
(geometrijski). U metrickim prostorima, osobine kao $to su neprekidnost,
zatvorenje i kompaktnost, mogu se u potpunosti izraziti preko nizova. Ova
pogodnost ,pada u vodu” u proizvoljnim topoloskim prostorima, u kojima
se pomocu nizova nekad ne moze reci ni da li je skup zatvoren.

U ovom radu baviéemo se konvergencijom mreza (tzv. Mur-Smitovom
konvergencijom) i konvergencijom filtera. Mreza je struktura koju su 1922.
godine otkrili americki topolog Mur i njegov ucenik Smit, i ona predstavlja
generalizaciju nizova, adekvatnu za opis svih vaZnih osobina topoloskih
prostora. 1937.usledelo je Kartanovo otkrice filtera, koji se, iako nemaju
nikakvih sliénosti sa nizovima, takode mogu upotrebiti za opisivanje pome-
nutih koncepata.

Za razumevanje centralne teme ovog rada potrebno je poznavanje
osnovnih pojmova i rezultata iz topologije, teorije skupova i pocetnih kur-
seva analize i algebre, pa ¢e zbog toga, kao i zbog samostalnosti samog rada,
ti rezultati, sa raznim primerima, biti izloZeni u Uvodu. Teorija izloZena u
ovom delu trebala bi biti poznata svakom studentu matematike. Od mnogih
radova posveéenih ovim temama, preporuc¢ujemo [5], [6] i [13] .

U drugoj glavi paznju ¢éemo prvo posvetiti konvergenciji nizova u
topoloskim prostorima. Prikaza¢éemo mnosStvo primera, a akcenat ¢ée biti
na onim topoloskim prostorima koji pokazuju da na rezultate tipa ,,...ako
i samo ako...” (a koji vaze u metrickim prostorima) ovde ne moZzemo
da racunamo. Medutim, pokaza¢emo da je za jedinstvenost granice niza
dovoljno da prostor bude Hauzdorfov, a da je za ostale osobine klju¢na
egzistencija prebrojive baze okolina u svakoj tac¢ki prostora. Definisa¢emo i
sekvencijalne prostore, koji predstavljaju najopstiju klasu prostora za koje su
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nizovi dovoljni za odredivanje topologije. Na kraju ¢e biti izloZene poznate
teoreme o konvergentnim nizovima u metrickim prostorima, kao i Bolcano—
Vajerstrasova i Hajne-Borelova teorema iz realne analize. Vide¢emo da se
u metrickim prostorima svi vazni topologki pojmovi mogu okarakterisati
pomocu konvergentnih nizova (i podnizova), $to predstavlja znacajnu po-
mo¢ pri topoloskom proucavanju tih prostora, a samim tim i potrebu za
analognom teorijom konvergencije u proizvoljnim topoloskim prostorima.

U trecoj glavi upozna¢emo se sa pojmom usmerenog skupa i mreze.
Pored raznih primera, konstatova¢emo i da je skup svih okolina proizvoljne
tacke u topoloskom prostoru - usmeren skup. Definisa¢emo konvergenciju
mreze i pokazati da vaze analogoni teorema iz metrickih prostora.
U tu svrhu, definisa¢emo i pojam podmreze, koji je komplikovaniji nego
Sto bi se to moglo ocekivati (posebno zato $to podmreza moze imati veéu
kardinalnost od mreze). Prikaza¢emo dve vrste mreza poznatih u analizi, i
definisati univerzalne mreze, koje ¢emo kasnije iskoristiti u izvodenju kriteri-
juma kompaktnosti topoloskih prostora, da bismo na kraju prikazali Kelijev
dokaz fundamentalne teoreme Tihonova.

Cetvrta glava rezervisana je za teoriju konvergencije filtera, i sli¢no kao
ranije, prikaz tvrdenja pomocéu kojih karakteriSemo topoloske prostore
primenom ovakve konvergencije. UveSéemo i analogon podmreze — pred-
filter, i dokazati teoremu Tihonova upotrebom filtera.

U poslednjoj glavi pokazujemo da su teorija mreza i teorija filtera
ekvivalentne u smislu da moZemo preéi sa mreza na filtere i obrnuto i o¢uvati
konvergenciju u odgovarajué¢em smislu.

Istorija razvoja teorije konvergencije preko mreza je komplikovana. Ovaj
koncept prvi je razvio Mur u svojim lekcijama [14] iz 1910. godine, a kasnije i
1915. u zapisu Definicija limita u opStoj integralnoj analizi [15]. 1922. godine
dao je potpuniji rad, kada je koautor bio njegov ucenik Smit [16]. Birkof
je 1937.izdao rad Mur—-Smitova konvergencija u opstoj topologiji |3|, Cija
je polazna tacka upravo koriSéenje preslikavanja iz usmerenog skupa na
topoloski prostor, kako bi se generalizovale ¢injenice o okolinama, zatvaranju
i neprekidnim funkcijama koje vaZe samo pod pretpostavkom postojanja
prebrojive baze okolina svake tacke prostora. On u svom delu govori i o
strukturama koje prevazilaze okvire ovog rada (topoloski vektorski prostori
i algebarska topologija), o kojima se viSe moZe procitati u [3]. Na$ pristup
teoriji mreza u tre¢oj glavi prati Kelijevo delo iz 1950. Konvergencija u
topologigi [11] i njegovu Opstu topologiju [12]. Osim §to je prvi uveo termin
y,mreza”, u njegovom delu prvi put je konstatovano da je podmreza klju¢ni
pojam za dokaz nekih tvrdenja, za uvodenje univerzalne mreze i kona¢no,
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za dokaz teoreme Tihonova. Medutim, ideja univerzalne mreZe motivisana
je ranijim radom Kartana, sto je Keli istakao. 1937. Henri Kartan dao
je definiciju filtera, verovatno inspirisan seminarima Burbaki grupe mate-
mati¢ara. Vrlo brzo je ubedio vodu ove grupe, Andrea Veila, u vaznost
svoje ideje, tako da je 1940. izdat tekst Opsta topologija [4], u kom su filteri
detaljno obradeni. U tom delu je dat prvi dokaz teoreme Tihonova preko
ultrafiltera.

Koristim ovu priliku da se zahvalim mentoru prof. dr Milosu Kurili¢u
na predlogu ove izazovne teme, koja predstavlja nastavak price o konver-
genciji iz kursa topologije, na kom sam i zavolela ovu granu matematike.
Takode se zahvaljujem i akademiku prof. dr Stevanu Pilipovi¢u i prof.
dr Aleksandru Pavloviéu, ¢lanovima komisije za odbranu ovog master rada,
na svim korisnim sugestijama.

Jovana Obradovié






Glava 1

Uvod

1.1 Osnovne oznake i rezultati

Tokom ovog rada smatra¢cemo da vazi Cermelo' Frenkelov? sistem
aksioma, zajedno sa aksiomom izbora, kao i da je ¢italac upoznat sa
osnovnim svojstvima operacija sa skupovima. Radi bolje preglednosti, nove
pojmove i njihove oznake eksplicitno ¢emo definisati. Od uobicajenih
oznaka, koristicemo C za podskup i < za binarne relacije. Direktnu sliku
skupa A C X pri preslikavanju f : X — Y oznacavacemo sa f[A], a
inverznu sliku skupa B C Y sa f![B]. Za skup prirodnih brojeva
{0,1,2,...} koristicemo oznaku w, za skup w\{0} oznaku N, dok ¢emo
skupove celih, racionalnih, realnih i kompleksnih brojeva oznacavati stan-
dardno sa Z,Q,R i C, redom. Sa P(X) obelezavatemo partitivni skup
skupa X. U daljem radu bi¢e nam vazni pojmovi ¢ije definicije slede.

Definicija 1.1. Ako je X neprazan skup, onda svako preslikavanje skupa
prirodnih brojeva u skup X, x : N — X, zovemo niz u skupu X. Tada
umesto z(n) obi¢no piSemo x,, a niz x ozna¢avamo sa (z,, : n € N), ili krace
sa <xn>n€N~

Definicija 1.2. Ako je (x, : n € N) niz u skupu X i ako je ¢ : N —- N
strogo rastuce preslikavanje, onda je kompozicija x o ¢ : N — N ponovo niz
u skupu X za koji kazemo da je podniz niza z. Ako je pritom ¢(k) = ng,
k € N, onda taj podniz oznacavamo sa (z,, : kK € N).

'Ernst Zermelo (1871-1953), nemacki matematicar
2 Adolf Abraham Fraenkel (1891-1965), nemacki matematicar
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Definicija 1.3. Neka je I neprazan skup, X neprazna kolekcija skupova i
X : I — X. Ako umesto X (i) piSemo X;, onda za skup {X; : i € I'} kazemo
da je familija skupova indeksirana skupom I. Tada uvodimo oznake

UXi={e:JielzeX)}, [ Xi={z:VicllzeX)}
i€l i€l

Koristi¢emo i princip supremuma na skupu R, kojim je zagarantovana
egzistencija supremuma svakog nepraznog, sa gornje strane ograni¢enog skupa,

kao i njegovo dualno tvrdenje - princip infimuma3.

Podsetimo se i aksiome izbora i nekih njenih ekvivalenata.

Aksioma izbora: Za svaku familiju {X; : ¢ € I} nepraznih skupova postoji
bar jedna funkcija izbora, to jest funkcija = : I — (J;c; X, takva da za svako
i€l vaz z(i) € X;.

Lema Zorna*: Ako je (P,<) parcijalno ureden skup u kome svaki lanac
ima gornje ogranicenje, onda u P postoji maksimalni element.

Hauzdorfov® princip maksimalnosti: U svakom nepraznom parcijalno
uredenom skupu postoji maksimalni lanac.

Definicija 1.4. Direktan proizvod familije skupova {X; : i € I'}, u oznaci
[Lic; X, je skup svih funkcija = : I — |J;c; X;, takvih da za svako i € [
vazi x; € X;.

Obic¢no, umesto x(i) piSemo x;, a umesto x pisemo (x; : i € I). U skladu sa
tim imamo

[[%Xi={(aiiel):Vie I(x; € Xy)}.

i€l
Ponekad ¢emo, ukoliko nema opasnosti od zabune, pisati samo []X;.
Koriste¢i aksiomu izbora, pokazuje se da je skup [[,.; X; neprazan ako i
samo ako su svi skupovi X;,7 € I neprazni (videti [13], strane 19 i 20).

Definicija 1.5. Za proizvoljno ig € I preslikavanje m;, : [[,c; Xi — X,
dato sa
Tio((zi s i € I)) = x4,

za sve (x; : 1 € I) € [[,c; Xi, zovemo projekcija na ip-tu koordinatu.

3Svaki neprazan, sa donje strane ograni¢en skup ima infimum.
4Max Zorn (1906-1993), americki matemati¢ar nemackog porekla
®Felix Hausdorff (1868-1942), nemagki matematicar
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U nastavku navodimo i dobro poznati princip matematicke indukcije:
pretpostavimo da treba dokazati da je tvrdenje T'(k) tacno za svaki prirodan
broj k € w. Umesto da problem ,napadamo” direktno, dovoljno je pokazati
slede¢a dva tvrdenja:

1. T(k) je tatno za k = 0.
2. Ako je ispunjeno T'(n), vazi i T'(n + 1).

Sledi niz pojmova i osobina vezanih za kardinalni broj skupa.

Definicija 1.6. Skup A je ekvipotentan skupu B, u oznaci A ~ B, ako
i samo ako postoji bijekcija f : A — B. Kardinalni broj skupa X, u
oznaci | X|, predstavlja klasu svih skupova ekvipotentnih skupu X. Za dva
ekvipotentna skupa kazemo da imaju isti kardinalni broj.

Lako se pokazuje da ~ ima osobine relacije ekvivalencije (iako ~ nije relacija
u uobic¢ajenom smislu, jer deluje na univerzum svih skupova, za koji se u
teoriji skupova pokazuje da nije skup).

Slede¢om definicijom uvodimo uporedivanje kardinalnih brojeva:

Definicija 1.7. Za proizvoljne kardinalne brojeve |A| i |B| definiSsemo:
|A| < |B| ako i samo ako postoji injekcija f: A — B.
Ako je |A| < |B|i|A| # |B|, pisemo |A| < |B].

Pokazuje se da je egzistencija sirjekcije h : B — A potreban i dovoljan uslov
da za neprazne skupove A i B vazi |A| < |B].

Teorema 1.8. (Sreder® - Bernstajn?) Ako su A i B proizvoljni skupovi
1 ako postoje injekcije f : A — B i g : B — A, onda postoji i bijekcija
F:A— B.

Dokaz ovog vaznog rezultata pogledati u [13], strana 35.

Definicija 1.9. Skup A je beskonacan ako i samo ako je ekvipotentan
nekom svom pravom podskupu, to jest ako i samo ako postoji podskup
Ay C A, takav da je A1 # Ai Ay ~ A. Skup A je konacan ako i samo ako
nije beskonacan.

Kardinalnost skupa N oznac¢avamo sa Ng i ¢itamo: alef-nula. Skup A je
prebrojiv ako i samo ako je A ~ N, najviSe prebrojiv ako i samo ako je
|A| < Np, a neprebrojiv ako i samo ako nije prebrojiv.

SErnst Schréder (1841-1902), nemacki matematicar
"Felix Bernstein (1878-1956), nemacki matematicar
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Lema 1.10. Skup A je beskonacan ako i samo ako postoji injekcija
f:A— A koja nije sirjekcija.

Na pitanje da li su svi beskona¢ni skupovi prebrojivi, to jest da li je Ny
najveéi kardinalni broj odgovor daje sledeca teorema.

Teorema 1.11. (Kantor®) Za proizvoljan skup A vazi |A| < |P(A)].
Na osnovu Kantorove teoreme zaklju¢ujemo da vazi |[P(N)| > |N| = No.

Definicija 1.12. Kardinalni broj |P(N)| nazivamo kontinuum i ozna-
cavamo sa c.

Pokazuje se da je skup Q prebrojiv, a da intervali u skupu R i sam skup R
imaju kardinalnost ¢. Takode vazi da je svaka familija nepraznih disjunktnih
otvorenih intervala u R najvige prebrojiva, kao i da prebrojiv skup ima
prebrojivo mnogo konacnih podskupova. Koristiéemo i osobinu da je unija
prebrojivo mnogo prebrojivih skupova prebrojiv skup.

1.1.1 Topoloski prostori

U ovom delu biée izloZeni osnovni pojmovi i rezultati iz teorije topoloskih
prostora, koji ¢e se prozimati kroz ¢itav rad. Materijal je najveéim delom
preuzet iz [13], pa se tamo mogu naci i dokazi teorema koji ¢e ovde mahom
biti izostavljeni. Prikazac¢emo i primere topoloskih prostora koji ¢e nam biti
vazni u narednim glavama.

Definicija 1.13. Neka je X neprazan skup. Kolekcija O podskupova skupa
X je kolekcija otvorenih skupova ako i samo ako vaze sledeca tri uslova:

(O1) Prazan skup i skup X su otvoreni, tj (), X € O;

(O2) Presek svaka dva otvorena skupa je otvoren skup, to jest za svako
01,09 € O vazi O1 N0y € O;

(O3) Unija proizvoljno mnogo otvorenih skupova je otvoren skup, to jest za
svaku kolekciju {O; : i € It € O vazi | J;c; 0; € O.

Za kolekciju O kazemo da je topologija na skupu X, a za uredenu dvojku
(X,0) kazemo da je topoloski prostor, dok elemente skupa X zovemo
tacke. Jednoclane podskupove skupa X zvac¢emo singltoni.

Skup F' C X je zatvoren ako i samo ako je njegov komplement X\ F'
otvoren skup. Familiju zatvorenih skupova oznacava¢emo sa F.

8Georg Cantor (1845-1918), nemacki matematicar
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Ako su O; i Oy topologije na skupu X i ako je O; C O,, onda kazemo
da je topologija O finija od topologije O, ili da je topologija O grublja
od topologije O,.

Indukcijom se lako pokazuje da je presek kona¢no mnogo otvorenih skupova
otvoren skup.

PRIMER 1. Za proizvoljan neprazan skup X, partitivni skup P(X)
je ocigledno topologija na X; zovemo je DISKRETNA TOPOLOGIJA i
oznatavamo sa Og;se. Za prostor (X, Og;sc) kaZemo da je DISKRETAN.
U ovom prostoru skup A C X je istovremeno i otvoren i zatvoren.

Kolekcija {0, X} je takode topologija na skupu X; zovemo je ANTI-
DISKRETNA TOPOLOGIJA i oznac¢avamo sa Ogg;sc. Za topoloski prostor
(X, Oudisc) kazemo da je ANTIDISKRETAN i u njemu se takode poklapaju
familije otvorenih i zatvorenih skupova.
Postoji i drugi nacin za definisanje topologije na skupu. Naime, koristeci
De Morganove? zakone!?, aksiome koje definisu otvorene skupove postaju
aksiome koje definisu zatvorene skupove:

(F1) Prazan skup i skup X su zatvoreni;
(F2) Unija dva (pa i kona¢no mnogo) zatvorenih skupova je zatvoren skup;
(F3) Presek proizvoljno mnogo zatvorenih skupova je zatvoren skup.

Dakle, prvo mozemo zadati kolekciju F C X koja zadovoljava uslove (F1),
(F2) i (F3) i onda definisati otvorene skupove kao komplemente zatvorenih.

PRIMER 2. Posmatrajmo familiju F C P(R) datu sa
F ={K CR: K je konacan skup} UR.

Familija F o¢igledno zadovoljava uslov (F1). Ukoliko Fi, F» € F, onda
su ili oba skupa F}, Fy konac¢na, pa im je konac¢na i unija, ili je bar jedan
od njih R, u kom slu¢aju im je unija skup R, pa vazi i uslov (F2). Dalje,
ako F; € F,i € I, iako je barem jedan skup [, konacan, presek (,.; F;
je kao podskup skupa Fj, konacan skup, pa pripada familiji . Inace
je Nier Fi = R € F. Kako vazi i uslov (F3), imamo da je familija

Ok = {R\K : K C R je konacan skup} U {0}

topologija na R. Ovu topologiju zovemo KOKONACNA TOPOLOGIJA na
R.

® Augustus De Morgan (1806-1871), britanski matematicar
PX\(YUZ)=(X\Y)N(X\Z), X\(YNZ)=(X\Y)U(X\2)
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Definicija 1.14. Neka je (X, O) topologki prostor. Baza topologije O je
kolekcija podskupova B C P(X) koja zadovoljava sledece uslove:

(B1) Elementi kolekcije B su otvoreni skupovi, to jest B C O;

(B2) Svaki otvoren skup O € O moze da se prikaze kao unija neke pod-
familije familije B, to jesto postoji kolekcija {B; : j € J} C B, takva
da je O = ;¢ B;.

Odmah vidimo da je, trivijalno, topologija O baza topologije O. Takode,

ako je B baza topologije O i B C B; C O, onda je i By baza iste topologije.

PRIMER 3. Familija B = {{z} : € R} je baza diskretne topologije
P(R) na skupu R. Singltoni su o¢igledno otvoreni, dok se svaki otvoren
skup O € P(R) moZe dobiti kao unija singltona elemenata koji mu
pripadaju.

Za poredenje dve baze, ili dve topologije na istom skupu, koristimo
slede¢u teoremu.

Teorema 1.15. Neka je (X, Q) topoloski prostor i B baza topologije O.
Tada:
a) Ako je familija B' C O takva da se svaki skup B € B moZe predstaviti
kao unija nekih elemenata familije B', onda je i B' baza topologije O;
b) Ako je Oy neka druga topologija na skupu X i B C Oj, onda je
O C 0.

Mnogi topoloski prostori mogu se definisati i pomoéu neke baze koja ih
generiSe. Osim toga, pojedine osobine topoloskih prostora zavise samo od
osobina baze topologije, pa pri ispitivanju takvih osobina nije ni potrebno
»,zhati” sve otvorene skupove.

Definicija 1.16. Neka je X neprazan skup. Kolekcija B C P(X) je baza
neke topologije na X ako i samo ako je kolekcija

{|J B:B CB}

BeB’
topologija na skupu X (to jest ako zatvorenje familije B u odnosu na proizvoljne
unije predstavlja topologiju na skupu X).
Teorema 1.17. Kolekcija B C P(X) je baza neke topologije na skupu X
ako i samo ako vaZe sledeci uslovi:
(BN1) Uges B = X;

(BNQ) VB1,B, € B H{BZ 11 E I} CB (Bl N By = UzGIBZ)
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Dokaz ove teoreme je jednostavan i tehnicke prirode; pogledati [13], str. 58.
Posledica 1.18. Ako familija podskupova B C P(X) zadovoljava uslove:

(BN1) Ugep B = X;
(BN2") VBy, By € B (B; N By € BN{0}),

onda je ta familija baza neke topologije na skupu X .

PRIMER 4. Iskoristicemo posledicu 1.18 kako bismo pokazali da je
familija

B={(a,b):a,be RANa<b}
svih otvorenih intervala, baza neke topologije na skupu R.
Kako je R = |J,,en(—1,1) € Upes B = R, zadovoljen je uslov (BN1).
Neka je sada (a1,b1), (a2,b2) € B, a = max{ai,az} i b = max{b, ba}.
Tada je
0, zaa>b

b1) N by) =

(a1,b1) N (az,b2) { (a,b), za a<b ’

pa vazi i uslov (BN2’).

Topologiju odredenu bazom B zovemo UOBICAJENA TOPOLOGIJA na R
i oznacavamo je sa O, Prema definiciji baze topologije, u prostoru
(R, Oyop) svaki otvoren skup O moZe se prikazati kao unija neke fami-
lije otvorenih intervala. Medutim, pokazuje se da se svaki neprazan
skup O € Oy moze predstaviti kao unija najviSe prebrojivo mnogo
disjunktnih otvorenih intervala (u koje ubrajamo i skupove oblika
(—00,a) i (a,00),a € R, kao i (—00,00) = R).1

Definicija 1.19. Neka je (X, O) topoloski prostor. Kolekcija P C P(X) je
podbaza topologije O ako i samo ako vaze sledeéi uslovi:

(PB1) Elementi kolekcije P su otvoreni skupovi, to jest P C O;

(PB2) Familija svih kona¢nih preseka elemenata P predstavlja neku

bazu topologije O.

Teorema 1.20. Neka je X neprazan skup i kolekcija S € P(X) takva da je
US = X. Tada vaZi:
a) Falilija B svih konaénih preseka elemenata kolekcije S je baza neke
topologije O na skupu X, a S njena podbaza;
b) O je najmanja topologija na skupu X koja sadrzi kolekciju S.

"Videti [13], str. 59-61
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Sledi vazna osobina koju mogu da imaju topoloski prostori i koja impli-
cira druga bitna svojstva koja ¢e nam biti od znacaja kasnije.

Definicija 1.21. Topologki prostor (X, 0) zadovoljava drugu aksiomu
prebrojivosti ako i samo ako postoji baza B topologije O takva da je
|B| < Ro.

PRIMER 5. Familija otvorenih intervala sa racionalnim krajevima

B={(p,q):p,a € QAp<q}
predstavlja prebrojivu bazu uobicajene topologije na R.

Teorema 1.22. (Lindelef'?) Neka je (X, O) topoloski prostor i neka postoji
prebrojiva baza B topologije O. Tada vaZi:

a) Ako O; € O, i € I, onda postoji prebrojiv podskup J C I takav da je

Joi=Jo.

il i€

b) Ako je By neka druga baza topologije O, onda postoji prebrojiv podskup
Bi' C By koji je takode baza topologije O.

Dokaz. Neka je B ={B,, : n € N} prebrojiva baza topologije O.
a) Neka je M = {n € N:3i € I (B, C O;)}. Koristec¢i aksiomu izbora,
za svako n € M biramo i, € I da B, C O;,. Neka je J = {i,, : n € N}.

Dokazimo da je
Joi=Joi= | 0:.).

i€l icJ neM

Kako je J C I, vazi inkluzija ,0". Neka je sada x € |J;c; O;. Tada postoji
i* € I takvo da = € O;«, pa postoji ng € N tako da je z € By, C O;x.
Tada n, € M, pa By, € O;,, € U;c; Oi, odakle z € ;e ; O;. Dakle, vazi i
inkluzija ,C".

b) Neka je By = {V; :i € I'}. Zan € N definisemo I,, = {i € [ : V; C
B,}. Kako je By baza, B, = | Vi, pa zbog (a) postoji J, C I, da je
|Jn] < N i

iEI’IL

BM:Uv@

1€Jn

2Ernst Leonhard Lindelf (1870-1946), §vedski matematicar
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Definigimo podfamiliju B} familije B; sa

Bi={Vizie (] Ju}.

neN

Tada je [Bi] < [Uneny, | < Ro (jer je prebrojiva unija prebrojivih skupova
prebrojiv skup). Dalje, svaki element B, baze B je unija nekih elemenata
kolekcije B, pa je, prema teoremi 1.15, kolekcija B} baza topologije O. =

PRIMER 6. Dokazimo da prostor (R, Oy) iz primera 2 ne zadovoljava
drugu aksiomu prebrojivosti. Pretpostavimo suprotno, neka topologija

Ok = {R\K : K C R je konacan skup} U {0}

ima prebrojivu bazu. Tada na osnovu teoreme 1.22 postoji familija
B C Oy koja je baza Oy i za koju vazi |B| < Xy. Neka je

B={R\K, :n €N}

jedna numeracija te baze. Tada, kako je |U,cnEnl < Ro, a
|IR| = ¢ > Rg, postoji

(%) z € R\ U K,.

neN

Posto je R\{z} € Oy, skup R\{z} je unija nekih elemenata iz B, to
jest postoji M C N tako da je

R\{z} = | R\K,.
neM
Sada, na osnovu De Morganovog zakona, sledi

x€{z} = ﬂKn,

neN
sto je u kontradikeiji sa ().
Nije tesko zakljuciti da je Orr C Ouop- Ovaj primer pokazuje i da
egzistencija prebrojive baze finije topologije ne implicira egzistenciju
prebrojive baze grublje topologije!

Sada ¢emo definisati pojam okoline, koji predstavlja jedan od osnovnih
koncepata topoloskih prostora. Intuitivno govoreéi, okolina neke tacke je
skup koji sadrzi tu tacku i u kom se ona moze ,pomerati” do odredene
granice, tako da i dalje ostane u tom skupu.
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Definicija 1.23. Neka je (X, O) topologki prostor. Skup A C X je okolina
tacke r € X ako i samo ako postoji otvoren skup O € O takav da je
x € O C A. Familiju svih okolina tacke = oznacava¢emo sa U(x).

PRIMER 7. Skupovi (—2,2), (0,00) i R su u prostoru (R, Oyep) okoline
tacke x = 1. Okoline koje su otvoreni skupovi zovemo OTVORENE
OKOLINE tacke x = 1. Okoline ne moraju biti otvoreni skupovi! Skup
[—4, 3] je ZATVORENA OKOLINA iste tacke, dok je [—4,3) njena okolina
koja nije ni otvoren ni zatvoren skup.

Otvoren skup je, trivijalno, okolina svake svoje tacke, a vazi i obrnuto -
ukoliko je skup A okolina svake svoje tacke, onda je on otvoren, jer se moze
prikazati kao unija A = J, 4 O, otvorenih skupova koji sadrze sve tacke iz

A.

U sledec¢oj teoremi date su osobine okolina.

Teorema 1.24. Neka je (X, Q) topoloski prostor. Tada za svako © € X
vazi:

(U1) YU e U(z) (x € U);

(U2) VU,V eU(z) (UNV € U(x));

(U3) VU elU(z) VACX (UCA=Acl(x));

(U4) VU e U(z) IW eUU(x) (W CUAYye W (W elU(y))).

Topologiju na skupu X moZemo definisati i tako Sto prvo svakoj tacki
x € X pridruzimo familiju U(x), koja zadovoljava uslove iz prethodne teo-
reme, i onda otvorene skupove definiSemo kao okoline svake svoje tacke.

Definicija 1.25. Neka je (X, O) topoloski prostor i z € X. Familija skupova
B(x) je baza okolina tacke x ako i samo ako ispunjava sledece uslove:

(BO1) Elementi kolekcije B(x) su okoline tacke z, to jest B(z) C U(x);
(BO2) YU € U(z) 3B € B(z) (BC U).

Ponekad éemo bazu okolina zvati i lokalna baza.

Definicija 1.26. Topoloski prostor (X, Q) zadovoljava prvu aksiomu
prebrojivosti ako i samo ako za svaku tacku x € X postoji prebrojiva
baza okolina.

Teorema 1.27. Ako prostor (X, O) zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti,
onda zadovoljava i prvu aksiomu prebrojivosti.
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PRIMER 8. Obrat prethodne teoreme ne vazi! Posmatrajmo prostor
(R, P(R)). On zadoviljava prvu aksiomu prebrojivosti - familija B(z) =
{{z}} je kona¢na baza okolina tacke x, ali ne postoji prebrojiva baza
ove topologije, jer svaka baza mora da sadrzi sve singltone {z},z € R,
a takvih ima neprebrojivo mnogo.

Sledec¢a osobina prostora sa prvom aksiomom prebrojivosti (pa i metrickih
prostora, §to ¢emo videti kasnije) bi¢e nam veoma vazna u kljuénom primeru
usmerenog skupa u drugoj glavi.

Teorema 1.28. Neka je (X,0) topoloski prostor koji zadovoljava prvu
aksiomu prebrojivosti. Tada svaka tacka x € X tma prebrojivu bazu okolina
koja je pritom i opadajuéa u odnosu na relaciju inkluzije.

Dokaz. Neka je {B, : n € N} neka prebrojiva baza okolina tacke z. Ako
skupove B/, n € N definiemo sa B], = By N Ba N ---N B, onda kolekcija
{B], : n € N} ima traZena svojstva. ]

Definicija 1.29. Neka je (X, Q) topologki prostor i A C X. Tacka x € X
je:
- unutrasSnja tacka skupa A ako i samo ako postoji otvoren skup O
takav da je x € O C A;
- spoljasnja tacka skupa A ako i samo ako postoji otvoren skup O
takav da je x € O C X\ A4;
- rubna tacka skupa A ako i samo ako svaki otvoren skup O koji je
sadrzi seCe i skup A i njegov komplement.
Skup svih unutrasnjih (respektivno: spoljasnjih, rubnih) tacaka skupa A
zovemo unutrasnjost (respektivno: spoljasnjost, rub) skupa A, u oznaci
Int(A) (respektivno Ext(A), 9(A)).

Slede osobine unutrasnjosti, spoljasnjosti i ruba skupa.
Teorema 1.30. Neka je (X,0) topoloski prostor. Tada za sve skupove
A, B C X wazi:

a) Unutrasnjost skupa A je najveéi otvoren podskup skupa A;
b) Skup A je otvoren ako i samo ako je A= Int(A);
c) Iz A C B sledi Int(A) C Int(B);
d) Ext(A) = Int(X\A);
e) X =Int(A)U9I(A) UExt(A) i to je particija skupa X ;
)
) A

f
g

0(A ) ]e zatvoren skup;

nt(A) Uo(A).
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Sada ¢emo proizvoljnom podskupu A topologkog prostora (X, O) dodeliti
jos dva skupa: adherenciju i izvod.

Definicija 1.31. Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X. Tactka x € X
jer
- adherentna tacka skupa A ako i samo ako svaka okolina U tacke x
seCe skup A;
- tacka nagomilavanja skupa A ako i samo ako svaka okolina tacke x
seCe skup A\{z}.
Skup svih adherentnih tacaka skupa A zovemo adherencija (ili
zatvorenje) skupa A, u oznaci A, dok skup svih tacaka nagomilavanja
skupa A zovemo izvod skupa A, u oznaci A’.

Jednostavno se pokazuju i sledece osobine adherencije i izvoda.
Teorema 1.32. Neka je (X,0) topoloski prostor. Tada za sve A,B C X
vazi:

a) A je najmangji zatvoren nadskup skupa A;
b) Skup A je zatvoren ako i samo ako je A = A;
c) A C B implicira AC B;
d) A=1Int(A)UIA;
e) A=AUA;
f) Skup A je zatvoren ako i samo ako je A’ C A.

Teorema 1.33. (Kuratovski)!® Ako je (X, Q) topoloski prostor, onda vaZi:
(A1) G =0; (A2) ACA; (A3) AUB=AUB; (Ad4) A=4,

gde su A, B C X proizvoljni.

Osobine (A1)-(A4) zovemo aksiome adherencije Kuratovskog.

Definicija 1.34. Neka je (X, Q) topoloski prostor. Skup D C X je gust
(u X) ako i samo ako je D = X. Ukoliko u prostoru (X, Q) postoji skup
D C X koji je gust i prebrojiv, onda je taj prostor separabilan.

Potreban i dovoljan uslov da skup D C X bude gust je taj da sece svaki

neprazan bazni skup (a specijalno i svaki neprazan otvoren skup), $to svakako
olaksSava ispitivanje separabilnosti.

PrRIMER 9. U skupu R sa uobicajenom topologijom je Q = R i
R\Q = R, a kako je skup Q prebrojiv, on je gust u R, pa je (R, Oyop)
separabilan topoloski prostor.

13Kazimierz Kuratovski (1896-1980), poljski matematicar
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U narednoj teoremi dat je odnos izmedu separabilnosti i druge aksiome
prebrojivosti.

Teorema 1.35. Ako topoloski prostor zadovoljava drugu aksiomu prebro-
Jiosti, onda je on separabilan.

PrRIMER 10. Da bismo pokazali da obrat prethodne teoreme ne vazi,
opet ¢éemo posmatrati prostor (R, Ogi). Skup D = N je prebrojiv, a
kako je DN (R\K) = D\K # (), skup D sece svaki otvoren skup, pa je
gust. Dakle, ovaj prostor je separabilan, a u primeru 6 smo videli da
ne zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti.

U nastavku ¢emo navesti aksiome separacije'?, koje na neki nacin pokazuju
nivo sli¢nosti topoloskih prostora metrickim.

Definicija 1.36. Topoloski prostor (X, Q) je:

- Ty-prostor ako i samo ako za svake dve razli¢ite tacke x,y € X postoji
otvoren skup O koji sadrzi ta¢no jednu od njih;

- Tij-prostor ako i samo ako za svake dve razli¢ite tacke x,y € X postoji
otvoren skup O takav dajexz € O Ay & O;

- Ty-prostor (Hauzdorfov prostor) ako i samo ako za svake dve
razli¢ite tacke x,y € X postoje disjunktni otvoreni skupovi O1 i Oo
takvida jex € O1 1y € Oo;

- Regularan ako i samo ako za svaki zatvoren skup F' i svako x ¢ F
postoje disjunktni otvoreni skupovi O; i O3, takvi da je x € O; i
F C Oq;

- Normalan ako i samo ako za svaka dva disjunktna zatvorena skupa
F1 1 Fy postoje disjunktni otvoreni skupovi O1 i Oy takvi da je F; C Oq
i Fy C Oy

- T3-prostor ako i samo ako je regularan i T;-prostor;

- Ty-prostor ako i samo ako je normalan i Tj-prostor.

Medu ovim osobinama vlada linearna hijerarhija. Preciznije, vazi slede¢a
teorema:

Teorema 1.37. Svaki T; prostor je T;—q prostor, i € {1,2,3,4}.

Napomenimo i da su sve ove topoloske klase razli¢ite, to jest da za svako
i €{1,2,3,4} postoji topoloski prostor koji je T;_1, ali nije T;.

14 Aksiome separacije su aksiome u smislu da se mogu dodati definiciji topoloskog pros-
tora, kako bi se dobio uzi pojam topoloskog prostora.
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Pojam neprekidnosti biée vrlo vazan u ovom radu. Znamo da je,
intuitivno govoreéi, funkcija neprekidna ako male promene argumenta dovode
do malih promena slike. Sledi precizna definicija neprekidnosti koja se odnosi
na preslikavanja proizvoljnih topoloskih prostora, kao i najvaznije osobine
neprekidnih preslikavanja.

Definicija 1.38. Neka su (X,Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori i z9 € X.
Funkcija f: X = Y je:
- neprekidna u tacki zy ako i samo ako za svaku okolinu tacke f(xg)
postoji okolina U tacke zg tako da je f[U] C V;
- neprekidna ako i samo ako je neprekidna u svakoj tacki x € X.

Teorema 1.39. Neka su (X,0x) i (Y,Oy) topoloski prostori i neka je
f: X =Y proizvoljno preslikavanje. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

a) Preslikavanje f je neprekidno;
Za svaki otvoren skup O CY, skup f~1[0] C X je otvoren;
Za svaki zatvoren skup F C'Y, skup f~1[F] C X je zatvoren;

)
)
d) Za svaki skup A C X wvazi f[A] C f[A];
) Ako je By proizvoljna baza topologije Oy, onda je za svaki skup
B € By skup f~Y[B] otvoren;
f) Ako je Py proizvoljna podbaza topologije Oy, onda je za svaki skup
P € Py skup f~1[P] otvoren.

Teorema 1.40. Neka su (X,0x), (Y,Oy), (Z,0z) proizvoljni topoloski
prostori, a f : X — Y ig:Y — Z neprekidna preslikavanja. Tada je i
kompozicija go f : X — Z neprekidno preslikavanje.

Uz pomo¢ neprekidnih preslikavanja uvodimo jo$ jednu aksiomu sepa-
racije.
Definicija 1.41. Topoloski prostor (X, Ox) je:

- kompletno regularan ako i samo ako za svaku tacku z € X i

neprazan zatvoren skup F' koji je ne sadrzi postoji neprekidna funkcija
f:X —[0,1] takva da je f(z) =01 f[F] ={1};
- Tji-prostor ako i samo ako je kompletno regularan T-prostor.
2

Sledi odnos aksiome Ty1 sa prethodnim aksiomama separacije.
2

Teorema 1.42. Svaki Ty prostor je Ts1 prostor i svaki Ty1 prostor je T3
2 2
prostor.
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Definisa¢emo jos neke klase preslikavanja koje ¢e nam biti potrebne.

Definicija 1.43. Neka su (X,Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori. Preslika-
vanje f : X = Y je:

- otvoreno ako i samo ako je za svaki otvoren skup O C X skup
flO] C Y otvoren;

- zatvoreno ako i samo ako je za svaki zatvoren skup F C X skup
f[F] CY zatvoren.

Definicija 1.44. Neka su (X,0x) i (Y, Oy) topoloski prostori. Preslika-
vanje f: X — Y je homeomorfizam ako i samo ako vaze sledeéi uslovi:
1. f je bijekcija;
2. f je neprekidno;
3. f~1 je neprekidno.

Ako za prostore (X, Ox) i (Y, Oy) postoji homeomorfizam f : X — Y, onda
za njih kazemo da su homeomorfni i piSemo X =Y.

Relacija = je relacija ekvivalencije, pa razbija klasu svih topoloskih prostora
na potklase homeomorfnih prostora. U narednoj teoremi dati su ekvivalentni
uslovi da preslikavanje bude homeomorfizam.

Teorema 1.45. Neka su (X,0x) i (Y,Oy) topoloski prostori i
f: X — Y neprekidna bijekcija. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

a) f je homeomorfizam;
b) f je otvoreno;
c) f je zatvoreno.

U topologiji je ¢esto potrebno ispitati da li su dva prostora homeomorfna
ili nisu, $to nije lak zadatak. Da bismo dokazali da dva prostora nisu
homeomorfna, dovoljno je pokazati da postoji topoloska invarijanta koju
ima samo jedan od njih.

Definicija 1.46. Osobina P topoloskih prostora je topoloska invarijanta
ako 1 samo ako se o¢uvava pri homeomorfnim preslikavanjima, to jest ako i
samo ako za svaka dva topologka prostora (X,Ox) i (Y,Oy) i homeomor-
fizam f: X — Y vazi:

Ako prostor X ima osobinu P, onda i prostor Y ima osobinu P.

Analogno se definiSu invarijante neprekidnih preslikavanja, otvorenih
neprekidnih preslikavanja i zatvorenih neprekidnih preslikavanja.
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Pokazuje se da su kardinalnost prostora, separabilnost, kao i aksiome
separacije koje smo uveli, topologke invarijante.

Sledeca teorema pokazuje kako od postojeceg topoloskog prostora mozemo
dobiti nove.

Teorema 1.47. Ako je (X, ) topoloski prostor i A C X neprazan skup,
onda je kolekcija Oy = {ONA: O € O} topologija na skupu A.

Na ovaj na¢in od polaznog prostora X dobijamo 2XI novih topoloskih
prostora, koje zovemo potprostori prostora (X, O). Specijalo, ako je A € O
(respektivno: A € F), potprostor je otvoren (respektivno: zatvoren). Za
topologiju O 4 kaZemo da je indukovana topologijom O.

U vezi sa proucavanjem podstruktura neke strukture prirodno se namece
pitanje koje se osobine prenose sa strukture na podstrukturu. Ovo nas vodi
do naredne definicije.

Definicija 1.48. Topoloska osobina P je nasledna ako i samo ako za svaki
topologki prostor (X, Q) vazi: ako prostor (X, ) ima osobinu P, onda i
svaki njegov potprostor ima tu osobinu.

Topologka osobina P je nasledna u odnosu na otvorene skupove ako
i samo ako za svaki prostor (X, Q) vazi: ako prostor (X, Q) ima osobinu P,
onda i svaki njegov otvoren potprostor ima tu osobinu. Analogno se definiSe
i osobina nasledna u odnosu na zatvorene skupove.

PrRIMER 11. Ako je na skupu R data diskretna topologija
Ogisc = P(R), onda je potprostor Q i otvoren i zatvoren, ali kako
je |Q| < |R|, dobijamo da kardinalni broj skupa ta¢aka prostora nije
nasledna osobina.

U nastavku navodimo neke nasledne osobine.

Teorema 1.49. Aksiome separacije Ty, Ty, T, T3,Ty1 su nasledne osobine,
2
dok je Ty nasledna u odnosu na zatvorene potprostore.

Osobine ,,zadovoljavati prvu aksiomu prebrojivosti” i ,, zadovoljavati drugu
akstomu prebrojivosti” su nasledne.

Separabilnost je nasledna v odnosu na otvorene potprostore.
Definicija 1.50. Topologki prostor (X, Q) je povezan ako i samo ako se

ne moze prikazati kao unija dva disjunktna neprazna otvorena skupa. Inace
je nepovezan.
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Osobina povezanosti je invarijanta neprekidnih preslikavanja, a samim tim i
topoloska invarijanta. Sledeca teorema daje ekvivalentne uslove povezanosti
prostora.

Teorema 1.51. Neka je (X, O) topoloski prostor. Sledeéi uslovi su ekviva-
lentni:

a) (X,0) je povezan prostor;
b) Skup X ne mozZe da se prikaZe kao unija dva disjunktna nmeprazna
zatvorena skupa;

c) ONF={0,X}.

PRIMER 12. Trivijalno, svaki jednoelementni prostor je povezan. Svaki
antidiskretan prostor je takode povezan.

Uz pomo¢ prethodne teoreme se lako vidi da je i prostor (R, Og)
povezan. Podsetimo se familija otvorenih i zatvorenih skupova ovog
prostora:

Ok = {R\K : K C R je konacan skup} U {0},
Fir = {K : K C R je konacan skup} U {R}.

Jasno je da je O N Fir = 0, 8to daje traZeni zakljucak.

Ovu osobinu imaju i svi prostori koji se proucavaju u matematickoj
analizi: R, R"™, C, C".

Ako je topoloski prostor (X,O) Hauzdorfov i ako postoji baza B
topologije O takva da je B C O N F, onda on ocigledno nije povezan.
Takav prostor se naziva nuladimenzionalan prostor.

Svaki diskretan topoloski prostor sa bar dva elementa je nepovezan.

Sada ¢emo uvesti pojam kompaktnosti, vrlo vazne topoloske osobine na
osnovu koje se mogu izvesti mnogi bitni zakljuéci o topologkom prostoru.
Kompaktan topoloski prostor se, na neki na¢in, moze smatrati ,malim”
(kompaktnost je topoloski pandan kona¢nosti skupa), iako, posmatran kao
skup, moze biti veoma ,velik”. Karakterizacija kompaktnosti nije laka i da
bi ona donekle bila intuitivno jasnija, potrebno je da prostor zadovoljava
jos neke uslove. Time ¢emo se baviti i u centralnom delu rada, kada ¢emo
razmotriti kriterijume kompaktnosti u odnosu na nizove, mreze i filtere.

Prvo uvodimo pojam pokrivaca.
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Definicija 1.52. Neka je (X,Q) topoloski prostor i A C X. Familija
{O; : i € I} podskupova skupa X je pokriva¢ skupa A ako i samo ako je
AC Uie] O;.

Ako su pritom skupovi O;, ¢ € I otvoreni, onda za pokriva¢ kazemo da je
otvoren. Potpokriva¢ datog pokrivaca je njegova potkolekcija koja je i
sama, pokrivac.

Definicija 1.53. Topologki prostor (X, Q) je kompaktan ako i samo ako
svaki otvoren pokriva¢ skupa X sadrzi konacan potpokrivac.

Lako se pokazuje da je kompaktnost invarijanta neprekidnih preslikavanja,
a samim tim i topoloska invarijanta.

PRIMER 13. Svaki prostor sa konatno mnogo tacaka je kompaktan.

Ako je X beskonacan skup, onda diskretan prostor (X,P(X)) nije
kompaktan, jer otvoren pokriva¢ {{x} : © € X} ne sadrzi konacan
potpokrivac.

Prostor (R, Oyep) takode nije kompaktan: R = |J,cn(—n,71) i ovaj
otvoreni pokriva¢ ne sadrzi konacan potpokrivac.

Definicija 1.54. Neka je (X,O) topoloski prostor. Skup A C X je
kompaktan skup ako i samo ako je potprostor (A, O 4) kompaktan topologki
prostor. Sa C(X) ¢emo oznacavati kolekciju kompaktnih podskupova
prostora X.

Teorema 1.55. Skup A je kompaktan u prostoru (X, Q) ako i samo ako
svaki otvoren pokrivac skupa A ima konacan potpokrivac.

PRIMER 14. Pokazaé¢emo da su zatvoreni intervali kompaktni skupovi
u prostoru (R, Oyep).

Pretpostavimo da interval [a,b], gde je a < b, nije kompaktan skup.
Tada postoje otvoreni skupovi O; € Oyuop, ¢ € I takvi da je
[a,b] € U;er O; i takvi da interval [a,b] ne moZe da se pokrije sa
kona¢no mnogo njih. Tada ovo vaZiiza bar jedan od intervala [a, c], [¢, D],

gde je c = GTH’ sredina intervala [a, b]. Oznaimo ovaj interval sa [a1, b1],
ponovo ga podelimo i po istom kriterijumu odaberimo
interval [ag,be].  Nastavljajuéi postupak, dobijamo niz intervala

[a1,b1] D [as, ba] D [ag, bs] ..., pri demu je b, — a, = %2, Tada postoji
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tacka v € (,enl@n, bn]'®. Posto v € [a,b], postoji ip € I tako da je
v € Oy,. Kako je O;, € Oyop, postoji r > 0 tako da je (y—r,v+r) C O;,.
Neka je n € N takvo da je b, —a, <r. Tada je b, < an +r <~y +r
iap, >b,—r>~v—r paje lan,by) C (y—r,v+71r) C 0. Ovo je

netacno zbog nacina izbora intervala [a,, by].

Lako se pokazuje da je kompaktnost nasledna prema zatvorenim pod-
skupovima, a da nije nasledna, to jest da nije nasledna prema otvorenim
podskupovima prikazano je u narednom primeru.

PRIMER 15. Znamo da je prostor [0, 1] sa uobifajenom topologijom
kompaktan. Medutim, njegov otvoreni podskup (0, 1) nije kompaktan,
jer je (0,1) = U,en(2,1), a ovaj otvoreni pokrivaé ne sadrzi konatan
potpokrivac.

Sto se tice kompaktnih skupova u Hauzdorfovim prostorima, vaze sledece
teoreme.

Teorema 1.56. Neka je (X, O) Hauzdorfov topoloski prostor. Tada je skup
A C X kompaktan ako i samo ako je zatvoren. Drugim recima, C(X) = F.

Teorema 1.57. Svaki kompaktan Hauzdorfov prostor je Ty-prostor.

U nastavku ¢emo, za familiju {(X;,O;) : i € I} topologkih prostora,
definisati topologiju na proizvodu [[ X;, takozvanu topologiju Tihonova.

Teorema 1.58. Neka je I neprazan skup, a {(X;,0;) : i € I} familija
topoloskih prostora. Tada vaZi:
a) Kolekcija P svih podskupova skupa || X; oblika 7[';1[02'], gde jei € I
proizvoljan indeks, a O; € O; otvoren skup u prostoru X;, je podbaza
neke topologije na skupu [[ X;. Oznacimo tu topologiju sa O.
b) Familija svih konacnih preseka elemenata kolekcije P

B={(m'0i]: KCIAIK|<RgAVi€EK (O € 0;)}
€K

je baza topologije O.

SKantorov princip iz realne analize: ako je I, = [an, bn] niz umetnutih intervala, onda
je Npen In # 0. Ako, pri tome, za svako € > 0 postoji no € N tako da je bny — any < €,
broj koji pripada svim intervalima I, je jedinstven.
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Dokaz. Neka je j € I. Iz X; € O, sledi F;I[Xj] = [[X; € P, pa je
Upep P = [1 Xi. Tvrdenje sada sledi primenom teoreme 1.20. n

Definicija 1.59. Topolohija O na skupu [[X;, uvedena u prethodnoj
teoremi, zove se topologija Tihonoval'®, a prostor ([] X;, ©) (Tihonovski,
topologki) proizvod familije prostora {(X;,O;) :i € I'}.
Teorema 1.60. Uz pretpostavke i oznake uvedene u teorems 1.58 vazi:
a) Projekcije m; : [[ Xi = X su neprekidne otvorene sirjekcije;
b) Ako je (Y,Oy) topoloski prostor, onda je preslikavanje
f Y = [[ X neprekidno ako i samo ako je za sve i € I kompozi-
cija mio f Y — X; neprekidna.

Olaksavajuéa okolnost pri ispitivanju topoloskog proizvoda [[X; je
¢injenica da se neke osobine prenose direktno sa koordinatnih prostora X;.

Definicija 1.61. Topoloska osobina P je multiplikativna (respektivno:
prebrojivo multiplikativna, kona¢no multiplikativna) ako i samo ako
je proizvod svake familije (respektivno: svake prebrojive familije, svake
konac¢ne familije) topoloskih prostora {(X;, O;) : i € I}, od kojih svaki
ima osobinu P, sa osobinom P.

Neke multiplikativne osobine date su u sledecoj teoremi.

Teorema 1.62. VaZe sledeca tvrdenja:
a) Aksiome separacije To,TLTQ,Tg,TS% su multiplikativne osobine.
b) Prva i druga aksioma prebrojivosti i separabilnost su prebrojivo multi-
plikativne osobine.
c¢) Povezanost je multiplikativna osobina.

Teorema 1.63. (Tihonov) Proizvod proizvoljne kolekcije kompaktnih
prostora je kompaktan prostor.

1.1.2 Metricki prostori

U ovom delu éemo se upoznati sa pojmom metrickog prostora, skupa na
kom je definisana udaljenost izmedu tacaka. Ideja ovog koncepta je verovatno
poznata  Citaocu, jer odgovara naSem intuitivnhom = shvatanju
trodimenzionalnog Euklidskog!” prostora.

6 Andrei Nikolaevi¢ Tihonov (1906-1993), ruski matematicar
Euklid (EvxAetdns) (IV - IIT vek p.n.e), starogréki matematicar
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Definicija 1.64. Neka je X neprazan skup. Funkcija d : X2 — [0, 00) koja
za sve x,y, z € X zadovoljava uslove

(M1) d(z,y) = 0 ako i samo ako je z =y,

(M2) d(z,y) = d(y, z),

(M3) d(z,y) < (,2) + d(2,y),

naziva se metrika na skupu X. Uredeni par (X,d) je tada metricki
prostor. Broj d(z,y) zove se rastojanje tacaka z iy. Zax € X ir > 0,

skup
L(z,r)={ye X :d(z,y) <r}

zovemo otvorena lopta sa centrom u tacki x i polupre¢nikom r.

Teorema 1.65. Neka je (X,d) metricki prostor. Tada je familija svih
otvorenih lopti, By = {L(xz,r) : x € X Ar > 0}, baza neke topologije O4
na skupu X.

Dakle, svaki metricki prostor je topoloski prostor, pa sva tvrdenja vezana
za topoloske prostore mozemo direktno primeniti na proizvoljan metricki
prostor.

Definicija 1.66. Za topologiju Oy definisanu u prethodnoj teoremi kazemo
da je indukovana metrikom d. Topoloski prostor (X, O) je metrizabilan
ako i samo ako postoji metrika d na skupu X takva da je O = Oq.

Slede¢a teorema daje karakterizaciju otvorenih skupova u topologiji
indukovanoj metrikom.

Teorema 1.67. U proizvoljnom metrickom prostoru (X, d) wvaZi: skup
O C X je otvoren ako i samo ako za svaku tacku x € O postoji r > 0
tako da je L(xz,r) C O.

PRIMER 16. Ako na nepraznom skupu X definiSemo funkciju
d:X?—10,00) sa

0, zax=y

d(x,y):{ 1, zaxz#y

onda je (X, d) metricki prostor. Metriku d zovemo TRIVIJALNA ili 01-
METRIKA.

Kako za z € X vazi L(z,3) = {y € X : d(z,y) = 0} = {2}, sledi da
je singlton {x} otvoren skup, to jest {z} € O4. Posto za proizvoljan
podskup A C X vazi A = |J,c4{x}, dobijamo da je O4 = P(X). Dakle,
trivijalna metrika indukuje diskretnu topologiju.

Y
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PRIMER 17.  Ako za T,y € Rna gde je €T = <$1,$2,.,.,{L‘n> 1
v = (y1,Y2, - - Yn), definisemo

xy \/le yza

onda je dy : R™ x R"™ — [0, 00) metrika na skupu R”. Jasno je da su
zadovoljeni uslovi (M1) i (M2). Pokaiimo da vazi i uslov (M3). Neka

z,y, 2 € R. Na osnovu nejednakosti Kogi'® - Svarca!?:
n n n
E a;b; < E a? E b2
i=1 ”—\/ i=1 ¢ i=1 t’
koja vazi za proizvoljne realne brojeve a1, ..., ay,b1,...,b,, imamo

S (i) =) \/Z” i — %) \/Z“ — )’

MnoZenjem ove nejednakosti sa 2 i dodavanjem

n

Z:(acZ —z)*+ Z(z,
i=1

i=1

obema stranama dobijamo

S (@i = 20) + (2 —9i)? < (Vi (@i — 202 + /2o (2 — 1)),

odakle se lako vidi da je ispunjeno da(z,y) < da(x, z)+ds(z,y), odnosno
da vazi (M3). Ova metrika se zove EUKLIDSKA METRIKA na R", a
odgovarajuca topologija Oy, UOBICAJENA TOPOLOGLJA na R™.

Specijalno, za n = 1, imamo da je d : R? — [0,00), d(z,y) = |z — v,
metrika na R. U ovom slucaju je Oy = Oy, to jest topologija na skupu
R odredena ovom metrikom je ba$ uobi¢ajena topologija iz primera 4.

U metrickom prostoru okoline se definisu preko otvorenih lopti. Vazi
sledeca teorema:

Teorema 1.68. Neka je (X, d) metricki prostor i x € X. Tada vaZi:

a) Skup A C X je okolina tacke x ako i samo ako postoji r > 0 takvo da
je L(z,7r) C A;

'8 Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857), francuski matematicar
9Karl Hermann Amandus Schwarz (1843 - 1921), nemacki matematicar
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b) Familija otvorenih lopti sa centrom u tacki z,
B(z) = {L(z,r) : r > 0}, je baza okolina tacke x.

Teorema 1.69. Svaki metricki prostor zadovoljava prvu aksiomu
prebrojivosti.

Dokaz. Neka je (X, d) metricki prostor i x € X. Dokazimo da je kolekcija
1
B(z) = {L(=, E) :n € N}

baza okolina tacke xz. Uslov (BN1) je zadovoljen, jer je B(z) C U(x). Na
osnovu prethodne teoreme, za proizvoljnu okolinu U tacke = postoji r > 0
tako da je L(xz,r) C U. Neka je n € N takav da je % < r. Tada za
B = L(z, 1) vazi B C U, pa je zadovoljen i uslov (BO2). ]

Teorema 1.70. Metricki prostor je separabilan ako i samo ako zadovoljava
drugu aksiomu prebrojivosti.

U metrickim prostorima mozemo meriti skupove, kao i rastojanje izmedu
tacke i skupa.

Definicija 1.71. Neka je (X,d) metricki prostor i A C X. Dijametar
skupa A definiSemo kao sup{d(z,y) : =,y € X} i oznacavamo sa p(A).
Skup A je ogranicen ako i samo ako ima konacan dijametar.

Ako je z € X, onda je broj d(z, A) = inf{d(z,a) : a € A} rastojanje
tacke z od skupa A .

Ovu definiciju koristimo pri jednoj karakterizaciji zatvorenih skupova u
metrickim prostorima:

Lema 1.72. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je skup A C X zatvoren
ako i samo ako za svaku tacku x € X\ A vazi d(x, A) > 0.

Teorema 1.73. Svaki metricki (i svaki metrizabilan topoloski) prostor je
Ty-prostor.
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Glava 2

Konvergencija nizova

2.1 Nizovi u topoloskim prostorima

Definicija 2.1. Neka je (X, O) topoloski prostor i (x,, : n € N) niz u skupu
X. Tacka a € X je granica niza (z, : n € N) ako i samo ako za svaku
okolinu U tacke a postoji ng € N, tako da za svako n > ng vazi x,, € U.

Za niz koji ima bar jednu granicu kazemo da je konvergentan.

Primetimo da bi bilo ekvivalentno reéi da niz (z,, : n € N) konvergira ka
a € X ako i samo ako svi sem kona¢no mnogo njegovih clanova leze u
proizvoljnoj okolini U tacke a, Sto pokazuje da konvergencija niza ka tacki
a ne zavisi od rasporeda njegovih ¢lanova.

Definicija 2.2. Neka je (X, O) topoloski prostor i (z,, : n € N) niz u skupu
X. Tactka a € X je tatka nagomilavanja niza (z, : n € N) ako i samo
ako za svaku okolinu U tacke a i svako ng € N postoji n > ng tako da je
x, €U.

Drugim re¢ima, tacka a € X je tacka nagomilavanja niza (z, : n € N) ako i
samo ako svaka okolina tacke a sadrzi beskona¢no mnogo ¢lanova tog niza.

PRIMER 1. Granica niza ne mora biti jedinstvena! Ako je na skupu R
data antidiskretna topologija Ougise, onda svaki niz u prostoru
(R, Ougisc) konvergira svakoj tacki. Naime, za proizvoljnu okolinu U
tacke a € R vazi U = R, pa je x, € U za svakon > 1.

25
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PRIMER 2. Neka je na skupu R data familija
P={l4a—2,4a+2):a € Z}.

Kako je |, cz[4a—2,4a+2) = R, ova familija zadovoljava uslov teoreme
1.20, pa je ona podbaza neke topologije na skupu R. Ovu topologiju
zovemo TOPOLOGIJA PARTICIJE P i oznaCavamo je sa Op. PokaZimo
da u prostoru (R, Op) niz ((—1)" : n € N) konvergira ka 0. Neka je
U € U(0). Tada mora biti [-2,2) C U, pa kako je {(—1)" : n € N} C
[—2,2), svaki ¢lan niza pripada U, odakle sledi Zeljeni zaklju¢ak. Istim
rezonom zaklju¢ujemo da ovaj niz zapravo konvergira svakoj tacki iz
intervala [—2,2).

Sli¢no, niz (sinn : n € N) konvergira svakoj tacki iz [—2,2).

PRIMER 3. Za niz (z,)nen u prostoru X kaZemo da je skoro
stacionaran ako i samo ako postoji a € X i ng € N takvi da je z, = a
za sve n > ng. Tacku a zovemo rezidualna vrednost niza (z,)neN
(takva vrednost je jedinstvena). U proizvoljnom topoloskom prostoru
svaki skoro stacionaran niz konvergira svojoj rezidualnoj vrednosti.
Medutim, takav niz moZe imati i druge granice, kao sto je prikazano
u primeru 1.

U diskretnom topoloskom prostoru (X,P(X)) niz (x,)nen konvergira
ka a € X ako i samo ako je taj niz skoro stacionaran i ako mu je
rezidualna vrednost upravo a.

PRIMER 4. Neka je na skupu R data kokonacna topologija
O = {R\K : K C R je konacan skup} U {0}.

Pokazimo da u prostoru (R, Okg) niz (n)nen = (1,2,3,...) konvergira
ka 1. Neka je U € U(1) proizvoljna okolina tacke 1. Tada postoji
konacan skup K C R takav da je 1 € R\K C U. Neka je ng € N
najmanji prirodan broj za koji vazi ng > max{z : x € K}. Tada za
svako n > ng vazi z,, € R\K C U, &to je i trebalo pokazati.

Teorema 2.3. U Hauzdorfovom prostoru niz moZe da ima najvise jednu
granicu.

Dokaz. Neka je (X, O) Hauzdorfov topoloski prostor i (zn)nen niz u X.
Pretpostavimo da su a i b dve razlicite granice ovog niza. Neka su U i V
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disjunktne okoline tac¢aka a i b respektivno. Tada postoje ni,ny € N takvi
dajex, € U,zasven > ny,ix, €V, zasven > ng, pazan = max{ny,na}
vazi , € U NV, §to je nemoguce. [

U slede¢em primeru pokazujemo da ne vazi obrat prethodne teoreme.

PRIMER 5. Familija
Oy = {R\P: P CRA|P| < Ro} U {0}

je topologija na skupu R (uslovi (O1), (02) i (O3) se lako proveravaju
primenom De Morganovih zakona). Ovu topologiju zovemo
KOPREBROJIVA TOPOLOGIJA.

Pokazimo prvo da niz u prostoru (R, O,) moze imati samo jednu
granicu. Neka je (x,)nen konvergentan niz i a njegova granica. Skup
U = {a} U(R\{z,, : n € N}) je koprebrojiv, pa je otvorena okolina
tacke a. Dakle, postoji ng € N takvo da za sve n > ng vazi x, € U.
Posto vazi x,, € {xy, : n € N}, mora biti x,, = a, to jest (z,)nen mora
biti skoro stacionaran niz. Ukoliko bi postojao niz (x,),en koji ima dve
granice a i b, onda bi za dovoljno veliko n moralo biti , =a i z, = b,
$to je nemoguée. Dakle, granica niza u ovom prostoru je jedinstvena.

Medutim, ovaj topoloski prostor nije Hauzdorfov. Naime, ukoliko su
O, = R\P,; i O, = R\P, otvoreni skupovi koji sadrze tacke x i y
respektivno, onda je

0. N Oy = (R\F) N (R\F)) =R\(P, UP,) #0,
jer je skup R neprebrojiv, a unija P, U P, je prebrojiva.
Ukoliko niz (z,)nen ima jedinstvenu granicu, a, piSemo lim z, = a, ili
n—0o0
krace lim x,, = a.
Teorema 2.4. Ako je tacka x granica nekog niza tacaka skupa A, onda je
T € A.

Dokaz. Neka je (an)nen niz u skupu A i neka je x njegova granica. Tada za
proizvoljnu okolinu U tacke x postoji ng € N tako da je za svako n > ng,
ap, € U. Dakle, ANU # (), pa svaka okolina tacke x sece skup A, odakle
sledi z € A. [
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Ne vaZzi ni obrat teoreme 2.2:

PRIMER 6. Posmatrajmo opet topoloski prostor (R,Oy,). Skup
D = R\N je gust o ovom prostoru, jer sefe svaki neprazan otvoren
skup. Dakle, D = R, pa je tatka 2 = 1 adherentna tacka skupa D.
Medutim, kako u prostoru (R, Oy,) konvergiraju samo skoro stacionarni

nizovi, ne postoji niz u skupu D ¢ija je granica tacka x.
Definicija 2.5. Neka su (X,0x) i (Y,Oy) topoloski prostori i g € X
proizvoljna tacka. Funkcija f: X — Y je:
- nizovno (sekvencijalno) neprekidna u tac¢ki zy ako i samo ako za
svaki niz (2, )nen u prostoru X iz lim x,, = xg sledi lim f(x,) = f(zo);
- nizovno (sekvencijalno) neprekidna ako i samo ako je nizovno
(sekvencijalno) neprekidna u svakoj tacki z € X.

Teorema 2.6. Ako je funkcija f : X — Y neprekidna u tacki xg € X, onda
je i sekvencijalno neprekidna u toj tacks.

Dokaz. Neka je f neprekidna u tacki zg, to jest neka vazi uslov

WV €U (w0)) AU € Ulzo) FIU]C V. 1)
Neka je (zy)nen niz u prostoru X i neka je lim x,, = g, to jest vazi

YU € U(xp) Ing € N Vn >ng x, € U. (2)

Neka je V' proizvoljna okolina tacke f(zp). Tada, na osnovu (1), postoji
okolina U tacke xg takva da je f[U] C V, a na osnovu (2), za tu okolinu
U postoji broj ng € N takav da za sve n > ng vazi x,, € U. Sada, kako je
f(zn) € f[U] CV, dobijamo

YV e U(f(xg)) Ing € N VYn>ng f(x,) €V,
odakle je lim f(z,) = f(x0). ]

PRIMER 7. Identicko preslikavanje idgr : (R,Okp) — (R, Oyep) nije
neprekidno, jer, na primer, inverzna slika skupa (0,1) - sam taj inter-
val, nije otvoren skup u prostoru (R, Oyp). Medutim, ova funkcija je
sekvencijalno neprekidna u svakoj tacki, jer, ako je tacka x granica niza
(Zn)nen, onda je on oblika

(T1,@2,y ooy Tpg—1, T, T, T, T . ),

a ovaj niz konvergira ka x i u prostoru (R, O,0p). Dakle, ne vazi obrat
prethodne teoreme.
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Teorema 2.7. Neka je (X, O) topoloski prostor i (xy : n € N) nizu X. Ako
dati niz konvergira ka xo € X, onda svaki njegov podniz takode konvergira
ka xg € X.

Dokaz. Neka je (x,, : k € N) podniz niza (x, : n € N), pri ¢emu je za
svako k € N, ¢(k) = ng, gde je ¢ : N — N strogo rastuca funkcija. Neka
je U proizvoljna okolina tacke xy. Tada iz uslova teoreme postoji ng € N
tako da za sve n > ng vazi x, € U. Za to ng postoji kg € N takvo da je za
sve k > ko, ni, > ng. Sada za sve k > kg vazi x,, € U, tojestlimz,, = x0. m

2.1.1 Prostori sa prvom aksiomom prebrojivosti

Egzistencija prebrojive baze okolina u svakoj tacki ovih prostora
predstavlja veliku pogodnost u smislu da se pojmovi zatvorenja skupa,
zatvorenog skupa, gustog skupa, kao i neprekidnosti funkcije mogu u potpu-
nosti okarakterisati pomoc¢u konvergencije nizova, kao Sto je prikazano u
slede¢im teoremama.

Teorema 2.8. Neka je (X, O) prostor sa prvom aksiomom prebrojivosti i
A C X proizvoljan skup. Tada vaZi:

a) A je skup svih granica nizova iz A;

b) Skup A je zatvoren ako i samo ako sadrzi sve granice svih konvergentih
nizova koji mu pripadaju;

¢) Skup D C X je gust ako i samo ako za svaku tacku x € X postoji niz
(dn) u skupu D, ¢ija je granica tacka x.

Dokaz. a) Ukoliko je tacka x granica nekog niza iz skupa A, onda z € A4,
na osnovu teoreme 2.4.

Neka je sada © € A i neka je {B,, : n € N} prebrojiva opadajuéa baza
okolina tacke z. Tada je B, N A # () za svako n € N, pa, zbog aksiome
izbora, postoji niz (an)nen takav da je za svako n € N, a, € B, N A.
Ukoliko je U proizvoljna okolina tacke z, onda je za dovoljno veliko ng € N,
B, € U, pa je ap, € U za sve n > ng. Dakle, tacka x je granica niza
<an>n€N-

b) Neka je A zatvoren skup i {(a,)nen niz u skupu A. Ako je x granica
tog niza, onda zbog tvrdenja (a) vazi z € A = A.

Neka su, sa druge strane, sve granice svih konvergentnih nizova iz skupa
A, sadrzane u skupu A. Neka je x € A. Na osnovu tvrdenja (a), postoji
niz (an)nen u skupu A ¢ija je granica tacka z, a zbog datog uslova imamo
x € A. Dakle, A C A, paje A= A, to jest skup A je zatvoren.
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¢) Na osnovu definicije gustog skupa imamo da je D C X gust ako i
samo ako je X = D, to jest ako i samo ako za svako x € X vazi x € D.
Primenom tvrdenja (a) dobijamo trazeni zakljucak. [

Teorema 2.9. Neka su (X,0x) i (Y, Oy) topoloski prostori i neka prostor
(X,0x) zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti. Tada je funkcija
f X = Y neprekidna u tacki xqg € X ako i samo ako je sekvencijalno
neprekidna u toj tacks.

Dokaz. Ako je funkcija f neprekidna u tacki xg, onda je i sekvencijano
neprekidna u toj tacki (teorema 2.6).

Neka je, sa druge strane, funkcija f sekvencijalno neprekidna u tacki
xg, ali pretpostavimo da u toj tacki ima prekid. Tada postoji okolina V
tacke f(xo) tako da je f[U]\V # 0, za sve U € U(xp). Tako i za prebrojiva
opadajucu bazu okolina {B,, : n € N} tacke z( vazi

Vn e N f[Bu]\V # 0.

Izaberimo tacke y, € f[Bn]\V. Tada postoje tacke =, € B, takve da je
Yn = f(x,). Ukoliko je U proizvoljna okolina tacke xg, onda je za dovoljno
veliko ng, By, C U, pa x, € U, za svako n > ng. Dakle, tacka z( je granica
niza (z,)nen. Tada je, zbog sekvencijalne neprekidnosti funkcije f, tacka
f(zo) granica niza (f(zy))neN = (Yn)neN. Medutim, okolina V' tacke f(xg)
ne sadrzi nijedan ¢lan niza (y,)nen. Kontradikcija. L]

Teorema 2.10. Neka je (X,0) topoloski prostor koji zadovoljava prvu
aksiomu prebrojivosti. Tada je (X, Q) Hauzdorfov prostor ako i samo ako
svaki niz u prostoru X ima najuise jednu granicu.

Dokaz. Na osnovu teoreme 2.3 imamo da u Hauzdorfovom topoloskom
prostoru niz moze imati najvise jednu granicu.

Da vazi i obrnut smer pokaza¢emo svodenjem na kontradikciju. Neka su
tacke a,b € X takve da svaki otvoren skup koji sadrzi tacku x sece svaki
otvoren skup koji sadrzi tacku y. Tada to vazi i za prebrojive opadajuée
baze okolina {B, : n € N} i {V,, : n € N} tacaka x i y, redom, to jest
postoji niz (z,)nen takav da za svako n € N vazi x,, € B, N'V,. Medutim,
ovo znad¢i da niz (z,)nen ima dve granice, tacke a i b. Kontradikcija. ]

Teorema 2.11. Neka je (X,0) topoloski prostor koji zadovoljava prvu
aksiomu prebrojivosti i (x, : n € N) niz u X. Tada je v9 € X tacka
nagomilavanja niza (x, : n € N) ako i samo ako postoji podniz tog niza koji
konvergira ka xg.
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Dokaz. Neka je xp tatka nagomilavanja niza (zp)nen 1 {Br : k € N}
prebrojiva opadajuc¢a baza okolina tacke zg. Tada za svako k € N i svako
no € N postoji ny > ng tako da je x,, € Bj. Trazeni podniz konstruiSemo
tako 8to za svako k € N biramo nj > ni_; tako da xz,, € B;.

Obrnut smer je trivijalan i vazi za proizvoljan topoloski prostor, to jest
ne zahteva da prostor zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti. [

2.1.2 Sekvencijalni prostori

Pretpostavka da prostor zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti javljala
se u prethodnom delu kao dovoljan uslov u svim tvrdenjima. Prirodno je
zapitati se do koje mere je to i potreban uslov. Da bismo ovo ispitali,
definiSsemo dve nove klase topoloskih prostora.

Definicija 2.12. Topologki prostor (X, ) je Fre$eov! ako i samo ako za
svaki podskup A C X isvako x € A postoji niz (z,)nen u A koji konvergira
ka x.

Definicija 2.13. Topologki prostor (X, Q) je sekvencijalan ako i samo ako
vazi uslov: podskup A C X je zatvoren ako i samo ako sadrZi granice svih
konvergentnih nizova koji mu pripadaju.

Teorema 2.14. Svaki topoloski prostor koji zadovoljava prvu aksiomu
prebrojivosti je FreSeov 1 svaki FreSeov prostor je sekvencijalan prostor.

Dokaz. Neka topologki prostor (X, Q) zadovoljava prvu aksiomu prebro-
jivosti i neka je A C X proizvoljan skup. Neka z € A i neka je {B,, : n € N}
prebrojiva opadajuéa baza okolina tacke xz. Tada za svako n € N vazi
AN B, # 0, pa ukoliko za svako n € N odaberemo z, € AN B,, defin-
isa¢emo niz (z,)nen u skupu A koji konvergira ka x.

Neka je sada (X,0) Freseov topoloski prostor, neka je skup A C X
zatvoren i neka je (an)pen niz u skupu A. Ako je tacka x granica niza
{an)neN, onda, zbog teoreme 2.4, z € A = A. Neka, sa druge strane, skup
A C X sadr7i granice svih konvergentnih nizova koji mu pripadaju i neka je
r € A. Tada, kako je (X, O) Freseov prostor, postoji niz (a,)nen u A koji
konvergira ka x, a zbog pretpostavljenog uslova vazi € A. Dakle, A C A,
to jest A = A, pa je skup A zatvoren. m

Teorema 2.15. Neka su (X,0x) i (Y,Oy) topoloski prostori i neka je
prostor (X, Ox) sekvencijalan. Tada je funkcija f: X — 'Y neprekidna ako
1 samo ako je sekvencijalno neprekidna.

"Maurice Frechét (1878 - 1973), francuski matematicar
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Dokaz. U teoremi 2.6 pokazali smo da iz neprekidnosti funkcije f sledi
sekvencijalna neprekidnost, u svakom prostoru.

Obrnuto, neka je funkcija f : X — Y sekvencijalno neprekidna i neka
je F CY zatvoren skup. Neka je (z,)nen niz u skupu f~1[F] i neka je xo
njegova granica. Tada je (f(zy))nen niz u skupu F' sa granicom f(z) i vazi
f(zo) € F = F. Odatle je xop € f~![F], pa je skup f~1[F] zatvoren. Na
osnovu teoreme 1.39 sledi da je preslikavanje f neprekidno. =

Teorema 2.16. Neka je (X, Q) Freseov topoloski prostor i (x,, : n € N) niz
u X. Tada je xy € X tacka nagomilavanja niza (x, : n € N) ako i samo
ako postoji podniz tog niza koji konvergira ka xg.
Dokaz. Neka je zy tacka nagomilavanja niza (r, : n € N) i neka je
A = {x, :n € N}. Tada 29 € A, pa postoji niz u skupu A koji kon-
vergira ka xg 1 to je traZeni podniz datog niza.

Obrnut smer vazi u svakom topoloskom prostoru. [

Naredna dva primera pokazuju da se klase Freseovih, sekvencijalnih i
prostora sa prvom aksiomom prebrojivosti ne poklapaju.

PRIMER 8. Nekap ¢ NxNinekaje X = {p}U(NXxN). Zaf: N =N
neka je Uy = {(m,n) e Nx N :m e NAn > f(m)}. Pokazimo da je
familija skupova

B=PNxN)U{{puU;: fe NV}

baza neke topologije na skupu X. Uslov (BN1) vazi, jer je

X={pfuNxN)= ] B.
BeB

Neka By, B € B. Ako B; € P(NxN), onda BiNBy € P(INxN) C 5.
Ako je By = {p} U Uy, i By = {p} UUy,, onda je

BiNBy = ({p} U Ufl) N ({p} U UfE) = {p} U (Ufl N UfQ) = {p} U Uf37

gde je f3 : N — N definisano sa f3(m) = max{fi(m), fo(m)}, za
VYm € N, pa By N By € B. Dakle, zadovoljen je i uslov (BN2’), pa je B
baza neke topologije na X. Oznacimo je sa O.

Neka su z,y € X razli¢ite tacke. Ukoliko x,y € N x N, onda su
{z},{y} € B C O disjunktni otvoreni skupovi koji razdvajaju te dve
tacke. Neka jex =piy = (a,b) € N x Nineka f: N — N definisano
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sa f(n) =n+b. Tada su O; = {p} UUy i O = {y} disjunktni otvoreni
skupovi koji razdvajaju tacke x i y, redom. Dakle, prostor (X,O) je
Hauzdorfov.

Pokazimo da prostor (X, Q) ne zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti,
to jest da ne postoji prebrojiva baza okolina tacke p. Pretpostavimo
suprotno: neka je B(p) = {{p} UUy, : i € N} prebrojiva baza okolina
tacke p. Odaberimo za svako n € N g(n) € N tako da je g(n) > fn(n).
Tada okolina U = {p} U U, tacke p ne sadrzi nijedan element kolekcije
B(p). Kontradikcija.

Neka je A C X, 2 € X i x € A\A. Tada skup A nije zatvoren, pa ne
sadrzi tacku p, a kako je zatvorenje skupa A najmanji zatvoren skup
koji sadrzi A, to je A = AU {p}, pa mora biti x = p.

Neka je sada A C N x N i p € A. Pokazimo da postoji m € N tako da
je AN Ly, beskonacan skup, gde je L,, = {(m,n) € N x N :n € N}
(m-ta vertikala u N x N). Pretpostavimo suprotno: neka je za svako
m € N skup AN L, konacan, to jest neka je

AN Ly ={(mn) e NxN:ne€ K, CNA|K,| <o}

Definisimo preslikavanje f : N — N tako da je, za svako m € N,
f(m) > n, za svako n € K,,. Tada je U okolina tacke p koja ne sece
skup A, kontradikcija.

Konaé¢no, pokaZzimo da je prostor (X,O) Freseov. Neka je A C X i
neka z € A; pokazimo da postoji niz tacaka iz A koji konvergira ka z.
Jasno, ako je x € A, onda je, trivijalno, (x,z,x,...) niz koji konvergira
ka x. U suprotnom, prema ranijem razmatranju, mora biti x = p. Tada
postoji m € N tako da je skup AN Ly, = {(m,n) € Nx N :n e N}
beskonacan. ,Poredajmo” elemente ovog skupa po veli¢ini i pokazimo
da dobijeni niz ((m,ng) : k € N) konvergira ka p. Neka je U proizvoljna
okolina tacke p. Tada je p € {p} UUy; C U. Neka je (m,ny,) ¢lan niza
za koji je ng, > f(m). Tada za svako k > ko vazi (m,n;) € Uy C U,
pa niz ((m,ng) : k € N) konvergira ka p.

PRIMER 9. Sada ¢emo definisati sekvencijalan prostor koji nije Freseov.
Neka p ¢ N i neka je X = (N x N) UN U {p}. Posmatrajmo familiju
skupova

B=PNxN)U{{n} UV, :nkeN}U{{p}UUy:me N},

gdeje Uy, ={neN:n>m}izakeNjeV,,={(n,m): m>k}
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Istim rezonom kao u prethodnom primeru pokazuje se da je kolekcija B
baza neke topologije na skupu X (oznac¢imo je sa O), kao i da je prostor
(X, O) Hauzdorfov.

Pokazimo da prostor (X,O) nije Freseov. Posmatrajmo skup
Viqa U {p}. Kako svaka okolina tacke 1 seCe ovaj skup, ona pripada
njegovom zatvorenju. Medutim, ne postoji niz u skupu Vi ;1 U {p} koji
konvergira ka 1. Naime, koji god niz iz ovog skupa da odaberemo,
nemoguce je da okolina {p} UU; tacke 1 sadrze sve sem kona¢no mnogo
njegovih ¢lanova.

Da bismo pokazali da je prostor (X, Q) sekvencijalan, treba dokazati da
svaki skup koji sadrzi granice konvergentnih nizova koji mu pripadaju
mora biti zatvoren. Neka je A C X takav skup. Dokazacemo da je
komplement skupa A otvoren, to jest da za svaku tacku iz komplementa
postoji njena okolina koja je ¢itava u komplementu. Neka z € X\ A.
Ako x € N x N, onda je {z} traZena okolina. Ako je x = p, onda pos-
toji m € N tako da je ANU,, = 0 (i u tom slucaju je {p} UU,, traZena
okolina). Zaista, ako bi za sve m € N presek ANU,, bio neprazan, onda
bismo, odabirom po jedne tacke iz tog preseka za svako m, konstruisali
niz iz skupa A koji konvergira ka p, pa bi prema pretpostavci o skupu
A vazilo p € A, kontradikcija. Konac¢no, ako je x € N, onda postoji
k € N tako da je ANV, = 0 (pokazuje se analogno kao prethodan
slucaj) i tada je ANV, traZena okolina.

PRIMER 10. Primer prostora koji nije sekvencijalan je topoloski pros-
tor (R, Op). Videti primer 6.

Prvu formalnu definiciju sekvencijalnog prostora dao je Frenklin? 1965.
godine, dok je trazio odgovor na pitanje koje se klase topoloskih prostora
mogu u potpunosti opisati pomocéu njihovih konvergentnih nizova. Detaljan
prikaz dat je u njegovom delu [7].

2.2 Nizovi u metrickim prostorima

U teoremi koja sledi pokazademo da je definicija konvergentnog niza u
metrickom prostoru koju je 1906. godine dao FreSe, a koja nam je sigurno
poznata iz kursa analize, ekvivalentna sa definicijom konvergencije preko
okolina u odgovarajué¢em topoloskom prostoru.

2Stan Franklin (rod. 1931), ameri¢ki matematicar i informaticar
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Teorema 2.17. Neka je (X, d) metricki prostor. Ako je (xn)nen niz u X i
x € X, onda je limz, = ako i samo ako vaZi:

Ve >0 dng € N Vn > ng d(z,,z) <e. (1)

Dokaz. Neka je limx,, = i e > 0. Kako je lopta L(x,e) okolina tacke
x, postoji ng € N tako da za svako n > ng vazi z, € L(z,¢), to jest
d(xn, ) < €.

Neka sada vazi uslov (1) i neka je U € U(z). Tada, na osnovu teoreme
1.68, postoji € > 0 tako da je L(z,e) C U, pa, prema uslovu (1), postoji
no € N tako da za svako n > ng vazi =, € L(z,¢), paiz, € U, odakle je
limz,, = z. n

Teorema 2.18. U metrickom prostoru niz moZe imati najvise jednu granicu.
Dokaz. Svaki metricki prostor je Hauzdorfov, pa tvrdenje sledi na osnovu
teoreme 2.3. -

Teorema 2.19. Svaki konvergentan niz u metrickom prostoru je ogranicen.
Dokaz. Neka je (x,)nen niz u prostoru (X, d) i neka je limx,, = z. Tada,
na osnovu teoreme 2.17, za £ = 1 postoji ng € N tako da je z, € L(z,1) za
sve n > ng. Neka je

r = max{1l,d(z1,z),d(z2,2),...,d(Tp,—1,2)}.

Sada za n < ng vazi d(x,,x) < r,azan > ng vaz d(z,,z) < 1 < r, pa za
svako n € N imamo xz,, € L(z,r + 1), odakle sledi
) < p(L

p({x, : n € N} (x,r+1)) <2(r+1) <o

Dakle, skup {z,, : n € N} je ogranicen. ]

Kako svaki metricki prostor zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti, u
njemu vaZe teoreme 2.8, 2.9 i 2.11. Dakle, u metrickom prostoru zatvorenje
skupa moze se posmatrati kao skup svih granica konvergentnih nizova koji
mu pripadaju, a neprekidne funkcije izmedu metrickih prostora mogu se
okarakterisati kao one koje o¢uvavaju granice konvergentnih nizova.

Slede jos neki pojmovi i rezultati iz teorije metrickih prostora, koji su
¢itaocu verovatno poznati iz kurseva realne analize.

Teorema 2.20. (Bolcano® - Vajerstras*) Svaki ogranicen niz u prostoru
R ima konvergentan podniz.

3Bernard Bolzano (1781 - 1848), Ceski matematicar
“Karl Weierstrass (1815 - 1897), nemacki matematicar
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Teorema 2.21. (Hajne® - Borel®) Podskup prostora R. je kompaktan ako
1 samo ako je zatvoren i ogranicen.

Dokazi Bolcano - Vajerstrasove i Hajne - Borelove teoreme mogu se nadi
u [8] i uopstavaju se za sve prostore R", n € N.
Definicija 2.22. Neka je (X, d) metricki prostor. Za niz (x, : n € N) u
prostoru X kazemo da je KoSijev niz ako i samo ako vazi uslov

Ve >0 Ing € N Vm,n > ng d(xm,z,) <e.
Teorema 2.23. U proizvoljnom metrickom prostoru vazi:
a) Svaki Kogijev niz je ogranicen;
b) Ako Kosijev niz ima konvergentan podniz, onda je i sam konvergentan;
c) Svaki konvergentan niz je Kosijev.

Dokaz. Neka je (zp, : n € N) niz u metrickom prostoru (X, d).

a) Ako je dati niz Kogijev, onda za ¢ = 1 postoji ng € N tako da
za svako n > ng vazi d(zn,xn,) < 1, to jest da x, € L(xyn,,1). Ako je
Ony = max{d(zn, Tn,) : n <no}ir=max{l,d,,}+1, ondaje x, € L(xn,,T)
za sve n € N, to jest skup {z,, : n € N} je ogranicen.

b) Neka je (zp, : k € N) podniz Kosijevog niza (z,)nen 1 neka je
limy o0 Tn, = . Neka je € > 0 dato. Tada postoji kg € N tako da je
d(zp,,x) < /2, zasvako k > ko i postoji ng € N tako da je d(xp,, z,) < €/2,
za svako m,n > ng. Neka je n > ngy. Tada, ako je ky = max{kg, ng}, imamo
Nk, > k1 > no 1 k1 > ko, pa je

d(zn, ) < d(Tn, Tny, ) + d(@n, ,z) </2+€/2 =k,

odakle je limz,, = .

c¢) Neka je (z,)nen konvergentan niz i neka je tacka z njegova granica.
Tada za proizvoljno € > 0 postoji ng € N tako da za svako n > ng vazi
d(xn, ) < €/2. Odatle, za m,n > ng dobijamo

ATy ) < d(Tm, x) + d(Tp,x) < e/24¢€/2 =€,

pa je niz (x,)nen Kosijev. ]

Definicija 2.24. Metricki prostor (X, d) je kompletan ako i samo ako je
svaki Kosijev niz u prostoru X konvergentan.

"Eduard Heine (1821 - 1881), nemacki matematicar
SEmile Borel (1871 - 1956), francuski matematicar
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PRIMER 11. Prostor R sa uobi¢ajenom metrikom d(z,y) = |z — y| je
kompletan. Naime, ukoliko je (z,)nen KoSijev niz, onda je on, prema
teoremi 2.23, ogranicen, a tada, zbog Bolcano - VajerStrasove teoreme,
ima konvergentan podniz, pa je, opet prema teoremi 2.23, konvergentan.

PRIMER 12. Svojstvo ,biti Kosijev niz" nije topologka invarijanta: neka
je X = (0,1), Y = (1,00) i neka je f : X — Y funkcija definisana
sa f(x) = 1/x. Posmatrajmo niz (rn)nen = (1/n)nen. Lako se
pokazuje da je ovaj niz Kogijev, a niz (f(xn))neNn = (n)nen nije ¢ak
ni ogranic¢en, pa ne moZe biti Kogijev (¢injenica da ograni¢enost nije
topologka invarijanta je ovde svakako bitna).

2.3 Nizovna i prebrojiva kompaktnost

U ovom delu vrati¢éemo se ukratko na ispitivanje kompaktnosti, to jest
ispitiva¢emo dve topoloske osobine bliske kompaktnosti, prvo u proizvoljnim
topoloskim, a onda i u metrickim prostorima. Cilj nam je da prikazemo kako
se pomocu konvergencije nizova u metrickim prostorima moze okarakterisati
i ova vazna topoloska osobina, dok u proizvoljnim topoloskim prostorima oni
nisu dovoljni.

Definicija 2.25. Topoloski prostor (X, Q) je

- nizovno (ili sekvencijalno) kompaktan ako i samo ako svaki niz u
skupu X ima konvergentan podniz;

- prebrojivo kompaktan ako i samo ako svaki beskonacan prebrojiv
podskup skupa X ima tacku nagomilavanja.

PRrRIMER 13. Kako niz (n : n € N) nema konvergentan podniz, a ni
skup N nema tacku nagomilavanja, zaklju¢ujemo da prostor (R, Oyep)
nije ni nizovno, ni prebrojivo kompaktan.
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Teorema 2.26. Svaki kompaktan prostor je prebrojivo kompaktan. Svaki
nizovno kompaktan prostor je prebrojivo kompaktan.

Dokaz. Neka je (X,0) kompaktan prostor i A = {a, : n € N}
beskonacan prebrojiv podskup skupa X. Pretpostavimo da skup A nema
tacku nagomilavanja. Tada za proizvoljno x € X, poSto z nije tacka
nagomilavanja skupa A, postoji otvorena okolina O, tacke x, takva da je
O, N A\{z} = 0, odakle je |0, N A] < 1. Kako je X kompaktan i vazi
X = U,ex Oz, to postoji k € N tako da je X = Oy U---U Oy, . Za svako
i < kvazi |Xg, UA| <1, odakle sledi da je |A| < k. Kontradikcija; skup A
mora imati tacku nagomilavanja, odakle sledi Zeljeni zakljucak.

Neka je sada prostor (X,O) nizovno kompaktan i neka je
A = {a, : n € N} prebrojiv beskonacan podskup skupa X takav da je,
bez umanjenja opstosti, a,, # a, za m # n. Neka je (an, )ren konvergentan
podniz niza (a,)neN 1 neka je a njegova granica. Tada za proizvoljnu okolinu
U € U(a) postoji kg € N tako da za sve k > ko vazi a,, € U. Odatle sledi
da je skup UN A beskonacan, odnosno da je skup UNA\{a} neprazan. Kako
je okolina U bila proizvoljna, sledi da je a tacka nagomilavanja skupa A. =

Obrat ove teoreme ne vazi u klasi svih topologkih prostora. Kontra-
primeri se mogu naéi u [6]. U metri¢kim prostorima, medutim, ti obrati
vaZe, pa se u njima sva tri koncepta kompaktnosti poklapaju.

Teorema 2.27. Neka je (X,d) metricki prostor. Tada su sledeéi uslovi
ekvivalentni:

a) Prostor (X,d) je kompaktan;
b) Prostor (X,d) je prebrojivo kompaktan;
¢) Prostor (X,d) je nizovno kompaktan.

Dokaz ove teoreme je tehnicki prilicno slozen. Za detaljan prikaz pogledati

13].

Rezultati iz ove glave prikazuju u kom smislu nizovi nisu uvek adekvatni
za karakterizaciju vaznih topoloskih svojstava. éinjenica da nizovi nisu
dovoljni ni za potrebe analize jasna je iz definicije Rimanovog integrala
preko Rimanovih suma: posmatra se grani¢na vrednost neprebrojivo mnogo
profinjenja intervala, sa neprebrojivo mnogo moguénosti izbora tacke u
kojoj se ra¢una vrednost funkcije za svaki interval profinjenja. Ta definicija
se zasniva na grani¢noj vrednosti, ali to nije grani¢na vrednost niza! Dakle,
jasna je potreba za teorijom konvergencije objekata opstijih od nizova.



Glava 3

Mreze

U ovoj glavi definisa¢emo mreze da bismo prevazisli nedostatke nizova.
MreZe su prirodna uopS$tenja nizova, ali za razliku od nizova koji svakom
prirodnom broju pridruzuju tacku nekog skupa, one pridruzuju tacku svakom
elementu usmerenog skupa.

Podsetimo se prvo pojma parcijalno uredenog skupa. Relacija p C X2 je
relacija poretka ako i samo ako za sve x,y, z € X vazi:

Tpx (refleksivnost)
TPy Nypr = xr =y (antisimetri¢nost)
xpy \ypz = xpz (tranzitivnost)

Tada se par (X, p) naziva parcijalno ureden skup. Relaciju poretka obi¢no
oznacavamo sa <. Podskup £ C X je lanac ako i samo ako za svako z,y € L
vazi: T <yVy < x.

Relacija koja zadovoljava uslove refleksivnosti i tranzitivnosti naziva se relacija
kvazi-uredenja.

Ako je (X, <) parcijalno ureden skup i ako pritom za sve z,y € X vazi
x <yVy <z ondase (X, <) naziva linearno ureden skup.

Definicija 3.1. Neka je X neprazan skup i < binarna relacija na X. Kazemo
da relacija < usmerava skup X, ili da je skup X usmeren relacijom <,
ako i samo ako je < relacija kvazi-uredenja takva da za svaka dva elementa
postoji gornje ogranicenje, to jest vazi uslov

Ve,ye X 3ze€e X (x<zAy<z).

Par (X, <) se tada naziva usmeren skup.

39
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Definicija 3.2. Neka je X usmeren skup i A C X. Skup A je kofinalan

GLAVA 3. MREZE

PRIMER 1. Svaki linearno ureden skup (pa i skup N sa svojim uobica-
jenim uredenjem) je usmeren skup.

PRIMER 2. Ako je neprazan skup X snabdeven ,punom" relacijom,
to jest ako je x < y, za sve z,y € X, onda je on usmeren relacijom
<. Medutim, ako X sadrzi vise od jednog elementa, onda (X, <) nije
parcijalno ureden skup.

PRIMER 3. Ako su X 1Y usmereni skupovi, onda je i njihov proizvod
X X Y wusmeren skup s obzirom na relaciju < definisanu sa:
(1,91) < (w2,92) ako i samo ako je zy <xzpu X iy <youY.

podskup skupa X (ili krace: A je kofinalno u X) ako i samo ako za svako
z € X postoji a € A tako da je z < a.

PRIMER 4. Neka je (X, O) topoloski prostor i z € X. Ako na skupu
U(z) okolina tacke z definiSemo relaciju < sa:

Ui < Us ako i samo ako vazi Uy D Us,

onda je (U(x),<) usmeren (i parcijalno ureden) skup. Naime, ako
Ui,Us € U(x), onda, prema uslovu (U2) teoreme 1.24, vaZzi
UinNUy; € U(z) i pri tom je Uy O Uy NUy i Uz O Uy N Us, odakle
jeU; KU NU1U; <UL NUs.

Pokazimo da je familija B(x) baza okolina tacke x kofinalna u ¢ (z). Ako
je U € U(z) proizvoljna okolina tacke x, onda, prema uslovu (BO2),
postoji B € B(x) tako da je B C U. Sada iz definicije relacije < imamo
U < B, $to smo i hteli da pokazemo.

Ako topoloski prostor (X, Q) zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti,
onda za svaku tacku x € X postoji prebrojiva baza okolina
{B,, : n € N}, koja je pritom i opadajuc¢a u odnosu na relaciju inkluzije.
Drugim re¢ima, usmeren skup U () okolina proizvoljne tacke x ima kofi-
nalan podskup koji je izomorfan skupu N, i upravo je ta struktura bila
klju¢ efikasnisti konvergencije nizova u prostorima koji zadovoljavaju
prvu aksiomu prebrojivosti.

Prethodni primer predstavlja motivaciju za promenu definicije kon-

vergencije zamenom nizova funkcijama ¢iji su domeni proizvoljni usmereni
skupovi.
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Definicija 3.3. Ako je X neprazan skup, onda svako preslikavanje proizvo-
ljnog usmerenog skupa u skup X, z : ¥ — X, zovemo mreza' u skupu X.

Za o € ¥, umesto z(o), pisa¢emo z,, a mrezu x oznaCavacemo sa
S = (z,: 0 € XY, ili krace sa (z,)sen-

Definicija 3.4. Neka je X neprazan skup i A C X. Mreza
S = (z,:0 € 3X) uskupu X je:

- rezidualno u skupu A ako i samo ako postoji og € X tako da za sve
o > og vaZi x, € A;

- kofinalno u skupu A ako i samo ako za svako og € ¥ postoji o > og
tako da je z, € A.

Lema 3.5. Neka je S = (x5, : 0 € X) mreza u skupu X i A C X. Tada
vazi: mreZa S je kofinalno u skupu A ako i samo ako nije rezidualno u skupu

X\A.

Dokaz. Neka je mreZa (z,)scxy kofinalno u skupu A C X i pretpostavimo
da je ona i rezidualno u skupu X\ A. Tada postoji og € X tako da za sve
o > oo vazi z, € X\A, to jest z, € A, a to upravo znadi da mreza (z,)yex
nije kofinalno u skupu A. Kontradikcija.

Drugi smer se dokazuje sli¢no. [

3.1 Konvergencija mreza

Definicija 3.6. Neka je (X, O) topoloski prostor i S = (z, : 0 € ¥) mreza
u skupu X. Tacka a € X je granica mreze S ako i samo ako za svaku
okolinu U tacke a postoji og € X, tako da za svako ¢ > g vazi x, € U.

Za mrezu koja ima bar jednu granicu kazemo da je konvergentna.

Drugim re¢ima, mreza S = (z, : 0 € X) konvergira ka a € X ako i samo
ako je rezidualno u svakoj okolini U tacke a.

Definicija 3.7. Neka je (X, Q) topoloski prostor. Tacka a € X je tacka
nagomilavanja mreze S = (x, : 0 € ¥) ako i samo ako za svaku okolinu U
tacke a i svako g € X postoji o > o¢ tako da je x, € U.

Dakle, a € X je tatka nagomilavanja mreze S = (z, : 0 € X) ako i samo
ako je S kofinalno u svakoj okolini U tacke a.

1U literaturi se moZe naéi i naziv Mur-Smitov niz.
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PRIMER 5. MreZe ¢iji je domen skup N su zapravo nizovi i pretho-
dne dve definicije se u tom slu¢aju svode na definicije granice i tacke
nagomilavanja niza date u prethodnoj glavi.

PRIMER 6. Neka je na skupu R data uobicajena topologija O,.,. Neka
je 2 skup svih negativnih racionalnih brojeva sa standardnim uredenjem
<ineka je x, = r zasvako r € 3. Tada je (z, : r € ¥) mreZa u prostoru
(R, Oyop) 1 ona konvergira ka tacki 2z = 0. Zaista, ukoliko je U € U(0),
onda mora biti 0 € (a,b) C U, pa ako izaberemo 19 € (a,0) N Q (to
je moguce, jer izmedu svaka dva realna broja postoji racionalan broj),
onda za svako r > rg vazi ¢, € U. Lako se zakljuCuje i da je x = 0
jedinstvena granica ove mreze.

Ukoliko mreza (x,),ex ima jedinstvenu granicu, a, piemo limgey 2, = a,
ili kracée limz, = a.

Sada ¢éemo videti kako glase teoreme iz prethodne glave, kada umesto
konvergencije nizova posmatramo konvergenciju mreza.

Teorema 3.8. Topoloski prostor (X, O) je Hauzdorfov ako i samo ako svaka
mreza 1ma najvisSe jednu granicu.

Dokaz. Neka je (X, O) Hauzdorfov topoloski prostor i § = (z, : 0 € %)
mreza u X. Pretpostavimo da su a i b dve razli¢ite granice ove mreZe.
Neka su U i V disjunktne okoline tac¢aka a i b respektivno. Tada postoje
01,09 € X tako da je x, € U, zasve 0 > 01,1z, € V, za sve 0 > 09, pa za
oo = max{o,02} vazi x, € UNV, §to je nemoguce.

Neka sada svaka mreZza ima jedinstvenu granicu, ali pretpostavimo da
(X, 0) nije Hauzdorfov topoloski prostor. Tada postoje tacke a,b € X
takve da za proizvoljnu okolinu U tacke a i proizvoljnu okolinu V' tacke b
vazi U NV # (. Ako na skupu

Y={UnNV:Uecl(a) NV €U(d)}

definiSemo relaciju < sa: UNV; < UsNVs ako i samo ako je U1NVy D UsNVa,
gde su Uy, Uy € U(a), V1, Vo € U(D), onda je jasno da relacija < usmerava
skup . Ako za svako o € ¥ vazi z, € 0, onda je S = (x, : 0 € 3) mreza u
prostoru X. Neka je Uy proizvoljna okolina tacke a i neka je o9 = Up N X.
Tada za sve o > oq (to jest za UNV > Uy N X) vazi

e =xyny EUNV CUyN X = Uy,
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to jest tacka a je granica mreze S = (z, : 0 € X). Analogno se pokazuje da
je i tacka b granica ove mreze, $to je u kontradikciji sa pocetnim uslovom.
Dakle, prostor X je Hauzdorfov. [

Teorema 3.9. Neka je (X, Q) topoloski prostor i A C X proizvoljan skup.
Tada vazi:

a) A je skup svih granica mreZa iz A;

b) Skup A je zatvoren ako i samo ako sadrzi sve granice svih konvergentnih
mreZa koje mu pripadaju;

c) Skup D C X je gust ako i samo ako za svaku tacku x € X postoji
mreza (ds) u skupu D, ¢ija je granica tacka x.

Dokaz. a) Neka je tacka x granica mreze (a, : 0 € ) iz skupa A. Tada za
proizvoljnu okolinu U tacke = postoji og € X tako da je za svako o > oy,
a, € U. Dakle, ANU # (), pa svaka okolina tacke x sefe skup A, odakle
sledi z € A.

Neka je, sa druge strane, x € A i neka je U(x) skup okolina tacke x.
Tada je U(x) usmeren relacijom < definisanom kao u primeru 4 i za svako
U € U(z) presek AN U je neprazan. Mrezu z : U(x) — A na skupu A
definisemo tako 8to za svako U € U(z) odaberemo zy € ANU. Tada
je granica mreze (zy : U € U(x)) upravo tacka x. Zaista, ukoliko je Uy
proizvoljna okolina tac¢ke x, onda za sve U > Uy vaii

rxyg € ANU C ANUy C Uy,

odakle sledi trazeni zakljucak.

b) Neka je A zatvoren skup i (a,)sex mreZza u skupu A. Ako je z granica
ove mreZe, onda zbog tvrdenja (a) vazi x € A = A.

Neka su sada sve granice svih konvergentnih mreza iz skupa A sadrzane
u skupu A i neka je # € A. Tada, na osnovu tvrdenja (a), postoji mreza
(ay)sex u skupu A Cija je granica tacka x, a zbog datog uslova mora biti
x € A. Dakle, A C A, paje A= A, to jest skup A je zatvoren.

c¢) Kako je skup D C X gust ako i samo ako je X = D, to jest ako i
samo ako za svako z € X vazi x € D, to trazeni zakljucak sledi iz tvrdenja

(a). ]

Teorema 3.10. Neka su (X,0Ox) i (Y,Oy) topoloski prostori. Tada je
funkcija f + X — Y neprekidna u tacki xg € X ako i samo ako za svaku
mrezu (xy 1 0 € ¥) u prostoru X iz limxz, = xo sledi lim f(x,) = f(xo).
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Dokaz. Neka je funkcija f neprekidna u tacki zg € X. Tada se dokaz
trazenog uslova izvodi analogno kao dokaz teoreme 2.6.

Obrnuto, neka je funkcija f takva da za svaku mrezu (z, : 0 € X) u
prostoru X iz limx, = x¢ sledi lim f(z,) = f(x¢). Da bismo pokazali da je
f neprekidna funkcija, dovoljno je pokazati da za proizvoljan skup A C X

vazi f[A] C f[A] (teorema 1.39). Neka yo € f[A]. Tada je yo = f(z0), za
neko zgp € A. Na osnovu teoreme 3.9 (a), postoji mreza (z, : 0 € ) u
skupu A takva da je limz, = xg. Tada je lim f(z,) = f(x¢), pri ¢emu je
mreza (f(z,) : 0 € X) iz skupa f[A]. Sada, ponovo na osnovu teoreme 3.9
(a), sledi da je f(xo) € f[A], to jest yo € f[A], §to je trebalo pokazati.  m

Sada bi bilo adekvatno da damo i analogon teoreme 2.11 iz prethodne
glave. Jasno je kako bi on trebao da glasi:

Teorema 3.11. Neka je (X,O) topoloski prostor i (xs : 0 € X) mreza u
X. Tada je xg € X tacka nagomilavanja mreze (xy : 0 € X) ako i samo ako
postoji podmreZa te mreZe koja konvergira ka xg.

Naravno, da bi ovo tvrdenje imalo smisla, moramo da definiSemo pojam
y,podmreze”. Izgleda primamljivo definisati podmrezu mreze x : ¥ — X
kao mrezu koja se dobija restrikcijom preslikavanja x na kofinalni podskup
skupa Y. Medutim, sa ovakvom definicijom, podmreZa niza ne bi bila nista
drugo nego podniz, Sto bi znaéilo da teorema 2.11 vazi bez pretpostavke o
prvoj aksiomi prebrojivosti, a primer 9 iz prethodne glave ilustruje da to
nije slucaj.

Definicija 3.12. Kazemo da je mreza S’ = (x, : 0/ € ¥') podmreza
mreze S = (z, : 0 € ) ako i samo ako postoji monotono preslikavanje
¢ : X — ¥ koje zadovoljava sledecée uslove:

(PM1) Skup ¢[%'] kofinalan u ¥;

(PM2) 241 = 201y, za svako o’ € ¥

Ova definicija se razlikuje od o¢ekivane po tome Sto preslikavanje ¢ ne
mora da bude injekcija. Dakle, ¥/ moZze imati veéu kardinalnost od X.

Lako se pokazuje da svaka monotona funkcija ¢ : ¥/ — 3, takva da je
skup [¥'] kofinalan u ¥, ima sledeée svojstvo: za svako oy € ¥ postoji
o(, € ¥’ tako da je ¢(0’) > o¢ kad god je o’ > oy,

Taj uslov intuitivno zna¢i da ako o’ ,postaje veliko”, onda to vazi i za
©(0’). 1z ovog uslova je jasno da ako je mreza S rezidualno u nekom skupu,
onda je i podmreza S’ rezidualno u tom skupu. Ovo je vrlo vazno svojstvo
i podmreza je definisana na ovaj nacin upravo da bi se to postiglo.
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Lema 3.13. Neka je (X, 0) topoloski prostor, S = (z, : 0 € X) mreZa u
prostoru X i S" = (z, : 0’ € ¥') podmreza mreze S. Tada vazi:

a) Ako je x tacka nagomilavanja mreze S, onda je i tacka nagomilavanja
mreze S;
b) Ako je x granica mreze S, onda je i granica mreZe S'.

Dokaz. a) Neka je x tacka nagomilavanja mreze S i neka monotona funkcija
¢ : ¥ — ¥ zadovoljava uslove (PM1) i (PM2). Neka je U proizvoljna okolina
tacke z 1 neka je op € ¥. Tada postoji of, € ¥ tako da je ¢(o’) > op kad
god je ¢’ > of. Prema definiciji tactke nagomilavanja, postoji ¢” > o, tako
da je xon € U. Odatle je o) = xor € U i (") > 00, to jest x je tacka
nagomilavanja mreze S.

b) Pretpostavimo da je = granica mreZe S i neka je funkcija ¢ kao u (a).
Neka je U proizvoljna okolina tacke x. Tada postoji o9 € ¥ tako da za sve
o > og vazi z, € U 1 postoji o, € ¥’ tako da je ¢(o’) > o za sve o’ > oy,
Jasno, za o’ > o, vazi x,» € U, pa je x granica mreze S’. n

Da bismo dokazali teoremu 3.11 konstruisaéemo podmrezu od ¢lanova
date mreZe i usmerenog skupa okolina tacke nagomilavanja x. Za to nam je
kljucan sledeéi rezultat.

Lema 3.14. (Kelijeva® lema) Neka je S = (v, : 0 € X)) mreza u prostoru
(X,0) i A familija podskupova skupa X takva da je za svako A € A mreza
S kofinalno u A i da presek bilo koja dva skupa iz A sadrzi element iz A.
Tada postoji podmreza mreze S koja je rezidualno u svakom skupu A € A.

Dokaz. Kako presek proizvoljna dva skupa iz familije A sadrzi skup iz A,
to je skup A usmeren relacijom D. Neka je ¥’ skup svih parova (o, A),
takvih da je 0 € ¥, A € Aix, € A. Tada je skup ¥’ usmeren relacijom
na proizvodu ¥ x A. Zaista, za (¢’, A), (¢”,B) € ¥/ postoji C C AN B i
o € X tako da je 0" > o', 0" > 0" 1 xym € C, paje (¢",C) element iz X
koji je gornja granica za (o, A) i (¢”, B).

Neka je za (0,A4) € ¥/, p((0,A4)) = 0. Tada je ¢ : ¥’ — ¥ monotono
preslikavanje i skup [¥'] je kofinalan u X (jer je mreza S kofinalno u
svakom ¢lanu familije A). Dakle, y = x o ¢ je podmreza mreze xz. Neka
je Ao € A proizvoljan skup i neka je o¢ € X tako da vazi z,, € Ag. Ako je
(0,4) = (00, A0), onda 2, € A C Ag, to jest vazi y, 4) = 5 € Ao, pa je
mreZa y je rezidualno u Ap. [

2John Leroy Kelley (1916-1999), ameri¢ki matematicar
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Dokazimo sada teoremu 3.11. Neka je xy tacka nagomilavanja mreze
S = (z, : 0 € ¥). Tada primenom prethodne leme na familiju svih okolina
tacke xo dobijamo podmrezu S’ = (x, : 0’ € ¥') koja konvergira ka x.

Obrnuto, pretpostavimo da x¢ nije tacka nagomilavanja mreze
S = (z, : 0 € ¥). Tada postoji okolina U tacke zy takva da skup
{o : o € U} nije kofinalan u ¥, $to znadi da je mreza (z, : 0 € %)
rezidualno u X\U, odakle sledi da ne postoji podmreza koja konvergira ka
Zg-

3.2 Dva primera mreza u analizi

3.2.1 Bezuslovna konvergencija

Podsetimo se prvo pojma reda i njegove konvergencije iz realne analize.

Definicija 3.15. Neka je (a,)nen niz realnih brojeva. Izraz oblika
a+az o an

ili kraée
o
> an
n=1

naziva se red sa op$tim ¢lanom a,,, dok se izraz

n
Sn = Zaka n € N,
k=1

naziva se n-ta parcijalna suma reda > o | ay.

Definicija 3.16. Red Y .7, a, konvergira ako i samo ako konvergira niz
(sp : n € N) njegovih parcijalnih suma. Za red koji ne konvergira kazemo
da divergira.

Ako je lims, = s, broj s se naziva suma reda > -

n—1 0n 1 piSe se s =
2 ne1 Gn-

Neka je sada A = {a; : i € I} indeksirana familija realnih brojeva, to jest
neka je dato preslikavanje a : I — R, gde je I proizvoljan neprazan skup.
Postavlja se pitanje da li izraz ), ; a; ima smisla u kontekstu konvergencije
reda. Primetimo da ovde nema uredenja medu ¢lanovima reda, $to bi mogao
biti problem, jer je u slu¢aju I = N jasno da konvergencija reda (i njegova
suma) zavisi od relacije uredenja na skupu I, pomoc¢u koje formiramo niz
parcijalnih suma. Ipak, evo lepog odgovora:
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Definicija 3.17. KaZzemo da neuredena suma ), ;a; bezuslovno
konvergira ka a € R ako i samo ako za svako € > 0 postoji konacan
podskup J(g) C I takav da za sve kona¢ne podskupove J skupa I, za koje je
J(e) CJ C I, vazila— Y ,c i <e.

Bezuslovna konvergencija se detaljno proucava u funkcionalnoj analizi i
prevazilazi okvire ovog rada. Medutim, ono $to je za nas interesantno jeste
¢injenica da se ovaj ,nov” tip grani¢nog procesa moze posmatrati kao primer
konvergencije mreze. Naime, neka je K (I) skup svih kona¢nih podskupova
skupa I, usmerenih inkluzijom. Tada za dato preslikavanje a : I — R,
mozemo definisati mrezu z : K(I) — R sa

T ai, JeK(I).
ieJ

Pokazimo da je bezuslovna konvergencija neuredene sume ekvivalentna kon-
vergenciji mreze x u R.

Neka je > ,c;a; = a, a € R i neka je U proizvoljna okolina tacke a.
Tada postoji € > 0 tako da je (a —e,a +¢€) C U i postoji konac¢an pod-
skup J(e) C I takav da za sve kona¢ne podskupove J skupa I, za koje je
J(e) € J C I, vazi |a — ) ,c;ai| < e. Dakle, postoji J(e) € K(I) tako da
za sve J(g) C J vazi ), ;a; € (a—¢,a+¢) C U, odakle zaklju¢ujemo da
mreza x : K(I) — R konvergira ka a.

Obrnuto, neka mreza x : K(I) — R konvergira ka a € R i neka je e > 0
proizvoljno. Tada je (a — &, a+¢) okolina tacke a, pa iz konvergencije mreze
x : K(I) — R zaklju¢ujemo da postoji konacan skup Jy € K(I) takav da za
sve Jo C J vazi ) . ;a; € (a—€,a+¢), to jest |[a — >, ;a;| < €. Dakle,
neuredena suma » ;; a; konvergira bezuslovno ka tacki a.

3.2.2 Rimanov integral

Nas sledeéi primer je vazan, jer je u literaturi ¢esto izloZen na neadekva-
tan nacin.

Neka je funkcija f definisana i ograni¢ena na intervalu [a,b]| realnih
brojeva; Zelimo da definisemo Rimanov integral funkcije f. Prvo biramo
brojeve

a=xg<x1 < - <xTp =b,

a zatim i brojeve c¢y,c2,...c,, tako da je ¢ € [ri—1,%;], za svako
i € {1,2,...,n}. Tada formiramo sumu » ., f(c;)(x; — xj—1) 1 posma-
tramo neku vrstu graniéne vrednosti te sume. Medutim, pitanje je kakvu
grani¢nu vrednost. U literaturi se ¢esto moze procitati ,granica pri ¢emu
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duzina najduzeg intervala [x;_1,x;] teZi nuli”. Problem sa ovom definicijom
se sastoji u tome $to data suma nije funkcija jedne promenljive, to jest duzine
intervala [z;_1, z;], pa je neophodno progirenje koncepta grani¢ne vrednosti.
Jedan od pogodnih nacdina da se to izvede predstavlja lep primer primene
konvergencije mreza.

Definicija 3.18. Tagovana particija intervala [a,b] C R je svaki
konacan skup tacaka x; € [a,b], i = 0,1,...,n, takav da je

a=x0<x1 < < xp_1<xTy=0>0,

zajedno sa tackama ci,co,...c,, pri Cemu je ¢ € [x;_1,x;], za svako
i€{1,2,...,n}. Uvodimo oznaku P = {([zi—1, x|, ¢i) }I;.
Tacke x; nazivaju se deobene tacke, a svaki interval [z;_1,z;],i = 1,2,...,n,

interval tagovane particije. Duzinu intervala podele oznacavaemo sa
Az;. Duzinu najduzeg intervala tagovane particije P oznacava¢emo sa dp.

Ako je P tagovana particija kakvu smo upravo opisali, onda je suma
Yoy f(ei)(z; — @i—1) funkcija jedne promenljive - tagovane particije P.
Upravo iz tog razloga smo i zahtevali da se P sastoji i od deobenih i od
intermedijalnih tacaka.

Definicija 3.19. Neka je P proizvoljna tagovana particija intervala [a, b].
Suma

S(f,P) = flc)Az;
=1

naziva se Rimanova integralna suma funkcije f na intervalu [a, b].

Definicija 3.20. Broj L je Rimanov integral funkcije f : [a,b] — R ako
i samo ako za svako € > 0 postoji 6 = d(¢) > 0 tako da za svaku tagovanu
particiju P = {([xi—1,xi], ¢;)}}, intervala [a, b] za koju je dp < §, vazi da je

]zn:f(cz-)Aa:i - L <e.

i=1

Ako postoji broj L koji zadovoljava date uslove, kazemo da je funkcija f
Riman integrabilna na intervalu [a, b], i piSemo

L:/abf(x)d:c.
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Definigimo relaciju < u skupu P svih tagovanih particija intervala [a, b]:
P, < P, ako i samo ako je ép, < dp,.

Skup P svih tagovanih particija intervala [a, b] je usmeren (i parcijalno ure-
den) relacijom <: ako su P; i P, dve tagovane particije i ako je dp, < dp,,
onda je P, P» < P5, a ako je dp, > dp,, onda je P, P» < P;. Dakle, za dato
preslikavanje f : [a,b] — R, moZemo definisati mrezu S = (S}c, : P eP)sa

P 8, =8(f.P) =" flci)Az;.
=1

Pokazimo sada da je funkcija f Riman integrabilna sa integralom L ako
i samo ako mreza S konvergira ka L.

Neka je L = ff f(z)dx i neka je U proizvoljna okolina tacke L. Tada
postoji € > 0 tako da je (L —¢,L +¢) C U. Za to € postoji § = () > 0
tako da za svaku tagovanu particiju P = {([zi—1, ], ¢;)}}, intervala [a, b]
za koju je dp < 4, vazi da je

n

\Zf(ci)Axi —L|l<e.

i=1

Dakle, ako je P tagovana particija takva da je dp. = §, onda za svaku tago-
vanu particiju P = {([zi—1,2],¢)}, intervala [a,b] takvu da je
P > P., vazi S’Ifg € (L—¢,L+¢) C U, odakle zaklju¢ujemo da mreza
S = <S£ : P € P) konvergira ka L.

Obrnuto, neka mreza S = <SIJ; : P € P) konvergira ka L € R i neka je
e > 0 proizvoljno. Tada je (L — e, L + €) okolina tacke L, pa iz konvergen-
cije mreze S zakljucujemo da postoji tagovana particija Py takva da za sve
tagovane particije P za koje je Py < P vazi S}; € (L —e,L+¢). Dakle, za
sve tagovane particije P za koje je dp < dp, vazi

S(f, P) =L = fe)Az; — L| <,

i=1

to jest broj L je Rimanov integral funkcije f.
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3.3 Univerzalne mreze

Definicija 3.21. Mreza S = (z, : 0 € X) u skupu X je univerzalna
mreza (ili ultramreza) ako i samo ako za svaki podskup A C X vazi da je
S ili rezidualno u A, ili rezidualno u X'\ A.

Lema 3.22. Mreza S = (2, : 0 € ¥) u skupu X je univerzalna ako i samo
ako za svaki podskup A C X wvazi uslov: ako je S kofinalno u A, onda je S i
rezidualno u A.

Dokaz. Neka je S = (z, : 0 € ¥) univerzalna mreza, A C X proizvoljan
skup i neka je S kofinalno u A. Tada, prema lemi 3.5, S nije rezidualno u
X\A, odakle prema definiciji univerzalne mreze, S mora biti rezidualno u
A.

Neka sada vazi dati uslov i neka je A C X proizvoljan skup. Pret-
postavimo da mreza S nije rezidualno u A. Tada, zbog datog uslova, S nije
kofinalno u A, pa je, na osnovu leme 3.5, S rezidualno u skupu X\ 4, §to je
trebalo pokazati. [

Lema 3.23. Neka je x : Y, — X univerzalna mreza i f : X — 'Y proizvoljna
sirjekcija. Tada je indukovana mreZa fox : Y, — Y takode univerzalna.

Dokaz. Neka je A C Y proizvoljan skup. Tada je f~'[A] C X pa, kako
je x : 3. — X univerzalna mreza, vazi da je x ili rezidualno u f~1[A]
ili je rezidualno u X\ f~![4]. U prvom slu¢aju ée f o x biti rezidualno u
fIf 1Al = A, a u drugom u f[X\f7![A]] = Y\A. Dakle, mreza f oz je

univerzalna. m

PrRIMER 7. Obrat prethodne leme ne vazi. Neka je mreza x : N — Q
definisana sa
2(n) = 0, ako J:e n parno
1, ako je n neparno

i neka je dato preslikavanje f : Q — {c}, f(q) = ¢, za svako ¢ € Q.
Tada je, ofigledno, mreza f ox : N — {c} univerzalna (tu osobinu,
trivijalno, imaju sve skoro konstantne mreze), dok mreza x nije.
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Lema 3.24. Svaka podmreZa univerzalne mreZe je univerzalna mreza.

Dokaz. Neka je S = (z, : o' € ¥') podmreza mreze S = (x, : 0 € %)
u skupu X i neka je ¢ : ¥ — ¥ monotono preslikavanje koje zadovoljava
uslove (PM1) i (PM2) iz definicije podmreze. Neka je A C X proizvoljan
skup i neka je mreza S = (z, : 0 € ¥) rezidualno u A, to jest neka je op € X
takvo da za sve o > 0g vazi ¢, € A. Prema posledici uslova (PM1), postoji
oy € ¥ takvo da je ¢(o’) > o9, za sve 0’ > of. Tada za ¢’ > o{, imamo
Tyo) = Tor € A. Dakle, podmreza §' = (v, : 0 € ¥') je rezidualno u
skupu A, odakle sledi da je ona univerzalna. [

Primetimo da konvergentna mreza ne mora da bude univerzalna: posma-
trajmo, na primer, konvergentan niz (x,)peN = <%>n€N u skupu [0, 1] i skup
A={1,%4¢%, ...} Tada je niz (z,)en kofinalan i u skupu A i u njegovom
komplementu, pa nije rezidualno ni u jednom od ta dva skupa. Zaklju¢ujemo
da univerzalan niz mora biti skoro konstantan.

Teorema 3.25 (Kejli). Svaka mreza sadrzi univerzalnu podmrezu.

Dokaz. Neka je S = (z, : 0 € ¥) mreZa u skupu X. Posmatrajmo sve
kolekcije A podskupova skupa X koje zadovoljavaju sledeée uslove:

(i) YV1,Yoe A=Y NYs € A

(ii) i EA,YVQ oYT =Y EA;

(i) Y € A= mreza S je kofinalno u Y.

Skup svih takvih familija je neprazan, jer sadrzi bar jednoclanu familiju
A = {X}, i on predstavlja parcijalno ureden skup s obzirom na relaciju <
definisanu sa: A; < As ako i samo ako je A; C Ay. Jasno je da je unija
lanca takvih familija takode familija koja zadovoljava date uslove, pa prema
lemi Zorna postoji familija A koja nije sadrzana ni u jednoj od familija sa
datim osobinama. Tvrdimo da familija A zadovoljava i dodatno svojstvo:
za proizvoljan podskup A C X vazidaili A € A4, ili X\A € A.

Zaista, pretpostavimo prvo da je za svako Y € A mreZza S kofinalno u
skupu ANY. Tada familija A’ svih skupova koji sadrze presek ANY, za
neko Y € A, zadovoljava uslove (i), (i) i (427) i sadrzi familiju A, pa zbog
maksimalnosti familije A vazi A" = A, odakle sledi da skup A = AN X
pripada familiji A i da je mreZza S kofinalno u A. Pretpostavimo sada da
postoji skup Y € A takav da mreza .S nije kofinalno u ANY’, odnosno da je
S rezidulano (a samim tim i kofinalno) u X\(ANY). Prema prethodnom
razmatranju zaklju¢ujemo da vazi X\(ANY') € A, pa iz uslova (i) dobijamo

YN(X\(ANY))=Y\(ANY) e A,
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i kona¢no iz uslova (ii) sledi X\ A € A.

Primenimo sada Kejlijevu lemu (lema 3.14) na mrezu S = (z, : 0 € %)
i familiju A: dobijamo podmrezu S’ koja je rezidualno u svakom skupu
A € A. Kako familija A ima svojstvo da za svako A C X vazi ili A € A, ili
X\A € A, to je podmreza y univerzalna. m

Sledeéi rezultati predstavljaju nagovestaj svrhe univerzalnih mreza.

Teorema 3.26. Neka je S = (x, : 0 € ) univerzalna mreZa u topoloskom
prostoru (X, Q). Tada je xog € X tacka nagomilavanja mreze S ako i samo
ako mreZa S konvergira ka xg.

Dokaz. Ako je zp € X tacka nagomilavanja mreze S = (x, : 0 € X), onda
je mreza S kofinalno u svakoj okolini U tacke xg, pa je, na osnovu leme 3.5,
ona i rezidualno u svakoj okolini U tacke xg, odakle sledi da data mreza
konvergira ka xg.

Obrnut smer vazi trivijalno za sve mreze. =

Definicija 3.27. Neprazna kolekcija A podskupova skupa X ima svojstvo
konac¢nog preseka, skrac¢eno s.k.p., ako i samo ako svaka konac¢na potkolek-
cija kolekcije A ima neprazan presek.

Teorema 3.28. Neka je (X, O) topoloski prostor. Tada su sledeéi uslovi
ekvivalentni:

a) Svaka mreZa u prostoru X ima konvergentnu podmrezu;

=

Svaka mreza u prostoru X ima tacku nagomilavanja;

o
~

Svaka univerzalna mreZa u prostoru X je konvergentna;

e

Za svaki otvoren pokriva¢ {O;}icr skupa X, postoji konacéan podskup
J C I takav da je |J;c; Oi = X, to jest prostor X je kompaktan;

e) Za svaku kolekciju {F;}ier zatvorenih skupova koja ima svojstvo kon-
acnog preseka vazi (\;cp Fi # 0.

Dokaz. (a)=(b) Sledi direktno iz teoreme 3.11.
(b)=-(c) Sledi direktno iz teoreme 3.26.
(c)=(a) Sledi direktno iz teoreme 3.25.

Ekvivalencija tvrdenja (d) i (e) sledi primenom de Morganovih zakona:
osobina (d) postaje osobina (e) kada zatvorene skupove izrazimo kao F; =
X\O;, i obrnuto. Zbog toga je dovoljno pokazati ekvivalenciju uslova (b) i

(e).
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Neka vazi uslov (b), i neka je {F;}ics familija zatvorenih podskupova
skupa X koja zadovoljava svojstvo kona¢nog preseka. Tada je indeksni
skup I usmeren relacijom < na slede¢i nacin: ¢ < j ako i samo ako je
F; C F;. Ukoliko za svako 7 € I odaberemo element x; € F;, dobi¢emo mrezu
x: I — X. Neka je g € X tacka nagomilavanja ove mreZe i pretpostavimo
da postoji i € I tako da xo ¢ F;. Tada z¢p € O; = X\ F; i na osnovu defini-
cije tacke nagomilavanja postoji indeks j > ¢ takav da je z; € O;. Ali tada
je F; C Fj;, pa dobijamo

$jEFjﬂOigFimOi:(X\Oi)ﬂOi:(b.

Kontradikcija.

Neka sada vazi uslov (e) i neka je z : I — X mreza u prostoru X. Za
svako ¢ € I definisimo skup F; = {z; : j > ¢}. Kako usmerenost skupa [
implicira da za svaki konac¢an podskup J C I postoji 2 € I tako da je i > j
za sve j € J, to familija {F;};cs zatvorenih podskupova ima svojstvo kon-
afnog preseka, pa prema nasSoj pretpostavci, postoji xg € ﬂie ; Fi. Neka
je U proizvoljna okolina tacke x¢ i neka je ¢ € I proizvoljan indeks. Tada
xo € Fj, pa je skup F; N U neprazan. Drugim re¢ima, postoji j > i tako da
xj € U i to znadi da je mreza x : I — X kofinalno u skupu U. Kako je U
bila proizvoljna okolina, zaklju¢ujemo da je x( tacka nagomilavanja mreze
x:I—X. u

3.3.1 Teorema Tihonova

Teorema Tihonova predstavlja jedan od najvaznijih rezultata opSte topo-
logije. Ime je dobila po Andreju Nikolajevicu Tihonovu, koji ju je prvi
dokazao 1930. godine. Moderniji dokazi teoreme Tihonova zasnivaju se na
kriterijumima kompaktnosti pomoéu konvergencije nizova, a veé¢ smo videli
da je takav pristup adekvatan ako prostor zadovoljava prvu aksiomu prebro-
jivosti. Medutim, prva aksioma prebrojivosti nije multiplikativna osobina,
pa je i u ovom sluc¢aju potrebna odgovaraju¢a zamena za nizove. Dokaz koji
¢emo navesti delo je Kelija i predstavlja izvanrednu primenu univerzalnih
mreza.

Podsetimo se prvo topologije Tihonova na proizvodu [ [;.; X; proizvoljne
familije familije topoloskih prostora {(X;, O;) : i € I}. Podbazu ove topolo-
gije ¢ine skupovi oblika W;l[Oi], gde je m; : [[;c; Xi = X; projekcija na i-ti
faktor i O; otvoren skup u prostoru Xj.
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g

Teorema 3.29. Neka je (z7 : 0 € X) mreZa na proizvodu X = [[;c; Xy,

gde je x° = (z¢ : i € I), 0 € ¥. Tada mreza (z : 0 € ¥) konvergira ka

x={(x;:1€I)€ X akoisamo ako za svakoi € I mreza m;({x : 0 € X)) =
(o

(¢ : 0 € B) konvergira ka x; € X;.
Dokaz. Neka je x = (z; : i € I) € X granica mreze (z° : 0 € ¥) i
i € I proizvoljan indeks. Preslikavanje m; : [[X; — X; je neprekidno,
pa je i sekvencijalno neprekidno (teorema 2.6), odakle sledi da je tacka
mi((x; : 1 € I)) = x; granica mreze m;((z? : 0 € X)).

Obrnuto, neka za svako i € I mreza (z¢ : 0 € X) konvergira ka x; € X
i neka je U proizvoljna okolina tatke x = (z; : ¢ € I). Tada postoji element
baze topologije Tihonova B = (¢ wi_l[Oi], takav da je z € B C U, pa za
svako ¢ € K vazi x; € O;. Sada, prema pretpostavci, za svako i € K postoji
o; € X, takvo da za svako o > o; vazi 2f € O;. Neka je o9 € X takvo
da je o9 > 0, za svako i € K. Tada za sve o > og vazi z{ € O;, to jest
x? € B C U. Dakle, za svaku okolinu U tacke x postoji o9 € ¥ tako da je
x? € U, za sve o > 0y, pa je tacka x granica mreZze (z7 : 0 € ). [

Sada moZzemo dokazati teoremu Tihonova, koja tvrdi da je proizvod
proizvoljne kolekcije kompaktnih topoloskih prostora kompaktan topoloski
prostor, to jest da je kompaktnost multiplikativna osobina.

Neka su (X;,0;), ¢ € I, kompaktni prostori i X = J[X;. Da bismo
pokazali da je X kompaktan topoloski prostor, prema teoremi 3.28, dovoljno
je pokazati da je svaka univerzalna mreza u prostoru X konvergentna. Neka
je x proizvoljna univerzalna mreza u X. Tada je, prema lemi 3.23, za svako
i € I mreZa m;(x) univerzalna u prostoru X;. Kako je, za svako i € I, pros-
tor X; kompaktan, to je, prema teoremi 3.28, mreza m;(x) konvergentna, za
svako ¢ € I. Ako sa x;, i € I, ozna¢imo granice mreza m;(x), onda, prema
prethodnoj teoremi, mreza = konvergira ka (z;). Kraj!

Postavlja se pitanje u kojoj meri se aksioma izbora koristi u dokazu
teoreme Tihonova. Ona se svakako ne moze izbeéi, jer je neophodna za
dokaz da svaka mreza ima univerzalnu podmrezu. 1950. godine, Keli je
dokazao da teorema Tihonova implicira aksiomu izbora. Dakle, teorema
Tihonova predstavlja jo$ jedan ekvivalent aksiome izbora!



Glava 4

Filteri

Pojam mreZe je usko povezan sa slicnom konstrukcijom, zvanom filter.
Tako filteri ,,ne izgledaju” kao uop$tenja nizova, oni su sli¢ni na veoma priro-
dan nacin. U ovoj glavi bavi¢emo se uopstenom teorijom filtera, definisa¢emo
ultrafiltere, i pokusSati da prikazemo njihovu izuzetnu primenu, pre svega
kada je re¢ o teoriji konvergencije.

4.1 Filteri i ultrafilteri na skupu

Definicija 4.1. Neka je X neprazan skup. Neprazna familija & C P(X)

podskupova skupa X je filter na skupu X ako i samo ako zadovoljava sledeée

uslove:

(FI1) Prazan skup nije element familije @, to jest () & ®;

(FI2) Presek dva elementa familije ® pripada familiji ®, to jest za sve
Fi, Fs € ® vazi Fi N Fy € O,

(FI3) Svaki nadskup elementa familije ® pripada familiji ®, to jest ako je
Fedi FCGCX,ondaGeo.

Ako je Npep F # 0, filter ® se naziva glavni; u suprotnom je neglavni
filter.

Indukcijom se lako pokazuje da je presek kona¢no mnogo elemenata
filtera takode element filtera.

PRIMER 1. Za svaki neprazan podskup A C X, kolekcija
b4 ={F C X :AC F} svih podskupova skupa X koji sadrze skup A
predstavlja filter na skupu X. Kako je (peq F' = A, filter @4 je glavni.

55
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PRIMER 2. Ako je skup X konacan, onda i skup P(X) ima kona¢no
mnogo elemenata, pa to vazi i za svaki filter na skupu X. Zbog toga je
za proizvoljan filter ® na kona¢nom skupu X ispunjeno (pcq F' € @.
Dakle, svaki filter na kona¢nom skupu je glavni.

PRIMER 3. Neka je X beskonacan skup. Kolekcija svih kokonac¢nih
podskupova skupa X, to jest kolekcija

O, = {X\K : K C X je konacan skup}

je filter na skupu X. Ovaj filter zovemo FRESEOV FILTER, i za njega
vazi

ﬂ F:X\U{K:Knge konacan skup} = X\ X = 0.
Fed

Dakle, Freseov filter (a samim tim i svaki filter koji ga sadrzi) je neglavni.

PRIMER 4. Neka je (X, Q) topologki prostor i z € X. Tada je kolekcija
U(z) okolina tacke z filter na skupu X (teorema 1.24) i to glavni.

Kolekcija svih filtera na skupu X predstavlja parcijalno ureden skup s
obzirom na inkluziju. Ako je {®;};cs indeksirana familija filtera na skupu
X, onda je ® = [;c; ®; takode filter na skupu X i to najveci filter koji je
sadrzan u svakom filteru ®;. Dakle, proizvoljna familija filtera na nekom
skupu ima najveée donje ograni¢enje. Medutim, ako skup X ima bar dva
elementa, onda postoje filteri ®; i 3 na X takvi da ne postoji filter &
koji sadrzi i ®; 1 ®2 (posmatrajmo, na primer, skup X = {0,1} i filtere
®; = {{0},{0,1}} 1 &3 = {{1},{0,1}}). Dakle, ako je |X| > 1, parcijalno
ureden skup filtera na X nije usmeren skup s obzirom na inkluziju.

Definicija 4.2. Ako su ®1 i ®5 filteri na skupu X i ako je &1 C P, onda
kazemo da je filter ®5 finiji od filtera ®; ili da je filter ®; grublji od filtera
5.

Podsetimo se da za nepraznu familiju A podskupova skupa X kazemo
da ima svojstvo kona¢nog preseka ako i samo ako svaka kona¢na podfamilija
familije A ima neprazan presek. Iz uslova (FI1) i (FI2) zaklju¢ujemo da
svaki filter ima svojstvo konacnog preseka. Sa druge strane, svaka familija
skupova sa s.k.p. moze da se dopuni do filtera:

Teorema 4.3. Svaka kolekcija A podskupova skupa X, koja ima svojstvo
konacnog preseka, sadrzana je u nekom filteru.



4.1. FILTERI I ULTRAFILTERI NA SKUPU o7

Dokaz. Neka je A* kolekcija podskupova skupa X koji sadrze presek neke
kona¢ne podkolekcije kolekcije A. Dokazaéemo da je kolekcija A* trazeni
filter.

Neka je A € A. Tada je A =[{A} € A*, paje A C A*.

Pokazimo sada da je kolekcija A* filter. Neka je F' € A* proizvoljan
element. Tada F' sadrzi presek A1 NAsN---NA,, zanckone NiA; €A,
i = 1,...,n, koji je neprazan, jer kolekcija A ima s.k.p. Dakle, F # (), pa
je ispunjen uslov (FI1). Posto i proizvoljan nadskup skupa F' sadrzi presek
AiNAyNn---NA,, on takode pripada kolekciji A*, pa vazi i uslov (FI3).
Konacno, ako F' € A*1 A\NALN---NA, CF zanckomeNiA €A,
i=1,...,m,ondaje AiNAsN---NA,NA NA,N---NA CFNF' pa
je FNF' € A*, to jest ispunjen je i uslov (F12). [

Definicija 4.4. Filter Y C P(X) je ultrafilter ako i samo ne postoji filter
® C P(X) koji je pravi nadskup skupa U, to jest ako i samo za svaki filter
PCP(X)izU C P sledid = .

Ako je X neprazan skup, onda svaki glavni ultrafilter na skupu X ima
oblik U = @1,y = {A C X : 2 € A}, za proizvoljno z € X, odakle je
jasno da za svaki podskup A C X vazi A € U (ako z € A), ili X\A e U
(inace). Medutim, ovu osobinu imaju svi ultrafilteri. Preciznije, vazi sledeca
teorema:

Teorema 4.5. Filter U C P(X) je ultrafilter ako i samo ako za svaki pod-
skup A C X vazi: AelU ili X\Ae€U.

Dokaz. Neka je U C P(X) ultrafilter i A C X podskup skupa X takav da
U ne sadrzi ni A ni X\ A. Pokazimo da kolekcija U U {A} ima s.k.p. Presek
kona¢no mnogo elemenata kolekcije U je neprazan, jer je U filter. Ako je
U,Us,...,U, €U,onda je Uy NUsN---NU, N A, jer bi u suprotnom
bilo Uy NUzN---NU, € X\A € U. Dakle, kolekcija U U {A} ima s.k.p. pa
je, na osnovu prethodne teoreme, kolekcija (U U {A})* filter. Medutim, ta
kolekcija je pravi nadskup skupa U, jer sadrzi skup A. Kontradikcija!

Neka je sada U filter takav da za svaki podskup A C X vazi A € U ili
X\A € U. Neka je & C P(X) filter takav da je Y C ®. Ako bi postojao
element F' € ®\U, onda bi morao biti X\F € U C ®, odakle bismo dobili
) = FN(X\F) € ®, sto je kontradikcija sa uslovom (FI1). Dakle, U = ®,
to jest U je ultrafilter. [

Teorema 4.6. Svaka kolekcija A podskupova nepraznog skupa X, koja ima
svojstvo konacnog preseka, sadriana je u nekom ultrafilteru.
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Dokaz. Neka je X neprazan skup i neka kolekcija A C P(X) ima s.k.p. Na
osnovu teoreme 4.3, skup

P={®2CP(X): AC DdAD je filter} C P(P(X))

je neprazan. Neka je L C P proizvoljan lanac u parcijalno uredenom
skupu (P,C). Pokazimo da je ¥ = (Jgc, ® element skupa P. Kako je
A C U CP(X), treba jos pokazati da je U filter.

Ako je F € ¥, onda F pripada nekom filteru ® € L, pa je F # (), to
jest zadovoljen je uslov (FI1). Ako je FF C A C X, istim rezonom zakljucu-
jemo da je A € ® C ¥, pa vazi i uslov (FI3). Neka je sada i F/ € W i
neka je ®' € L takvo da je F’ € ®. Kako je £ lanac, mora biti ® C &' ili
&' C ®. U prvom slucaju je F, F' € &', pa kako je ®’ filter, zakljuc¢ujemo da
je FNF' € ® C ¥. U drugom sluc¢aju analogno dobijamo F'NEF’ € V¥, pa
je ispunjen i uslov (FI2).

Dakle, ¥ € P, a kako za svako ® € £ vazi & C VU, filter ¥ je gornje
ogranicenje lanca £. Na osnovu leme Zorna, postoji maksimalni element
U € P. Pokazimo da je U ultrafilter. Neka je & C P(X) filter takav da je
UC P Tadaje A CU C P, pa ¢ € P, a kako je U maksimalni element
skupa P, mora biti ® = /. Dakle, familija i/ je trazeni ultrafilter. ]

Posledica 4.7. Svaki filter je sadrzan u nekom ultrafilteru.

Dokaz. Kako svaki filter ima svojstvo kona¢nog preseka, tvrdenje sledi di-
rektnom primenom prethodne teoreme. [

Na svakom nepraznom skupu X postoje glavni ultrafilteri (njihov oblik
je @(,y, zaneko x € X)), ali su oni trivijalni i, samim tim, manje interesantni.
Postojanje neglavnih ultrafiltera je jos jedna posledica teoreme 4.6.

Posledica 4.8. Na svakom beskonacnom skupu postoji neglavni ultrafilter.

Dokaz. Neka je @, Fresov filter na beskona¢nom skupu X (pogledati primer
3). Prema prethodnoj teoremi, postoji ultrafilter &/ C P(X), takav da je
®p, C U. Odatle zakljucujemo da je Npey F' € Npes,, £ = 0, pa je U
neglavni ultrafilter. [

Teorema 4.9. Neka su X 1Y neprazni skupovi i f : X — Y proizvoljna sir-
jekcija. Tada, ako je U C P(X) ultrafilter na X, onda je
V ={f[U]: U € U} ultrafilter na Y.
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Dokaz. Kako je proizvoljan element U € U neprazan skup, to je i f[U] # 0,
pa kolekcija V zadovoljava uslov (FI1). Neka je f[U] € A C Y. Tada
je U C fYfIUY € f7YA], pa f~'[A] € U, pa kako je f sirjekcija, sledi
A = f[f~1[A]] € V. Dakle, zadovoljen je uslov (FI3). Ako jei U’ € U, onda
jeUNU €U, paje fTUNU'] € V. Kako je f[lUNU'] C flU]N flU'],
primenom uslova (FI3) dobijamo da je f[U] N f[U'] € V, pa vaZi i uslov
(FI2). Dakle, kolekvija V je filter.

Pokazimo sada da je V ultrafilter. Neka je A C Y. Tada je f~![A] C X,
pa kako je U ultrafilter na skupu X, prema teoremi 4.5 vazi f~1[A] € U ili
X\f'[A] € Y. U prvom slu¢aju imamo f[f~'[A]] = A € V, a u drugom
FIX\f1A]] = Y\A € V, pa je, opet prema teoremi 4.5, kolekcija V ultra-
filter. [

4.2 Predfilter

Definicija 4.10. Neka je X neprazan skup. Neprazna familija C C P(X)
podskupova skupa X je predfilter (ili baza filtera) na skupu X ako i samo
ako zadovoljava sledeée uslove:

(BF1) Prazan skup nije element familije C, to jest ) & C;

(BF2) Presek svaka dva elementa familije C sadrzi neki element familije C,
to jest za sve Ay, As € C postoji As € C tako da je A3 C A1 N As.

Lema 4.11. Ako je familija C predfilter na skupu X, onda je familija
e ={FCX:FDA, zaneko AeC}

filter na skupu X.

Dokaz. Pokazimo da familija ®¢ zadovoljava uslove iz definicije filtera.

Neka je F' € ®¢ proizvoljan element. Tada je A C F, za neko A € C
i1 A#0 pajeF # 0, to jest vazi uslov (FI1). Ako je F C G C X, onda
imamo A C F C G, odakle sledi G € ®¢, pa je zadovoljen i uslov (FI3).
Konacno, neka Fi, Fo € &¢. Tada je Ay C Fy i As C F5 za neke Ay, Ay € C.
Kako je familija C baza filtera, postoji Az € C tako da je A3 C A; N Ao,
odakle sledi da je A3 C Fy i A3 C F,. Dakle, A3 C F; N Fy, odakle je
Fy N F, € &¢, pa je ispunjen i uslov (FI2). [
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Definicija 4.12. Filter ®¢ iz prethodne leme naziva se filter generisan
predfilterom C, ili filter pridruZen predfilteru C.

PRIMER 5. Svaki filter je, trivijalno, predfilter.

PRIMER 6. Neka je X skup i x € X. Tada je jednoclana familija C =
{{z}} predfilter na skupu X. Ovaj predfilter generise glavni ultrafilter
O, ={FCX:zeF)

PRIMER 7. Neka je (X, ) topologki prostor i Y C X, Y # (). Tada
je kolekcija Cy = {O € O :' Y C O} predfilter na skupu X. Filter
pridruzen ovoj bazi je kolekcija skupova koji sadrze Y u svojoj un-
utrasnjosti.

Definicija 4.13. Neka su C; i Cy predfilteri na skupu X. Predfilter C; je finiji
od predfiltera Co, u oznaci Co < Cq, ako i samo ako je filter ®¢,, generisan
predfilterom Cy, finiji od filtera ®¢,, generisanog predfilterom Co, to jest ako
i samo ako vazi ®¢, C P, .

Lema 4.14. Neka su Cy i Co predfilteri na skupu X. Predfilter C1 je finigi
od predfiltera Co ako i samo ako za svako A € Cy postoji B € Cy tako da je
B C A.

Dokaz. Neka su @, 1 @c, filteri pridruzeni predfilterima C; i Co, respektivno.
Neka vazi uslov Co < C; i neka je A € Cy. Tada je

A€C2g¢C2 Q‘I)Cp

pa kako je filter ®¢, generisam predfilterom Cp, postoji B € C; tako da je
B CA.

Neka sada za svako A € Cy postoji B € C; tako da je B C A. Neka
je F' € ®¢,. Tada postoji A € Cy tako da je A C F. Prema pretpostavci,
postoji B € C; tako da je B C A C F', odakle zaklju¢ujemo da vazi F' € ®¢,.
Prema tome, vazi ®¢, C ®¢,, odakle sledi trazeni zakljucak. [

Definicija 4.15. Predfilteri C; i C2 na skupu X su ekvivalentni, u oznaci
C1 ~ Cq, ako i samo ako vazi Co < C1 1 C; < (o, to jest ako i samo ako
generisu isti filter.
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PRIMER 8. Neka je X skup sa bar dva elementa. Tada postoje baze
filtera Cy i C2 na skupu X takve je C; ~ Co, ali da vazi C; # Cs. Naime,
za proizvoljnu tacku x € X vazi da je jednoé¢lana familija C; = {{z}}
baza filtera na skupu X (primer 6), a filter koji ona generise je takode
baza filtera na skupu X. Dakle, ako ozna¢imo Co = {F' C X : x € F'},
onda ¢e baze filtera C; i Cy biti ekvivalentne, ali neée biti jednake, jer
¢e skup X biti sadrzan samo u bazi Cs.

Lako se pokazuje da je relacija < refleksivna i tranzitivna relacija na
skupu svih predfiltera nekog skupa, to jest da je ona relacija kvazi-uredenja
na skupu svih predfiltera nekog skupa, pa prelazak sa predfiltera na odgo-
varajuéi filter predstavlja primer prelaska sa kvazi-uredenja na pridruzeno
parcijalno uredenje.

Definicija 4.16. Neka je familija C predfilter na skupu X. Predfilter C je
ultra predfilter (ili ultra baza filtera) ako i samo ako je pridruzen filter
®e ultrafilter.

4.3 Konvergencija filtera

Definicija 4.17. Neka je (X, O) topoloski prostor i @ filter u skupu X.
Tacka a € X je granica filtera ® ako i samo ako svaka okolina U tacke a
pripada filteru @, to jest ako i samo ako vazi U(a) C ®.

Za filter koji ima bar jednu granicu kazemo da je konvergentan.

Kako je kolekcija okolina tacke a, U(a), takode filter u prostoru X, mozemo
reéi i da filter @ konvergira ka a ako i samo ako je filter ® finiji od filtera
U(a).

Ukoliko filter @ ima jedinstvenu granicu, a, piSemo limpce F' = a.
Definicija 4.18. Neka je (X, Q) topoloski prostor i C predfilter u skupu X.
Tacka a € X je granica predfiltera C ako i samo ako je a granica filtera

®¢ generisanog predfilterom C.
Za predfilter koji ima bar jednu granicu kazemo da je konvergentan.

Jasno, tacka a je granica predfiltera C ako i samo ako svaka okolina U tacke
a sadrzi element kolekcije C.

Definicija 4.19. Neka je (X, O) topoloski prostor. Tacka a € X je tacka
nagomilavanja filtera ® ako i samo ako svaka okolina tacke a ima neprazan
presek sa svim elementima, filtera ®.
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Analogno se definiSe i tacka nagomilavanja predfiltera.

PRIMER 9. Neka je data familija C = {(n,00) : n = 1,2,3...} pod-
skupova skupa R sa uobi¢ajenom topologijom. Ova familija nije filter
na skupu R, jer o¢igledno ne zadovoljava uslov (FI3), ali jeste predfilter
na R. Ovaj predfilter (pa i njemu pridruZen filter ®¢) nije konvergen-
tan. Naime, za svako a € R okoline oblika (a —r, a + ) tacke a, gde je
r € R proizvoljno, ne sadrze nijedan element kolekcije C.

Do sledeceg rezultata dolazi se direktnom primenom definicija 4.17 i 4.19:

Lema 4.20. Neka su ® i ® filteri u prostoru (X, Q) takvi da je ® C &' g
neka je a € X.

a) Ako je a tacka nagomilavanja filtera ®', onda je i tacka nagomilavanja
filtera ®@;
b) Ako filter ® konvergira ka a, onda i filter ®' konvergira ka a.

Lema 4.21. Neka je (X, O) topoloski prostor.

a) Ako filter ® konvergira ka a € X, onda je a tacka nagomilavanja filtera
d;

b) Ako je a € X tacka nagomilavanja ultrafiltera U, onda U konvergira
ka a.

Dokaz. a) Ako filter ® konvergira ka a € X, onda je U(a) C P, pa za
proizvoljnu okolinu U tacke a i proivoljan element F filtera @, vazi UNE # (),
zbog uslova (F12) za filter .

b) Neka je a € X tacka nagomilavanja ultrafiltera & i U proizvoljna
okolina tacke a. Tada okolina U sece svaki element ultrafiltera U, odakle za-
kljuc¢ujemo da vazi U € U, jer bi u suprotnom bilo X\U € U i UN(X\U) = 0.
Prema tome, vazi U(a) C U, to jest ultrafilter U konvergira ka a. ]

PRIMER 10. Neka su p, ¢ € R? razlicite tacke i neka je
d={FCR?:pgcF}

Tada je kolekcija ® filter sa tackama nagomilavanja p i ¢, ali tacke p i
¢ nisu granice tog filtera. Naime, kako je prostor R?, sa uobi¢ajenom
topologijom, Hauzdorfov, to se tacke p i ¢ mogu razdvojiti disjunktnim
otvorenim skupovima O), i Oy, respektivno, pa ¢e upravo skupovi Oy, i
O, biti okoline tacaka p i ¢ koje nisu sadrzane u filteru ®.
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U nastavku ¢emo, jezikom filtera, prikazati analogone teorema o karakte-
rizaciji topoloskih prostora.

Teorema 4.22. Topoloski prostor (X,0) je Hauzdorfov ako i samo ako
svaki filter tma najvise jednu granicu.

Dokaz. Neka je (X, O) Hauzdorfov topoloski prostor i ® filter u X. Pret-
postavimo da su a i b dve razli¢ite granice ovog filtera. Neka su U i V
disjunktne okoline tacaka a i b respektivno. Tada U,V € ®, pa iz uslova
(FI12) sledi UNV € @, a zbog (FI1) mora biti U NV # (). Kontradikcija.

Neka sada svaki filter ima jedinstvenu granicu, ali pretpostavimo da
(X, 0) nije Hauzdorfov topoloski prostor. Neka su tacke a,b € X takve
da za proizvoljnu okolinu U tacke a i proizvoljnu okolinu V tacke b vazi
UNV # (. Ako definiSemo filter ® kao kolekciju svih podskupova skupa X
koji sadrze tacke a i b, to jest ® = {F C X : a,b € F}, onda je lako videti
da ® konvergira i ka tacki a i ka tacki b. Kontradikcija. n

Teorema 4.23. Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X proizvoljan skup.
Tada vazi:

a) A je skup svih granica filtera koji sadrze skup A;

b) Skup A je zatvoren ako i samo ako sadrzi sve granice svih konvergentnih
filtera koji sadrze A;

¢) Skup D C X je qust ako i samo ako za svaku tacku x € X postoji filter
koji sadrzi skup D i ¢ija je granica tacka x.

Dokaz. a) Ako je tacka z granica filtera ® koji sadrzi skup A, onda je
U(z) C @, pa za proizvoljnu okolinu U tacke x vazi U N A # (. Dakle,
re A

Neka je, sa druge strane, x € A, to jest neka svaka okolina U tacke x
sece skup A. Tada je C={UNA:U € U(z)} predfilter koji konvergira ka
x, odakle zaklju¢ujemo da je z granica pridruZenog filtera ®¢, koji pri tom

sadrzi skup A.

b) Neka je A zatvoren skup i neka je @ filter koji sadrzi skup A. Ako je
x granica filtera ®, onda zbog tvrdenja (a) vazi z € A = A.

Neka su sada sve granice svih konvergentnih filtera koji sadrze skup A
sadrzane u skupu A i neka je x € A. Tada, na osnovu tvrdenja (a), postoji
filter ® koji sadrzi skup A i ¢ija je granica tacka x, a zbog datog uslova mora
biti € A. Dakle, A C A, pa je A = A, to jest skup A je zatvoren.

c¢) Kako je skup D C X gust ako i samo ako je X = D, to jest ako i
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samo ako za svako x € X vazi € D, to trazeni zakljucak sledi iz tvrdenja

(a). "

Teorema 4.24. Neka su (X,0x) i (Y,Oy) topoloski prostori. Tada je
funkcija f : X — Y neprekidna u tacki xo € X ako i samo ako za svaki filter
O u prostoru X iz limpee F = xg sledi limpes f(F) = f(zo).

Dokaz. Napomenimo prvo da je, za neprekidno preslikavanje f : X — Y
i filter ®, kolekcija f[®] = {f[F]: F € ®} predfilter na skupu Y, jer je
fIFNG] C fI[F]N f[G], za sve F,G € D.

Neka je f neprekidna u tacki xg, to jest neka vazi uslov
YV € U(f(z0)) 3U € Ulzo) SIU) S V. (1)

Neka je ® filter u prostoru X i neka je limpeg F' = xp, to jest neka je
U(xg) € ®. Neka je V proizvoljna okolina tacke f(zp). Tada postoji
otvoren skup O u prostoru Y takav da je f(zg) € O C V. Kako je funkcija
f mneprekidna, skup f~[O] je otvoren i sadrzi tacku g, pa, prema pret-
postavci, vazi f71[0] € ®. To znadi da je f[f1[0]] € f[®]. Kako je
fIf7HO] € O CV, tojeV € f[®], to jest predfilter f[®] konvergira ka
f(zo).

Obrnuto, pretpostavimo da funkcija f o¢uvava konvergenciju filtera, to
jest neka za svaki filter ® u prostoru X iz limpeg F' = xq sledi limpeg f(F) =
f(zg). Da bismo pokazali da je f neprekidna funkcija, dovoljno je pokazati
da za proizvoljan skup A C X vazi f[A] C f[A] (teorema 1.39). Neka
yo € f[A]. Tada je yo = f(z0), za neko 19 € A. Na osnovu teoreme 4.23
(a), postoji filter ® koji sadrzi skup A i koji konvergira ka zy. Tada je
lim f(®) = f(xo), pri ¢emu filter f(®) sadrzi skup f[A]. Sada, ponovo na
osnovu teoreme 4.23 (a), sledi da je f(z0) € f[A], to jest yo € f[A], 5to je
trebalo pokazati. m

Teorema 4.25. Neka je (X, Q) topoloski prostor i ® filter v X. Tada je
zo € X tacka nagomilavanja filtera ® ako i samo ako postoji filter ®', finiji
of ®, koji konvergira ka x.

Dokaz. Neka je xg tacka nagomilavanja filtera ®. Posmatrajmo skup
C={UNF:Uecl(x),F e o}

Kako je xg tacka nagomilavanja filtera ®, svaki od skupova UNF' je neprazan.
Neka su U; N Fy i Uy N Fy dva proizvoljna elementa iz kolekcije C. Tada vazi
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(U1NF)N(UaNFy) = (UNU2)N(F1NFy) € C, pa je C predfilter koji sadrzi
sve okoline tacke zy (odakle filter generisan familijom C konvergira ka x).
Kako predfilter C sadrzi sve elemente filtera ® (F' = F'NX, za svako F' € ),
to je filter generisan predfilterom C finiji od ®, §to je trebalo pokazati.

Neka je, sa druge strane, filter ®’ finiji od filtera ® i neka ®’ konvergira
ka x¢, ali pretpostavimo da x¢ nije tacka nagomilavanja filtera ®. Tada pos-
toji element F filtera ® takav da vazi xg ¢ F. Posmatrajmo okolinu X\F
tacke xg. Ako bi ta okolina bila sadrzana u filteru ®’, onda bismo imali
)= FNX\F € ®, sto je nemogude. Dakle, X\F ¢ @', §to je kontradikcija
sa pretpostavkom da filter ' konvergira ka xg. [

éinjenica da se kompaktnost topoloskog prostora moze okarakterisati i
pomocu konvergencije filtera sada sigurno ne predstavlja iznenadenje.

Teorema 4.26. Neka je (X, ) topoloski prostor. Tada su sledeci uslovi
ekvivalentni:

a) Prostor X je kompaktan, to jest zadovoljava ekvivalentne uslove teo-
reme 3.28;

b) Svaki filter na skupu X ima tacku nagomilavanja;

c) Svaki ultrafilter na skupu X je konvergentan.

Dokaz. (a)=-(b) Neka je ® = {F;};cs filter na skupu X. Tada kolekcija ®
ima svojstvo kona¢nog preseka, pa to svojstvo imaju i zatvorenja elemenata
kolekcije ®, to jest postoji x € X tako da je x € ﬂielﬁ. Dakle, svaka
okolina taCke x sece svaki element filtera ®, pa je x tacka nagomilavanja

filtera ®.

(b)=-(c) Sledi direktno iz leme 4.21.

(c)=(a) Neka vazi uslov (c) i neka je {F;}ier familija zatvorenih skupova
prostora X koja ima svojstvo kona¢nog preseka. Tada je, na osnovu teoreme
4.6, familija {F;};es sadrzana u nekom ultrafilteru #. Neka je tacka z € X
granica ultrafiltera . Tada je x tacka nagomilavanja ultrafiltera U/, pa svaki
element familije ¢/, a samim tim i svaki skup Fj, sece svaku okolinu tacke z.
Dakle, za svako i € I vazi x € F; = F;, pa i presek [);c; F; sadrzi tacku x.
Dakle, vazi uslov (e) teoreme 3.28, to jest prostor X je kompaktan. [

Teorema 4.27. Neka je ® filter na proizvodu X = [[;c; X;i familije topoloskih
prostora {(X;, 0;) : 1 € I'}. Tada filter ® konvergira ka (z; :i € I) € X ako
i samo ako za svako i € I filter m;(®) konvergira ka x; € Xj;.

Dokaz. Kako konvergencija filtera ostaje o¢uvana pri neprekidnim preslika-
vanjima, to iz konvergencije filtera ® sledi konvergencija filtera 7;(®).
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Obrnuto, neka za proizvoljno ¢ € I filter m;(®) konvergira ka z; € X,
to jest neka je svaka okolina tacke x; element filtera m;(®). Neka je U
proizvoljna okolina tacke (x; : i € I). Tada postoji element baze topologije
Tihonova B = (;cx W;I[Oi], gde je K C I konacan skup, a O; € O;, takav
daje (x; :i € I) € B C U. No, tada je z; € O; za sve i € K, pa kako je
svaka okolina tacke z; element filtera 7;(®), postoje F; € ®, i € K, tako da
je O; = m;[F;]. Sada je

U2B=(m'0]=)m"[mE]2 () Fe?,
€K €K €K

pa U € ®. Dakle, filter ® konvergira ka (z;)ic;s. [

Sada ¢emo prikazati dokaz teoreme Tihonova, koji je dao Kartan,
koristedi filtere. Nije tesko naslutiti kako on izgleda.

Neka su (X, 0;), i € I kompaktni topologki prostori i X = [[X;. Da
bismo pokazali da je X kompaktan topologki prostor, prema teoremi 4.26,
dovoljno je pokazati da je svaki ultrafilter u prostoru X konvergentan. Neka
je U proizvoljan ultrafilter u X. Tada je, prema teoremi 4.9, za svako ¢ € I,
7;[®] ultrafilter u prostoru X;. Kako je, za svako i € I, prostor X; kompak-
tan, to je, prema teoremi 4.26, ultrafilter 7;[®] konvergentan, za svako i € I.
Ako sa x;, i € I, ozna¢imo granice filtera m;[®], onda, prema prethodnoj
teoremi, filter ® konvergira ka (z;);cr. Kraj!



Glava 5

Korespondencija izmedu mreza
1 filtera

Vratimo se na trenutak na Kelijev dokaz teoreme Tihonova pomodéu uni-
verzalnih mreza i Kartanov dokaz iste teoreme pomocu ultrafiltera, i upore-
dimo ih. Ako svako pojavljivanje segmenta ,univerzalna mreza”’ zamenimo
sa ,ultrafilter”, dokazi postaju identi¢ni! Ovo zapaZzanje, zajedno sa mnogim
drugim primerima analognih rezultata iz prethodne dve glave, sugerise da
mreze i filteri ne predstavljaju samo razli¢ite nacine za bavljenje konver-
gencijom, nego i da su ta dva koncepta, na neki nacin, direktno povezana.
Preciznije, namece se ideja da postoji postupak pomocéu kog se datoj mrezi
pridruzuje filter, i obrnuto, na takav nacin da se oCuvaju pojmovi konver-
gencije, tacke nagomilavanja, podmreze, finijeg filtera, univerzalne mreze i
ultrafiltera. U ovoj glavi uspostavi¢emo upravo takvu korespondenciju.

Ukoliko se, u potrazi za metodom prelaska sa mreze na filter, vratimo
na prethodne dve glave, mozemo primetiti da smo takav prelaz veé¢ imali
u dokazu implikacije (b)=(e) teoreme 3.28. U nastavku ¢emo ponoviti tu
konstrukciju.

Definicija 5.1. Neka je S = (z, : 0 € ¥) mreza u skupu X ineka je og € X
proizvoljno. Skup

Toy = {25 :0 > 00}
naziva se trag elementa og.

Lema 5.2. Neka je S = (z, : 0 € X) mreza u skupu X. Tada je kolekcija
tragova mreze S, T(S) = {Ty : 0 € X}, predfilter na skupu X .

67
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Dokaz. Familija T(S) je neprazna i ne sadrzi prazan skup, pa je ispunjen
uslov (BF1). Neka su Ty, ,T,, € 7(S) proizvoljni tragovi. Tada, kako je ¥
usmeren skup, postoji o3 € 3 tako da je ispunjeno o1 < 031 09 < 03, pa za
odgovarajuce tragove tada vazi 1,,, C T, N1,,. Dakle, ispunjen je i uslov
(BF2). [

Definicija 5.3. Filter generisan predfilterom iz prethodne leme naziva se
filter generisan mrezom S i oznacava se sa F'(S).

Lema 5.4. Neka je S = (x5 : 0 € X) mreza i @ filter na skupu X. Tada
F € F(S) ako i samo ako je mreza S rezidualno u F.

Dokaz. Neka je F' € F(S). Tada je F nadskup nekog traga mreZe S, to jest
postoji og € X tako da je T, C F'. Kako je 0 € Ty,, za svako o > 0y, to je
mreza S rezidualno u 7, pa je rezidualno i u skupu F.

Neka je sada mreza S rezidualno u F. Tada postoji o9 € X tako da za
sve 0 > og vazi z, € F. Odatle je T, C F, odnosno F € F(S5). n

Obrnuto, pretpostavimo da je dat filter ® sa skupu X. Kako konstrui-
sati mrezu od filtera ®7 Prvi, a verovatno i tezi zadatak, je pronalazenje
usmerenog skupa ¥, dok je drugi zadatak definisanje preslikavanja
x : 2% — X. Kljuéno zapazanje je da uslov

Fi,Fh ed=3dF;3€®: F5C FiNk (1)

upravo pokazuje da su elementi kolekcije @ usmereni obrnutom inkluzijom,
Sto nam sugeriSe da za skup 3 odaberemo upravo kolekciju ®. Sada, kako
bismo dobili mrezu, moramo svakom elementu F' € ® pridruziti neki element
xzp € X. Uslov zp € F se sam namece, ali on svakako nije dovoljno precizan.
Ta ¢injenica nagoveStava da skup X treba drugacije definisati.

Lema 5.5. Neka je ® filter na skupu X i neka je na skupu
X(®)={(z,F):z € F € d}

definisana relacija < na sledeéi nacin: (xr1, F1) < (ze2, F3) ako i samo ako
je F1 O Fy. Tada je (3(®),<) usmeren skup i preslikavanjem (xz,F) — x
definisana je mreza na skupu X.

Dokaz. Nekasu (1, F1), (z2, F2) € 3(®) proizvoljni elementi. Tada Fy, 5 €
F, pa, zbog uslova (1) iz razmatranje pre leme, postoji F3 € ® tako da
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vazi F3 C F1 N Fy. Odatle je F3 C Fy i F3 C F5, pa je za proizvoljno
x € F3, (x,F3) € X(P) element za koji je ispunjeno (z1,F1) < (x, F3) i
(132,F2) E (I,Fg). ]

Definicija 5.6. Mreza z : ¥(®) — X definisana u prethodnoj lemi naziva
se mreza generisana filterom & i oznacava se sa M (®).

Teorema 5.7. Neka je ® filter na skupu X. Tada vaZi:

a) Tragovi mreze M (®) su upravo elementi filtera ®;

b) @ = F(M(®)).

Dokaz. Primetimo da tvrdenje (b) sledi direktno iz tvrdenja (a), posto su
elementi predfiltera koji generise filter F'(M (®)) upravo tragovi mreze M (P).

Dokazimo tvrdenje (a). Radi lakSeg zapisa, oznafimo sa S mrezu
M(®) : X(®) — X. Nekaje (z, I') € ¥(®). Pokazimo da je tada T(, py = F'.
Neka je (y,G) > (z,F). Tada je G C F i Sy ¢ = y. Jasno, za sve
(y,G) > (z,F) vazi Sy € F, pa je Tz py € F. Neka je sada y € F.
Tada je (y, F') > (z, F), odakle je S, py = y € T ). Dakle, T, py = F,
to jest svaki trag je ¢lan kolekcije ®. PokaZimo obrnuto, to jest da je svaki
¢lan kolekcije @ trag mreze M (®P). Neka je x € F € ® proizvoljno. Tada
(z, F) € X(®), pa se istim rezonovanjem pokazuje da je F' = T{, ). m

Posledica 5.8. Neka je ® proizvoljan filter na skupu X. Tada F € ® ako 4
samo ako je mreza M(®) rezidualno u F.

Dokaz. Neka je F' € ®. Tada je, zbog prethodne teoreme, F' € F(M(®)),
odakle je, prema lemi 5.4, mreza M (®) rezidualno u F'.
Obrnut smer se pokazuje analogno. =

PrRIMER 1. Neka je na skupu X, sa bar dva elementa, dat trivijalan
filter ® = {X}. Tada je domen mreze M (®) skup {X} x X i ona je
definisana sa (z, X) — x. Primetimo da za indukovano kvazi-uredenje
na X vazi x < y za sve z,y € X, to jest da je skup X usmeren,
ali da relacija < nije antisimetri¢na. Odatle za svako z € X imamo
Tex)y={y € X :y>x} =X, paje zaista ® = F(M(D)).
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Teorema 5.7 ima i mnoge druge vazne posledice. Injektivnost operatora
M je jedna od njih. Dakle, razli¢iti filteri ¢e generisati razli¢ite mreze.
Zatim, operator F' je sirjektivan, to jest za svaki filter na skupu X postoji
mreza kojoj ¢e upravo taj filter biti pridruzeni. Medutim, operator F' nije
injektivan. Uopsteno govore¢i, beskona¢no mnogo mreza ima isti priduzeni
filter (najocigledniji primer je proizvoljan niz, zajedno sa podnizom kom
nedostaje samo prvi ¢lan, a zatim i podnizom bez prva dva ¢lana itd.).
Upravo ta ¢injenica onemogucuje strogu matematicku ekvivalenciju izmedu
klase svih mreza i klase svih filtera na nekom skupu X.

PRIMER 2. Neka je  : ¥ — {a} konstantna mreza, to jest neka za
svako 0 € ¥ vazi x, = a. Tada je skup svih tragova mreze = dat sa
T (z) = {a}, pa je filter generisan mrezom = dat sa F'(z) = {a}. Pos-
matrajmo sada mrezu M (F(z)). Njen indeksni skup ima samo jedan
element, par (a,{a}), dok skup ¥ moze da ima proizvoljno mnogo ele-
menata. Odatle zaklju¢ujemo da je z # M (F(z)).

Pretodno razmatranje i primer pokazuju da jednakost © = M (F(x)) ne
vazi u opStem slu¢aju. Medutim, mreze = i M(F(x)) su ekvivalentne u
smislu da konvergiraju ka istim tackama i da imaju iste tacke nagomilavanja
u proizvoljnom topoloskom prostoru X. Preciznije, vaze slede¢e teoreme:

Teorema 5.9. Neka je (X, O) topoloski prostor, S mreza na prostoru X, ®
filter na prostoru X i neka je xg € X. Tada vaZi:

a) Filter ® konvergira ka xo ako i samo ako mreza M(®) konvergira ka
Zoy
b) Mreza S konvergira ka xo ako i samo ako filter F(S) konvergira ka xy.

Dokaz. a) Neka filter ® konvergira ka x¢ i neka je U proizvoljna okolina tacke
xg. Tada je (xo,U) € X(®), pa za (z,F) > (x9,U) dobijamo z € F C U.
Dakle, mreza M (®) takode konvergira ka x.

Obrnuto, neka mreza M (®P) konvergira ka xo i neka je U proizvoljna
okolina tacke xg. Tada postoji (2/, F') € X(®) tako da za sve (z,F) >
(2!, F") vazi 2y py = x € U. Odatle je F C U, pa, zbog uslova (FI3) za
filter ®, zaklju¢ujemo da vazi U € ®. Kako je okolina U bila proizvoljna, to
je U(x) C P, to jest filter ® konvergira ka zg.

b) Neka mreza S konvergira ka x( i neka je U proizvoljna okolina tacke x.
Tada postoji og € ¥ tako da za sve 0 > o9 vazi z, € U, to jest T,, C U.
Kako je filter F/(S) generisan kolekcijom tragova mreze S, zaklju¢ujemo da
U € F(S), a posto je U bila proizvoljna okolina, sledi U(z¢) C F(S), to jest
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filter F'(S) konvergira ka (.

Neka sada filter F'(S) konvergira ka xo i neka je U proizvoljna okolina
tacke xo. Tada je U € F(S), to jest postoji g € ¥ tako da je T,,, C U. Sada
je za svako o > oy ispunjeno z, € T,, C U, odnosno mreza S konvergira ka
xo. [

Sledeca lema je vrlo korisna, jer karakteriSe tacke nagomilavanja mreze
preko tragova te mreze.

Lema 5.10. Tacka xqg je tacka nagomilavanja mreZe x : ¥ — X ako 1 samo
ako je xo € (Nyex 1o

Dokaz. Neka je xg tacka nagomilavanja mreze x : 3 — X i neka je 0 € X
proizvoljno. Pretpostavimo suprotno: neka xg ¢ T,. Tada postoji okolina
U tacke xg koja ne sadrzi tacke skupa T,. Medutim, prema definiciji tacke
nagomilavanja, mreza x : 3 — X je kofinalno u svakoj okolini tactke xq, pa i
u okolini U, &to implicira da postoji ¢’ > o tako da je z,» € U. Kontradik-
cija. Dakle, 2o € T, za sve 0 € X.

Neka sada 2o € [ ey T, i pretpostavimo da z nije tacka nagomilavanja
date mreZze. Tada postoji okolina U tacke xg takva da mreza x : ¥ — X
nije kofinalno u U, to jest postoji okolina U tacke zg i o¢9 € ¥ tako da za
sve o > oo vazi x, € U. Odatle, za svaku otvorenu okolinu O C U tacke
zo takode vazi ¢ > 09 = z, ¢ O. Tada skup T,, ne sefe skup O, jer
bi u suprotnom vazilo da je T,,\O najmanji zatvoren skup koji sadrzi Ty,
Sto bi bila kontradikcija. Dakle, zg & Ty, §to je u suprotnosti sa uslovom
70 € Nyex T,. Dakle, zq jeste tacka nagomilavanja date mreZe. [

Teorema 5.11. Neka je (X, Q) topoloski prostor, S mreZa na prostoru X,
® filter na prostoru X i neka je xg € X. Tada vazi:

a) xg je tacka nagomilavanja mreze S ako i samo ako je xg tacka nagomila-
vanga filtera F(S);

b) g je tacka nagomilavanja filtera ® ako i samo ako je xg tacka nagomila-
vangja mreze M(®).

Dokaz. a) Dovoljno je pokazati da je xo tacka nagomilavanja mreze S ako i
samo ako je zg € F za svaki element F predfiltera koji generige filter F'(S)
(jer za svaki element G filtera F'(S) postoji element F' tog predfiltera tako
da je F C G, odakle je FF C G). Medutim, kako je predfilter koji generise
filter ®(S) upravo kolekcija tragova mreze S, trazeni rezultat sledi direktno
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iz prethodne leme.

b) Prema tvrdenju (a), xo je tacka nagomilavanja mreze M (®) ako i
samo ako je zg tacka nagomilavanja filtera F'(M(®)), pa tvrdenje sledi pri-
menom teoreme 5.7, (b). ]

Prelaskom sa mreZe na odgovarajuéi filter i obrnuto ostaje ocuvana i
osobina univerzalnosti u odgovarajuéem smislu.

Teorema 5.12. Neka je (X, O) topoloski prostor, S mreza na prostoru X i
® filter na prostoru X. Tada vaZi:

a) Mreza S je univerzalna ako i samo je F(S) ultrafilter;
b) ® je ultrafilter ako i samo ako je mreza M (®P) univerzalna.

Dokaz. a) Neka je mreza S univerzalna, neka je A C X proizvoljan skup
i neka je, bez umanjenja opstosti, S rezidualno u A. Tada postoji o9 € X
tako da za sve o > 0g vazi z, € A, onda je T, C A, pa A € F(95).

Obrnuto, ako je F'(.S) ultrafilter i ako je proizvoljan skup A C X element
filtera F'(S), onda postoji o¢ € 3, tako da je T, C A, pa za sve o > o vazi
T, € A, to jest mreza S je rezidualno u A.

b) Prema tvrdenju (a), mreza M (®P) je univerzalna ako i samo ako je
F(M(®)) ultrafilter, pa tvrdenje sledi primenom teoreme 5.7, (b). ]

Postavlja se pitanje da li se pri prelasku sa mreZe na filter i obrnuto
oCuvava 1 koncept podmreze, odnosno finijeg filtera. Odgovor daje sledec¢a
teorema.

Teorema 5.13. Neka je (X, O) topoloski prostor i S = (x, : 0 € ¥) mreZa
u prostoru X. Ako je S" = (x, : o' € ¥') podmreZa mreze S, onda je filter
F(S") finiji od filtera F(S).

Dokaz. Neka monotono preslikavanje ¢ : ¥’ — 3 zadovoljava uslove (PM1)
i (PM2). Neka je F proizvoljan element filtera F'(S). Tada postoji op € ¥
tako da je T, C F, to jest za svako o > o vazi x, € F'. Zbog uslova (PM1)
postoji of, € ¥’ tako da je za sve o’ > o{, ispunjeno p(o’) > oy. Jasno, tada
je, zbog uslova (PM2), z,» € F za sve o' > o{,. Dakle, vazi Ty, C F, pa kako
je Tgé trag mreze S’, skup F pripada filteru generisanom mrezom S’, to jest
F e F(5"). Kako je F € F(S) bio proizvoljan element, sledi F'(S) C F(S’),
to jest filter F'(S’) je finiji od filtera F(S). L]
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Nazalost, dualno tvrdenje ne vaZi, to jest ako je filter @' finiji od filtera @,
onda se ne moze tvrditi da je mreza M (®’) podmreza mreze M (®). Sledeci
primer ilustruje tu situaciju.

PRIMER 3. Neka je X = N. DefiniSimo za svako n € N skup F,, sa:
F,={1}u{n,n+1,n+2,...}.

Kako je za proizvoljne m,n € N ispunjeno Fy, N Fy = Frax(mn}
to je kolekcija C = {F, : n € N} predfilter na skupu X. Neka je
C' = CU{1}. Tada je i kolekcija C’ predfilter na X i za odgovarajuce
filtere ®¢ i Per vazi e C Per. Medutim, za element (1,{1}) usmerenog
skupa X (®¢) vazi (1,{1}) > (z, F), za sve (z,F) € X(®¢), ali takav
element ne postoji u usmerenom slupu 3(®¢), pa ne postoji monotono
preslikavanje ¢ : X(®¢) — X(P¢). Dakle, mreza M(®P') ne moze biti
podmreza mreze M (P).

Definicija podmreze koju smo dali u glavi 3 je zadovoljavaju¢a u smislu
da se uklapa u teoriju konvergencije bas onako kako smo Zeleli: tvrdenje
»To je tacka nagomilavanja mreze S ako i samo ako postoji podmreza te
mreze koja konvergira ka zy" vazi sa takvom definicijom. Medutim, sada
kada imamo na raspolaganju korespondenciju sa teorijom filtera, moZemo
dati mnogo jednostavniju definiciju pojma podmreze.

Definicija 5.14. Mreza S’ = (2, : ¢/ € ¥') je podmreZa mreZe
S = (z, : 0 € X) ako i samo ako je filter generisan mrezom S’ finiji od
filtera generisanog mrezom S, to jest ako i samo ako vazi F(S) C F(5’).

Drugim rec¢ima, mreza S’ je podmreza mreze S ako i samo ako za svako
. . ! . L. . e
o € X postoji o/ € ¥/ tako da je Tf, C TY'. Koriste¢i ovu definiciju sa
lako¢om se dokazuju klju¢ne teoreme iz Glave 3.
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Zakljucak

U metrickim prostorima, kao $to je skup realnih brojeva sa standardnom
metrikom, skup A je zatvoren ako i samo ako sadrzi sve granice svih konver-
gentnih nizova koji mu pripadaju. Pored toga, metricki prostor je kompaktan
ako i samo ako svaki niz ima konvergentan podniz. Medutim, u proizvoljnim
topoloskim prostorima ove ekvivalencije ne vaZe u op$tem sluc¢aju. Nazalost,
neretko se deSava da neoprezan ¢italac tvrdi da je kompaktnost uvek ekvi-
valentna sekvencijalnoj kompaktnosti.

Takode, pri radu sa topoloskim prostorima, pre ili kasnije, nailazi se
na prostore koji nisu Hauzdorfovi ili ne zadovoljavaju prvu aksiomu pre-
brojivosti. Dakle, dolazi se u situaciju u kojoj je potrebno okarakterisati
topoloski prostor, a u kojoj konvergencija nizova nije od velike pomoéi. U
takvoj situaciji pozZeljno je poznavati teoriju konvergencije mreza ili filtera.

Svrha ovog rada je da ukaZe na to kako nizovi nisu dovoljni za karakteri-
zaciju vaznih topoloskih svojstava, kao $to su neprekidnost, kompaktnost i
mnoge druge, a potom i da prikaze osnovne rezultate teorije konvergencije
mreza i filtera, koje postizu cilj koji nizovi nisu mogli, ali i vise od toga:
poznavanjem neke od ove dve teorije, fundamentalna teorema Tihonova se
dokazuje u par redova, dok su drugi dokazi znatno duzi i komplikovaniji.

U poslednjoj glavi ovog rada prikazano je da se sva tvrdenja iz teorije
konvergencije mreza mogu dokazati i pomocu filtera i obrnuto, pa se cita-
lac moze opredeliti za bavljenje samo jednom od ove dve teorije, shodno
konkretnom problemu koji treba da resi.

Autor se nada da je ovim master radom dao jednu zaokruZenu pric¢u
o konvergenciji. lako je rad napisan prvenstveno u cilju zavrSetka master
studija, moze posluziti kao osnov za produbljivanje znanja iz teorije konver-
gencije svim zainteresovanim ¢itaocima.
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