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1 Uvod

Iz apsolutne geometrije nam je poznata teorema:” Zbir duzina dveju stranica uvek je veci
od duzine trece stranice.” Ako su duzine stranica a, b, ¢ nekog trougla, onda ¢emo reci da je
uredena trojka (a, b, c) pridruzena tom trouglu. S obzirom na to, da se u ovom delu bavimo
egzistencijom odredenih trouglova, tj. nalazenjem uslova pod kojim neki trougao postoji. Npr.
”Da li za svaku uredenu trojku (a, b, ¢) postoji trougao ¢ije su stranice duzina a,b, ¢ redom?”1z
apsolutne geometrije sledi da je odgovor da ukoliko vazi navedena teorema. Sta vise, ova
teorema podrazumeva i osnovnu osobinu ”dve kruznice” apsolutne geometrije, naime kruznice
C(Ay,r1) 1 C(Ag,15) se seku u taéno dve tacke, ako duzine 7y, ro i d(A;, Ag) €ine uredenu
trojku pridruzenu nekom trouglu. Medutim ova teorema ukazuje i na to da za obradu temelja
hiperboli¢ne geometrije je potreban ogroman razvoj apsolutne ravanske geometrije.

Prema tome u prvom delu ovog rada ¢emo navesti osnovne pojmove, definicije i teoreme
koje ¢e nam biti potrebne, iako je ovaj rad samo uvod u neke osnovne osobine hiperboli¢ne
geometrije.

Pitanje koje ¢e biti obradeno je egzistencija nekih pravouglih trouglova u zavisnosti od toga
u kom obimu su nam poznate mere ostrih uglova i duzine stranica. Tacnije razmatramo dva
slucaja: ako su zadate mere dva oStra ugla pravouglog trougla ¢iji je zbir manji od 90° i ako je
zadata mera ostrog ugla i duzina njegove naspramne stranice.

Pokazac¢emo da egzistencija takvih pravouglih trouglova podrazumeva postojanje ¢etiri druga
,pridruzena“ pravougla trougla i takode postojanje pet , pridruzenih“ L-¢etvorouglova.

Ukratko, u okviru ovog rada, mi zelimo da razvijemo "metodu pridruzenog pravouglog
trougla”, koja je karakteristicna za hiperbolicnu geometriju, i koja se moze koristiti za odgovor
na mnoga pitanja egzistencije odredenih trouglova.



2 Osnovni pojmovi i definicije

2.1 Apsolutna ravan

U ovom poglavlju predstaviéemo osnovne osobine apsolutne ravanske geometrije, bazirane
na Birkohovim aksiomama koje ¢emo predstaviti kroz potpoglavlje 2.1. Sve teoreme koje ¢emo
predstaviti su takode teoreme euklidske geometrije.

Neka je apsolutna ravan skup ¢iji su elementi tacke koje ¢emo obelezavati velikim slovima
alfabeta, npr. A, B, C. Apsolutna ravan je univerzalan skup (prostor) u smislu da sve tacke pri-
padaju ravni. Boldovanim velikim slovima alfabeta obelezava¢emo podskupove (potprostore)
ravni, a ravan ¢emo obeleziti sa A2 (gde nam eksponent ukazuje na dimenziju prostora). Pret-
postavimo sada da je S neki podskup prostora A%, onda komplement tog poskupa (skup svih
tacaka koje nisu u S) obelezavamo sa S. Ocigledno je da je komplement od A2 prazan ili nula
skup u oznaci (), tj. skup bez elemenata. Napomenuéemo jos da ukoliko je broj elemenata ne-
kog skupa dat odredenim brojem kao npr. 2 ili 3 onda podrazumevamo da je to broj razlicitih
elemenata, a ne broj simbola za elemente koji mogu obelezavati isti element. Slede¢im aksi-
omama ¢emo definisati pravu, rastojanje izmedu tacaka na pravoj i korespondenciju izmedu
skupa realnih brojeva i tacaka na pravoj, tj. merenje rastojanja tacaka.

Aksioma 1. Postoje neprazni podskupovi od A2 koje nazivamo pravama, sa osobinom da
svake dve tacke pripadaju tacno jednoj pravoj.

Napomena: Prave ¢emo obelezavati malim slovima alfabeta, npr. a,b, c. Takode koristimo
oznaku p(A, B) ili p(B, A) da predstavimo jedinstvenu pravu koja prolazi kroz dve tacke.

Aksioma 2. Neka su A i B dve razlicite tacke, tada postoji jedinstven nenegativan broj
d(A,B) = d(B,A) koji nazivamo rastojanje izmedu tacaka A i B. Ako je A = B onda
je rastojanje nula.

Aksioma 3. Ako jet prava iR skup svih realnih brojeva, tada postoji korespondencija, obelezZena
sa X < x, 1izmedu tacaka X koje pripadaju pravoj t i brojeva x iz R tako da rastojanje izmedu
tacaka A i B na pravojt je apsolutna vrednost razlike brojeva a i b iz R koji odgovaraju tackama
A i B redom.

Napomena: S obzirom da je poznato da je skup realnih brojeva beskonacan, iz aksiome 3
direktno sledi da i broj tacaka na jednoj pravoj je takode beskonacan, odakle dalje dobijamo
da i ravan A2 sadrzi beskonacno mnogo tacaka. Posledice ovih aksioma su takode i sledeca
teorema.

Teorema 2.1. Ako se dve prave seku, onda se one seku u tacno jednoj tacki.

Dokaz. 1z prve aksiome znamo da svake dve tacke jedinstveno odreduju pravu. Neka su r i s
dve prave koje se seku, tj. rNs # (). To znaci da bar jedna tacka pripada preseku, ali ta tacka
je jedinstvena jer u suprotnom dobijamo kontradikciju sa jedinstvenoséu pravih. ]

Definicija 2.1. Realan broj b je izmedu dva broja a i ¢, ako je velicina b izmedu velicina a 1
¢, 1 to obelezavamo sa {(abc) ili (cba), i pritom jos vaze relacije a < b < cilic<b < a.

Definicija 2.2. Tacka B je izmedu tacaka A i C, u oznaci (ABC) ili (CBA), ako su A, B,C
kolinearne tacke i vazZi jednakost d(A, B) +d(B,C) = d(A,C).



Definicija 2.3. Ako je A # B, otvorena duz od A i B, u oznaci S(AB) ili S(BA) je skup
definisan sa
S(AB) = S(BA) ={X : (AXB)}.

Zatvorena duz od A i B, ili samo duZ od A i B, je skup obelezen sa S|AB] ili S|BA] definisan
sa

S[AB] = S[BA] = {X : X = A,ili (AXB),ili X = B}.

Poluotvorena duz od A i B su skupovi definisani sa

S[AB) = {X : X = A, ili (AXB)}

S(AB] ={X : (AXB),ili X = B}.
Napomena: Tacke A i B su krajnje tacke za sve cetiri duzi, i d(A, B) je duzina duzi S[AB].
Definicija 2.4. Ako je A # B, otvorena poluprava od A kroz B je skup obelezen sa
pp(AB) ={X : (AXB),ili X = B,ili (ABX)}.
Zatvorena poluprava od A kroz B je skup obelezen sa pp[AB) i definisan sa
pplAB) = {X : X = Aili (AXB),ili X = B,ili (ABX)}.

Definicija 2.5. Dve poluprave su suprotne poluprave ako su kolinearne, imaju istu inicijalnu
tacku, i njihov presek je prazan skup ili eventualno njihova zajednicka inicijalna tacka.

Napomena: Tacka A je inicijalna tacka i za otvorene i za zatvorene poluprave iz definicije 2.4.
Takode je bitno napomenuti da je redosled tacaka A i B u oznakama S[AB), S(AB], pp(AB)
i pp[AB) bitan jer promenom redosleda dobijamo razli¢ite skupove, npr. S[AB) # S[BA) i
pp(AB) # pp(BA).

Naves¢emo sada neka od tvrdenja koja su posledica navedenih definicija, a koja ¢e nam biti
potrebna za dalji rad.

Teorema 2.2. Neka je data prava t, @ korespondencija X <> x prave t sa skupom realnih
brojeva (X €t i x € R) i neka je tacki A sa prave t dodeljena vrednost a. Tada postoje tacno
dve otvorene poluprave na pravoj t sa inicijalnom tackom A. Te poluprave su suprotne i date
su skupovima

pp =4{X:x>a}

pp ={X :z<a}

Takode postoje i dve zatvorene poluprave na pravoj t sa inicijalnom tackom A. One su suprotne
poluprave i date su skupovima

S:={X:z>a}

S"i={X:z<a}.



Posledica 2.2.1. Poluprava je jedinstveno odredena inicijalnom tackom i bilo kojom drugom
svojom tackom. Tada iz C € pp(AB) sledi da pp(AC) = pp(AB).

Posledica 2.2.2. Ako je A # B tada vazi pp(AB) Npp(BA) = S(AB) i pp]AB) N pp[BA) =
S[AB].

|

Teorema 2.3. Ako je A tacka na pravoj t i h pozitivan broj, tada postoje tacno dve tacke na
pravoj t na udaljenosti h od A, i A je izmedu njih.

a

Teorema 2.4. Na pravoj p(A, B) postoji tacno jedna tacka koja je jednako udaljena od A i B,
1 ta tacka je izmedu tacaka A i B.

|

Definicija 2.6. Poluprava pp i poluprava pp’' su isto usmerene ako su kolinearne i jedna sadrzi
drugu. A suprotno usmerene ako su kolinearne i nijedna nije sadrZana u drugoj.

Napomena: Jasno vazi da su dve kolinearne poluprave ili isto ili suprotno usmerene.
Definicija 2.7. Skup S je konveksan ako iz A€ S, B€ S i (AXB) sledi X € S.
Direktno se dokazuju sledec¢a tvrdenja.

Teorema 2.5. Presek konveksnih skupova je ponovo konveksan skup.

Teorema 2.6. Ravan A2, prazan skup, tacka, prava, poluprava i duZ su konveksni skupovi.



2.1.1 Poluravan, ugao i mera ugla

S obzirom da smo veé utvrdili da je prava t unija {A} i dve suprotne otvorene poluprave
na t ¢ija je inicijalna tacka A (A € t), recimo pp(AB) i pp(AC). Na osnovu prethodnih
teorema znamo da su skupovi {A}, pp(AB) i pp(AC) neprazni i konveksni, da su po parovima
disjunktni (nikoja dva skupa nemaju prese¢nih tacaka), i ako X € pp(AB)iY € pp(AC) onda
Ae S(XY).

S obzirom da smo ve¢ naglasili da ¢emo kroz potpoglavlje 2.1 predstaviti Birkhohove aksiome
ravanske apsolutne geometrije i njihove posledice koje ¢e nam biti potrebne za dalji rad, na
redu je Birkohove aksioma separacije.

Aksioma 4. S obzirom na pravu t, postoje tacno dva neprazna, konveksna skupa R i R" sa
sledeéim osobinama:

1. ravan je unija skupova R', R" it
2. skupovi R', R" it su po parovima disjunktni
3. ako X € R iY € R", onda duz S(XY) sece pravu t

Definicija 2.8. S obzirom na pravu t, jedinstveni skupovi R’ i R" iz Aksiome 4 su suprotne
strane ili suprotne otvorene poluravni odt. Skupovi R'Ut i R"Ut su suprotne zatvorene
poluravni od t. Prava t je rub za sve cetiri poluravni.

Napomena: Iz osobina 2. i 3. iz aksiome 4, ukoliko su R’ i R” suprotne strane prave t i
A nije tacka te prave, dobijamo da tacka A pripada ta¢no jednoj strani od t. Ako A pripada
R'-strani onda ¢emo R’-stranu zvati A-strana od t i oznacavati H (t; A), i slicno ako B € R” sa
H(t; B) obelezavati B-stranu od ¢ tj. R".

Definicija 2.9. Skupovi R i S su podeljeni pravom t ako su neprazni i jedna strana od t sadrzi
R a druga sadrzi S. Tacke A i B su razdvojene pravom t ako A i B leZe na suprotnim stranama
od t.

Teorema 2.7. Tacke A i B leZe sa jedne strane prave t ako i samo ako S[AB] Nt = ().

|

Teorema 2.8. Ako tacka A pripada pravoj t, a B ne pripada, tada svaka tacka poluprave
pp(AB) je na B-strani od t, i prava t razdvaja polupravu pp(AB) i njoj suprotanu polupravu.

O
Posledica 2.8.1. Zatvorena poluravan je konveksan skup.

|

Definicija 2.10. Ugao je unija dve zatvorene, nekolinearne poluprave koje imaju istu inicijalnu
tacku. Zatvorene poluprave su kraci ugla, a zajednicka inicijalna tacka je teme ugla. Ako su
poluprave pp[BA) i pp|BC) nekolinearne, ugao koji dobijemo njihovom unijom obeleZavamo sa
<ABC ili <CBA. Unutrasnjost ugla je skup In(<ABC) = A-strana prave p(B, C)NC'-strana
prave p(B, A).



Teorema 2.9. Unutrasnjost ugla je konveksan skup.

|

Definicija 2.11. Dva ugla su unakrsni ako su kraci jednog suprotni zatvoreni kraci drugog.
Ako su pp|BA) i pp|BA’) suprotne poluprave, i ako su pp|BC) i pp[BC") suprotne poluprave, i
tacke A, B, C nekolinearne, tada su uglovi <ABC' i <A'BC" unakrsni, i <ABC' i <A'BC su
takode unakrsni. Ova cetiri ugla su uglovi preseka pravih p(B, A) i p(B,C).

Definicija 2.12. Dva ugla su susedni ako imaju zajednicki krak i unutrasnjosti im se ne seku.
Definicija 2.13. Poluprava pp je izmedu polupravih pp' i pp” ako:

1. pp,pp’,pp" imaju zajednicku inicijalnu tacku

2. zatvorene poluprave pp' i pp” obrazuju ugao

3. otvorena poluprava pp je u unutrasnosti ugla ¢iji su kraci pp' i pp”.

Teorema 2.10. Tacka P je u unutrasnjosti ugla <ABC' ako i samo ako pp(BP) je izmedu
pp(BA) i pp(BC).

Teorema 2.11. Ako su tacke A, B,C nekolinearne, tada S(AC) C In(<ABC).

|

Kada smo naveli definiciju za ugao, njegovu unutrasnjost i neke osnovne osobine koje ¢e nam
trebati za kasniji rad, mozemo da uvedemo i sledeé¢u Birkohovu aksiomu koja opisuje merenje
uglova.

Aksioma 5. Svakom uglu <ABC' odgovara jedinstven realan broj izmedu 0 1 180, u oznaci
<ABC”, koji je mera ugla.

Ako je mera ugla x, onda kazemo da ugao ima x stepeni ili jednostavno x° da bi ukazali da
je r mera ugla.

Aksioma 6. Ako pp(BD) C In(<ABC), onda <ABD° + <DBC° = <ABC".

Aksioma 7. Ako je pp|AB) poluprava na rubu t otvorene poluravni H(t; P), tada postoji jedna
i samo jedna korespondencija izmedu otvorenih polupravi w H(t; P) sa inicijalnom tackom A i
skupa realnih brojeva izmedu 01 180 tako da ako polupravoj pp(AX) odgovara x onda <BAX° =
x.

Definicija 2.14. Ugao je ostar, prav ili tup, ukoliko je mere mangje, jednake ili vece od 90°.
Duva ugla su komplementarna ako je zbir njihovih mera 90°, a suplementarni ako je zbir
njthovth mera 180°.

Teorema 2.12. Ako su pp(BA) i pp(BC) suprotne poluprave koje nisu kolinearne sa polupra-
vom pp(BD), tada su <DBA i <DBC suplementarni tj. <DBA°+ <DBC"° = 180° (sl.2.1).

|
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Sl. 2.1.

Teorema 2.13. Ako su <DBA i <DBC susedni i suplementarni, tada su poluprave pp(BA) i
pp(BC) suprotne.

Teorema 2.14. Unakrsni uglovi imaju istu meru.
O

Definicija 2.15. Otvorena i zatvorena poluprava pp(BD) i pp|BD) je bisektrisa (simetrala)
ugla <ABC' ako pp(BD) C In(<ABC) i <DAB° = <DAC”®. Prava je bisektrisa (simetrala)
ugla ukoliko sadrzi polupravu koja je bisektrisa.

Teorema 2.15. Postoji tacno jedana poluprava koja je bisektrisa ugla i njena prava je jedin-
stvena prava koja je bisektrisa ugla.

a

Teorema 2.16. Ako je poluprava bisektrisa ugla, njena suprotana (otvorena i zatvorena) po-
luprava je bisektrisa unakrsnog ugla.

|

Definicija 2.16. Dve prave su normalne ako se seku, i jedan od uglova preseka je prav. Da
su prave s it normalne obeleZavacemo sa s Lt ilit L s. Ako je A presecna tacka pravih s it
onda kaZemo da su te prave normalne u tacki A.

Teorema 2.17. Ako je jedan od uglova preseka dve prave prav, onda su sva cetiri ugla prava.

|

Teorema 2.18. Ako je A tacka na pravoj s onda postoji tacno jedna prava normalna na s u

A.



2.1.2 Osnovne osobine trougla

S obzirom da je tema rada Metod pridruzenih pravouglih trouglova, u nastavku teksta ¢emo
dati osnovne definicije i teoreme vezane za osnovnu figuru ravanske geometrije, trougao.

Definicija 2.17. Ako su A, B, C tri nekolinearne tacke, unija zatvorenih duzi, S[AB]US[BC|U
S[CA], je trougao ¢ija su temena tacke A, B,C. Ta unija se obeleZava znakom /A sa slo-
vima A, B,C u bilo kom redosledu, npr "ABCA”. Duzi su stranice trougla, a uglovi <ABC,
IBCA, <CAB su uglovi trougla. Unutrasnjost trougla, u oznaci In(AABC) je skup
In(AABC) = A-strana prave p(B, C') N B-strana prave p(C; A) N C-strana prave p(A, B).

Definicija 2.18. Ugao koji je susedni uglu u trouglu i sa njim suplementaran je spoljasnji
ugao trougla.

Teorema 2.19. Unutrasnjost trougla je konveksan skup.

|

Teorema 2.20. Prava koja sece trougao, sece bar dve njegove stranice. Prava koja prolazi kroz
tacku koja se nalazi u unutrasnjosti trougla sece trougao u tacno dve tacke. Ako je jedna od
tacaka preseka teme, tada druga tacka preseka pripada otvorenoj duzi na suprotnoj strani.

a

Definicija 2.19. Duzi su podudarne ako imaju istu duZinu. Uglovi su podudarni ako su
iste mere. Simbol "="koristimo za relaciju podudarnosti. Prema tome, S[AB] = S[C'D] ako

d(A, B) = d(C, D) i <ABC =~ <DEF ako <ABC® = <DEF®.

Definicija 2.20. Korespodencija trouglova ANABC i ADEF je ”1-1"korespodencija za te-
mena, stranice i uglove, tako da temena odgovarajucih uglova su odgovarajuéa temena trou-
gla, 1 stranice koje su korespodentne su suprotne temenima koji su korespodentni. Notacija
ABC < DEF ¢e se koristiti da oznaci korespodenciju u kojoj A <» D, B < E, C < F,
A & <D ,<B + <FE, «<C < <F, S[AB] + S[DE], S[BC| <> S[EF], S[CA] < S[FD].
Dve korespodencije su iste ako su isti delovi trougla upareni. Tako da su ABC < DEF 1
BCA < EFD iste korespodencije.

Definicija 2.21. Korespodencija trouglova je kongruencija trouglova ako su odgovarajuce
stranice podudarne 1 odgovarajuci uglovi podudarni. Trouglovi ANABC i ADEF su podudarni
trouglovi ako je bar jedna od njihovih korespodencija podudarnost. Oznaku NABC = ADEF
cemo koristiti u slucaju kada je korespodencija ABC <> DEF podudarnost trouglova.

Napomena: Sada ¢emo navesti Aksiomu 8 kao uslov podudarnosti. Kazemo da se ugao trougla
nalazi izmedu dve stranice i da se stranica trougla nalazi izmedu dva ugla ¢ija su temena njene
krajnje tacke.



Aksioma 8. Ako je korespodencija dva trougla, ili trougla sa samom sobom takva da su dve
stranice i ugao izmedu njih podudarni odgovarajucim dvema stranicama i uglom izmedu njih,
onda je korespodencija podudarnost trouglova. Tako je NABC = ADEF (sl. 2.2).

C F

Sl. 2.2

Napomena: Ovu aksiomu jos zovemo i ”stranica-ugao-stranica”ili s — < — s” uslov podu-
darnosti.

Teorema 2.21. Spoljasnji ugao trougla je veéi od svakog nesusednog unutrasnjeg ugla trougla.

|

Teorema 2.22. Ako je jedan od uglova trougla nije ostar, onda su druga dva ugla ostri.

|

Teorema 2.23. U trouglu AABC, S[CA] = S[CB] ako i samo ako <CAB = <CBA. Ako je
S[CA] = S[CB], tada bisektrisa ugla <AC B, prava koja prolazi kroz C i srediste duzi S[AB],
i prava koja je simetrala (normalna bisektrisa) duzi S[AB] su jedna ista prava.

|

Definicija 2.22. Trougao je tupougli, pravougli ili oStrougli s obzirom na to da li ima, tup
ili prav ugao, ili su mu svi uglovi ostri. U pravouglom trouglu stranica naspram pravog ugla se
naziva hipotenuza. Trougao sa dve podudarne stranice se naziva jednakokraki. A trougao
cije su sve stranice jednake se naziva jednakostraniéni trougao.

Teorema 2.24. U AABC, S|CA] = S[CB] ako i samo ako je <CAB = <CBA. Ako je
S[CA] = S[CB] tada je simetrala ugla <AC B, prava koja prolazi kroz teme C' i sredisnju tacku
duzi S[ABY], i to je ista prava koja je simetrala duzi S[AB.

O

Teorema 2.25. Stranica trougla je veca od druge stranice ako i samo ako ugao naspram nje
je veéi od ugla naspram druge. (Veca stranica povlaci veéi naspramni ugao.)

Posledica 2.25.1. Hipotenuza u pravouglom trouglu je veca od druge dve stranice.
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Teorema 2.26. Zbir duzina dve stranice trougla je uvek veéi od duZine trece stranice.

Posledica 2.26.1. Ako je d(A, B) +d(B,C) = d(A,C), tada su tacke A, B,C kolinearne.
O

Kao Aksiomu 8 smo naveli jedan uslov podudarnosti za trouglove, ali on nije jedini, slede¢im
teoremama ¢emo predstaviti standardne uslove podudarnosti za trouglove iz elementarne geo-
metrije.

Teorema 2.27. (Ugao-stranica-ugao )Ako je korespodencija dva trougla, ili trougla sa samim
sobom takva su dva ugla @ stranica izmedu njih redom podudarni sa dva odgovarajuca ugla 1
stranicom izmedu njih, tada je ta korespodencija podudarnost tih trouglova.

|

Teorema 2.28. (Stranica-stranica-stranica) Ako je korespodencija dva trougla, ili trougla
sa samom sobom takva da su sve tri stranice jednog redom podudarne sa odgovarajucim strani-
cama drugog, tada je ta korespodencija podudarnost trouglova.

a

Teorema 2.29. (Hipotenuza-ugao) U korespodenciji pravouglih trouglova, ako je hipotenuza
jednog podudarna sa hipotenuzom drugog, © ako je jedan par odgovarajucih ostrih uglova podu-
daran, tada je ta korespodencija podudarnost trouglova.

|

Teorema 2.30. (Hipotenuza-stranica) U korespodenciji pravouglih trouglova, ako je hipote-
nuza jednog podudarna sa hipotenuzom drugog, i ako je par odgovarajucih stranica podudaran,
tada je ta korespodencija podudarnost trouglova.

Sledeca nejednakost ta dva trougla takode ¢e nam biti od koristi u kasnijem radu.

Teorema 2.31. Ako su AABC i ADEF takvi trouglovi da vazi d(B, A) = d(E, D) i1d(B,C) =
d(E,F), tada je <ABC® > <DEF* ako i samo ako d(A,C) > d(D, F). Takojex >y < a > f3
(sl. 2.3).

Sl. 2.3.
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Zavrsicemo ovo potpoglavlje o trouglovima sa posebnom definicijom za podnozje tacke.

Definicija 2.23. Tacka F je podnoZje za tacku P skupa S, ako F pripada S i d(P, F) < d(P, X)
za sve X € S. Ako je F podnozje za P u S tada je rastojanje izmedu P i S, u oznaci d(P,S)
broj d(P, F).

Teorema 2.32. Svaka tacka u skupu je sama sebi jedinstveno podnozje za taj skup.

|

Teorema 2.33. Za tacku P i pravu t, postoji tacno jedna prava kroz P mormalna na t, 1 tacka
u kojoj je ta prava mormalna na t je jedinstveno podnozje F' na pravoj t tacke P.

L]
I

Sl. 2.4.

Teorema 2.34. Ako je <PAB ostar, tada podnozje za tacku P na p(A, B) pripada otvorenoj
polupravoj pp(AB).

2.1.3 Osnovne osobine kruznice

Definicija 2.24. Neka je data tacka A @ pozitivan broj r, kruznica sa centrom u A poluprecnika
r je skup
CAr)={X:d(A,X)=r}

Skup tacaka koji pripada unutrasnjosti kruznice je
In[C(A,r)] ={X :d(A, X) <r}.
Skup tacaka koji pripada spoljaSnjosti kruznice je
Ez[C(A,r)] ={X :d(A, X) > r}.
Ako tacka B € C(A,r), tada je S[AB] radijalna duz, a p(A, B) je radijalna prava.

Teorema 2.35. Ako se tacka P nalazi u unutrasnjosti kruznice C(A,r) onda prava t koja
prolazi kroz tacku P sece kruznicu u tacno dve tacke C' i D, 1 tacka X na pravoj t pripada
unutrasnjosti kruznice ako i samo ako vazi raspored (CX D).
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2.1.4 Izometrijske transformacije ravni

Definicija 2.25. (Izometrija) Ako je I' skup uredenih parova tacaka {(X, X")} takvih da ako
(X, X" eT i (X,Y') €Tl ondaje X' =Y, tada je U funkcija preslikavanja. Skup R svih pruvih
elemenata 1z parova iz I' je domen funkcije I', a skup S svih drugih elemenata iz parova iz I’
je kodomen od I', jos kazemo da T' slika skup R na skup S. Ako je (X, X') ureden par iz T’
tada je X' slika od X, i to ¢emo obelezavati sa X' = XT' ili X — X'. Ako je svaka tacka iz S
slika tacno jednog elementa 1z R tada je I' "1-1" preslikavange.

Ova funkcija se naziva izometrija ako je rastojanje izmedu svake dve tacke iz R jednako

rastojanju njihovih slika w S, tj. d(X,Y) =d(X",Y") za sve X,Y € R.
Teorema 2.36. Svaka izometrija je ”1-1" preslikavange.

Dokaz. Ako je X # Y, tada je d(X,Y) > 0. Kako znamo da je d(X,Y) = d(X',Y’), sledi da
je d(X',Y') >0, ). X' £Y". O

Definicija 2.26. Izometrijsko preslikavanje skupa na samog sebe je izometrija ravni.

Ako X — X' je transformacija I" skupa S, onda X’ — X je inverzno preslikavanje od I" u
oznaci I'"!. S obzirom da su rastojanja tacaka ista za I' i ['"! sledeéa teorema je jasna.

Teorema 2.37. Inverzna izometrija je transformacija.

O

Napomena: Ako je I' izometrija i S bilo koji podskup ravni, tada ST ¢e oznacavati skup koji
sadrzi slike tacaka iz S.

Teorema 2.38. Ako je X' = XT' izometrija, tada je (ABC) ako i samo ako vazi (A'B'C").
Slike od p(A, B), pp(AB) i S[AB] su p(A", B"), pp(A’B’) i S[A'B’| redom. Nekolinearnost je
ocuvana. Svaki trougao slika se u njemu podudaran trougao i svaki ugao slika se na podudaran
ugao. Ako C' ne pripada pravoj p(A, B), tada C-strana od p(A, B) se slika na C'-stranu od

p(A', B').

Dokaz. Ako vazi (ABC), tada su A, B,C tri kolinearne tacke i vazi d(A, B) + d(B,C) =
d(A,C). Kako je I" "1-1” preslikavanje, A, B, C’ su tri tacke takve da su zadovoljene jednakosti
d(A,B) = d(A’,B'), d(B,C) = d(B',C") 1 d(A,C) = d(A’,C"). Odatle sledi da je d(A’, B") +
d(B',C")y =d(A’,C"), i otuda (A'B'C").

S obzirom da I' o¢uvava raspored tacaka, jasno je da je pp(AB)I" sadrzan u pp(A’B’). Ali ako
je Y tacka na pp(A’B’), to je jedinstvena tacka na polupravoj pp(A’B’) rastojanja d(A’,Y") od
A’. Na polupravoj pp(AB) postoji jedinstvena tacka X sa rastojanjem d(A’,Y") od A, otuda X’
mora biti Y. Dakle pp(A'B’) je sadrzan u pp(AB). Obrnuta inkluzija daje pp(AB) = pp(A'B’).
Tada p(A, B) = pp(AB) U pp(BA) se mora slikati u pp(A'B’) U pp(B'A’) = pp(A’, B'). Sli¢no,
S[AB] = pp[AB) N pp[BA)se slika na pp[A'B") Npp[B'A") = S[A’'B’].

Ako su A, B,C tri nekolinearne tacke, zbir svaka dva od rastojanja d(A, B), d(B,C) i
d(C, A) je veéi od treceg, pa to svakako mora da vazi i za d(A’, B'), d(B',C") i d(C’, A"), otuda
sui A’, B',C" nekolinearne tacke.

ANABC =2 NA'B'C’ sledi iz stranica-stranica-stranica uslova podudarnosti za trougao. Oda-
tle takode sledi da je <ABC = <A'B'C".

Ako C nije na pravoj p(A, B), tada jasno C” nije na pravoj p(A’, B'). Akoje X # Ci X € C-
strani prave p(A, B), tada X' # C',1iz S[XC] N p(A, B) = 0 sledi da S[X'C| N p(A’, B") = 0,
otuda X' € (’-strani prave p(A’, B"). Odatle strane prave p(A, B) se slikaju na strane prave
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p(A",B’). Ali, akoje Y # C" 1Y € ('-strani prave p(A’, B") po pretpostavci postoji neka tacka
Z koja se slika na Y. Kako se nijedna tacka iz p(A, B)U ne-C-strana prave p(A, B) ne slika na
C’-stranu prave p(A’, B), sledi da Z mora biti na C-strani prave p(A, B). Otuda strane prave
p(A, B) se slikaju na strane prave p(A’, B'). O

Definicija 2.27. Preslikavanje u ravni pri cemu je svaka tacka slika u samu sebe je identicko
preslikavange I, tj. X1 = X za sve X iz ravni.

Definicija 2.28. Simetrija u ravni u odnosu na tacku A se definise na sledeci nacin: Tacka A
se slika u samu sebe, i ako je X # A tada se X slika u X' tako da je A srediste duzi S[X X'].
Simetriju v odsnosu na tacku A obeleZavamo sa T 4.

Definicija 2.29. Simetrija v ravni u odnosu na pravu t se definise na sledeci nacin: Ako tacka
X € t, tada se X slika v samu sebe, i ako X # t tada se X slika u tacku X' tako da je t
normalna bisektrisa (simetrala) duzi S[X X']. Ovu simetriju obelezavamo sa T';.
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2.2 Hiperboli¢na ravan

Definicije i teoreme koje smo do sada naveli u odeljku apsolutna geometrija, pripadaju
takode i euklidskoj geometriji, ali aksiome na kojima smo zasnovali apsolutnu ravan nisu do-
voljne da zaokruze celu euklidsku geometriju. Iz dosadasnjih aksioma ne sledi da je zbir ugao
u trouglu 180°. Da bi to, i joS mnogo ¢injenica euklidske geometrije utvrdili, neophodno je da
pretpostavimo da vazi neki od ekvivalenata ” Euklidovog postulata paralelnosti”. U poredenju
sa ostalim Euklidovim postulatima, ¢inilo se da je tvrdenje postulata paralelnosti vrlo slozeno,
pa se smatralo da on nije nezavisan od ostalih, ve¢ da se iz njih moze izvesti. Drugim rec¢ima,
mislilo se da je on teorema, a ne aksioma. Mnogo je eminentnih matematicara pokusalo do-
kazati taj postulat, ali u tome nije bilo uspesno. Medutim, pokazalo se da je on nezavisan
od ostalih, pa je to i dovelo do zasnivanja geometrije bez tog postulata, i nju danas zovemo
apsolutna geometrija. Kasnije nezavisno od drugih, Gaus, Lobacevski, i Bulie su razvili geome-
triju o kojoj ¢emo mi sada pisati, u kojoj su peti postulat zamenili aksiomom koja kaze da ako
imamo tacku van zadate prave, onda kroz tu tacku prolaze bar dve prave koje ne seku zadatu
pravu. To je hiperbolicna geometrija. Ravan u kojoj ova aksioma vazi nazivamo hiperboli¢na
ravan.

S obzirom da je apsolutna geometrija interesantna struktura sama za sebe, teoreme koje
slede ¢emo oznagciti sa (A.G.) ukoliko vaze i u apsolutnoj geometriji.

2.2.1 Hiperboli¢ne paralele

Sada ¢emo navesti aksiomu koja ¢e upotpuniti strukturu aksioma iz apsolutne do hiper-
bolicne geometrije.

Aksioma 9. Ako tacka P ne pripada pravojt, onda kroz nju prolaze bar dve prave koje nemaju
preseka sa pravom t.

Bi¢e nam zgodno da uvedemo i sledecu definiciju, s obzirom na ovu aksiomu.

Definicija 2.30. Skup svih pravih koje prolaze kroz jednu tacku nazivamo eliptican pramen
pravih. FEliptican pramen pravih koje prolaze kroz tacku A oznacavaéemo sa P(A).

Napomena: Aksiomu 9 mozemo sada preformulisati na slede¢i nacin: ako prava t ne pripada
pramenu pravih P(A), tada postoje bar dve prave iz tog pramena koje nemaju preseka sa
pravom ¢t. Medutim onda se javlja niz prirodnih pitanja. Koje od pravih iz pramena ne seku
t? Ima li ih vise od dve? Kako su rasporedene prave u pramenu koje seku i koje ne seku t?

Simetrije koje je hiperbolicna ravan nasledila od apsolutne ravni daju delimican odgovor na
pitanja koja su postavljena.

Ako tacka P ne pripada pravoj t, tada je F' podnozje normale iz tacke P na pravu t. Neka je
u=p(P,F)iX = XT, osna simetrija sa osom u. Posto je t L u, prava t se slika na samu sebe,
tj. t' = tT, = t. Citav pramen P(P) se slika na samog sebe, ali samo dve prave iz pramena i
njihove slike, recimo u i r su normalne na v u tacki P. Ako prava s nije neka od te dve prave
onda je s’ = sI', # s, 1 s1 s suzamenjene simetrijom I',,. Medutim, transformacije hiperboli¢ne
ravni ocuvavaju preseke i ne-preseke pravih. Prema tome, sNt £ = s Nt' D= s Nt £ 0
isNt=0=snt=040.
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u=u

t=t'

]

Sl. 2.5.

Odatle sledi da se preseci sa pravom ¢ javljaju u parovima (osim za u), da su simetriéni u
odnosu na u (osim za 7)i isto vazi za ne-preseke. Naime, postoje prave koje nemaju preseka sa
pravom t koje su razlicite od r (sledi iz Aksiome 9), i koje se slikaju u prave koje ne presecaju
t, pa pramen P(P) mora sadrzati najmanje tri prave koje ne seku t.

Definicija 2.31. Prava deli ugao ako prolazi kroz teme ugla i sece unutrasnjost ugla.
Sledeca teorema ponovo objasnjava odredene osobine apsolutne geometrije.

Teorema 2.39. Ako se tacka X nalazi v unutrasnjosti ugla <ABC, tada p(B, X) sece ugao,
p(B, X) N In(<ABC) = pp(BX) i p(B, X) deli pp(BA) i pp(BC).

Sl. 2.6.

Sada mozemo ustanoviti neobi¢nu pojavu, da je u ovoj geometriji svaka prava sadrzana unutar

nekog ugla.
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Teorema 2.40. Ako tacka P nije na pravojt, tada postoji ugao u P (<A'PA) ¢ija unutrasnjost
sadrzi pravu t © ¢ija stmetrala je normalna na t.

O
P
Al o | o A
S S
u
B' F B t
Sl 2.7.
Napomena: A je proizvoljna tacka na polupravoj s, pa je A’ = AI', na polupravoj s'.
Posledica 2.40.1. Svaka prava koja pripada pramenu u P i koja sece t deli ugao <APA'.
O

Iz prethodne posledice sledi da nam Teorema 2.39. pruza nova saznanja o pravama iz pramena
P(P) koje seku t. Ipak sigurno je da postoji mnogo vise uglova u tacki P sa ovim osobinama.
Sledeéa teorema opisuje jedan specijalan slucaj.

Teorema 2.41. Ako tacka P nije na pravoj t, tada postoji samo jedan ugao na pravoj t sa
osobinama iz Teoreme 2.39. 1 to takav da svaka prava koja deli ovaj ugao sece pravu t.

|

Napomena: Ako tacka P nije na pravoj t, ugao u tacki P sa osobinama iz teoreme 2.40
oznacavacemo sa <{(P,t).
Slede¢im definicijama ¢emo prosiriti koncept paralelnih pravih u hiperboli¢noj geometriji.

Definicija 2.32. Otvorena poluprava pp(PC') je paralelana sa otvorenom polupravom pp(AB)
ako se prave koje sadrie ove poluprave ne seku i ako iz pp(PX) C In(<APC) sledi da se
pp(PX) i pp(AB) seku. Poluprava pp je paralelna sa polupravom pp', u oznaci pp || pp’, ako je
otvorena poluprava od pp paralelana sa otvorenom polupravom od pp'. Da pp nije paralelno sa
pp’ éemo oznacavati sa pp i pp'.

Definicija 2.33. Poluprava pp je paralelana sa pravomt ako je paralelana sa nekom polupravom
koja je sadrZana ut. Prava s je paralelna sa pravom t ako je neka poluprava koja je sadrZana u s
paralelana sa nekom polupravom iz t. Ovaj paralelizam je simetricna relacija koju oznacavamo
pplltiit|ppis]|tilit]s.
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2.2.2 Dvougao

S obzirom da smo u prethodnom delu predstavili pojam paralelnih polupravih i pravih u
hiperboli¢noj geometriji, sada ¢emo predstaviti dvougao i hiperparalele i njihove osobine koje
¢e nam biti potrebne za kasniji rad.

Definicija 2.34. Unija dve zatvorene, paralelne poluprave sa zatvorenom duzi koja spaja nji-
hove inicijalne tacke je dvougao. Zatvorene poluprave su beskonacne stranice dvougla, a
zatvorena duZ je konac¢na stranica dvougla. Svaka krajnja tacka konacne stranice je teme
ugla koji sadrzi beskonacnu stranicu i duz, i ta dva ugla su uglovi dvougla i njihova temena
su temena dvougla. Dvougao ¢iji su uglovi <BAC i <DCA i ¢ija je konacna stranica S[AC)
oznacavacemo sa (B-AC-D). Unutrasnjost dvougla, u oznaci In(B-AC-D), je presek unu-
trasnjosti dva ugla dvougla. Jos vazi da je (B-AC-D) = (D-CA-B) (sl. 2.8).

A Beskonac¢na
B stranica

Konacna
stranica Unutra$njost .
Beskonac¢na
stranica
C D
Sl 2.8.

Definicija 2.35. Ugao koji je susedan i suplementaran uglu dvougla je spoljasnji ugao dvougla
u temenu dvougla.

Da bi se ustanovile osobine spoljasnjeg ugla dvougla koje su slicne osobinama spoljasnjih
uglova trougla koriste se parovi pravih koje se ne seku i nisu paralelne. Takve prave imaju jako
vaznu ulogu u hiperboli¢noj geometriji.

Definicija 2.36. Dve prave su hiperparalelne ako nemaju preseka i nisu paralelne. Da su
prave 1 i s hiperparalelne oznacavacemo sa r)(s ili s)(r.

Teorema 2.42. Za dve prave koje su normalne na trecu pravu kaZemo da su hiperparalelne.

O
Teorema 2.43. Ako tacka P ne pripada pravoj t, tada za svaku tacku Y sa prave t postoji

prava s iz pramena P(P) takva da su s it hiperparalelne i prava p(P,Y") kao transverzala od t
1 s formira podudarne naizmenicne unutrasnje uglove.

Naves¢emo sada bitnu osobinu spoljasnjih uglova dvougla.

Teorema 2.44. Spoljasnji ugao dvougla veéi je od nesusednog unutrasnjeg ugla tog dvougla.

|
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2.2.3 Lambertov i Sakerijev ¢etvorougao

Sledeca dva cetvorougla koja ¢emo definisati su imala jako vaznu ulogu u istoriji hiperboli¢ne
geometrije.

Definicija 2.37. (Lambertov &etvorougao) Cetvorougao sa tri prava ugla je Lambertov
cetvorougao ili L-cetvorougao.

Definicija 2.38. (Sakerijev Cetvorougao) Sakerijev ¢etvorougao je éetvorougao u kome su
dve naspramne stranice podudarne i dva susedna ugla prava. DuZ koja spaja sredisnju tacku
donje osnovice sa sredisnjom tackom donje osnovice je visina Sakerijevog cetvorougla ili S-
cetvorougla.

Napomena: Duz koja spaja dva temena pravih uglova naziva se donja osnovica, naspramna
stranica je gornja osnovica i preostale dve stranice nazivaju se krakovi cetvorougla. Svaki
od uglova koji sadrzi gornju osnovicu i krak naziva se ugao pri vrhu.

D Gornja osnovica C
/ -
Krak Krak
A Donja osnovica B
Sl. 2.9.

Ako je A # B, onda postoje pravi uglovi <ABC i <BAD takvi da C' i D leze sa iste
strane prave p(A, B). Time utvrdujemo da je izlomljena linija kojoj odgovara redosled tacaka
ABCD pravilan, konveksan cetvorougao, i otuda sledi da S-Cetvorougao postoji. Sli¢no za
Lambertov ¢etvorougao, ako je C' u unutrasnjosti pravog ugla <X AY, tada podnozje od C na
pravoj p(A, X) je tacka B na polupravoj pp(AX), i podnozje od C' na pravoj p(A,Y’) je tacka
D na polupravoj pp(AY’). Opet, mozemo utvrditi da izlomljena linija kojoj odgovara redosled
tacaka ABCD je pravila, konveksan ¢etvorougao sa tri prava ugla, i otuda je on Lambertov ili
L-¢etvorougao.
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Teorema 2.45. Uglovi pri vrhu Sakerijevog cetvorougla su podudarni i prava koja sadrzi visinu
je normalna na prave koje sadrze gornju i donju osnovicu tog cetvorougla.

Dokaz. Neka je ABC'D Sakerijev ¢etvorougao sa pravim uglovima kod temena A i B, sa donjom
osnovicom S[AB] i vazi S[AD] = S[BC]. Neka je tacka M sredisnja tacka donje osnovice, i
tacka N sredisnja tacka gornje osnovice S[C'D]. Tada je AMAD = AM BC, po stavu stranica-
ugao-stranica, pa je a = <M DA° = <MCB°, i S[MD] = S[MC]. Gornja osnovica S[CD] je
tako baza jednakokrakog trougla AM DC i otuda je f = <M DC° = <MCD-".

D N C
N8 B
o o

N4 Y
\ [
A M B
Sl. 2.10.

Kako M € S(AB), tada iz teoreme apsolutne geometrije koja kaze da ”Tacka koja pripada
stranici ¢etvorougla, ali ne i uglu ¢etvorougla, je u unutrasnjosti tog ugla”’, sledi da M €
In(<ADC) i M € In(<BCD). Stoga <ADC°® = <ADM° + <M DC°® = «a + (. Sli¢no,
BCD® = «BCM° + <MCD° = a + . Odatle sledi da su uglovi pri vrhu podudarni.
Kako prava p(M, N) prolazi kroz teme M i sredisnju tacku baze u jednakokrakom trouglu
AMCD, p(M,N) L p(C,D) (Teorema 2.23). Kako su uglovi pri vrhu, <ADN i <BCN,
podudarni, i S[ND] = S[NC|, AADN = ABCN, po stavu stranica-ugao-stranica, i odatle
je S[AN] = S[BN]. Iz ove podudarnosti sledi da je trougao AANB jednakokraki sa bazom
S[AB]. Kako prava p(M, N) prolazi kroz teme N ovog trougla, i takode prolazi kroz sredisnju
tacku donje osnovice sledi da je p(M, N) L p(A, B). a

Posledica 2.45.1. Prave koje sadrie donju i gornju osnovicu Sakerijevog c¢etvorougla su hiper-
paralelne. Prave koje sadrze krakove su hiperparalelne jedna drugoj i hiperparalelne pravoj koja
sadrzi visinu.

20



Sledece teoreme se odnose na osobine Sakerijevog i Lambetrovog cetvorougla i naveséemo
ih bez dokaza.

Teorema 2.46. Uglovi pri vrhu Sakerijevog cetvorougla su ostri.

Teorema 2.47. U Lambertovom cetvorouglu, cetvrti ugao je ostar.

|

Teorema 2.48. U Lambertovm cetvorouglu stranica koja je krak ostrog ugla je kraca od suprotne
stranice.

|

Teorema 2.49. U Sakerijevom cetvorouglu, gornja osnovica je veéa od donje osnovice i krakovi
su veci od visine.

a

Iz prethodnih teorema lako je zakljuciti da je zbir uglova u Sakerijevom ¢etvorouglu manji od
360°. U daljem tekstu ¢emo pokazati da je zbir uglova u svakom trouglu manji od 180°, i odatle
¢e direktno slediti da je zbir uglova u bilo kom ¢etvorouglu manji od 360°.

Teorema 2.50. Zbir uglova u pravouglom trouglu je mangi od 180°.

Dokaz. Neka je AABC pravougli trougao, i neka je <A° = 90°, <ABC° = i <ACB® = 7.
Ako je M sredisnja tacka hipotenuze S[BCY, i F' podnozje tacke M na pravu p(A, B), iz ¢injenice
da je <B ostar ugao sledi da F pripada polupravoj pp(BA). Prave p(C, A) i p(M, F) su obe
normalne na pravu p(A, B), pa su otuda i hiperparalelne, pa sve tacke prave p(M, F) leze sa
jedne strane prave p(A, C'). Kako je M na p(CB) sa B-strane prave p(A,C), F' je sa B-strane
prave p(A, C), pa je F' C pp(AB) i vazi (AFB).

C G
N8 L]
5
M
L [ ] 8
A F B
Sl 2.11.

Obelezimo sada sa G podnozje iz C na pravu p(M, F'). Posto je <BM F ostar, <CMF je tup,
pa G nije na polupravoj pp[M F), ali jeste na suprotnoj otvorenoj polupravi. Tako su, <BMF
i <CMG suprotni podudarni uglovi. Po stavu hipotenuza-ugao, AMBF = AMCG, i sledi
AMCG° = <MBF° = . Cetvorougao AFGC je Lambertov ¢etvorougao, a je po prethodnoj
teoremi <ACG® < 90°. A kako vazi (FMG), M € In(<ACG), i <ACM°® + <MCG° =
JACG®. Otuda je v+ = <ACG® < 90°, 1 v+ [+ <A° < 180°. O
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Teorema 2.51. Zbir uglova u svakom trouglu je mangi od 180°.

Dokaz. Neka je AABC proizvoljan trougao, takav da su mu mere uglova maksimalne i mozemo
pretpostaviti da je <C° < €A° i <C° < <«B°. S obzirom na to da trougao moze imati najvise
jedan neostar ugao, i da taj ugao mora biti najveée mere, sledi da su <CAB i <CBA oba ostra
ugla. Prema tome ako je F' podnozje od C na p(A, B), F' mora pripadati polupravama pp(AB)
i pp(BA), a odatle sledi da je F' izmedu tacaka A i B.

C

Sl. 2.12.

Sada iz prethodne teoreme za pravougle trougle, AACF i ABCF, sledi <A° +<ACF°+90° <
180° 1 <««B° + <«BCF*° + 90° < 180°, pa dalje sledi, <A° + <ACF° + <BCF*° < 180°, tj. zbir
<A° + <«B° + <C” je manji od 180° sto je i trebalo pokazati. O

Posledice ove teoreme su:

Posledica 2.51.1. Zbir uglova u svakom cetvorouglu je mangi od 360°.

a

Od ranije znamo da uglovi u trouglu u euklidskoj geometriji odreduju oblik trougla ali ne i
veli¢cinu. To znaci da ako dva trougla imaju podudarne odgovarajuce unutrasnje uglove, oni ne
moraju biti nuzno podudarni, u euklidskoj geometriji za takve trouglove kazemo da su sli¢ni,
tj. odgovarajuce stranice su im proporcionalne. Medutim u hiperboli¢noj geometriji je malo
drugacije. Naime ukoliko vazi da dva trougla imaju podudarne odgovarajuce unutrasnje uglove,
odatle odmah sledi da su oni podudarni. To znac¢i da ako su nam poznati unutrasnji uglovi
trougla, onda nam je taj trougao odreden u potpunosti. Sledeca teorema nam upravo o tome
govori i naves¢emo je bez dokaza.

Teorema 2.52. (Ugao-ugao-ugao) Ako za dva trougla vazi da su im odgovarajuéi unutrasnji
uglovi podudarni, onda su ta dva trougla podudarni.

|

Sledeé¢im teoremama ¢emo zakljuciti deo o Lambertovom i Sakerijevom ¢etvorouglu i one se
odnose na osobine srednje linije trougla. Podsetimo se da je srednja linija trougla duz koja
spaja sredisnje tacke dveju strana trougla i da u euklidskoj geometriji vazi da ako je prava
p(M, N) u trouglu AABC takva da prolazi kroz sredisnje tacke M i N duzi S[CA] i S[CB]
redom, onda je p(M, N) paralelna sa pravom p(A, B). I jos vazi, poSto su trouglovi ACMN
i ACAB sli¢ni, onda je duzina S[MN] tacno pola duzine S[AB]. Kako smo ve¢ naglasili da
teorija o slicnosti trouglova ne postoji u hiperbolicnoj geometriji, ova teorema ¢e biti analogna
teoremi o srednjoj liniji trougla.
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Teorema 2.53. Duz koja spaja sredista dve stranice trougla je manja od polovine trece stranice.
Prava koja sadrzi tu duz (srednja linija) je hiperparalelna sa pravom koja sadrzi treéu stranicu
1 obe su normalne na simetralu trece stranice.

Dokaz. U trouglu AABC, neka je M srediste S[C'A] i N srediste od S[C'B]. Neka su A, B i
C" podnozja na pravu p(M, N) tacaka A, B, C redom. U trouglu ACM N, bar jedan od uglova
<CMN i <CNM je ostar, i zbog notacije ¢emo pretpostaviti da je <CN M oStar. Prema tome
B’ je na otvorenoj polupravi suprotnoj polupravi pp(NM) i N se nalazi izmedu tacaka M i B’.
Takode ABNB' = ACNC', po stavu hipotenuza-ugao, pa je d(B, B') = d(C,(C").

Sada imamo tri slucaja za meru ugla <CM N i raspored tacaka A’, M, C’, N, B’ na srednjoj
liniji trougla.

Slucaj 1. <CMN° < 90°

Ovaj slucaj nameée raspored A’ M, C', N, B’ na pravoj p(M, N). Po stavu hipotenuza-
ugao, AAMA" = ACMC" istoga d(A, A") = d(C,C"). 1z ove jednakosti, zajedno sa d(B, B") =
d(C,C"), sledi da je i d(A, A") = d(B, B’). Stoga je ABB’'A’ Sakerijev ¢etvorougao sa gornjom
osnovicom S[AB] i donjom osnovicom S[A’B’|, tako da je prava koja sadrzi donju osnovicu
p(M, N) hiperparalelna sa pravom koja sadrzi gornju osnovicu p(A4, B).

C

Al x M X y N Y B

Sl. 2.13.

Ako je x = d(A', M) = d(M,C") iy = d(C',M) = d(N,B’), redosled tacaka pokazuje da
d(M,N) =z +yidA,B) = 2x+ 2y = 2d(M,N). Posto je po teoremi od ranije donja
osnovica kra¢a od gornje osnovice, d(A’, B') < d(A, B), pa 2d(M,N) < d(A, B), i stoga je
d(M,N) < 3d(A, B). Simetrala duzi S[AB] je visina ¢etvorougla i stoga je normalna na pravu
koja sadrzi donju osnovicu p(M, N).

Slucaj 2. <CMN° = 90°

Iz ove jednakosti sledi da je raspored tacaka na pravoj p(M,N) sledeéi A" = M = (',
N, B'. Sada posto je d(A,M) = d(M,C) i d(A,A") = d(C,C"), ova jednakost zajedno sa
d(C",C) = d(B', B), ponovo pokazuje da je d(A, A") = d(B, B’).

C
A=C=M N B'
A B

Sl. 2.14.
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Stoga je ABB'A" ponovo S-Getvorougao. Kao i u slucéaju 1., p(M, N) je hiperparalelno
sa p(A, B) i normalno je na simetralu duzi S[AB]. Posto je ACA'N = ABB'N, sledi da
je d(A',N) = d(N,B) = 1d(A’,B'). Ponovo iz d(A",B') < d(A,B) sledi da 2d(A",N) =
2d(M,N) < d(A, B) i odatle je d(M, N) < 3d(A, B).

Slucaj 3. <CMN° > 90°
Slicno prethodnim slu¢ajevima, s tim sto imamo moguca tri razlicita rasporeda tacaka,

(C',M,A',N,B"), (C',M,A' = N,B')i(C',M,N, A B, O

Posledica 2.53.1. Prava koja prolazi kroz sredisnju tacku jedne strane trougla i koja je nor-
malna na simetralu druge stranice, prolazi i kroz sredisnju tacku trece stranice.

Sl. 2.15.

Ranije smo videli da ako su dve prave normalne na treéu, onda su one hiperparalelne. Da bismo
utvrdili i obrnuto tvrdenje koristimo S-cetvorougao. To je upravo sledeca teorema i naveséemo
je bez dokaza.

Teorema 2.54. Ako su prave r i s hiperparalelne, onda postoji tacno jedna prava koja je
normalna na obe i r i s.
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2.2.4 Ugao paralelnosti i funkcija Lobacevskog

U ovom delu nam je cilj da ispitamo na koji nac¢in se menja rastojanje izmedu tacke P
i prave t ukoliko se tacka P kre¢e po pravoj s koja je paralelna sa pravom t. Da bismo to
uspesno postigli uveséemo funkciju Lobacevskog i ugao paralelnosti. Naveséemo neke glavne
osobine ove funkcije i kasnije ¢emo ih primenjivati po potrebi.

Definicija 2.39. Neka je tacka P van prave t = p(B, B') i tacka Q podnozje iz P na t. Ako
je s = p(A, A") prava koja sadrzi tacku P i paralelna je sa p(B, B'), tada ostar ugao <QPA’
nazivamo uglom paralelnosti prave p(A, A') w tacki P sa pravom p(B,B’), tj. wugao koji
odgovara duzi S[PQ]. Duz S[PQ] nazivamo duz paralelnosti.

Definicija 2.40. (Funkcija Lobacevskog) Funkcija Lobacevskog 11 ¢ija vrednost I1(zx) je
jednaka meri ostrog ugla u pravouglom dvouglu cija konacna stranica ima duZinu x.

Ako je 0 < x < o0, tada postoji pravougli dvougao cija konacéna strana ima duZinu x.
Svi takvi dvouglovi su podudarni, po konacnoj strani, pa je 11 dobro definisana funkcija za
0<x<oo0.

Teorema 2.55. Funkcija Lobacevskog 11 je strogo opadajuca, (y > x = I(y) < II(z))

Dokaz. Neka su P i @ tacke na polupravoj pp(AB) takve da d(A, P) =z i d(A,Q) = y i neka
je y > x. Tada postoji prava p(A, C') koja je normalna na p(A, B) u tacki A. Kroz tacke P i Q
prolaze poluprave pp(PX) i pp(QY'), redom tako da je pp(PX) || pp(AC) i pp(QY) || pp(AC).
Zbog toga sto je pp(PX) || pp(QY), dvougao (X—PQ-Y") postoji. Posto je y > x tada (APQ),
i odatle sledi da je <APX spoljasnji ugao u tacki P na (X-PQ-Y). Na osnovu osobine
spoljasnjeg ugla dvougla, <PQY° < <APX°, i stoga <AQY° < <APX°, §to ¢e reéi da
I(y) < I(x). O

Sl. 2.16.

S obzirom da su strogo opadajuce funkcije ”1-1" preslikavanje domena na kodomen, ova teorema
ima sledec¢u posledicu.

Posledica 2.55.1. Postoji inverzna funkcija za 11 i to je funkcija I171.

|

Posto je vrednost funkcije I1(z) mera ostrog ugla, onda je kodomen te funkcije interval 0 < y <
90. Kako god, nije ocigledno, ni lako dokazati da je kodomen od II ceo otvoren interval. Da
bismo to dokazali, potrebne su osobine trougla koje jos nismo ustanovili, pa ¢emo sada prvo
navesti te osobine i dokazati neke od njih, pa ¢emo se onda vratiti na funkciju Lobacevskog.
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2.2.4.1 Defekt trougla

Definicija 2.41. Defekt trougla je razlika 180° ¢ zbira uglova trougla. Tako je defekt NABC,
u oznaci D(ABC), iznosi 180°—<A°—<B°—<1C°.

Definicija 2.42. Prosta transverzala trougla je prava koja deli ugao trougla. Ako je prava
t prosta transverzala trougla NABC i deli <A, ona sece S(BC') u nekoj tacki D, i trouglovi
ANADB i AADC' su podtrouglovi u odnosu na t.

Sledec¢a teorema daje nam osobinu trougla koju smo trazili.

Teorema 2.56. Defekt trougla je suma defekata dva podtrougla u odnosu na prostu transverzalu
trougla.

Dokaz. Neka je sa t oznacena prava koja deli ugao <BAC' trougla AABC' i koja sece S(BC)
u tacki D. Neka je oy = <DAB°, ay = <DAC®, p1 = <ADB° i ¢ = <ADC". Po definiciji

D(ADB) = 180° — oy — ¢, — <1B° (1)

D(ADC) = 180° — iy — gy — <1C°. (2)

Posto vazi raspored (BDC), onda je ag + ay = <CA® i @1 + @2 = 180°. Iz ovih jednakosti, i (1)
i (2) sledi da je

D(ADB) + D(ADC) = 360° — (a1 + a2) — (1 + p2) — (<B° 4+ <C°)
= 180° — (< A° + <B° + «C°) = D(ABCQC).
O

Posledica 2.56.1. Defekt trougla je veci nego defekt bilo kog podtrougla koji odgovara prostoj
transverzali trougla.

|

Vratimo se sada na funkciju Lobacevskog. Veé¢ smo rekli da zelimo da pokazemo da ako je
a broj iz intervala (0°,90°), onda postoji broj a takav da vazi da je II(a) = «. To bi bilo
ekvivalentno tvrdenju da ako je <BAC bilo kakav ostar ugao, onda je <BAC takode ostar
ugao nekog pravouglog dvougla.

Teorema 2.57. Ako je <BAC ostar ugao, tada postoji prava koja ne sece p(A,C) i koja je
normalna na p(A, B) u nekoj tacki poluprave pp(AB).

O

Sa ovom teoremom imamo sve §to je potrebno da dokazemo da je kodomen od II ceo otvoren
interval (0°,90°). Medutim zbog opsirnosti dokaza ne¢emo ga pisati ve¢ ¢emo samo navesti
teoremu.

Teorema 2.58. Ako je o izmedu 0° i 90°, tada postoji pozitivan broj a takav da Il(a) = a.
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Posledica 2.58.1. Ako je <BAC = a < 90° i ako je tacka E na pp(AB) takva da d(A, E) =
(), tada je prava normalna na p(A, B) u tacki E paralelna sa pp(AC).

O

Sada ¢emo se vratiti na problem variraju¢ih duzi paralelnosti sa pocetka ovog odeljka. Ako je
tacka P na pravoj s ima podnozje F' na pravoj t, zelimo da znamo nacin na koji se d(P, F') =
d(P,t) menja kako P varira na s. Poceemo sa slucajem u kojem se s i ¢ seku u tacki A i
definisa¢emo = = d(A, P), y =d(P,F) iz =d(A,F).

Sledeée slucajeve ne¢emo razradivati, ve¢ ¢emo njihove rezultate dati kao teoreme.

Slucaj 1. s Lt

Teorema 2.59. Ako je <BAC ostar ugao, tacka P na pp(AC) ima podnozje F na pravoj
p(A, B) na polupravoj pp(AB). Ako je x = d(A,P), y =d(P,F) i z = d(A, F), tada suy i z
rastuce funkcije od x. Kako x raste, raste iy, ali z je uvek manje od 1171 (< BAC®).

Slucaj 2. s || t

Teorema 2.60. Ako je prava s paralelna sa pravom t, rastojanje d(P,t) opada kako se P krece
u praveu paralelizma na s, 1 raste kako se P krece po s u suprotnom pravcu. Stavise, ako je k
bilo koji pozitivan broj, tada postoji tacno jedna tacka Py takva da je d(Py,t) = k.

|

Posledica 2.60.1. Ako je s || t, kada se P kreée po s u pravcu paralelizma, d(P,t) postaje
proizvoljno malo, i kada se P krece po s u suprotnom pravcu, d(P,t) postaje proizvoljno veliko.

O

Napomena: Kao §to ova posledica pokazuje, ako je s || ¢ tada s i t prilaze jedna drugoj u
pravcima paralelizma proizvoljno blizu ali se nikada ne doticu. Iz ovog razloga, paralelne prave
s it se, u mnogim tekstovima, nazivaju ”asimptote”.

Slucaj 3. s)(t

Teorema 2.61. Ako su prave s i t normalne na pravu u u tackama A i B redom, sa d(A, B) =
a > 0 1 ako tacka P na s nije tacka A, tada P i njegovo podnozje F' na t leZe na jednoj strani
prave u. Ako je x = d(A,P), y = d(P,F) i z = d(A, F) tada suy i z rastuce funkcije od x.
Minimalna vrednost od y je a i ona je dostignuta u tacki x = 0. Kako x raste, raste i y, ali
z je ograniceno sa I171[90° — I1(a)]. Ako su E i E' dve tacke na t i nalaze se na rastojanju
I1[90° — T1(a)] od B, projekcija s na t je otvorena duz S(EE').

27



2.2.5 Oricikli

Poznato je da i u euklidskoj i hiperboli¢noj geometriji vazi da dve tacke jedinstveno odreduju
pravu, jer nam to sledi iz aksioma apsolutne geometrije. Sa druge strane samo u euklidskoj
geometriji tri nekolinearne tacke imaju tzv. ”svojstvo 3 tacke”, odnosno one pripadaju jedin-
stvenoj kruznici, pa tako oko svakog trougla u euklidskoj ravni se moze opisati kruznica. U
ovom delu zelimo da istrazimo analogiju ”svojstva 3 tacke” u hiperboli¢noj geometriji.

Pocec¢emo sa definicijama specijalnih kolekcija pravih.

Definicija 2.43. (Parabolican pramen pravih) Familija paralelnih pravih w praveu poluprave
pp(AB) je kolekcija pravih oznacena sa Fpp(AB)], koja se sastoji od prave koja sadrzi polu-
pravu pp(AB) i svih pravih koje su paralelne sa njom.

A 7772;’“***w——nz,,,
R ~ Flpp(AB)]
Sl 2.17.

Definicija 2.44. (Hiperbolican pramen pravih) Kolekcija pravih normalnih na pravu b je hi-
perparalelna familija éija je baza prava b odredena sa F(b).

F(b)

Sl. 2.18.

Definisali smo sada tri kolekcije pravih, eliptican pramen pravih, parabolican pramen pravih
i hiperbolican pramen pravih i to su osnovne familije pravih u smislu da svake dve prave
pripadaju tacno jednom od ovih pramenova i time ga odreduju.

Sada ¢emo se vratiti na kruznicu u apsolutnoj geometriji i pogledati je sa druge tacke
gledista da bismo uocili kako se tri osnovne familije pravih odnose na problem tri tacke.

Neka su tacke A i P razlicite tacke u apsolutnoj ravni, sa tim da je d(A, P) = h. Tada, po
definiciji, imamo

C(A,h)=C(A,d(A,P)) ={X :d(A, X) = h}. (3)

Pogledajmo sada bilo koju od pravih ¢ koja pripada elipticnom pramenu P(A). Posto simetrija
prave I'; preslikava kruznicu u samu sebe, ona preslikava tacku P u tacku PI'; na kruznici.
Obratno, pretpostavimo da je ) bilo koja tacka na kruznici. Ako je Q # P, tada prava t, koja
je simetrala duzi S[PQ)] pripada elipti¢cnom pramenu P(A) i PTy = Q.
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Sl. 2.19.

Ako je Q@ = P tadat =p(P, A) € P(A) i PT;, = P = (). Tako je kruznica skup svih slika tacke

P simetrijama Cije su ose prave iz elipti¢cnog pramena P(A), tj.
C(A,d(A,P))={PT,:te P(A)}. (4)

Razmotrimo sada trougao APQR u apsolutnoj ravni. Simetrala v duzi S[PQ)] je jedinstvena
prava takva da PI', = @, i simetrala v duzi S[PR)] je jedinstvena prava takva da PT', = R.

P

.

A ‘ R

Sl. 2.20.

Ako se u i v seku u tacki A, tada na osnovu (2), @ i R pripadaju kruznici C(A,d(A, P)). U tom
slucaju, d(A, Q) = d(A, R) pokazuje da treca simetrala w duzi S[QR] takode pripada P(A).
Tako dobijamo slede¢u teoremu.

Teorema 2.62. Ako dve simetrale stranica trougla APQR pripadaju elipticnom pramenu u
tacki A, njemu pripada i treca simetrala, i temena P, Q) © R leZe na kruznici sa centrom u A.

|

U euklidskoj geometriji, prave v i v se moraju se¢i i njihov presek je centar opisane kruznice
oko trougla. Medutim, u hiperboli¢noj geometriji postoji moguénost da v i v odreduju neki
od tri pramena pravih. Ako u i v odreduju elipti¢ni pramen P(A), tada P, ) i R pripadaju
kruznici ¢iji je centar tacka A. Sa druge strane, ako u i v ne odreduju elipticni pramen, tada P,
@ i R ne pripadaju ni jednoj kruznici. Definisa¢emo sada dva nova elementa nase geometrije.
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Definicija 2.45. Skup svih slika tacke P simetrijama cije su ose prave iz parabolicnog pramena
Flpp(AB)] je oricikl, i obelezavaéemo ga sa LC[pp(AB); P]. Tj.,

LCpp(AB; P)] = {PT, : t € Flpp(AB)]}.
Prave iz parabolicnog pramena su radijalne prave oricikla. Zatvorena poluprava, cija je pocetna

tacka na oriciklu v koja je paralelana sa svim radijalnim pravama koje je ne sadrZe se naziva
radijalna poluprava.

LC[pp(AB);P]

Sl. 2.21.

Definicija 2.46. Skup svih slika tacke P, koja nije na pravoj b, simetrijama c¢ije su ose prave
iz hiperbolicnog pramena F(b) se naziva ekvidistanta sa bazisnom pravom b i oznacavaéemo
je sa EC(b; P). Tj.,

EC(b; P)={PT;:te F()}.

Prave hiperbolicnog pramena su radijalne prave ekvidistante.

t
p PT}
EC(b;P)
[ [ 1 b
S1. 2.22.
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3 Metod pridruzenih pravouglih trouglova

Problem je slede¢i: ”Na koji na¢in duzine stranica i mere ostrih uglova uticu na egzisten-
ciju pravouglog trougla?”Npr.”Da li postoji pravougli trougao kome su zadate duzine kateta
(stranice naspram ostrih uglova)?”U ovom slucaju, jasno da postoji. Ali da li postoji pravougli
trougao kome su zadate mere oba ostra ugla o i 7 Ako zbir ostrih uglova nije manji od 90°,
poznato je da takav trougao ne postoji. Ali to nije oc¢igledno, ili bar dokaz da trougao ¢iji je
zbir ostrih uglova manji od 90° postoji, nije ocigledan.

U razmatranju navedenih problema koristi¢emo standardnu notaciju za pravougli trougao
NABC. Ako je <C prav, stranice naspram uglova <A, <B, <C imaju duzine a, b i ¢ redom,
i mere uglova <A i <B su A i u redom.

Sl. 3.1.

U smislu ove notacije, razmatra¢emo Sest slucajeva, u zavisnosti od toga Sta nam je poznato
od elemenata trougla ¢ije postojanje ho¢emo da pokazemo, i kakva su ogranic¢enja za poznate
elemente. Prva cetiri slucaja, su skoro trivijalna, pa ¢emo ih samo ukratko obrazloziti.

Slucaj 1. Dve katete a i b (bez ogranicenja)

Kao sto smo rekli, ovo je jasno. Neka je ugao <C prav. Na polupravoj pp(C'X) koja je jedan
krak tog ugla odredimo tacku B tako da vazi da je d(C, B) = a. Na isti na¢in na polupravo]
pp(CY) koja je drugi krak tog pravog ugla odredimo tacku A tako da je d(C,A) = b. Sa
temenima A, B, C' nam je jedinstveno odreden trougao AABC.

Slucaj 2. Hipotenuza i kateta cia (cib) (¢ > a (¢ > b))

Neka je S[BC] = a kateta trougla. Neka je prava s normala na pravu p(B,C) u tacki C.
Tacka B je centar kruznice poluprecnika r = c¢. Presek prave s i te kruznice je tacka A koja je
tre¢e teme trazenog trougla, i time je on jedinstveno odreden.

Slucaj 3. Hipotenuza i ostar ugao ci A (cip) (A < 90° (u < 90°))

Neka je duz S[AB] = c¢ hipotenuza trazenog trougla. Odredimo sada polupravu pp(AX)
tako da mera ugla <BAX bude A. Neka je sada prava s normala na pravu p(A, B) u tacki
B i pp(BY') poluprava koja je sadrzana u pravoj s sa X-strane prave p(AB). JoS nam je
preostalo da odredimo polupravu pp(BZ) koja pripada unutrasnjosti ugla <Y’ BA takvu da je
ugao <Y BZ mere \. Presek polupravih pp(AX) i pp(BZ) je tacka C koja je trece teme trougla,
pa je on opet jednoznacno odreden.
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Sluéaj 4. Ostar ugao i nalegla kateta pia (Aib) (a < 1(u) (b <IT71(N)))

Neka je duz S[BC| = a kateta trazenog trougla (analogno za katetu b i ugao \). Neka je
pp(CX) poluprava koja je normalna na pravu p(B, C) u tacki C' i pp(BY’) poluprava iz temena
B takva da je ugao <BCY mere pu. Presek polupravih pp(CX) i pp(BY) je tacka A koja je
tre¢e teme trazenog trougla. Naravno i u ovom slucaju trougao je jedinstveno odreden.

Slucaj 5. Ostar ugao i naspramna kateta A i a (u i) (nepoznata ogranicenja)

Slucaj 6. Dva ostra ugla A i u (A + p < 90°)

Pokaza¢emo sada da egzistencija nekih pravouglih trouglova podrazumeva postojanje cetiri
druga ”pridruzena” pravougla trougla i takode postojanje pet ”pridruzenih” L-¢etvorouglova.
Za slucajeve 5. i 6. koristiCemo metod pridruzenih pravouglih trouglova za koje znamo da
postoje, a to su trouglovi iz slucajeva od 1. do 4. Sada ¢emo uvesti notaciju koja ¢e nam biti
korisna. Za dati pravougli trougao AABC' sa stranicama a, b, i ¢ i oStrim uglovima mera A i p

definisemo
a =Tl(a), 8 =T(b),y = I(c),l =TT H(X),m =TT~ (). (5)

Zatim, obelezi¢emo mere komplementarnih uglova sa
o' =90°—a, =90°— 3,7 =90°—~4, XN =90° -\, i/ =90° — p. (6)
Konaé¢no, duzi paralelnosti komplementarnih uglova obelezavamo sa
@ =T (), b = T (), ¢ = T (), 1 = T (V) = T ). @

Cetiri broja a,d’, a, o/ formiraju zavisni set brojeva u smislu da svaki od njih odreduje ostala
tri. Takode ovakvu zavisnost imaju i setovi cetvorki b, ', 8,5, ¢, v, v, LU, NN, m,m/, u, 1.
Dogovor je da je nekad zgodnije koristiti mere da se ukaze o kom delu figure je re¢. Prema
tome, "a - stranica” trougla AABC' je stranica mere (duzine) a i ”\ - ugao”je ugao mere \.

Sada posmatrajmo standardni pravougli trougao AABC'. Kroz A postoji poluprava pp[A, X)
takva da je pp[AX) L p(C, A), pa su uglovi <BAX i <CAB komplementarni, susedni uglovi.
Odatle sledi da je <BAX° = X. Ako D oznacava tacku na polupravoj pp(AX) na rastojanju
! = TI7'(\) od A, onda je poluprava pp[DY’) paralelna sa polupravom pp(AB) koja je nor-
malna na pravu p(A, D), i dobijamo da je (Y-DA-B) pravougli dvougao. Prava p(C, B) sece
jednu stranicu dvougla (polupravu pp[AB) ), pa otuda sledi da sece i drugu stranicu. Posto
su prave p(C, B) i p(A, D) hiperparalelne i presek prave p(C, B) sa duzi S[AD] je prazan skup
( p(C,B) )( p(A,D), p(C,B) N S[AD] = () ). Prava p(C, B) se¢e polupravu pp(DY") u nekoj
tacki F/. Mozemo pretpostaviti da se tacka E nalazi izmedu tacki D i Y i da su one kolinearne
tj. vazi raspored (DEY'). Teorema o konstrukciji paralela kaze: ” Ako je (Y—DA-B) pravougli
dvougao sa oStrim uglom kod temena A i ako je d(A, B) = d(D, E), onda je prava s normalna
na p(A, D) u tacki A takode normalna na p(B, E) u tacki C'i <CBA° =1I(d(C, E)).” (s1.3.2)
pa odatle sledi da ako je d(D,FE) = c¢ipu = <CBA° = II[d(C, E)], onda je d(C,E) = m. S
obzirom na definiciju L-cetvorougla CADFE i ¢injenice da je <BAX komplementaran uglu A
trougla, CADFE ¢emo zvati A\-pridruzen L-¢etvorougao trouglu AABC.
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Sl. 3.2

Takode mozemo odrediti meru ostrog ugla <CED u cetvorouglu. Neka je tacka F' na pravoj
p(C, B) takva da je raspored tacaka (BEF) i d(E, F) = a.

W

—F
a A
Y * AE c
z= B ’
\B
> I
C
a
L] A
C b A

Sl. 3.3.

Tada je d(B,F) = d(B,E) +a = d(E,C) = m. Ako je poluprava pp(BZ) isto usmerena kao
i poluprava pp(AB), <F'BZ je ugao suprotan uglu <CBA, i tada je <F'BZ° = <CBA° = p
id(B,F)=m = II"'(u). Dakle, poluprava pp[FW) je paralelna sa polupravom pp(BZ) koja
je normalna na pravu p(C, F'). Kako je pp(FW) || pp(BZ) = pp(FW) || pp(EY), sledi da
je (W-FE-Y) pravougli dvougao. Dakle, <t'EY° = Il[d(F,E)] = ll(a) = a1 <CED° =
<FEY° = .

Slicnim postupkom dobijemo p-pridruzen L-¢etvorougao za ANABC.
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Sl. 3.4.

Iz tacke B povucemo polupravu pp[BX*) L p(C, B) tako da je <X*BA° = /. Ako je
rastojanje tacke D* na polupravi pp(BX*) od tacke B jednako m’ = II"*(), onda je poluprava
pp[D*, Y*) paralelna sa polupravom pp(BA) koja je normalna na p(B, D*) i (Y*-D*B-A) je
pravougli dvougao. Prava p(C, A) sece polupravu pp(D*,Y*) u tacki E*, i CBD*E* je -
pridruzen L-¢etvorougao trouglu AABC. Njegove stranice su mere a, m/, ¢, [, i oStar ugao je
mere (3.

Konstrukcijom paralela ne odredujemo samo dva L-¢etvorougla pridruzena pravouglom tro-
uglu ve¢ odredujemo i dva pravougla trougla pridruzena L-cetvorouglu. Pretpostavimo sada
da je dat L-cetvorougao CADE sa ostrim uglom <DFEC mere « koji sadrzi stranice duzina
¢ i m redom, i naspramne stranice duzina b i [’ redom. Iz konstrukcije paralela sledi da
kruznica C(A,c) seée duz S(CFE) u tacki B tako da su poluprave pp(AB) i pp(DE) para-
lelne (pp(AB) || pp(DE)), i pravougli trougao AABC nazivamo c-pridruzen pravougli trougao
L-¢etvorouglu CADE. Takode, iz konstrukcije paralela, kruznica C(A, m) sece duz S(DE)
u tacki G tako da pp(AG) || pp(CE) i trougao AAGD je m-pridruzn pravougli trougao L-
cetvorouglu. Nije tesko pokazati da je <CBA° = 11"Y(m) = p i <DGA° =11"1(c) = v, da je
<JCBA° =90° —II(I') = 90° — N = XA i <DAB° = 90° — II(b) = 90° — 5 = ', i kona¢no da je
d(B,C)=d(G,D) =" a) = a.

A \
- E C \/a D
o GV
m m I'
— ,
c g
a1t
il A
C b A

Sl. 3.5.

Bilo da pocnemo da pravouglim trouglom ili L-¢etvorouglom mozemo koristiti pridruzivanje
da opiSsemo dobijanje niza pridruzenih pravouglih trouglova ili L-¢etvorouglova. Na primer, sa
pravouglim trouglom AABC, imamo A-pridruzen L-cetvorougao C'ADE ¢iji osStar ugao sadrzi
stranice duzina ¢ i m redom. Tada, c-pridruzen pravougli trougao tom cetvorouglu je bas
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trougao AABC. Ali m-pridruzeni pravougli trougao je novi trougao (u opstem slucaju, nije
podudaran), recimo AADG. Ostri uglovi trougla AADG su mere v i ' redom. 7-pridruzen
L-cetvorougao trouglu AADG je ponovo cetvorougao CADE, ali f'-pridruzen L-Cetvorougao
je novi cetvorougao. Koriste¢i ovaj novi ¢etvorougao mozemo dobiti novi pravougli trougao, i
iz tog pravouglog trougla novi L-¢etvorougao, i dako dalje. Niz se zaustavlja kada dobijemo
Sesti pravougli trougao u nizu koji je podudaran sa AABC' i Sesti L-Cetvorougao podudaran
sa CADE. Dve cinjenice ovog niza figura ¢ine ovaj niz vaznim. Prva je, ako jedna od figura
postoji, onda sve postoje. A druga, ako su mere u jednoj od figura poznate, onda su mere svih
figura poznate. Odatle sledi i sledeca teorema koju ¢emo navesti bez dokaza.

Teorema 3.1. Ako postoji pravougli trougao ¢iji su parametri iz bilo kog reda sledece tabele,
tada postojgi pravougli trougao ¢iji su parametri iz preostala cetiri reda.

Niz prva | ugao za prvu | hipotenuza | ugao za drugu | druga
mera | stranica stranicu™ stranicu stranica
1 a 1 c A b
2 I ok m 0 a
3 d o/ b 1 [
4 m’ A a o4 d
5 b ~y [ o/ m’

(*pod "uglom prve stranice”mislimo na oStar ugao koji se nalazi na prvoj stranici)

Koristec¢i navedenu tehniku razmotri¢emo odgovore na pitanja 5. i 6.

Teorema 3.2. Za proizvoljan pozitivan broj a i proizvoljan pozitivan ugao A < 90° postoji
pravougli trougao sa ostrim uglom \ sa naspramnom stranicom duZine a.

Dokaz. Broj a i X odreduju odreduju set brojeva a,a’, o,/ i A, X', [,I’. U tabeli 1. Teoreme 3.1
hipoteticki pravougli trougao sa setom mera iz drugog reda ima stranice duzine I’ i a redom. Iz
tabele 1. slucaj jedan takav pravougli trougao postoji. Posto smo oznacili [’ kao prvu stranicu i
a kao drugu stranicu, mozemo oznaciti duzinu hipotenuze sa m, ugao prve stranice sa 4’ i ugao
druge stranice sa . Stoga, pravougli trougao ¢ije su mere iz drugog seta u tabeli postoji. Iz
Teoreme 3.1 sledi da postoji pravougli trougao ¢ije mere ¢ine set 1 u tabeli i u tom pravouglom
trouglu ostar ugao mere A se nalazi nasuprot stranici duzine a. O

Odgovor za slucaj 6. je dat u sledecoj teoremi.

Teorema 3.3. Za date pozitivne mere uglova A\ i p takvih da A + p < 90° postoji pravougli
trougao ¢igi ostri uglovi imaju mere X 1 j redom.

Dokaz. Brojevi A i p odreduju setove brojeva A\, N, [,I' i pu,u/,;m,m'. U tabeli 1. Teoreme
3.1, hipoteticki pravougli trougao sa setom mera iz reda 5 ima hipotenuzu duzine [ i stranicu
duzine m/. Iz slucéaja 2. takav pravougli trougao postoji ako je [ > m'. Posto je A + pu < 90°,
A < 90° — p tj. A < g/ odakle sledi da je IT"*(\) > IT"*(y). Stoga je [ > m’. Pa pravougli
trougao sa hipotenuzom duzine [ i stranicom duzine m’ postoji. Oznacivsi ovu m’ stranicu kao
drugu stranicu, mozemo definisati meru ugla druge stranice kao o/, duzinu prve stranice kao b
i meru ugla prve stranice kao . Ovaj pravougli trougao je set 5 mera iz tabele 1. i stoga po
Teoremi 3.1 postoji pravougli trougao sa prvim setom mera u tom pravouglom trouglu, ostri
uglovi imaju mere A i y redom. O
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Pocevsi sa pravouglim trouglom ¢ije su mere poznate mozemo oznaciti stranice petougla
tako da on sluzi kao mnemonicki aparat za odredivanje mera pridruzenih pravouglih trouglova.
Pretpostavimo da je trougao standardizovani pravougli trougao AABC koji smo koristili. Jedna
stranica petougla je oznacena kao duzina hipotenuze tj. c. Sledece dve stranice petougla susedne
stranici ¢ su oznacene sa duzima paralelnosti ostrih uglova u trouglu tj. oznacene su sa l i m.

P, O (S

Korak 1. Korak 2. Korak 3.

Sl. 3.6.

Na kraju, dve preostale stranice petougla su oznacene sa duzinama paralelnosti komplementar-
nih uglova trougla, tj. a’ i b’ redom. Kakogod izbor strana a’ i b’ je vazan. U trouglu, ugao \ je
izmedu stranica c i b, ali na petouglu odgovarajuca stranica [ ne sme biti izmedu stranica ci b'.
Slicno, ugao p je izmedu stranica c i a, ali na petouglu stranica m ne sme biti izmedu stranica
cid. Odavde sledi da stranice petougla moraju budi redom ¢, m,,a’,l. Kao $to mozemo
videti iz tabele 1. Teoreme 3.1, svaki od ovih brojeva je duzina hipotenuze na jednom od pet
pridruzenih pravouglih trouglova.

Da bismo dobili mere u pravouglom trouglu pridruzenom AABC, dovoljno se setiti da je
petougao oznacen pocevsi od tog pravouglog trougla. Npr. postoji pridruzeni pravougli trougao
¢ija hipotenuza ima duzinu a’. Da bi stranice susedne stranici a’ u petouglu imale duzine [ 1 ¥,
oStri uglovi trougla moraju imati mere A i f’. Konac¢no poSto su dve preostale stranice petougla,
stranice ¢ i m, katete trougla moraju imati duzine ¢’ i m’. Posto je stranica [ petougla izmedu
stranica @' i ¢, ugao A trougla ne sme biti izmedu hipotenuze a’ i stranice ¢’. Stoga je ugao A
naspraman stranici ¢’ trougla i ugao ' naspraman stranici m/'.

Sl. 3.7.

Zapoceli smo ovaj odeljak sa pitanjem u kom obimu elementi pravouglog trougla mogu biti
poznati da bi taj trougao bio odreden, i do sada smo resili svih Sest sluc¢aja sa pocetka. Sada
¢emo razmatrati isti problem za S-cetvorouglove i L-Cetvorouglove.

Neka je ABC'D oznacen S-Cetvorougao, sa sredisnjom tackom M na duzi S[AB] i sredisnjom
tackom N na duzi S[CD], jasno je da S-¢etvorougao ABC'D postoji ako i samo ako postoji
L-¢etvorougao AMND.
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A a M a B
Sl 3.8.

Neka je d(A,B) = 2a, d(A,D) = d(B,C) = m, d(C,D) = 2¢, <ACD° = «BCD° = A, i
d(M,N) = b. Sada se problem postavlja na slede¢i nac¢in: u kom obimu mere a,m, ¢, A, b mogu
biti navedene? Npr. da li postoji S-¢etvorougao sa datom bazom duzine 2a i sa datim uglovima
pri vrthu mere A7 Isto tako, da li postoji L-Cetvorougao, sa datim oStrim uglom mere X i sa
stranicom, koja nije na ovom uglu, date duzine a?

Da bismo odgovorili na upravo postavljena pitanja treba samo da razmotrimo pravougli
trougao koji se odnosi na ¢, a koji je pridruzen L-¢etvorouglu AM N D, recimo pravougli trougao
ANAME gde je E presek kruznice C(M,c) i duzi S(A, D). Ako AAMFE postoji, onda postoje
i AMND i ABCD. U slede¢oj teoremi koja govori o postojanju S-cetvorouglova postojanje
odgovarajuc¢ih L-cetvorouglova se ne¢e posebno izdvajati, nego ¢e se podrazumevati.

D c N c C
< ]
A A
b m
E
c
B
A a M a B
Sl 3.9.

Teorema 3.4. Ako su a, m,c, \,b pozitivni brojevi, Sakerijev ¢etvorougao c¢ija je donja osnovica
duzZine 2a, duZine gornje osnovice 2c, bocne stranice m, ostrog ugla mere \ i visine b postoji u
sledecim slucajevima.
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Slucaj Zadato Ogranicenja
1 donja osnovica, stranica (2a,m) nema
2 donja osnovica, gornja osnovica (2a, 2c) a<c
3 donja osnovica, ugao pri vrhu (2a, \) A < 90°
4 donja osnovica, visina (2a,b) B> (a)x*
5 stranica, gornja osnovica (m, 2c) nema
6 stranica, ugao pri vrhu (m, \) A < 90°
7 stranica, visina (m,b) b<m
8 ugao pri vrhu, gornja osnovica (A, 2¢) | A < 90°, ¢ > TI71(\)
9 gornja osnovica, visina (2¢,b) nema
10 ugao pri vrhu, visina (A, b) A < 90°

*(B" = 90° — 11(b))
O

U teoremama za uslove podudarnosti trouglova postojanje figura se podrazumeva. Npr., u
teoremi podudarnosti trouglova stranica-stranica-stranica se ne dovodi u pitanje postojanje
trougla sa tri date stranice, prema tome, Teorema 3.4 ustvari daje deset uslova podudarnosti
za S-Cetvorouglove (tj. donja osnovica-stranica”, donja osnovica-gornja osnovica’itd.) i isto
tako, deset uslova podudarnosti za L-¢etvorouglove.

Da bismo dali primer upotrebe pridruzenih figura, povezanih sa problemom koji je intere-
santan i vazan, sada zelimo da istrazimo problem odredivanja tangenti date kruznice ¢ koje
prolaze kroz datu tacku P koja se nalazi izvan c¢. Prvo posmatramo da ako je prava p(P, A),
tangenta sa dodirnom tackom A na ¢, onda je prava p(P, A) normalna na radijalnu pravu kroz
A, i tu liniju ¢emo obelezavati sa r4. Stoga, prava p(P, A) nije radijalna prava i posto P ¢ 74,
radijalna prava rp kroz P nije r4.

Sl. 3.10.

Simetrija u ravni sa osom rp, preslikava ¢ u samu sebe, tacku A u tacku A* na c i preslikava 74
na r4+. Posto je P fiksirana tacka, simetrija ocuvava normalnost, p(P, A*) L r4«, $to dovodi do
zakljucka da je p(P, A*) takode tangenta na ¢, posto je prava p(A, A*) se¢ica na ¢, P ne pripada
p(A, A¥), i stoga <APA* postoji. Po definiciji tangentnosti, sve tacke kruznice ¢ osim tacke A
leze na A* strani prave p(P, A) i sve tacke na kruznici ¢ osim tacke A* leze na A strani prave
p(P, A*). Stoga, ako je X tacka na kruznici ¢ koja nije ni tacka A ni A* onda X € In(<APA")
i podrazumeva da prava p(P, X) razdvaja tacke A i A* i stoga nije tangenta od c¢. Dakle, ako
postoji prava kroz P koja je tangenta na ¢, onda postoje tacno dve takve prave. Stavise, ako
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su A i A* tacke dodira tangente i kruznice, onda d(P, A) = d(P, A*), i rp je simetrala duzi
S[AA*.

Pretpostavimo da tangenta p(P, A) postoji. Na radijalnoj pravoj rp postoji najmanje jedna
tacka na ¢ (dve ako je ¢ kruznica) i oznaci¢emo sa B presek koji je najblizi tacki P. Prava u
koja je simetrala duzi S[AB] je radijalna prava od ¢, dakle, simetrija X' = XT, preslikava ¢ u
samu sebei Au A’ =B

P
P’ . B t
Y]
A c
Ip
Ta
SL. 3.11.

Stoga prava p(P, A), koja je tangenta na ¢ u tacki A, mora se preslikati u p(P’, A") = p(P', B) =
t, tangentu na c u tacki B. Neka c¢; bude bude kruznica sa istim centrom kao i ¢, koja prolazi
kroz tacku P(koradijalna kruznica). Tada je prava u takode radijalna prava za c; i stoga
P’ = PT", mora biti na ¢;. Iz ovoga sledi da P’ mora biti tacka preseka c; i prave t. Takode,
kako T, preslikava rp = p(P, B) u p(P’, B') = p(P’', A) = ra, rpr = ry, onda je A tacka u kojoj
se seku rp/ 1 ¢. Ova poslednja konstatacija pokazuje kako se postojanje tangente p(P, A) moze
dokazati, a ne samo pretpostaviti. Ako prava ¢, koja je tangenta na ¢ u tacki B, u nekoj tacki,
oznac¢imo je sa P’ zaista sece ¢;, onda je prava u, koja je simetrala duzi S[PP’'], radijalna prava
iza cizacy. Odavde sledi da simetrija ', preslikava kruznice u same sebe, pa se tacka B
preslikava u neku tacku A na c. Prava t, tangenta na c u tacki B, mora se preslikati na pravu
', tangentu na c u tacki A. PoSto je P’ tacka na pravoj t, njegova slika preslikavanjem I',, mora
biti na t’. Ali, P = P'T',. Iz ovoga vidimo da je t' = p(P, A) tangenta koja prolazi kroz P.
Stoga, postojanje zeljenih tangenti, kao i metod za njihovo odredivanje ¢e biti ustanovljen ako
uspemo pokazati da tangenta na kruznicu c¢ u tacki B preseca i koradijalnu kruznicu c;.

Ako je ¢ kruznica, onda ¢injenica da se tacka B nalazi unutar koncentri¢ne kruznice c;
podrazumeva da t sece ¢; po Teoremi 2.35. Iz ovoga vidimo da u sluc¢aju kruznice, postoje dve
tangente kroz P.

Da bismo postigli iste rezultate za oricikl potrebna nam je sledeca teorema.

Pre nego sto pocnemo definisa¢emo ”lepezasti”ugao pomocu teorema.

Teorema 3.5. Ako tacka P nije na pravoj t, tada postoji ugao u P c¢ija unutrasnjost sadrzi
pravu t @ ¢ija simetrala je normalna na t.

|

Teorema 3.6. Ako tacka P nije na pravoj t, tada postoji tacno jedan ugao u P sa osobinama
1z prethodne teoreme i svaka prava koja deli ugao sece pravu t.

S obzirom na ove dve teoreme, mozemo definisati ”lepezasti”’ ugao.
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Definicija 3.1. Ako tacka P nije na pravoj t, ugao koji obrazuje iz prethodnih teorema éemo
zvati lepezasti ugao i obeleZavati sa <t(P,t).

Teorema 3.7. Ako je prava t normalna na polupravu pp[PB) u tacki B, tada prava t sece
oricikl LC[pp(PB)] u dve tacke.

Dokaz. Neka je p(P, X) prava normalna na p(P, B) i samim tim tangenta na LC[pp(PB)]. Neka
je a = d(P, B) i neka je C' tacka takva da je (PBC'). Poluprava pp(BY') iz tacke B paralelna
je sa pp(PX) i po teoremi:” Ako je dat ugao <BPFE, prava t moze da se konstruise tako da je
<IBPE lepezasti ugao <(P,t).”, postoji prava v takva da je <CBY lepezasti ugao od B i v.
Dvougao (X-PB-Y") je pravougli dvougao, i stoga <PBY*° = II(a) = o < 90°. Iz ovoga
sledi da je t L p(P, B) iz ¢ega zakljucujemo da t deli <C'BY i stoga sece v u nekoj tacki Q.

P . X
/L Y
E W
LC[pp(PB)]
@ v
t [ b
Bl 4,./Q D
= b
,/Z
C |
Sl. 3.12.

Na v, neka je pp(QZ) poluprava paralelna sa pp(BC') i neka je pp(QW) suprotana poluprava
koja mora biti paralelna sa pp(BY) i stoga takode paralelna sa pp(PX). Neka je b = d(B, Q).
Posto je (C—-BQ-Z) pravougli dvougao, <BQZ° = II(b) = 5. Komplementarnoj meri ugla
B = 90° — B odgovara komplementarna duz paralelnosti & = IT"(#), i na pp(BQ) postoji
tacka D takva da d(B,D) = /. Pokaza¢emo da je tacka D tacka u kojoj se seku t i oricikl.
Posto se () nalazi unutar ostrog ugla <BPX, tacka F' na p(P, X) pripada i pp(PX) i mozemo
pretpostaviti da (PFX).

P c F X
o’ [ |m -
b A
/
a G
W
" A
- /]
B b g Q D
Z
Sl. 3.13.

Neka je ¢ = d(P,F), | = d(F,Q) i p = <FQB° u L-¢etvorouglu. Kruznica c¢(P,b) preseca
S(FQ) u tacki G, i APFG je b-pridruzen pravougli trougao cetvorougla. Iz ovoga sledi da je
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d(F,G) =T (p) = m, <FGP° =I"Y(l) = \, i <GPF° = 90° — II(a) = 90° — a = . Neka
jell(c) =7,7" =90° =7, ¢ = II7H(y") i g/ = 90° — p, m’ =TT (p).

Sl. 3.14.

Mnemonicki petougao koji odgovara APFG ima stranice redom obelezene sa b,l,c¢,m’, a’.
Stoga ovde postoji pravougli trougao, recimo AMNQO, pridruzen APFG, ¢ija hipotenuza
S[MO] ima duzinu ¢, sa katetama S[MN] i S|NO], duzina a i b’ redom, sa ostrim uglovima
INMO i <NOM mera A i p' redom. Po teoremi stranica-ugao-stranica ANMO = ABPD.
Stoga po odgovaraju¢im delovima podudarnih trouglova, <BPD° =\ i <PDB° = /.

P F > X

- v

A

Sl. 3.15.

Neka je pp(DU) poluprava paralelna sa pp(PB) i stoga takode paralelna sa pp(BC'). Posto
je (C-BD-U) pravougli dvougao, onda d(B,D) =V, i <BDU°® = II(V/) = p', i <PDU° =
IPDB° + <«BDU° = 1/ + /. Dvougao (X—FQ-W) je takode pravougli, pa d(F,Q) = [ sto
implicira da <WQF° = TI(l) = A. Sada u tacki @) imamo <WQF°+<FQB°+<BQZ° = 180°,
te isto tako A+pu+ 5 = 180°. Ova jednakost pokazuje da je A = 180°—pu— L = 90°—pu+90°— 5 =
'+ (. Odavde sledi <CPD° = A = <PDU° = 1/ + ' i stoga (C—PD-U) je jednakokraki
dvougao. Tako dobijamo da je simetrala duzi S[PD)] paralelna sa pp(PC) i pp(DU) i da je
radijalna prava oricikla. Posto simetrija na ovoj radijalnoj pravoj preslikava P u D, D je tacka
u kojoj se seku t i oricikl. Simetrija ¢ija je osa radijalna prava p(P, B) preslikava ¢ u samu sebe,
i preslikava LC[pp(PB)] u samu sebe. Ona stoga preslikava D u neku tacku E koja je druga
tacka u kojoj se presecaju t i oricikl. O

Posledica 3.7.1. Ako je (PBC), prava t, koja je tangenta oricikla LC[pp(BC)], preseca ko-
radijalni oricikl LC[pp(PB)| u dve tacke D i E, i radijalne prave kroz D i E seku unutrasnji
oricikl u tackama D* i E* redom, tako da su p(P, E*) i p(P, E*) tangente od LC[pp(BC)].
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Posledica 3.7.2. Ako se tacka B nalazi unutar oricikla, svaka neradijalna prava kroz B preseca
oricikl u dve tacke. Osobine ekvidistante, koje su slicne osobinama oricikla v Teoremi 3.5 14
njihove posledice naveséemo u sledecem obliku.

a

Teorema 3.8. Neka je PF normalna na pravu s, P # F, i ako je B izmedu P i F, tada prava
t koja je normalna na p(P, F') u tacki B sece ekvidistantu EC(s; P) u dve tacke.

|

Posledica 3.8.1. Ako je (PBF), i ako je prava s L p(P, F) u tacki F', prava t, koja je tangenta
ekvidistante EC(s; B) sece, u tacki B ko-radijalnu ekvidistantu EC(s; P) u tackama D i E, i
radijalne prave kroz D 1 E seku unutrasnju ekvidistantu v tackama D* i E* redom, tako da su
p(P, D*) i p(P, E*) tangente od EC(s;B).

])

w INTNy

B t
i DN _EC(s;P)
‘—F S EC(s;B)

S1. 3.16.

Posledica 3.8.2. Ako se tacka B nalazi unutar ekvidistante EC(s; P), i ako je na P-strani
prave s, tada svaka prava koja prolazi kroz tacku B i hiperparalela sa pravom s sece ekvidistantu
EC(s; P) u dve tacke.
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4 Zakljucak

Osvrnuc¢emo se jo$ jednom na problem koji je analiziran u ovom radu. Neka je AABC
pravougli trougao s katetama a i b i hipotenuzom c. Neka su, dalje, i A ostri uglovi naspram
kateta a i b, redom. Kao §to smo rekli jednostavno se pokazuje da je u hiperboli¢noj geometriji
AABC jednozna¢no odreden (do na podudarnost) u sledeé¢im sluc¢ajevima:

1° katetama a i b;

2° katetom a (ili b) i hipotenuzom ¢, ako je a < ¢ (b < ¢);

3° hipotenuzom c i ostrim uglom g (ili A), ako je p < 90° ( A < 90°);
4° katetom a i ostrim uglom p (katetom b i ostrim uglom \)

ako je a < () (b < II71(X)), gde je IT funkcija Lobacevskog. Medutim, pitanje je bilo
sledece: Sta ako je zadata

5° kateta a i naspramni ugao A (kateta b i naspramni ugao u), gde je A < 90° (u < 90°) ili
6° ostri uglovi i A za koje vazi pu+ A < 90°7

Ispostavilo se da je odgovor ponovo - da, ali da su slucajevi 5° i 6° neuporedivo slozeniji od prva
cetiri. Za dokazivanje egzistencije tih pravouglih trouglova primenjivali smo posebnu metoda
(tehnika) u kojoj se koriste pridruzeni pravougli trouglovi. Osim njih koristili smo Lambertove
cetvoruglove, oricikle i druge karakteristicne figure hiperboli¢ne ravni.

Medu posledicama dokazanih teorema, izveli smo uslove za egzistenciju Sakerijevog cetvorougla
u zavisnosti od pojedinih parametara kao Sto su osnovice, bocne stranice, ostri uglovi, visina
kao i neke osobine oricikla i ekvidistante.
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