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Predgovor

Preciznu i sveobuhvatnu definiciju znacajnih tacaka i linija trougla je veoma tesko dati. Pod
njima se obi¢no podrazumevaju tacke, prave, kruznice i druge krive 2. reda (elipse, parabo-
le, hiperbole) koje su na odredeni nacin prateci deo trougla.

Neke od znacajnih tacaka i linija bile su poznate jos$ u anti¢koj matematici, neke su otkrivene
u srednjem veku, a ogroman broj datira u poslednjih 40-50 godina. Poredenja radi, pre samo
nekoliko meseci na spisku je bilo 5389 tih znacajnih objekata. Trenutno ih je poznato 5405.
Definicije i osnovne karakteristike svih do sada poznatih znacajnih tacaka i linija trougla
mogu se naci u [2].

[z ogromnog broja znacajnih tacaka, pravih i kruznica trougla u ovom radu je predstavljen
jedan manji broj. Izbor je pao na Kklasi¢ne, kao Sto su opisane i upisane kruznice i njihovi
centri, ortocentar, teziSte. Zatim dolaze Ojlerova prava i kruznica, Fermaova, Napoleonova,
Brokarova i Zergonova tacka itd.

Za predstavljanje znacajnih tacaka i linija koriste tzv. trilinearne koordinate. O njima, njiho-
vim karakteristikama i primenama govori se u prvoj uvodnoj glavi.

Druga glava se bavi dobro poznatom opisanom kruznicom i njenim centrom. Osim definicije
i trilinearnih koordinata, navode se karakteristi¢ne osobine te tacke, odnosno kruznice. U 3.
glavi se daje prikaz upisane i spolja pripisanih kruZnica po sli¢noj semi. Cetvrta glava je pos-
veCena teZiStu, a peta ortocentru trougla. Za svaku od navedenih tacaka daju se i veze sa
ostalim znacajnim tackama, pravama i kruznicama.

U 6. glavi se predstavlja Ojlerova prava, a u 7. Ojlerova (Fojerbahova) kruZnica, takode poz-
nata kao kruznica 9 tacaka. U glavama od 8. do 16. redom obradene: Fermaova tacka,
Napoleonova tacka, Zergonova tacka, Brokarova tacka, tacka preseka simediana, Nagelova
tacka, srediSnja tacka, Mikelova tacka, Fojerbahova tacka.

Sve znacajne tacke i linije su, osim definicijama i trilinearnim koordinatama, predstavljene i
graficki .

Na kraju je spisak koriS¢ene literature.

Zelela bih da se zahvalim mentoru dr Vojislavu Petrovi¢u i ¢lanovima komisije dr Bojanu
BasSicu i dr Duri Paunic¢u na korisnim savetima i podrsci prilikom izrade ovog rada.



1. Uvod

Trilinearne koordinate

Jedan od pogodnih nacina za definisanje i predstavljanje znacajnih tacaka trougla su
trilinearne koordinate. One predstavljaju neku vrstu odnosa rastojanja posmatrane tacke od
stranica u trouglu.

Neka je data stranica s trougla ABCi tacka P. Obelezimo sa |P,s| udaljenost od tacke P do
prave koja sadrzi s. Sada definiSimo udaljenost u zavisnosti od znaka od P do s kao:

(P,s] = { |P,s], ako je P sa iste strane prave s kao i trougao;
o= —|P,s|, u suprotnom.
Naslici 1je [P, BC] =|PX|,a[Q BC] = — |QY|

Na ovaj nacin svaki trougao obrazuje neku vrstu koordinatnog sistema u kom je tacka Pdata
sa 3 koordinate: @ =[P, BC], B =[P, AC], y =[P, AB]. Ovo zapisujemo P=[a: B :y]

SI. 1

Dva skupa trilinearnih koordinta [a:b:c] i [a :b :c] su ekvivalentna, zapisujemo
[a:b:c] ~[a :b :c'],ako postoji realan broj k # 0 takav dajea =ka, b' = kb, ¢ =
kc.



Posmatrajmo jednakostrani¢an trougao sa stranicom duZine 1. Npr. ne postoji tacka koja je
od svake stranice udaljena za dva, ali [2 : 2 : 2] je ekvivalentno sa [\/§/6 :4/3/6: \/§/6], a

postoji tacka koja je od svake stranice udaljena za v/3/6, to je teZiste trougla.

Pretpostavimo da su trouglovi ABC i A'B'C’ sli¢ni, sa koeficijentom sli¢nosti &, paje |4 B’'|
= k|AB|, |B'C'| = k|BC|, |A'C'| = k|CA| (slika 2). Tada su koordinate tacke P u odnosu na
trougao ABC ekvivalentne koordinatama tatke P’ u odnosu na trougao A B C’, gde je P’
ta¢ka u trouglu A' B C’ dobijena od tatke P, preslikavanjem sli¢nisti sa koeficijentom k& (u
slucaju datom na slici k = 3/4 ). Na isti nacin preslikavajuci trougao ABC sa koeficijentom
sli¢nosti ¥ =1/2, dobijamo tatku P” u trouglu A B"C", &ije su trilinearne koordinate
ekvivalentne sa trilinearnim koordinatama tacke P (AABC) i sa trilinearnim koordinatama
tatke P'(AA'B'C").
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Teorema 1. Neka je dat trougao ABC i realni brojevi x, y i z koji nisu svi jednaki nuli.
Tada postoji tacka P cije su trilinearne koordinate u odnosu na trougao ABC [x : y : z].

Dokaz: Imamo dve Kklase trilinearnih koordinata: jedna u kojoj su sve tri koordinate
pozitivne i druga kad su jedna ili dve negativne. Konstruisacemo AA'B'C’ i tacku P’ tako da
je AA'B'C'~AABC ipritom [P',B'C'| = x,[P',A'C'| =y, [P',B'A"] =z

Sluéaj1. x >20,y=>20,z>20 ~x<0,y<0,z<0

Posmatrajmo slucaj kada su sve tri koordinate vece ili jednake 0. Neka je P’ proizvoljna
tacka. Obelezimo sa P, tacku Cija je udaljenost od tacke P’ jednaka x. Sa razliCitih strana
duzi P'P, kod tacke P'nanesimo uglove m — 8 i m — y, nanesimo duZine z i y redom (slika
3). Tacke koje pri tom dobijamo nazovimo sa P, i P,. Neka su: [, prava kroz P, normalna
na P'P,, 1, prava kroz P, normalnana P'P, i [, prava kroz P, normalnana P’P,.Neka je:
Lnl, =4 LLnl,=B"i [,nl,=C"



S1.3

Sada je jasno da su trilinearne koordinate tacke P' u odnosu na trougao ABC' [x :y: z].
Da bismo dokazali da su trouglovi AA'B'C’' i AABC sli¢ni uporedi¢emo njihove unutrasnje
uglove. Cetvorougao P'P,B'P, ima prave uglove kod temena P, i P, i ugao kod temena P’je
jednak m — . Odatle dobijamo da je «B' = . Na isti na¢in dobijamo da je «C’ =y. Odavde
sledi da su trouglovi AA'B'C' i AABC sli¢ni.

Sluéaj2. x >20,y<0,z<0 ~x<0,y=>20,z=0
Drugi skup dobijamo od prvog, mnoZec¢i ga sa -1.

U ovom slucaju za razliku od prethodnog uze¢emo da je < P,P'P, =f i <« P,P'P, =y (slika
4). Konstrukcija i dalje daje da su trouglovi AA'B'C' i AABC slitni, ali sada tacka P’lezi
izvan trougla. Na prvom crtezu je sluéaj x < 0,y > 0,z > 0, tada imamo <P,B'P, = — 3,
odakle je <B’'= f analogno <C' =y. Na drugom crtezu je x>0,y <0,z<0, tada je
4P, A'P, = a, a daje «C' = y vidimo iz trougla koji obrazuju prese¢na tatka pravih P'P, i A'C’
itacke C'i P,. m



SI. 4
2. Centar opisane kruZznice

Poznato je da za svaki trougao postoji kruZznica koja sadrZi njegova temena. To se zasniva na
Cinjenici da se simetrale stranica svakog trougla seku u jednoj tacki. Tu tacku obic¢no
obelezavamo sa O.

Teorema 2. Simetrale stranica svakog trougla seku se u jednoj tacki.
A
B

SL.5

[=]

Nadimo sada trilinearne koordinate za ovu tacku.



SL.6

[0,BC] =|0X| = |OB| cos<B0OX
ABX0O = ACX0 = ¥B0OX = 1C0X =«

IBOC je centralni, a «BAC periferijski nad tetivom BC, pa odatle sledi da je

IBOC = 24BAC = <BAC =a.
Sada imamo da je

|OB| cos <BOX = |0OB| cos «BAC = |0B|cosa , tj. [0,BC] =|0B]|cosa.
Analogno dobijamo da vazi
[0,AC] =|0C|cospB i [0,AB]=|0A|cosy.

Dobijamo da su trilinearne koordinate tacke O
O=1[|0OB|cosa: |0C|cospB : |0OA|cosy] i vazi |OB|=]0C|=|0A| (poluprecnici).
Odatle sledi da je

O=[cosa: cosfB: cosy].



3. Centar upisane kruznice

Sli¢no kao i za simetrale stranica, za simetrale unutrasnjih uglova trougla vazi tvrdenje:

Teorema 3. Simetrale unutrasnjih uglova trougla seku se u jednoj tacki.

Ay

i
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Tacka S je jednako udaljena od stranica AABC, te je centar kruznice koja ih dodiruje. Ta
kruzZnica se zove — upisana kruznica u AABC. Kako su rastojanja tacke S od pravih B¢ CA i
AB jednaka r— poluprecnik upisane kruznice, njene trilinearne koordinate su [1: 1 : 1].

Osim toga, tacka S ima slede¢u osobinu koja je povezuje sa opisanom kruznicom oko AABC.

Teorema 4. Neka simetrala <ACB sece kruznicu opisanu oko trougla ABC u tacki M. Tada je
MS = MA = MB, gde je S centar upisane kruZnice.

Dokaz: <ACM = <BCM = g , odakle dobijamo da je M srediste luka AB, paje MA = MB (1)

a
ZASM = SSAC + 45CA =7 + g )

a a
LSAM = xSAB + <BAM :E-I_ <BCM :E+ g 3)

[z (2)i(3) je MA=MS,aodatleiiz (1)daje MA=MB=MS. m
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S1. 8
Za simetrale jednog unutrasnjeg i dva spoljasSnja ugla trogla vazi slicna teorema:

Teorema 5. Simetrala jednog unutrasnjeg ugla trougla i simetrale spolja$njih uglova kod
druga dva temena seku se u jednoj tacki - centru spolja pripisane kruznice. =

S1.9

Ta tacka je centar kruZnice koja dodiruje jednu stranicu trougla i produzetke druge dve.
Takvu kruZnicu zovemo spolja pripsanom za AABC. Ako dodiruje stranicu BC, centar
oznacavamo sa S,, a poluprecnik sar,. Slicno suS§, iS, centri spolja pripisanih kruznica
koje dodiruju stranice CA i AB, a 1,1 7. njihovi poluprecnici. S obzirom na Teoremu 5,
trilinearne koordinate tacaka S,,S, 1S, redomsu[—1: 1: 1],[1: —=1: 1],[1: 1: —1].

Za upisanu i jednu od spolja pripisanih kruznica vazno i korisno je sledece tvrdenje.



Teorema 6. Neka kruZnica upisana u trougao ABC dodiruje stranice BC, CA i AB redom u
tackama A., B, i C; Ineka spolja pripisana kruznica k, dodiruje stranicu BC u tacki A, i
produZetke stranica CA i AB u tackamaB, i C, redom. Tada je:

a+b+c
a) AC, = AB, ZT

b) BAZ = BCZ = CA1 = CBI
CAZ = CBZ = BAl == BCl

C) Ble = C1C2 = a.

Dokaz: Primetimo da su duZi AB;i AC; jednake. ObeleZimo njihovu duZinu sa x. Takode
vazi da je BC; =BA; =y i CA; =CBy=z (1). Na isti nacin dobijamo da je BA, = BC(, i
CAZ = CBZ (2)

Vazi da je AC, = AB,. Odatle dobijamo da je x + y + BC, = x + z + CB,. Sada koriste(i (2)
imamodaje x +y+BA, =x+z+ CA,,paje

X+y+BA,+x+z+CA,=(x+y)+ (x+2z)+ (BA, +CA,)

=a+b+c=2x+y+2)

1
adaimamo x+y+BA,=—-(a+b+c)=x+y+z,odaklesledidaje 2=bly =12
Sadai BA 2( b+c) dakle sledi daje BA, = BC

Takode, x +z+ CAy=x+y+z,paje CA, =CB, =Y.
DObijamO: BAZ =BCZ= CAl = CB1=Z i CA2= CBZ=BA1 =BC1=y,paje

BlBZ=C1C2=y+Z=a

10



4. TeziSte

TezZicne linije ili duZi trougla su duzi koje spajaju temena sa sredinama naspramnih stranica.
Za njih vazi:

Teorema 7. TeZisne duZi trougla ABC seku se u tacki T, koja ih deli u odnosu 2:1, i to tako da
je AT = 2TA,,; gde je A, srediste stranice BC.

SIL. 11

11



Tacka preseka T zove se teZiste AABC. Njene triliearne koordinate se mogu dobiti na sledeci
nacin.

Neka je tatka A; srediste stranice BC i neka je T teZiste trougla ABC. Obelezimo saT
podnoZje normale iz tacke 7 na stranicu BC.

a Ay
SL. 12

i 1 ! i r
[T,BC]=|TT | =3 |AA |, jer su trouglovi AAA; i TT A; sliéniivazi AT:TA;=2:1

’

|a4’| |aa’|

b )

Posmatrajuéi trouglove ABA i AA € redom dobijamo daje sinf = i siny=

1 1
Odakle dobijamo da vazi: [T, BC] = 3¢ sinf = 3 b -siny.

1 1
Naisti nacin dobijamo daje: [T,AC]= 30" siny = 3¢ sina i

1 1
[T,AB] =§b sina =za sin 3.
Sada imamo da su trilinearne koordinate tacke T:
1 : 1 : 1 .
T—[gc sinf : 3a 51ny.§b sma].

sinf siny sina

[z sinusne teoreme dobijamo da vazi: , a odatle imamo da je

b c a

3b 3c 3a
: = =— , pa moZemo koordinate redom mnoZiti sa ovom jednakos¢u
sinf siny sina

1 . 3b 1 . 3c 1, . 3a 1_ . .
T—[gc -smﬁm-ga Smym-gb smam—[bc-ca-ab].

12



Sledece tvrdenje potvrduje da je teziSte AABC istovremeno teZiSte sistema tacaka {4, B, (},
tj. da odgovara fizickom teZistu.

Teorema 8. 7acka T je teZiste trougla ABC ako i samo ako je TA+TBE+TC =0

Dokaz: (=) Neka je T'teZiSte trougla ABC i neka je tacka C; srediSte stranice AB. Tada je
raspored C —T—C; i CT = 2TC;. Neka je tacka D takvadavazi T—C;—D i TC; =
C:D.Sada je TADRB paralelogram i vazi:

TA+TB =TD = 2TC, = — TC, aodatlesledidaje TA+TE +TC =0
(&) Neka je tacka X takva davazi XA +XB +XC =0
XA+ XB = 2X—>Cl (C; je srediSte stranice AR)

odavde sledi da je XC = —ZX—C{, odakle dobijamo C—-X—-C; i CX =2X(C;, iz Cega
dobijamo da je tacka X u stvari tezZiSte trougla, tj. X = 7.

S1.13
Osim navedenih, teziSte trougla ima i sledece osobine.
Teorema 9. TezZiSne linije dele trougao na 6 trouglova jednakih povrsina.

Dokaz: P(ABC) =S

c
P(AC,C)=P(BC,C) = % (visina iz € zajednicka, a osnovice jednake 2 )

13



1 S
PAGCT) =3 PAGC) =7

S b
Onda je P(ATC) = 3 atrouglovi ATB; i B;CT imaju jednake povrSine ( osnovica 3 ), pa
S
suione jednake P [

Teorema 10. Neka je M tacka koja pripada unutrasnjosti trougla ABC. Tacka M je teZiste
trougla ABC ako i samo ako je P(ABM) = P(BCM) = P(CAM).
Dokaz: (=) Neka je tacka M teziSte AABC. 1z prethodne teoreme P(ABM) = P(BCM) =
1
P(CAM) = 3 P(ABC)

(&) Nekaje tacka M iz unutrasnjosti trougla ABC za koju vazi P(ABM) = P(BCM) =
1
P(CAM). Odavde dobijamo da je P(ABM) = P(BCM) = P(CAM) = 3 P(ABC) (1). Obelezimo

1 1
sa x, y, z rastojanja od tacke M do BC, CA i AB redom. Iz (1) sledi da je x= 3 hy, y==hy,

3
1 r I 1A r ’ I
Z=§hc. Dobijamoda M €a Nnb Nc =7, gdesua,b,c prave paralelne sa a, b, c na

udaljenosti x,y,z redom. m

14



S1.15

5. Ortocentar

Visina trouga je duz odredena temenom trougla i podnoZjem normale spusStene iz tog
temena na naspramnu stranicu trougla. Za visine u trouglu vazi sledece tvrdenje.

Teorema 11. Prave odredene visinama trougla seku se u jednoj tacki. m
Tu tacku obi¢no obeleZavamo sa H i nazivamo ortocentar trougla ABC.

Za razliku od teZista i centra upisane kruZnice koji se uvek nalaze u unutrasnjosti trougla,
ortocentar i centar opisanog kruga mogu biti i u unutrasnjosti i u spoljasnjosti trougla u
zavisnosti od vrste trougla. PoloZaj ortocentra u razli¢itim vrstama trougla je predstavljen
na slici 16.

Pogledajmo sada u kakvom su odnosu tacke 4, B, ¢, H trougla ABC.

Teorema 12. Ako je H ortocentar ostrouglog ili tupouglog trougla ABC tada je svaka od
tacaka A, B, C, H ortocentar trougla koji obrazuju preostale tri.

15
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Sl 16
Ortocentar trougla ima i sledece osobine.

Teorema 13. 7acke simetricne ortocentru trougla u odnosu na prave odredene stranicama
trougla pripadaju kruznici opisanoj oko trougla.

Dokaz: Neka je H, presek visine trougla iz temena 4 sa opisanom kruZnicom. Analogno
dobijamo Hy i H,.

4BCH, = a = ¥BAH, = <BCC =90° —
4CBH, = 0 = <CAH, = <CAA =90° —y

4BAH, = ¥BCC’, jer su trouglovi CA'H i AC H sli¢ni (unakrsni uglovi i prav ugao), a iz
trougla BCC' dobijamo da je %«BCC = 90° — B. Odavde sledi da su trouglovi BCH, i BCH
podudarni (stav USU).

sledidaje HA' = H,A' i HH, sete stranicu BC pod pravim uglom, paje ogc (H)=H,.

Analogno vazi: 0cy(H)=H, i oOygp(H)=H.. m

16



SL. 17

Teorema 14. Tacke simetricne ortocentru trougla u odnosu na sredine stranica trougla
pripadaju kruZnici opisanoj oko trougla.

Dokaz: Nekasu P, Q i R srediSta stranica B(, CA, AB redom trougla ABC.

Sl. 18

op(H) =H, > HP=H, P ivazidaje BP = (P, paje BH,CH paralelogram (dijagonale se
polove). Odavde sledi da je «BH,C = «BHC = 180° - a. Odavde imamo da Hp € k(4, B, ().
Sli¢no vazi:

Hy € k(A4 B C) i Hy €k(ABC). m

17



Teorema 15. Rastojanje od temena do ortocentra trougla dvaput je vece od rastojanja centra
opisane kruZznice od naspramne stranice.

m

SL. 19
Dokaz: Iz prethodne teoreme dobijamo daje HC; N CO={D}, gde D € k(A4 B C) i CD je

precnik te kruZznice. Tada je OCj srednja linija trougla HDC odakle sledi traZeno tvrdenje.
]

Trilinearne koordinate ortocentra:

SL. 20

Neka je Hortocentar trougla ABC. Tada je:
[H,BC] =|HA'| = |HB| cos <A'HB

Trouglovi A'HB i B'CB su sli¢ni, jer imaju po jedan prav ugao i uglovi CBB’ i A'BH su
podudarni, pasu i uglovi A’HB i BC B’ podudarni i jednaki uglu kod temena C.

18



SL. 21

Neka su B;C;, B1A;, A1 C; stranice trougla koji se dobija povlacenjem paralelnih pravih kroz
temena 4, C i B sa stranicama BC, BA, AC redom. Odatle vazi:

|HB| cos <A’'HB = |HB| cos <C = |A;H| cos <A;HB cos<xC,

|HB|
|A1H| "

jer je cos<¥AHB = Ortocentar A je u stvari centar opisane kruznice oko trougla

1
AlBlCl , paje <IAlBlC1 = E <A1HC1.

19



1
HREB je simetrala <A;HC; , pa je ¥A{HB = 2 XA HC;= 4A{B,C; = ¥ABC (paralelogram), pa

sledi da je |A{H|-cos<A;HB - cos«C =|A;H|-cos<«B - cos«C =[H,BC]. Na isti nacin
dobijamo:

[H,AC] = |HB;| - cos <A - cos xC
[H,AB] = |HC;| - cos <A - cos<B
Tada su trilinearne koordinate tacke
H=1|A{H| - cos<B - cos<xC : |HBy| - cos<A- cos<xC : |HC;| - cos<A- cos<B]
Kako je |A1H| = |HB;| = |HC;| (= poluprecnik opisane kruznice oko trougla A;B;C; ), sada

H=[cos<B - cos<C: cos<A- cos<xC : cos<A- cos<B].

Napomena: MoZe se pokazati da ako se bilo koje dve tacke od O, 7, S i H poklapaju, tada se
poklapaju i sve Cetiri i trougao je jednakostranican. Ako su bilo koje dve od njih razlicite,
tada su sve razlicite.

6. Ojlerova prava

Ojler je 1765. godine ustanovio da su centar opisane kruzZnice oko trougla, teziSte trougla i
ortocentar uvek tri kolinearne tacke koje se u slucaju jednakostrani¢nog trougla poklapaju.
U cast Ojlera ta prava se zove Ojlerova prava..

Posmatra¢emo sada u kakvom su odnosu tacke H, 7' i O.

Teorema 16. U svakom trouglu tacke H, Ti O su kolinearne i vazi HT= 2 TO. Ova prava
naziva se Ojlerova prava.

Dokaz: Neka su 7 i OteZiSte i centar opisane kruznice i neka je G tacka na pravoj OT takva
daje GT=2T0 i G- T-O0.Neka je (; srediste stranice AF (slika 22). Trouglovi C;0T i
CGT su slicni, zato Sto vazi: < C;TO = «CTG i C,T : CT = OT : GT = 1 : 2. Odatle dobijamo
da su uglovi «OC;T = «GCT, sto povlaci da su prave OC; i GCparalelne. Posto je OC; L AB
dobijamo da je i GCL AB.Analogno dobijamo da suiprave BG i AG visine trougla pa se
tacka G poklapa sa ortocentrom, tj. G= H. m
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7. Ojlerova kruznica

Fojerbah je otkrio da podnoZja visina trougla kao i sredista duZi koje spajaju ortocentar sa
temenima trougla pripadaju istoj kruZnici, a Ojler je 1765. godine pokazao da ta kruznica
sadrzi i srediSta stranica trougla. Nju nazivamo Ojlerovom kruZnicom, a ponekad koristimo i
termin kruZnica dvet tacaka.

Teorema 17. SrediSta ivica, podnoZja visina i srediSta duZi odredenih ortocentrom i
temenima proizvoljnog trougla pripadaju jednoj kruznici. (Ojlerova kruznica)

ReSenje: Pokazacemo najpre da vazi tvrdenje: ako je A ortocentar trougla ABC i ako su Cj,
B, C,, Bysredista duzi AB, AC, HC, HF tada je cetvorougao C; B, C, B, pravougaonik.

A

Sl. 24
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Duzi C;B; i C,B;, su srednje linije trouglova ABC i HBC i odgovaraju istoj ivici BC pa su
kao takve podudarne i paralelne (C;B; = C,B, =1/2 BC. C;B;,C,B, || BC). DakKle,
Cetvorougao C;B;C,B, je paralelogram. Dovoljno je dokazati joS i da mu je jedan ugao prav.
Ali, duz C; B, je srednja linija trougla ABH, pa je paralelna sa AH, tj. sa visinom trougla iz
temena A. Dakle, C;B; je normalna na ivicu BC, odnosno njoj paralelnu duZ C;B;, pa je
paralelogram C;B;C;B, zaista pravougaonik.

Slicno, ako je A; sredisSte ivice BC i A, srediste duzi AH, tada je iA4,C,A,C takode
pravougaonik. Kako je C;C, zajednicka dijagonala tih pravougaonika, oko njih se moZze
opisati krug (nad C; C, kao pre¢nikom). Ostaje da dokaZzemo da i podnoZja visina pripadaju
tom krugu. Ali tacka A’, kao podnozje visine iz temena 4, pripada tom krugu jer je ugao
A, A'A; prav (4,4, pre¢nik). Sliéno se dokazuje i za preostale dve tatke. m

U ovom primeru imamo krug koji sadrzi devet tacaka, a njegov centar nazivamo
centar devet tacaka, i on takode spada u znacajne tacke trougla.

S1. 25

Za centar Ojlerove kruZnice G injen poluprecnik r vaZzi sledece tvrdenje:

Teorema 18. Neka su O i H redom centar opisane kruznice i ortocentar trougla ABC I neka
1

jek(G,r) Ojlerova kruznica za AABC. Tada je G sredina duzi OH i r = 3 R, gde je R

poluprecnik opisane kruznice.

Dokaz: 1z teoreme 15 imamo da vazi (*) OC; =C, H=C,C = C;0C;H je paralelogram.

C:C, 1 OH i njihovu presec¢nu tacku obeleZimo sa X. Tacka X je srediSte C;C; i OH. Iz
teoreme 17 dobijamo da je tacka ¢ srediSte C;C,. Sada dobijamo da se tacke X i &
poklapaju.
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Iz (*) sledidajei C;0CC, takode paralelogram, paje C;C, =0C=Ri 2r=R =

Sl. 26

[z prethodne teoreme dobijamo da centar ¢ pripada Ojlerovoj pravoj i vazi HG = GO.

Trilinearne koordinate ove tacke dobijamo kao aritmeti¢ku sredinu koordinata ortocentra i
centra opisane Kruznice :

Znamo daje H=[cosf - cosy: cosa- cosy: cosa- cospf] i

O = [cosa: cosB:cosy] = [—cos(B+y):—cos(y+a): —cos(ex+pB)] = [—cosp -
cosy +sinfsiny: —cosa - cosy +sinasiny : —cosa - cosf + sina sin ]

kada na ovo dodamo trilinearne koordinate tacke A (pomnoZene sa 2), imamo da je:

G =[cos(B—vy): cos(y —a) : cos(a — B)].

U narednoj teoremi pokazac¢emo zgodnu primenu Ojlerove kruZnice.

Teorema 19. KruZnica opisana oko trougla sadrzZi sredista duZi koje spajaju centar upisane
kruZnice sa centrima spolja pripisanih kruznica u trougao.
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Dokaz: Neka je S centar upisane kruZnice, a S, S}, S, centri spolja pripisanih kruznica
AABC.

SS,Nk={K}; SS, nk={L}; SS.nk={M}
AS, 1S,S., BS, 1S.S,, CS.L1S,S, = AS,,BS,,CS, suvisine AS,S,S.

Odavde dobijamo da je tacka S ortocentar AS,S,S., pa jek(A4, B C) Ojlerova kruznica
AS,SpS.,a K L i M susrediStaduzi SS,,SS, 7SS.. m

SL. 27

8. Fermaova tacka

Ovo je prvi centar u trouglu otkriven posle vremena starih Grka. Otkrivena je u 17. veku i
dobila je ime po Pjeru de Fermau.

Da bismo pokazali teoremu koja tvrdi postojanje Fermaove ta¢ke biée nam potrebna Cevina
teorema kao i lema 1.
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Teorema 20. (Ceva) Neka je ABC proizvoljan trougao i neka su X, Y, Z, tacke na pravama BC,
CA i AB redom, tako da nijedna nije teme AABC. Prave AX, BY, CZ se seku u jednoj tacki ili
su sve tri paralelne ako i samo ako je

SL. 29

Lema 1. Neka su tacke C i D van prave AB ineka se prave CD i ABseku u tacki S. Tada je P;
: P, = CS: DS, gdeje Pi= P(ABC)i P,=P(ABD). m

Dokaz: P;:P,=h,:h; =CS:DS. m
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Teorema 21. Neka je ABC proizvoljan trougao i neka su BCA', CBA', ABC’ jednakostranicni
trouglovi, takvi da tacke A, B'i C' leZe sa onih strana pravih BC, CA i AB sa kojih nisu
temena A, BiC redom. Tada se prave AA, BB'i CC' seku u tacki F- Fermaovoj tacki AABC.

Dokaz: Na slici je slucaj kada su sva tri ugla u trouglu manja od 120°.
Obelezimo AA'N BC={K}, BB'Nn CA={L}, CC'n AB ={M}.

Trouglovi BCB' i A CA su podudarni, jer vaZi: $<BCB = <A CA =y + 60°, stranice CAi CB’
su podudarne i stranice CA’i CB su podudarne. Analogno, trouglovi CAC i B AB, kao i
ABA'i C'BC su podudarni. Tada je:

P(BCB' )=PA' CA)=P,; P(CAC )=P@®B AB)=P,; P(ABA )=P(C BC)=P; (1)
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SL. 31

BK CL AM BK CL AM P; Py P, o
— == — === =1 (koristeci lemu)
KC LA MB KC LA MB P, P, Ps

Sada iz Cevine teoreme dobijamo dase A4, BB'i CC’ seku u nekoj tacki 7. m

y = 120° y > 120°,

SL. 32
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Za Fermaovu tacku F vaZe sledec¢a tvrdenja:
1) prave AA; BB'i CC' seku jedna drugu pod uglom od 60°
2) Duzi AA, BB'i CC’ su jednake
3) k(B,C,A)Nnk(C,A,B)n (A B,C)={F}

a

S1. 33

Trilinearne koordinate ove tacke su :

F= [csc(oc +§) : csc (ﬁ + %) zesc(y + g)]

9. Napoleonove tacke

Veruje se da je postojanje ovih tacaka otkrio Napoleon Bonaparta pocetkom 18. veka.

Neka je ABC trougao. Neka su D, E'i Ftacke, takve da vazi da su trouglovi DBC, CAE, ABF
jednakostranicCni. Neka je taCka ¢ teZiSte trougla DBC, tacka H teziSte trougla CAF i tacka /

teZiste trougla ABF.
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Prave AG, BH i CI seku se u tacki N. Nju nazivamo prva Napoleonova tacka.

F

Sl. 34

Sada sa unutrasnjih strana trougla ABC konstruisimo jednakostrani¢ne trouglove DBC, ECA,
FAB redom ineka su X Y i Znjihova teZiSta . Tada se prave AX, BY i CZ seku u istoj tacki
N,, koju nazivamo druga Napoleonova tacka (slika 35).

SL. 35
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Dokazimo sada postojanje prve Napoleonove tacke.
Teorema 22. Neka je dat trougao ABC inekasu A, B'i C’ tacke takve da vazi
XABC' = <CBA = <BCA = <ACB = «CAB = «BAC' = 60°

(Pri ¢emu su tacke A, B’i (C'ili istovremeno sa iste strane kao i tatke 4, Bi ( redom, u
odnosu na odgovarajuce stranice trougla 4BC ili istovremeno sa razli¢itih strana). 7ada se
prave AA, BB’i CC’ seku u istoj tacki.

S1. 36

Dokaz: Neka su trouglovi ABC, AB'C i A'BC izvan trougla ABC. (slika 36) Drugi slucaj radi
se sli¢no.

Primecujemo da je BC’= AC” Tacka Xje presek AB i CC’. PovrSina trougla BCC’jednaka je
a - BC' - sin(B + 60°), pa vazi

P(ACC') _b-AC'-sin(A+60°) b-sin(A + 60°)
P(BCC" a-BC'-sin(B+60°) a-sin(B + 60°)

Posto ACC’i BCC’ imaju istu stranicu CC;, visine iz temena Bi A na CC’moraju biti u istom
odnosu kao i povrsSine tih trouglova, pai BX i AX(lema 1). Iz toga sledi:

AX  b-sin(4 + 60°)

BX  a-sin(B + 60°)
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BY AZ
Analogno dobijamo i za odnose o7 i z" MnoZenjem ovih jednakosti dobijamo:

b-sin(A+60°) c-sin(B+60°) a-sin(C+60°)
a-sin(B +60°) b-sin(C +60°) c-sin(4 +60°)

Sada, iz Cevine teoreme dobijamo da se XC, YA i ZB seku u istoj tacki, a tada sei AA, BB’ i
CC’ seku u istoj tacki. m

Napomena: Kada bismo u prethodnoj teoremi umesto ugla od 60° stavili bilo koji ugao ¢
tvrdenje bi takode vazilo.

Trilinearne koordinate Napoleonovih tacaka su :
N = [sec(oc —E) :sec(f — E) :sec(y — E)]
B 3 3/ S T3

N, = [SeC(OC +g) :sec(f + %) ssec(y + g)]

10. Zergonova tatka

Zergonovu tacku je 1818. godine otkrio francuski matematicar ].D. Zergon (1771-1859), po
kome je i dobila ime.

Neka je k kruznica upisana u trougao ABC i neka su njeni preseci sa stranicama BC, CA i
AB tacke P, Q i R, redom. Tada se duZi AP, BQ i CR seku u jednoj tacki X i ona se naziva
Zergonova tacka trougla ABC.
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Pokazimo sada postojanje ove tacke.

Teorema 23. Prave odredene temenima i dodirnim tackama naspramnih ivica sa upisanim
krugom trougla ABC seku se u jednoj tacki.

Dokaz: Neka su P, @ i Rdodirne tacke kruga upisanog u trougao ABC sa njegovim ivicama
BC CAi AB redom. Tada su podudarne odgovarajuce tangentne duZzi: BP = BR, CP = (C(Q,

AQ = AR Tadaj BP'CQ'AR—lKk 7i da j d (B-P-C C A A
Q = AR Tada je PC 04 RB ako vazi da je raspored (B-P-C), (C-Q-4), (4-
R - B) , mora biti Q'—'£>O. Odatle sledi Q'—'ﬂ=1. Odavde i iz Cevine
- > = - >
PC QA RB PC QA RB

teoreme prave AP, BQ i CR seku se u jednoj tacki (nisu paralelne jer se AP i BQ seku na
osnovu PaSove aksiome). =

Trilinearne koordinate ove tacke su :

X=|[bc/(b+c—a):ca/(ct+a—b):ab/(a+b—c)]

11. Brokarove tacke

Ime su dobile po francuskom matematic¢aru Anriju Brokaru (1845 - 1922).

U trouglu ABC tacka P je prva Brokarova tacka ako vazi da su uglovi izmedu duzi AP, BP i
CP istranicac,ai b redom, jednaki, tj.
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<PAB = 4PBC =<%PCA=w

Sl. 38

TacCka P naziva se prva Brokarova tacka u trouglu ABC, a ugao w Brokarov ugao trougla.

Postoji i druga Brokarova tacka @ trougla ABC takva da su jednaki uglovi izmedu duZi AQ,
BQ CQ istranica b, ciaredom,tj. <QCB = ¥QBA = ¥QAC = w.

Teorema 24. Za svaki trougao postoje prva i druga Brokarova tacka.

Dokaz: Pretpostavimo daje 7 tacka takva davazi «TAB = «TBC =X
Tadaje ¥TBA = <B- X, pasledi daje «BTA = 180 - «B.

Odatle dobijamo da tacka 7 pripada geometrijskm mestu tacaka, tj. na luku pod kojim se
duZz AB vidi pod istim uglom. Nacrtajmo celu kruZnicu koja prolazi kroz tacke 4, B, T i
nazovimo je C.. Na isti nacin nacrtajmo kruZznicu C, (Uzmemo tacku U tako da vazi:
JUBC = «UCA). U preseku ove dve kruznice dobijamo prvu Brokarovu tacku, jer za
presecnu tacku P vazi : <«PAB = «PBC = «PCA. Drugu Brokarovu tacku nalazimo
analogno. m
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Za Brokarov ugao vaze sledece jednakosti.
Teorema 25. Za Brokarov ugao w vazi jednakost.
cotw = cot X4 + cot«B + cotxC

Dokaz: ObeleZimo sa P Brokarovu tacku trougla ABC. 1z sinusne teoreme dobijamo da vaZi:
cp AC cp BC
- =— , takode vazi — =— .
sin(A—w) sin (XAPC) sin w  sin (XBPC)
iznad teoreme dobijamo da je ¥APC = 180° — xA i ¥BPC = 180° — «(C . Sada, deljenjem

sin w AC sin «C

prve jednacine sa drugom dobljamo da je sin (A—w) BC sin <A

Iz prethodnog posmatranja

. Odakle sledi da je

_ sin ¥4 _ .. a sin<4
sin(A —w) =—"*"——"sinw. Iz sinusne teoreme znamo da vazi — = —
b sin «C b  sin %B
. (sin €A)?: sin w o . )
sin(A — w) = . Sa druge strane vazi i : sin(4A —w) =sin<¥Acosw —

sin «B sin ¥ C
sin w cos ¥ A. Sada je:

. . (sin 4)? sin w o . o
sin<xA cosw — sin w cos <A = — - . Deljenjem jednacine sa sin<A: sinw i
sin ¥B sin < C

koriste¢i da je sin«A =sin(B + C) =sin<Bcos< C + cos<Bsin« C dobijamo traZeno
tvrdenje. m

.. a?+b?+c? , v
Teorema 26. VazZi: cotw = T gdeje S povrsina trougla ABC.

Dokaz: ObeleZzimo sa H, projekciju temena B na AC, tada je

Sl.41
AHy; bccos A | b -BH»
cotx4 = = , jerje § = .
BH, 28 2

35



2

)

Iz kosinusne teoreme imamo daje 2 bccos<A=b?>+c*>—a

b2+c2—q?

odakle je cot<A =
4S

. Ubacujuci ovaj rezultat u prethodnu teoremu dobijamo

traZeno tvrdenje. m
Trilinearne koordinate Brokarovih tacaka su :
P=|[c/b:a/c:b/al

Q=I[b/c:c/a:a/b]

12. Presek simedijana

Francuski matemati¢ar Emil Lemoan dokazao je postojanje tacke preseka simedijana 1873.
godine. Iz tog razloga ovu tacku cesto zovemo Lemoanova tacka.

Neka su s,, s, is. simetrale unutrasnjih uglova trougla ABC (na slici predstavljene
isprekidanom linijom) i neka je 7 teZiSte tog trougla. Ako su AT,, BT,, CT, poluprave
simetricne polupravama A7, BT i CT u odnosu na s,, s, i s, redom, onda se one nazivaju
simedijane trougla ABC.

Sl. 42

U trouglu ABC srediSte stranice BC obeleZimo sa A;, presek stranice BCi simetrale ugla kod
temena A4 obeleZimo sa A3, tada ¢e simedijana od AA; biti AA; . Prema tome
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A4} = 044,(AA).

S1. 43
Sledece teoreme ¢e nam biti potrebne da bismo pokazali glavno tvrdenje, teoremu 28.

Rekal Stajnerova teorema tvrdi da u trouglu ABC, ako su AA; iAA, duzi koje obrazuju
jednake uglove sa strnicama koje ishode iz temena A, onda vazi:

|ABI> _ |BA,||BA,|
[ACIZ ~ 1CA,11CA,]

A

Sl. 44
Teorema 27. Duz AA; u trouglu ABC je simedijana (slika 45) ako i samo ako

|BA1| 14B> 2

lcal| ~ 14c|2 T b2

Dokaz: DuZ A4 je simedijana ako je AA; tezisna duZ i AA) = oya,(A4;), 4. AA;iAA
zaklapaju jednake uglove sa stranicama AB i AC redom.

VaZzi |BA;| = |CA,|, pa koriste¢i Stajnerovu teoremu, dobijamo da je AA; simedijana ako i
samo ako
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|AB|? _ |BA; |IBA;] _ |BA{ |
JACI12  |CAq |ICA1]  |CAy |

Dakle, dobili smo da simedijana deli naspramnu stranicu ugla iz kojeg krece na dva dela u
proporciji kvadrata stranica koje obrazuju taj ugao. m

S1. 45

Teorema 28. Neka su AA;, BB, i CC, simedijane trougla. Tada se ove tri duZi seku u istoj
tacki L koju nazivamo i Lemoanova tacka.

Sl. 46

Dokaz: Koristi¢emo teoremu 27. Iz nje dobijamo

Bl 2 Bl o cial

— i

| sy
[N

2 1Bl 2 ' |ciB| T a?

=

it

]
S

Sada, koristeé¢i Cevinu teoremu, simedijane se seku u jednoj tacki. m

Simedijane imaju neke zanimljive osobine koje ¢emo sada pokazati.
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Teorema 29. Tangente opisane kruznice oko trougla ABC kroz dva njegova temena seku se
na simedijani koja polazi iz treceg temena trougla.

Dokaz: Neka se tangente opisane kruZnice kroz temena B i € seku u tacki K Neka je tacka
A] presetna tatka BC i AK. Hoéemo da pokaZzemo da je AA; simedijana iz temena 4, t;.

3

Sl. 47
Primetimo,

|BAT|-h _P(ABA}) P(BKA;) P(ABA})+ P(BKA,) P(ABK)
|ICA{|-h~ P(ACA]) ~ P(CKA;) P(ACA)) + P(CKA,) ~ P(ACK)

_ |AB||BK| sin (3ABK)
"~ JAC||CK]| sin (XACK) "

™

Posmatrajmo sada sledece. Imamo |KB| = |KC|, jer su KB i KC tangente povucene iz iste
tacke K na opisanu kruZnicu oko trougla ABC. StaviSe, koristeéi osobinu da je ugao izmedu
tangente i tetive podudaran periferijskom uglu nad tom tetivom, imamo

<KBC = «<K(CB = «A.

Sledi <«ABK = <A+ <B, tj. <ABK = 180° — «C.
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Sadaje: sin<XABK =sin«C i <ACK = <A+ «(C,paje sin<XACK = sin<B

|BAT | _ |AB|sin <C _ |AB|?
|cAT| ~ |AC|sin <B ~ |AC|?

Iz (*) dobijamo

Iz teoreme 27 dobijamo da je AA; simedijana, a AK njen produZetak. m

Teorema 30. Ako je X tacka na simedijani iz temena A trougla ABC, onda je udaljenost tacke
X od stranica AB i AC proporcionalna duZini tih stranica.

Dokaz: Neka je AA; simedijana iz temena 4 i neka je X tatka na AA). Povucimo normale
XX, i XX, na stranice AB i AC redom. Takode, povucimo normale A;X; i A;Xé na stranice
AB i AC redom.

S1. 48

Tvrdimo da je

d(XAB) _ d(XAC) XXl _ XXy
1AB|  lac| 7 |aBl _ lac|”

d(X,AB) d(A1,4B)
d(X,AC) ~ d(A7,AC)

Vazi: (zbog proporcionalnosti trouglova)

' AB 2_h
|BA7|sin «B  |AB|?sin«B ABI"ypy 4B
= —— = 7 = = (koristimo teoremu 27). m
|CA|sin «C — |AC|?sin «C AC P |AC|
Trilinearne koordinate ove tacke su :
L=[a:b:c].
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13. Nagelova tacka

Nagelova tacka dobila je ime po nemackom matematicaru Kristijanu Henrihu fon Nagelu koji
je pisao o njoj 1836. godine.

S1. 49

Ako su D, E i F tacke dodira spolja pripisanih kruznica sa stranicama BC, CAi AB. Tada se
prave AD, BE, CFseku u tacki obeleZenoj sa X'na slici 49. Tu tacku nazivamo Nagelova tacka
trougla ABC.

Teorema 31. Nagelova tacka postoji.

Dokaz: Posmatrajmo sliku 50. Iz teoreme 6 imamo da je AF = AD = s. Analogno, BG = BK
=s1i CL = CN=s. Sada dobijamo da je CF = CF = AL = AM = s—b, na isti nacin je BD
=BE =AK=AH=s—c i BN =BM = (G = CH = s—a.

Dobili smo da je AM=EC=s—b BE=HA=s-c 1 CH= MB = s—a. MnoZeli ove
jednakosti dobijamo da je AM- BE- CH= EC- HA- MB, a iz ovog vazi

AM BE CH

Sada na osnovu Cevine teoreme dobijamo da se AE, BH i CM seku u istoj tacki. m
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S1. 50

Trilinearne koordinate ove tacke su :

X=[(b+c—a)/a:(c+a—-b)/b:(a+b—c)/c]

14. srediSnja tacka (Mittenpunkt)

Ovu tacku je proucavao Kristijan fon Nagel 1836. godine.

U bilo kom trouglu ABC, neka su: D, E i FsrediSta stranica BC, CAi ABredom,a S, S, 1 S,
centri spolja pripisanih kruznica napram temena 4, B i € redom. Prave DS,, ES, i FS, seku
se u tacki, na slici 51 oznacenoj sa M.
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S1. 51

Dokazimo postojanje sredisnje tacke:

Primetimo prvo da su duzi koje spajaju tacke S,,S,,S, simetrale spoljasnjih uglova trougla
ABC. 7Zbog toga vazi da su uglovi «S.BA,<«S,BC i «CS,A jednaki, analogno za uglove kod
temena A i C Obelezimo <«S,S,S.=<S,AC=a, <5,5.S,=<S,CA=y, <<CS,B'=0 i
XAS,B' = ¢, gde u A,B,C’ sredista stranica BC, CA i AB redom, kao na slici. Koristeci
sinusno pravilo dobijamo sledece jednakosti:

sinf siny _ sin#@ sin a 1
! = ! 1 n = n

CB SyB SqB SpB @

sing sina _ sing sin y

! - ! l n - n (2)
AB' ~ S,B s.B" ~ S,B
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S1. 52

Sada koristedi daje CB'— AB'iiz (1) (2) dobijamo daje S22 — GV’
ada, koristeci da je = iiz (1) i (2) dobijamo da je SCB” _(sina)z'()

Obelezavaju¢i «S,S,S. = [, na isti nacin dobijamo da je:

S,A" sinp?  §,C"  sina?
n - 1 n - -
SpA sin y2 SaC sin 5 2

(4)

MnoZenjem jednacina iz (3) i (4) dobijamo:

s,B" S.,A" S,c’  siny? sin B2 sin a 2
S.B" SpA" S,C"  sina? siny? sin B 2

=1

Sada iz Cevine teoreme sledi da se S,B,S.C" i S,A seku u istoj tacki, odakle sledi
tvrdenje. m

Trilinearne koordinate ove tacke su :

M=[b+c—a:c+a—-b:a+b—c].
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15. Mikelova tacka

1838. godine je otkrivena ova tacka i dobila je ime po A. Mikelu.
U sledecoj teoremi dokazacemo postojanje ove tacke (u zavisnosti od izbora tacaka 2, Q i R).

Teorema 32. Neka su P, Q, R proizvoljne tacke ivica BC, AC, AB trougla ABC. Tada se
krugovi opisani oko trouglova AQR, PBR, PQC seku u jednoj tacki, nju zovemo Mikelova
tacka.

Dokaz: Oznacimo krugove opisane oko trouglova AQR, PBR, i PQC sa ky, kg, k¢ i unutrasnje
uglove trougla ABC redomsa «, S, y.

Neka je S druga presecna tacka krugova kg i k.. Tada su Cetvorouglovi BPSR i PCQS
tetivni (slika 53), paje <RSP = 180°—f i «QSP = 180° —y. Sledi da je <RSQ =B + 7y, a
zatimi ¥RAQ + <RSQ = a + [ +y = 180°. Dakle i cetvorougao ARSQ je tetivan, pa se oko
njega moze opisati krug. To je bas krug k,, opisan oko trougla AQR, pa se dati krugovi seku
utacki S m

S1. 53
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16. Fojerbahova tacka

Fojerbah je 1822. godine objavio svoj rezultat, dobro poznat kao Fojerbahova teorema.

Sl. 54

Teorema 33. Ojlerova kruznica dodiruje upisanu i sve tri spolja pripisane kruznice datog
trougla. Pri tome upisana kruZnica dodiruje Ojlerovu kruZnicu iznutra, dok je pripisane

kruZznice dodiruju spolja.

Dokaz: Neka je dat trougao ABC. Posmatrajmo kosi koordinatni sistem kome je tacka A
koordinatni pocetak, a prave AB i AC ose koordinatnog sistema. Tada su srediSta stranica

r r r b
BC, CA i ABredom tacke A = (Eb,%), B =( 0,%), C = (3’ 0). Nekaje I,(x,,y,) centar i
7, poluprecnik pripisane kruznice k, naspram temena A trougla ABC.
Ociglednoje x, =y, i y, sina=r1,=s-tan “/2 (1). Odatle dobijamo:

S

x = =TT
@« = Ja 2 (cos lza)z
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Bib,0)

S1.55
b
Sa druge strane , kako za poluprecnik opisane kruznice trougla ABC vaze formule R= % i
ZR= na’ zbog P = (s— a)r, imamo:
P abc  bc sinx

W= T IR ) 2G-a) odakle iz (1) dobijamo
o bc .
o =Ye=5 gy O

Pre daljeg dokaza izveS¢emo formulu za udaljenost dve tacke u kosom koorinatnom sistemu
koristeci svojstva skalarnog proizvoda vektora. Neka je tacka O (0,0) koordinatni pocetak
Cije ose zaklapaju ugao a@. Neka su e; i e, jedini¢ni vektori u smeru koordinatnih osa. Za
tacke Ty (xq,y1) 1 Ty (x;, y,) vazi:

——2 —_—— — —
|T1 T2| = T1 TZ - Tl T2
=((xy—x1)e] + (2 —y1)ez) ((xa—x1) e + (2 —y1)ez)

=, —x1)%e e +(a—y) P e +200—x) (Va—yi) e e

Odakle dobijamo:
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— —2
| T T2| =(x; —x)%+ (y2 —y1) 2 + 2(x; — x1) (y2 — y1)cos a. (2)

T, (. ,)

Y

00,0 B4 Xy ¥y
S1.54

Neka je £ (x.,y.) centar Ojlerove kruznice k, trougla ABC. Po teoremi 17 njen poluprecnik

je P gde je R poluprecnik opisane kruznice trougla ABC. Kako Ojlerova kruznica prolazi

kroz tacke A', B', C' onda primenom (2) dobijamo

(o = '+ (0 = 9 +2(xe = D0 - Yeosa-(3) =0, @
x,2 + (ye - %)2+2xe (ye - %)cosa—(§)2=0, (4)

h\? b R)?
(xe— 5) +yez+2(xe— E)yecosa—(z) =0. (5)
Ako saberemo jednacine (5) i (4) i od tog zbira oduzmemo jednacinu (3) dobijamo

2
R 1
xez+ ye2+2xeyecosa=(5) +EbCCOSO{. (6)

Sada sabiramo jednacine (3) i (5) i delimo njihov zbir sa c, i dobijamo

b
ye—ye+%—cosa(xe— E)ZO (7)

Sabirajuci jednacine (3) i (4) i deljenjem njihovog zbira sa b, dobijamo
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—xe+%—cosa(ye - §)=0 (8)

Sada, sabiranjem jednacina (7) i (8) imamo sledecu jednakost:

b+
(x. +y.)(1 + cosa) = TC (1 + 2cos a). (9)
. _ abc ) . abc
Zbog P=(-a)r, 1 R= ’ imamo 71, R= G- (10)

|E1a|2 = (X, — xe)z + Vo — Ye) 24 2(xq —x¢) (Vo — Ye)cOS X
2 2 2 1 )2
=x.“+ VY, °+2x,y, cos X+ 4x, (cos;a) —2x,(x, + ¥.,)(1 + cos ).

(Jerje xo = Ya)

Kori$¢enjem jednakosti (*), (6) i (9) iz prethodne jednacine dobijamo

1 1
7~ 5% (b+c)(1+ 2cosa).

(cos La)
2

2 LA 2
|E1,|* = > +Ebccosa+s

Primenom formula (10), (*) i (1) dobijamo

2
R 1 1 bc

2 (2 2 2 2y _ 2.

|E1,| —(2) +2bccosa+s (1+ (tana)?) 2 26-0) (b+c¢c)(1+ 2cosa)
—(5)2+1b b 124 ST R— T R— —— (b +¢) (1 + 2
=3 Sbccosa+7,% +s7+ T, 4(s—a)( c)( cosa)
—(5+ )2— abe 41y +s2— 2L (h+e)(1+2
=7t 7 e-a) T2 ccosa+s 4(S_a)( o) ( cosa)
—(5+ )2+2— be (a—2(s— +(b+c)(1 + 2 )
=7t 7a s TG—a) a (s—a)cosa+(b+c)( cosa)

2

— (R 2 _ _bc |
= (2 + ra) +s 16-a) 2s(1 + cosa)

jer iz kosinusne teoreme a? = b% + ¢? — 2bc - cosa, lako sledi jednakost 4s(s—a)=

2bc(1 + cos ), gde je spoluobim.
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Odavde sledi da Ojlerova kruznica trougla ABC spolja dodiruje pripisanu kruZnicu trougla
ABC naspram temena A. Na isti naCin se moZe pokazati da Ojlerova kruznica dodiruje i
ostale dve pripisane kruZnice.

Trougao odreden sa tri tacke dodira Ojlerove kruZnice i pripisanih kruznica poznat je pod
imenom Fojerbahov trougao posmatranog trougla.

Preostaje da pokaZemo da upisana kruznica trougla dodiruje Ojlerovu kruZnicu iznutra.
Nekaje I (x;,y;) centari r poluprecnik upisane kruznice u trougao ABC.

Ociglednoje x;=y; i y,-sina=r =(s—a)-tan “/2 (11)
s—a (12)
x- = = -
R 2 (cos 120()2
Sa druge st dic r= = 220 DOSME ke dobij =y =2 43
a druge strane vazi: r= s = 2R~ 25 odakle dobijamo x; = y; = (13).

Sada je
|EI> = (x; = x.)* + (Vi = ¥e) * +2(x; — %) (V; — Ye)cOS @
2 2 1 \?
=x,>+ Y, 2+ 2x,y, cosa + 4x;? (cos;a) —2x;(x, +¥.)(1 + cos ).

abc
Koriste¢i formule (6), (9), (11), (12), (13) i Cinjenicu da je rR =15 slicno kao u

prethodnom dokazu za pronalaZenje udaljenosti |EI,| dobijamo sada

2
R
|EI)? = (E—r) )

Odavde sledi da upisana kruZnica trougla ABC dodiruje Ojlerovu kruZnicu iznutra. m

Tacka u kojoj se upisana kruznica i Ojlerova kruZnica dodiruju naziva se Fojerbahova tacka
tog trougla.

Trilinearne koordinate ove tacke su :

F=[1—-cos(B—y):1—cos(y —a):1—cos(a—pB)].
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Zakljucak

Znacajne tacke i linije predstavljaju vaZne elemente trougla, jedne od osnovnih ravnih figura
u geometriji. To je glavni razlog Sto iste i dan danas privlace paznju matematicara. Stoga se
moZe ocekivati da ce se ispitivanje i otkrivanje novih tacaka i linija trougla nastaviti i u bu-
duénosti.
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