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Predgovor

I. M. Gelfand je objavio, 1939. godine u svom radu “7To the theory of normed
rings”, pionirska razmatranja o normiranim prstenovima, i time pokrenuo
novo polje matematickog istrazivanja. Za Gelfanda, normirani prsten je
bio kompletna normirana algebra. Zbog ociglednog razloga, ove algebre
su postale poznatije kao ” Banach-ove algebre” . Prije 1939. godine takve
algebre su proucavali M. Nagumo (” Einige analytische Untersuchungen
in linearen metrischen Ringen”) i K. Yosida (” On the group embedded in
the metrical complete ring”), koji su ih nazivali “metri¢ki prstenovi”.
J. von Neumann je razvio teoriju Prstenovi operatora u svom radu “Zur
Algebra der Funkionaloperatoren und Theorie der normalen Operatoren”, 1929.
Znacajnije interesovanje za Banach-ove algebre pocinje objavljivanjem,
danas klasi¢nog rada Gelfanda ” Normierte Ringe ” iz 1941. godine. Njegov
znacajan rezultat je bio da je svaka komutativna Banach-ova algebra holo-
morfna algebri neprekidnih funkcija na kompaktnom Hausdorff-ovom
prostoru. C. Rickart je u svom radu ” General Theory of Banach Algebras”
iz 1960. godine zabiljeZio da Banach-ove algebre stoje izmedu analize i
algebre (ili moZda preciznije, sa nogama u analizi i glavom u algebri).

C* su Banach-ove algebre od posebnog znacaja. Njihov odnos prema
ostalim Banach-ovim algebrama impliciran je znac¢ajnom ulogom Hilbert-
ovih prostora medu ostalim Banach-ovim prostorima.

U ovom radu su izloZeni osnovni rezultati iz teorije Banach-ovih algebri
i Schatten-ovih klasa operatora. Osnovna literatura je knjiga R. Meise,
D. Vogt "Introduction to Functional Analysis”, preciznije poglavlja 15-19. U
izu¢avanju ove oblasti sam koristila knjige: W. Rudin “Functional Analysis”
i S. Kurepa “Funkcionalna analiza” a u manjoj mjeri knjige: M. Arsenovi¢,
M. Dostani¢, D. Jocié [2], C. Rickart [9], ].B. Conway [4], V. Rakocevi¢ [8],
A H. Konvoropos, C.B. ®omus [5], B. Blackadar [3] i S. Aljancié¢ [1].

Organizacija materijala i izlaganje pojedinih tema u ovom radu predsta-
vljaju moje videnje poznatih definicija i tvrdenja.

Prvo poglavlje Banach-ove algebre je posveceno uopstenoj teoriji Banach-
ovih algebri i dat je opis navaZnijeg primjera B(E)— algebra ogranic¢enih
linearnih operatora na Banach-ovom prostoru E.

U drugom poglavlju Ideali dokazano je da je K(E) zatvoren ideal Banach-
ove algebre B(E).

U tre¢em poglavlju Invertibilni elementi Banach-ove algebre, dokazano je
da je grupa invertibilnih elemenata otvoren skup.



U Cetvrtom poglavlju Spektar i rezolventni skup elemenata Banach-ove
algebre dokazana je Gelfand-Mazur-ova teorema.

U petom poglavlju Kompleksni homomorfizmi uo¢avamo ” 1-1” korespo-
denciju izmedu maksimalnih ideala komutativne Banach-ove algebre A i
elemenata S,(A).

U Sestom poglavlju Spektar nekih klasa operatora bitno je uciti da je spek-
tar operatora A € B(E) neprazan skup, a spektar neograni¢enog operatora
moZe biti i prazan.

U sedmom poglavlju Kompaktni operatori na Hilbert-ovim prostorima
definiSemo Schatten-ovu p klasu. Pri 1 < p < oo svaki od prostora S,(H) je
Banach-ov i ideal je prostora B(H). Ako je H beskona¢no dimenzionalan
Hilbert-ov prostor, onda I nije kompaktan operator te S,(H) dodajemo
jedinicu i dobijamo da je S,(H) X C Banach-ova algebra.

U osmom poglavlju C*— algebre teorema 8.1. ima znacajnu ulogu za
C*- algebre. Prostoru K(H) dodajemo jedinicu i dobijamo C*~— alge-
bru K (H) x C. Uvodimo pojam Riemann-Stieltjes-ovog integrala vektorske
funkcije u odnosu na skalarnu funkciju kao i pojam Riemann-Stieltjes-ovog
integrala skalarne funkcije u odnosu na vektorsku funkciju. Integracija
po spektralnoj mjeri je *— homomorfizam sa komutativhe C*— algebre
Mo(Y) u B(H). Svakim normalnim operatorom A jednoznacno je odre-
dena spektralna mjera E na Borel-ovim podskupovima od o(A).

OO0

Na ovom mjestu Zelim da izrazim svoju zahvalnost svima koji su me
podrZavali tokom izrade master rada.
Posebno bih Zeljela da se zahvalim mentoru, profesoru Stevanu Pilipovicu.

Novi Sad, 2009. Jelena Gaji¢
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1 Banach-ove algebre

Definicija 1.1. C algebra je C wvektorski prostor A u kojem je mnoZenje
-t AX A — Adefinisano tako da je (A, +,-) prsten sa jedinicnim elementom e i
tako da je

Aab) = (Aa)b = a(Ab) zasvea,be A, A € C.

Linearan potprostor 8 C algebre A je podalgebra od A ako B sadrzi
jedini¢ni elementiakoab € Bzaa,b e B.
C algebra A je komutativna ako je ab = ba za sve a,b € A.

Definicija 1.2. Za algebru A kaZe se da je normirana algebra ako postoji norma
| - || sa osobinama:

1° |labl| < |lal| - ||bl|, za sve a, b € A
2° le|| = 1.

Normirana algebra (A, || - ||) je Banach'-ova algebra ako je (A, |l - |I)
Banach-ov prostor.

U svakoj normiranoj algebri A, mnoZenje je neprekidno, zato Sto je za
svako (a,b),(c,d) € AX A,

llab = cd|| = ll(a = )b + c(b = d)I| < [la = c[| - |Ibll + licll - [Ib — dIl.

Ako su A i B C algebre, onda je linearno preslikavanje ¢ : A — B
algebarski homomorfizam ako je

p(ab) = pa)p(b) zasve a,be A i plen) = es.
Primjeri:
1. Neka je K # 0 kompaktan topoloski prostor. Onda je C(K, C) komuta-
tivna Banach-ova algebra sa supremum normom

11l = sup{lf(x)| : x € K}
2. Nekaje D := {z € C: |z| < 1}. Onda je disk algebra
AD) :={f €C(D,C): f jeanalitickana D}

zatvorena podalgebra od C(D, C) i otuda Banach-ova algebra.

IStefan Banach (1892-1945)



3. Wiener?-ova algebra.

A=4L(Z) = {x eC?:|lx|| = Z lx,| < oo}

nez.

i definisimo

X* Y= (meyn_m] , za x,y € A
nez.

meZ.

Onda vazi:
Y Gyl < YUY el ol = Y bl Y Iyl = Y byl = [l iyl

Prema tome x x y € [;(Z). Jedini¢ni element je dat sa e = (0o )nez-
Pa je A komutativna Banach-ova algebra.

4. Neka je E Banach-ov prostor nad C. Onda je sa B(E) sa kompozicijom
A o B = AB kao mnoZenjem, Banach-ova algebra.
B(E) nije komutativna ako je dim E > 1.

2 Ideali

Definicija 2.1. Neka je A C— algebra. Ideal T u ‘A je linearni potprostor takav
da je I # A za koji vaZi

al cJ i Jac I zasvakoa e A.

Maksimalan ideal 1 u A je ideal koji nije sadrZan ni u jednom strogo vecem idealu.

Napomena 2.1. Ako je I ideal u C-algebri A, onda je mnoZenje na
koli¢ni¢ckom vektorskom prostoru A/ defisano sa

(@+I)(b+T):=ab+T zasvakoa,be A.

Tada je A/1 C- algebra.
Lema 2.1. Neka je A Banach-ova algebra. Onda vaZi:
(i) A/T je Banach-ova algebra za svaki zatvoren ideal 1T u A.

(i) T je ideal za svaki ideal T u A.

2Norbert Wiener (1894-1964)



(1) Svaki maksimalan ideal u ‘A je zatvoren.

(iv) Svaki ideal u ‘A je sadrZan u maksimalnom idealu.

Dokaz:
(1) Kako je I zatvoren potprostor, postoji koli¢ni¢ka norma

la+ 71| = inflla + 2ll, a € A.
Xe

Nekasua,be Aie > 0.1zaberimox,y € I takodajella+ x|l <|la+ 7] +¢,
b+ yll <|Ib+ I|| +e€.Tada je

i@+ )b+ D)l = llab + 1| < llab + (ay + xb + xy) || = [I(a + x)(b + y)l
~— ———
el

<l +xlHIb + yll < (lla + 211 + €)(Ib + I1] + €).

Kako je € > 0 proizvoljno malo
@+ D)+ D)l < la + L1 Ib + 11].

Za jedini¢ni element e + 7 od A/ 1 vazi |le + 1| < |le]| = 1, (uzimajuéi da je
x =0.). Daljeje, [la+ 7| = l(a+ I)(e+ DI < lla+ Il lle+ 11|, pajelle+ 1] > 1.
Dakle, |le + ]| = 1.
Trebamo jo$ dokazati da je A/Z Banach-ov prostor. Podsjetimo se da je
normiran prostor X Banach-ov akko u njemu svaki apsolutno konvergen-
tan red konvergira.

Neka je (a, + 7)yen niz u A/ 1 tako da je Z lla, + Z|| < co. Prema definiciji

n=1

infimuma, za svako n € IN, postoji x,, € I tako da je

1
lan + Xall < llan + L1l + 5.

(e} (o]
Y Nl +xll < Y lla + Il +1 < oo.
n=1 n=1

S obzirom da je A Banach-ov prostor postoji a € A tako da je

a = lim E (ar + x¢). Tada
Nn—o0
k=1

Ondaje

n

Z(ak+f)—>a+f uA/T.

k=1



Zaista,

(a—zn:ak)+f

k=1
n

inf ‘(a - Zak) + X

xel
k=1

(@+I)-) (a+1)

k=1

a—Z(ak+xk)H — 0 n— oo.
k=1
Znaci, A/ 1 je Banach-ova algebra.

(i) Ako x € T, y € A onda postoji niz x,, € I takoda x, — x. Onda x,y € 1
i x,y — xy zbog neprekidnosti mnozenja, tako da xy € 1.

(i) 1zT c Ti(@i) I =1.

(iv) Neka je 7 ideal u A. Definisimo

Z={JcA: Jjeidealu A, I C T}

(Z, ©) je ureden skup. Ako je K lanac u Z onda je Jx = U J ideal u A.
JeK

J C Jx zasvako J € K. Prema Zorn*-ovoj lemi Z ima maksimalan ideal

Jo.- Jo je maksimalan ideal u A koji sadrzi 7. O

Napomena 2.2. Banach-ova algebra
AD) :={f €C(D,C): f jeanalitickana D}

nema minimalan ideal.

Neka je ] minimalan ideal i za n > 0 uvedimo

L ={f €e A: f(0) = f(0) =... = f40) = 0}). Onda je (I,)n>0 strogo
opadajudi niz ideala. Pretpostavimoda 0 # f € J,onda 0 # z"*'f € [, N ].

o]

Dakle, I, N ] = J. Otuda je (ﬂ In] NJ=Ji] =0,jerje N2y I, = {0},

n=1

Definicija 2.2. Ako je E Banach-ov prostor, onda je
F(E) ={A € B(E) : dim R(A) < oo}

skup operatora konacnog ranga.

3Max Zorn (1906-1993)



Linearna kombinacija operatora kona¢nog ranga je operator konacnog
ranga. Ako B € B(E), onda je A o Bi B o A operator kona¢nog ranga
za A € ¥ (E). Dakle, ¥ (E) je ideal u Banach-ovoj algebri B(E).

Definicija 2.3. Neka su E i F normirani prostori i neka je U := {x € E : ||x|| < 1}
zatvorena jedini¢na lopta u E. Linearan operator A : E — F je kompaktan, ako je
A(U) relativno kompaktan skup u F. Definisemo

K(E,F) ={A: E — F: A kompaktan}.

Teorema 2.1. K(E) je zatvoren ideal Banach-ove algebre B(E) koji sadrZi sve
konacno dimenzionalne operatore.

Dokaz: Za svako A € K(E) vrijedi

IAll = sup [|Ax]| = sup{llyll : y € A(U)} < oo.

llxlI<1

Ako su A, B € K(E) i (x4)nen ogranicen niz u E, onda zbog kompaktnosti
operatora A niz (Ax,),en ima konvergentan podniz (Ax,, )ren. Ogranic¢enost
niza (x, )ren i kompaktnost operatora B povlace egzistenciju podniza
(x”k,)IE]N niza (x, )ien takvog da (ankl)IEN konvergira u E. Konvergencija
nizova (Axnkl)le]N i (Bx”kz)leN povladi da za svaki par skalara a,f i niz
(O‘Axnk, + 5ank[)leN konvergira. Kako za svaki ograni¢en niz (x,).en iz E
postoji podniz (xy, )ien takav da niz ((@A + BB)xy, )ien konvergira u E, to je
aA + BB kompaktan operator. Dakle, K(E) je linearan potprostor od B(E).
Neka je (A,)nen niz kompaktnih operatora na E i neka je A € B(E) takav
daje lim, . [|A;, — A|l = 0. PokaZimo da je slika A(U) zatvorene jedini¢ne
lopte U u E relativno kompaktan skup. Zadajmo € > 0 i odaberimo n € N
takvo da je ||A, — All < e. Skup A,(U) je relativno kompaktan na osnovu
kompaktnosti operatora A,. Neka y € A(U), tada je y = Ax zanekox € U
paje llA.x = yll = lI(A, = A)x|| < ||A, — Allllx|| < €. Pokazali smo da je rela-
tivno kompaktan skup A,(U) jedna e—mreZa za A(U), pa slijedi da je A(U)
relativno kompaktan. Znaci, prostor svih kompakinih operatora K(E) je
zatvoren potprostor od B(E).

Neka su B, C € B(E). Onda je B(U) ograni¢en u E. Za A € K(E) skupovi
Ao B(U)iC oA o B(U) surelativho kompaktni. O

Propozicija 2.1. Neka je E normiran prostor. Ako je U kompaktan skup u E,
onda je E konacno dimenzionalan.

Dokaz: Ako je U kompaktan skup ondajei S = {x € E : ||x|| = 1} kompa-
ktan. Neka je x; takav da je [|x1]| = 1i L; potprostor generisan elementom

5



x1. Akoje L; = E ondaje dim E = 1. Ako nije, i kako je L; zatvoren, onda na
osnovu Riesz*-ove leme postoji x, € E takav da je |lxa]| = 11 |lxy — x1]| > %
Neka je L, potprostor generisan elementima x; i x,. Ako je L, = E, onda je
dim E = 2. Akoje L, # E ponovna primjena Riesz-ove leme daje postojanje
elementa x3 takvog da je [|x3|| = 11 ||x3 — x1]| > % illxs — x| > % Nastavimo
ovaj proces. MoZe se desiti da se neki od potprostora poklopi sa E i tada
je E kona¢no dimenzionalan. Ako je L, # E za svako n, tada dolazimo na,
ovaj nacin, do niza (x,).en takvog da je [[x,|| = 11 [lx, — xll > % za svako
n # m. Ovo je nemoguce jer je S kompaktan skup a sadrZi niz (x,).en iz
kojeg se ne moze izdvojiti Cauchy’-jev podniz. Znaci u procesu konstruk-
cije potprostora L, desice se da za neko n € N vaZi L, = E, paje E kona¢no
dimenzionalan. o

Napomena 2.3. Neka je E Banach-ov prostor, dimE < co. Onda je K(E)
podalgebra od B(E).

Napomena 2.4. Akoje Hbeskona¢no dimenzionalaniseparabilan Hilbert®-
ov prostor, onda je K(H) minimalan i maksimalan zatvoren ideal u B(H).
Ako H nije separabilan onda K(H) nije maksimalan ideal.

Napomena 2.5.[Calkin] Ideal K(l,) je jedini netrivijalni zatvoren ideal u
B(1).

Napomena 2.6.[Gohberg’, Marcus® i Feldman’] Za E = ¢y i E = I,
1 < p < o0, ideal K(E) je jedini netrivijalni zatvoren ideal u B(E).

3 Invertibilni elementi Banach-ove algebre

Definicija 3.1. Za element a Banach-ove algebre A kaZemo da je invertibilan ako
postoji b € A takav da je ab = ba = e.
Skup

Ga = 1{a € A:a jeinvertibilan}

je grupa invertibilnih elemenata od A s obzirom da xy € Ga zasve x,y € Ga i
daje (xy)™ =y~ Ix L.

*Frigyes Riesz (1880-1956)
®Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
®David Hilbert (18962-1943)

7Israel Gohberg (1928-)

8Solomon Marcus(1925-)

9Naum II'ich Feldman (1928-1994)



Lema 3.1. Neka je A Banach-ova algebra i neka x € A tako da je |le — x|| < 1.
Onda je x invertibilan i vaZi

_ 1 _ lle — x|
I € —————, fle-x7!|| < ————.
1—le— x|l 1—le — x|l
Dokaz: Za N > M imamo
N M N
PAERIED NN I DI
n=0 n=0 n=M+1

IA
1=
=
|
g
=

1
1—{le—x|l

IA
=
=
=
u

N
i niz parcijalnih suma [Z (e - x)”] je Cauchy-jev niz.
n=0 NeN

Akojey = Z(e —x)", onda je

=le=(e-2)]) (e~
n=0

N—ooo

— : _ N+1_
= lime—(e-x)"")=¢

lim[e— e—x)]Z(e—x)”

s obzirom da je Z\ljim e — )N =0

-1 —

Analogno je yx = ¢, tako da je x invertibilan i x

— 1 WY < 1 _ n o _
Iyl = Jim Z(e x) 1m§ o=l = —0—.
Kakojee—x! = —(e — x)x~! imamo
le =711 < fle = xl - a1 < e
1—lle—xlI

O

Propozicija 3.1. U svakoj Banach-ovoj algebri A, grupa G # invertibilnih eleme-
nata je otvoren skup i inverzija x — x~! je neprekidno preslikavanje na G .



Dokaz: Neka a € Gg i b € A tako da je |la — bl < |la”!|I"'. Onda je
1> [la7t|[||la = bl| > |le — a~'b||. Na osnovu prethodne leme a™'b € G# i otuda
b =a(a'b) € Ga. Zbog toga G4 sadrZi otvorene lopte radijusa [la~'||"! oko
svakog elementa a € G#, pa je G4 otvoren.

Uzmimoa € Ga. Akojeb e Gaillb—all < ila”!|I!, onda

_ _ 4 - _ _ _ _ 1.
I~ = lla™"ll < 157" =@Ml = 67" (@ = b)a "Il < 167l lla = Bl la™ || < 5o I,

paje b7l < 2la~" il —a™'l < 2lla”"|Plla - bll. O

4 Spektar i rezolventni skup elemenata Banach-
ove algebre

Definicija 4.1. Neka je ‘A Banach-ova algebra i neka a € A. Spektar od a je
podskup o(a) od C dat sa

o@)={AeC:a-Ae¢ Gal.
Rezolventni skup p(a) od a definiSemo sa
p(a) = C\ o(a).
Spektralni radijus r(a) elementa a definisemo sa
r(a) = sup{|A| : A € o(a)}.

Napomena 4.1. Neka je A Banach-ova algebra i neka a € A. Ako je p
kompleksan polinom stepena 7, onda je

p(z) = Z Az =a H(z - z)).
=0 =1
Neka je
p(a) = Z Ad =a H(a — zje).
=0 =1

p(a) je invertibilan akko sve nule od p leZe van o(a).



Lema 4.1. Neka je ‘A Banach-ova algebra i neka a € ‘A. Tada vaZi:
(i) o(p(a)) = p(o(a)) za svaki kompleksan polinom p.
(ii) Ako je a invertibilan, onda je o(a™) = (o(a))™".

Dokaz:

(i) Neka A € o(p(a)). Onda g(a) = (p — A)(a) = p(a) — e ¢ Ga. Ako su A,
1 <i < nnule polinoma g onda na osnovu prethodne napomene za neko i,
1<i<n, A;€o(a). Alip(A;) = A, pa A € p(o(a)).

Neka A € p(o(a)) tj. nekaje u € o(a)i A = p(u). Onda je u = A; za neko
i,1<i<n,paq(a) ¢ Gaiotuda A € o(p(a)).

(ii) Neka je a invertibilan, onda 0 ¢ o(a). Zaneko A € C, A # 0, imamo

a—-Ae=ale—Aa)=arl(Ale—a™),
iz ega slijedi da a — Ae nije inveribilan akko nije ni a™ — A~e. O

Lema 4.2. Neka je A Banach-ova algebra i neka a € A.
Tada vaZi:

(i) o(a) je kompaktan i neprazan.

(ii) p(a) je otvoren u C.
(i) r(a) = lim ||a"||".

Dokaz:
(i) Za dato a € A, a — Aeje invertibilan kadgod je |A| > [la]|. Zaista, za A € C,
tako da je |A| > [la]|, imamo

-1 x n
eyt =AM e B} = - @
(a—Ae) =-A (e A) = Z T

Otudaje o(a) C {A € C : |A] < [lall}.

Neka je f : C — A preslikavanje dato sa f(A) = a — Ae. Onda A ¢ o(a) akko
a—Ae € Ga. Zato je C\ 0(a) = f(Ga)- Kako je f : C —» A neprekidna
funkcija i G# otvoren slijedi da je f1(Ga) = C \ o(a) otvoren i zato je o(a)
zatvoren skup. S obzirom da je o(a) zatvoren i ograni¢en podskup od C,
o(a) je kompaktan.

Moramo pokazati da je o(a) # 0 za svako a € A. Pretpostavimo suprotno
da postoji a € A tako da je o(a) = 0. Onda je a — Ae invertibilan za svako
AeC.




Akoe —» 0uC, onda
(a—(A+e)e) 1-(a-Ae) 1 (a—(A+e)e)~La—Ae—(a—(A+€)e))(a—Ae) ™!
€ B €
-1 -1
_ (a—(/\+(—:)e).€ €(a—Ae) @ Ae)2
Neka ¢ € A’. Onda je h(A) = p(—(a — Ae)™!) cijela funkcija. Za dovoljno
veliko |A|, imamo

(a—Ae)t = A1 (e - %)_1
.Y
n=0 /\”

Kada |A| — oo, h(A) — 0. Na osnovu Liouville!®-ove teoreme, 1 = 0 na
C. Imamo da je ¢p(—(a — Ae)™') = 0 za svako ¢ € A’, odakle slijedi da je
(a — Ae)~! = 0. To nije moguce s obzirom da je (a — Ae)™'(a — Ae) = e # 0.
(iii) Na osnovu leme 4.1.(i)) o(a") = {A" : A € o(a)} i r(a") = r(a)" za svako
n € N. Ali r(a") < ||a"|| (zbog (i) ) tako da imamo

r(a)" = r(a") < |la"|
= r(a) < ||la"||F
= 7(a) < liminf,_ ||a"||7.

Neka je ¢ € A’. Kao §to smo vidjeli pod (i) funkcija h(A) = p(—(a— Ae)™) je
holomorfna na C\o(a) i ima Laurent''-ov razvoj na {A : [A| > r(a)}

h(A):ZM za A > llall.
n=0

Antl ’

n+1

Stavimo A = u~!. Radijus konvergencije reda Z e@hu" je
n=0

1
lim sup |p(a")|7
i vrijedi
1 1
= T
r@) ~ lim sup |p(a)|s
odnosno

r(a) > limsup I(p(a”)l%.

9Joseph Liouville (1809-1882)
Ppierre Alphonse Laurent (1813-1854)
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Uzimajuéi ||a|| = mz;{x lp(a)| vrijedi r(a) > lim sup ||a”||%. |
peA

Teorema 4.1 (Gelfand!?-Mazur®®). Neka je A Banach-ova algebra. Ako svaki
element x € A, x # 0 ima inverzni element x™', onda je algebra A izometricki
izomorfna algebri kompleksnih brojeva.

Dokaz: Zaa € Ana osnovu leme 4.2. (i) postoji z € o(a), paa—ze € A\G a.
No tada je a — ze = 0, odakle je a = ze. To pokazuje da je

A={ze:zeC}l

Sa z(a) ozna¢imo jedini element spektra elementa a. Tada je a = z(a)e i
llal| = |z(a)|. Zaa € Cia, b e Aimamo:

z(aa)e =aa=a-a=a-z(a)e,
z(a+b)e =a+b = z(a)e + z(be,
z(ab)e = ab = z(a)e - z(b)e.

Odavde slijedi da je a +— z(a) izometricki izomorfizam algebri Ai C. O

Propozicija 4.1. Neka je ‘A Banach-ova algebra. Ako za svaki invertibilan ele-
ment a € A vrijedi ||a”Y|| < |lal|™!, onda je algebra A izometricki izomorfna sa
algebrom kompleksnih brojeva.

Dokaz: Za € > 0 stavimo
Ac={aeA:|all > €}, Ge=GanA..

Pretpostavimo da niz (a,).en, 4, € G konvergira ka a € A. Tada

-1

|laz;

-1 -1 -1 -1 -1 -2
a; |l = lla; " (aj —aa; || < llaill ™" lla; — aill lla;l|™ < €"[la; — aill

pokazuje da je (a;') Cauchy-jev niz u A. No a;' — ay zajedno sa a; — a
povladi aia;' — a-agiala; — apa. Odavde je agy = apa = e, §. a9 = a™.
Bududi da je |la”!|| = llaoll = lim||a;l|™}, to je |la”!|| > €, $to pokazuje da je
skup G, zatvoren. Vrijedi:

1. Metricki prostor A, je povezan.

2. G je zatvoren u A..

3. G¢ je otvoren u A..

4. Ge # 0 jeree € Ge.

Odavde slijedi da je G, = A, Sto pokazuje da je svaki element iz A, inverti-
bilan. Kakoiz b € Aib # Oslijedi da b € A za € = ||b||, to je b invertibilan
element. Tvrdenje slijedi na osnovu teoreme 4.1. |

2 zpananr Mouceesuu enndang (1913- )
13Gtanislaw Mazur (1905-1981)
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Propozicija 4.2. Neka je A Banach-ova algebra i ako postoji M < +oo tako da je
llall l1bll < Milabl| (a,b € A),
onda je algebra ‘A izometricki izomorfna sa C.

Propozicija 4.3. Neka je A Banach-ova algebra. Ako za sve a,b € A vrijedi
llabll = llalllIbll, onda je algebra A izometricki izomorfna algebri kompleksnih
brojeva.

5 Kompleksni homomorfizmi

Teorema 5.1 (Gleason'*, Kahan'®, Zelazko). Ako je ¢ linearan funkcional na
Banach-ovoj algebri A, takav da je @(e) = 11 @(x) # 0 za svaki invertibilan
element x € A, onda je

Plxy) = p()e(y) (v, y € A1
Definicija 5.1. Ako je ‘A Banach-ova algebra, onda skup
Sp(A) = {p € A" : ¢ je algebarski homomorfizam}
nazivamo spektar od A.
Teorema 5.2. Neka je A komutativna Banach-ova algebra.
(i) Svaki maksimalan ideal od A je jezgro za neko ¢ € S,(A).

(ii) Ako je ¢ € S,(A), jezgro od ¢ je maksimalan ideal od A.

(iii) Element x € A je invertibilan u A akko je ¢(x) # 0 za svako ¢ € S,(A).

(iv) A € o(x) akko @(x) = A za neko ¢ € S,(A).

Dokaz:
(i) Neka je M maksimalan ideal. Tada je A/M Banach-ova algebra je na
osnovu leme 2.1. Izaberimo x € ‘A \ M i stavimo

J=lax+y:ae A, ye M)

Onda je | ideal koji je ve¢i od M, jer x € |. (a = ¢,y = 0) Prema tome | = A
iax+y =ezanekoa € Aiy € M. Akoje m : A — A/M koli¢nicko

14 Andrew Mattei Gleason (1921-2008)
15William Morton Kahan (1933-)
%Dokaz se moZe naéi u [10]
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preslikavanje, onda je m(a)nt(x) = 7t(e). Svaki nenula element 7t(x) Banach-
ove algebre A/M je zbog toga invertibilan u A/M. Na osnovu teoreme 4.1.,
postoji izomorfizam j sa A/M na C. Stavimo ¢ = jo . Onda ¢ € S,(A) i
M je nula prostor od ¢.

(ii) Ako @ € S,(A), onda je ¢~'({0}) ideal u A koji je maksimalan zato $to je
kodimenzije 1.

(iii) Ako je x invertibilan u A i ako ¢ € 5,(A), onda je

PP = plax™) = ple) =1,

tako da je ¢(x) # 0. Ako x nije invertibilan, onda e nije element skupa

I = {ax : a € A, te je taj skup ideal u A. Na osnovu leme 2.1. sadrZan je u
maksimalnom idealu M. Zbog (i) postoji ¢ € S,(A) tako da je M = N(gp).
Kako x € I ¢ M, imamo ¢(x) = 0.

(iv) Na osnovu (iii) A € o(x) akko postoji ¢ € S,(A) tako da je
0=@(x—Ae) =p(x)— A, paje p(x) = A. O

6 Spektar nekih klasa operatora

Definicija 6.1. Neka je E Banach-ov prostor i neka A € B(E). Spektar od A je
skup dat sa

0(A) ={A € C: A - Al nije izomorfizam od E}.
Rezolventni skup p(A) od A definisemo sa
p@a) =C\ o(A).
Broj A € C nazivamo sopstvena vrijednost od A ako je
Ey:={x€eE:Ax = Ax} = N(AI - A) # {0}.
E, nazivamo prostor sopstvenih vektora operatora A za sopstvenu vrijednost A.

Lema 6.1. Neka je E beskonacno dimenzionalan Banach-ov prostor i neka
A € K(E). Onda vaZi:

(i) 0 € o(A)

(ii) Za svaku sopstvenu vrijednost A € o(A)\{0} operatora A odgovarajuéi
prostor sopstvenih vektora E, je konacne dimenzije.
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(iii) Operator A ima najvise prebrojivo mnogo sopstvenih vrijednosti. Jedino
moguce gomiliste sopstvenih vrijednosti operatora A je nula.

Dokaz:

(i) Pretpostavimo da 0 ¢ o(A), ondaje = Ao A™' € K(E)iI(U) = U je
kompaktan skup. Na osnovu propozicije 2.1. je E kona¢no dimenzionalan
Sto je suprotno pretpostavci.

(if) Za zatvorenu jedini¢nu loptu V prostora N(I — AA) vazi AA(V) = V.
Kako je AA € K(E), V je relativno kompaktan skup i prema tome kompak-
tan skup. No onda je dim N(I — AA) < co.

(iii) S obzirom da je B(E) Banach-ova algebra iz dokaza leme 4.2. (i) imamo
da je za svako A € B(E), 6(A) C {A € C : |A] < ||All}. Neka je 0 < a < [|A]l.
Trebamo pokazati da moZe postojati samo kona¢no mnogo sopstvenih
vrijednosti A takvih da je |A| > a. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji
niz Ay, Ay, ... razli¢itih sopstvenih vrijednosti pri ¢emu je |A;| > a. Neka su
xi, (i=1,2,...) sopstveni elementi koji odgovaraju tim sopstvenim vrijed-
nostima, tj. Ax, = A,x,. Pokazimo sada su elementi {x;, x,, ..., x¢} linearno
nezavisni za svako k € IN. Za k = 1 to je trivijalno. Neka su {xy,x2,..., %}
linearno nezavisni. Ako pretpostavimo da je x4 = Zle cix;, to prim-
jenom operatora A na obje strane jednakosti dobijamo A1 Xk = Zle cidix;,
. X1 = Lo, cfix. No tada bi bilo i Y (5 - 1)x; = 0. Kako je
Ai # Ar, (i = 1,2,...,k) posljednja relacija je nemoguca zbog linearne
nezavisnosti elemenata {x;,xs,...,x}. Ako je & = Lini<jqx; za svako
k=1,2,...,ima¢emo da je & pravi potprostor od £.1. Na osnovu Riesz-
ove leme postoji element yy,1 € L1 takav daje [|[ysall = 11 [lyg — x|l = %
za svako x € &. Ocenimo razliku ||Ay,, — Ay,|| pri m > n. U daljem sa T,
oznac¢avamo operator T, = A — Al. Tada je Ay, — Ay, = Ay — X, gdje je
X = Auyn + Tr,Yn — Tr, Ym. Primjetimo da je

1

T/\m]/m = Aym — Amym =A (i cixi) - /\m i CiX; = mZ_(/L - /\m)cixi.

1:1 l:l l=1

Dakle T, ym € £y-1. Kako je y, € £, C £,-1, Th,yn € L41 C Ly, to je
X € £,,.1. Stavljajuéi ¥ = A, 71 i € £,,-; dobijamo

_ 1 _«a
”Aym _Ayn” = |/\m| ”ym - ]/|| > |/\m| T2,
272
pa dakle ni jedan podniz niza (Ay,).en ne konvergira, $to je nemoguce s
obzirom da je A kompaktan operatori|ly,||=1zan=1,2,.... O
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Definicija 6.2. Operator A sa H u G je linearno preslikavanje A definisano
na linearnom potprostoru D(A) od H cije su vrijednosti u G. D(A) je domen
operatora A, a R(A) = {Ax : x € D(A)} je slika operatora A.

Linearan potprostor G(A) = {(x, Ax) : x € D(A)} od H x G nazivamo grafik od
A.

Operator A sa H u G je zatvoren, ako je G(A) zatvoren u H X G.

Definicija 6.3. Neka je A operator u H. Skup
p(A) = {z € C: (z]l — A)je injektivani R(zI — A) = H}
je rezolventni skup od A, a 0(A) = C\p(A) je spektar od A.
Propozicija 6.1. (i) 0(A) je zatvoren za svaki zatvoren operator A u H.

(it) Ako je A zatvoren operator u H tako da je 6(A) = 0, onda je A~ € B(H) i
a(A™) = {0}.

Dokaz: (i) Dokazimo daje p(A) otvoren. Neka je zy € p(A) fiksirano. Onda
je zol — A injektivan operator i D(zol — A) = D(A). Neka je (x,)uen iz u
D(zol = A) = D(A), tako da x, — x1 (2] = A)x, — y. Kako je zol neprekidno
preslikavanje (—Ax,)uen = ((zol — A)x, — ZoXy)nen konvergira ka y — zpx. S
obzirom daje A zatvoren, x € D(A)i-Ax = y—zox, tj. (2ol —A)x = y. Dakle,
zol — A je zatvoren. Onda je i (z0l — A)™' zatvoren i kako zy € p(A),
D((zol — A)™) = R(zol — A) = H. Na osnovu teoreme o zatvorenom grafiku
(zol — A)7! je neprekidan pa (zo — A)™! € B(H). Neka je z € C tako da je
lz — zo] < [l(zol = A)7YI™". Kako je [I(z — zo)(zol — A)7!|| < 1 operator
I+ (z — z)(zol — A)7! je invertibilan pa je zI — A ”1-1” i “na”, jer je
zl — A = ((z — 20)(zol — A)™' + I)(zol — A).

(if) Kako je 0(A) = 0, uzimajudi da je zp = 0 imamo iz dokaza pod (i) da
A~l € B(H). Na osnovu leme 4.2. 9(A™!) # 0. Dovoljno je da dokazemo
daje 0(A™") c {0}. Neka je z € C\{0} fiksirano. Ako x € N(z — A™!), onda
je 0 = (21 - A)x = —z(1I - A)A™'x. Kako je R(A™) € D(A) = D (LI - 4),
A7lxe N(1I-A).Kakoje o(A) = 0,x = 0, pajezl - A "1-1".

Neka je y € H proizvoljno. Kako je 1] — A "na”, postoji & € D(%I — A) =
D(A) tako da je (%I — A) & = —Z. Definisimo x = A&. Onda je

(zI-ANHx = —z (%I —A)A'lAE =-z (%I —A)é =y,

pajezl — A™' "na”. Tadaje zI — A izomorfizamna Hio(A™') c {0}. O
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7 Kompaktnioperatori na Hilbert-ovim prostorima

Zarazliku od opste situacije u Banach-ovom prostoru, kompaktni operatori
u Hilbert-ovom prostoru mogu se mnogo detaljnije opisati.

Lema 7.1. Neka je A € B(H) kompaktan i samoadjungovan operator. Onda je
|A|l ili —=||Al| sopstvena vrijednost operatora A.

Dokaz: Neka je ||A|| > 0. Kako je A samoadjungovan operator moZemo
pretpostaviti da je

Al = sup{< Ax, x > [lx]| = 1},

s obzirom da u drugom slu¢aju moZemo posmatrati —A. Onda postoji niz
(xn)nen u H tako daje

[|Al| = im < Ax,, x, > 1 ||x,|| =1 za svako n € IN.
Nn—oo

Kako je A kompaktan moZemo izabrati niz (x,).en tako da (Ax,)uen
konvergira. Onda je (Ax, — [|Allx,)nen nula niz jer vaZzi

1A%, = [|AllxI? |Ax,|? = 2/All < Axy, x> +[IAIP]l2]

2[AIP = 2/IAll < Axy, x>

IA I

Prema tome postoji xp = lim, e Xy, 1
Axy = A(lim x,,) = lim Ax, = lim [|Allx, = [|Allxo.
n—oo n—o0o n—oo

xo # 0, jer je < Axg, xo >= ||A]| > 0. Prema tome ||Al| je sopstvena vrijednost
operatora A. O

Propozicija7.1. Nekaje A € B(H) kompaktan i samoadjungovan operator. Onda
postoji ortonormiran niz (e,)neN, 4 H i niz realnih brojeva A, takvi da je:

(1) (An)nen, opadajuci nula niz

(i1) Ae, = Aye, (n € Np)

(iii) Ax = Z Ap <X 60> e, (x €H).
n=0
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Dokaz: Na osnovu leme 7.1. postoje jedini¢ni vektor ¢y € H i realan
broj Ao, [Aol = |lA|l takvi da je Aey = Apep. Stavimo Hy = H i
H; = {x € H :< x,ey >= 0}. Potprostor H; je invarijantan za A jer

<x,e0>=0>2>< Ax,eg >=< x,Aeg >=< x, Aoeg >= Ay < x,e9 >=0;

dakle x € H; = Ax € H;. Sa A; ozna¢imo operator kojeg Ay = A inducira
na H;. A, je kompaktan i samoadjungovan na H;. Ako je A; # 0 onda
prema lemi 7.1. postoje jedini¢ni vektor e; € H; irealan broj A, takvi da je
A1€1 = Alel, gd]e je

|Aa] = [lA4]

sup{ | < Aix,x>|:|lx|| =1,x € Hy}
= sup{|<Ax,x>|:|x|]| =1,x € Hy}
< sup{|<Ax,x>|:|lx|l =1,x € H} = [|All = [Aql.

DakleIAol > |/\1|, < e1,6y) >= OiA(:’l = A1€1 = Alel.NekajeHz = (LiTloSnslen)l .
H, je invarijantan potprostor u odnosu na operator A, a operator A,,
induciran na H, operatorom A je samoadjungovan i kompaktan. Ako
je Ay # 0, onda prema lemi 7.1. postoje jedini¢ni vektor e, € H, i realan
broj A, takvi da je Ae, = Ajye; i

12| = Azl

sup{ | < Axx,x > |:|lx]| =1,x € Hy}
= sup{|<Aix,x>|:|lx]|=1,x € Hy}
< sup{| <Aix,x>|:|lxll =1,x € Hi} = [|A1]] = [A4].

Dakle [Ag| = |A1] = |42, Aes = Asey = Ayer ieg, €1, €, su ortonormirani. Nasta-
vimo ovaj proces. Dolazimo do opadajuceg niza (A,)en, i ortonormiranog
niza (e,)enN, za koje vrijedi Ae, = A,e, (n € Ny). Kako je (A,),en, monoton
postojia = lim,,_,. |A,|. Kadabibiloa > 0, ondabiniz (e—") ' bio ogranicen.

An JneN
Buduéidajee, = A (;—”) i < 1 tobizbog kompaktnosti operatora A niz

(én)neN, imamo konvergentan podniz. To je nemoguce. Dakle a = 0.
k

Za x € H vektor < x,e, > e, je ortogonalna projekcija od x na Ling<,<cen
n=0

pa vektor
k
yk:x—Z‘<x,en>e,1
n=0
pripada prostoru Hy, pa je

IAYll = 1Ayl < ATyl < 1A lx]
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te je limy—eo 1AWl = 0, 4.

lim

k—o0

:O;

k
Ax—Z/\n <x,e,>e,
n=0

dakle vrijedi (iif). O

Propozicija 7.2. Za A € K(H, G) postoje: opadajuci nula niz (s,)uen, € [0, 00)
i ortonormirani sistemi (e,)neN, U H 1 (fu)nen, # G, tako da je

(]
A= an <-, ey > fu,
n=0

gdje red konvergira u normi operatora.

Dokaz: A*A je kompaktan i samoadjungovan operator. Za A € g(A*A)\{0}
ix € N(AI - A*A) tako daje ||x|| = 1, vazi

A=< Ax,x >=< A"Ax,x >=< Ax,Ax >> 0.
Kako je B(H) Banach-ova algebra, 6(A*A) c [0, ||Al[*]. Na osnovu propozi-

cije 7.1. postoje opadajuci nula niz (s,),en, 1 ortonormiran sistem (e, )nen, U
H tako daje

A'A = Zsi <. e, > e (1)
n=0

Za n € INj tako da je s, > 0, definiemo f, = s,'Ae,. Onda je za
n,me€ Ny,s, >0,s,, >0:

2
S

11 .
< fu, fn >= —— < Aey,, Aey, >= < A*Ae,, e, >= < ey, em >= Oum-
S

n sm SnSm Snsm

AkojeN = {n € Nj : 5, > 0} konacan skup, onda produZujemo ortonormi-
ran sistem (f,).eny U Oortonormiran sistem (f,).en, U G. Za y € H tako da je
yLle, za svako n € Ny, imamo, na osnovu (1),

lAy|]* =< Ay, Ay >=< A*Ay,y >= 0.
Za svako x € H vrijedi

Ax = Ax=Y,o<xe,>e)+AY 0 <X, >e)
= Yoo <X,en>Ae, =Y oS <X, € > fu

Kaoiudokazu propozicije 7.1., analogno dobijamo da red Z Su <, en > fu
n=0
konvergira ka A u normi operatora. O
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Definicija 7.1. Ako A € K(H,G), onda reprezentaciju operatora A koja ima
osobine date u propoziciji 7.2. nazivamo Schmidt'”-ova reprezentacija operatora
A.

Definicija 7.2. Akoje A = Y., oSy < -,en > fu je Schmidt-ova reprezentacija
operatora A € K(H,G), onda ortonormirani sistemi (ey)neN, i (fu)nen, Misu
jedinstveno odredeni.

Medutim, niz (s,).en, je jedinstveno odreden operatorom A, jer je
(s?)nen, monotono opadaju¢i niz sopstvenih vrijednosti operatora
AA=Y 7082 < e,> e,

(Sn)neN, nazivamo niz singularnih brojeva kompaktnog operatora A i zapisujemo
(Sn(A))nelNo-

Definicija 7.3. Ako su H i G Hilbert-ovi prostori, tada za 1 < p < oo definisemo
Schatten'8-ovu p klasu sa

S,(H,G) :={A € K(H,G) : (82(A))nen, € L}

o0

1 v,(A) = (Z sn(A)P) . Elemente od S,(H, G) respektivno S,(H, G) nazivamo
n=0
Hilbert-Schmidt-ovim operatorima respektivno nuklearnim operatorima.

Definicija 7.4. Za A € S1(H) definiSemo trag od A sa
trag(A) = Z < Ae;, e; >,
iel
gdje je (e;)ie; ortonormirana baza u H.

Lema 7.2. Neka su E, F, G i H Hilbert-ovi prostori. Za'1 < p < oo vaZi:
1. S,(H, G) je linearan potprostor od K (H, G)
2. Ako A€ S,(H,G), T € B(E,H) i S € B(G, F) onda SAT € S,(E,F).

Dokaz:
1. Za svaki A € K(H, G) (54(A))nen, je opadajuci niz i so(A) = [|A]l.
Dokazimo da je za svako A € K(H, G) isve n € Ny

sq(A) = inf{||A - B|| : B € B(H, G), dim R(B) < n} := a,(A).

Zasvakon e Npixe H
2

n-1 00
2 2_ 2
Ax — E si<xe>fi < E sil <x,e;> " < s llxll.
j=0 j=n

7Erhard Scmidth (1876-1959)
18Robert Schatten (1911-1977)
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Prema tome a,(A) < s,,.

.....

postoji y = Y7y Ejej, llyll = 11 By = 0. Na osnovu Pitagorine’ teoreme je

2 n

_ 21 2 < 2
=Y g 2 52,

=0

n

Y sicif;

j=0

Za A,B € K(H,G), m,n € Ny, postoje Ap, By € B(H, G) tako da je
dim R(Ap) < m, dim R(By) < n i da vrijedi

IA = BI* > [I(A - Byl = || Ayl =

14 = Adll < 5(4) + 5 i 1IB = Bull < 5,(B) + .

Kako je dim R(Ay + By) < m + n, onda je
Smn(A+B) < ||A+B—(Ao+Bo)ll < 5(A)+5,(B)+e.Kakoje e > 0 proizvoljno
malo

Sman(A + B) < s5,,(A) +s,(B) zasve m,n e Ny.
Dalje je,

Sons1(A + B) < 55,(A + B) < 5,(A) + s,(B).

Odatle slijedi da (s,(A + B))uen, € I, fj. A+ B € S,(H, G).
ZaA€S,(HG),AeC

(81(AA)neny = (IAls1(A))nen,,
paAA € S,(H,G).
2. Zan € Nyoie > 0 izaberimo Ay € B(H,G), dimR(Ay) < n i
|A = Aol < 5,(A) + €. Onda je, s obzirom da je dim R(SA(T) < n
sn(SAT) < |ISAT = SAQTI| < [ISIIA = AollIT1l < [ISII(sx(A) + €)IIT].
Dakle, (s,(SAT))nen, € Iy, §j. SAT € S,(E, F). O

Lema 7.3. Neka je A € B(H) kompaktan operator, (1;(A))jen, niz sopstvenih
vrijednosti operatora A i N = {j € Ny : A;(A) # 0}. Onda postoji ortonormirana
dekompozicija H = Hy @ H; od H i ortonormirana baza (e;)jen od Hy tako da za
ortogonalnu projekciju Pjod H na H; i A := P;APy, j,k = 0,1, vaZi:

(Z) Al,O =0, t] AH() C H,.

(i1) Aoplu, = Aln, € B(Hy) ima, u odnosu na odgovarajuce (e;)jen, gornju
trougaonu matricu tako da je < Aej, e; >= A;(A) za svako j € N.

(iii) 0(A1) = {012

YPythagoras (570 p.n.e-495 p.n.e)
2Dokaz se moZe naéi u [7]
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Notacija: Pod pretpostavkama iz leme 7.3. H = Hy®H; nazivamo Schur?!-
ovom dekompozicijom od H, a (¢;) jey Schur-ovom bazom za niz sopstvenih
vrijednosti (1;(A))jen, kompaktnog operatora A.

Primjenom leme 7.3. dobi¢emo vezu izmedu nizova (A ;(A))en, i (5;(A)) jen,
kompaktnog operatora A.

Weyl**-ijeva nejednakost Za svaki A € K(H) vazi
H IAi(A) < HSf(A) za svako n € INj.
=0 =0

Dokaz:Koristimo Schur-ovu dekompoziciju i posmatramo Schur-ovu bazu
(e)jen za dati niz sopstvenih vrijednosti (1;(A))jen, i za n € N definiSimo

n
P,x = Z < X, e > e.
k=0

Onda je P, ortogonalna projekcija od H na E, := Lin{e; : 0 < j < n}. Kako
je matrica od Aly,, koja odgovara (ej)en, gornje trougaona, imamo da je
ajr =< Aey,ej >=0za j > kiotudaje AE, C E,. Za A, = Alg,, imamo da je

si(An) = 5(P,AP,) <s/(A) za 0<j<n.
Na osnovu leme 7.3 (ii) i definicije singularnih brojeva, onda dobijamo:

[Ta@r = el =1detA,l = (detA;A,)}
j=0

j=0

[ﬁ Sj(An)z] < ﬁ si(A)

j=0 j=0

za svako n € N. Ako je N konacan onda ovo vaZi trivijalno za sve ostale
n € INy. |

Dokazac¢emo sljede¢u pomoénu lemu da dobijemo jos jednu nejednakost
izmedu (1(A))jen, 1 (8j(A))jen, kompaktnog operatora A.

Lema 7.4. Za (x))IL, = x i (y))}, = y iz RI*! nekajexo > ... > X, Yo > ... 2

Ym i LigXj < Yoy za 0 < n < m. Dalje, neka je ¢ : R — R konveksna
funkcija takva da je p(t) < @(|t]) za svako t € R. Onda je

Y o) <Y o).
=0 =0
2ssai Schur (1875-1941)

ZZHermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955)
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Dokaz: Neka je B konveksna ljuska sljedec¢eg podskupa od R™*! :
{(ejyn())io : €j = £1za 0 < j <m, mje permutacija od {0, ..., m}}.

Ako pretpostavimo da x = (xj)’]io ne pripada B, onda postoji linearno
preslikavanje na R™*! tako da je z(x) > 1iz(&) < 1 za sve & € B. Kako je B
invarijantan u odnosu na zamjenu znaka i razmjenu koordinata, mozemo
pretpostavitidajezy > ... > z, 2 0, tako da je

z(&) = széj za sve & € R™1.

m m—1 k m
1<z(x) = Z Zix; = (Zx — Zk11) Z Xj+ Zny Z Xj
=0 k=0 =0 =0
m—1 k m m
< (2k = Z+1) Z Yi*Zm Z yi=) ziyi=z(y) <1
k=0 j=0 j=0 j=0

Prema tome x € B, tj. postoji M € IN, A € [0,1]M tako da je fozl Ay =1
i&W e B, &W = (ei.“)yn“(j))’]”zo,l < p <M tako dajex = fo:l AuEW. Na
osnovu osobina od ¢ imamo

m m M m M
Y o) = Yo [Z A€ Y ')] <)Y A€y
=0 =0

j j=0 =1

u=1
M m
2 ) 9 ) =

p=1 j=0 p

Ma
=3

=0

I
—_
o

]:
Propozicija 7.3. Za svaki A € K(H) i svako p € (0, )

Y AP <) si(AY.
j=0 j=0

Dokaz: Ako je A,(A) # 0, onda je i, na osnovu Weyl-ijeve nejednakosti,
su(A) # 0. Prema tome, moZemo pretpostaviti b.o.o. daje A,(A) > 11
su(A) > 1. Ako stavimo daje x; := pIn|A;(A)liy; = plnsj(A)za0 < j<ni
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@(t) = ¢' zasvako t € R, onda vrijedixg > ... > Xy, Yo = ... = Y,

Zx] lenM (A) —plnHM (A)

j=0
<Weyl ijeva nejednakost p In H ](A Z Ins (A) Z v,
j=0
paje
Z |A](A)|p — Z % Slema 7.4. Z eVi = Z S](A)p
j=0 j=0 j=0 j=0
Indukcijom iz ovoga slijedi tvrdenje. O

Korolar 7.1. Zap € [1, ), (S5,(H), v,) je Banach-ov prostor.

Dokaz: Da pokazemo da je v, norma na S,(H), moramo jos pokazati
nejednakost trougla. Neka su A, B € S,(H), i neka je

A+B=Y s{(A+B)<-e;>f
j=0

Schmidt-ova reprezentacija operatora A + B i neka je n € INy dato. Dalje,
nekaje U, ==Y 1, <-e > fy,iotuda U, = Y, <, fx > er. Podsjetimo se
Lidskii®-jevog teorema koji glasi: Ako je A € S;(H) i ako je (1;(A))jen, Niz
sopstvenih vrijednosti od A, onda je (A;(A))jen, € L1 i

trag(A) = Z Ai(A).
j=0

Dokaz te teoreme moZe se naci u [7].
Sada na osnovu te teoreme i propozicije 7.3. vaZi:

Z;’Z:O s(A+B) = Z]io si(A+ B) < U, fj,ej >= trag(U;,(A + B))
ltrag(U,A) + trag(U,B)| < Y720 (1A (UL A) + 1A,(U;,B)))
Y. 2o(si(ULA) + s;(U;,B)) < Xy IU1I(s(A) + 51(B))
Y.i-o(si(A) + 5(B)).

2BVictor Borisovich Lidskii (1924-2008)

IN I

IA
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Kako ove nejednakosti vaze za svako n € INy, dobijamo, na osnovu leme
7.4. uzimajudi daje @(t) = |t
Z s{(A+BY < Z(sj(A) +5,(B)) zasvako n € Ny.

j=0 j=0
Znaci, v,(A + B) < v,(A) + v,(B).
Neka je (A,)nen proizvoljan Cauchy-jev niz u (S,(H), v,). Onda je, za svako
n,me N

A, — Anll = SO(An - Am) < vp(An - Am)-

Kako je niz operatora (A,),en Cauchy-jev u v,-normi on je Cauchy-jeviu
uniformnoj normi pa konvergira ka kompaktnom operatoru A. S obzirom
daje

Z Si(An — Ay <€,

j
kada pustimo da m — oo, dobijamo da je

Z si(Ay— AY < €.

j
Iz dokaza leme 7.2. vidimo da vaZi nejednakost
Smin(A + B) < 5,,(A) + s,(B) za sve m,n € IN.
Prema tome, vazi

52]'(A) < S](A - An) + S]'(An)
52j+1(A) < 5j+1(A —Ap) + Sj(An)
$2712(A) < 5j11(A = Ap) +5511(An)

Dakle (s;(A)); € . O

Korolar 7.2. Neka je H beskonacno dimenzionalan Hilbert-ov prostor i neka
p € [1,00). Onda je S,(H) x C je Banach-ova algebra.

Dokaz: A = S,(H)xCje vektorski prostor nad C kada se operacije sabiranja
i mnoZenja skalarom definiSu na sljedeéi nacin:

A,a)+(B,p) = (A+B,a+p)
AMA,a) = (AA, ).

Definis$imo mnoZenje - : (S,(H) X C) X (S,(H) x C) — S,(H) x C sa
(A,a)(B,B) = (AB + BA + aB, ap).
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Jedini¢ni element je (O, 1) i vazi
Al(A, 2)(B, B)] = [M(A, 1)](B, ) = (A, a)[A(B, B)].
Dakle, A = S,(H) X C je C— algebra.

7p((A, @) = v,(A) + la]

jenorma na S,(H) X Ci vazi:

3,((A, a)(B, B))

0,((AB + BA + aB, ap))

U,(AB + BA + aB) + |af|

vp(A)vyp(B) + |Blvy(A) + lalvy(B) + lal |B]
(vp(A) + ) (vy(B) + |BI)

op((A, @)) - ,((B, B))

7,((0,1) = 1.

S obzirom da su (S,(H), v,) i (C, ||) Banach-ovi prostori, S,(H) X C je Banach-
ova algebra. O

A i

Ako je (¢y)nen Ortonormirana baza u L,, onda za svako f € L, imamo

o0

=Y. <foi>eulfIF=)1<fpi>P
i=1

i=1

Ako je H bilo koji separabilan Hilbertov prostor, dim H = oo, iako je (e)nen
ortonormirana baza u H, onda je sa

qo(x):i <x,e,>¢, (x€H)

i=1

dan izometricki izomorfizam prostora H na prostor L,. Za takav izomor-
fizam kaZemo da je reprezentacija prostora H pomocu prostora L,. Za
A € BH)saA = @oAog! definiran Je ograni¢en operator na L,
reprezentacija operatora A. Ocigledno je [|A|| = [|Al|, pa je reprezentacija
A +— A izometri¢ki izomorfizam Banachove algebre B(H) na Banach-ovu
algebru B(L,).
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8 (C*- algebre

8.1 Definicije i osnovna tvrdenja

Definicija 8.1. Algebra A nad poljem C je involutivna ako je definisano pre-
slikavanje a v a* sa A na A sa osobinom da, za svako a,b € A, A € C imamo:

(@a+by = a+b,
(aby = b'a,
(Aa)* = Aa,

a“ = a.

Definicija 8.2. Involutivna Banach-ova algebra A je C*— algebra ako je
llaa*|| = |jal* za svako a € A.

Napomena 8.1. Ako je A C*— algebra, onda vazi

1. |la|l = llall za svakoa € A. Zaista, iz ||al[> = |la*al| < |la*|| ||al|, slijedi da je
llall < |la*||]. Zamjenom a sa a*, dobijamo da je [|a*|| < ||al|.

2. Uotimoidajee =e¢, jerjee’ =ee* = (e)e = (ee’) = (') =e.

Definicija 8.3. Algebarski homomorfizam ® : A — B izmedu dvije C*— algebre
A i B je »— homomorfizam ako je D(a*) = O(a)* za svako a € A.

Primjeri:
1. (C,|-|)sa*: A — Aje C*— algebra.

2. Akoje X # 0, [.(X) je je C*— algebra, ako f* definiS§emo sa f* : x > f(x).

3. Akoje H # {0} kompleksan Hilbertov prostor, onda je 8(H) C*— algebra.
Dokaz: Postoji operator A* takav da je

<Ax,y>=<x,A'y> zasvex,y€H.

Za fiksirano y € H, x =< Ax, y > je linearan ograni¢en funkcional na H. Na
osnovu Riesz-Fréchet**-ove leme postojiz € H tako daje < Ax, y >=< x,z >
za svako x € H. Stavimo A*y = z.

<x, A (yn + aalp) >=< Ax, a1y1 + axlyr >= a1 < Ax, 11 > +a; < Ax, yp >=
o <x, Ay > +ap < x, A"y >=<x, 1A'y + ATy, > .
<x,(AoB)y>=<(AoB)x,y >=<Bx,A'y >=<x,(B o A"y >.

<Y, (A)x>=<A'y,x>=<x, Ay >=<Ax,y > =<y, Ax >.

IAYIP =< A7y, Ay >=<y, AAy >< |yl - IAAYI < llyll - 1AL 1A,

24René Maurice Fréchet (1878-1973)
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odakle slijedi da je [|A*yll < ||Allllyll, a odatle ||A*|| < [|A]l. Obrnuta nejed-
nakost slijedi zbog A™ = A.
IAII* = sup |AX|* = sup < Ax, Ax >=sup < x, A"Ax >< ||[A'A|| < ||AY| Al =

llxll<1 llxl<1 llxlI<1

IAIP. O
4. K(H), dimH < oo je C* algebra.
5. Calkin: B(H)/K(H) je C*— algebra.

6. Neka je X lokalno kompaktan, c— kompaktan topoloski prostor. Neka
je
Mo(X) = {f : X - C: fje Borel® mjerljiva i ograni¢ena}

i definiSimo ||f]| := sup . |f(x)| za f G_MOO(X). Dalje, definiSimo preslika-
vanje * : Mo(X) = Mo(X)sa+: f — f.Onda je M« (X) komutativna C*—
algebra.

7. Neka je H Hilbertov prostor dim H = co. Onda je
A={A+al:AcKH), acC}

C*— algebra.
Dokaz: A = K(H)xC je vektorski prostor nad C kada se operacije sabiranja
i mnoZenja skalarom defini$u na sljedeéi nacin:

(A,a) +(B,p) = (A+B,a+p)
MA, Q) = (AA, Q).

Definigimo mnoZenje - : (K(H) x C) x (K(H) x C) - K(H) x C sa
(A,a)(B, ) = (AB + BA + aB, ap).
Jedinini element je (O, 1) i vazi
Al(A, a)(B, )] = [A(A, @)I(B, B) = (A, a)[A(B, )]
Dakle, A = K(H) x C je C— algebra.
lA + alll| = sup{ |AK + aK]| : K € K(H), |IK|]| <1}

je norma na A.
Neka je x jedini¢ni vektor u H i neka je P : H — H jednodimenzionalna

25Emile Borel (1871-1956)
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ortogonalna projekcija u B(H) tako da je P(x) = x. Onda je P € K(H) i
IIP]| = 1 tako da je

(A + al)x|| = |[Ax + ax|| [[(AP + aP)x||
I[AP + aP||

IlA + ad]fl.

INIA I

Uzimajuéi supremum preko svih takvih x € H, dobijamo da je
IA + all| < |I|A + aI]|l.
Sa druge strane je, za bilo koje K € K(H) tako daje |[|[K|| < 1,

IAK + aK]| A + ad|| [IK]|

<
< |[A+all],

pa uzimajuéi supremum preko svih takvih K, vrijedi
A + alll| < [|A + aI]|.

Dakle, A = K(H) X C je normirana algebra. Kako je K(H) Banach-ov pros-
tor, A je Banach-ova algebra.

Ako defini§imo involuciju na A sa (A + al)" = A" + al, onda je A
C* - algebra. m]

Definicija 8.4. Neka je A C*— algebra. Za element a € A kaZemo da je samoad-
jungovan ako je a* = a, unitaran ako je a* = a~', normalan ako je aa* = a*a.

Primjetimo da je u komutativnoj C* - algebri A svaki element normalan.

Napomena 8.2.  Svaki element 4 € A moZemo zapisati kao linearnu

kombinaciju
1 | .
a= §(a+a)+zz(a—a ).
a+a . a—-a
2 o
su h i k samoadjungovani elementi u Aia = h + ik, ondaje a* = h — ik, tako
dajeh = a-;a ik = a;ia . Dekompozicijaa = h+ ik, h = h',k = k' u Aje

Uoc¢imo da su samoadjungovani elementi u A. Obrnuto, ako

jedinstvena.

28



8.2 Gelfand-ova transformacija komutativne Banach-ove
algebre

Podsjetimo se definicije w*~ topologije na A” dualnom prostoru Banach-
ovog prostora A.

Definicija 8.5. w*— topologija na A" generisana je okolinama
O(p,S,€) = {w e A" 1 |w(a) — p(a)l < € zasvako a € S},

gdje je @ € A’, S konacan podskup od A.
Skup G C A’ je otvoren u w*— topologiji akko za svako 1 € G postoji O(y, S, €)
tako da je O(¢, S, €) C G.

Koristi¢emo teoremu Banach-Alaoglu®® da je zatvorena jedini¢na lopta
u A’ w'— kompaktan skup.

Propozicija 8.1. Spektar S,(A) komutatione Banach-ove algebre A je w'—
zatvoren podskup jedinicne lopte u A’, i otuda kompaktan skup.

Dokaz: Svako ¢ € 5,(A) je neprekidno i ||¢|| = 1, paje S,(A) sadrzano u
jedini¢noj lopti U u A'".

Neka je ¢ € U\S,(A). Ako je = 0 imamo 0 = ¢ € O(0, {e}, 3) € U\S,(A)
jerje p(e) = 1 zasvako ¢ € 5,(A). Nekaje ¢ # 0. Onda postoje a, b € A tako
da je [ip(ab) — Y(a)y(b)| = 3e. Posmatrajmo okolinu O(y, {a, b, ab}, €) od ¢.
Ako je € dovoljno malo za bilo koje w € O(Y,{a,b,ab},e) vazi
w(ab) = w(@aw(®)] = ¥(ab) — Playp(b) - (P(ab) - w(ab)) - (W(a) - Y(@)P(b) -
(@(®) — PB)w@)] > [H(ab) - Y@ (b)| - l¥(ab) — w(ab)| - lo(@) — (@)l () -
lw(b) — PB)llw(@)| > 3¢ —€ — € — € = 0. Znadi, za dovoljno malo ¢,
O, {a,b,ab}, €) C U\S,(A) i S,(A) je w*— zatvoren.

Teorema 8.1. Neka je A komutativna Banach-ova algebra. Za a € A i
¢ € S,(A), definisemo a : S,(A) — Csa

a(p) = ¢(a).
Onda vaZi:
(i) a(Sp(A)) = o(a) za svako a € A.

(ii) Preslikavanje ": A — C(S,(A)) je algebarski homomorfizam i
llall = r(a) < llall.

2Leonidas Alaoglu (1914-1981)
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Dokaz:

(i) Da je A slika od @ znaci da je A = d(p) = ¢(a) za neko ¢ € 5,(A). Na
osnovu teoreme 5.2. (iv) ovo je mogucée akko A € o(a).

(ii) Zaa,b e A, a,p € C vrijedi

(aa + b)) = p(aa + pb) = aq(a) + Bp(b) = ad(p) + fa(p)

é(p) =ple) = 1.

Ako je a € Gz onda je d(p) = @) # 0. (teorema 5.2.(iii))
a(Sp(A)) = o(@) C {A : |Al < lall} pa je ld(@)|l < llall za sve @ € S,(A).
Prema tome ||d|| < ||a]|. O

Teorema 8.2 (Gelfand-Naimark?). Neka je A involutivna komutativna Banach-
ova algebra. Gelfand-ova transformacija ~: A — C(S,(A)) je izometricni *—
izomorfizam akko je A C*— algebra.

Dokaz: Neka je " izometri¢ki *— izomorfizam. Onda za svako a € A,
vrijedi
* “ol = (YAl = 117 41l = AR = 114112 = 114112
lla*all = lla*all = Il(a*)all = lla all = |[1aP[l = llall* = llall*,

paje A C*— algebra.
Obrnuto, neka je A C*— algebra i neka a € A. Prethodno dokazimo da je
o(h) C R kadgod je h samoadjungovan element. Za x € ‘A, definiSemo

k=0
ondaje (¢*)" = ¢, (¢¥) ' = e ie"V =¢%. Daljejezat € R

(eith)* — e—ith* — e—ith — (eith)—l

L= ™)~ e™ = 1™y - e™ 1l = lle™ 1P,

paje |le™|| = 1 za svako t € R.
Neka ¢ € 5,(A). Onda je,

k! K

k=0 k=0

(P(eith) — (P( . @ th — . (Zt)k gD(h)k — ez’t(p(h).

“Mapk Apounosuu Habimapr (1909-1978)
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Kako je |l¢ll = 1, imamo |p(e™)| < |le™|| = 1, i otuda je |¢"*"| < 1 za svako
t € R. Prema tome ¢(h) € R.

Iz
— o a+a*_.a—a* _ fa+a . a—a*
(a)((P)_(p(”)_(P( > T )_(p( 2 ) Z(P( 2i )
a+a\ . (a—a\ — =
_(P( 2 )+1§0( 21 )_ (ﬂ)—a((P)
slijedi da je " *~ homomorfizam.
Za svaki element a € A,
l?II” = l|(@*)'a?|| = |I(a"a)*(@a)|| = |la"al* = ||al|*
i prema tome ||| = |lall? i [|la*'|| = ||a|[*" za svako n € IN. Na osnovu leme
4.2. (iii) je
r(a) = %ijgollaznllﬁ = |lall,
paje

llall = r(a) = llall
Dakle, " je izometrija (a time i injekcija).
Kako je * izometrija, A je zatvorena podalgebra od C(S,(A)). Dalje, ako je
@1 # @2, onda postoji a € A takvo da je 1(a) # @2(a), . alp1) # alp,). Na
osnovu Stone?-Weierstrass? -ove teoreme imamo A = C(Sp(A)). m]

Ako je A C*—algebraia € A, oznacimo sa A(a) C*—algebru od A generi-
sanu sa 4, tj.

Ala) = {p(a,a*) : p je polinom po aia*}.

Ako je a normalan element onda je A(a) komutativna C*—algebra. Na
osnovu teoreme 8.1. 4 je neprekidna funkcija na S,(A(a)) ¢ija je slika o(a).
Neka su @1, @, € 5,(A(a)) i neka je a(p1) = alg2) tj. @1(a) = @2(a). Kako je
p(a’) = @(a), onda je p1(a") = @2(a*). Ako je p bilo koji polinom po dvije
promjenljive onda je ¢1(p(a,a*)) = @a(p(a,a’)), jer su @1, P, homomorfizmi.
Iz neprekidnosti @1, ¢, slijedi da je ¢1(x) = @2(x) za svako x € Aa) pa
je @1 = @2. Kako je S,(A(a)) kompaktan 4 je homeomorfizam sa S,(A(a))
na o(a). Definidimo a : C(S,(A(a))) — C(o(a)) sa a(f) = foad™'. Onda je a
izometricki *— izomorfizam sa C(S,(A(a))) na C(c(a)). Na osnovu prethodne
teoreme a 0" : A — C(o(a)) je izometricki *— izomorfizam. Time smo
dokazali

ZMarshall Harvey Stone (1903-1989)
2Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897)
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Teorema 8.3. Neka je C*— algebra A(a) generisana sa normalnim elementom a.
Onda postoji izometricni *— izomorfizam izmedu A i algebre neprekidnih funkcija
na o(a).

Komutativne C*— algebre se mogu potpuno opisati pomocu teoreme
8.2. U opstem slucaju svaka C*— algebra A je izometri¢ki *— izomorfna
zatvorenoj podalgebri B(H) za neki Hilbert-ov prostor H. To su dokazali
Gelfand, Naimark i Segal® nezavisno jedan od drugog. Taj dokaz moguce
je pronaci u [10].

Navedimo jedan primjer Gelfand-ove reprezentacije.
Primjer: Neka je K kompaktan topoloski prostor. Onda je

A:K > S,(C(K), A@): f — f(x)

homomorfizam i vrijedi

A~

foA=f zasvako f € C(K).

Dokaz: Otiglednoje A(x) € S,(C(K)), zasvakox € K. Naosnovu Urysohn’!-
ove leme slijedi da je A ”1-1”. Da pokazemo da je A i "na”, fiksirajmo
¢ € 5,(C(K)). Onda je, na osnovu teoreme 5.2.(ii), I := N(¢) maksimalan
ideal u C(K). Pretpostavimo da za svako x € K, postoji f, € I tako da je
fx(x) # 0; onda, za svako x € K postoji otvorena okolina U, od x tako da je
fx(y) # 0 za sve y € U,. Kako je K kompaktan iz otvorenog pokrivaca
(Uy)xexk 0od K moZemo izdvojiti kona¢an potpokrivaé (ij)’]?zl. Funkcija

f=XYi ?x/- fi = Ll fx;I* je u I. Kako f nema nula, f je invertibilna u
C(K). Otuda ideal I sadrzi invertibilan element, Sto je suprotno definiciji
ideala. Prema tome, postoji xo € K tako daje f(xp) = 0 za sve f € I. Znaci

N(p) = ¢ N(A())-

Kako je I maksimalan ideal, I = N(A(xp)). S obzirom da je ¢(1) = A(xo)[1]
slijedi da je ¢ = A(xy).

Neka je O c S,(C(K)) neprazan otvoren skup i neka je xo € A™(0) tako
da je A(xo) € O. Kako je O otvoren, postoji € > 0 i konacan skup S ¢ C(K)
tako da je w*— okolina O(A(xy), S,€) C O. Svako f € S je neprekidno u x
i zato postoje otvorene okoline V; od xp u K tako da je [f(x) — f(x)| < €

za svako x € Vy. Stavimo V = ﬂ V. Onda za bilo koje x € V, imamo
fes

Orving Ezra Segal (1918-1998)
S1[TaBesn CampmnoBud Y poicon (1898-1924)
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[f(x) = f(xo)l < € zasve f € S, tj. |A(X)(f) — A(xo)(f)| < € za sve f € S.
Otuda je A(V) € O(A(xo), S,€)ix9 € V C A (O(A(x0), S, €)) i slijedi da je A
neprekidno. O

8.3 Riemann-Stieltjes-ov integral

Oznac¢imo sa P podjelu

a=ty<th <...<t,=b (2)

segmenta A = [a, b]isa 6(P) dijametar podjele P, tj. 6(P) = maxj<k<n(te—tr-1)-
Akoje f : A — X vektorska funkcijaia : A — C skalarna funkcija, onda
za izbor tataka sy € [t_1, 1] Riemann®-Stieltjes**-ovu sumu definisemo sa

o(f,a,P) = ) fsolat) - altn)]. (3)
k=1

Definicija 8.6. Ako postoji vektor xo Banach-ovog prostora X sa osobinom da za
svako € > 0 postoji 6 > 0 takvo da za svaku podjelu P i za svaki izbor tacaka
S1,...,5y vrijedi

O0(P) <6 = |o(f,a,P) —x0| <€, 4)

onda kaZemo da je funkcija f RS—integrabilna u odnosu na funkciju a i vek-
tor xo nazivamo RS—integralom funkcije f u odnosu na funkciju a. Vektor x
0znacavamo sa

b
f f(t)da(t) (5)

i kaZemo da je integral (5) uzet u smislu jake konvergencije odnosno u smislu jake
topologije.

Iz (4) izlazi da je xo svojevrsni limes RS—suma pa piSemo

b
[ rda= tim o0,

Propozicija 8.2. Akoje f : A — X na A = [a,b] jako neprekidna funkcija i
a : A — C funkcija ogranicene varijacije, onda postoji integral (5) u smislu jake

topologije i vrijedi:
b
f fda

32Georg Fridrich Bernhard Riemann (1826-1866)
$3Thomas Jan Stieltjes (1856-1894)

< V(a, A)supl |f(H)| : t € A}. (6)
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Dalje je
j;bfda:f:fdoc+‘f:bfda (7)

Dokaz: Neprekidnost funkcije f na A povlaci ograni¢enost i ravnomjernu
neprekidnost te funkcije na A. Prema tome za € > 0 postoji 6 > 0 takvo da
je

za svaki broj ¢ € (a, b).

[t =t <6 = |f(t)— f(t") <e.
Uzmimo da podjela P’ nastaje profinjenjem podjele P tako da se uzme tacka
t' € (ti1,t;). Neka je s’ € (ti.1,') i s” € (¥,t;). Dalje, neka je 6(P) < 2
(a time i 6(P’) < ). Onda vazi:

lo(f, @, P') = o(f, @, P)l = | Y [f(s) = flspllate) - alte)]

k#j

+f(spla(t)) — a(tia)] = f()at) — ati1)] = f(s")alt)) - Oé(t’)]'

<e| Y latt) = attn)l + lalh) — )] +1a(t) - at)l| < eV(a,A).
k#j

Analogno slijedi da je za svako profinjenje P’ podjele P vazi
lo(f,a, P") = o(f,a,P)| < eV(a, A),
bez obzira na izbor ta¢aka (s;.). Ako su dakle P; i P, podjele od A i ako je

0 . o
o(Py) < 2 i6(P) < >

onda je
lo(f, a, P1) — o(f, a, Py)| < 2eV(a, A). (8)

Iz (8) i kompletnosti prostora X slijedi egzistencija vektora x; € X takvog
da vrijedi (4). 1z (4) izlazi

ol < e+lo(fa Pl =e+|Y flsolat) - atr)]
k=1

< e+If1) lat) - att)l < e +1fl- Vi, b),
k=1

gdje je [f| = sup{|f(t)| : t € A}. Odavde zbog proizvoljnosti broja € slijedi
Ixol < |f]- V(a, A), a to i jeste nejednakost (6). O
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Propozicija 8.3. Neka su X i Y Banach-ovi prostori, f : A — X jako neprekidna
funkcijai o : A — C funkcija ogranicene varijacije na segmentu A = [a, b]. Ako

je A€ B(X,Y), onda je
b b
A ( f fda) = f (AF(®) dat). 9)

Dokaz: 1z (3) izlazi da je
Ao(f,a,P) =0(Af,a,P).

Kako je A o f neprekidna funkcija, iz

b
lim o(f,a,P):ffda:

5(P)—0

b
Jim Ao(f,0,) = lim o(af,a,P)= [ (af)da.

S druge strane, neprekidnost operatora A daje

5(11%){10 Ao(f,a,P)=A 5(11%20 o(f,a,P),

dakle vazi (9). O

RS—integral skalarne funkcije u odnosu na vektorsku funkciju definiSemo
na isti nacin kao i RS—integral vektorske funkcije u odnosu na skalarnu
funkciju. Ako je f : A — C skalarna funkcijai @ : A — X vektorska
funkcija, onda (3) ima smisla. U vezi sa tim ima smisla i (4) pa se u
ovom slucaju vektor x; naziva RS— integral skalarne funkcije u odnosu na
vektorsku funkciju i oznacava sa (5). I ovaj put je integral (5) uzet u smislu
jake topologije.

Propozicija 8.4. Neka je f : A — X vektorskai o : A — C skalarna funkcija.
Ako postoji jedan od RS-integrala

ﬁbfda, fabadf, (10)

onda postoji i drugi i vrijedi
b b
[ raa =500 - f@a@ - [ adr an
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Dokaz: Neka je P podjela data sa (2). Izaberimo tacke sp € [t_1,t],
(k=1,...n)isa P’ ozna¢imo podjelu

1=8)<8<...<8,<S,41 =0,

tako da je 6(P") < 26(P). Tvrdenje slijedi iz

n

Y fsolat) — alte )] = fFBa®) - f@al@) - Y alt)f(si) - f6)]
k=1

=0

8.4 Funkcionalni ra¢un u Banach-ovim algebrama

Oznac¢imo sa Akompleksnu Banach-ovu algebru, sa X kompleksan Banach-
ov prostor i sa B(X) pripadnu Banach-ovu algebru ograni¢enih linearnih
operatora. Dalje sa o(a) i Ry(a) = (Ae—a)~! oznatavamo spektar i rezolventu
elementa 2 € A. Sa F(0) oznacavamo skup svih kompleksnih funkcija f
koje su analiticke na nekom otvorenom skupu () koji sadrzi kompaktan
skup o.

Uvedimo relaciju ekvivalencije ~ na §(o) na sljedeéi nac¢in: f ~ g ako je
f(A) = g(A) za A € 0. Klasu ekvivalencije elementa f ¢emo oznacavati sa
f i zovemo je klica funkcije f na o, a sa F(0) skup svih klica f. Za f € f i
g € g postoji otvoren skup Q) D ¢ takav da su f i g analiticke na Q. Na Q
definiSemo funkcije / i k na slijedeci nac¢in

h(A) = FA) + g(A), k(A) = FA)gA), A € Q.

Onda h, k € (o). Primijetimo da funkcije /1 i k zavise od (2, a da njihove
Klice 11k zavise samo od fi§,pasusah= f+g, Izzfgi;]? =a-f(aeQ)
zadane operacije na &(0) u odnosu na koje je F(0) algebra.

Podsjetimo da

Ako je 0 C C kompaktan skup i QO C C otvoren skup koji sadrZi o, onda postoji
Cauchy-jeva oblast Q) takva da je

O‘Cgo,ﬁ()CQ.

Neka a € A. Ako je f analiticka funkcija na otvorenom skupu € i ako
Q) sadrZi o(a), onda postoji Cauchy-jeva oblast Q) takva da je o(a) C (i
QQp Cc Q. Sa

f@) =5 f FA)(Ae —a)™ dA (12)
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je definisana vrijednost funkcije f na elementu a. Pri tome je I' = 9
pozitivno orjentisana kriva.

Dokazimo da integral u (12) ne zavisi od izbora Cauchy-jeve oblasti.
Nekaje ([, b], A) parametrizacija kontureI'i A funkcija ogranic¢ene varijacije
na [a,b]. Ako je Q) C C otvoren skup koji sadrziI'i f : O — X neprekidna
funkcija sa 2 u Banach-ov prostor X, onda je funkcija f o A neprekidna
pa je ona RS—integrabilna u odnosu na funkciju A. Krivolinijski integral
funkcije f duZ krive I' definiSemo sa

b
f fAydA = f FOAWE) AA). (13)
r a

Teorema 8.4. Ako je I kontura i f : QO — X analiticka funkcija sa otvorenog
skupa Q koji sadrZi I’ i unutrasnju oblast od I', onda je

ﬁf(/\) dA =0. (14)

Dokaz: Za y € X’ funkcija y o f je analiticka na Q, pa je

b
f (yo fo A)(B)dA(t) = 0.

Na osnovu propozicije 8.3. je

b
y( f (F o A)() dA(t)) _ o,

y( fr ) dA) _o. 15)

Kako (15) vaZi za svaki funkcional y € X’, prema korolaru Hahn**-Banach-
ovog teorema, vazi (14). O

Propozicija 8.5. Neka je f : QO — X analiticka funkcija i neka konture I'y, I’ leZe
u otvorenom skupu €. Ako je I'y sadrZano u unutrasnoj oblasti od T, i ako skup,
koji se nalazi izmedu I'y i Iy, leZi u Q, onda je

fr | F(A)dA = fr 2 F(A)dA. (16)

3Hans Hahn (1879-1934)
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Dokaz: Za y € X’ skalarna funkcija y o f je analiti¢ka u okolini zatvaraca
skupa koji se nalazi izmedu I'; i I',, paje

f (yo f)A)dA = f (y o f)(A)dA.
T I,

Odavde je
o [ rwar- [ swar)=o
I I,
pa kako je y proizvoljan funkcional, slijedi (16). O

Propozicija 8.6. Ako Cauchy-jeve oblasti (), i (), sadrZe kompaktan skup o i ako
je f vektorska analiticka funkcija u okolini skupa 1 U (,\o, onda je

f F(A)dA = f F(A)dA, (17)
I T,
gdje je I'; rub skupa Q; (i = 1, 2).

Dokaz: Postoji Cauchy-jeva oblast Q takva daje o € Qi Qy € Q; N Q.
Primjenom propozicije 8.5. na komponente € i ); dobijamo

j; | F(A)dA = j; 0 F(A)dA.

fydA = | f(A)dA,
I, I

Analogno se dobija

pa je time (17) dokazano. O

Na osnovu prethodne propozicije integral u (12) ne zavisi od izbora Cauchy-
jeve oblasti; dakle za f € F(o(a))i fi, f» € f imamo fi(a) = fo(a), odnosno

sa 3 3
fr—f@ (fef)
je dato preslikavanje sa algebre %(a(a)) u algebru A.
Teorema 8.5. Preslikavanje f +— f(a) zadano sa (12) ima sljedece osobine:
1. Za f(A) =1 (A € C) imamo f(a) =e.
2. Za f(A) = A (A € C) imamo f(a) = a.
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3. Akoje f = anfi + asfa, f1, fo € &(0(a)), ondaje f € F(o(a)) i
f(a) = a1 fi(a) + az fo(a).

4. Akoje f(A) = (M) f2(A), f1, fo € &(o(a)), onda je f € F(o(a)) i
f(a) = fi(a) fo(a).

5. Ako za niz (fi) iz F(o(a)) postoji otvoren skup ) takav da je o(a) C Qi da
niz (fi) uniformno na Q) konvergira funkciji f, onda je f € F(o(a)) i niz
(fe(a)) konvergira ka f(a).

Dokaz ove teoreme moguce je pronaci u [6].

Teorema 8.6. Pretpostavimo da preslikavanje f +— f, sa &(o(a)) u A ima
osobine 1 — 5 iz teoreme 8.5. s tim da umjesto f(a) stoji f,. Tada je f, = f(a) za

svako f € §(o(a)).

Dokaz: 1z 1-4slijedi daje p, = p(a) za svaki polmom p. Ako unije u spektru
elementa a, onda je funkcija A +— fy(A) = =) A) analiticka na o(a). No onda

fo(A)(u — A) =1 u okolini skupa o(a) zajedno sa (fg). = f.g. povlaci
(fO)a([’le - 11) =e.

Prema tome

(H%A) = (pe—a)", p ¢ o(a).

1 [ f(hdt
)‘ﬁfrt—w

pri ¢emu su kriva I' i Cauchy-jeva oblast 3, o(a) C (), kojoj je ona granica,
sadrzane u oblasti analiti¢nosti funkcije f. Navedeni integral je limes na Q
uniformno konvergentnog niza funkcija

Za f € §(o(a)) imamo

£.(A )_MZM (el AeQn=12.). (18

t—A
Dalje je
(i = 5— Zf(thtke—a) Ut — #) (b €T). (19)
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Na desnoj strani formule (19) je integralna suma za

1 _
z—m,frf(t)(te—a) Ladt,

a desna strana od (19) prema osobini 5 iz teoreme 8.5. konvergira ka f,.

Odavde iiz (12) dobijamo f, = f(a). O
Teorema 8.7. (Teorema o preslikavanju spektra) Akojea € Ai f € F(o(a)), onda
je
a(f(a)) = f(o(a)). (20)
Dokaz: Neka je A € o(a). Na oblasti analiti¢nosti funkcije f, funkcija
) - f@)
8 =——;

takode je analiticka. Prema teoremi 8.5. imamo
f)e = fla) = (Ae —a)g(a).
Kako le —a ¢ G#, onda i (Ae —a)g(a) € Ga, pa f(A)e — f(a) ¢ Ga, odnosno
f(A) € o(f(a)). Dakle
flo(@)) € o(f(a))- (21)
S druge strane, ako u ¢ f(o(a)) onda je funkcija

_ 1
T f)-u

analiticka u okolini skupa o(a). Dakle, i € §(o(a)). No onda je prema
teoremi 8.5.

h(t)

h(a)[f(a) — pe] = e,

pa je f(a) — ue invertibilan element algebre A. Dakle, u ¢ o(f(a)). Znaci
o(f(a)) C f(o(a)). Odavde i iz (21) dobijamo (20). O

Teorema 8.8. (SloZena funkcija od a) Ako f € F(o(a)) i g € F(o(f(a))), onda je
h=go fe§(o@)iha)=_g(fa)).

Dokaz: Neka je ) Cauchy-jeva oblast takva da ona i njena granica I' leZe
u oblasti analiti¢nosti funkcije g i da je o(f(a)) C Q. Kako je f neprekidna
funkcija i kompaktan skup o(f(a)) = f(o(a)) je sadrzan u €, onda postoji
otvoren skup Q takav daje o(a) € Qpidaje f analiticka na Qi f(Qp) € Q.
Onda postoji Cauchy-jeva oblast Q' takva da je: a(a) € Q' € Q' C Q.

40



Ocigledno je f(CQY' UTI") c Q, I" = d0. Kako je h(A) = g(f(A)) za svako

A €y, to je h analiticka funkcija na Q, tj. h € F(o(a)).
Uzmimo A € I”. Kako A ¢ f(o(a)), onda je funkcija

1
A= f(E)

analiti¢ka u okolini skupa Q" UT” ; dakle gy € &(o(a)) i

go(&) =

27t

(@) = o f L (ce—ayac.

r A= f(&)
Sa druge strane, na osnovu teoreme 8.5. i

(A= f(E))go(a) =1
u okolini skupa €)' UT” imamo

(Ae — f(a))go(a) =e.
Odavde i iz (22) dobijamo

1

Lo ]
(Ae = f(a)) "' = 2_771fr /\_f(é)(ée—a) Tde.

Zato je

§(f@) = 5= [ g(M)(Ae - f@)dA

= 2 fs) (5 b e )
- o e

= & [ g(f(O))(Ee —a)dE
= & [ h(E)(&e—a)ldE
= h(a).
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8.5 Spektralna teorema za normalne operatore

Definicija 8.7. Neka je Y lokalno kompaktan, o— kompaktan topoloski prostor
i neka je B(Y) Borel-ova o algebra. Spektralna mjera na Y je preslikavanje
E : B(Y) — B(H) sa sljedecim osobinama:

1. E(M) je ortogonalna projekcija za svako M € B(Y); E(0) = 0, E(Y) = L.

2. E(M; N M,) = E(M;)E(M3) za sve My, M, € B(Y).

3. E(M1UM;) = E(M;)+E(M,) za sve My, M, € B(Y) tako da je M1NM, = 0.
4. Zasvakox € Hyy € HE,, : M —-< E(M)x, y > je mjera na Y.

Lema 8.1. Ako su A,B € B(H) i ako je < Ax,x >=< Bx,x > za svako x € H,
onda je A = B.

Dokaz: Akoje D := A — B, onda je < Dx,x >= 0 za svako x € H. Stoga je

0=<Dix+y),x+y>=<Dx,y>+<Dy,x> zasve x,y€ H. (¥

Zamjenom y sa iy u (*), dobijamo daje 0 = — < Dx,y > + < Dy, x >, {j.
< Dx,y >=< Dy, x > . Sada iz (*) dobijamo da je 0 = 2 < Dy, x > za sve
x,y € H. Otudaje D = 0. o

Prostor M (Y) definisan je u potpoglavlju 8.1. primjer 6.

Teorema 8.9. Neka je E spektralna mjera na'Y. Onda za svako f € M (Y) postoji
jedinstveno odreden operator f fdE € B(H) sa sljede¢im osobinama:

(1) < fdex,x >= fdex,x za svako x € H
(1) ||fdex||2 = flflszx,x za svako x € H

Preslikavanje f — f fdE je *— homomorfizam sa M« (Y) u B(H).

Dokaz: Neka je T := Lin{yy : M € B(Y)} € Mo(Y). T je gust linearan
potprostor od M« (Y). Za f = }.iq Ajxm; € Tix € H,

< Zn" AJE(M))x, x >= i Aj < E(Mj)x, x >= fdex,x (23)

j=1 =1
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Kako je Z)]?:l AEM;) € B(H), prema lemi 8.1. i (23), ovaj operator
zavisi samo od f a ne zavisi od izabrane reprezentacije. Prema tome
V:T — B(H),

W Z AjXm; = Z AE(M), Z Ajxm; €T,
=1 j=1 j=1
je dobro definisano preslikavanje. W je linearan i zadovoljava

W(f) =W(f) zasve feT. (24)
Ako f,g €T, ondaje

f= zn:/\jXMji §= Zn:HjXMj
j=1 =1

gdje suskupovi My, ..., M, medusobno disjunktni. Tadaje fg = Y7y A X,
i prema tome

WHW(E) = ), ) AmEMIEM) = ) AuEQM) = P(fg).  (25)

j=1 k=1 j=1

Sada, iz (23) — (25) za f € T'i x € H slijedi

IV (F)xll> =< W(f)W(f)x, x >=< W(ff)x,x >= f|f|2dEx,x. (26)

Kako je E, ,(Y) = ||x||* imamo
W (x| = f|f|2dEx,x <IfIA mExx(Y) = ||f||3\,(m(y)||x||2- (27)

Otudaje W neprekidan i ima neprekidno linearno produZenje W na M. (Y).
Stavljajuci f fdE := W(f), dobijamo trazene osobine grani¢nim prelazom.
Na osnovu leme 8.1. f fdE je jedinstveno odreden sa (7). O

Teorema 8.10. Ako je A zatvorena normalna podalgebra od B(H), onda postoji
jedinstvena spektralna mjera E na Borel-ovim podskupovima od S,(A), tako da
vazi
A= f AdE (28)
S

p(A)

za svako A € A, gdje je A Gelfand-ova transformacija od A.
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Formula (28) je kra¢i zapis formule
< Ax,y>= f AdE,, (xeHyeHAEeA). (29)
Sp(A)

Dokaz: Kako je B(H) C*— algebra, onda je i A komutativna C*— algebra.
Iz dokaza Gelfand-Naimark-ove teoreme vidimo da je A — A izometricki
*— izomorfizam sa A na C(S,(A)).

Neka E zadovoljava (29). Kako jeA € C(5,(A)), E,yjejedinstveno odredena
sa (29). Na osnovu definicije

<EM)x,y >= E, (M)

svaka projekcija E(M) je takode jedinstveno odredena sa (29).
Ako x € H, y € H, koriste¢i teoremu 8.2. vidimo da je

A —< Ax,y >

ogranicen linearan funkcional na C(S,(A)) norme manje od ili jednake

lxll yll, jer je IA]l = ||A]l. Na osnovu teoreme Riesz-a o reprezentaciji postoji
jedinstvena regularna Borel-ova mjera y, , na S,(A), tako da je

< Ax,y >= f Adu,, (xeHyeHAEeA). (30)
Sp(A)

Ako je A realan, onda je A i samoadjungovan, tako da su < Ax,y > i
< Ay, x > kompleksno konjugovani.
Otuda je

‘Ux,y = ﬁy,x (X € H/y € H) (31)

Za fiksirano A € A, lijeva strana od (30) je linearna po x i antilinearna po
y. Iz jedinstvenosti mjere u, , slijedi da je (M), za svaki Borel-ov skup
M c 5,(A), seskvilinearan funkcional. Kako je ||, [l < [lx]| ||y]l, slijedi da je

fpy

Sp(A)

ogranicen seskvilinearan funkcional na H, za svaku ograni¢enu Borel-ovu
funkciju f na S,(A). Onda postoji operator O(f) € B(H) tako da je

<P(f)x,y >= fduy, (x € HyeH). (32)
Sp(A)
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Uporedujudi sa (30), vidimo da je
DA)=A, (AecA) (33)

Prema tome @ je progirenje preslikavanja A — A koje preslikava C(S,(A))
na A.

Akoje f realna, ondaiz (31) slijedidasu < @(f)x, y >i< P(f)y, x > konjugo-
vano kompleksni, pa je @(f) samoadjungovan.

Dokazimo da je

D(fg) = O(f)D(g), (34)

za ogranicene Borel-ove funkcije f i g.

Ako A € A1 B € Aonda AB = AB1i iz (30) slijedi

f ABdy,, =< ABx,y >= f Adug, . (35)
5p(A)

Sp(A)
Kako je A = C(S,(A)), slijedi da je
B d‘ux,y = d[lex,y-

za svaki izbor x, y i B. Integrali u (35) ostaju jednaki i ako A zamijenimo sa
f. Otuda je

fB d”x,y fdlLle/y
Sp(A) Sp(A)

< D(f)Bx,y >=< Bx,z >= f Bdu,.,
Sp(A)

gdje je z = O(f)"y.
Ako B zamijenimo sa bilo kojom ograni¢enom Borel-ovom funkcijom g i
tada vazi

f8dpy = f gy
S, (A)

Sp(A) P

f fg dyx,y = f 8de,z
Sp(A) Sp(A)

< D(Q)x,z >=< D(f)D(Q)x, y >,

Prema tome,

<D(f9x,y >

pa vazi (34).
Ako je M Borel-ov podskup od S,(A), neka je f karakteristi¢na funkcija na
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M i stavimo E(M) = O(f).
Na osnovu (34), EM N M’) = EIM)E(M’). Ako je M = M’, vidimo da je
svako E(M) projekcija. Kako je ®(f) samoadjungovan, kada je f realna,
svako E(M) je samoadjungovano. Jasno je da je E(@) = ®(0) = 0. Da je
E(S,(A)) = I slijedi iz (33). Konac¢na aditivnost od E je posljedica od (32),
kao i relacija

<EM)x,y >= uy,(M). (36)

Otuda je E spektralna mjera. (29) slijedi iz (30) i (36). O

Teorema 8.11. Ako je A € B(H) normalan operator, onda postoji jedinstvena
spektralna mjera E na Borel-ovim podskupovima od o(A) tako da vaZi

A= AdE(M). 37
faw ") 37)

Dokaz: Neka je A najmanja zatvorena podalgebra od B(H) koja sadrZzi A i
A*. kako je Anormalan, moZemo primjeniti teoremu 8.10. na A. Na osnovu
teoreme 8.3. 5,(A) se moZe identifikovati sa 0(A) tako da je AA) = A za
svako A € 0(A). Egzistencija mjere E slijedi iz prethodne teoreme.

S druge strane, ako postoji E tako da vaZzi (37), iz teoreme 8.9. vidimo da je

p(A,AY) = f ” p(A, A)dE(A), (38)

gdje je p proizvoljan polinom po dvije promjenljive. Na osnovu Stone-
Weierstrass-ove teoreme, ovi polinomi su gusti u C(o(A)). Zbog toga je
projekcija E(M) jedinstveno odredena integralom (38), otuda sa A. ]

Primjer: Neka je m Lebesgue®-ova mjerana [0,1] i nekaje H := Ly([0, 1], m).
Ondaje A: H — H, definisan sa

Ax it — tx(t),
samoadjungovan operator i A € B(H). Da pokazemo da je 0(A) = [0,1],

uocimo da je 0(A) C R, s obzirom da je A samoadjungovan operator. Ako
A € R\[0,1], ondaje t = (A —t)™' u C[0, 1]. Iz ovog slijedi da je

R(A):H —H, RA)x:t— x(t), te€]0,1],

A—t

%Henri Leon Lebesgue (1875-1941)
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ogranicen linearan operator na H i da je inverz operatora Al — A. Prema
tome, 6(A) c [0,1]. Ako A € (0,1), onda defini§imo x, € H sa

A=t za |t-A|>1
X, t—
0 za |t-Al<1
Onda je
(AL = A)x,||* < fldm =1 zasvakon € IN.

S druge strane, za dovoljno veliko n € IN,

1-A
Ix,* = f I(t = )7 dm > f 2dm=n—-(1-A)" - co.
lt-A>1 1

n

Dakle, A € 0(A) za svako A € (0, 1). Iz ovoga slijedi da je 0(A) = [0, 1].
DefinisSimo E : B([0,1]) —» B(H) sa E(M) : x — xumx. Onda je E spektralna
mjera na [0,1]. Specijalno, za svako x € H i svako M € B([0, 1]), imamo

E. (M) =< E(M)x, x >= f)(M Ix|? dm = f Ix|>dm.

M

Onda za svako x € H, vazi

1
< ftdEx,x >= ftdEx,x =f tHa(H)Pdm(t) =< Ax,x > .
0

Na osnovu prethodne teoreme, E je spektralna mjera operatora A.
Primijetimo da operator A nema sopstvene vrijednosti.
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