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1 Uvod

Ovaj master rad sadrzi tri poglavlja i u njemu se daju osnovi ordinalne arit-
metike.

U prvom poglavlju se daje pregled aksioma Zermelo-Fraenkelove teorije
skupova sa aksiomom izbora i nekih njihovih posledica. To je najraspros-
tranjeniji sistem aksioma za teoriju skupova.

U drugom poglavlju se opisuju osnovne osobine tranzitivnih i induktivnih
skupova. Formalno se uvodi skup prirodnih brojeva i daju neka elementarna
svojstva tog skupa, kao i njegovih elemenata.

Trec¢e poglavlje, koje je i srz ovog rada, prvo opisuje neka bitna svojstva
ordinala. DefiniSe sabiranje, mnozenje i steprnovanje ordinala, pri cemu se
koristi transfinitnu rekurziju na ordinalima. Takodje, pokazuje da se rezultati
sabiranja i mnozenja ordinala mogu definisati i kao ordinali nekih ”specijal-
nih” dobrih uredjenja.

Ovom prilikom zelim da se zahvalim svim svojim profesorima i asisten-
tima na ukazanom znanju tokom, prvo osnovnih, a potom i master studija.
Posebno bih zelela da se zahvalima svom mentoru dr Milanu Grulovi¢u za
znanje koje sam stekla radivsi sa njim.



2 ZFC teorija skupova

U ovom poglavlju ¢emo se upoznati sa najrasprostranjenijim sistemom
aksioma teorije skupova ZFC - Zermelo-Fraenkelova aksiomatika (ZF - prvih
osam dole navedenih aksioma) sa aksiomom izbora (AC). ZFC je teorija
prvog reda sa jednako$éu na jeziku Lzr = {€} i nadalje ¢emo zbog kraceg
zapisa formula tog jezika koristiti sledece oznake:

x #yza-(z =y)
x ¢ yza—(zE€y)
{z|p(z)} za kolekciju elemenata sa odredjenim svojstvom (koje opisuje
¢(x) formula naseg jezika) 3z € yp(z) umesto Jx(x € y A ¢(x))

Vo € yo(x) umesto Va(r € y = ¢(x))
F1zp(x) umesto IaxVy(p(y) & = =y)

Skupovi se obiéno obelezavaju sa mailim i velikim slovima engleskog,
grckog i hebrejskog alfabeta.

1) Aksioma ekstenzionalnosti
VaVy(z =y & Vz(z €z & z € y))

Dva skupa su jednaka ako i samo ako imaju iste elemente, tj. svaki
skup je potpuno odredjen svojim elementima.

Primetimo da zbog prirode relacije = smer = uvek vazi, pa se umesto
navedene formule ponekad koristi formula

V2)zex s zey) ==y
Za formulu
(Vz)(z € A= z € B)
uvedimo oznaku A C B, koju ¢itamo A je podskup skupa B. Za skup

A kazemo da je pravi podskup skupa B, u oznaci A C B, ako i samo
akoje AC BiA+# B.



Teorema 2.1. Neka je ¢(x) proizvoljna formula jezika teorije skupova.
Ako postoji skup A takav da su svi njegovi elementi upravo svi skupovi
X za koje vazi ¢(X), onda je on jedinstven.

Dokaz. Neka su A i B skupovi, ¢iji su elementi skupovi koji zadovo
ljavaju formulu ¢(z). Tada, za neki proizvoljan skup a vazi:

a € A akko ¢(a) akko a € B.

Prema tome, skupovi A i B imaju iste elemente, pa su oni, po aksiomi
ekstenzionalnosti, jednaki. Q.E.D.

Aksioma para
VaVy3zVu(u € z & u=2Vu=y)

Ako su z iy skupovi, onda postoji skup koji sadrzi tacno x iy kao
elemente.

Teorema 2.2. Neka su A i B proizvoljni skupovi. Tada postoji tacno
jedan skup C' ¢iji su jedini elementi A i B (drugim re¢ima, skup iz
aksiome para je jedinstven).

Dokaz. Neka je C' skup ¢iji su elementi skupovi z sa osobinom z = A
V z = B. Po teoremi 1.1, skup C' je jedinstven. Q.E.D.

Skup ¢iji su jedini elementi skupovi A i B oznacava¢emo sa {A, B}.
Skup {A, A} je, prema aksiomi ekstenzionalnosti, skup {A}.

Definicija 2.1. Neka su z i y dva proizvoljna skupa. Uredjeni par
(x,y) definisemo kao

(z,y) = {{z}, {z,y}}.

Egzistenciju uredjenog para obezbedjuje aksioma para.

Generalno, za n > 2 definiSemo rekurzivno

(1, n) = (21, oy Tno1), Tn)
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Posebno, za n = 1 stavljamo (z) = .

Teorema 2.3. Neka su a, b, ¢ i d proizvoljni skupovi. Tada je (a,b) =
(¢,d) ako isamo ako jea=cib=d.

Dokaz. (=) Neka (a,b) = (¢,d). {a} € (a,b), pa{a} € (¢,d). Prema
aksiomi para, to znaci {a} = {c} ili {a} = {¢, d}. Pretpostavimo, prvo,
da {a} = {c¢}. To nam daje a = c¢. Kako je {a,b} € (c¢,d) dobijamo
{a,0} = {c} ili {a,b} = {c,d}. 1z {a,b} = {c} sledi b = ¢, a {c,d} =
{a} nam daje d = a. 1z {a,b} = {c,d} sledi b = d. Pretpostavimo,
sada, {a} = {c,d}, odakle sledi a = ¢ = d, a {a,b} = {c} dajea=b=
c. Q.E.D.

Aksiomom para smo dobili da ako su x i y skupovi onda je i {x, y} skup.
Ali, niti iz aksiome pare, niti iz bilo koje od do sada navedenih aksioma
ne sledi postojanje trojke, tj. ako su x, y i z skupovi, ne mozemo tvrditi
da je {z,y, 2z} skup. To ¢e nam dati slede¢a aksioma.

Aksioma unije
VedyVz(z € y < Ju(u € A z € u))

Ako je x skup, onda postoji skup y koji sadrzi sve elemente elemenata
skupa x.

Skup iz aksiome unije je jedinstven (po aksiomi ekstenzionalnosti ) i
obelezava se sa |Jz. Umesto U{A, ..., A,} pisatemo A, U...UA,

Lema 2.1. Za svaka tri skupa x, y i z postoji skup ¢iji su elementi
upravo ta tri skupa.

Dokaz. Prema aksiomi para su nam dati skupovi {x,y} i {z}, a tada
i (opet prema istoj aksiomi) skup {{z,y},{z}}. Unija tog skupa je bas
{x7 y’ Z}'

Naravno, ova lema vazi za bilo koji konac¢an niz elemenata. Q.E.D.

Aksioma partitivnog skupa

VedyVz(z € y & 2 C 2)



Za svaki skup x, postoji njegov partitivni skup, tj. skup koji sadrzi sve
podskupove skupa x.

Skup y iz Aksiome partitivnog skupa je (prema aksiomi ekstenzional-
nosti) jedinstven i obelezavamo ga sa P(x).

Aksioma partitivnog skupa daje skup svih podskupova nekog skupa =,
ali nije dovoljna da se pokaze postojanje nekog specijalnog poskupa od
x, koji bi sadrzao elemente iz x koji imaju neku zajednicku osobinu.

Aksioma podskupa (Sema separacije)
VedyVz(z e y < z € x A p(2))

gde je ¢ formula ZFC teorije skupova u kojoj se promenljiva z javlja
slobodno i u kojoj promenljiva y nema slobodnih javljanja.

Za svaki skup x postoji podskup koji sadrzi tacno one elemente iz x
koji zadovoljavaju .

Ova aksioma je Sema aksioma, §to znaci da za svaku formulu ¢ imamo
po jednu aksiomu.

Prema aksiomi ekstenzionalnosti skup y iz aksiome 7 je jedinstven.

Jedna od posledica predikatskog racuna sa jednakoséu je Jx(x = ).
Neka je x neki takav skup, tada je {yly € = A y ¢ y} skup po ak-
siomi podskupa, a aksioma ekstenzionalnosti nam daje jedinstvenost
tog skupa. Takav skup, prirodno, nazivamo prazan skup i obelezavamo
sa ().

Lema 2.2. () je podskup svakog skupa.

Dokaz. Neka je y proizvoljan skup, ocigledno vazi formula V(x)(z €
)= xey). Q.E.D.

Definicija 2.2. Neka su A, B i C skupovi. Definisimo presek, razliku
i simetri¢nu razliku, respektivno, na sledeé¢i nacin:

ANB={alae ANa € B}
A\B = {ala € ANa & B}
AN B = (A\B) U (B\A).
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Definicija 2.3. Presek nepraznog skupa A definiSemo na sledeci nacin
NA={z|Vylye A=z ey}

Na osnovu Azl — Axb mozemo definisati pojmove kao $to su: presek,
razlika, direktan proizvod skupova, relacije, funkcije, ordinali, kardi-
nali. Ali, pomenute aksiome ne obezbedjuju egzistenciju beskonaénog
skupa.

Aksioma beskonac¢nosti
dz(@ €z A (Vy € 2)(yU{y} € x))

Definicija 2.4. Skup X je induktivan ako ispunjava uslove aksiome
beskonacnosti.

Prema tome, aksioma beskonacnosti kaze da postoji bar jedan induk-
tivan skupa, a svaki takav induktivan skup, sadrzi skupove

0,{0}.{0,{0}},{0,{0},{0, {0} }}...
Aksioma zamene
Ve (Vz(z € x = Fiup(z,u)) = FyVu(u € y < Fz(z € 2 A p(z,u))))

gde je ¢ formula ZFC teorije skupova u kojoj se promenljive 2z i u
javljaju slobodno i u kojoj promenljiva y nema slobodnih javljanja.

Smisao aksiome je sledec¢i: ako svakom elementu datog skupa z pridruzimo

tacno jedan elemenat-"sliku”, onda postoji skup ¢iji su elementi ”slike”
elemenata skupa x i samo one

Aksioma regularnosti (fundacije)

Vo(z #0) = (Fyex)(xny =0)



Za svaki neprazan skup x postoji bar jedan njegov element koji nema
zajednickih elemenata sa skupom x

Teorema 2.4. Ne postoji ni jedan skup koji pripada samom sebi.
Dokaz. Prema aksiomi regularnosti je z{z} =0 pa z ¢ z. Q.E.D.

Teorema 2.5. Ne postoji konac¢an niz skupova za koje vazi
X,2X,>..2X,3>X,

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji konacan niz skupova
za koje vazi X, 3 X, 3 ... 3 X,, > X,. To pak implicira da skup
{X1, X5....X,,} nije disjunktan ni sa jednim svojim elementom, $to je u
kontradikciji sa aksiomom regularnosti. Q.E.D.

Aksioma izbora (AC)

(Vo) {Ve(z € z=ax# DN VaVy)(x €EzNyEz=axNy=0Vr=y)=
(Fu)(Vx)(Fv)(z € z = una ={v})}

Za svaki neprazan skup z, ¢iji su elementi neprazni disjunktni skupovi, postoji
skup u koji sadrzi po tacno jedan element iz svakog ¢lana skupa z.

Napomenimo da je ovo samo jedna od brojnih verzija aksiome izbora.
Ova verzija nam kaze da ako imamo nepraznu familiju z nepraznih, uzajamno
disjunktnih skupova, onda postoji skup koji sadrzi po tacno jedan elemenat iz
svakog skupa familije z. Jasno, ako postoji moguénost ” prepoznavanja” nekih
elemenata u svakom skupu familije z, tada nam aksioma izbora nije potrebna.
[lustrativan je u tom smislu Raselov primer: Za odabir po jedne cipele iz
beskonaénog skupa parova cipela ne treba nam aksioma izbora (uzeéemo,
recimo, uvek levu); ali ako je u pitanju skupa beskonacno mnogo pari ¢arapa,
onda ne mozemo bez aksiome izbora.



3 Funkcije i relacije

Definicija 3.1. Dekartov proizvod skupova A i B, u oznaci A X B, se
definise na sledeci nacin:

Ax B ={(a,b)|la € A,b e B}

Teorema 3.1. Neka su A i B skupovi. Tada je Dekartov proizvod
skupova A i B skup. Taj skup je jedinstven.

Dokaz. Prema aksiomama unije i partitivnog skupa je i P(P(AU B))
skup, a aksioma separacije nam daje

AxB={z:2€ P(P(AUB)) A (Fa)(3b)(ae ANDE BA z=(a,b))}

Q.E.D
Definicija 3.2. f je funkcija, u oznaci Fun(f), ako i samo ako vazi:

Va(z € f = JyTz(z = (y,2)))A (V) (Vy) (V2)((z,y) € fA(z,2) € f=y=2)
Za funkciju f definisemo:

Dom(f) = {z[Fy((z,y) € f)}
Ran(f) = {=z|3y((y,x) € f)}

Dom(f) i Ran(f) su skupovi, jer je, na primer: Dom(f) ={zlx € Uf A
Jy((z,y) € f} Pisa¢emo

f:A—B
ako 1 samo ako vazi
Fun(f) N Dom(f) =A A Ran(f) C B

Umesto (a,b) € f, ¢esto se pise i f(a) = 0.
Neka je f: A — B. Za funkciju f kazemo da je:

1) injekcija (1 — 1) akko vazi: Vz,y € A(x #y = f(x) # f(y).

2) surjekcija (na) akko vazi: Yy € B dx € A(f(x) =vy).
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3) bijekcija akko je 1 — 1 i na.

Definicija 3.3. Neka je f: A — Big: B — C. Kompozicija funkcija
fig,uoznaci fog, je skup

fog=A{z|FaTbIc(ac ANbEBANceCA fla)=bA gb)=cA
r = (a,c)).

f o g je, zapravo, skup {(x,y) € P(P(Dom(f)URan(g)|3z(x,2) € f A

(z,9) € 9))}
Definicija 3.4. Neka je f : A — B. Inverzna slika skupa X C B je
definisana sa

X ={ala€e AN f(a) € X}.
Definicija 3.5. Neka je f : A — B. Direktna slika skupa X C A je skup

fIX]=A{f(@)]r € X}

Lema 3.1. Ako su A i B skupovi, onda jei {f|f: A — B} skup.

Dokaz. {f|f:A— B} ={f|f € P(AxB) A Fun(f) N Dom(f)= A}
je po aksiomi separacije skup. Q.E.D.

Skup iz prethodne leme obelezava¢emo sa B4.

Definicija 3.6. Neka je X skup. Svaki podskup p Dekartovog proizvoda
X x X je binarna relacija na skupu X.

Ako je p binarna relacija na skupu X umesto (a,b) € p pisemo i apb.
Neka su a,b € X. Kazemo da su a i b u relaciji p , ako vazi (a,b) € p.

Definicija 3.7. Binarna relacija na skupu X je :

refleksivna ako i samo ako (Va € X)(apa);

irefleksivna ako i samo ako (Va € X)=(apa);

simetri¢na ako i samo ako (Va,b € X)(apb) = bpa);

antisimetricna ako i samo ako (Va,b € X)(apb A bpa = a = b);

tranzitivna ako i samo ako (Va, b, c € X)(apb A bpc = apc);

relacija ekvivalencije ako i samo ako je refleksivna, simetri¢na i tranzi-
tivna;

relacija poretka ako i samo ako je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna;
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relacija strogog poretka ako i samo ako je irefleksivna i tranzitivna.

Po dogovoru, u opstoj pri¢i sa <4 oznacavamo relaciju strogog poretka
na skupu A, a sa <4 oznacavamo sledeci skup

<a=<4 U{(a,a)|la € A}.
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4  Dobro uredjeni skupovi

Definicija 4.1. (A, <,) je parcijalno uredjen skup ako je <, relacija
poretka na skupu A. Par (A, <4) je strogo parcijalno uredjenje ako je <y
relacija strogog poretka na skupu A.

Definicija 4.2. Neka je (A, <,4) parcijalno uredjen skup. Za elemente
x,y € A kazemo da su uporedivi ako vazi x < y ili y < x. U suprotnom su
x 1 y neuporedivi.

Definicija 4.3. Neka je (A, <4) parcijalno uredjen skup. Za B C A
kazemo da je lanac ako su svi elementi skupa B uporedivi.

Definicija 4.4. Neka je (A, <a) parcijalno uredjen skup, X neprazan
podskup skupa A i neka je a € A.

e Za a € A kazemo da je majoranta ili gornje ogranic¢enje skupa X ako i

samo ako za svako x € X vazi x <4 a.

e Za a € A kazemo da je minoranta ili donje ograni¢enje skupa X ako i
samo ako za svako xr € X vazi a <4 x.

e ako postoji jedinstveno gornje ogranicenje skupa X, zovemo ga supre-
mum skupa X i oznacavamo sa supX. Ako supX pripada skupu X,
onda za njega kazemo da je maksimum skupa X.

e ako postoji jedinstveno najvece donje ogranicenje skupa X zovemo ga
infimum skupa X i oznacavamo sa infX. Ako infX pripada skupu X,
onda za njega kazemo da je minimum skupa X.

e ¢ je minimalni elemenat ukoliko ni za jedno b # a nije b <4 a.
e a je maksimalni elemenat ukoliko ni za jedno b # a nije a <y4 b.

Definicija 4.5. Parcijalno uredjen skup je linearan ako i samo ako su
svaka dva elementa uporediva.

Definicija 4.6. Strogo uredjen skup (A, <4) je dobro uredjen ako i samo
ako svaki neprazan podskup skupa A ima minimum.

Teorema 4.1. Svako dobro uredjenje je linearno.

Dokaz. Neka je (A, <4) dobro uredjenje i neka su x,y € A, = # y.
Posmatrajmo skup B = {z,y}. On je neprazan podskup skupa A i kao takav
ima minimalni elemenat, pa jeili a <4 b ili b <4 a. Q.E.D
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Teorema 4.2. Ako je (A, <4) dobro uredjenje i ako je X podskup skupa
A, tada je i (X, <4 N(X x X)) dobro uredjenje.  Obiéno se neformalno
umesto (X, <4 N(X x X)) pise samo (X, <4).

Definicija 4.7. Neka je < strogo linearno uredjenje skupa A. Podskup
B skupa A je pocetni ili inicijalni segment akko vazi: Vo € B Vy € A
(y <z =1yé€B).

Neka je a € A. {z|]z € A A x < a} je pocetni segment elementa a i
obelezava se sa seg(a). Skup A je trivijalni pocetni segment, ostali pocetni
segmenti su pravi pocetni segmenti.

Definicija 4.8. Neka su (A,<4) i (B,<p) dva prizvoljna uredjenja.
Bijekcija f : A — B je izomorfizam ako i samo ako vazi:

Vo,y € Alz <ay < f(x) <p f(y).

Ako su (A, <4) i (B, <p) izomorfna uredjenja, pisa¢emo (A, <,) ~ (B, <p)

Teorema 4.3. Neka je (A, <4) dobro uredjenjeia € A. Dobra uredjenja
(A, <4) i (seg(a), <a) nisu izomorfna uredjenja .

Dokaz. Pretpostavimo da je f : A — seg(a) izomorfno preslikavanje.
Posto je seg(a) pravi podskup skupa A, skup X = {z|z € A ANz # f(x)} je
neprazan i kao takav ima minimalni elemenat 0.

Iz f(b) <a bsledilo bi f(f(b)) = f(b), sto daje f(b) = b, kontardikcija.

Iz b <a f(b) <a a sledilo bi f71(b) < f7Y(f(b)) = b, dakle f(b) = b,
kontradikcija. Q.E.D

Definicija 4.9. Neka je < strogo linearno uredjenje skupa A. Podskup
B skupa A je < —induktivan akko vazi: Va € A seg(a) C B = a € B.

Teorema 4.4. (Transfinitna indukcija na dobrom uredjenju). Ako je <
dobro uredjenje skupa A, onda je jedini < —induktivan podskup skupa A
ceo skup A.

Dokaz. Neka je B < —induktivan podskup dobrog uredjenja (A, <)
i neka je a < —najmanji element skupa A. Tada je seg(a) = ) C B, $to
implicira da je a € B. Dakle, skup B je neprazan. Ako bi B bio pravi
podskup skupa A, tada bi A\ B bio neprazan, pa ako bi b bio njegov najmanji
elemenat, imali bismo seg(b) C B, dakle i b € B, kontradikcija. Q.E.D.

Lema 4.1. Neka je (A, <) strogo linearno uredjenje koje ima samo jedan
< — induktivan podskup- skup A. Tada je < dobro uredjenje skupa A.

Dokaz. Neka je B neprazan podskup skupa A. Posmatrajmo skup
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C ={c € A|Vb € B ¢ < b}, koji je, evidentno, disjunktan sa skupom B. C
nije < — induktivan, pa postoji neki element a iz A, takav da je seg(a) C C,
dok a ¢ C. To, dalje, implicira da je za neko b € B b < a. Medjutim, ako
bi bilo b < a, to bi impliciralo da je b € C, sto naravno nije moguce, pa je
a = b. Dakle, a je < — najmanji elemenat skupa B. Q.E.D.

Teorema 4.5. (Transfinitna rekurzija na dobrom uredjenju). Neka je
o(x,y,u, ..., uy) (kraée cemo pisati ¢(z,y)), m > 0, formula takva da je Vz
J1y ¢(z,y) teoremaineka je (A, <) dobro uredjenje. Tada postoji jedinstvena
funkcija F' ¢iji je domen skup A i za koju vazi: Va € A ¢(F|seq(a), F(a))

Dokaz. Neka je A skupineka jeaiz A. Funkcija f je ¢— je konstruisana
do a akko vazi: Dom(f) = seg(a)U{a} ={z € Alx <a V z = a} i za svako
x € Dom(f) &(f|segx)s [(x)). Akosuaibiz Aia <biakosu figfunkcije
¢—konstruisane, respektivno,do a odnosno b, tada je g|pem(s) = f. Jer, ako
je skup {x € Dom(f)|f(x) # g(x)} # 0 i ako je ¢ minimalni elemenat toga
skupa, imamo ¢(f|sey(6)af(c)) 1 ¢(9|869(C)79(C))7 no zbog f|seg(c) = glseg(C)
i svojsva formule ¢(x,y) sledi f(c¢) = g(c). Dakle, postoji najvise jedna
¢—konstruisana funkcija do a. Isto tako imamo, ako je f ¢—konstruisana do
a i ako je b < a, onda je funkcija f‘seg(b)U{b} ¢—konstruisana do b.

Neka je A; = {x € A|3f f je ¢p—konstruisana funkcija do x} i neka je
formula ¢(z, f, A, <) = Fun(f) AN Dom(f) = {y € Aly < z} AVy <z
O(flseg)s f(y)). Konstatujmo, uzgred, da je Ay # 0, jer; ag < — najmanji
element skupa A i ako je z jedinstveni elemenat za koji je ¢(aop,z), onda
je funkcija {(ag, 2)} ¢—konstruisana do ag (znaci ay € A;). Prema aksiomi
zamene je Fy, 4 = {f|3a € Ay f je ¢p—konstruisana funkcija do a} skup, pa
je iF = UF¢,A skup.

Pokazimo da je F funkcija. Neka su (z,y), (z,2) € F, dakle, (z,y) € f
i (x,z) € g za neke funkcije f i g iz Fy 4. Ako je f je ¢— konstruisana do
a, a g ¢— konstruisana do b i a < b, tada je (kako smo ve¢ konstatovali)
glDom(f) = f, sto daje y = f(z) = g(x) = =

Ako je a € Dom(F), onda je, za neko f € Fya, a € Domf. f je
¢— konstruisana do nekog b, sto imlicira a < b. Zbog jedinstvenosti ele-
menata skupa Fy 4, imamo f|sega) = Flseg) 1 f(@) = F(a). Znamo da je
O (flseg(a)s f(a)), pa je onda i ¢(F|seq(a), F(a)). Dakle, za svako a iz Dom(F)
vazl ¢(F|Seg(a)7F(a))'

Jasno je da je Dom(F) = A;. Pokazimo i da je A = A;.Pretpostavimo
da je A; pravi podskup skupa A i da je a < — minimalan elemenat skupa
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A\ A;. Tada je seg(a) € Ay = Dom(F). Dokazimo da je seg(a) = Aj.
Pretpostavimo da postoji neko b, a < b € Dom(F), $to implicira da postoji
neko f € F, 4 tako da b € Dom(f), pa seg(b) C Dom(f) € Dom(F), sto
implicira a € Dom(F'), kontradikcija. Pretpostavimo da je y jedinstveni
elemenat za koji vazi ¢(F,y) i neka je G = FU{(a,y)}. G je funkcija i
Dom(G) = Dom(F)U{a} = seg(a) U{a}. Jasno, za c € seg(a) je G|seg(e) =
F|Seg(c) 1 G(C) = F(C), pa je qb(G‘seg(c),G(C)). Za a vazi G|Seg(a) = Fi
G(a) =y, pa je ¢(Glseg(a), G(a)). Dakle, G je ¢p—konstruisana funkcija do a,
pa a € Dom(F). Kontradikcija.

Pretpostavimo, sada, da postoji jo$ jedna funkcija H koja ispunjava
uslove teoreme i koja je razlicita od F. Tada je skup {x € A|F(x) # H(x)}
neprazan i neka je @ < — minimalan elemenat toga skupa. Tada je F'|seq(a) =
Glseg(a), & POSto je vazi @(F|segia); F(a)) 1 &(H|seq(a), H(a)), to sledi da je
F(a) = G(a), kontradikcija. Dakle, funkcija F' jedinstveno postoji. Q.E.D.

Lema 4.2.

1) Neka su (A,<4) i (B,<p) dva strogo linearna (dobra) uredjenja i
neka su A i B disjunktni skupovi. Tada je (AUB,<4 @& <gp), gde
je <4 ® <p=<a U <p UA x B) strogo linearno (dobro) uredjenje.
Ako je (A, <4) = (C.<¢) 1 (B,<p) = (D,<p)1 CND =0, onda je
(AUB,<aU<pUAXB)=Z(CUD,<cU<pUC x D);

2) Ako su (A, <4) i (B, <p) dva strogo linearna (dobra) uredjenja, onda
jei (A x B, <4 e <p), gde je ((a1,b1), (az,by) €<4 ® <p<= by <p by V
(b1 = by A\ a1 <4 as) takodje strogo linearno (dobro) uredjenje.

Iz (A, <A) = (C, <C’) i (B,<B) = (D,<D) sledi (A X B, <4 ® <B) =
(OXD,<CO<D).

Dokaz.

2) Nekasu (A4, <4)i (B, <pg) dobra uredjenja. Irefleksivnost, antisimetricnost,
tranzitivnost i linearnost relacije <4 o <p slede iz same definicije te
relacije i irefleksivnosti, antisimetri¢nosti, tranzitivnosti i linearnosti
relacija <4 i <p. Pokazimo dobru uredjenost. Neka je X neki neprazan
podskup skupa A x B. Posmatrajmo skup B; = {b € B|3a € A
(a,b) € X} i ozna¢imo njegov <p — minimalni elemenat sa y. Posma-
trajmo sada skup A; = {a € A|(a,y) € X} i njegov <4 —minimalni
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elemenat ozna¢imo sa z. Neka su (a,b) € X, tada, je zbog izbora
elementa y ili y <p b ili y = b. Prvi slucaj automatski daje da je
((x,y), (a,b)) €<s @ <p. Udrugom slucaju dobijamo da jeili z <4 aili
x = a. Ako vazi prvi prvi slucaj, onda je opet ((x,y), (a,b)) €<4 ® <gp.
Drugi slucaj daée (x,y) = (a,b). Dakle, (z,y) je <4 ® <p —minimalan
elemenat skupa X. Q.E.D.
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5 Skup prirodnih brojeva

Definicija 5.1. Skup X je tranzitivan ako i samo ako je svaki njegov
element istovremeno i njegov podskup.

Lema 5.1. Presek neprazne familije tranzitivnih skupova je tranzitivan
skup.

Dokaz. Neka je X neprazna familija tranzitivnih skupova i a € X.
Jasno, NX = {y € a|Vz € Xy € z}, a trivijalno se proverava da je to i
tranzitivan skup. Q.E.D.

Teorema 5.1. Ako su svi elementi skupa X tranzitivni, onda je i skup
U X tranzitivan.

Dokaz. Neka su svi elementi skupa X tranzitivni skupovi i neka je
y € UX. Treba da pokazemo da je y C UX. Ako jey € z € X, onda je
yCzCUX. Q.E.D.

Ind(x) ée biti skracenica za formulu

0exAVyly € x=yU{y} € x).

(drugim re¢ima, Ind(z) ¢e znaciti da je x induktivan skup). Po dogovoru,
umesto x U {x} pisacemo =" i taj skup ¢emo zvati naslednikom skupa z.
Teorema 5.2. Neka je X proizvoljan skup. Slededi uslovi su ekvivalentni:

1) X je tranzitivan;

2

)
)
3)) UXT =X;
4) X7 je tranzitivan;
)

5

P(X) je tranzitivan.

Dokaz. 1) = 2) Neka je X tranzitivan skup i neka y € |J X. Po aksiomi
unije, to znaci da postoji z tako da je z € X iy € z. Kako je X tranzitivan
skup, sledi y € X.

2) = 3) Neka je UX C X.

Jasno je X CUXT

Pokazimo da je X C X.
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zeUXU{X}) e yye XU{X}Ahzey <
y(ye XVye{XHAzey &
((ye XNnzey)Vye{XtAzey))
(F)ye XAzey)V(Ey)ly=XAze€y)

Iz svega prethodnog dobijamo da je y € X ili y = X. Ako je y € X, onda
, po aksiomi unije i uslovu teoreme, vazi z € JX C X tj. z € X. Ako je
y = X, onda trivijalno sledi da je z € X.

3) = 4) Neka je UXT = X ineka b € a € X*. Po aksiomi unije,
dobijamobe UXT =X, tj. be X C XT. Daklebe X,

4) = 5) Neka je X tranzitivan skup i neka je a € b € P(X), dakle,
a€bC X C X" Neka je c € a. Odatle sledi ¢ € X, pa jeilic e X ili
¢ = X. Pretpostavka da je c = X daje vezu X € a € X sto je u kontradikciji
sa aksiomom regularnosti.

5) = 1) Ako je a € X, onda iz a € {a} € P(X)) (i datog uslova) sledi
a€ P(X). QE.D.

Lema 5.2. UXT =X UUX

Dokaz.

a € UXT=UXU{X}) &

WBbe XU{X}Na€b) &
W((be XVb=X)Nacb) <
((be X Nacb)V(b=XANa€eb)) <
WbeXANaeb)vVI(be{X}Naed) &
acUXVae X &
acUXUX

Teorema 5.3. Presek klase svih induktivnih skupova Ind je induktivan
skup.

Dokaz. Prema aksiomu beskonacnosti dobijamo je klasa svih induk-
tivnih skupova Ind neprazna. Ako je Ind(z) tada je

NInd = {z € z|Vy(y(Ind(y) = z € y}.

Evidentno, za N Ind vazi ) € NIndiako z € NInd, ondaiz™ € NI.Q.E.D.

19



N Ind je, naravno, najmanji induktivan skup. Obelezava se sa w i naziva
se skup prirodnih brojeva.

Teorema 5.4. w je tranzitivan skup.

Dokaz. Posmatrajmo skup

X ={r cw|r Cw}

Pokazimo da je X induktivan skup. Jasno je da ) € X. Neka je sada a € X,
tj. a € wia Cw . Kako je w induktivan skup vazi a™ € w. S druge strane,
vazi i a™ = alU{a} C w.Dakle,ia™ € X. Zakljutujemo: X € w. Q.E.D.

Teorema 5.5. Neka je A induktivan skup. Skupovi B = {z € A|x
je tranzitivan } i C = {x € A|x je tranzitivan A = ¢ x} su induktivni.
Napomenimo odmah da ne uzimamo u obzir aksiomu regularnosti (inace bi
imali B = C).

Dokaz. Posmatréemo samo skup C. Kako je () tranzitivan i vazi () & 0,
sledi da je §) € C.

Pretpostavimo, sada, da je x € C. Pokazimo da je 27 € C. Kako je
x € A, a A je induktivan skup, sledi da je xT € A. PoSto je z tranzitivan
skup, to sledi da je i 1 tranzitivan skup. Jos treba pokazati da z* ¢ x™.

Pretpostavimo suprotno, tj da je * € at = xU{z}, pa dobijamo 2T €
xU{z}. Tada je 2™ € x ili 7 = x. 2t = z implicira = € 2t =z, tj. z € x,
sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da je z € C. Pretpostavim, sada,
da je x7 € z. Dobijamo x € ™ € z. To opet sledi x € x, pa i ovaj slucaj
otpada. Q.E.D.

Korolar 5.1. (Bez aksiome regularnosti) Svi elementi skupa w su tranz-
itivni i ni jedan nije elemenat samog sebe.

Teorema 5.6. Svaki prirodan broj je ili nula ili je naslednik nekog
prirodnog broja.

Dokaz. Definisimo sledeci skup

A={newn=0Vv3kkewAhn=~k")}

Pokazimo da je A induktivan (a odatle ¢e sledeti A = w). () € A vazi zbog
definicije skupa A. Pretpostavimo n € A. Kako je w induktivan skup, to je
int € wi, jasno, n™ € A. Q.E.D.

Lema 5.3. Neka su k, m € w. Tada vazi
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keme bkt emt
Dokaz. (=) Definisimo sledeé¢i skup
A={m e wVk(k e m=kt em™)}

Pokazimo da je A induktivan skup, tj. da je A = w. Jasno, § € A.
Pretpostavimo da m € A. w je induktivan skup pa je m™ € w. Neka je
ke mt =mU{m}. Odatle dobijamo da je k € m ili k = m. Pretpostavimo
da je k € m.Zbog pretpostavke, da je m € A, sledi kT € m* € (m™*)*.
Tranzitivnost nam daje da je k™ € (m™)". Ako, pretpostavimo, da je k = m,
dobijamo k£t =m™ € (m™)"; dakle, m™ € A.

(<) Ako je kT € m™ = mU{m}, zbog tranzitivnosti prirodnih brojeva,
dobijamo k € m. Ako je kt = m, trivijalno k € m. Q.E.D.

Teorema 5.7.

£w ={(m,n) € wx wlm € n}

je dobro uredjenje skupa w.

Dokaz.

Irefleksivnost i tranzitivnost slede prema Korolaru 4.1

(linearnost) Treba da pokazemo, da za bilo koja dva prirodna broja m
n, vazi jedna od relacija m € n, m = n, n € m (jasno, zbog irefleksivnosti
i tranzitivnosti relacije €, ne mogu istovremeno da vaze bilo koje dve od
navedenih relacija). Dokaz se svodi na proveru da je, za svako m, skup
Ay ={n €, |m € nVm =nVn € m} induktivan. Za Ay je to evidentno.
Pretpostavimo m # 0. Naravno, 0 € m (jer je Ay = w). Pretpostavimo
ke A,ik e m. Dakle, k¥ € m* = mU{m}. Sledi k= € m ili k&~m; u
svakom slucaju k* € A,,.

Na kraju, treba pokazati da svaki neprazan podskup ima € — minimalni
elemenat. U tu svrhu, uo¢imo skup () # B C w i pretpostavimo da B nema
€-minimalni elemenat. Definisimo slede¢i skup

C={necwVmen=m¢ B}

Pokazimo da je C' induktivan skup. Jasno, 0 € C. Pretpostavimo da je
k € C i pokazimo da je kt € C.
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Pretpostavimo suprotno, tj. da k™ ¢ C. To znac¢i da postoji neko | €
kT, tako da je | € B. [ € k je kontradiktorno sa pretpostavkom k € C.
Dakle, | = k. To znaci da je k € B. Ali to nam, onda, daje da je k €-
minimalni elemenat u B, $to je u kontradikciji sa pretpostavkom da B nema
€-minimalni elemenat. Prema tome i k7 € C. No, iz C = w sledi da je
B prazan skup, kontradiktorno polaznoj pretpostavci. Zakljucujemo: svaki
neprazan podskup od w ima €-minimalni elemenat. Q.E.D.

Teorema 5.8. Strogi princip indukcije
Vn(Vken ke A=necA)=A=w

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. A # w. Tada je w\A neprazan
podskup skupa w i on (po prethodnoj teoremi) ima €,-minimalni element
m. Kako je m €,-minimalni element skupa w\A, to sledi da za svako k € m
vazi k € A, sto implicira m € A, kontradikcija. Q.E.D.

Definicija 5.2. Neka su X i Y proizvoljni skupovi. Kazemo da su oni
ekvipotentni, u oznaci X ~ Y, ako postoji bijekcija f : X — Y.

Teorema 5.9. Dirihleov princip: Neka je n € w. n nije ekvipotentan
svom pravom podskupu.

Dokaz. Definisimo sledeéi skup

A={newVf:f:n—njel—1= fjena}

Pokazimo da je ovaj skup induktivan. Jasno je da ) € A. Neka je k € A i
neka je [ : kT — kT 1 — 1. Pokazimo da je f i na. Kako je f 1 — 1, to je
moguce:

(1) Ran(f|x) C k. 1z pretpostavke da je f 1—1 dobijamo da je f| : k — k
1—1, akako je k € A, sledi da je f|r na. Dakle, f(k) = k. Iz svega prethodno
recenog, dobijamo Ran(f) =kU{k} = kT, tj. f je na.

(2) Ran(f|x) € k. Tada postoji | < k takav da je f(I) = k. Definisimo
funkciju g : kT — k7T, tako da vazi g(I) = f(k) € k, g(k) = f(I) = k i
g(m) = m za sve m # k,l. 1z definicije funkcije g, vidimo da je ona 1 — 1
i da je Ran(g) = Ran(f). Ran(glx) C k, pa je prema (1) g na. Dakle,
Ran(f) = Ran(g) = k*, tj. f je na. Q.E.D.

Korolar 5.2. Neka su k,n € win # k. Tada n i k nisu ekvipotentni.

Dokaz. Kako je n # k to jeilin € k ili K € n. Pretpostavimo da
je k € n (analogno za drugi slucaj). Prema prethodnoj teoremi k i n nisu
ekvipotentni. Q.E.D.

22



Definicija 5.3. Skup A je konacan ako i samo ako postoji n € w takvo
da su A i n ekvipotentni.

Teorema 5.10.(Rekurzija na w) Neka je A neprazan skup i neka a € A
i f: A — A Tada postoji funkcija g : w — A takva da je ¢g(0) = a i
g(n*) = f(g(n)).

Dokaz. Definisimo sledeéi skup

G = {h Cw x Alh je funkcija A 0 € Dom(h) = h(0) =a A
Vn(nt € Dom(h) = n € Dom(h) A h(n™) = f(h(n)))}.

Jasno, {(0,a)} € G}. Stavimo da je ¢ = UG i pokazimo da je g funkcija i
Dom(g) = w.
Pretpostavimo prvo da g nije funkcija. Prem tome je skup

C={kecwFr,yec A(x#y A (k,x),(k,y) € g9)}

neprazan. Kako je C' C w, postoji €,-najmanji elemenat iz C' — k (naravno
k #0). Neka je k = n*. Tada postoje dve razli¢ite funkcije hy i hy iz G i dva
razli¢ita elementa ay i ay iz A, takvi da je hy(k) = a1 i ho(k) = ag. Jasno,
hi(n) = hy(n), odakle sledi da je a1 = hy(n™) = f(h1(n)) = f(ha(n)) =
ha(n™) = ay. Kontradikcija. Dakle, g je funkcija.

Naravno, ¢(0) = a. Neka je n™ € Dom(g). Tada postoji neka funkcija
h € G, tako da je nt € Dom(h), sto implicira da je n € Dom(h) i h(n™) =
f(h(n)), sto dalje daje da je n € Dom(g) i g(n™) = h(nt) = f(h(n)) =
Fg(n).

Pokazimo da je Dom(g) = w. Pretpostavimo suprotno, tj. da je Dom(g)
pravi podskup od w i da je n €, — najmanji elemenat skupa w \ Dom(g).
Neka je n = m™. Tada je m € Dom(g), pa postoji neko h € G takvo da je
(m, h(m)) = (m,g(m)) € g. Stavimo da je hy = hU{(m™, f(h(m)))}. hy je
element skupa G, pa je n = m™ € Dom(g), kontradikcija.

Pokazimo na kraju jedinstvenost funkcije g. Pretpostavimo da i funkcija
h koja ispunjava date uslove. Neka je B = {k € w|g(k) = h(k)}. Jasno,
0 € B. Neka jein € B, tada je h(nt) = f(h(n)) = f(g(n)) = g(n™), pa je
i nt € B. Dakle, B je induktivan skup, $to povlaci B = w, odnosno g = h.
Q.E.D.

Korolar 5.3. Neka je A neprazan skup i neka je p C A2izasvakoxr € A
postoji y € A tako da (y,z) € p. Tada postoji g : w — A tako da za svako
n € w vazi g(n)pg(n).
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Dokaz. Aksioma izbora nam daje funkciju F : P(A) \ {0}\ 0 — P(A),
tako da vazi VB € P(A)\D F(B) € B. Neka je f : A — A funkcija definisana
sa f(r) = F(A,), pri cemu je A, = {y € Alypz}.

Prema prethodnoj teoremi, za proizvoljno a € A, postoji funkcija g : w —
A takva da je g(0) = a i g(n™) = f(g(n)) = F(Ayn)) € Ay Odatle sledi
da je g(n™)pg(n), sto je i trebalo pokazati. Q.E.D.

Korolar 5.4. Neka je (A, <) strogo linearno uredjenje. Tada vazi: < je
dobro uredjenje akko ne postoji funkcija g : w — A za koju vazi g(nt) <
g(n).

Dokaz. Neka je (A, <) strogo linearno uredjenje.

(=) Neka je (A, <) dobro uredjenje i pretpostavimo da postoji funkcija g
takvada g:w — Aig(n™) < g(n). Tada skup {g(n)|n € w} nema minimalni
element, kontradikeiji.

(<) Neka ne postoji funkcija g : w — A takva da je g(n™) < g(n) za
svako n € w. Pretpostavimo da (A, <) nije dobro uredjenje. Tada neki skup
B, ) # B C A, nema <- najmanji elemenat. Prema prethodnom korolaru
postoji funkcija g : w — B tako da, za svako n € w vazi g(n*) < g(n),
kontradiktorno polaznoj pretpostavci. Q.E.D.
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6 ORDINALI

Definicija 6.1. Za skup A kazemo da je orinal ako je tranzitivan i relacija
€4 je strogo dobro uredjenje na A.

Ordinale ¢emo obelezavati malim grckim slovima «, 3, 7v...Sa On ¢emo
obelezati klasu svih ordinala.

Formalan zapis ordinala je slededi:
On(a) & (Vrina(x CaAVe,y,z€alzr ¢z N(zeyVae=yyex)A(z€
yANyez=rxez)AVeCalz#0D=TyecaVzex(yez Vy=2)

Primer 6.1.

a) Prazan skup () je ordinal. Skup w je ordinal (na osnovu teorema 4.4 i
A7) .

b) Skupovi {{0}} i {{{0}},{0}, 0} nisu ordinali.

c) Svaki tranzitivan skup nije ordinal.

Skup {{{0}},{0},0} je tranzitivan, jer je svaki njegov elemenat is-
tovremeno i njegov podskup. Ali, relacija € nije linearno uredjenje jer

0 ¢ {{03}, {{0}} ¢ 01 {{0}} #0.

Definicija 6.2. Za ordinal a kazemo da je naslednik ako je, za neki
ordinal 3, a = 7.

Ako je a # ) i nije naslednik, kazemo da je a grani¢ni ordinal.

Definicija 6.3. Neka je o neki ordinal i neka je § € a. Pocetni segment
od « u zavisnosti od [ je sledeéi skup:

Segs(a) = {x € a|z € B}.

Kako je f C a mozemo primetiti sledece:

Segs(a) ={zx € alx € B} = Na=0.

Teorema 6.1. Svi elementi ordinala su ordinali.

Dokaz. Neka je o neki ordinal i neka je # € a. Kako je « tranzitivan
skup sledi da je g C a, pa je relacija € strogo dobro uredjenje na 3. Ostaje
jos da pokazemo da je ( tranzitivan skup. Neka jey € zix € §(C «); dakle,
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x € a. Odatle, zbog tranzitivnosti skupa «, sledi da je y € a. Relacija € je
relacija strogog uredjenja na « pa dobijamo da je y € 5. Q.E.D.

Korolar 6.1. Svi prirodni brojevi su ordinali.

Teorema 6.2. (bez aksiome regularnosti) Neka je o ordinal. Tada vazi
a ¢ a.

Dokaz. Znamo da je relacija € relacija strogog uredjenja na «, pa za
svako 0 € a vazi § ¢ . Ako pretpostavimo da je o € «, dobijamo « ¢ «,
sto je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom. Q.E.D.

Lema 6.1. Za bilo koja dva ordinala o i § vazi:
(a,€) = (B, €) akko a = 3

Dokaz. Pretpostavimo da je (o, €) = (5, €) i neka je f izomorfizam
dobrog uredjenja («, €) na dobro uredjenje (3, €). Pokazimo da je f identicko
preslikavanje. Pretpostavimo suprotno, tj. da f nije identicko preslikavanje.
Tada je skup A = {y € «a|f(y) # v} neprazan i ima € — najmanji elemenat

5. f(0) = seg(f(0)) ={f(n)|n € 0} = {nln € 6} = 9, sto je u kontradikciji
sa izborom elementa . Q.E.D.

Teorema 6.3. Neka su o i 3 ordinali i neka je a C 3 Tada jeili a = (3
ili € 3.

Dokaz. Neka je a = 3. Ne moze da bude o € (3, jer bi za posledicu
dobili & € a. Neka je 4y € — najmanji element skupa '\ «. Jasno, v C « i
kako je o C y, imamo o = v (€ ). Q.E.D.

Teorema 6.4. Neka su « i § ordinali. Tada vazi ta¢no jedna od relacija

a€ef,a=0,0¢€a.

Dokaz. Pokazimo prvo da vazi bar jedan od tri slucaja.
Neka je a8 = . v je ordinal, prema Teoremama 4.3 i 3.2.
Razmatramo mogucanosti:

ca=yif=y=a=4
ea=yiyef=>acp

e y=aiff=v=>pFca
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eyEaiy€ef=~v€aNpftj v € v, kontradikciji (pa ovaj slucaj
otpada).

Pokazimo sada da vazi tacno jedan od tri (moguéa) slucaja. Pret-
postavimo, na primer, da istovremeno vaze a € i a = . Odatle
dobijamo da je § € 3, sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da je
ordinal. Q.E.D.

Korolar 6.2. Za bilo koja dva ordinala « i 8 vazi:
1) o € fakko a C 3

2) a € 8 akko a™ € BT

3) a = akko ot = 7.

Dokaz.

1) Jasno, zbog tranzitivnosti f3.

2) Neka je a € . Za ordinale o™ i §7 vazi tano jedna od relacija
at e g, at = BT, BT € at. Pretpostavke ot = 87 1 T € aT dale
bi a € a. Q.E.D.

Lema 6.2.
1) at je najmanji ordinal veéi od ordinala «;
2) Svaki neprazan skup ordinala ima najmanji € — elemenat;
3) Tranzitivan skup ordinala je ordinal;
4) Ako je A skup ordinala, onda je |J A najmanji ordinal koji je jednak ili

veéi od svakog ordinala skupa A, tj. sup(A) = U A4;

5) Ako je A neprazan skup ordinala, onda je ] A najmanji ordinal iz skupa
A tj.inf(A)=NA

Dokaz.

1) Jasno je da je « C o™, pa je a € a™. Neka je o € (3, $to implicira
a C (3, te je at C 3, odnosno at = g ili a™ € .
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2) Neka je A neprazan skup ordinala i neka je a € A. Tada je moguce
ANa = 0 ili ANa # 0. Jasno, ako je ANa = ) onda je ordinal
a najmanji €-elemenat skupa A. U slucaju ANa # 0, najmanji €
element 0 preseka A « je najmanji €-element skupa A, jer ako, recimo,
feAif¢ ANa, onda § € aep.

3) Tranzitivhost nam je data, a po prethodnoj tacki imamo da svaki
neprazan skup ordinala ima € — minimalan elemenat.

4) Jasno je da je | A skup ordinala. Pokazimo da je to i tranzitivan skup.
Neka je a € |JA. To znaci da postoji neki ordinal 3 € A takav da je
a € (3, sto dalje implicira o C § C J A.

Pokazimo sada da je |JA najmanji ordinal koji je veéi od ili jednak
svakom ordinalu iz A. Neka je a € A, tada je o« CUA, tj o € UA ili
a =JA. Neka je za svako a € A, a€f3; odatle sledi A C 3.

5) Neka je a € — minimalana elemenat skupa A, tj. za svako § € A, a€f3
odnosno a C . Odatle sledi « C N A. Jasno, NA C a. Q.E.D.

Teorema 6.5. Klasa svih ordinala On nije skup.

Dokaz. Pretpostavimo da je klasa On skup. No, on je tranzitivan
(Teorema 5.1) i dobro uredjen relacijom € (Lema 5.2,2), dakle i sam je
ordinal, ali onda On € On, kontradikcija. Q.E.D.

Teorema 6.6. Ne postoji skup koji sadrzi sve ordinale.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji skup A koji sadrzi sve
ordinale. Koriste¢i aksiomu podskupa dobijamo da je On = {a € Ala je
ordinal } skup, $to je u kontradikciji sa prethodnom teoremom. Q.E.D.

Teorema 6.7. Svaki dobro uredjen skup je jedinstveno izomorfan nekom
ordinalu.

Dokaz. Neka je (A, <) dobro uredjenje i neka je ¢(x,y) = y = Ran(x).
Primenom transfinitne rekurzije na formulu ¢(x,y) i dobro uredjenje (A, <)

A(F|seg(a), F'(a)), odnosno F(a) = Ran(F|segq) = {F(D)|b € A AN b < a}.
Stavimo da je o = Ran(F) = {F(a)|a € A} i pokazimo da je F' izomorfizam
dobrog uredjenja (A, <) na dobro uredjenje (o, €,).

Preslikavanje F' je "na”, po definiciji elementa . Da bi pokazali in-
jektivnost, pokazimo da je F(a) ¢ F(a) za svako a € A. Pretpostavimo
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suprotno, tj. da je postoji a € A tako da je F(a) € F(a) i posmatrajmo
(neprazan) skup {a € A|F(a) € F(a)}. Neka je b njegov < —minimalni
elemenat. Tada imamo F(b) € F(b) = {F(c)|c € A A ¢ < b} §to implicira da
za neko d < b vazi F(d) = F(b), pa je onda i F'(d) € F(d), kontradikcija sa
izborom minimalnog elementa. Dakle, F'(a) ¢ F'(a) za svako a € A. Neka je
F(a) = F(b). Mora biti a = b, jer u suprotnom bi vazilo ili @ < b ili b < a.
Pretpostavka da je a < b bi dovela do F(a) € F(b) = F(a). tj. F(a) € F(a).
Pokazimo sada, da ako je a < b mora biti i F(a) € F(b) i obratno. Neka
je a < b; ako bi bilo F(a) = F(b), dobili bi F(a) € F(a), kontradikcija.
Ako je F(a) € F(b), postoji neko ¢ < b tako da je F(a) = F(c), $to zbog
injektivnosti funkcije F' daje a = ¢, pa je a < b.

Neka je C' neprazan podskup skupa « i e minimalni elemenat skupa {a €
A|F(a) € C}. Tada je F(e) € F(d) za svako F(d) € C.

Pretpostavimo da je = € F(a) € a. Tada postoji neko b € A takvo da je
b<aix=F(b), pa, po definiciji skupa «, x € a. Dakle, pokazali smo da je
« tranzitivan, dobro uredjen skup, tj. da je ordinal. Q.E.D.

Definicija 6.4. Ordinal « iz prethodne teoreme zove se ordinal dobrog
uredjenja (A, <). Pre nego $to predjemo na sledeéu teormu, uvedimo sledeéu
notaciju: pisa¢emo C' < D, ako se skup C' moze injektivno preslikati na skup

D.

Teorema 6.8. (Teorema Hartoga) Za svaki skup A postoji ordinal a koji
se ne moze injektivno preslikati ni na jedan podskup skupa A.

Dokaz. Neka je A neki skup i neka je a = {3|3 € On A f < A}. Jasno
je da je a tranzitivna klasa. Pokazimo da je a skup, Sto ¢e za posledicu
imati da je a ordinal, a time i @ ¢ a. Stavimo da je C' = {(B,<)|(B, <) €
P(A) x P(A x A) A < je dobro uredjenje skupa B}.

Neka je # € a, sto implicira da se 8 moze injektivno preslikati u skup A.
Neka je f jedno takvo injektivno preslikavanje. Na skupu f(8) = {f(7)|y €
B} definisimo relaciju < na sledeéi nacin: f(0) < f(v) akko § € . Jasno,
< je relacija dobrog uredjenja na skupu f(3). Dakle, 8 je ordinal dobrog
uredjenja (f((3), <), pa je samim tim i svaki ordinal iz « ordinal nekog dobrog
uredjenja iz skupa C'. Neka je ¢(y, z) = (y je dobro uredjenje & z je ordinal
dobrog uredjenja y). Prema aksiomi zamene imamo: Vy € C' 31z ¢(y, 2),
pa aksiomom separacije dobijamo da postoji skup ¢iji su elementi ordinali
dobrih uredjenja iz C. Jasno, to je a. Dakle, a je tranzitivan skup ordinala,
sto za posledicu ima da je a ordinal, a samim tim « ¢ a. Q.E.D.
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Klasu svih naslednih ordinala obelezava¢emo sa On,,. Klasu svih grani¢nih
ordinala obelezava¢emo sa Ony.

Lema 6.3. Klase On,, i On, su prave klase.

Teorema 6.9. (Transfinitna indukcija) Neka je A podklasa klase svih
ordinala On takva da za svaki ordinal « vazi

aCA=acA.

Tada je A = On.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je A # On. Tada je On\A
neprazna klasa, i ona ima €-minimalni elemenat «. Tada je a C A, odakle
sledi da je a € A, §to je kontradikcijasa pretpostavkoma da o ¢ A. Q.E.D.

Teorema 6.10. (Transfinitna rekurzija na ordinalima) Neka je ¢(x,y)
formula takva da vazi Vx3iyé(z,y). Tada postoji formula ¢(z,u) takav da
za svaku ordinal a postoji jedinstveno u takvo da vazi ¥ («, u); posebno, ako
je F' funkcija ¢iji je domen ordinal « i za koji vazi: V3 € a (5, F(3)), onda
vazi i

(o, u) akko ¢(F,u).

Dokaz. Neka je ¢¥(z,u) =z € On & Fv3F,(v € On A z € v & F, je
¢—konstruisana funkcija na (v, €) & u = F,(2)).

Neka nam je dat ordinal a.. Prateéi definiciju formule ¢ (z,u), veoma lako
mozemo pronadi u tako da formula ¢ (a, u) bude zadovoljena. Uzeéemo neki
ordinal koji je veéi od o, na primer o™, i na¢i ¢— konstruisanu funkciju F,+ na
dobrom uredjenju (™, €) i staviti F,+ = u. Dokaz jedinstvenosti elementa
u dat je u dokazu teoreme o tranzitivnoj rekurziji na dobrim uredjenjima i
ovde ga ne¢emo ponavljati.

Neka je F' funkcija ¢iji je domen « i za koju vazi:V3 € a ¥(3, F()) i neka
je F, ¢— konstruisana na dobrom uredjenju (o, €). Tada za svako € «
vazi (0, Fo(B)), sto implicira F(3) = F,((3). Dakle, F' je ¢— konstruisana
na dobrom uredjenju (o, €).

Neka je ¢(a, u), tada je u = For (@0)). Foi|a = Fo ivazi ¢(Fut|a, For (@),
tj. ¢(F,u). Neka je ssada, ¢(F,u), tj. ¢(Futla,u), tada je u = Fo+ (), pa
je prema definiciji formulu ¢ i ¥(a, u). Q.E.D.

Teorema 6.11. (Opsta rekurzija na skupu w). Neka je ¢(z,y) formla
za koju vazi Va3 yé(x, y) 1 neka je a neki skup. Ako Fy: V — V (pri ¢emu
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je V klasa svih skupova) funkcija-klasa definisana sa:Fy(z) = y akko ¢(z,y),
onda postoji jedinstvena funkcija G ¢iji je domen skup w i koja ispunjava
uslove: G(0) = a i G(n") = Fy4(G(n)) za svako n € w.

Dokaz. Stavimo Gy = {g C wx ({a}UU{Ak|k € w\{0}}|g je funkcija &
0 € Dom(g) = ¢(0) = a & VYn((n* € Dom(g) = n € Dom(g) A Fy(g(n))},
pri cemu je A = {y|Fz1...zk-1(d(a,21) N (21, 22) AN d(2k—2, 2k-1) A
#(2k-1,v))}. Stavimo da je G = JGy4. Dokaz da je G funkcija analogan
je dokazu Teoreme 4.10

7 Sabiranje ordinala

Sabiranje ordinala definisa¢emo na dva nacina i pokazati ekvivalentnost
tih definicija.

Prvi nacin: Neka su a i 3 dva ordinala. a3 je ordinal dobrog uredjenja
(ax {0}UB x {1}, €, @ €), pri cemu je €,= {((7,0),(,0))|y € ¢ € a}.

Drugi nacin: Neka je ¢%(z,y) = (x =0 Ay = «) V (x je funkcija ¢iji
granicni ordinal 8 & y = U{z(v)|y € B} (= U Ran(x))) V (z nije funkcija ¢iji
je domen ordinal & y = ). Prema Teoremi 5.10. formula ¢%(z,u) = z € On
A FIF,(v € On & z € v & F, je ¢— konstruisana funkcija na (v,€) &
u = F,(z)) je takva da za svaki ordinal 3 postoji jedinstveno u tako da vazi
YE(B,u) i ako je f funkcija ¢iji je domen ordinal i za koju vazi: Vy € 8
57, f(7)), onda ¥5(3,u) akko ¢§(f, u).

Definisimo sada za svaki ordinal a funkciju klasa S, : On — On na sledeéi
nacin S, () = jedinstveno u za koje je Y3 (5, u) i

Sa(B) =a+p

Gornja definicja nam zapravo kaze da, za dati ordinal 3, S, (/) je u stvari
F.,(B) pri cemu je y neki ordinal veéi od od § i F, je $— konstruisana funkcija
na dobrom uredjenju (v, €). Naravno, za svako 0 € 3 vazi ¢g(6, F,(d)), pa
i za funkciju F, |z vazi: ¢¥g(5,u) akko ¢%(F,|g,u). F, je ¢— konstruisana
funkcija na (v, €) pa je u = F, () po definiciji formule ¢ ordinal. Pokazimo
to.

Za B =01 F,|o = 0je a = 5,(0) = aw+ 0 ordinal. Pretpostavimo
sada da je za sve ordinale § koji su manji od ordinala (3, S,(J) ordinal.
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Pokazimo da je, i za ordinal 3, S, () ordinal.Neka je 8 nasledni ordinal, tj.
B =n" za neki ordinal n. Tada je u = F,(8) = F,(n") = (F,(n))" € On, tj.
a+p% = (a+5)". Ako je 3 granicni ordinal, tada je F,(5) = U{F,(¢)|¢ € 5}
najmanji ordinal koji je veéi od svakog ordinala skupa {F,(¢)|¢ € G}(Lema
5.2,4). Dakle, a + 8 = U{a +n|n € 8} = sup{a +n|n € G}.

Pokazimo sada da su prethodne dve definicije ekvivalentne, odnosno da
za svaka dva ordinala a i 3 vazi a4+ = a® 3. Dokaz dajemo transfinitnom
indukcijom na klasi ordinala. Neka je ordinal « fiksan. Tada za = 0 znamo
a+0=a. (ax{0}U0Ox {1}, €, ® &) = (ax {0}, €,). Jasno, (a x {0}, €,
) = (a, €,). Pretpostavimo sada da je, za svako v € f a4+ v = a @ 7.
Neka je, prvo,  nasledni ordinal- § = 4% (za neko ) . Videli smo da je
a+f = (a+7)". Dobro uredjenje (v x {0} U~y* x {1}, €, & €.+) izomorfno
je ordinalu Ran(F), pri ¢emu je F'y = Ran(x)— konstruisana na tom dobrom
uredjenju (Teorema 5.7). Pretpostavimo da je Gy = Ran(z)— konstruisana
funkeija na dobrom uredjenju (o x {0} Uy x {1}, €, ® €). Naravno, G =
F|¢y,1). Jasno, (7v,1) je najveéi elemenat dobrog uredjenja (o x {0} U~ x
{1},e, & €.). Ran(F) = {F((&,n)|(6,n) € seg((, )} U{F((3, 1)} =
(G m)I(6.) € seg((7, D)} ULF((1 1)} = Ran(@) U{F((, 1)} = (o &
VU{F((7. 1)} Medjutim, F((v,1)) = Ran(F|(,1)) = Ran(G) = a @ 7,
sto impicira Ran(F) = a ®y{a ® v} = (o« @ v)". Druga moguénost: [ je
grani¢ni ordinal. a+ 3 = U{a+v|y € 5} = U{a® |y € f}. Pokazimo da je
ordinal dobrog uredjenja (o x {0} U8 x {1}, €, ® €}). S druge strane, a®
je ordinal dobrog uredjenja, tj. o @ (3 je Ran(F) gde je F'y = Ran(z)—
konstruisana funkcija na dobrom uredjenju (o x {0}USB x {1}, €, © €)
evidentno, Ran(F) = aU{fa® |y € 8} = al{a+9]y € 5} = U{a +
7|y € B} (u dokazu poslednje jednakosti, u slucaju 2 koristimo ¢injenicu da
je aU{a + 7|y € B} ordinal (Teorema 5.2,3)) .

Lema 7.1.

1) Za svaki ordinal  vazi 0 + a = o

2) Ako je [ grani¢ni ordinal, onda je i o 4+ [ grani¢ni ordinal za svaki
ordinal a.

Dokaz.

1) Transfinitnom indukcijiom po o
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2) Fiksirajmo ordinal a.. Pretpostavimo da je o + § = U{a + 7|y € G}
nasledni ordinal, tj. «+ 3 = ¢ za neko §. Tada je 6 € U{a+~|y € 5},
sto povlaci da je, zanekon € 3,5 € a+n,padt € (a+n)" =a+nt.
Sledi, prema tome, da je 6t € a 4+ 3(= ¢T), kontradikcija. Q.E.D.

Lema 7.2.

1) Za sve ordinale «a, 3, v vazi
a€ fakkoy+a€vy+ G
2) Za operaciju sabiranja ordinala vazi skraé¢ivanje s leva:
Y+a=vy+p0=a=0.
Dokaz.

1) Neka je a € 3, tada je (y x {0} Ua x {1}, €, U €,), pocetni segment
dobrog uredjenja (v x {0}UB x {1}, €, U €3), pa odatle sledi da je
ordinal dobrog uredjenja (yx{0} Uax{1}, €, U €,) elemenat ordinala
dobrog uredjenja (v x {0} U S x {1}, €, U €p).

Neka je v+ a € v+ (. Tada za ordinale v i § vazi taéno jedna od
relacija a = (3, a € 3,0 € a. Prva relacija bi daladav+a=v+(, a

treca , prema prvom delu dokaza bi dala, v+ 3 € v+ a. Kontradikcija.
Dakle, o € 5. Q.E.D.

Lema 7.3. Operacija sabiranje je asocijativna, odnosno za svaka tri
ordinala «, 3 i vy vazi:

(a+8)+y=a+(B+7).

Dokaz. Dokaz dajemo transfinitnom indukcijom po . Za v = 0,
jasno imamo (a« + ) +0 = a+ = a+ (f + 0). Pretpostavimo sada
da tvrdjenje vazi za svako 0 € . Pokazimo da vazi i za . Postoje dve
mogucnosti. Prva moguénost: 7 je nasledni ordinal, tj. za neko n v = n*.
Tada vazi: (a+8) +7 = (a+8) + 1 = ((a+8) +n)* = (a+ (3+n)* =
a+(B+n)T=a+(B+n") =a+ (B8+7). Druga moguénost: v je graniéni
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ordinal, tj. v = U{nln € 7}. Tada je (a +0) + v =U{(a+ ) +nln € 7} =
Ufa+(B+nlnert=a+U{B+nnert=a+(B+7). QE.D.

Lema 7.4. Iz a € ( sledi: o+ v € 3 + v za svaki ordinal 7.

Dokaz. Dokaz dajemo transfinitnom indukcijom po ordinalima po . Za
~v = 0 je jasno da vazi. Pretpostavimo da je tvrdjenje tacno za sve ordinale ¢,
0 € 7. Pokazimo da vazi i za . Ako je 7 nasledni ordinal, tj. v = ¢ za neko
d, onda imamo a+v = a+d" = (a+0)T€(6+0)" = f+6T = f+7. Akojery
grani¢ni ordinal, onda sledi: a+v = U{a+0|6 € v} U{B+6|0 € v} = 5+7.
Q.E.D.

Teorema 7.1. (Teorema oduzimanja ordinala) Neka je a€3. Tada pos-
toji jedinstveni ordinal v takav da je a4+ v = .

Dokaz. Prema Lemi 6.2 sledi jedinstvenost ordinala v za koji je a+~v =
8. S toga je samo egzistencija tog ordinala u pitanju. Jasno, samo je slucaj
a € [ interesantan. Klasa {0 € On|a + d€5} je neprazan skup, i evidentno
tranzitivan. 0 je tu, aiz a +d€fsledid € B+ 3 (B € B+ BE(a+p)+ 3 =
a+(6+3)). Dati skup je, znaci ordinal, recimo, 7. On ne moze biti grani¢ni
ordinal jer bi to dalo a4+~ = U{a + d|0 € y}€S, odnosno vy € v. Ako je pak
v =n" onda sledi a + 7 = (. Ve¢ imamo o + n€S, a iz a+n € (3 bi sledilo
a+y=a+n" = (a+n)T€S, kontradikcija. Q.E.D.

Definicija 7.1. Neka je data funkcija-klasa na ordinalima F' : On —
On. F je monotona funkcija-klasa akko vazi: o € [ = F(a) € F(f).
F' je neprekidna funkcija-klasa akko vazi: za svaki grani¢ni ordinal o je
F(a) =U{F(B)|6 € a}. F je normalna funkcija-klasa akko je i monotona i
neprekidna.

Lema 7.5. Neprekidna funkcija-klasa F' je monotona akko je, za svaki
ordinal a: F(a) € F(a™).

Dokaz. (=) Trivijalno vazi.

(<) Neka je, za svaki ordinal a: F(«) € F(a™). Fiksirajmo « i transfinit-
nom indukcijom po ordinalima 3 pokazimo: « € = F(a) € F(5). Zaf =0
implikacija o € 0 = F(«) € F(0) je trivijalno zadovoljena. Pretpostavimo
da je tvrdjenje tacno za svako v, v € 3. Neka je  nasledni ordinal - 47, i
neka je a € (. Kako je a€v, to sledi F(a)€F () € F(yT) = F(3). Neka je,
sada, (3 grani¢ni ordinal i neka o € 3. Tada jeia™ € fivazi F(a) € F(a™),
pa zbog neprekidnosti funkcije F', F(a) € U{F(0)|d € 8} = F(8).Q.E.D.

Lema 7.6. Neka je F' normalna funkcija-klasa na ordinalima i neka je
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F(0)€a. Tada postoji najvedi ordinal [ takav da je F'(f)€a.

Dokaz. Posmatrajmo klasu {0 € On|F(d)€a}. Ona je neprazna jer
je 0, po uslovu teoreme, u njoj. Zbog monotonosti funkcije F' ona je strogi
podskup od at (svaki ordinal je manji od ili jednak svojoj slici) , dakle,
u pitanju je tranzitivan skup ordinala, odnosno, ordinal, recimo, 7. To ne
mozze biti grani¢ni ordinal, jer bismo imali: F(y) = U{F(0)|d € v}€a, tj.
v € 7, kontradikcija. Ako je v = 07, tada je § najveéi ordinal ¢ija je slika
manja od ili jednaka a. Q.E.D.

Lema 7.7. Neka je F': On — On normalna funkcija-klasa i neka je X
neprazan skup ordinala. Tada je F(UX) = U{F(a)|a € X}.

Dokaz. (3) Ako je o € UX, tada je a€U X, pa je, zbog monotonosti
funkcije F', F(a)eF(UX). Odatle je U{F(a)|la € X}eF(UX).

(€) Razmatra¢emo dve mogucénosti:

1) X ima najvedi elemenat -(3. Tada je, jasno, X = [ 1izasvako a, a # (3
iae X, vazi F(a) € F(B), paje F(UX) = F(0) = U{F(a)|a € X}.

2) X nema najvedi elemenat, dakle, |J X grani¢ni ordinal. Tada je F(JX) =
U{F ()]0 e UX} = U{F(n)|ln € X}. Dokazimo netrivijalnu inkluziju.
(C). Ako §d € F(n), n € UX, tada je za neko 8 € X, n € 0, pa
zbog monotonosti funkcije F', dobijamo F(n) € F(), stoga i d € F(0).
Q.E.D.

Lema 7.8. Neka je F' : On — On normalna funkcija-klasa. Tada za
svaki ordinal v postoji ordinal 3 takav da je a€f 1 F(5) = 5.

Dokaz. Fiksirajmo ordinal a. Ako je F(a) = «a, nema sta da se
pokazuje. Ako je a € F(«), tada je, zbog prirode funkcije F', a € F(a) €
F(F(«a)) € .... Prema Teoremi 5.11 postoji funkcija G ¢&iji je domen w i za
koju vazi: G(0) = ai G(n") = F(G(n)). Ako je f = U Ran(G) = {G(n)|n €
w}. Skup {G(n)|n € w} nema najveéi elemenat, pa po prethodnoj lemi
dobijamo F(8) = F(U{G(n)|n € w}) = UP({G(n)|n € w}) = U{G(n*)ln €
w} =p4. Q.E.D.

8 MnozZenje ordinala

Kao sto smo to ucinili kod sabiranja ordinala, tako ¢emo i monozenje
definisati na dva nacin.
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Prvi nacin: Neka su a i § dva ordinala. Sa a ® [ ¢emo oznacavati
ordinal dobrog uredjenja (o X 3, €, ® €3).

Drugi naéin Neka je ¢%(z,y) = (x =0 A y = 0) V (x je funkcija ¢iji je
domen nasledni ordinal 5+ & y = (x(f5)) + «)) V (z je funkcija ¢iji je domen
granicni ordinal 5 & y = U{z(v)|y € B}(= URan(z))) V (z) nije funkcija
¢iji je domen ordinal o & y = ). Primenjujuci transfinitnu rekurziju na
ordinalima na formulu ¥%(z,u) = z € On A Jv3F,(v € On) A z € v & F,
je ¢%— konstruisana funkcija na (v, €) & u = F,(z) dobijamo da za svaki
ordinal (3 postoji jedinstveno u tako da vazi ¥%(3,u) i ako je f funkcija ¢iji
je domen ordinal g i za koju vazi: Vv € 8 ¥%(v, f(7)), onda ¥%(8,u) akko
o ([, u).

Definisimo sada za svaki ordinal o funkciju klasa P, : On — On na sledeci
nac¢in P, () = jedinstveno u za koje je ¥ %(5,u) ; pisemo P,(8) = a - 3

Gornja definicja nam zapravo kaze da ako imamo neki ordinal 3, P,(/3)
je u stvari F.,(3) pri ¢emu je v neki ordinal veéi od 8 i F, je ¢— konstru-
isana funkcija na dobrom uredjenju (v, €). Naravno za svako § € [ vazi
Y30, F(0)), pa i za funkciju F, |z vazi:pp (B, u) akko ¢%(F,|g,u). F, je ¢p—
konstruisana funkcija na (v, €) pa je u = F,(3) po definiciji formule ¢%
ordinal. Pokazimo to:

Za =0 F,|p =0, pa je P,(0) = a-0 =0 ordinal. Pretpostavimo sada
da je za sve ordinale ¢ koji su manji od ordinala /3, P,(d) ordinal. Pokazimo
da je i, za ordinal 3, P,(8) ordinal. Posmatra¢emo dve moguénosti. Prva
mogucnost: 3 je nasledni ordinal, tj. postoji neki ordinal 7, tako da je
nt =p. Tadajeu = F,(n*) = F,(n))+a € On, tj. -7 = a-F+a. Druga
moguénost: (3 je grani¢ni ordinal. Tada je F,(5) = U{F,(¢)|¢ € f} najmanji
ordinal koji je veéi od svakog ordinala F.,(¢), ¢ € 3, i kao unija ordinala je
ordinal. a3 = H{a-n|n € 8} = sup{a-n|n € 5}.

Sada ¢emo pokazati da su gornje dve definicije ekvivalentne, tj. da je
a® = a-f. Pri tome éemo koristiti da je a« ® = Ran(F), pri ¢emu je F
y = Ran(x)— konstruisana funkcija na dobrom uredjenju (a x 3, €, ® €5).
Prema tome, za svaki par (v,0) € a x 8 je F(v,90) = Ran(F|seg((~s)) =
{F((n,E)((n,€),(7,6)) €€, ® €3}. Dokaz dajemo transfinitnom indukci-
jom po [ za fiksno a.. Za (3 = 0 jasno je da vazi. Pretpostavimo sada da vazi
za svaki ordinal manji od (i pokazimo da vazi i za 5. Prva moguénost: [ je
nasledni ordinal, tj. za neki ordinal 0, 3 = §*. Tadaje a®8 = {F((v,9))|y €

a} U{F((n,6)(n,€) € axd} = {F((v,0))ly € a}U Ran(F|seq(0,)))- Imamo,
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medjutim, (o x {0}, €)) = (a,€,) = ((a x {1},€,)) (namerno smo ko-
ristili istu oznaku za relaciju dobrog uredjenja kod prvog i treceg slucaja,
naglasavajuéi time da se uporedjuju prve komponente); (a x §, €, Iphae €4
) = (@6, Eqps) = (-0 x {0}, € 5) (jer je, prema induktivnoj pretpostavci,
a-d =a®d). S toga je ordinal dobrog uredjenja ((a x ) U(a x {0}, €,
e S5 U €, Ula x9) x (a x {d})), (koje je izomorfno dobrom uredjenju)
(alpha - § x {0}Ua x {1}, €5 U €, U(a- 6 x {0}) x (a x {1}) je, znavéi
a -0+ a. Ako je B graniéni ordinal, onda je a ® 8 = {F((v,9))|(v,9d) €
o x B} = ULF((0,0)15 € 8} = U{Ran(Flucyons € B} = Ufa © 86 €
B} = Ufa - 0)3 € ).

Lema 8.1.

1) Za svaki ordinal a vazi: 0-a=0,1-a=a-1=q;

2) Ako je a razlivcito od nule i 5 graniéni ordinal, onda je i - 3 grani¢ni
ordinal.

Dokaz.

1) Transfinitnom indukcijom po «

2) Pretpostavimo da je « - 3 nasledni ordinal, tj. da postoji neko  tako
dajea-f=U{a-vy|y€p}=05". Tadajezanekon, ne B, € a-n,
sto implicira da je 67 € (a-n)T€a - n', daklei 07 € a- 3 = §T,
kontradikcija. Q.E.D.

Lema 8.2. Ako je 1€«, onda je P, normalna funkcija-klasa.

Dokaz. Iz definicije mnozenja ordinala sledei da je P, neprekidna
funkcija. Znamo « - 87 = o - 3 + a. Kako je po uslovu leme 0 € « to sledi
a-Bea-f+a,ty P, F) € P,("). Q.ED

Lema 8.3. Ako je a € 3, onda je o - y€(3 - v za svaki ordinal ~.

Dokaz. Dokaz dajemo transfinitnom indukcijom po 7. Za v = 0, je
jasno, o -0 =0 = (-0. Neka je tvrdjenje tacno za sve ordinale manje od ~.
Pokazimo da vazi i za 7. Neka je v nasledni ordinal, tj. v = 0" za neko §.
Tada imamo: a-y=a-0"=a-0+acf-6+8=0-0"=F-~. Slucaj v
je grani¢ni ordinal je trivijalan Q.E.D

Lema 8.4. Mnozenje ordinala je distributivno s leva u odnosu na sabi-
ranje, tj. za svaka tri ordinala o, 3 i vy vazi:
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a-(f+y)=a-f+a-y

Dokaz. Fiksirajmo nenula ordinale v i # i transfinitnom indukcijom
po v pokazimo da tvrdjenje vazi. Za v = 0, zbog ranijih tvrdjenja imamo
a-(f4+0)=a-f=a-f+0=a-F+a-0. Pretpostavimo da tvrdjenje vazi za
sve ordinale manje od v i pokazimo da vazi i za . Ako je v nasledni ordinal
6", tadaimamo a- (B+7v) =a-(B+0") =a-(B+0)T=a-(f+)+a=
(a-f+a-d)+a=a-f+(a-0+a)=a-f+a- 0" =a-f+a-v. Zary
graniveni ordinal sledi: - (B+7) =a-U{f+d|0d € v} =U{a- (B+0)|d €
W =Ufa fta-0sert=a-+Ufa-0)ls €1}t =a F+a v QED

Lema 8.5. Mnozenje ordinala je asocijativno, tj. za svaka tri ordinala
a, 17y vazi:

a-(8-v)=(a-B) v

Dokaz. Fiksirajmo nenula ordinale v i 3 i transfinitnom indukcijom po
~v pokazimo da tvrdjenje vazi. Za v = 0, jasno da vazi. Pretpostavimo da
tvrdjenje vazi za sve ordinale manje od 7 i pokazimo da vazi i za v. Ako je
v nasledni ordinal §*, tada je: a- (8- -7) =a-(8-0")=a-(8-0+0) =
a (B-8)+a-f=(a-B)0+a f=(a f) 5 =(af) 7 Akojer
grani¢ni ordinal, imamo: a - (3-7) =a-U{B 0|0 € v} = U{a-(B-0)|d €
7 =U{(a-B)-dld €7} =(a-5) v Q.E.D.

Teorema 8.1. Neka su a proizvoljan i § nenula ordinal. Tada postoje
jedinstveni ordinali v i § takvidavazia=08-v+d§id € .

Dokaz.  Neka je ( ordinal razlicit od nule. Tada je Ps(0) = 0ca
i Ps je normalana funkcija-klasa, pa postoji najveci ordinal v takav da je
Ps(y) = B - v €a. Prema teoremi o oduzimanju postoji jedinstven ordinal
0 takav da je §-~v+ 0 = a. Ako nije 0 € 3, tada bi, opet po teoremi o
oduzimanju, postojao ordinal 7, takva da je 6 = 3 + n, pa bi bilo: a =
By+0=0-v+(B+n) = (B-v+05)+n=pF-(y+1)+n, sto je kontradikcija
sa izborom ordinala . Dakle, 6 € 3.

Pretpostavimo da postoje ordinali v, i 9; takvi da je a = - v + &3
i 07 € . Tada bi, zbog izbora ordinala 7, imali y1€vy. Ako je 1 = v
automatski 6; = 0. U suprotnom bismo imali da postoji neki nenula ordinal
n tako da je v = v +n, Stobidaloa = - vy+d=0-(m+n) +4§ =
Bn+B8-m+0=0-n+(B-n+d)=p3-m+d. No, B€p-neB-n+d = d.
Q.E.D.
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9 Stepenovanje ordinala

Neka je a nenula ordinal i ¢%(z,y) = (x =0 Ay = 1) V (x je funkcija ¢iji
je domen nasledni ordinal 5 & y = (x(5))-«)) V (z je funkcija ¢iji je domen
grani¢ni ordinal 8 & y = U{z(y)|y € B}(= URan(z))) V (z nije funkcija
¢iji je domen ordinal « & y = ). Primenjujuci transfinitnu rekurziju na
ordinalima na formulu ¢¥%(z,u) = z € On A Fv3F,(v € On) A z € v & F,
je ¢%— konstruisana funkcija na (v, €) & u = F,(z) dobijamo da za svaki
ordinal (3 postoji jedinstveno u tako da vazi ¥%(3,u) i ako je f funkcija ¢iji
je domen ordinal (i za koju vazi: Vy € § ¥%(y, f(7)), onda ¥%(3,u) akko
S/ ).

Definisimo sada za svaki ordinal o funkciju klasa E, : On — On na
slededi nacin F, () = jedinstveno u za koje je ¥%(3,u) pisemo:

EL(B) = aP.

Iz svega gore navedenog sledi: a® = 1, o®" = o - a, i za graniéni ordinal
7, je @ =U{a’|0 € 7}

Stepenovanje (za ”osnovu” nulu) definiemo sa 0° = 11 0% = 0 za « vece
od 0.

Lema 9.1. Za nenula ordinal « i svaki ordinal 3 je 1€a”. Za svaki
ordinal 3 je 1% = 1.

Lema 9.2. Neka a ordinal veéi od 1. Tada vazi:

1) E, je normalna funkcija-klasa,;

2) Ako je 3 grani¢ni ordinal, onda je i o graniéni ordinal.
Dokaz.

1) Kako je, po definiciji, stepenovanje ordinala neprekidna funkcija, treba
samo da pokazemo monotonost (odnosno, prema Lemi 6.5, o € o?*1).
No, o =a?-1 € a’-a = o (koristili smo Lemu 7.2); u nasoj notaciji

Ea(B) € Ea(B7).

2) Pretpostavimo suprotno, tj. da je o’ nasledni ordinal 6+ imamo, dakle,
0 = o = U{a’|0 € B}. Tada je, za neko n € 3, § € ", pa je
ot e a” e U{a7|y € B} = 0T; dakle, 61 € 6, kontradikcija. Q.E.D.
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Lema 9.3. Za sve ordinale «, 3 i v vazi:
1) ot =af - ar;

2) (aﬁ)v = ab.

Dokaz.

1) Ako je a 0 ili 1, jasno je, da je za sve ordinale 3 i v, o7 = o .
«”. Pretpostavimo da je « veée od 1, fiksirajmo (3 i transfinitnom
indukcijom po v pokazimo da tvrdjenje vazi. Za v = 0 imamo: o’*? =
o’ =af -1 =0af a’ Pretpostavimo sada da tvrdjenje vazi za sve
ordinale manje od =, i pokazimo da vazi i za 7. Ako je 7 nasledni
ordinal 0%, onda je a7 = aft" = o) — o (B+0) .o = (af.0).a =
of - (@ a) =a’ - a’. Ako je v granicni ordinal, tada je (posto je i
B + v graniéni ordinal): o7 = U{af|€ € B+ v} = U{aPM|n € v} =
U{a? - alln e} =a’ - U{a"neq} =a’ - a.

2) Za « 0 ili 1, jasno je, da je za sve ordinale § i 7, (o)’ = o7,
Pretpostavimo da je 1 € «a, 0 € 3 i transfinitnom indukcijom po ~
pokazimo da vazi trvdjenje. Za v = 0 trivijalno vazi. Pretpostavimo
da tvrdjenje vazi za sve ordinale manje od v i pokazimo da vazi i za ~.
Ako je 7 nasledni ordinal 6+, tada je (a®)? = (o)’ = (af)? . of =
ol af = PP = P9 = 0P Ako je 4 granitni ordinal, onda
je (@) = U{(a”)]6 € 7} = U{a™]s € 7} = aliolent — of,
Q.E.D.

Teorema 9.1. Neka je « proizvoljan nenula ordinal i 1 € 3. Tada postoje
jedinstveni ordinali vy, 6 i n takvidavazia = (7-0+nine f7i0#£ 4§ € .

Dokaz. Ej3(0) = lea i, kako je Es normalna funkcija-klasa, postoji
najvedi ordinal v takav da je Ez(y) = f7€a (Lema 6.6) . Prema teoremi 7.1.
postoje jedinstveni ordinali § i  takvida jea = 37-d+nin € (7. Ako nije
0 € 3, tada bi bilo €9, sto bi dalje impliciralo: « = 37-0+n3087-f+n =
B + 1, kontradiktorno sa izborom ordinala . Dakle, § € 3. Naravno,
0 =0, bi dalo: f7ca =n € 37, kontradikcija.

Pretpostavimo sada da je: o= 8" -8, +mp, gdeje 0 £ 6, € Bim € 5.
Brea = B0 -0+ = B0+ B0 € B0 - (0 + 1)EFN - B = A1 sledi
( na osnovu izbora ordinala ) v = 7;. A onda, prema teoremi 7.1, imamo i
jednakosti 6 =9, inp=mn. Q.E.D.
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Korolar 9.1. (Kantorova normalna forma) Svaki nenula ordinal a se
moze na jedinstven nacin predstaviti u obliku

a=wr . W,

pricemujel <new, f23...20,i1<,ew,i=1,...,n.

Dokaz. Neka je a neki nenula ordinal. Na osnovu prethodne teoreme
postoje jedinstveni ordinali 3, I; i m; tako daje o = W - [; + 1 i1 <
I, € wimn € W n = 0 zavrsava dokaz. U suprotnom, ponavljajuéi
postupak, dobijamo jedinstvene ordinale 35, Iy i 7o tako da je n; = w™ -
lo+mil<lhbecewin € w?: dakle a = W’ - [} + W™ - ly 4+ 19. Ponovo
bismo razmatrali slucajeve etay = 0 i 1, # 0. Naravno ti postupci ne mogu
i¢i u nedogled,(drugim rec¢ima, za neko n mora biti 7, = 0), jer bismo, u
suprotnom, dobili beskona¢ne strogo opadajuce nizove ordinala 3; 3 fs... i
M 3 ns.... Tako je, na primer, 1y € wP2€wW® - ly +ny = my, WP2ew® -1, €
W2 ly+my =n €W, pa By € B (Lema 8.2,1).

Jedinstvenost ordinala [y, ..., 1,, 01, ..., 8, direktna su posledica prethodne
teoreme. Primetimo samo: ako je o = w™ - ky + W - ky- - - kyy,, gde je
V1OV D ...V i0#k €w,i=1,..,m,ondaje w”? ky-- W'k, Ew?-
ky - w? kp=w? (ke 4+ ky) EW?w :uﬂ;gxﬂl. Q.E.D.
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10 Zakljucak

Cilj ovog rada je bio da se definisu sabiranje, mnozenje i stepenovanje ordinala
i ispitaju neka njihova osnovna svojstva. Pristup je bio potpuno formalan.
Poslo se od sistema aksioma ZFC-teorije skupova (sto je bilo veoma korisno za
upoznavanje formalnog prisupa matematici) i nekih njihovih posledica. Nar-
avno, to je pomoglo da se na veoma jednostavan nacin uvede skup prirodnih
brojeva (sto je od velikog znavcaja ne samo za ovaj rad, nego i za matematiku
kao nauku, s obzirom da se neka osnovna svojstva skupa prirodnih brojeva
enalaze u osnovi mnogih matemativckih istrazivanja).

Dokaz transfinitne rekurzije na dobrim uredjenjima (specijalno na ordi-
nalima) dat je veoma detaljno. Transfinitna rekurzija na dobrim uredjenjima
je jedna od osnovnih metoda konstruisanja novih objekata, ne samo u ovom
radu, ve¢ i u svim granama matematike. U ovom radu je iskoriS¢ena za
definisanje sabiranja, mnozenja i stepenovanja ordinala. Naravno, sabiranje
i mnozenje je definisano i kao ordinal ”posebnog” dobrog uredjenja (stepen-
ovanje, takodje, moze da se defniSe, al na zalost u ovom radu nije izlozeno).
Pokazalo se da su te dve definicije ekvivalentne. Vrhunac rada je Cantorova
normalna forma, ¢iji dokaz u sebi sadrzi osnovna svojstva ordinalne arit-
metike.
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