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Predgovor

Modeli za vecinu fizickih sistema, ukljuujuci dinamiku gasova, mehaniku flu-
ida, elasti¢nost, relativnost, ekologiju, neurologiju, termodinamiku i mnoge druge,
su nelinearne parcijalne diferencijalne jednacine. Mnogi fundamentalni fenomeni
koji su prisutni u modernim istrazivanjima, kao $to su haos, stabilnost, formiranje
singulariteta, asimptotske osobine, nisu mogli da se detektuju u periodu kada nije
bilo racunara. Razvitak tehnologije je doprineo poboljSanju odgovarajucih nu-
merickih postupaka. Takode su se razvile i nove matematicke teorije, analiticke
metode i to sve je vodilo ka boljem razumevanju nelinearnih sistema. Nelinearne
parcijalne diferencijalne jednacine prvog reda su modeli za nelinearne talase i
pojavljuju se u dinamici gasova, teoriji vodenih talasa, hemijskim reakcijama, bi-
oloskim 1 ekoloSkim sistemima. Jedan od najznacajnijih nelinearnih fenomena
je formiranje prekidnih udarnih talasa. Poznat primer je supersoni¢ni udar koji
proizvede avion kada probije zvucni zid.

Nelinearne hiperboli¢ne sisteme parcijalnih diferencijalnih jednacina prvog
reda, koje su u divergentnom obliku, zovemo hiperbolicnim sistemima zakona
odrzanja. Slaba (distributivna) reSenja zakona odrZanja nisu jedinstvena u opStem
slucaju, dolazi do formiranja prekidnih reSenja (udarni talasi, kontaktni diskon-
tinuiteti i sl.), pa zato uvodimo entropijske uslove. Ovu vrstu uslova nazivamo
entropijskim uslovima zbog jednacina gasne dinamike, gde entropija igra vaznu
ulogu.

Master rad se sastoji od tri poglavlja. Napominjemo da smo za krajeve dokaza,
lema i propozicija Koristili, redom, oznake B, & i <>.

U prvom poglavlju je data klasi¢na teorija zakona odrzanja. Definisana su
slaba reSenja, uveden je Rankin - Igonoov uslov. Razmatra se Rimanov prob-
lem. U slucaju skalarnog zakona odrzanja smo koristili Laks - Oleinik formulu
da bismo dobili jedinstvenost reSenja Rimanovog problema. Zatim smo razma-
trali sisteme zakona odrZanja. Po analogiji sa skalarnim zakonom odrZanja i
ovde se definiSu slaba reSenja i pojavljuje se Rankin - Igonoov uslov. Da bismo
nasli reSenja u obliku talasa razmatrali smo strogo hiperboli¢ne sisteme zakona
odrzanja. Trazili smo reSenja Rimanovog problema u obliku jednostavnog ta-
lasa. U tu svrhu smo koristili pojmove razredujuce krive, prirodno nelinearnih i



linearno degenerisanih parova. Da bi se postigla jedinstvenost reSenja i ovde se
uvode razni entropijski uslovi. Definisano je 1 entropijsko reSenje 1 dokazano je
da je to reSenje odgovarajuceg zakona odrzanja.

U drugom poglavlju je dat kratak pregled Kolomboove teorije uopsStenih funkci-
ja, sa osvrtom na problem mnozZenja distribucija, koji je inspirisao nastanak Kolom-
boovih algebri. IzloZene su osobine specijalne Kolomboove algebre, ¢ije elemente
zovemo uopStenim funkcijama. DefiniSu se pojmovi umerenih i nula funkcija 1
objasnjeno je na koji nacin se prostori glatkih funkcija, distribucija, distribucija
sa kompaktnim nosa¢em i temperiranih distribucija utapaju u prostor uopstenih
funkcija.

Treée poglavlje je posveéeno reSavanju skalarnog zakona odrzanja u Kolom-
boovoj algebri. Radimo u algebri koja je modifikovana u odnosu na specijalnu
algebru iz drugog poglavlja, ali tok konstrukcije ove modifikovane algebre prati
Semu izloZenu u prethodnom poglavlju. Posebno se posmatraju slucajevi kada je
fluks - funkcija nezavisna od prostorne pormenljive i kada je fluks - funkcija ek-
splicitno zavisna od prostorne promenljive. U oba slucaja se dokazuje egzistencija
i jedinstvenost uopstenih reSenja, uz date pretpostavke o pocetnom uslovu i fluks
- funkciji. Za dobijanje klasi¢nih reSenja smo koristili Duhamel -ov princip.

Na kraju Zelim da izrazim zahvalnost svom mentoru, dr Jeleni Aleksi¢, na
savetima, uputstvima, strpljenju. Bez njene pomoci rad ne bi imao sadasnji ob-
lik. Zahvaljujem se i dr Stevanu Pilipovicu i dr Marku Nedeljkovu, ¢lanovima
komisije za odbranu ovog rada.

Novi Sad, 2011 Ivana Vojnovié
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Poglavlje 1

Zakoni odrzanja - klasiCna reSenja

1.1 Motivacija

Primer 1.1.1 ( Burgersova' jednacdina) Posmatrajmo pocetni problem za Bur-
gersovu jednacinu, kvazilinearnu jednacinu prvog reda oblika

{uéﬁﬁ?ﬁﬁ

Ova jednacina predstavlja model za kretanje talasa, gde je u(x,t) visina talasa u
tacki x i trenutku t. Ako je ¢ (x) < 0 moZe se desiti da se projektovane karakteris-
tike seku, zbog cega imamo teskocu sa definisanjem resenja iza tacke preseka. Do
ovoga dolazi zbog "lomljenja” (sudaranja) talasa, Da bismo definisali resenja
za ovaj problem moramo da odredimo kako da definisemo reSenja iza tacke gde
se projektovane karakteristike seku. Dakle, moramo da uzmemo u obzir i reSenje
koja moZda nece biti neprekidno! Kako funkcija, koja nije neprekidna, a kamoli
diferencijabilna, moZe da zadovoljava diferencijalnu jednacinu? Pre nego Sto
odgovorimo na ovo pitanje naves¢emo jos jedan primer.

Primer 1.1.2 ( Kretanje u saobracaju) Posmatrajmo ulicu koja pocinje u tacki
x1, a zavrsava se u tacki 5. Neka u(x,t) predstavlja gustinu automobila u tacki
x i trenutku t. Dakle, ukupan broj automobila izmedu tacaka x, i ro u trenutku t

iznosi o
/ u(z, t)d.
z1

Brzina promene broja automobila izmedu tacaka x1 i x5 u trenutku t je data sa

€2

p : u(z,t)dr = f(u(zy,t)) — f(u(xs,t))

Johannes (Jan) Martinus Burgers (1895 - 1981), holandski fizicar



gde [ predstavlja brzinu protoka automobila koji ulaze u ulicu i onih koji izlaze iz
ulice. Pretpostavljajuci da su v i f C* funkcije vidimo da je

/ P sl t)dr = flulrnt)) — flulza, 1))

Odavde dobijamo

L [ ot = L) = )

xr1

odnosno
u = —[f(u)].

kad x5 — x1. Drugim recima, velicina u nije ni stvorena ni unistena, totalna
koli¢ina veli¢ine u, koja je sadriana unatar datog intervala |xi, 5], se menja
samo zahvaljujuci protoku u preko granicnih tacaka.

1.2 Slaba reSenja, Rankin - Igonoov uslov

U ovom odeljku ¢emo se baviti poCetnim problemom za skalarne zakone
odrZanja u jednoj prostornoj dimenziji

{ u + [F(u)]: =0, (z,t) €R x (0,00)
u(z,0) =¢(x), z€R (1.1)

Funkcije F/ : R — Ri¢ : R — Rsudate,au : R X [0,00) — R je nepoznata,
u = u(z,t). UPrimeru (1.1.1) smo naglasili da u opStem slucaju ne postoji glatko
reSenje problema (1.1). Neka je u € C'(R x [0, 00)) resenje pocetnog problema
(1.1). Neka je v funkcija sa slede¢im osobinama

v:R x [0,00) — R je glatka
v ima kompaktan nosac (1.2)

Funkciju v zovemo test funkcijom. Skup svih test funkcija iz R x [0,00) u
R oznaavamo sa C3°(R x [0,00);R). Pretpostavimo da je u glatka funkcija i
pomnozimo jednadinu u; + [F'(u)], = 0 sa v. Koriste¢i parcijalnu integraciju,
¢injenicu da v nestaje u beskonacnosti (ima kompaktan nosac) i Fubinijevu teo-
remu dobijamo



— —/ uvidrdt + [/ uvdx} li=0
O —

—0o0

F(u)v,dxdt (1.3)

(uvy + F(u)v,)dxdt

Vidimo da je
/00/00 (wvy + F(u)v,)dxdt + /00 é(x)v(z,0)dz = 0. (1.4)
0 J—o0 —c0

Poslednju jednakost smo izveli uz pretpostavku da je u glatko reSenje za (1.1).
No, ¢ak i ako funkcija u koja zadovoljava (1.4) nije glatka, ali jeste ogranicena,
zvaéemo je slabim reSenjem, odnosno uvodimo sledecu definiciju.

Definicija 1.2.1 KaZemo da je uw € L>®(R X (0,00)) (u je do na skup mere nula
ogranicena funkcija) slabo reSenje za (1.1), ako jednakost (1.4) vaZi za sve test
funkcije v, tj. v € C§°(R % [0,00); R).

Na osnovu prethodnih razmatranja vidimo da vazi sledeca teorema

Teorema 1.2.2 Ako je u klasicno reSenje za (1.1), onda je u slabo reSenje za
(1.1).

Kao $to smo ve¢ napomenuli, pojam slabog reSenja dopusta i reSenja u koja nisu
neprekidna. Ipak, postoje odredena ogranicenja kada je u pitanju vrsta prekida
ovih reSenja.

Na primer, pretpostavimo da je u slabo reSenje za (1.1) i da u ima prekide duz
glatke krive x = £(t) i da je u glatko sa obe strane krive. Neka je v~ (z, t) grani¢na
vrednost od u ka (, t) sa leve strane, a u™ (x, t) grani¢na vrednost od u ka (x, t) sa
desne strane. Tvrdimo da kriva z = £(t) nije proizvoljna, ve¢ da postoji relacija
izmedu z = £(t), u” iu™.



Slika 1.1: Rankin - Igonoov uslov

Teorema 1.2.3 Ako je u slabo resenje za (1.1) tako da u ima prekide duZ krive
x = &(t), onda uw mora da zadovoljava uslov

u- —ut

gde je u™(x,t) granicna vrednost od u ka (x,t) sa leve strane, a u™ (z, t) granicna
vrednost od u ka (x,t) sa desne strane.

Dokaz.
Ako je u slabo reSenje za (1.1), onda

/OOO/(:(uvt + F(u)v,)dzdt + /Z o(z)v(z,0)dz =0

za sve funkcije v € C§°(R x [0, 00); R). Defini§imo
Q7 ={(z,t): 0 <t <o0,—00 <z <L)}
OF = {(2,t) : 0 <t <00,&(t) < ¥ < +o0}

1. Prvo izaberimo test funkciju v sa nosatem u 2. Tada (1.4) postaje

0= /OO/OO (uvy + F(u)v,)dzdt

oo oo (1.6)
= —/ / (ur + F(u),)vdzdt,

0 —00

pri ¢emu je parcijalna integracija dozvoljena zato $to je u klase C* u Q™ iv
nestaje u okolini granice od €2~. Identitet (1.6) vazi za sve test funkcije sa
nosacem u {2~, pa imamo da u 2~ vazi
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w4 F(u)y =0 (1.7)

Sli¢no dobijamo da u Q7 takode vazi u; + F(u), = 0.

2. Izaberimo sada test funkciju v koja ne nestaje duz krive z = £(¢). Ponovnom
primenom (1.4) izvodimo

0 = // uvy + F(u)v,dxdt
0 J—-o0

_ / / vy + F(u)opdadt (1.8)

+// wvy + F(u)v,dxdt
O+

Posto v ima kompaktan nosa¢ i prema (1.7) imamo

// woy + F(u)v,dedt = — //(ut + F(u),)vdxdt

(1.9)
+/ (u e + F(u™ )ury)ds = / (u"vve + F(u™ oy )ds
z=¢(t) z=¢(t)

gde je v = (11, 15) spoljasnja jedini¢na normala na Q™.

Sli¢no dobijamo

// uvy + F(u)vgdrdt = —/ (uTovy + F(u™)ovy )ds
O+

z=£(t)

Ako saberemo poslednju jednakost sa (1.9) i iskoristimo (1.8) dobijamo
/ (F(u) = F(u)vs + (u= — uwHwafods = 0.
z=£(t)
Posto je ovo tacno za sve test funkcije v imamo
(Flu™) = FuM)v + (u” —u)ry =0
Sto implicira

Fu™) = Fu®)
u~ —ut oy




Kriva z = £(t) ima nagib koji je jednak recipro¢noj vrednosti normale na
krivu, tj.
dt

1
dl’ f() 1/27

odnosno
F(u™)— F(u") EZE

u~ —ut I

Sto smo 1 hteli da dokazemo.

Radi kra¢eg oznacavanja definiSemo

[[u]] = v~ — ut = skok od u preko krive prekida
[F(u)]] = F(u™) — F(u") = skok od F(u) preko krive prekida
o = £ (t) = brzina krive prekida

Dakle, u Teoremi 1.2.3 smo dokazali da je

[F(w)]] = o[u]] (1.10)
duz krive prekida. Uslov (1.10) zove se Rankin - Igonoov uslov?.

Primer 1.2.4 (Udarni talasi)
Posmatrajmo pocetni problem za Burgersovu jednacinu
w +[%], =0, (2,t) €Rx (0,00)
u(z,0) = ¢(x), r €R (1.11)

sa pocetnim uslovom
1, <0
plr)y=¢ 1—z, O<z<l

1.12
0, x>1 ( )

Koristéemo metodu karakteristika da bismo pokuSali da resSimo ovu jednacinu.
Ako su pocetni uslovi

t(r,0) =0
x(r,0) =
z2(r,0) = ¢(r)

ZWilliam John Macquorn Rankine (1820 - 1872), skotski fizi¢ar; Pierre-Henri Hugoniot (1851
- 1887), francuski matematicar i fizicar; zbog toga u nastavku piSemo RH - uslov

10
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Slika 1.2: Formiranje udarne krive

vidimo da je reSenje dato sa

t=s
r=0o¢(r)s+r
z=¢(r)

gde je v € R parametar, odakle dolazimo do reSenja za (1.11) u implicitnom
obliku
u = ¢(x — ut).

Bilo koje glatko reSenje za (1.11) i (1.12) je konstantno duz projektovanih karak-
teristika, v = ¢(r)t + r. Vidimo da je zar < 0, ¢(r) = 1, a odavde zakljucujemo
da su projektovane karakteristike date sa v = t+r, za —oo < r < 0, iu(z,t) =1
duZ ovih krivih. Za 0 < r < 1, ¢(r) = 1 — r i projektovane karakteristike su date
sax = (1—r)t+r, Duz ovih krivih je u(z,t) = z(r,s) = 1—r = (1—z)/(1—1).
Konacno, zar > 1, ¢(r) = 0, pa su projektovane karakteristike date sa x = r i
u = 0. Dakle, zat < 1 reSenje je definisano sa

1, r<t,0<t<1
u(r,t) = =%, t<r<1,0<t<1

(1.13)
0, x>1,0<t<l1

Ipak, zat > 1 ove metoda nam ne pomaze posto se projektovane karakteristike
seku. Vise nemamo klasicno resenje. Kako da definisemo v zat > 1?

Na osnovu Teoreme 2 znamo da reSenje mora da zadovoljava Rankin - Igonoov
uslov. Cilj nam je da definisemo krivu x = £(t) tako da je u = 1, ako je x < £(t)
iu =0, ako je x > £(t), odnosno da je v~ = 1, u™ = 0. Sada iz Rankin -
Igonoovog uslova zakljucujemo da je



Dodatno, Zelimo da kriva sadrZi tacku (x,t) = (1,1). Odavde dobijamo da je
T = % Dakle, zat > 1 imamo

1 T < t+1
u(z,t) = { ’ 2
0, x> % (1.14)

ReSenje u definisano sa (1.14) je klasic¢no reSenje sa svake strane krive x(t) = %
i u zadovoljava RH uslov, pa je u slabo reSenje za (1.11), ako jet > 1.

1.3 Entropijski uslov

Primer 1.3.1 Ponovo posmatramo pocetni problem (1.11) sa pocetnim uslovom
0, <0

¢(r) = { 1 250 (1.15)

Ako primenimo metod karakteristika videcemo da ovog puta nece doci do nji-
hovog presecanja, ali ipak imamo problem posto nemamo dovoljno informacija
za oblast {0 < x < t}.

Y

Slika 1.3: Karakteristi¢ne krive

Neka je
0, z<
1, z>

ui(z,t) = { (1.16)

Lako se proverava da RH uslov vaZi i da je u slabo resenje za (1.11). Medutim,
mozZemo da definisemo i drugo resenje na sledeci nacin

SIS

0, <0
us(z,t) =9 7, 0<x<t (1.17)
1, >t

12



Primetimo da je us neprekidno resenje za (1.11). Funkcija us se zove razredujuéi

talas.

Slika 1.4: Prvo reSenje

Dakle, vidimo da u opstem slucaju slaba reSenja nisu jedinstvena. Ako pret-
postavimo da medu nadenim reSenjima ima i onih koja su fizicki neprihvatljiva,
postavlja se pitanje da li postoji kriterijum pomocu kog moZemo da ih iskljucimo
i da obezbedimo jedinstvenost resenja.

Slika 1.5: Razredujudi talas

Posmatrajmo ponovo skalarni zakon odrZanja u obliku
up + F(u), = 0.

Resenje u, ako je glatko, ¢e biti konstanto duZ projektovanih karakteristika i brzina

reSenja u je data sa
de /

— = F (u).

g (u)

13



Kroz prethodne primere smo videli da dolazi do problema presecanja karakter-
istika 1 prekida reSenja ako se pomeramo “napred” po vremenskoj promenljivoj.
Ipak se nadamo da je moguce da nece doci do njihovog presecanja ako poénemo
od neke tacke u R x (0, 0o) i ako idemo “nazad” po vremenskoj promenljivoj, duz
karakteristika. Drugim re¢ima, posmatrajmo po delovima glatka slaba reSenja za
(1.1) sa osobinom da pri kretanju unazad” po vremenskoj promenljivoj ne¢emo
naici na krive prekida za u.

Pretpostavimo da na nekoj tacki krive prekida C' reSenje u ima razliCite leve i
desne limese, u~ i u™ i da se karakteristike sa leve i desne strane seku u ovoj tacki
krive C'. U Primeru 1.2.4. smo videli da se pocCetni talas sa leve strane kretao brze
od talasa sa desne strane (za Burgersovu jednacinu brzina reSenja u je dx/dt = u,
pa se visi talasi krecu brze od nizih, odnosno, preciznije, talasi veCe amplitude
se krecu brze od talasa manje amplitude). Posledica ovakvog kretanja talasa je
nastajanje krive prekida. U Primeru 1.3.1. talas sa desne strane se krece brZze.
Zbog toga reSenje u, prihvatamo kao fizicki relevantnije.

Na osnovu prethodnih razmatranja zaklju¢ujemo da nam odgovara da vazi uslov

F'(u™) >0 > F(u'") (1.18)

Poslednji uslov je poznat kao uslov entropije. Kriva prekida za v je udarna kriva
ako u zadovoljava RH uslov i entropijski uslov.

1.4 Formula Laks - Oleinik, Rimanov problem

U ovom odeljku ¢emo pokusati da dobijemo formulu za slabo resenje pocetnog
problema (1.1) uz pretpostavku da je fluks funkcija F uniformno konveksna. F' je
uniformno konveksna ako postoji konstanta # tako da je F”" > 6 > 0, §to znaci da
je F’ strogo rastuca. Posto je F’ pod ovom pretpostavkom i sirjektivna funkcija

koristicemo oznaku G := (F’)~! Neka je, bez umanjenja opstosti, F'(0) = 0. Za
g € L*(R) definiSimo

W) = [ g(y)dy,z € R (1.19)
Neka je

w(z,t) := minyey {tF* (%) + h(y)} (1.20)

14



Sa F'* je oznalena LeZandrova transformacija od ' koja je definisana na sledeéi
nacin
F*(p) := sup{p-q — F(q)}
qeER™

pri emu je p € R™.

Moze se pokazati® da je w jedinstveno slabo resenje za sledeéi pocetni problem
(Hamilton - Jakobijeve jednacine)

wy + F(w,) =0, (x,t) € R x (0,00)
{w:h, TER,t=0 (1.21)

Pretpostavimo da je w glatko i diferencirajmo pretodnu jednacinu po promenlji-
voj x. Tada dobijamo
wyt + Fw,), =0, (x,t) € R x (0,00)
{wl,:g, reER,t=0

Ako je w, = u zakljuCujemo da u reSava problem (1.1). ReSenje w u opStem
slucaju nije glatko, ali se moZe pokazati da je w skoro svuda diferencijabilno.
Stoga imamo sledecu formulu

u(x,t) == % [ mingeq {tF* <%) + h(y)H (1.22)

koja je definisana za skoro sve (x,t). Sledecu teoremu navodimo bez dokaza.
Zainteresovane Citaoce upuéujemo na [2], poglavlja 3.3 1 3.4.

Teorema 1.4.1 ( Laks - Oleinik* formula) Pretpostavimo da je F : R — R
glatka, uniformno konveksna funkcija i da g € L*°(R). Tada vaZi

1. Za svako t > 0 postoji za sve osim za najvise prebrojivo mnogo vrednosti
x € R jedinstvena tacka y(z,t) tako da je

win {7 (“Y) 4 ()} = e (CAED) ).

YyER

2. Preslikavanje x — y(x,t) je neopadajuce

3. Za svako t > 0 funkcija u definisana sa (2.22) je

ule,t) = G (=4 (1.23)

za skoro sve (z,1t).

3pogledati [2], poglavlje 3.3
40Olga Arsenievna Oleinik (1925 - 2001), ruski matematicar; Peter David Lax (roden 1926),
americki matematicar
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Teorema 1.4.2 Pod pretpostavkama Teoreme 1.4.1., funkcija u definisana sa (1.23)
je slabo reSenje pocetnog problema (1.1).

Dokaz. Neka je
w(z,t) = min {tF* (g) + h(y)}

YyER

Moze se pokazati ([2], na strani 127 je dokazana LipSic neprekidnost, pa se pri-
menom Rademajherove teoreme dobija da je LipSic neprekidna funkcija difer-
encijabilna skoro svuda) da je ovako definisana funkcija w LipSic neprekidna,
diferencijabilna za skoro sve (z,t) i da je reSenje za pocetni problem

wy + F(w,) =0, zaskorosve(z,t) € R x (0,00)
w = h, rERE=0 (1.24)

Neka je v proizvoljna test funkcija. Pomnozimo jednacinu w; + F'(w,) = 0 sa v,.
Dobijamo

0= [, [w + F(wy)]v dadt. (1.25)

Qdatle izvodimo

// wvdrdt = —// wvmdxdt—/ wWdx|i—o
0 — 0 —00 —00
= // wwvtdxdt—i—/ wvdx|i—g
0 —00 —00

Parcijalna integracija je dozvoljena posto je preslikavanje x — w(x,t) LipSic
neprekidno, pa i apsolutno neprekidno, za svako ¢t > 0. Isto tako je i preslikavanje
t — w(x,t) apsolutno neprekidno za svako = € R. Kako je w(z,0) = h(z) =
I5 9(y)dy i wy(x,0) = g(x) za skoro sve x. Dobijamo

// wivtdmdt:// wxvtdxdt+/ gudx|i—p-
0 —00 0 —00 —00

Ako ovaj identitet uvrstimo u (1.25) i uzmemo u obzir da je u = w, skoro svuda
dobijamo izraz (1.4), $to smo i hteli da dokaZemo. |

1.4.1 Slaba reSenja, jedinstvenost

Ve¢ smo videli da slaba reSenja za (1.1) u opStem slu¢aju nisu jedinstvena.
Da bi se pokazalo da Laks - Oleinik formula daje “tacno” (fizicki prihvatljivo)
reSenje za (1.1) moramo prvo da ustanovimo da li to reSenje zadovoljava neki
oblik entropijskog uslova.
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Lema 1.4.3 (Jednostrani uslov skoka) Pod pretpostavkama Teoreme 1.4.1. pos-
toji konstanta C' tako da funkcija u definisana formulom Laks - Oleinik (1.23)
zadovoljava nejednakost

u(r + z,t) —u(z, t) <

¢,
: (1.26)

zasvet >0ix,z €R, z> 0.

Definicija 1.4.4 Nejednakost (1.26) zovemo LO (Lax - Oleinik) - entropijski uslov.

Napomena 1.4.5 Iz (1.26) sledi da je za t > 0 funkcija v + u(z,t) — Sz

nerastuca i da zato ima levi i desni limes u svakoj tacki. Zato i x — u(x,t)
ima levi i desni limes u svakoj tacki i vazi u=(x,t) > u*(x,t). Vidimo da pocetni
oblik entropijskog uslova vaZi u svakoj tacki krive prekida.

Dokaz Leme 1.4.3.

Za raCunanje minimuma u (1.23) treba da uzmemo u obzir one tacke y za koje
je |%%| < C za neku konstantu C' (za dokaz videti [2], strane 121 - 130). Stoga
moZemo da pretpostavimo da je G Lipsic neprekidna.

Kako su G = (F')~' i y(-,t) neopadajuce imamo

e
> G<$_y(xt+z’t)>zaz>0
S G<x+z —y(x+z,t)) _ Lip(G)z
- t . t
= u(x—l—z,t)—w.

Napominjemo da je za LipSic neprekidnu funkciju f, Lip(f) definisano sa
Lip(f) = sup,, @)=t .

lz—yl
Definicija 1.4.6 KaZemo da je funkcija u € L>®(R x (0,00)) entropijsko resenje
za pocetni problem

{ut—l—[ ()]s (x,t) € R x (0,00)
(x,0) = (x), r ER (1.27)
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ako vaZi

/0 / (uvy + F(u)v,)dzdt + / g(z)v(z,0)dz = 0. (1.28)
za sve test funkcije v : R x [0,00) — R, i

u(z + z,t) —u(x,t) < C(1+%)Z (1.29)

za neku konstantu C > 0 i za skoro sve x,z € R, t > 0iz > 0.

Teorema 1.4.7 (Jedinstvenost entropijskih resenja)
Pretpostavimo da je F' konveksna i glatka funkcija. Tada postoji najvise jedno
entropijsko reSenje za (1.27), do na skup mere nula.

Dokaz izostavljamo i upuéujemo zainteresovane na [2], strana 151. Primenu ove
teoreme ¢emo videti veé u sledecem odeljku, u kom reSavamo Rimanov problem.

1.4.2 Rimanov problem

Pocetni problem (1.1) sa po delovima glatkim i konstantnim pocetnim uslovom
(z) = u, <0

9\ = ut, >0 (1.30)

se zove Rimanov® problem za skalarni zakon odrzanja. Ovde su v~,u" € R

levo i desno poCetno stanje, redom, u~ # u*. Pretpostavljamo i dalje da je F'

uniformno konveksna i C* funkcija i koristimo oznaku G = (F’)~!. Tada je uslov
(1.18) ekvivalentan sa

um >ut (1.31)
duz krive prekida.

Teorema 1.4.8 (ReSenje Rimanovog problema)

1. Ako je u= > u™, onda je jedinstveno reSenje Rimanovog problema (1.1),
(1.30)

>Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866), nemacki matematicar
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_Ju, <o
Maﬂ—{lm ts g (1.32)
gde je
Flu™) — F(u"
o= () () (1.33)

u~ —ut

2. Ako jeu™ < u™, onda je jedinstveno reSenje Rimanovog problema

u", ¥ <F'(u7)
u(z,t) =4 G(%), F'(u") <% <F'(u")
A (1.34)

Napomena 1.4.9 U prvom slucaju su stanja v~ i u™ razdvojena udarnim talasom
sa konstantnom brzinom o. U drugom slucaju su odvojena razredujucim talasom.

Dokaz Teoreme 1.4.8.

1. Pretpostavimo da je u~ > u™. Jasno, u definisano sa (1.32) i (1.33) je slabo
reSenje nase jednacine. Zbog (1.33) vazi RH uslov. Primetimo da je

Flut) < o = L0 = Fl) :][u F'(r)dr < F'(u™).

u~ —ut +

Posto je u~ > w* i F je konveksna entropijski uslov takode vazi. Jedin-
stvenost sledi iz Teoreme 1.4.7. Koristili smo oznaku

fB(w) fdy = W fB(w) fdy, gde je a(n) zapremina jedini¢ne lopte u
R"™.
2. Pretpostavimo da je v~ < w*t. Prvo moramo da proverimo da je u defin-

isano sa (1.34) reSenje zakona odrZanja u oblasti { F'(u™) < 7 < F'(u™)}.
Da bismo to potvrdili odgovori¢emo na pitanje kada je funkcija u oblika

u(z,t) =v(=)

t
redenje za (1.1)°. Ratunamo

u+ F(u), = wu+ F'(u)ug
- /<x1)t
= ()3l }

reSenje ovakvog oblika zovemo samosli¢no reSenje

6
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Ako pretpostavimo da je v # 0 (odbacujemo trivijalna reSenja), zakljucuje-

mo da je F'(v(§)) = 7.
s =+(2) =0(()

t
Dakle
je reSenje za zakon odrZanja. Vidimoidajev(}) = u™ akojex/t = F'(u™)
islitno v(7) = u™, akoje x/t = F'(u").
ZakljuCujemo da je rezredujudi talas u definisan sa (1.34) neprekidan na
R x (0,00) i da je reSenje jednacine u; + F'(u), = 0 u svakoj od oblasti
definicije. Stoga se lako proverava da je u slabo reSenje za (1.1) i (1.30).
Posto, kao Sto smo ve¢ rekli, moZemo da pretpostavimo da je G LipSic
neprekidno imamo

u(z + z,t) —u(x,t) = G(x—:2> —G(%) < LZ'JUiG)Z7

ako je F'(u™)t < x < x + z < F'(u™)t. Iz ove nejednakosti sledi da u
onda zadovoljava uslov entropije. Jedinstvenost je onda posledica Teoreme
1.4.7. n

1.5 Sistemi zakona odrzanja

U ovom odeljku glavni objekat proucavanja Ce biti sistem zakona odrzanja. U
najopstijoj situaciji cilj nam je da istrazimo vektorsku funkciju

u=u(z,t) = (u(x,t),...,up(x,t),x €R"

¢ije komponente su gustine raznih konzervisanih veli¢ina u nekom fizickom sis-
temu koji se proucava. Ako je data ogranicena oblast U C R™ primecujemo da
integral

/ u(z,t)dx (1.35)
U

predstavlja ukupnu koli¢inu ovih veli¢ina u U u trenutku ¢. Zakon odrzanja kaze
da je brzina promene u okviru U kontrolisana fluks funkcijom F' : R™ — M™*",
koja utice na brzinu gubitka ili porasta od u kroz OU, gde je M™*™ prostor realnih
m X n matrica. Drugacije reCeno
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gde je v jedini¢na spoljasnja normala na U. 1z prethodnog identiteta zaklju¢ujemo

/ut(aj,t)dx: —/ F(u)vdS = —/divF(u)d:E. (1.37)
U ouU U

Kako je oblast U bila proizvoljna izvodimo sledeci poCetni problem za opsti sis-
tem zakona odrzanja

ug + divF(u) =0, naR" x (0,00)
u=g, uR" x {t =0} (1.38)

Nadalje ¢emo posmatrati pocetni problem za sistem zakona odrZanja u jednoj
prostornoj dimenziji.

u + F(u), =0, uR x (0,00)
u=yg, uR x {t =0} (1.39)

gdesu FF:R™ - R™ig:R — R™dateiu: R X [0,00) — R™ je nepoznata,
u=u(x,t)

1.5.1 Slaba reSenja

Slededi ideje iz prethodnog odeljka pretpostavimo da v € C§°(Rx [0, 00); R™),
odnosno
v: R x [0,00) = R™ je glatka
{ v ima kompaktan nosa¢, v = (v1, ..., Up) (1.40)

Ako pretpostavimo da je u glatka i skalarno pomnozimo jednadinu u;+ F'(u), = 0
sa v dobijamo

/ / (uvy + F(u)v )dxdt + / g(z)v(z,0)dz = 0. (1.41)
0 J—o0 —c0
Uvodimo sledecu definiciju

Definicija 1.5.1 KaZemo daje u € L°(R x (0,00);R™) slabo reSenje za pocetni
problem (1.39) ako jednakost (1.41) vaZi za sve test funkcije v, tj. v € C§°(R X
[0, 00); R™)

Pretpostavimo da imamo slabo resenje od (1.39) koje je glatko sa svake strane
krive C, duZe koje u ima prekide. Neka je V' C R x (0, 00) neka oblast u kojoj
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lezi kriva C' i neka su V; i V,. ”leva” i ”desna” strana ove oblasti u odnosu na
C. Ako pretpostavimo da je u glatka sa svake strane krive C' ponovo moZemo
pokazati da vazi Rankin - Igonoov uslov. Dokaz je analogan dokazu u skalarnom
slucaju do dela kada zakljucujemo da je

(F(w) — Fup)n + (v — up)ve =0

Posto sada radimo sa vektorima dokaz moramo da modifikujemo. Pretpostavimo
da je C' data parametarski u obliku {(z,t)|x = s(¢)} za neku glatku funkciju
s : [0,00) — R. MoZemo da uzmemo da je v = (11, 15) = (1 + §2)72(1, —3).
Stoga imamo

(F'(uw) = F(uy) = $(u = uy)

u V, duz krive C'. Kao i pre, uvodimo oznake
u]] = w; — u, = skok od u preko krive prekida

[[u]
[[F(u)]] = F(u) — F(u,) = skok od F(u) preko krive prekida ,
o = § = brzina krive prekida

odnosno

[[F(u)]] = ol[u]]. (1.42)

Poslednja jednakost je poznata kao Rankin - Igonoov uslov skoka. Ne zaboravimo
da sad imamo vektorsku jednacinu.

1.5.2 Putujuéi talasi, hiperboli¢ni sistemi

Videli smo kroz primere da slaba reSenje ne moraju da budu jedinstvena. Da
bismo dobili jedinstvenost moramo da pretpostavimo dodatne uslove, kao Sto je
entropijski uslov. Zato o¢ekujemo da ¢emo imati sli¢ne pretpostavke i za sisteme.

Posmatrajmo prvo Siru klasu semilinearnih sistema koji imaju nedivergentan
oblik

u + B(u)u, =0, uR x (0,00) (1.43)

gde je B matrica, B : R™ — M™*™. Za glatke funkcije ovaj sistem je ekvivalen-
tan sa sistemom oblika (1.39) pri ¢emu je

F\ ... Fl

B=DF = oo :

Zm
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Pokusa¢emo da nademo reSenja koja su u obliku “putujuceg talasa”

u(z,t) =v(x —ot), z€R (1.44)

gde v : R — R™io € R treba da se odrede. Zameni¢emo (1.44) u (1.43) da
bismo dobili jednakost

—ov' (z — ot) + B(v(x — ot))v'(x — ot) =0 (1.45)

Primetimo da iz (1.45) vidimo da je o karakteristi¢ni koren matrice B(v) koji
odgovara karakteristi¢cnom vektoru v’. Ovo nas navodi na zakljucka da ako Zelimo
da nademo reSenja u obliku talasa, onda nam treba neka vrsta pretpostavke o hiper-
boli¢nosti koja se odnosi na karakteristicne korene matrice B.

Definicija 1.5.2 Ako su za svako z € R™ karakteristic¢ni koreni od B(z) realni i
razliciti, sistem (1.43) je strogo hiperbolican.

Napomena 1.5.3

1. Za svako k = 1,...,m sa r; oznacavamo odgovarajuci karakteristican
vektor (razlicit od nule) tako da vaZi

B(2)r(2) = Au(2)ri(2) (1.46)

Zbog pretpostavke o strogoj hiperbolicnosti vektori r.(z), k = 1,...,m su
vektori baze, za svako z € R™.

2. Posto matrica i njena transponovana matrica imaju isti spektar za svako
k = 1,...,m uvodimo karakteristican vektor l;,(2) za matricu B(z)" koji
odgovara karakteristicnom korenu \,(z) Dakle,

B(2)"l(2) = M(2)lk(2) (1.47)
Sto obicno pisemo u obliku

Ik(2)B(z) = \e(2)1k(2) (1.48)

Vektore [y, (z) zovemo levim karakteristicnim vektorima, a vektore ri(z) des-
nim k=1,...,m.

Primetimo da je l;(z) - r(2) =0za j # k
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Moze se pokazati da je pojam stroge hiperboli¢nosti nezavisan od koordinata.
Vazi i sledeca teorema.

Teorema 1.5.4 (Zavisnost karakteristicnih korena i karakteristicnih vektora od
parametara).
Pretpostavimo da je matrica B glatka i strogo hiperboli¢na. Tada

1. karakteristi¢ni koreni \y(z) glatko zavise od z € R™.

2. Karakteristi¢ne vektore ri,(2) i ly(z) moZemo izabrati tako da glatko zavise
od z € R™ i zadovoljavaju

re(2)] = 1,l(2)] = 1,
k=1,....m.

1.5.3 Rimanov problem za sisteme zakona odrZanja

Ponovo razmatramo Rimanov problem, ali sada za sistem zakona odrzanja

ur+ F(u), =0 uR x (0,00), (1.49)
sa po delovima glatkim, konstantnim pocetnim uslovom

_J w akox <0
| u, akoz > 0.

Ovaj pocetni problem nazivamo Rimanov problem. Vektore w; i u,, zovemo levim
1 desnim pocetnim stanjem, redom.

Jednostavni talasi

Trazi¢emo reSenja koja imaju specijalan oblik. Ovaj postupak smo vec koristili
kad smo trazili reSenje oblika u(z,t) = v(x — ot). Sada traZimo jednostavne
talase. To su reSenja problema (1.49) oblika

u(z,t) =v(w(z,t)), z€R (1.50)

gdev:R—=R™ v = (v1,...,0,)1w:RX[0,00) — R treba da se odrede. Ako
zamenimo (1.50) u (1.49) dobijamo

(w) + DF(v(w))o(w)w, =0 (1.51)
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Ako uzmemo u obzir (1.46) sa B = DF vidimo da ¢e (1.51) da vazi ako je za
neko k € {1,...,m} w reSenje jednacine

wy + Mg (v(w))w, =0 (1.52)

1 ako je v reSenje ODJ

0(s) = ri(v(s)) (1.53)

pri ¢emu je - = %. Ako prethodne dve jendakosti vaze, funkciju u definisanu sa
(1.50) zovemo k - jednostavan talas. Dakle, (1.53) je ODJ za vektorsku funkciju
v. Kad nademo v, jednakost (1.52) je skalarni zakon odrZanja za w.

Da bismo odredili uslove pod kojima je moguée primeniti konstrukciju (1.50)—
(1.53) kako bismo dobili neprekidno reSenje © moramo da ispitamo ODJ (1.53).

Definicija 1.5.5 Za fiksiran vektor zo € R™ definiSemo k -tu razredujucu krivu
kao integralnu krivu vektorskog polja 1, kroz zo. Oznacavamo je sa Ry (zp).

Ako je reSenje v ODJ odredeno, jednacinu (1.52) reSavamo kao skalarni zakon
odrZanja u obliku

wi + Fi(w), =0 (1.54)
A = [ (u(B)di (1.55)
Tada imamo
Fi(s) = Ai(v(s)), (1.56)
FY'(s) = DAp(v(s)) - 9(s) = DAp(v(s)) - rx(v(s)). (1.57)

Na osnovu poslednje jednakosti zaklju¢ujemo da ¢e funkcija Fj biti konveksna
ako je
DXp(2) - ri(2) > 0

i konkavna ako je
Di(z) - re(2) <0

pri ¢emu z € R™. Funkcija F}, je linearna ako vazi

DX.(2) -1mi(2) =0
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Uvodimo sledeéu definiciju

Definicija 1.5.6

1. KaZemo da je par (\i(z),1(2)) prirodno (stvarno) nelinearan ako je

DAi(2) - ri(2) #0 (1.58)

za sve z € R™.

2. KaZemo da je par (\i(2),rr(z)) linearno degenerisan ako je

DXe(2) -7mi(2) =0 (1.59)

za sve z € R™.

Ako je par (Mg, %) prirodno nelinearan piSemo

R} (20) :={z € Ri(20) | Me(2) > Mi(20)}

R (20) = {2z € Ri(20) | Me(2) < Mi(20)}
Tada je

Rk<Z0) = R;;(ZO) U {Zo} U RI; (Zo)
Razredujudi talasi

Teorema 1.5.7 ( Egzistencija k - razredujucih talasa) Pretpostavimo da je za neko
Ee{l,....,m}

1. par (\g,ry) prirodno nelinearan i
2. u, € R (w)

Tada postoji neprekidno slabo reSenje w Rimanovog problema (1.49), koje je k
- jednostavan talas i koje je konstantno duZ linija koje prolaze kroz koordinatni
pocetak. ReSenje u zovemo k - razrediujuci talas.
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Slika 1.6: k - razredujudi talas

Dokaz. Neka su w; i w, € R takvi da je u; = v(w;), v, = v(w,). Pretpostavimo
daje w; < w;.

Posmatrajmo skalarni Rimanov problem koji se sastoji od jednacine (1.54) sa
pocetnim uslovom

~J w, akox <0
| w, akox > 0.

Zbog pretpostavke 2. imamo Ap(u,) > Ag(w), tj. prema (1.56), F/(w,) >
F{(w;). Tada iz pretpostavke 1. sledi da je funkcija F}, definisana sa (1.55) strik-
tno konveksna. Sada mozemo da primenimo Teoremu 1.4.8. za skalarni Rimanov
problem (1.54) sa gornjim pocetnim uslovom, ¢ije jedinstveno slabo reSenje je
neprekidan razredujudi talas koji povezuje stanja w; i w,.. Preciznije

wr, % < F]é('lUl)
_ z / z !
w(z,t) =9 Gp(7), §k<w1)/< i < Fi(w) (1.60)
Wy t > Fk(wr)

gde je Gy = (F])~'. Dakle, u(z,t) = v(w(x,t)), gde je v reSenje ODJ i prolazi
kroz wu;, je neprekidno slabo reSenje za Rimanov problem koji smo resavali. Slucaj
w; > w, se sliéno razmatra, posto je Fj tada konkavna. [ |

Udarni talasi, kontaktni diskontinuiteti

Da bismo imali udarni talas znamo da mora da vazi RH uslov, odnosno F(u;) —
F(u,) = o(u; — u,), o € R. Ovo nas motivise da uvedemo sledecu definiciju

Definicija 1.5.8 Za fiksirano stanje z, € R™ definisSemo udarni skup

S(z9) :={z € R" | F(2) — F(20) = 0(z — 20) za konstantu ¢ = o(z, z9) }
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Teorema 1.5.9 Fiksirajmo zy € R™. U nekoj okolini od zy, S(zy) se sastoji od
unije m glatkih krivih S(zo), k = 1,..., m sa sledecim osobinama

1. Kriva Sy (zg) prolazi kroz zy, sa tangentom ry(zy).
2. lim, ., 0(z,20) = Me(20), 2 € Sk(20)-
3. 0(z,2) = M + O(]z — 20]%), dok z — z .

Za dokaz pogledati [2], strana 583.
Moze se pokazati da krive Sy (29) i Rx(20) imaju kontakt prvog reda u tacki zo . U
slucaju linearne degenerisanosti ove krive se poklapaju.

Teorema 1.5.10 (Linearna degenerisanost) Pretpostavimo da je za neko
ke {1l,...,m} par (A, 11) linearno degenerisan. Tada za svako zy € R™ vazi

2. 0(z,20) = M(2) = M\i(20) za sve z € Si(z0).

Dokaz. Neka je v = v(s) reSenje ODJ

{ 0(s) = rx(v(s))
v(0) = 2

o

Tada je preslikavanje s — A (v(s)) konstantno i
F(o(s)) — F(z) = /0 " DF((t))o(t)dt /0 " DF(t))r(o())dt

= [ Nttty =n) [ o
= Nlo)(v(s) — 20)

|
Pretpostavimo da je (A, %) linearno degenerisan i
Uy € Sk(ul) (1.61)
Tada definiSemo slabo reSenje naSeg sistema zakon odrZanja na sledeci nacin
)y x <ot
uz,t) = { b @ > ot (1.62)

g = a(ur,ul) = )\k(ul) = )\k(ur)
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Slika 1.7: k - kontaktni diskontinuitet

Posto je Ag(u;) = M(u,) = o(u,,u;) = o projektovane kaakteristike sa obe
strane krive prekida su paralelne sa krivom prekida.
Fizicki ovu situaciju tumacimo tako Sto kazemo da Cestice fluida ne prelaze preko
prekida. Prava z = ot se zove k - kontaktni diskontinuitet.

Posmatrajmo sada slucaj kada je (A, r) prirodno nelinearan i, kao i pre

U, € Sk(ul) (163)

Ako je slabo reSenje dato sa

u x <ot
ulw,t) = { w > ot (1.64)

za
o= o(uy,u) (1.65)
vidimo da moramo da razlikujemo dva slucaja
ili
)\k(ur) > )\k(ul) (1.67)

Zbog treCe osobine iz Teoreme 1.5.9. vazi

)\k(ur) <o < )\k(ul) (1.68)

ili
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)\k(ul) <o < )\k(uT) (1.69)

Zbog analogije sa situacijom koju smo imali kod skalarnog zakona odrZanja odbaci-
¢emo nejednakost (1.69) i prihvatiti (1.68) kao fizicki relevantniju. Intuitivno
mozemo da zaklju¢imo da ¢e tada karakteristike da se seku duz krive prekida gde
se “informacije gube” i zato entropija raste. Ova interpretacija je bila matematicki
opravdana u slucaju skalarnog zakona odrzanja teoremom o jedinstvenosti za
slaba reSenja, koja je zadovoljavala ovu vrstu entropijskog uslova.

Definicija 1.5.11 Pretpostavimo da je par (i, ry) prirodno nelinearan u v;. KaZe-
mo da je par (u;, u,) dopustiv ako vaZi

u, € Sp(w) (1.70)

)\k(ur) < U(ur,ul) < )\k(ul) (1.71)

Uslov (1.71) zovemo Laksov entropijski uslov. Ako je (v, u,) dopustiv, reSenje
u definisano sa (1.64), (1.65) zovemo k - udarni talas.

Definicija 1.5.12 Ako je par (Mg, 1) prirodno nelinearan, pisemo

SF(20) :={z € Sk(20) | Me(20) < 0(2,20) < A(2)}

S,;(ZQ) = {Z € Sk(Zo) ’ )\k(Z) < O'(Z, Zo) < )\k(Z())}

Tada je u okolini z
Sk(z0) = Sy (20) U {20} U Sy (20)

Primetimo da je par (u;, u,) dopustiv ako i samo ako u, € S, (w).

Definicija 1.5.13
1. Ako je par (i, ry) prirodno nelinearan pisemo

Ti(20) = Ry (20) U {20} U Sy (20)

2. Ako je par (i, 1) linearno degenerisan pisemo

Tk(ZO) = Rk(Zo) = Sk(20>
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Usvajajuci prethodnu notaciju vidimo da stanja u; i u,, mogu da budu povezana
k - razredujuc¢im talasom, udarnim talasom ili kontaktnim diskontinuitetom ako je
w € Ti(u,).

Ako uslov u; € Tj(u,) nije ispunjen moze se pokazati da lokalno reSenje
Rimanovog problema i dalje postoji. Za u, i u; koji su dovoljno blizu cilj je da
pomerajuci se duz krivih 7T}, za razliCite vrednosti k£ povezemo u; i u, Kkoristeci
niz razredujucih talasa, udarnih talasa ili kontaktnih diskontinuiteta. Vazi sledeca
teorema([2], strana 590).

Teorema 1.5.14 (Lokalno reSenje Rimanovog problema) Pretpostavimo da je za
svako k = 1,...,m par (A, 1)) prirodno nelinearan ili linearno degenerisan i da
je stanje u; dato. Tada za svako stanje u, koje je dovoljno blizu w; postoji slabo
reSenje u Rimanovog problema, koje je konstantno duZ pravih koje prolaze kroz
koordinatni pocetak.

1.6 Entropijski uslov za sisteme zakona odrzanja

Za reSavanje Rimanovog problema smo pretpostavili da vazi Laksov entropijski
uslov

Ak(ur) < o(ur,ur) < Ag(wr) (1.72)

zaneko k € {1,...,m} koji je bio izborni kriterijum za dopustive udarne talase.
Generalno bi fizicki i matematicki korektna reSenja trebalo da budu grani¢ne
vrednosti reSenja sistema

uj + F(u)y —eus, =0 (1.73)
gdez € Rit € (0,00). Ideja je da se cu:, interpretira kao viskozni efekat
(nestajuca viskoznost). Cilj je da se proucava prethodni problem kad ¢ — 0 kako
bi se dobili opstiji entropijski uslovi.

1.6.1 Nestajuca viskoznost

Prvo trazimo reSenje paraboli¢nog sistema (1.73) koje ima oblik

u(z,t) :v<x_€at> (1.74)

gde o i v treba da se odrede. Ako zamenimo prethodnu jednakost u (1.73) vidimo
dav:R — R™, v = v(s) mora da bude reSenje ODJ
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i = —ob 4+ DF(v) (1.75)

Pretpostavimo da su u; i u, € R™ dati i dalje da je

SEIPOO,U = W SILI&U = U skrinoov =0 (176)
Tada iz (2.74) zakljuCujemo
{ w, akox < ot

i u(2,6) =3 " ko > ot (1.77)

e—0

Dakle, limes kad ¢ — 0 reSenja jednacine (1.73) daje udarni talas koji povezuje
stanja u; 1 u,..

Sada treba proveriti da li postoje o i v koji zadovoljavaju (1.75) i (1.76). Inte-
graljenjem (1.75) dobijamo

b= F(v) — ov+c (1.78)
za neku konstantu ¢ € R™. 1z (1.76) zakljuCujemo da je

F(w)—ou +c=F(u,) —ou, + ¢ (1.79)

Dakle, F'(u;) — F(u,) = o(u; — u,). Jednacina (1.78) postaje

v=F)— F(u)—ov—u). (1.80)

Pretpostavimo da je u; dato i da pokuSavamo da dobijemo reSenje koje povezuje
w; sa u,. Iz prethodne analize vidimo da u, € Sk(u;) zaneko k € {1,...,m}i

o= o(u,u) (1.81)

Teorema 1.6.1 (Postojanje putujucih talasa za prirodno nelinearne sisteme) Pret-
postavimo da je par (A, 1) prirodno nelinearan za k = 1,...,m. Stanje u,
biramo tako da bude dovoljno blizu stanju v,. Tada postoji resenje za (1.73) u
obliku putujuceg talasa koje povezuje u; i u, ako i samo ako

Uy € S,;(ul) (1.82)
zaneko k € {1,...,m}

Pretohodna teorema zahteva pretpostavku o prirodnoj nelinearnosti, ali se uz
dodatne entropijske uslove moze odbaciti (pogledati [2], strana 602 i [10], strana
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20, uvodi se tzv. Lijev uslov). Dalje ¢emo se baviti upravo entropijskim uslovima
1 njihovim uticajem na reSenja zakona odrzanja. Jedna ideja je da slabo reSenje
zadovoljava odredenje nejednakosti entropijskog tipa’.

Definicija 1.6.2 Dve glatke funkcije ® i ¥ : R™ — R zovemo entropijskim parom
za zakon odrzanja v, + F(u), = 0 ako vaZi

D je konveksna (1.83)

D®(z)DF(z) = DV(z) (1.84)
pri cemu uslov (1.83) znaci da je D*®¢; - £; > 0.
Ako pretpostavimo da je u neprekidno diferencijabilno reSenje dobijamo
O(u)y + ¥(u)y = DP(u) - ug + DY (u) - u,
= (=D®(u)DF(u) + D¥(u)) - u, =0

Vidimo da ®(u) zadovoljava skalarni zakon odrzanja sa fluksom W (u).
Pomnozimo sada jednaCinu u§ + F'(u®), = cuS, sa D®(u). Dobijamo

[ @) + [V (u)]e = eDP(u)ug, =

= [0 [P(u)] — D*®(u)uyuy)

Zbog konveksnosti je D?*®(u)u, - u, > 0. Ako poslednju jednakost pomnozimo
sa nenegativnom test funkcijom v i primenimo parcijalnu integraciju dobijamo

//(@(us)vt + U (u®)v, )dedt > —¢ //(I)(us)fumdxdt
Kako u®* — ukad ¢ — 0 sledi
//(Cb(u)vt + U(u)v,)dxdt > 0
za svaku nenegativnu test funkciju v. Sledi da je
®(u) + ¥(u): <0

(u distributivnhom smislu). Dakle, vazi

/OO/OO O (u)vy + ¥ (u)v.drdt > 0 (1.85)
0 J—-oo
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Ponovo posmatramo pocetni problem
u+ F(u), =0 uR x (0,00)
u=g uR x {t =0} (1.86)

Definicija 1.6.3 ReSenje u zovemo entropijskim reSenjem za (1.86) ako je u slabo
resenje i zadovoljava nejednakost (1.85) za svaki entropijski par (©, V).

Ponovo o¢ekujemo da fizicki prihvatljivo reSenje u bude grani¢na vrednost reSenja
u® sledeceg problema

{ ui + F(u®), =eus, uR x (0,00)

rxr

ut =g uR x {t =0} (1.87)
Pretpostavljamo da je u® glatko reSenje za (1.87) i da konvergira ka 0 kad |z| — oo
dovoljno brzo da opravda racun koji sledi. Dalje pretpostavljamo da je {u®}o<.<1
uniformno ogranien u L 1 da je

u® — u skoro svudakad ¢ — 0 (1.88)

za neku grani¢nu funkciju u (u praksi je veoma teSko proveriti ovu konvergenciju).

Teorema 1.6.4 (Entropijainestajuca viskoznost) Funkcija u je entropijsko reSenje
zakona odrZanja (1.86).

Dokaz. Izaberimo entropijski par (¢, ). Ako pomnozimo sleva (2.86) sa D®(u*)
i iskoristimo (1.84) dobija se

O(u) + ¥(u®), = eDP(u)ug,

1.89
= e®(U) e — e(D*P(u)ul) - u. (189)

Zbog konveksnosti funkcije  sledi
(D*®(uf)us) - us > 0. (1.90)

Kao i pre, mnozenjem (1.89) sa v € C§°(R x (0,00);R), v > 0, parcijalnom
integracijom i primenom teoreme o dominantnoj konvergenciji dobijamo

/00/00 S (u)vy + ¥ (u)v.drdt > 0 (1.91)
0 J—o0

Sto znaci da v zadovoljava odgovarajuce entropijske nejednakosti.
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Fiksirajmo v € C'°(R x [0, 00); R™) i skalarno pomnoZimo jednacinu (1.87)
sa v. Ponovnom primenom parcijalne integracije dobijamo

/ / U+ F )U:v + eut - Umdxdt + / g- ’Ud.fl]|t:0 = 0.

o0

Kada pustimo da ¢ — 0 zakljuujemo da je u slabo resenje za (1.86). u

Primer 1.6.5 (Metod nestajuce viskoznosti za Burgersovu jednacinu)
Posmatramo sledeci pocetni problem
uf +utul =eus, uR x (0,00)
{ ut =g uR x {t =0} (1.92)

Ako definisemo w(xz,t) == [*_u(y,t)dy i h(z) := [ g(y)dy primenom Hof -
Kolove transformacije (detaljnije objasnjenje ovog nacina reSavanja Burgersove
jednacine dato je u Primeru 3.2.10) dobijamo prvo formulu za w, a onda koristeci
da je u = w, i formulu za u°

_y —la=ul®  h(w)
foo _rtye 4ety - 23
5 _ J—o0
u (e, t) = =
f e 1=t 20 dy
—00

Uvodimo oznaku

|z —yl?
2t

Primetimo da iz prethodnih formula sledi da je u® glatka funkcija. Treba pokazati

da u® — u kad ¢ — 0. Koristicemo sledecu lemu ([2], strana 206)

K(x,y,t) =

+ h(y)

Lema 1.6.6 Neka su k,l : R — R neprekidne funkcije, da | raste najvise linearno
i da k raste bar kvadratno. Pretpostavimo da postoji jedinstvena tacka yo € R
tako da je

k(yo) = min k(y)

YER

Tada vaZi

U y)e
lim

—k(y)
e—0 ffoooe - dy

= l(yo)

Vratimo se sada formulama za u® i K(x,y,t). )

Primetimo da je K(x,y,t) = tL(*3*) + h(y), gde je L = F* za F(z) = %.

Za svako t > 0 preslikavanje y — K(z,y,t) dostize minimum u jedinstvenoj

"Eberhard Frederich Ferdinand Hopf (1902 - 1983), matematicar i astronom; Julian David
Cole (1925 - 1999), americki matematicar
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tacki y = y(x,t) za sve osim za najvise prebrojivo mnogo tacaka x. Tada lema
implicira
— t — t

lim wf (z, ) = v -yl t) _ G(LW) — u(z, 1)

e—0 t t
zaG = (F')"

Poslednja jednakost je Laks - Oleinik formula za jedinstveno entropijsko reSenje

pocetnog problema

u+ (1?/2), =0 uR x (0,00)
u=gq uR x {t =0} (1.93)
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Poglavlje 2

Kolomboove algebre uopstenih
funkcija

2.1 Mnozenje distribucija

Teorija distribucija, ¢iji osnivad je L. Schwartz!, se pokazala kao vrlo korisna
za reSavanje linearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina. Schwartz je za svoju
teoriju dobio Fildsovu medalju 1950. godine. Pokazalo se da je u nekim njenim
primenama potrebno mnoziti dve distribucije (npr., pri reSavanju nelinearnih pdj).
Mnogi matematicari su pokusSavali da nadu nacin da definiSu proizvod dve proiz-
voljne distribucije. Neki od njih su delimi¢no resili ovaj problem, ali je 1 dalje bilo
potrebno naéi potpuno resenje. Odgovarajucu teoriju je razvio J. F. Colombeau?,
radi se o teoriji uopStenih funkcija koju ¢emo razmatrati u ovom poglavlju.
Vratimo se problemu mnozenja distribucija. MnoZenje na C*° x D' ({fu, ¢) :=
(u, f¢)) je dobro definisano tako da je prirodno pretpostaviti da ¢e mnoZenje na
D’ biti ekstenzija ovog mnoZenja. Ipak, sledeéi primer pokazuje da tada mnoZenje
ne bi bilo asocijativno. VaZzi

0= (5(x) - 2) - p #6(a) - (& vp_) = b(x)

Pokusajmo da definiSemo 42 kao element prostora distribucija D’ primenom
postupka regularizacije. Za to Ce biti potreban pojam striktne delta mreZe.

Definicija 2.1.1 Pod striktnom delta mreZom podrazumevamo mreZu (p.)o<e<1,
pe € D(R™) pri demu vazi

'Laurent-Moise Schwartz (1915 - 2002), francuski matematic¢ar
2Jean-Francois Colombeau (roden 1947), francuski matematicar
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supp(pe) = 0, £ =0
lim. o [ pe(z)dz =1, >0
[ |pe(x)|dx je uniformno ogranicen po e

Vidimo da p. — 0 u D’(Q2). Neka je ¢ takva test funkcija da vazi ¢ = 1 u
okolini 0. Tada imamo

[ aroteris = [ poyis

Ako bi p? konvergirao u D’ imali bismo da je (p.)o<c<1 ograni¢en u L? i zato
ima L? konvergentan podniz. Ali tada bi vazilo da je § u L?, §to je kontradikcija.
Ovi primeri ilustruju do kakvih problema moZze do¢i pri pokuSajima da definiSemo
mnoZenje na D’. Jedan od na¢ina pomocu kojih se mnoZenje moze definisati jeste
da zamenimo jedan ili oba faktora glatkom funkcijom, §to se postize konvolucijmo
sa tzv. molifajerom, zatim da izraCunamo proizvod u D’ x C'*° ili C*° x C'*° i onda
da predemo na grani¢nu vrednost, ako je moguce.

Definicija 2.1.2 Za u,v € D’ definisemo

u- [v] = lii%u(v * pz)

o] -v = limux p.Jo
o] - ] = m(ux po) (0 02)
] = lim(u p) (0 )

ako granicna vrednost postoji u D'(R™) za sve striktne delta mreze (p:): i (0¢)e.
(Vidimo da je definicija nezavisna od izbora mreZe).

Delta mreZza moze da se definiSe i na sledeci nacin. Neka je ¢ test funkcija,
ti. ¢ € D(R") tako da je [ ¢(x)dx = 1ineka je ¢-(z) = e "P(£). Tada se
(¢ )e zove model delta mreza. Ako u prethodnoj definiciji striktne delta mreZe za-
menimo model delta mreZzama odgovarajuce proizvode zovemo model proizvodima.

Cilj nam je da prostor distribucija utopimo u neku algebru (A4, 4, 0). Treba
proveriti da li je moguéa konstrukcija algebri koje su asocijativne, komutativne i
zadovljavaju sledece uslove:

1. D'(Q2) moZe da se utopi u . A(Q2) i f(z) = 1 je jedini¢ni element u A(2)

2. Postoji operator izvoda 9; : A(Q2) — A(2) koji je linearan i zadovoljava
Lajbnicovo pravilo
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3. 0;|p(0) je standardni parcijalni izvod.

ol (@)xLse () S€ poklapa sa proizvodom funkcija po komponentama.

loc
Prema uslovu 2. A(€) je diferencijalna algebra. Moze se pokazati da se u
bilo kojoj asocijativnoj, komutativnoj algebri koja zadovoljava uslove 1 i 2
uslovi 3 i 4 medusobno iskljucuju. Zato uslov 4. pokuSavamo da oslabimo
uslovom

5. ole@)xe(@) se poklapa sa proizvodom funkcija po komponentama.

L. Schwartz je pokazao da ne postoji asocijativna, komutativna algebra koja
zadovoljava uslove 1 — 31 5.

Ukoliko bismo C zamenili sa C¥, k € N ponovo bismo dobili da odgo-
varajuca algebra ne postoji. Medutim, moguce je konstruisati asocijativnu,
komutativnu algebru koja zadovoljava uslove 1 — 3 1 sledeci uslov

6. o|ce(q)xc(q) s poklapa sa proizvodom funkcija po komponentama.

Takve algebre je definisao J. F. Colombeau, osnove ove teorije su izloZzene
u knjigama [1], [14], [13].

2.2 Specijalna algebra - G*((2). Definicija i osnovne
osobine.

Neka je nadalje I = (0, 1] i (u). znadi (u.).er.

Definicija 2.2.1 Neka je
£(9) 1= (C()!
E(Q) :={(u:): € E5(Q)VK CC QVa € Ny IN € N tako da je
SUP,e i [0%us(x)| = O(E™Y) kad £ — 0}
NE(Q) == {(u.): € E(Q)|VK CCQVa € N} Vm € N :}
SUP,c |0%us(x)| = O(E™) kad € — 0}

Elemente skupa E5;(QY) zovemo umerenim funkcijama, a skupa N*(Q)) nula -
funkcijama.
Specijalna Kolomboova algebra na () je definisana kao faktor algebra

G () = E4 (D) /N*(Q)
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Prostor svih umerenih funkcija, £3,(2), je diferenicijalna algebra (najveca
diferenicijalna podalgebra od £°(Q2) u kojoj je N'*(2) ideal) sa operacijama defin-
isanim po komponentama. Dakle, G*(€2) je asocijativna i komutativna diferenci-
jalna algebra. Ako je (u.). € £°(€2) predstavnik elementa u € G*(£2) pisacemo
u = [(ue)e]. Jasno, C*(£2) je podalgebra algebre G°(€2) zbog konstantnog pres-
likavanja o : f — (f). + N*5(Q).

Moze se pokazati (pogledati [1], strana 11 ) da je umerena funkcija nula -
funkcija ako 1 samo ako vazi

VK CcC Q,Vm € N: sup |u.(z)| = O(™), e = 0.
zeK

U nastavku se bavimo utapanjem prostora distribucija D’(€2) u prostor G*(£2).
Trazeno utapanje moZe da se realizuje pomocu konvolucije distribucije sa odgo-
varaju¢im molifajerom. Prvo navodimo definiciju molifajera u prostoru test funkci-
ja D(R") i definiciju brzo opadajude funkcije.

Definicija 2.2.2 Funkcija p € D(R") se zove molifajer ako vaZi
1. supp(p) € B1(0)
2. [on pla)de = 1.

Definicija 2.2.3 Neka je p € C*(R"™). KaZemo da je funkcija ¢ brzo opadajuca
ako vazi

zasve o, B € Ny« sup |z*DPp(r)] < oo
TER™

Vektorski prostor svih brzo opadajucih funkcija na R" se oznacava sa S(R™).

Za utapanje prostora D’(2) ¢e nam trebati molifajer p sa slede¢im osobinama

/map(x)dx =0, V|al > 1.

Ipak, ne postoji molifajer p € D(R™) koji zadovoljava istovremeno prethodna dva
uslova. Sa druge strane, postoji p € S(R") sa Zeljenim osobinama (za detalje
pogledati [1], strana 16). Dakle, u nastavku je p € S(R"), zadovoljava prethodne

uslove 1 vazi
n (T
pola) == (%)

Nije moguca konvolucija ovog tipa molifajera sa elementima D’(£2) bez izvesnih
ograni¢enja. Posmatrajmo prostor distribucija sa kompaktnim nosac¢em, £’(2).
Vazi sledeca teorema
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Teorema 2.2.4 Preslikavanje
w:E'(Q) = G Q)
w = ((w* pe)la)e + N*(Q)

je linearno utapanje.

Koristeci Tejlorov razvoj i osobine molifajera p moZe se pokazati da je ¢o|p()
= o i da za svake dve test funkcije f, g vazi vo(f - g) = wo(f) - to(g), pa za-
klju¢ujemo da je D(2) podalgebra algebre G*(2). Na isti na¢in mozemo da
utopimo i L>°(£2). Preslikavanje ¢y moZemo da iskoristimo da bismo utopili D’ (£2)
u G*(€2). Ovde ¢emo izloziti samo ideju kako se dolazi do ovog utapanja, za pre-
cizan dokaz treba iskoristiti ¢injenicu da su G*(2) i D'(£2) snopovi. Prvo biramo
otvoren pokriva¢ (£2))rea od € tako da je svaki €2, kompaktan podskup od €.
Neka je (1), familija test funkcija tako da je ¢, = 1 u nekoj okolini od 2. Za
svako A € A definiSemo preslikavanje

Ly - D/(Q> — QS(Q)\)
w = u(w) = ((aw) * pe)lay)e + N ().

Familija (¢\(w))xea je koherentna (tj. 1) (w)|o,no, = tu(w)]ono,, Zasve A, i €
M), pa se zakljuCuje da postoji jedinstveno ¢(w) € G*(Q2) tako da je t(w)|q, =
tx(w), zasve A € A. Elemenat ((w) definiSe linearno utapanje ¢ : D'(Q2) —
G*(€?). Za ovako definisano preslikavanje ¢ vazi t|g/(q) = Lo i t]ee) = 0, §to
znadi da je C*(2) podalgebra algebre G*(£2). Preslikavanje ¢ ouvava izvode,
odnosno, ako je « € N{ i w € D'(Q2), onda je 0*(v(w)) = ¢(0*(w)) i dobro je
definisano, tj. ne zavisi od izbora pokrivaca ({2 )xex 1 funkcija (1)) rea.

Videli samo da je za distribucije sa kompaktnim nosaem t(w) = to(w) =
[(w * pe)e]. Ovakav direktan racuna za ((w) je mogué i za sve distribucije na {2
koje mogu da se prosire tako da budu temperirane distribucije na R". Temperirana
distribucija na R" je neprekidna, linearna funkcionela v : S(R™) — C, prostor
temperiranih distribucija na R" oznaavamo sa S'(R"). Za Q@ C R", {2 otvoren
skup, definiSemo

S'(Q)={weD'(Q)|FIw e S'(R") tako da je w|o = wuD'(Q)}

Na primer, svaka funkcija koja pripada LP(2), 1 < p < oo je u §'(§2), ekstenzija
f je funkcija koja se poklapa sa f na {2 i koja je jednaka nuli izvan 2. Za svako
w € §'() i ekstenziju w € S'(R™) od w vazi t(w) = [((W * pe)|a)e]

Primer 2.2.5  [. Delta distribucija je distribucija sa kompaktnim nosacem
(supp(0) = {0}) pa imamo

1(0) = (pe)e + N*°(R).
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Vidimo da su osobine 6 odredene izborom molifajera p. U G*(R) je
t(x)e(0) = [(zpe(x))e). Iako je x -6 = 0uD'(R), u G°(R) vazi (xp-(z)). ¢
NE(R).

U G*(R™) nemamo problem sa 6* . VaZi
((8)* = [(p2)e]-

2. Za Hevisajdovu funkciju (koja je temperirana distribucija) imamo

T

(H) = [(H )] = ([ o))
U G*(f2) je moguée definisati i kompoziciju funkcija. Posmatrajmo glatku
funkciju v ¢iji svi izvodi (ukljucujuéi i samu funkciju) rastu najvise kao stepen od
|z|, kad |z| — oo (prostor ovakvih funkcija oznacavamo sa O,/(R"™) i funkcije

koje mu pripadaju su sporo rastuce funkcije). Tada je za u = (uy,...,uy) €
G*(Q)™iv € Op(R™) kompozicija v o u := [(v o u.).] dobro definisan element
od G*(Q).

Dva elementa u,v € G*(Q) su jednaka ako je (u. — v.). € N5(2). Pored
jednakosti na G*(£2) uvodimo i relaciju asociranosti.

Definicija 2.2.6 Element u € G*(X) je asociran sa 0 (u == 0) ako je

lim [ u.(x)p(z)dr =0, za sve ¢ € D().
e=0 Jq

Iz definicije zaklju¢ujemo da predstavnik (u. ). od u konvergiraka 0 u D’(2). Ako
jeu,v € G°(Q),ondajeu ~v < u—ov~~0. Akojeu = v, ondajeiu ~ v, ali
obratno u opStem slucaju ne vazi. Ako je u € G*°(Q) i w € D'(2), onda u ~ w
znadi da je u = ((w). Za dve distribucije w; i we vazi wy = wy < t(wy) ~ t(wy),
odnosno dve distribucije su asocirane ako i samo ako su jednake. Vazi i sledea
vazna lema

Lema 2.2.7 Ako u,v € G*()) i u ~ v, onda
o 0% ~ 0% za sve o € N{j;

o ((flumi(f)v, zasve f € CZ(Q).
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Poglavlje 3

Z.akoni odrzanja u Kolomboovoj
algebri uopstenih funkcija

3.1 Uvod

U ovom poglavlju ¢emo se baviti uopStenim reSenjima skalarnog zakona odrzanja,
ispitivacemo pod kojim uslovima se mogu dobiti jedinstvena reSenja.
Posmatrajmo pocetni problem za skalarni zakon odrzanja

u+ fu),=0 z€R, t>0
u(z,0) =up(x), z€R (3.1)

i odgovarajuéu paraboli¢nu aproksimaciju

w + f(u)y = gy, T ER, >0
u(z,0) = ug(x), T ER (3.2)

gdejep > 0,u: R2 = RX [0,00) — R. Zelimo da konstrui§emo reSenja u algebri
G,(R%) (Ciju definiciju navodimo u nastavku). Uopstena funkcija u € Gy(R%)
koja je reSenje problema (3.1) u G,(R3) se zove uopsteno reSenje za (3.1). To
znadi da za dato ug = [(up:)] € G4(R), (uzt + (f(ue))s)e € Ny(R2) i (ue(-,0) —
Uc0)e € Ny(R). Uopstena funkcija u € G,(R?) koja je reSenje problema (3.1) pri
¢emu je jednakost zamenjena sa relacijom asociranosti, ~2, zove se aproksimativno
(uopsteno) reSenje za (3.1).

Sada uvodimo osnovne definicije 1 osobine koje koristimo. Algebru glatkih
funkcija na R (odnosno R?), €iji svi izvodi su ograni¢eni oznacavamo sa C;°(R),
(4. C;°(R?%)). Dalje je

CX(RY) = {u € C*(RY) : ulrx(o,r) € C°(R x (0,7)), zasve T > 0},
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odnosno, preciznije
CX(RY) :={ue€C?R}):Va,fEN, VT >0,

lullaper == sup (850 u(w, )] < oo}.
(z,t)eR%(0,T)
Za T = oo dobijamo prostor C;°(R? ). Ako eliminiS§emo R* i posmatramo supre-
mum nad R dobijamo C;°(R).

Sa & M}g(Ri) oznaCavamo prostor svih umerenih funkcija, pri ¢emu mreZu
funkeija (uc)ec(o,1) € (C°(R3))™Y zovemo umerenom ako za sve (v, §) € N?
izasve T > 0 postoji N € N tako da je |ucllapr = O(e™), kade — 0.
Sa N, (R3) oznatavamo podskup elemenata u € Er,4(R?) za koje vazi da je za
sve (o, ) € N2 g € N,T > 0, |Juc|lapr = O(?), e = 0. Kao i u prethod-
nom poglavlju, definifemo Kolomboovu algebru kao faktor algebru G,(R2) =
Eng(R2) /N, (R3). Na isti nalin se definise algebra G, (R)

Kako je Cgo(Ri) = Cr (@), tj. svaki element od C;* ima glatko proSirenje
na {t = 0}, moZemo definsati restrikciju uopstene funkcije na pravoj {t = 0}.
Restrikcija elementa u € G,(R%) se definiSe kao klasa familije (u.(z,0))., gde je
(ue(z,t)). predstavnik elementa w.

Kompoziciju funkcije f : R? — R sa uop$tenom funkcijom u € G4(R?) tako
da f(u) € G4(R%), odnosno f(x,u) € G4(R%), ako fluks funkcija zavisi i od
prostorne promenljive x, definiSemo uz pretpostavku da je f sporo rastuca.

Definicija 3.1.1 Glatka funkcija f : R> — R je sporo rastué¢a u beskonacnosti
ako

Vo = (o, a5) € N?, AN, €N, Jc, > 0 10220, f (2, y)| < call+ RY)RGH

za sve x,y € R. Broj N ) je red funkcije f.

Sada ¢emo definisati utapanje prostora ograni¢enih distribucija, D'~ (R) u al-
gebru G, (R). Neka je p € S(R) brzo opadajuca funkcija tako da je [, p(z)dz = 1,
Jpz"p(z)dr = 0,zan € Ninekaje p.(z) = e 'p(2), w € D'r~(R). Uta-
panje definiSemo preslikavanjem ¢, : w — [(w * p.).], koje komutira sa izvodom,
odnosno 0,¢,(w) = 1,(0,w). Ako je w € C;°, onda je (w.). = (w). predstavnik
uopstene funkcije ¢,(w).

Uopstena funkcija u € G,(R?%) je asocirana sa distribucijom w € D'(R%),
u =~ w, ako je u* — wuD'(R%), kad e — 0.

Definicija 3.1.2 Element ;1 € G,(R) je uopstena konstanta ako ima predstavnika
(e )e tako da je pi.(x,t) = p. € R, za svako € € (0, 1).
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Uopstena konstanta (1. )| je strikino pozitivna ako

dN €N: ENgugga’N,é‘%O.

Ako je p striktno pozitivna uopstena konstanta, onda je toi 1/p. Striktno pozitivna
uopSten a konstanta je asocirana sa nulom, ;. ~ 0 ako i samo ako p. — 0, — 0.

Definicija 3.1.3 Funkcija u € G4(R3) je v/log - tipa ako ima predstavnika (u.).
tako da je za svakoT' > 0

sup  |uc(z,t)| = O(~/|logel), kad e — 0.

(z,t)ERX(0,T")
Funkcija u je ogranicenog tipa ako

sup  |uc(z,t)] = O(1), kad e — 0.
(z,t)ERX(0,T)

Analogna definicija vaZi za G, (R). Ako je ug € L*>°(R), ondaje ¢,(ug) ograni¢enog
tipa. Iz prethodnih definicija zaklju¢ujemo da vazi sledece lema

Lema 3.1.4 Ako je f € C*(R) sporo rastuca funkcija reda r i ako je u € G4(R2)
{/|loge| - tipa, onda /™ € G,(R2). Preciznije,

1
sup el — o <_)
(x,t)ERX(0,T) €

kade — 0, za sve T > 0.

3.2 Zakoni odrzanja sa fluks - funkcijom nezavis-
nom od prostorne promenljive

Posmatramo pocetni problem (3.1) i njegovu paraboli¢nu aproksimaciju (3.2).
Pretpostavljamo da je f € C*°(R) idaje f = f(u). Prvo navodimo Gronwall -
ovu nejednakost, koju ¢emo da koristimo u nastavku.

Lema 3.2.1 Neka je w nenegativna, neprekidna funkcija na [0, 00) i pretpostavimo
da je

w(t)ga—kb/ot\;u%ds

za neke konstante a,b > 01 za svako t > 0. Tada je

w(t) < a(l + 20v/1)e™
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U sledeéoj lemi, pomocu Duhamel - ovog principa !, dolazimo da klasi¢nog
reSenja problema (3.2).

Lema 3.2.2 Za uy € C;°(R) problem (3.2) ima jedinstveno reenje u € C° N
L>®(R3) i vazi

[l oo e2) < [wollice(m) (3.3)

Dokaz. Primetimo da je uslov (3.3) posledica primene principa maksimuma za
klasi¢na reSenja. Primenom Duhamel - ovog principa? i koriste¢i fundamentalno
reSenje jednacine provodenja toplote dolazimo do reSenja za (3.2). Neka je
1 22
E(z,t) = Tt
('x? ) 2 /7T/,L te K
fundamentalno reSenje jednaCine provodenja toplote. Na osnovu Duhamel - ovog
principa tada vaZzi

u(x,t) = E(t) xug — /o E(s) % f(u)(x,t — s)ds.

Dalje je

o0 1 22
E(t) * ug = / 2\/7T_Mte_muo(:r — z)dz

1 o0
= ﬁ /_OO enyUO(x — 2/ uty)dy

/0 E(s)* f(u)z(z,t — s)ds =

/2@/ e 0. f(u(x — 2.t — s))dzds

4,us

- / 2,\/T s 4pus

ye v’ fu(x — 2y\/ps, t — s))dyds

f(u(:c —2z,t — s))dzds

[l

1Jean-Marie Constant Duhamel (1797 - 1872), francuski matematicar
2Duhamel - ov princip ima Siroku primenu pri re$avanju ODJ i PDJ. Primer njegove primene
za reSavanje jednaCine provodenja toplote se moZe videti u [2], strana 49.
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pri ¢emu smo pored odgovarajuéih smena koristili 1 parcijalnu integraciju. Ovako
dobijeno resenje u je reSenje u klasi¢nom smislu zato Sto operator sa desne strane
prethodne jednakosti za reSenje u(x, t) odreduje kontrakciju u odgovarajucoj lopti
u prostoru C([0,T}] : CE (R)), za svako k € N, gde CF,(R) oznalava prostor
funkcija sa ograni¢enim i uniformno neprekidnim izvodima do reda k. Ovako do-
bijeno reSenje je lokalno. Globalnost sledi iz principa maksimuma. Jedinstvenost
sledi primenom Leme 3.2.1. &

Sada ¢emo da se bavimo uopstenim reSenjima problema (3.2).
Teorema 3.2.3 Pretpostavimo da je funkcija f sporo rastuca, da je |f'| ograni¢ena
i > 0. Tada za svako dato uy € Gy4(R) postoji jedinstveno resenje u € Gy(R%)
za problem (3.2).
Dokaz.

Fiksirajmo predstavnika (ug.). od ug i posmatrajmo problem

Uep + f(Ue)z = [Mege, TER, >0
us(x,0) = up (), x €R (3.4)

Prema Lemi 3.2.2 postoji jedinstveno reSenje u. € C2° (R%) za ovaj problem.
Nejednakost (3.3) i ¢injenica da ug. € En4(R) impliciraju da postoji Ny € N
tako da reSenje u. zadovoljava

sup |u.(z,t)| = O(e™™0), kade — 0

(z,t)€R?

(3.5)

Sada ocenjujemo u.,. Ako u dokazu Leme 3.2.2. zamenimo u sa u, ug Sa Upe 1
diferenciramo po x dobijamo

usz(x t \/—/ U’OE (.%‘ - 2\/my)dy+

e [ O 20t ) s 2 S

odakle sledi,
a8 < = [ el o = 2y
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[ o= [ e 00 a2 =) s (=205 5 s

TS

Uzimajuéi supremum po = € R za sve ¢t dobijamo ocenu

t
c 1
U’E$~ oo < u ! e} +_ u oo/—um',s oo dS
[ttea( )l ooy < [ (uoe)'| oo ) \/ﬁ||fg||L i r_SH ex( 8) Lo ()

gde smo koristili da je [, e Vdy = /7, Ja lyle ¥’ dy = 1ismenut — s = r, kao
u dokazu Leme 3.2.2.

Sada ¢emo da primenimo Lemu 3.2.1. Neka je a = ||(uo:)'|| L= (=), b = ﬁ||fu6 || oo -
Tada je

2c c?
Juestolligey < o) ey (14 =l fuc i vE)exp (m° 1)

Vi

Posto je | f’| ograni¢ena poslednja nejednakost implicira za svako 7" > 0 postoji
N; € Ntako da je

sup  |uee (-, 1) = O(e™), kade — 0
(z,t)ERX[0,T]

Na slican nacin se pokazuje da isti tip uslova vaZi i za izvode viSeg reda u odnosu
na z. Uz pomo¢ jednaline (3.4) i diferenciranjem dobijamo sli¢ne uslove za
izvode u odnosu na ¢ i za meSovite izvode. Dakle, (u.). € Euy(R%), odnosno
(uc). je predstavnik klase u G,(R3 ), koja definiSe uopsteno resenje problema
(3.2).

Dokazimo da je reSenje u jedinstveno. Pretpostavimo da su uy, us € G4(R?)
dva reSenja problema (3.2). Tada postoje N € N, (R?) in € N, (R?) tako da je

(Ula - u2a)t + f(ula):c - f(u28)x = ,U(ula - u2a)x:c + Na

(u1e — uge)|i=0 = ne(z)

gde su u., us. predstavnici elemenata uq, us, a N. i n. definiSu N i n, redom.
Primenom Duhamel - ovog principa na prethodni problem i uz pomo¢ dokaza
Leme 3.2.2. dobijamo

(uls - u2€)(x7 t) = % /_Z einTlE(ﬂf B 2\//vﬁy)dy+

ety
+— e V" No(x — 2y/usy,t — s)dyds
ﬁ 0J —o0
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- / : / e [ oo 2 55, )~ w2y 5, £5) s,

TS
Odavde dobijamo ocenu
| (u1e — w2e) (-, ) || oo ®) < [[Mel|Loo®) + EI| Vel oo mx[0,1)

c b
. o — t52) (-, 8) || oo ) s
Zal e /o V= e = ) ) o=y

Primenom Leme 3.2.1. sledi

||(u15 - UZa)('a t)HLoo(R) S

2c c?
< (Il + EN eetomy ) (1 + 2 e VEexp (17t

Sto znaci da je

sup  |(ure — uge)(w,t)| = O(e™M), kade — 0
(z,t)ERX[0,T]

zasvakoT > 01 M € N, zato §ton € Ny(R), N € N;(R2) i |f’| je ograniCena.
Za izvode razlike u;. — uo. 1zvode se ocene na isti nacin kao u delu u kom smo
dokazali egzistenciju. Dakle, u; — us € N, (R?), $to smo i hteli da pokazemo. m

Teorema 3.2.4 Pretpostavimo da je f sporo rastuc¢a u beskonacnosti i da je f’
reda r. Tada za svako dato uy € G4(R), ¥/log - tipa, postoji jedinstveno resenje
u € G4(R%), ¥/log - tipa, za problem (3.2).

Dokaz. Iz pretpostavke u teoremi sledi da predstavnik (ug.). od ug zadovoljava

l|toe || Lo m) < C 3/ |l0ge]

za neku konstantu C' > 0. Koriste¢i princip maksimuma (3.3) dobijamo da za
reSenje u. od (3.4) vazi

[tte | oo vz) < C ¥/ [loge]
Sto implicira da je (f' je reda r)
”f/(ua)”LOO(Ri) < C1y/|loge].
Primenom istih ocena 1 nejednakosti kao u dokazu prethodne teoreme, kao 1 posled-

nje nejednakosti, zakljucuje se da je (u.). € G4(R3) ¥/log - tipa i da je klasa ove
familije uopSteno resenje problema (3.2).
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Sada pokazujemo jedinstvenost. Neka su u;, uy € G4(R%) dve reenja prob-
lema (3.2) sa predstavnicima u., ug. koji su 3/log - tipa. Tada postoje N €
N, (RZ) in € Ny(R) tako da vazi

(Ule - u2s)t + f(uls)m - f<u2s>z = ,u(uls - u2€)mm + Ne

(ula - u?&‘)’t:o = ng(x)

Kako su uy. 1 ug. 3/log - tipa, znamo da je za svako 1" > 0

1
sup ‘/ P/ (Oure(a, )+ (1~ e 1))d0] < C/Tioge]
(z,t)eRX[0,T] 0

gde je Cr > 0 konstanta. Na isti nacin na koji smo dokazali jedinstvenost u
prethodnoj teoremi i ovde zakljuujemo da (uj. — us. ). pripada N (R?%). ]

Ako u prethodnoj teoremi formalno pustimo da » — oo dobija se sledeci
rezultat za pocetni uslov ograni¢enog tipa.

Posledica 3.2.5 Neka je f sporo rastuc¢a u beskonacnosti. Tada za svako uy €
G,(R), ogranicenog tipa, postoji jedinstveno reSenje u € G,(R2), ogranicenog
tipa, za problem (3.2).

Dokaz. Po pretpostavci je ||uoc||L®) < M, uniformno za sve ¢ > 0. Primenom
principa maksimuma i |u,.| je ograni¢eno konstantom M, pa je | f'(u.)| uniformno
ograniceno nezavisno od €. Nastavak dokaza je kao u prethodnoj teoremi. ]

Primetimo da su uopStena resenja, koja smo konstruisali u prethodnim teore-
mama, uopstenja klasi¢nih, odnosno, ako je pocetni uslov uy € Cg°(R), onda ug
moZe da se posmatra kao predstavnik za ¢,(u), pa je klasi¢no reSenje u C° (@)
predstavnik za uopSteno resenje.

Ponovo posmatramo problem (3.2), sada ; moZe da bude i uopstena konstanta.

Teorema 3.2.6 Neka je 1 uopSteni pozitivan broj takav da je 1/ log- tipa. Neka
je f sporo rastuc¢a u beskonacnosti i uy € G,(R) ogranicenog tipa. Tada postoji
jedinstveno reSenje u € G,(R%), ogranicenog tipa, za problem (3.2).

Dokaz. Kao u prethodnoj posledici, dobijamo da je | f'(u. )| uniformno ograni¢eno
nezavisno od . Dalje je dokaz analogan dokazima prethodnih teorema 1 koristi se
daje u-' = O(log(1/¢)) , $to sledi iz pretpostavke da je t = O(|logel), e — 0,
za dobijanje odgovarajuéih ocena. Na primer, imamo sledecu ocenu (dokaz je
analogan dokazu Teoreme 3.2.3).
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Sada primenjujemo 1/u. < alog(l/e), ¢ = 0, a > 01 \/%T < by/log(1) <

be™™ zanekoM EN, € = 0, b > 0. m

Nastavljamo sa poredenjem uopStenih reSenja sa klasi¢nim. Prvo navodimo
poznate rezultate iz teorije klasi¢nih reSenja. Uvodimo pseudo - normu, koja je
definisana na lokalno integrabilnim funkcijama g na R

| stcrae]

Ako su uy, us dva klasi¢na reSenja za problem (3.2), sa poCetnim uslovima
w1 1 ugz, onda je |(ug — u2)(+, )|« < 2|upr — w2« za sve t > 0. Ako |g.|« — 0,
kad ¢ — 0, onda g. — 0 u D'(R). Dalje, ako je ug € L°(R) i p. molifajer, onda
|up — ugo * p:|« — 0,kad e — 0.

9]« = sup

TER

Neka je ug € L*°(R) i p pozitivna konstanta ili uopSteni pozitivan broj takav
daje 1/u log - tipa. Prema poslednjoj teoremi i posledici problem

Uy + f(u)a: = HUUgy
U= = tp(uo) (3.6)

ima jedinstveno reSenje u € G,(R?3 ), ograni¢enog tipa. Neka je (. ). predstavnik
uopsStenog pozitivnog broja j i posmatrajmo problem

Vet + f(UE)x = MeUegn
Ve|t=0 = o () (3.7)

Pretpostavljamo da uy € C;°(R). Tada problem (3.7) ima jedinstveno klasi¢no
reSenje v.. Neka je (u.). predstavnik uopStenog resenja za problem (3.6), koje je
konstruisano u Teoremi 3.2.6 1 prethodnim rezultatima, tj. u. je reSenje problema

Ugt + f(us)m = UelUegy
us|t=0 = Up * pe(x) (3-8)

Lema 3.2.7 Razlika u. — v. konvergira ka 0 u D'(R%), kad & — 0.

Dokaz. Prema prethodnim razmatranjima, sup,- |(ve — u.) (-, )]« < 2|ug — ug *
pe |« konvergira ka 0, kad € — 0, a odavde se izvodi i konvergencija razlike u. — v,
uD'(R%). [

Propozicija 3.2.8 Neka je [ sporo rastuca u beskonacnosti, |1 pozitivan realan

broj i ug € C°(R). Tada je uopsteno reSenje u € Gy(R2) za problem (3.6)
asocirano sa klasi¢nim resenjem v za problem
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vy + f(v)m = UUzy
V=0 = uo(x) (3.9

Dokaz. Kako je p klasi¢an realan broj, moZemo da stavimo da je u. = pu (3.7)
i(3.8). Tada je v. = v u (3.7) i ostaje jo§ da primenimo Lemu 3.2.7. &

Propozicija 3.2.9 Neka je f sporo rastuéa u beskonacnosti, | uopsteni pozitivan
broj takav da je 1/ log - tipa, uy € Ci°(R) N L' (R). Ako je u ~ 0, onda je
uopsteno reSenje u € Gy(R%) za problem (3.6) asocirano sa slabim entropijskim
reSenjem w € L>(R%) problema

wy + f(w)ac = UeUzyg
W= = up(x) (3.10)

Dokaz. Ako su u., v-kaou (3.7)1(3.8), onda u. —v. — 0 u prostoru distribucija.
Moze se pokazati da reSenja v. — w u L, (R%), kad u. — 0. Zato u. — wu

loc

D'(R%),kad e — 0, paje u =~ w. O

Napomenimo da je pod pretpostavkama iz Propozicije 3.2.9. uopsteno resenje
u € G4(R%) takode reSenje problema

U|t:0 ~ 'Ll,o(CC)
Ovo sledi iz ¢injenice da ako je v ogranicenog tipai u ~ 0, onda je pu,, ~ 0.

Da bismo ilustrovali primenu teorije uopStenih funkcija koristimo Burgersovu
jednacinu u sledeCem primeru.

Primer 3.2.10 Neka je i pozitivan realan broj ili uopsten pozitivan broj. Tada
za svako A € G4(R) ogranicenog tipa postoji reSenje U € G,(R%) za pocetni
problem

U +UU, = pUpp, x€R, t>0
Ult:0:A7 xER,tZO
Dokaz.

Neka je (A.). predstavnik uopStene funkcije A. Posmatrajmo sledeéi pocetni
problem

Uet + UEUEm = Nestxa rEeER, 1> 0
Ug‘t:():As, rTER, t=0
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Primenom Hof - Kolove transformacije (pogledati Primer 1.6.5) moZe se izvesti
klasicno resenje za Burgersovu jednacinu. Radi jednostavnosti cemo u nastavku
da izostavljamo indeks €. Hof - Kolova transformacija je jedna od tehnika pomocu
koje nelinearna PDJ moZe da se transformise u linearnu jednacinu. Da bismo je
primenili uvodimo funkcije w(x,t) = [ _U(y,t)dy i h(z) = [*_ A(y)dy.
Sada prethodni pocetni problem dobija oblik

wt—uwm—i—%w?c:O, rTER, t>0
w = h, rER, t=0

odnosno dobili smo kvazilinearnu parabolicnu jednacinu. Da bismo je resili
uvodimo smenu [ := ®(w), gde je & : R — R glatka funkcija koja treba da se
odredi, pri cemu Zelimo da je odabremo tako da f bude resenje linearne jednacine.
Kako je f; = ' (w)w; dobijamo f, = pfre—[1®" (w)+ 5P (w)]w?. Stoga biramo
® tako da vazi p®” (w) + 1&'(w) = 0. Kada resimo ovu ODJ dobijamo da

1

feeh (+)
resava pocetni problem za jednacinu provodenja toplote.

ft_/l’faiw:oa $€R,t>0
f:e_ﬂh, r€eER, t=0.

Formula (x) je Hof - Kolova transformacija.

Pomocéu Duhamel - ovog principa dolazimo do f, a odatle i do reSenja w koristeci
da je w = —ﬁlogf. Kako je U = w, dobijamo resenje U, kao u Primeru 1.6.5,
odnosno

—lz=y|? _ h(y)
fOO ue 4uty - 2Z dy
Udz,t) = =2t
e 0o —lz=yl2 R
f e 4pt 2 dy
—00

Direktnim uvrstavanjem se proverava da je U, glatko klasicno reSenje polazne
jednacine. Princip maksimuma nam daje ocenu

| Ue|| oo x (0,00)) < || Aell Loo®)-

Da bi se pokazalo da (U.). € Epr, treba diferencirati eksplicitnu formulu za U,
po x. Ocene mesovitih izvoda i izvoda po t se dobijaju pomocu same jednacine.
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3.3 Zakoni odrzanja sa fluks - funkcijom eksplicitno
zavisnom od prostorne promenljive

Ponovo se bavimo Kosijevim problemom za sklarani zakon odrzanja, ali je sada
fluks - funkcija f zavisna od prostorne promenljive, odnosno f = f(z,u(z,1t)).
Preciznije, reSavamo sledeci problem

ug(w,t) + f(z,u(z,t)), =0, z€R, t>0
u(x,0) = ug(x), T ER (3.11)

i posmatramo njegovu paraboli¢nu aproksimaciju

up(x,t) + flo,u(z, 1), = pu(,t)pe, T ER, >0
u(x,0) = up(x), r ER (3.12)

Sve definicije i tvrdenja koja smo uveli u odeljku 3.1 vaze i dalje. Ve¢ smo
napomenuli da ako je pocetni uslov uy € L>(R), da je onda t(ug) € Gy4(R)
ograni¢enog tipa. Tada su uopStena reSenja za (3.12) sa pocetnim uslovom ¢(u)
takode ogranicenog tipa. Ideja da se radi sa uopsStenim resenjima ograni¢enog tipa
dolazi iz klasi¢ne teorije zakona odrzanja, kada je f = f(z,u). Ako je pocetni
uslov ug € L>(R) ogranien, a < ug(z) < b, onda za klasi¢no resenje problema
(3.12) vazi da ostaje izmedu istih konstanti ¢ i b i

f(z,a) = f(x,0) =0, z €R. (3.13)

Za dokaz postojanja i jedinstvenosti uopstenog resenja za problem (3.12) ko-
risti¢emo opstiju nejednakost Gronwall - ovog tipa, u odnosu na slu¢aj homogenog
fluksa. Korstimo oznaku D, f za izvod po prvoj promenljivoj funkcije f, pri ¢emu
druga promenljiva moze da zavisi od x, odnosno 0, f (z, u)

=D, f(x,u) + 0, f(x,u)0,u.

Lema 3.3.1 Nejednakost Gronwall - ovog tipa

Neka je w = w(t) nenegativna, neprekidna funkcija i pretpostavimo da je

w(t) < alt) —I—/O b(s)w(s)ds

gde su a,b > 0 nenegativne funkcije i t € 1. Tada je

w(t) <alt) + /Ota(s)b(s)ef: br)dr g
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Posmatrajmo pocetni problem (3.12) sa glatkim pocetnim uslovom C;°(R), &iji
svi izvodi su ogranieni. KoristeCe Duhamel -ov princip, kao i pre, dobijamo da
vazi

uat) = o= | e (e~ 2/ dy+ ()

t 1 o]
+/ / ye_ny(x — 2\/psy, u(x — 2y /s, t — s))dyds.
0 —00

TS

Koristimo (*) da bismo dokazali postojanje i jedinstvenost uopStenog resenja.
Takode koristimo i slede¢u osobinu uniformne ograni¢enosti za uopstene funkcije
ogranicenog tipa.

Lema 3.3.2 Ako je v € G,(R) ogranicenog tipa, onda postoje konstante a < b,
takve da za svakog predstavnika (v.). postoji €y € (0, 1] tako da je

a<v(r)<b x €R, e € (0,¢e). (3.14)

Dokaz. Neka je v = [(v:):] € G,(R) ograniCenog tipa, tj. sup,cp |v-(z)| =
O(1), € — 0. Odatle sledi da za (v.). postoje konstante @ < bié € (0, 1] tako da
jea <wv.(x)<b x €R, ce€(0,8).

Neka je (we). (drugi) proizvoljni predstavnik od v, odnosno (v. — w.). €
N, (R). Posto v, — w. — 0, kad ¢ — 0, postoje konstante a € (a — 1,a),
be (bb+1)ié >0, takodajea < w.(zx) < b, z € R, € € (0,€). Kako svi
predstavnici od v imaju granice u intervalima (@—1,a)i(b,b+ 1), uzimamo da

jea:=infaib:=supb. [ )

Definicija 3.3.3 Ako je v € G,(R) ogranicenog tipa i konstante a i b su dobijene
kao u dokazu prethodne leme, onda kaZemo da je v a, b - ograni¢enog tipa.

Teorema 3.3.4 Ako je pocetni uslov uy € G4(R) a,b - ogranicenog tipa i fluks -
funkcija f sporo rastuca i zadovoljava (3.13), onda postoji jedinstveno uopsteno
reSenje u € Gy(R?%) za (3.12) i u je ogranicenog tipa.

Dokaz. Neka je (uq.). predstavnik poCetnog uslova u,. Za fiksirano € posmatra-
jmo pocetni problem

ust(x,t) + flx,uc(x,t))s = pcgy, * ER, £ >0
ue(7,0) = uge (). T ER (3.15)

Integralna jednacina (*) nam omogucava da dokazemo da za svako fiksno ¢ pos-
toji jedinstveno reSenje u. € C>°(R? ) za problem (3.15).
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Iz a < up.(z) < b, x € Ri(3.13) imamo

a <wu(zr,t) <b, (z,t) € (0,T) xR (3.16)

Da bismo to dokazali fiksirajmo ¢ i neka je v5, 6 > 0 reSenje sledeceg problema

(vg)t + (f<x7vg))x = ,U(Ug)m - (5, TER, > 0
v(x,0) = ug(z), T €R (3.17)

Tada v; — u., kad § — 0 u L*>((0,7) x R). Pretpostavimo da je skup
K ={(z,t) e R x (0,T) : v5(z,t) > b} neprazan. Neka je K; = {t : (z,t) €
K, zaneko z} ity = inf K. Tada je zbog neprekidnosti v§(x,%y) < b. Zbog
neprekidnosti mora da postoji i z tako da je v§(xg,ty) = biv§(-,tp) ima lokalni
maksimum u xy. Dakle,

vs(zo,to) = b, 0,05(x0,t0) =0, Opuv§(z0,t0) < 0.

S druge strane, v§(xg, -) je neopadajuca u nekoj okolini od ¢y, Sto znaci da je
05 (o, tp) > 0. Sada posmatrajmo (3.17) u (zo, to). Dobijamo

0 < 05 (o, to) + Daf(x,v5) (2o, to) + Ouf (2, v5) (20, to) Oxv5 (z0, to) =

= (V) zz(x0,t0) —0 < —0 < 0.

Kako je fi(z) = f(x,b) = 0, sledi da je fj(x) = D,f(z,b) =0, z € R. Ova
kontradikcija implicira da je skup K prazan, tj. v5(z,t) < b, (z,t) € R x (0,7,
aondajeiu.(z,t) <b. Sliéno se dokazuje da je u.(z,t) > a.

Sada dokazujemo da je (u.). umerena funkcija. Posto je ug € G,(R) a,b
- ograni¢enog tipa iz (3.14) i (3.16) imamo da je a < wu.(z,t) < b, (z,t) €
x (0,7), e € (0,ep).

Tada za sve T" > 0 vazi

sup [uc(, )| < max{la],[b]} €7, € — 0.
(z,t)eR%(0,T")

Da bismo ocenili izvod u., zameniéemo u sa u, i ug sa ug. u (). Diferenciranjem
po = dobijamo

uaaz(x t \/—/ d qu (ZL‘ - 2\/ﬁy)dy+

+/ W/ ye ¥ [Duf(z — 2y /15, ue(x — 2y /15, t — 8))+
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F0u(f(x = 2y\/118, ue( — 2y\/1s, t — 8))uex(x — 2y+/15, t — s)]dyds,
odakle sledi,

e (2, 1)] < = / | (o) (3 — 2/ dy+

y? 1 ) _ Nio
[ [ e e+ e 2y )
+10u(f (x — 2y/ps, us(a: — 2y /s, t — $))||uez (. — 2y /s, t — s)|]dyds.

Uzimajuéi supremum po = € R za sve ¢t dobijamo ocenu

w(t) = 8up fuey (7, )] = [tea(. )| (e) <
e

t

< oY ey + €11+ e lmges )04+

C
| fullz (-, 8) |l o m)ds

t
1
+—|full e~ / ——=|ltx
N 0o VIi—s
Po pretpostavci je f sporo rastuca, pa iz (3.16) imamo da je f,,_ ograniena. Sada
primenjujemo Lemu 3.3.1. Neka je a(t) = [|(uoe)'|| oo () Fc1 (14| e || oo (g2 ))Nlo\/;,
b(s) = \/Lﬁ || full oo \/%78 1z poslednje ocene i prethodne leme dobijamo

t
w(t) < alt) +/ a(s)b(s)eﬁ”f“eHme
0
Uzimajuéi supremum u odnosu na ¢t € (0,7) dobijamo

sup w(t) < ||(u06)/||L°°(R)+
te(0,T)

T _c I

Dakle, za svako7" > 0 postoji N; € N tako da je

sup  |uee(x,t)] = O(e™™), e — 0.
(z,t)eRX(0,T")

Na sli¢an na¢in se ocenjuju ostali izvodi od . i zakljucuje se da (u.). € Epry(R2)
i daje (u.). predstavnik elementa u € G,(R? ), koji defini§e uopsteno reSenje za
(3.12).

Jedinstvenost mozemo da dokazemo potpuno analogno kao u dokazu Teoreme
3.2.3. [
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Teorema 3.3.5 Neka je ;1 uopsteni pozitivan broj takav da je 1/ log- tipa. Neka
je f sporo rastuca u beskonacnosti i i neka zadovoljava (3.13), uy € G,(R) a,b
- ogranicenog tipa. Tada postoji jedinstveno resenje u € gg(mi), ogranicenog
tipa, za problem (3.12).

Dokaz. Dokaz se izvodi na isti nacin kao u prethodnoj teoremi, pri ¢emu koristimo
daje 1/pu. = O(log(1/¢)) kada treba da ocenimo izvode. [

Ako je u = 0, onda je reSenje koje se dobija u prethodnoj teoremi aproksima-
tivno resenje za (3.11).
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Zakljuéak

U radu je predstavljena teorija zakona odrzanja, prvo u klasicnom obliku, a
zatim u okviru Kolomboove teorije uopsStenih funkcija.

Da bi se dobila jedinstvenost resenja i njihova neprekidna zavisnost od pocet-
nih uslova uvodimo slaba reSenja koja su dopustiva u smislu nestajuce viskoznosti
1 uvodimo razli¢ite entropijske uslove. Na primeru Burgersove jednacine ilus-
trovali smo slucajeve kada reSenja imaju oblik udarnog ili razredujuéeg talasa.
Posmatrali smo Rimanov problem za skalarni zakon odrzanja, kao i za sisteme za-
kona odrzanja i videli smo pod kojim uslovima su resenja Rimanovog problema
jedinstvena. Dalje posmatramo KoSijev problem za zakone odrzanja u okviru
Kolomboovih algebri. Posebno posmatramo slu¢ajeve kada je funkcija fluksa za-
visna, odnosno nezavisna od prostorne promenljive, Sto odgovara procesima u
homogenoj, odnosno heterogenoj sredini. Ispitujemo pod kojim uslovima se moze
dobiti jedinstveno uopsteno resenje za Kosijev problem i odgovarajuéu paraboli¢nu
aproksimaciju.

U homogenom sluc¢aju smo zakljucili da se uopSteno reSenje poklapa sa klasic-
nim (klasi¢no resenje je predstavnik za uopiteno) u G,(R? ), ako je ug € C;°(R).
Posmatrali smo i vezu uopS$tenog sa klasicnim reSenjem u slucaju kada je uy €
L*>(R) i kada je viskozni parametar ;. uopsteni pozitivan broj i zakljucili smo da
su pod odgovarajuc¢im pretpostavkama ova resenja asocirana (Propozicija 3.2.8).

U heterogenom slucaju smo dokazali teoremu o postojanju i jedinstvenosti
uopsStenog reSenja u slucaju kada je pocetni uslov ograni€enog tipa (preciznije,
a, b-ograni¢enog tipa) i za realnu konstantu p. Pretpostavka o a, b - ograni¢enosti
je posle implicirala zakljucak o ograni¢enosti f,. Ako poredimo ovaj dokaz sa
dokazom analogne teoreme u homogenom slucaju vidimo da smo u heterogenom
slucaju koristili opstiju Gronvalovu nejednakost i modifikovali smo osobine funkci-
je f. Uveli smo i dodatne uslove za izvod po prvoj promenljivoj x funkcije f
(oznaka D, f). Napominjemo da u radu nismo razmatrali uopstena reSenja Ri-
manovog problema. U prostoru uopsStenih funkcija bi se takode mogli izvesti
uslovi analogni Igonoovim. Oni zavise od koncepta reSenja koji se koristi (jed-
nakosi ili asociranost) i od upotrebe uopstenih Hevisajdovih funkcija.
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