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Predgovor

Tema ovog rada spada u domen relativno mlade discipline apstraktne
algebre — teorije polugrupa. lako naizgled bliska razvojenoj i uvazavanijoj
'rodaci", teoriji grupa, ona u velikoj meri dobija na posebnosti, raznolikosti i
Sirini zbog manjeg broja uslova koje strukture u njenom fokusu moraju da is-
punjavaju. To predstavlja plodnu podlogu za brojna istrazivanja, postavlja-
nja analogija i trazenja razlika i specifi¢nosti, koje ¢e se pokazati ve¢ u prvoj
glavi rada. Upravo povlacenjem analogija sa teorijom grupa se, po ugledu
na kombinatornu teoriju grupa, razvija i kombinatorna teorija polugrupa sa
slicnim pitanjima i problemima, ali sa sopstvenim pristupom, pojmovima i
orudima, prilagodenim polugrupama. Ovde ¢emo izdvojiti dva bitna svoj-
stva konacne polugrupe sa aspekta kombinatorne teorije polugrupa, rang i
idempotentni rang, i ispitivati ih na polugrupama transformacija.

Prva glava sadrzi kratak teorijski uvod u obliku pregleda pojmova i tvr-
denja iz osnova teorije polugrupa potrebnih u nastavku rada. Jedan od
njih je i pojam kompletno O-proste polugrupe, jer se ispostavlja da su ta-
kve polugrupe gradivni elementi svih konac¢nih polugrupa. Zbog toga Ci-
tavu drugu glavu posveéujemo detaljnom ispitivanju ranga tih, kompletno
0-prostih polugrupa i njihovih uopstenja. Ovaj deo sadrzi materijal iz cak
tri naucna rada i svoju kompleksnost duguje opstosti glavnog rezultata na
kraju glave. Treba napomenuti da bitnu ulogu u svemu igraju posebni gra-
fovi odredeni nasim polugrupama, sto nam daje prvi uvidaj u povezanost
grafovsko-kombinatornih pitanja sa pitanjima generisanosti i idempotentne
generisanosti.

Nakon tih pripremnih glava prelazimo na proucavanje konkretnih pri-
mera polugrupa transformacija. Pocinjemo sa osnovnom, punom polugru-
pom transformacija (nad kona¢nim skupom), 7y, koja je i istorijski prva
ispitivana iz ovog aspekta. Tu se uspostavlja i sistem koji ¢e biti primenji-
van u svim slede¢im primerima: proucavanje Grinovih relacija i ideala datog
tipa polugrupa, dokazivanje odnosa generisanosti izmedu maksimalnih glav-
nih faktora i ostatka polugrupe i na kraju izvodenje zakljucaka iz toga o
rangu tipa polugrupe. Idempotentni rang, sa druge strane, uvek zahteva
specifican pristup. Ako postoji, cilj nam je da ga nademo za c¢itavu polu-
grupu, a ako ne postoji, zanima nas idempotentno generisana potpolugrupa.
Posto spadaju u znacajne rezultate, u nekim sluc¢ajevima (na primer, bas u



trec¢oj glavi) su ispitivani i rangovi i idempotentni rangovi ideala polugrupa
na kojima radimo. Time nastaje potreba za dodatnom teorijskom podlo-
gom vezanom za idempotentnu generisanost i rangove, koja u trecoj glavi
dolazi u obliku zasebnog poglavlja sa prikazom dela rada |16]. Nakon toga,
glavu zavrsavamo izracunavanjem tih rangova i idempotentnih rangova, kao
i karakterizacijom idempotentnih baza u terminima grafova.

Kao prirodan nastavak prethodne glave sledi i proucavanje polugrupa
PTniZS, u cetvrtoj, istim pristupom. Ovde se, oslanjanjem na osobine
Tn, uz nesto tehnickih razlika, paralelno dobijaju potrebni rezultati za oba
tipa polugrupa, sto zaokruzuje sustinski najbitnije primere u radu.

Naredni primer pomalo odskace od ostatka po prirodi objekata kojima
se bavi, jer su u pitanju monoidi matrica nad konac¢nim poljem. Ipak, nakon
izlaganja njihovih svojstava se lako uvida da razlika nije sustinski velika, jer
Grinove relacije i ideali imaju istu strukturu kao i u prethodnim slucajevima.
Cak se nakon malo ispitivanja ispostavlja da je moguée ponovo primeniti
teoriju iz rada [16] da bi se izrac¢unali rangovi i idempotentni rangovi tih
ideala, kao i rang same polugrupe. Objasnjavanje sustine slicnosti osobina
ovog i prethodnih tipova polugrupa izlazi iz okvira ovog rada, ali je bitno
naglasiti da u oba slucaja postoji duboka povezanost pitanja idempotentne
generisanosti ideala sa uslovom Hola za egzistenciju savrsenog mecinga u
bipartitnim grafovima.

Za kraj analiziramo polugrupe punih i parcijalnih transformacija nad
kona¢nim skupom koje oCuvavaju poredak, O, i PO,. Veé ustaljenim si-
stemom ispitivanja, uz malo dodatnog istrazivanja o idempotentnoj gene-
risanosti, izvodimo formule za njihove rangove i idempotentne rangove u
zavisnosti od n, ¢ime zavrsavamo rad, iako preostaje jos mnogo primera koji
bi sigurno bili vredni paznje.

Zelela bih da se zahvalim svojim roditeljima, Katalin i Draganu, i sestri
Kseniji na bezgrani¢noj ljubavi, podrsci i pomodéi koju mi uvek pruzaju.
Takode, zahvaljujem Marku Brkoviéu na ljubavi, strpljenju, bodrenju i tome
sto je uvek tu da mi pomogne da prebrodim dane kada mi niSta ne ide
od ruke. Uz to, zahvaljujem i Maji Joli¢ koja mi je tokom studija bila
cimerka, prijateljica i saradnica kakva se samo pozeleti moze. Zahvalnost
dugujem i ¢lanovima komisije, dr Nebojsi Mudrinskom i dr Petru Markoviéu,
na korisnim sugestijama i predlozima, a najvise svom mentoru, dr Igoru
Dolinki, na izboru teme, pomo¢i, podrsci i pruzanju slobode u radu. Rad
posvecujem svom nastavniku matematike, Ljubomiru Mileti¢u, koji nazalost
nije doziveo da ga procita.

Novi Sad, septembar 2015.
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Uvod

Jedan od najbitnijih pojmova proucavanju (konacne) grupe sa aspekta
kombinatorne teorije grupa je njen rang, tj. minimalna kardinalnost njenog
generisu¢eg skupa. Kao "mladi" tip struktura u smislu pocetka njihovog
proucavanja, polugrupe su nasledile taj i mnoge druge pojmove i probleme
od grupa, a oni su kasnije ugradeni u kombinatornu teoriju polugrupa. Na-
ravno, one su pored toga dobile i sopstvena oruda i pojmove specificne za
svoje odlike. Na primer, ako (konac¢na) polugrupa moze biti generisana
svojim idempotentima, onda ima i idempotentni rang koji predstavlja mini-
malnu kardinalnost skupa idempotenata koji generise celu polugrupu. Jasno,
rang i idempotentni rang polugrupe mogu, ali ne moraju da budu jednaki.

Ovaj rad ¢e se fokusirati na istrazivanje te dve odlike, ali na posebnom
tipu polugrupa. Njihovi elementi ¢e biti transformacije, koje su analogon
permutacija za grupe i predstavljaju osnovu za razumevanje odnosa u po-
lugrupama, jer je svaka od njih izomorfna nekoj polugrupi transformacija.
Odatle uvidamo znacaj teme naseg rada i sirinu potencijalnog polja izucava-
nja. Ipak, ovde ¢emo se ograniciti na sistematski pregled nekoliko primera
koji su najzastupljeniji u literaturi i na neki naéin se ve¢ smatraju klasi¢nim
rezultatima na ovom polju.

Treba napomenuti da je pionir istrazivanja u ovoj oblasti bio Dzon Hauvi
koji je 1966. u radu [22] pokazao da je polugrupa singularnih transforma-
cija nad kona¢nim skupom idempotentno generisana. Nastavljajuéi rad u
tom smeru (kako sam, tako i u saradnji sa drugim autorima), on racuna
rang i idempotentni rang te polugrupe [10,24], rang i idempotentni rang
njenih ideala [27] i istrazuje mnoge odlike njihovih minimalnih generatornih
skupova. Te rezultate sa koautorima proSiruje i na druge tipove polugrupa
transformacija i njihove generatorne skupove, sto podstice dalji razvoj zani-
manja za tu temu i seriju istrazivanja koja je aktivna do danas (kao primere
mozemo navesti radove [5-7},9,/11,|16423]).



Glava 1

Osnovi teorije polugrupa

U ovoj glavi ¢emo izloziti kratak pregled pojmova i teorije potrebnih za
dalji rad. Radi kompaktnijeg zapisa, mnoge standardne definicije ¢e biti
date unutar teksta (bez posebne oznake), a neke ¢ak i podrazumevane (npr.
definicija relacije ekvivalencije), jer su uobicajene u osnovama teorije svih
algebarskih struktura, a nisu u fokusu sadrzaja rada. S obzirom na obim
materije koju ¢emo izloziti u ovoj glavi, preskoci¢emo i standardne primere,
upucujuéi ovim putem citaoca na literaturu. Pored toga, rezultati koji ée biti
prikazani u ovoj glavi su fundamentalni u teoriji polugrupa, te se ne¢emo
pozivati na izvore kada iznosimo konkretan rezultat, nego ¢e za sve njih
ovde biti date zajednicke reference, koje izmedu ostalog sadrze i detaljniji i
potpuniji uvod u teoriju polugrupa: [1,3,/19,26](koris¢ena je i [12]).

Nakon osnovnih definicija i standardnih povezanosti kongruencija i ho-
momorfizama, bi¢e opisane Grinove relacije, koje ¢ine bazu teorije ideala
polugrupa. Uz mali osvrt na idempotente, koji igraju znacajnu ulogu u
pronalazenju podgrupa polugrupe, bi¢e opisana struktura D-klasa, gde je
Grinova lema sustinski najbitniji rezultat, koji ¢e dati osnovu za dokaz Ri-
sove teoreme i omoguditi opisivanje glavnih faktora konac¢nih polugrupa.

1.1 Osnovni pojmovi

Definicija 1.1. Polugrupa je ureden par S = (S, -), gde je S neprazan skup
(nazivamo ga nosac), a - je binarna operacija nad S (tj. funkcija - : xS — S,
gde (a,b)- obelezavamo sa a - b) koja zadovoljava uslov asocijativnosti: za
svaku trojku elemenata z,y iz iz S vazi (x-y)-z=x - (y - 2).

Zmak operacije se u multiplikativnoj notaciji ¢esto izostavlja, pa tako ab
zamenjuje izraz a - b. Pored toga, ako je jasno o kojoj operaciji se radi, ¢esto
identifikujemo polugrupu sa njenim nosacem, pa zapis (5, -) skra¢ujemo na
S.

Element e polugrupe (S,-) koji za svako z € S zadovoljava e - z =
T - e = x naziva se jedinicni element ili jedinica polugupe. Lako se uocava



da je jedini¢ni element, ukoliko postoji, jedinstven. Polugrupa koja sadrzi
jedini¢ni elemenat se naziva monoid. Nekada se jedinica "vestacki" dodaje
polugrupi na sledeé¢i na¢in: definiSemo novi element 1 takoda je s-1 =1-s5 =
szasvakis € Sil-1=1, pa je tada

gl — S, ako S ima jedinicu;
| Su{l}, ako S nema jedinicu.

monoid dobijen iz S pridruzivanjem jedinice, ako je to neophodno.

Nula polugrupe je u nekom smislu suprotna, jer je to element (ozna¢imo
ga sa 0) koji za svako z € S (pri ¢emu posmatramo polugrupe sa najmanje
2 ¢lana) zadovoljava x - 0 = 0- 2z = 0. Opet se lako uvida da je nula
polugrupe, ako postoji, jedinstvena. Pridruzivanje nule polugrupi se vrsi na
isti nacin kao i u sluc¢aju jedinice. Nakon $to definiSemo novi element 0 sa
odgovarajuéim svojstvom, imamo da je

g0 _ S, ako S ima nulu;
] SuU{0}, ako S nema nulu.

Ukoliko je polugrupa S sa nulom 0 takva da je za sve njene elemente a i b
ab = 0, nazivamo je nula-polugrupa.

Element a polugrupe S sa osobinom aa = a nazivamo idempotentan
element (idempotent). Skup svih idempotenata polugrupe S obelezavamo
sa E(S). Prirodno, nema ogranic¢enja na broj idempotenata u polugrupi: ne
mora da ih bude, a moze ih biti i vise. U ekstremnom sluc¢aju kada su svi
elementi polugrupe idempotenti, takvu polugrupu nazivamo traka.

Navedimo primer takve polugrupe. Neka su I i J neprazni skupovi,
T = I x J i binarna operacija - nad T" definisana sa (i, j) - (k,l) = (i,1). Aso-
cijativnost i idempotentnost za svaki elemenat se jednostavno proveravaju.
Ovaj tip polugrupe nazivamo pravougaona traka.

Elemenat a polugrupe S je regularan ako postoji z € S takav da je
a = azxa. Polugrupa je regularna ako je svaki njen elemenat regularan.

Ako su A i B podskupovi nosaca polugrupe S, tada definiSemo njihov
proizvod kao AB = {ab: a € A,b € B}. U slucaju da je neki od ta dva
skupa singlton, recimo A = {a}, umesto {a}B pisemo aB.

Monoid S sa jedinicom 1 u kome za svaki a € S postoji b € S tako da je
ab = ba = 1 nazivamo grupa.

Skup T' C S zajedno sa restrikcijom operacije -[r je potpolugrupa polu-
grupe S ako i samo ako je zatvorena za operaciju -, tj. ako za sve z,y € T
vazi ¢ -y € T. Lako se dokazuje da je neprazan presek familije {7} : i € I}
potpolugrupa polugrupe S takode potpolugrupa S. Odatle je za proizvoljan
neprazan skup A C S presek ({7 : T je potpolugrupa S i A C T} takode
potpolugrupa S; oznacavamo je sa (A) i nazivamo potpolugrupa polugrupe
S generisana podskupom A (specijalno, potpolugrupu generisanu skupom



idempotenata E(S) oznacavamo sa F(S)). Iz definicije se vidi da je u pi-
tanju minimalna potpolugrupa koja sadrzi A, a mozZe se dokazati da se ona
moze dobiti i kao skup svih konac¢nih proizvoda elemenata iz A.

Napomena 1. Posto nam to ¢esto olaksava razmatranja, a ne remeti osnovne
osobine definicije, uzimamo da za svaki skup A i polugrupu S° vazi 0 € (A).

Potpolugrupa T' polugrupe S koja je grupa u odnosu na odgovaraju¢u
restrikciju operacije se naziva podgrupa polugrupe S.

Neka su (S,-) i (T,*) polugrupe. Tada nad Dekartovim proizvodom
S x T definiSemo operaciju (s, t)o(s',t") = (s-§',txt'), i polugrupu (S x T, o)
nazivamo direktan proizvod polugrupa A i B.

1.2 Homomorfizmi i kongruencije

Definicija 1.2. Neka su (S,-) i (T,*) polugrupe. Funkcija ¢ : S — T je
homorfizam polugrupa ako i samo ako je je za sve a,b € S

(a-0)p = (a)¢ + (b)o.

Ukoliko su u pitanju monoidi, ¢ ¢e biti homomorfizam monoida ako i samo
ako pored datog uslova zadovoljava i (1g)¢ = 1p.

Injektivni homomorfizam nazivamo monomorfizam, a sirjektivni epimor-
fizam, dok je bijektivni homomorfizam izomorfizam. Ukoliko je u pitanju
homomorfizam skupa u samog sebe, nazivamo ga endomorfizam, a bijekti-
van endomorfizam je automorfizam. Kolekcija svih endomorfizama skupa
S # 0 zajedno sa operacijom kompozicije ¢ini monoid End(S) sa jedini-
com idg, dok je skup svih automorfizama istog skupa grupa Aut(S), koja je
podgrupa End(S).

Ukoliko je ¢ : S — T homomorfizam, skup Im(¢) = {(s)¢ : s € S}
nazivamo homomorfna slika skupa S. Ako je funkcija ¢ injektivna, kazemo
da se S utapa u T (sto se obelezava sa S — T'), a tada vazi i da su S i Im(¢)
izomorfne, Sto oznac¢avamo sa S = Im(¢).

Za homomorfizam ¢ : S — T se definiSe binarna relacija ker(¢) C S x §
na sledeéi nacin: a ker(¢) b < (a)¢ = (b)¢. Tu relaciju ker(¢) nazivamo
jezgro homomorfizma. Posto je vezana za relaciju jednakosti nad T, jasno je
da je u pitanju relacija ekvivalencije nad S. Pored toga, ona je i kongruencija
nad S, jer je ¢ homomorfizam, odakle sledi saglasnost ker(¢) sa operacijom
-. Kao posledica tih razmatranja se dobija sledeca teorema.

Teorema 1.1 (Prva teorema o izomorfizmu za polugrupe). Neka je ¢ : S —
T epimorfizam polugrupa (monoida). Tada je S/ker(¢) =T.

Naravno, vazi i obratno: za svaku kongruenciju p nad S, binarna opera-
cija nad skupom klasa S/p = {[a] : a € S} definisana sa [a] - [b] = [a - b] je



dobro definisana i (S/p,-) je polugrupa (nazivamo je faktor (ili kolicnicka)
polugrupa S po p), a za prirodno preslikavanje v, : S = S/p, (s)v, = [s] vazi
p = ker(v,).

1.3 Ideali i Grinove relacije

Nakon kratkog opsteg uvoda, dosao je red na definicije i teoreme na koje
¢e se direktno nadovezati ostatak rada, te ¢emo ovde izlagati malo detaljnije,
obrazlazué¢i dokaze i svrhu uvodenja konkretnog pojma ili rezultata.

Kao sto je ve¢ spomenuto, GrinoveE] relacije su osnovno orude za ispitiva-
nje idealske strukture polugrupe, sto je bitno za ispitivanje same polugrupe,
koja moze da bude izuzetno komplikovana, jer ima samo jedno fiksirano
svojstvo — asocijativnost.

Definicija 1.3. Podskup () # I C S nosaca polugrupe S je

e desni ideal polugrupe ako i samo ako vazi 1.5 C I,
e [evi ideal polugrupe ako i samo ako vazi ST C I,
e ideal polugrupe ako i samo ako vazi ISUSI C I.

Jasno, svi ideali polugrupe S su i njene potpolugrupe. Ideal I # S se
naziva pravi ideal.

Ako je I pravi ideal polugrupe S, lako se utvrduje da je pr = {(s,s) :
s € S} U (I x I) kongruencija nad S. Pri tome je S/p; zgodno posmatrati
kao (S \ I) U {0}, gde su svi proizvodi koji ne upadaju u S\ I jednaki
0 (ovo ¢emo detaljnije objasniti u poglavlju . Kongruenciju ovog tipa
nazivamo Rz’sovaE] kongruencija, a homomorfizam koji joj odgovara Risov
homomorfizam. Skup S/pr ozna¢avamo sa S/I i nazivamo ga Risov kolicnik
S u odnosu na I.

Definicija 1.4. Neka je S polugrupa. Ako je njen jedini ideal skup S,
kazemo da je ona prosta. Ukoliko je u pitanju polugrupa sa nulom 0 za
koju vazi S% # 0 i njeni jedini ideali su skupovi S i {0}, onda je nazivamo
0-prostom.

Grinove relacije su vezane za specijalne vrste ideala, koje ¢emo uvesti
u nastavku. Posmatrajmo polugrupu S. Za svaki elemenat a € S, skup
aS' je desni ideal polugrupe S, i to najmanji desni ideal koji sadrzi a (zbog
al = a sadrzi a, zbog aS'S C aS! jeideal,a a € I = aS' CIS' =TUIS
nam daje minimalnost). Simetri¢no, S'a je najmanji levi ideal koji sadrzi a
i, o¢ekivano, S'aS! je najmanji ideal koji sadrzi a. Oni se redom nazivaju
glavni desni, glavni levi i glavni ideal generisan sa a.

U proucavanju odnosa koji vaze medu glavnim desnim (levim) idealima
nam pomazu sledeéi zakljucci:

! James Alexander "Sandy" Green (1926-2014)
*David Rees (1918-2013)
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Lema 1.1 (Lema o glavnim desnim idealima). Sledeca tvrdenja su ekviva-
lentna

(i) aS* C bS1,
(ii) a € bS*,
(iii) a = bt za neko t € S,
(iv) a="bilia="0bt za nekot € S.
Dokaz. (i) = (i1) & (iii) < (iv) je jasno, a (ii) = (i) sledi iz pretpostavke
a € bS! i ¢injenice da je aS! najmanji desni ideal koji sadrzi a. O

Naravno, simetri¢no vazi i

SlagSlb(@aeSlb@a:tbzanekoteSl
Sa=bilia=tbzanekot e S.

Ocekivano, slican zakljucak se moze izvuéi i za (dvostrane) ideale:

StaSt € S'bS! < a e S'bS! < a = tbs, za neke s,t € S!
Sa=bVa=sbVa=>btVa=sbt, za neke s,t € S.

Najzad mozemo da definiSemo relacije koje igraju klju¢nu ulogu teoriji
polugrupa, ¢uvene Grinove relacije.

Definicija 1.5. Neka su a i b elementi polugrupe S. Tada je

aRb< aSt =bSt,
albe Sla= S,
aJb< StasS! = S'bSt,

pricemuje H=LNRiD=RolL.

1z definicija je jasno da su R, £, J i H relacije ekvivalencije (prve tri jer
se definisu preko relacije jednakosti, a cetvrta kao presek dve relacije ekviva-
lencije). Za relaciju D je jasna refleksivnost, ali simetri¢nost i tranzitivnost
slede iz sledece leme:

Lema 1.2. RoL=LoR

Dokaz. Dokaza¢emo samo (C), jer je dokaz druge nejednakosti dualan.
Neka u polugrupi S vazi a RoLb. Odatle sledi da postoji ¢ € S tako
da je a’ R cLDb, te iz osobina desnih i levih glavnih ideala znamo da postoje
u,v,s,t € S koji zadovoljavaju a = cu, ¢ = av, ¢ = sb i b = te. Uoéimo
elemenat d = bu. Za njega vazi

d=bu=tcu=ta i a=cu=sbu=sd,
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pa imamo d £ a. Pored toga, mozemo zakljuciti i
b =tc=tav = tcuv = buv = dv,

pa uz d = bu dobijamo i d R b. Odatle je a LA R b, sto je i trebalo dokazati.
O

Kao posledica ove leme se dobijadaje D =RV L ( =(Ro [,)°°>, odakle

se onda jednostavno dokazuju i simetri¢nost i tranzitivnost. Dokaze ¢emo
preskociti, jer bi zauzeli dosta prostora, a svode se na tehnicku proveru.
Jasnojedaje HCRCDiIiHCLCD kaoidajeRCJiLCJ,
a posto je D najmanja relacija koja sadrzi i R i £, sledi da jei D C J.
Zakljucujemo da medu nasim relacijama vaze odnosi prikazani na slici

Slika 1.1: Hase dijagram Grinovih relacija

Neka je a € S. Njegove klase unutar relacija R, £, H, D i J obelezavamo
redom sa R,, Lo, Hy, D, i J,. Koristeé¢i osobine glavnih ideala i relacije
inkluzije, mozemo definisati parcijalna uredenja medu klasama relacija R,
L1J:

R, < Ry & aS' CbS',

Lo < Ly S'a C S, (1.1)
Jo < Jy & StaS' C STbST
Relacija < nad {J, : a € S} ¢ée nam biti od koristi kada budemo opisivali
glavne faktore polugrupe, te ¢emo nadalje ¢esto obracati posebnu paznju na
svojstva relacije J.

Da bismo izveli dalje zakljucke, bitno je da imamo u vidu jos neke osobine
Grinovih relacija.

e Prvo primetimo da je relacija R leva kongruencija (jer za svako ¢ € S
aS! = bS' = caS! = cbS' = ca R cb), arelacija £ desna kongruencija.

e Osim toga, imamo da za klasu D relacije D pretpostavka a,b € D
povlaci a D b, sto vazi ako i samo ako postojic € S takvodajeaRcLb,
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odakle zaklju¢ujemo da je
R,NLy=R.NL.=H.#0, (1.2)

pa D-klasu D mozemo na zgodan nacin predstaviti kao dijagram u
obliku tabele (takozvani egg-boz dijagram), ¢ije e vrste predstavljati
R-klase unutar D, kolone L-klase unutar D i polja H-klase unutar D.
Na slici [I.2] je prikazan oblik takvog dijagrama i elementi a, b i ¢ u
prethodno opisanim ulogama. Primetimo da nam razmatranje
obezbeduje da je svako polje dijagrama bilo koje D-klase proizvoljne
polugrupe S neprazno.

b

Slika 1.2: Egg-box dijagram

Na kraju, uoc¢imo sledece:

Lema 1.3. Polugrupa S je prosta (0-prosta) ako i samo ako je J = w,
tj. univerzalna relacija (odnosno akko je J = (0,0) U {(a,b) : a,b €

S\{0}})-

Dokaz. Za svako a € S vazi a = lal € S'aS!, odakle za a # 0 sledi
StaS! # {0}. Ako je polugrupa S prosta (samim tim ne sadrzi nulu),
to znaci da je S tada njen jedini ideal, samim tim i jedini glavni ideal.
Odatle sledi da je za proizvoljne a,b € S vazi S'aS' = S = S'bS?,
te je J = w. Obratno, ako je J = w, to znadi da je S jedini glavni
ideal polugrupe S, a posto su glavni ideali elemenata istovremeno i
minimalni ideali koji ih sadrze, zakljuc¢ujemo da drugih i nema, te je
S prosta.

Dokazimo i drugu varijantu tvrdenja. Pretpostavimo da je S 0-
prosta, Sto znaci da su njeni jedini ideali skupovi S i {0}. Imajuéi u
vidu a € S'aS?!, zakljucujemo da to znadci

StaS! = 8 =SS! za sve a,b € S\ {0} A S'0S!=o0.
Drugim re¢ima, J = (0,0) U {(a,b) : a,b € S\ {0}}. Obrat sledi

ponovo zbog minimalnosti glavnih ideala, slicno kao u prethodnom
slucaju. O
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1.4 Idempotenti i podgrupe

Postojanje podgrupa je, sa aspekta proucavanja polugrupe, lepo svoj-
stvo. Unutar njih imamo inverzne elemente, jedinicu, ¢esto mnogo jedno-
stavnije mozemo da odredimo neka njihova svojstva i znamo da nam nijedan
proizvod ne moze "pobeéi" u neku nulu. Pored toga, videéemo da postoji
bitna povezanost izmedu H-klasa polugrupe i njenih podgrupa, sto je razlog
vise za njihovo proucavanje.

Da bi potpolugrupa S bila i njena podgrupa, ona mora da sadrzi jedinicu.
To, naravno, ne mora biti jedinica citave polugrupe, ali je jasno da mora
biti idempotent. Zato ¢emo u nastavku prouciti odnose Grinovih relacija
i idempotentnih elemenata polugrupe. Naravno, prirodno je prvo prouciti
osobine glavnih levih i desnih ideala idempotenata.

Lema 1.4. Neka je S polugrupa i neka vazia € S ie € E(S). Tada je

SlaC Sle s ae=a
aS' CeS' & ea = a.

Dokaz. Dokazatemo samo prvu ekvivalenciju, jer se druga analogno doka-
zuje. Neka je S polugrupa, a € S, e € E(S) i S'a C S'e. Tada je a = te za
neko t € St pa je ae = (te)e = t(ee) = te = a. Obratno, neka je ae = a.
Tada a € S'e, pa je S'a C S'e. 0
Posledica 1.1. Neka je S polugrupa i e € E(S). Tada vazi

aRe= ea=a,
ale= ae=a,

atHe=ea=ae=a.
Primetimo da to znaci da je idempotent jedinica svoje H-klase.

U nastavku proucavamo kolika moze da bude podgrupa u odnosu na
‘H-klasu svog jedini¢nog elementa.

Lema 1.5. Ako je G podgrupa (polugrupe S) sa jedinicom e, tada vazi G C
H..

Dokaz. Neka su ispunjeni uslovi leme. Tada za proizvoljan a € G vazi
ea = ae = a i postoji a~! € G tako da je aa”" la =e, paiz ae =a
ia'a =esledi ale, a iz druge dve jednakosti a R e, te dobijamo aH e.
Odatle je G C H.. O

:a_

Teorema 1.2 (Teorema o maksimalnoj podgrupi). Neka je e € E(S). Tada
je H, maksimalna podgrupa grupe S sa jedinicom e.
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Dokaz. 1z prethodne leme sledi da za podgrupu G (polugrupe S) sa jedini-
com e vazi G C H., pa nam preostaje da pokazemo da je H, podgrupa sa
jedinicom e. Iz posledice znamo da je e neutralni element za H.. Poka-
Zimo zatvorenost za operaciju: neka a,b € H., tada je bH e, pa bR e i zbog
leve kompatibilnosti relacije R dobijamo abR ae = e; analogno se dobija i
abLeb=e, te je abHe.

Sada ¢emo za svaki elemenat a € H, pronaéi inverzni unutar H.. Posto
je aH e, postoje s,t € S* tako da je at = e i sa = e. Pri tome je e = ee =
(at)e = ((ae)t)e = a(ete) i slicno e = (ese)a. Uvedimo oznake x = ete i
y = ese. Sada mozemo zakljuciti sledece:

x = ete = eete = ex = (ya)r = y(ax) = ye = esee = ese = y.

Znaci, x =y i e = ax = xa, a pored toga je i ex = xe = x, te x ima osobine
inverznog, samo treba pokazati da pripada odgovarajucoj H-klasi. Da bismo
to dokazali, treba samo da primetimo da iz ex = x i za = e dobijamo e R z,
a iz druge dve jednakosti e £ x, pa imamo x € H.. ]

Ovim smo pokazali da H-klase mogu biti podgrupe polugrupe, ali to
naravno ne znac¢i da one to uvek jesu. U sledeéem poglavlju éemo dokazati
teoremu koja daje kriterijum za odredivanje da li je H klasa podgrupa S ili
ne.

1.5 Struktura D-klasa

U ovom poglavlju éemo razjasniti odnose manjih relacija (R, £ i H)
unutar jedne D-klase. To ¢e nam pomo¢i da kasnije shvatimo strukturu
specijalne vrste O-prostih polugrupa, koja ¢e nam biti znacajna u nastavku
rada.

Za polugrupu S i element s € S! definigimo ps : S — S, (a)ps = as (od-
nosno dualno As : S — S, (a)As = sa). U slede¢im lemama ¢emo posmatrati
njene sirjektivne restrikcije koje ¢emo radi jednostavnosti oznacavati na isti
nacin kao i nju. Do zabune ne moze dodi, jer ¢e svaki put biti naglasen
domen restrikcije.

Lema 1.6 (Grinova lema). Neka sua,b € S urelaciji R i neka su elementi
s, 8" € S izabrani tako da je as = b ibs' = a. Tada su (sirjektivne restrikcije)
ps : Lg — Ly @ pg @ Ly — Ly uzajamno inverzne bijekcije koje ocuvavaju
R-klasu (ps ocuvava R-klasu akko vazi ¢ € Ly = c¢R(c)ps).

Pored toga, za svako ¢ € L, vaZi: ps : H. — H¢s je bijekcija, sa in-
verznom funkcijom pg : Hes — H. (specijalno, za ¢ = a su u pitanju
ps:Ha—>Hb ipsl :Hb—>Ha).

Dokaz. Prvo dokazimo da vazi Im(ps[;,) = L. Neka je cLa. Posto je
L desna kongruencija, odatle sledi (¢)ps = csLas = b, te je (¢)ps LD, Sto
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smo i zeleli da pokazemo. Pored toga, treba dokazati da su odgovarajuce
restrikcije ps i ps uzajamno inverzne (odatle ée slediti da su bijekcije). Neka
je opet ¢ € L,. Tada postoji t € S' takav da je ¢ = ta, odakle je

(e)psps = (ta)psps = tass’ = tbs' =ta = c.

Zato vazi pspy = Ir,. Dualno se dokazuje pyps = Ir,. Ostaje nam jos da
pokaZemo ocuvanje R-klase. Za proizvoljinod € L, jeds =d-sid=ds- s,
te dobijamo d R ds = (d)ps.

Drugi deo leme sada sledi zbog Im(ps [y ) = Im(ps[p nr.) = Les N Re =
Hes (i dualno Im(py [p,.) = He). O

Prirodno, vazi i njen dual:

Lema 1.7 (dual Grinove leme). Neka su a,b € S u relaciji £ i neka su
elementi t,t' € S izabrani tako da je ta = b i t'b = a. Tada su (sirjektivne
restrikcije) Ay : Rg — Ry @ Ay : Ry — R, uzajamno inverzne bijekcije koje
ocuvavaju L-klasu.

Pored toga, za svako ¢ € R, vazZi: A : H. — Hyc je bijekcija, sa in-
verznom funkcijom Ay : Hy — H. (specijalno, za ¢ = a su u pitanju
At Hy, — Hy i My :Hb—>Ha).

Odmah uoc¢avamo da iz ovih lema sledi da su sve R-klase (£-klase) unu-
tar neke D-klase iste kardinalnosti, ali i

Posledica 1.2. Ako vazi a Db, onda postoji bijekcija iz H, u Hy.

Dokaz. 1z aDb sledi da postoji ¢ € S! takav da je a R cLb, te prema Gri-
novoj lemi postoji bijekcija iz H, u H., a prema dualu Grinove leme postoji
bijekcija iz H. u Hy, pa je kompozicija te dve funkcije bijekcija iz H, u
Hy,. O

Sada znamo i da su svake dve H-klase unutar iste D-klase iste kardinal-
nosti. To nas najzad dovodi do utvrdivanja bitne osobine H-klasa, koju smo
najavili na kraju prethodnog poglavlja.

Teorema 1.3 (Grinova teorema). Neka je H H-klasa polugrupe S. Tada
vazi tacno jedan od slucajeva: ili je H> N H =0 ili je H podgrupa S.

Dokaz. Dokazademo da iz H> N H # ) sledi da je H podgrupa S. Iz nase
pretpostavke sledi da postoje a,b,c € H takvi da je ab = c. Iz aH ¢ sledi
aRec, paje pp : Hy — H. bijekcija. Ali imamo H, = H. = H, te je
Hb = H. Zato postoji d € H takav da je db = b, a zbog d’Rb postoji
s € S' sa osobinom bs = d. Najzad imamo d = bs = dbs = d?, te H sadrzi
idempotent, pa iz teoreme o maksimalnoj podgrupi sledi da je H podgrupa
S. O
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Posledica 1.3. Klasa H, je podgrupa ako i samo ako je aH a® (specijalno,
za svaki e € E(S), He je podgrupa S).

Na kraju dajemo jos jednu lemu koja je posledica Grinove leme, a vezana
je za idempotente i Grinove relacije.

Lema 1.8. Neka su elementi a i b uw D-klasi D polugrupe S. Tada vazi
ab € R, N Ly ako © samo ako L, N Ry sadrZi idempotent.

Dokaz. Pretpostavimo da su ispunjeni dati uslovi i da ab € R,NLy. To znaci
da postoji s € S! tako da je abs = a i po Grinovoj lemi sledi da p : z +— s
slika, Ly na Ly, oCuvavajuéi R,, te slika Hy = LyNRy = Loy N Ry na Ly N Ry,
bijektivno. To znaci da je specijalno (b)ps = bs € L, N Rp. Sa druge strane,
oy x— xbslika Ly na Lgp, pai Lg N Ry na Lgy N Ry = Ly N Ry = Hp i ona
je inverzna pg, pa je bsbs = (b)psppps = (b)ps = bs, te je bs idempotent u
LoN Ry.

Pretpostavimo suprotno, neka L, N Ry sadrzi idempotent e. Tada je
prema posledici eb = b, pa kao i ranije zaklju¢ujemo da p, slika H, =
LoNR,=L.NR,na LyN Ry, pa (a)py = ab € Ly N Ry, d

1.6 Glavni faktori

U prethodnom poglavlju smo postavili temelj za naredno, gde ¢emo iz-
ucavati kompletno 0-proste polugrupe i pokazati da imaju zgodnu karakte-
rizaciju. Medutim, ovo poglavlje sadrzi razloge zbog kojih su nam takve
polugrupe interesantne. Naime, pokazac¢emo bitnu tehniku dekompozicije
polugrupa na odredene komponente, da bismo u slede¢em dokazali da su u
slucaju konacnih polugrupa sve komponente bas takve specijalne, kompletno
0-proste polugrupe.

No, krenimo redom. Za pocetak dajemo jedan nov pojam i odmah na-
dovezujemo lemu o njegovom svojstvu.

Definicija 1.6. 0-minimalan ideal polugrupe S je minimalan ideal u skupu
njenih ideala razli¢itih od {0}.

Lema 1.9. Ako je M 0-minimalan ideal polugrupe S, tada je ili M? = {0}
ili je M O-prosta polugrupa.

Dokaz. Posto je M? ideal sadrzan u M, pri ¢emu je M minimalan nenula
ideal u S, mora da vazi ili M2 = M ili M? = {0}. Pretpostavimo da je
M? = M. Odatle sledi da je i M = M, pa je za element a € M \ {0} skup
S1aS! nenula ideal (sadrzi lal = a) sadrzan u M (jer a € M, koji je ideal),
pa mora da vazi S'aS! = M. Stoga je

MaM C S'aS' = M = M3 = M(S*aS" M = (MSYa(MS') C MaM,
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odakle imamo MaM = M. Dakle, za a € M vazi ili MaM =0 ili MaM =
M pa je prema lemi polugrupa M 0-prosta. O

U slucaju da pricamo o polugrupi bez nule, dolazimo do zakljucka da
ona ima najvise jedan minimalan ideal (ako bi ih bilo bar dva razli¢ita, M i
N, tada bi M N bio ideal sadrzan u oba, a zbog njihove minimalnosti jednak
i prvom i drugom, te bi i oni bili jednaki). Odatle sledi da u polugrupi bez
nule ili ne postoji minimalan ideal, ili je jedinstven (u polugrupi sa nulom
postoji i jedinstven je, jer je to {0}). To znaci da svaka konac¢na polugrupa
ima jedinstven minimalan ideal (jer ne moze imati beskonac¢an opadajuéi
lanac ideala).

Sledeca teorema koristi pojam O-minimalnog ideala da bi odredila oso-
bine Risovih koli¢nika ideala, koje ée nam biti potrebne za izucavanje pojma
glavnih faktora.

Lema 1.10. Ako su I i J ideali polugrupe S takvi da je I C J i ne postoji
ideal B takav da je I C B C J, tada je J/I ili 0-prosta ili nula-polugrupa.

Dokaz. Ako je I pravi ideal polugrupe S, A skup ideala S koji sadrze I, a
B skup ideala Risovog koli¢nika S/I (= {I} U{{z} : x € S\ I}), tada je
preslikavanje

0:A—=B,(J)0=J/I

bijekcija koja oc¢uvava poredak. Obrazlozimo to ukratko. Za svaki ideal J
nad S koji sadrzi I vazi da je JSUSJ C J, paza J/I ={I}U{{z}:z €
JN\I} vazi J/I-S/TUS/I-J/I C J/I. Odatle sledi da je homomorfna slika
funkcije 6 bas B. Razmotri¢emo jos samo sirjektivnost, jer se injektivnost i
ocuvanje poretka jednostavno pokazuju. Svaki ideal B iz B sadrzi {I} kao
svoju nulu, i neke elemente {z}, gde x € S\ I. Neka je B={I}UX. Tada
za svaki {z} € X imamo {z}S/IUS/I{z} C B,pajexSUSx CJX UI,
te je U X U ideal nad S, takav da je (UX U )8 = B.

Imajuéi u vidu ovu bijekciju, zaklju¢ujemo da je J/I iz uslova leme
minimalni ideal nad B, pa je prema lemi [1.9|ili O-prost, ili vazi (J/I)? = {I},
tj. J/I je nula-polugrupa (jer je {I} njena nula). Primetimo, u slu¢aju da
je I =5, dokaz se svodi na dokaz leme[1.9 ]

Sada, ako posmatramo glavne ideale polugrupe S i poredak definisan u
, i pretpostavimo da je J(a) = S'aS! minimalni glavni ideal, tada je
on i minimalni ideal. Dokazimo to: pretpostavimo da je I C J, ideal i da
b € I; sledi da je

J(b) = S'vst c 1 C StasS' = J(a),
a J(a) je minimalan, te je S'bS* = I = S'aS!. Jasno, tada je taj minimalni

glavni ideal jedinstven (pa ga mozemo izdvojiti i oznaciti sa K(5)) i jednak
svojoj klasi J, (b € J(a) & J(b) C J(a), a zbog minimalnosti StaS! je
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J(b) = J(a), pa je b € J,). Pri tome je, naravno, K(S) = {0}, ako S sadrzi
nulu 0. Ukoliko je ne sadrzi, pronasli smo O-minimalan ideal polugrupe S.

Sa druge strane, ako J(a) nije minimalan, tada ni klasa .J, nije minimalna
u (S/J,<), te je skup

I(a)={be J(a): Jy < Jo} = J(a) \ Ja

neprazan. U tom slucaju je I(a) ideal polugrupe S, jer za ¢ € I(a) imamo
J(ca) C J(c) C J(a), odakle sledi ca € I(a) (simetricno se pokazuje i
ac € I(a)). Pored toga, vazii I(a) = U{Jp: Jp» < Jo}.

Dokazimo da je I(a) maksimalan ideal J(a). Posmatrajmo ideal B nad S
takav da je I(a) € B C J(a). Iz b € B imamo J(b) C B, pa je J(b) C J(a),
te b € I(a). To znadi da je B = I(a), pa su ispunjeni uslovi leme (1.10)), te
iz nje dobijamo da je J(a)/I(a) ili O-prosta ili nula-polugrupa. Polugrupe
K(S)iJ(a)/I(a), a € S nazivamo glavni faktori polugrupe S.

Ovu diskusiju mozemo da sumiramo kao tvrdenje:

Teorema 1.4. Za element a polugrupe S vaZi tacno jedna od mogucénosti:
(i) Jo = K(S) i u pitanju je 0-minimalan ideal polugrupe S,

(i) I(a) ={b: Jy < Jo} # 0 i I(a) je ideal u J(a), a J(a)/I(a) je 0-prosta
ili nula polugrupa.

Iz dokaza leme i prethodne diskusije vidimo da za glavni faktor
J(a)/I(a) imamo dva moguca oblika. Ako je u pitanju nula-polugrupa,
svi proizvodi padaju u I(a), tj. u nizu klasu, a ako je J(a)/I(a) O-prosta,
mozemo je posmatrati kao polugrupu sa nulom I(a) i J-klasama {I(a)} i
Jq, gde proizvodi elemenata mogu da budu u J, ili da upadnu u nizu klasu
Jp < Jqu. 1z tog razloga se u literaturi glavni faktor J(a)/I(a) definise kao
Jr = J,u{0}, gde je

{ st, s,t,st € Jg;
st = oy
0, inace.

1.7 Kompletno 0-proste polugrupe i Risove ma-
tricne polugrupe

Kako smo veé najavili, u ovom poglavlju ¢emo se baviti specijalnom

klasom O-prostih polugrupa, koje se mogu na zgodan nacin predstaviti i

¢ija nam je struktura bitna, jer ¢emo videti da su glavni faktori konac¢nih
polugrupa bas tog oblika.

Definicija 1.7. 0-prosta polugrupa se naziva kompletno 0-prosta ako i samo
ako ima O-minimalne leve i desne glavne ideale.
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To je ekvivalentno sa uslovima da ne postoje beskonac¢ni lanci oblika

Sta; D Stag D Slaz O -+ (glavni levi ideali), §to ozna¢avamo kao uslov
My, odnosno oblika a;S! D 28! D a3zS! O - (glavni desni ideali), a
to je uslov Mg. Drugim rec¢ima, M daje da svaki lanac oblika S'a; D
Slas O Slas O --- mora postati stacionaran nakon nekog k (Sto znaci
Slay = SlakH = Slak+2 = -..), a Mg obezbeduje dualno za glavne desne
ideale.

Jasno, posto konac¢ne polugrupe mogu imati samo konac¢no mnogo glav-
nih levih (desnih) ideala, one zadovoljavaju i My, i Mg, pa je svaka konaéna
0-prosta polugrupa i kompletno 0-prosta.

Sledi teorema ¢ija posledica nam daje jasniju sliku o implikacijama uslova
Mg i My,

Teorema 1.5. Pretpostavimo da u polugrupi S vazi

{vaes n €N (a" La"), 13

Vac S ImeN (a™Ra™).
Tada je D = 7.

Dokaz. Znamo da u opstem slucaju vazi D C J. Treba pokazati da (x)
implicira O. Neka za a,b € S vazi a J b. To znadi da postoje ¢,r,s,t € S*
takvi da je b = gar i a = sbt. Odatle je

b = qar = (gs)b(tr) = (gs)gsbtr(tr) = (qs)gb(t?")2 == (gs)"b(tr)",

za sve n € N. Iz (x) sledi da postoji n; € N takav da je (gs)™ L(gs)™ 1.
Zato je b = (gs)™1b(tr)™ L(gs)™b(tr)™ = gs((gs)™b(tr)™) = gsb, te je
b L qsb, pa odatle dobijamo S'b = S'qsb C S'sb C S'b. Zakljuéujemo da
je S'b = S'sb, drugim rec¢ima b L sb. Potpuno dualnim rezonovanjem se
dobija da je bR bt, pa je a = sbt RsbLb, pa je aDb, $to smo i zeleli da
dokazemo. O

Posledica 1.4. Ako polugrupa S zadovoljava My, i Mg, tada v njoj vazi
D=J.

Dokaz. Utvrdili smo da uslov My, obezbeduje stabilizaciju svakog nerastuceg
lanca levih ideala, pa za proizvoljno a € S i lanac S'a O S'a? D --- postoji
n € N takav da je S'a™ = S'a"t*, za svako k € N. Odatle je ™ £La™t!. Na
analogan nacin se pokazuje da vazi i drugi deo uslova (%), pa iz prethodne
teoreme sledi da je D = J. O

Lema 1.11. Neka polugrupa S zadovoljava uslov (x). Tada za sve a,b € S
vazi

aJab< aDab< a'Rab,

bTab<= bDab < bLab.
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Dokaz. Pokaza¢emo samo prvi niz ekvivalencija, jer je za drugi dokaz dua-
lan. Posto u S vazi (x), iz teoremesledi da je J = D, te je prva ekvivalen-
cija opravdana. U drugoj je smer (<) jasan jer je R C D. Ostaje da poka-
zemo (=). Ako pretpostavimo a J ab, imamo da postoje x,y € S! takvi da
je a = zaby = xxabyby = x"a(by)"™, za sve n. 1z (x) sledi da mozemo izabrati
m takvo da je (by)™ R(by)™ 1, te je a = z™a(by)™ R x™a(by)™ ! = aby,
pa je a R aby. Imamo aS' = abyS' C abS' C aS*, odakle zaklju¢ujemo da
je aS' = abS*, tj. a R ab. O

Izvedimo jos jednu izuzetno bitnu osobinu kompletno 0O-prostih polu-
grupa.

Lema 1.12. Ako je S kompletno 0-prosta, onda sadrzi idempotent koji nije
njena nula.

Dokaz. Neka je a € S\ {0}. Posto je u pitanju 0-prosta polugrupa, za nju
po definiciji vazi S? # 0. Znamo da je S? ideal, pa je S? = S i odatle
83 = S. Pokazaé¢emo da je SaS = S (znamo da je u pitanju ideal, pa su
moguénosti samo {0} i S). Posmatrajmo skup I = {x € S | SzS = 0}.
Jasno, 0 € I, pa vazi I # (). Pri tome je I ideal, jer za v € [ i s € S vazi
0 = 0xs0 € SxsS C SzS = 0, odakle je SsxS = 0, a simetri¢no se dobija i
SxsS = 0. Sada zakljuéujemo da je I =01ili I = S. Ako pretpostavimo da
je I = S, imamo S$3 = SIS = ,¢; SzS = 0, i dobijamo kontradikciju sa
ranije utvrdenim S% = S. Stoga zaklju¢ujemo da je I = {0}, pa iz definicije
I i izbora elementa a sledi SaS = S.

Zato postoje elementi u,v € S takvi da je uav = a, pa je u"av"™ = a za
svako n € N. Iz toga mozemo zakljuciti da je u™ # 0, za sve n. Posto je S
0-prosta, zadovoljava (x), pa postoje [ i k takvi da je u! Ru*! i uF LuF*!
(naravno, iz dokaza prethodne posledice sledi i u! R u!** i u¥ LuF*t za sve
t). Ako je s = max{l, k}, imamo u® Lu?® i u®* Ru?, pa je u® Hu>*, odakle
prema posledici dobijamo da je H,s podgrupa S, pa postoji idempotent
eHu®. Zbog u® # 01 Hy = {0} imamo e # 0. O

U nastavku éemo konstruisati specijalan tip polugrupa koje ¢e se po-
kazati odgovaraju¢im za opisivanje kompletno O-prostih polugrupa, ali pre
toga nam je potrebna jos jedna definicija.

Definicija 1.8. Matricu nad polugrupom sa nulom nazivamo pravilna ako
i samo ako svaka vrsta i svaka kolona imaju bar jednu nenula vrednost.

Definicija 1.9. Neka je G grupa, I i A neprazni skupovi, a P pravilna
matrica dimenzije A x I nad G U {0}. Tada M° = M%(G; I, A; P) oznacava
skup (I x G x A) U {0} zajedno sa binarnom operacijom datom sa

On =n0=0, zasvene M

. 0, Pk = 05
,a,\)(k, b, ) = .
(Z ¢ )( Iu) { (Za (Ip/\kb, M)? DXk 7& 0.
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Tada MY nazivamo Risova matricna polugrupa nad G.
Lema 1.13. Za M°(G; I, A; P) vazi:

(1) M° je polugrupa sa nulom;

(2) (i,a, ) je idempotent ako i samo ako je py; # 0 i a = p;il;

(3) MO je regularna;

(4) (i7a7)‘) R(], bmu) S1=];

(5) (i7 a, )‘) ﬁ(], b, /‘) SA=p

(6) (i,a,\) H(j,b, 1) & 1= JAN = u; zapy; # 0 je H-klasa H;y = {(i,a, ) :
a € G} grupa sa jedinicénim elementom (i,p;il, A), a inverzni za (i,a,\)
je (ivp;ila_lp;ilv A);

(7) za pri #0 ipuj #0 je Hiy = Hjy,;

(8) D = J i njihove klase su {0} i M°\ {0};

(9) M je kompletno 0-prosta.

Dokaz. (1) Prema definiciji M" imamo nulu, zatvorenost za operaciju je
posledica zatvorenosti polugrupe G U {0}, a asocijativnost se lako pro-
verava.

(2) (i,a,\) = (i,a,\)(i,a,\) = (i, apria, \) < pxi 0 Apy = a L.

(3) 0 = 000 je regularan. Neka je (i,a,u) € M°\ {0}. Tada, posto je P
pravilna matrica, postoji j € I takvo da je py; # 0 i u € A tako da je
Pui 7 0, pa je (i,a,\) (4, py; a'p, 1) (i, a, A) = (i, a, ).

(4) Jasno, {0} je zasebna R-klasa. Ako imamo (i,a,\) R(j,b, u), tada po-
stoji (k,c,v) € M (zbog regularnosti ne moramo da priklju¢ujemo
1) takav da je (i,a,\) = (4,b,u)(k,c,v) = (j,bpurc,v), pa je i = j.
Obratno, neka je ¢ = j. Izaberimo proizvoljno p,, # 0. Tada je
(i,a, A) = (4, b, 1) (k, pp 01, N), te e (i, a, A) R(j, b, p).-

(5) Dokazuje se dualno prethodnom.

(6) Posledica (4), (5), (2) i teoreme Provera za inverzni elemenat se
lako izvodi.

(7) Izomorfizam je (i,a,\) — (J, ap,\ip;jl, w). Ovde éemo preskociti dokaz,
jer je se svodi na tehnicku proveru.

(8) T ovde je jasno da je {0} i D-klasa i J-klasa. Za proizvoljne ele-
mente (i,a,\), (4,b, ) € M® imamo (i,a, ) R(i,a,\) L(j,b, 1), pa je
(4,a, ) D(j,b, ). Zbog D C J je i (i,a, ) D(j,b, ).

(9) U prethodnoj stavci smo veé dokazali da su J-klase {0} i M\ {0}.
Izaberimo py; # 0. tada je (i,1,\)? # 0 i time (M?%)? # {0}, pa je
MO prema lemi 0-prosta, a posto je konacCna, onda je i kompletno
O-prosta.

]

Nakon $to smo izlozili brojne dobre osobine Risovih matri¢nih polugrupa,
red je dosao da pokazemo njihovu vezu sa kompletno O-prostim polugru-
pama.
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Teorema 1.6 (Teorema Ris—Suékjevi. Neka je S polugrupa sa nulom.
Tada je S kompletno 0-prosta ako i samo ako je izomorfna nekoj Risovoj
matricnoj polugrupi nad grupom.

Dokaz. (<) Neka je polugrupa S izomorfna polugrupi M%(G; I, A; P). Po-
$to je, prema stavci (9) prethodne leme, M° kompletno 0-prosta, to vazi i
za polugrupu S.

(=) Neka je S kompletno 0-prosta. Tada ona zadovoljava uslove My, i
Mpg, a time i uslov (%), pa prema teoremi u njoj vazi D = J. Iz uslova
da je O-prosta dobijamo da su njene J-klase {0} i S\ {0}, pa zakljucujemo
da su to i D-klase. Posmatrajmo klasu D = S\ {0}. Prema lemi S
sadrzi nenula idempotent e, pa je e € D.

Neka su L-klase u D indeksirane sa {Ly : A € A}, a R-klase sa {R; :
i € I} (zakljuCujemo da su na taj na¢in oznacene sve nenula £ i R-klase
u S). Obelezimo H-klasu R; N Ly sa H;y. Posto imamo da e € D, prema
teoremi[I.2] zaklju¢ujemo da D sadrzi podgrupu H.. Bez umanjenja opstosti,
pretpostavimo da je H. = Hy; (naravno, uz pretpostavkuda 1 € Ai 1 € I).
Oznacimo grupu Hi; sa G.

Za svako A € A fiksirajmo proizvoljno ¢\ € Hiy, pri ¢emu éemo uzeti
q1 = e. Isto tako, za i € I odaberimo r; € H;1, uz r; = e. Posto vazi eqy = ¢
(sledi iz lemei e R g»), prema Grinovoj lemi imamo da je pg, : He — Hyy
bijekcija. Pored toga, iz r;e = r; (Sto sledi iz iste leme zbog e L ;) sledi

ri(eqy) = rigy. (1.4)

Primetimo da iz e £Lr; imamo i eqy Lr;qy, te je r;qx € Ly, a iz e R ¢y sledi
rie Rriqx, tj. riqn € R;. Zato je r;qyn € LyxNR; = H;)\. Prema dualu Grinove
leme iz dobijamo da je A,, : Hix — H;y bijekcija. Zakljucujemo da je
za svaki par ¢ € I i A € A kompozicija pg, A, 1 Hi1 — H;y bijekcija. Odatle
zbog definicije preslikavanja pg, i Ar, dobijamo da se svaki element H;\ moZe
na jedinstven nacin predstaviti kao proizvod r;aq,, gde je a € Hy1 = G, te
je preslikavanje
0:(IxGxANuU{o}—S

definisano sa (0)0 = 0, (i,a,\)0 = r;aqy bijekcija.

Neka je px; = qa15. Za py; # 0 imamo ¢\r; D ¢y, a prema lemi sledi
da je g r; R q), pa posto znamo da je g\ Re, sledi ¢y r; Re. Simetricno se
dobija i gyr; Lr; Le. Sada mozemo zakljuciti da za ¢)r; vazi tacno jedna
od dve mogucénosti: ili je gyr; = 0, ili g\r; € R. N L. = G. Zato je matrica
P = (pxi) = (gxr;) dimenzije A x I sa vrednostima iz G U {0}.

Dokazac¢emo da je u pitanju i pravilna matrica. Za proizvoljno ¢ € I
smo izabrali r; € G, pa kao i u dokazu leme [1.12] imamo da vazi Sr;S = S.
Zato za neke u,v € S vazi ur;v = e. Stoga je u # 0 i odatle u = rp,bq,
zaneke m e I, 1l € Aib e G, te imamo ry,bqr;v = e # 0 i zato mora biti

3Suschkewitsch, A.
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pi; = qir; 7 0. Na analogan nacin za svaku kolonu A € A mozemo pronaéi
PAs 7& 0.

Sada smo dokazali sve osobine iz definicije i zakljué¢ujemo da je M° =
MPO(G; I, A; P) Risova matri¢na polugrupa nad grupom G. Pokazimo jos§ da
je funkcija @ homomorfizam. Jasno, za x € M° vazi (02)0 =0=0- (z)f =
(0)0(x)0, i na isti nac¢in (z0)0 = (2)0(0)0. Za (i,a,\) i (k,b, u) iz M° ée biti

. 0)6 pu=0; _ [0 P = 0;
bad] )\ k7 b) 9 - ( ’ 7 = ’ 7
(4, a, ) (k, b, 1)) { (4, apxrb, )0, prr # 0. riaprkbdu, pak # 0.
= riaprbgu = riagarbyy
= (Z"a, A)g(k,b,/,[/)e,

¢ime smo pokazali homomorfnost. Posto je bijektivnost ranije utvrdena,
dobijamo da je S =2 MP. O

Sumirajmo ciljeve ove glave: bilo je bitno objasniti glavne faktore polu-
grupe, jer ¢emo preko njih ispitivati rangove i idempotentne rangove polu-
grupe. U slucaju konacnih polugrupa ti glavni faktori su ili nula-polugrupe
ili kompletno O-proste. Da bismo lakse radili sa ovim drugim tipom, izlozili
smo Risovu teoremu, koja nam daje moguénost da ih posmatramo kao Ri-
sove matri¢ne polugrupe, mnogo ugodnije za rad. U narednoj glavi ¢emo se
baviti racunanjem rangova ovih specijalnih tipova polugrupa.
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Glava 2

Rang Risovih matricnih
polugrupa

Kao s$to smo i najavili, u ovoj glavi éemo izracunavati rangove Risovih
matri¢nih polugrupa. Radi prikazivanja opstijeg rezultata (koji ¢ée nam po-
sluziti u nastavku rada) iz [17], radi¢emo sa uopstenim Risovim matri¢nim
polugrupama, gde strukturna matrica nije obavezno pravilna. No, to pro-
Sirivanje klase polugrupa koju posmatramo ¢e zahtevati i njihovo dodatno
ispitivanje. U tu svrhu uvodimo Graham-Houghton grafove, koji ¢e nam
pomodéi da izvedemo teoremu o Grejemovoj normalnoj formi opste RMP
(Risove matri¢ne polugrupe), preko koje é¢emo da je razlozimo na kompo-
nente — regularne RMP. Nakon toga ¢e uslediti prikaz radova [30] i [1§]
koji izracunavaju rangove povezanih, odnosno nepovezanih regularih RMP
(spomenute karakterizacije su objasnjene u tekstu). Glavu zavrsavamo re-
zultatom iz [17] i njegovom neposrednom posledicom, koji nam daju formule
za izra¢unavanje ranga opste Risove matri¢ne polugrupe i njenu pojednosta-
vljenu verziju za idempotentno generisane.

Prilikom navodenja izvora, ¢esto postoji potreba da se citiraju dve stavke:
originalan rad i rad u kome je naveden dokaz koji smo koristili. Zato veliki
broj tvrdenja ima dve reference: sa ’o’ je oznacen izvor u kome se rezultat
prvi put pojavljuje, a sa ’i’ koriséen izvor. Uz to, u ovoj glavi postoje i dva
dokaza koja nisu preuzeta iz literature, te su oni oznaceni sa [*].

Poc¢nimo sa definicijom pojmova ranga i idempotentnog ranga, najvazni-
jih svojstava polugrupa, kada je u pitanju ovaj rad.

Definicija 2.1. Rang polugrupe S je minimalna kardinalnost generisuceg
skupa, tj.
rank(S) = min{|A4| : AC SA(A) =S}

Svaki skup generatora polugrupe S kardinalnosti rank(S) ¢emo nazivati
baza. Prirodno, za idempotentni rang kao generatore posmatramo idem-



potente, pa u slucaju {A : A C E(S) A (A) = S} # 0 definiSemo
idrank(S) = min{|A4| : AC E(S)A(4) = S}.

Objasnimo vezu izmedu ranga polugrupe i rangova njenih glavnih fak-
tora: neka je S proizvoljna konacna polugrupa, a Ji, Jo, ... J, njene mak-
simalne [7-klase (u odnosu na ranije spomenut poredak (L.1)). Ako A C S
generise S, onda se za svako i € {1,...,m} skup J; moze generisati pomocu
AN J;. Obrazlozimo to: prirodno, J; ne moze biti generisan elementima
iz U{J; : J; < J;}, jer smo na kraju poglavlja utvrdili da proizvodi iz
nizih klasa mogu samo da ostanu u njima ili da padaju u jos nize. Pored
toga, posto je J; maksimalna klasa, znamo da je J = J; UU{J; : J; < J;}
jedini glavni ideal koji je sadrzi, te njeni elementi ne mogu biti generisani
elementima iz S\ J, jer su oni ¢lanovi drugih maksimalnih glavnih ideala, pa
ne mogu da generisu nista van tih ideala. Time smo dokazali nasu tvrdnju,
odakle sledi da je AN J; generisuci skup za glavni faktor J*. To povlaci da
je

rank(S) > i rank(J"). (2.1)
n=1

Naravno, u opstem slucaju ovde neée vaziti jednakost, ali u mnogim
primerima hoce. Pored toga, i u slucajevima u kojima ne vazi nam je bitno
da odredimo rangove glavnih faktora maksimalnih ideala, jer zbog prethodne
diskusije svaka baza S mora sadrzati minimalan generatorni skup za svaku
njenu maksimalnu J-klasu. Ako je J nula-polugrupa, onda je rank(J*) =
|Ji|. Ako to nije slucaj, znamo da je kompletno O-prosta, pa je zbog Risove
teoreme izomorfna nekoj Risovoj matri¢noj polugrupi M°(G; I, A; P).

2.1 Graham-Houghton grafovi

Uvedimo sada Graham-Houghton grafove (u nastavku ¢emo ih nazivati
GH-grafovi), prvi tip grafova koji ¢emo koristiti za ispitivanje kompletno
0-prostih polugrupa. Njih prvi put definise Grejenﬂ 1968. u radu [14], da bi
1977. Houghton u [21] njegovim rezultatima dao topolosku interpretaciju.

Ovde podrazumevamo osnovno poznavanje teorije grafova. Kao refe-
rencu dajemo [28], iako ée svaka ozbiljnija monografska ili udzbenicka forma
o osnovama teorije grafova sadrzati materijal za potrebno predznanje. Na
ovom mestu ¢emo navesti samo neke stavke, radi preciziranja notacije i ter-
minologije. Digraf ' = (U, E,1,7,”") sadrzi skup cvorova U, skup grana E
i funkcije v : E - U, 7: E = Ui ~!':FE — FE koje redom odreduju po-
cetni, krajnji ¢vor grane i njenu inverznu granu. Naravno, za sliku involucije
e~ mora da vazi (e)t = (e 1)7 i (e)7 = (e !)t. Ako Zelimo da radimo sa
(neusmerenim) grafovima, definicija se svodi samo na uredeni par (U, E).

'Ronald L. Graham (roden 1935.)
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Neprazan put p je niz grana ejes...e, takvih da je (e;)7 = (e;41)t za
1 <i < n. Funkcije ¢, 71 ~! prosirujemo na prirodan nac¢in na puteve:

(p)e=(e1)r, (p)T=(en)T 1 pt= egl . ..651 efl. (2.2)

Postoji i prazan put 1, u svakom ¢voru v. Ako su p i ¢ putevi i vazi (p)7 =
(¢)t, mozemo da definisemo njihov proizvod pq nadovezivanjem. Neusmeren
graf je povezan ako se izmedu svaka dva ¢vora moze pronaéi put (dok je za
digraf uslov da se iz svakog ¢vora moze naéi put u bilo koji drugi ¢vor). Ako
graf nije povezan, onda se particije definisane relacijom povezanosti nazivaju
komponente povezanosti i predstavljaju maksimalne povezane podgrafove.
Orijentacija grafa I' se daje fiksiranjem jedinstvenog predstavnika svakog
para {e,e"!}, za kojeg kazemo da ima pozitivnu orijentaciju.

Definicija 2.2. Neka je I' graf, a G grupa. G-oznacavanje grafa I' je pre-
slikavanje V : E — G takvo da je (e"1)V = ((e)V)~!l. Ureden par (', V)

nazivamo G-oznacen graf.

Naravno, takvih G-oznacavanja moze biti viSe. Izabrano G-oznacavanje
se moze prosiriti i na puteve, na prirodan nacin:

(e1...en)V = (e1)V...(en)V.

Primetimo da nam obezbeduje osobinu (p~1)V = ((p)V) L.

Sada ¢emo za opstu kompletnu O-prostu polugrupu S definisati specijalne
oznacene grafove. Napomenimo da se detalji teorije koja lezi u pozadini
rezultata koji slede mogu pronaéi u [29]. Mi ¢emo izloziti samo onoliko
koliko je potrebno za razumevanje pojmova i dokazivanje tvrdenja.

Definicija 2.3. Neka je S = M%G; 1, A, P) Risova matri¢na polugrupa
nad grupom G sa pridruzenom matricom P = (p);). Pretpostavimo, bez
umanjenja opstosti, da je INA = (). GH-graf polugrupe S (koji se naziva i graf
incidencije za S) se oznacava sa I'(S) i definiSe na sledeéi nacin: skup ¢vorova
je U =TUA, skup grana je £ = {(i,\),(\,i) : i€ AN XE A A py # 0},
dok su funkcije ¢, 7 i involucija definisane sa

(@y)=z, (ey)r=y i (2,9 =(y2).
Matrica P definise strukturu G-oznacenog grafa (I', Vp) sa
((@0)VP=py i ((\D))VP=px.
I'(S) orijentisemo uzimajuéi grane iz A x I za pozitivno orijentisane.

U nastavku ¢emo oznaku I'(.S) koristiti za neoznac¢en GH-graf polugrupe
S, dok ¢ée oznaceni nositi oznaku (I'(S), Vp). Proué¢imo osobine I'(S). Prvo,
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primetimo da je postojanje grane izmedu ¢ i A ekvivalentno postojanju ne-
nula idempotenta p;il, a time i grupne H-klase R; N Ly, te su klase Grinovih
relacija jedini faktori koji odreduju graf. Pored toga, pretpostavka da je
RMP S pravilna (drugim rec¢ima, da je matrica P pravilna) je ocigledno
ekvivalentna pretpostavci da I'(S) nema izolovanih ¢évorova. Na kraju, pri-
metimo da je I'(S) uvek bipartitan graf i da postoji bijekcija izmedu nenula
idempotenata polugrupe S i grana grafa: (i,p;il, A) = (i, A).

Obelezimo sa P; » skup svih puteva u (I'(S), Vp) sa pocetkom u 7 i krajem
u A, a sa V;y skup svih njihovih Vp vrednosti. Sledeéa teorema opravdava
uvodenje ovih specijalnih grafova i daje nam prvi uvid u to kako ¢emo preko
njih proucavati generisanost.

Teorema 2.1 (o & i: [25]). Neka je S = MY(G;I,A, P) Risova matricna
polugrupa. Tada vazi

F(S)=(E(S)) ={(i,(m)Vp,\) : i1\ pripadaju istoj komponenti
povezanosti grafa I'(S) i vazi m € P; »} U {0}.

Dokaz. Neka (i,a,\) € F(S)\{0}. To znaci da je generisan idempotentima
polugrupe S, pa postoje ia,...,%, i A1,..., A\p—1 takvi da je

(i,a,A) = (4, P35 M) (2, Pxys, 0 A2) - (ims Pyi s A) # 0.

Odatle zakljucujemo da su u grafu I'(S) parovi i, A\1; i2, A2; ...; in, A U isto]
komponenti povezanosti, a posto je proizvod svaka dva susedna idempotenta
iz niza razli¢it od nule (inace bi i ceo proizvod bio 0), sledi da su i parovi
12, A\1; 13, A2; -..; in, Ap—1 U istoj komponenti. Zato su i ¢vorovi ¢ i A u
istoj komponenti, pa je i, A1, 42, A2, . . ., in, A put od i do A (ovde put mozemo
zapisati kao niz ¢vorova, jer izmedu dva ¢vora moze biti najvise jedna grana).
Imamo i da je a = pglliphhp;;hp)\m - -p)\nflinp;ii, $to je prema definiciji
funkcije Vp jednako sa (i, A\1,i2, A2, ..., in, A)Vp.

Posto po definiciji vazi 0 € F(S), za obratno razmatranje posmatramo
samo nenula elemente. Neka je (i,a,\) trojka za koju vazi: i i A pripadaju
istoj komponenti povezanosti I'(S) i a je Vp-slika nekog puta izmedu i i A.
Neka je taj put 7, A1, 72, A2, ...,i,, A. Tada je, opet prema definiciji funkcije
Vp,

_ -1 —1 -1
A = DPx;iPr1iaPyyinPrais " " PAn_1inPri,»
pa vazi
(iv a, /\) = (i7p;11i’ )‘1)(7’-27]7)_\211‘27 /\2) T (Z'mp;ii’ ))

odakle dobijamo da (i,a,\) € (E(S5)). O
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2.2 Izomorfnost Risovih matri¢nih polugrupa

U poglavlju smo uveli Risove matri¢ne polugrupe da bismo pojed-
nostavili rad sa kompletno 0-prostim polugrupama, ali za fiksiranu S ni-
smo proucili odlike i odnose ¢lanova klase Risovih matri¢nih polugrupa njoj
izomorfnih. Sada éemo to uraditi, da bismo kasnije mogli da izaberemo
predstavnika sa odgovaraju¢im osobinama, koji ¢e nam omoguciti efikasnu
primenu prethodne teoreme. Ovde ponovo napominjemo da radimo sa op-
stim Risovim matri¢nim polugrupama, tj. ne obavezno pravilnim.

Teorema 2.2 (i: [26]). Dve Risove matricne polugrupe S = MY(G; 1, A, P)
i T = MUK, J, M,Q) su izomorfne ako i samo ako postoje: izomorfizam
¢ G — H, bijekcije v : I — J i x : A — M i elementi u; (i € I) i
vy (A € A) takvi da je

(PAi)® = Ux - Q) (i) * Wis (2.3)
za svet €1 1 A€ A.

Dokaz. (<) Ukoliko imamo funkcije ¢, ), x i skupove {u; : i € I} i {vy, :
m € M} koji zadovoljavaju sve date uslove, jednostavno se proverava da je
preslikavanje 6 : S — T,

(4,0, A)0 = ((2)1h, ui - (a)¢ - v, (A)x)

izomorfizam.

(=) Obratno, ukoliko postoji izomorfizam 6 : S — T, tada on ocuvava
osobine strukture, te nenula elemente slika u nenula elemente, a i nenula
R-klase polugrupe S preslikava u nenula R-klase polugrupe 7' (dualno vazi
i za nenula £ klase). Samim tim, prva komponenta funkcije 6 predstavlja
preslikavanje ¢ : I — J, koje je bijekcija (sirjektivnost je jasna, jer je 6
izomorfizam, a i injektivnost sledi iz iste informacije, imajuéi u vidu da ona
implicira da je kardinalnost R-klasa u S'i T' jednaka), i vazi (i,a, \) € R(jy-
Na isti nacin dobijamo da je tre¢a komponenta 6 bijekcija x : A — M i da je
(i,a,\) € L)y 1z ta dva zakljucka sledi da 6 slika nenula H-klase u nenula
H-klase, te je py; # 0 ako i samo ako je q(x)y(i)y 7# 0-

Izaberimo nenula H-klasu polugrupe S, i ozna¢imo je sa Hy; (bez uma-
njenja opstosti pretpostavljamo da 1 € INA). Njena slika je grupa H 1)y (1)y
u T, pa je tada 0, : Hi1 — H)y(1)y izomorfizam. Definisimo funk-
cijea: G — HuifB: K — Huyay sa (z)a = (1,p1_11;1:,1) i(y)p =
((1)2, q(_ﬁx(l)wy, (1)x). Jednostavno se dokazuje da su to izomorfizmi. Neka
je sada

p=ably, B H— K.

Jasno, u pitanju je izomorfizam, jer je dobijen kao proizvod izomorfizama.
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Pored toga, za svako x € G vazi

Naravno, cilj nam je da pronademo elemente w; i vy iz (2.3]). Primetimo
da za svako (i,a,\) € S vazi

(4,a,A) = (i,e,1)(1, P11 a, 1)(1,pyy 7)\)
((3,a,1))0 = ((i,e, 1)(1ap11 a, 1)(1,pyy ,)\))0 (2.5)
(6, e, 1))O((1,pr1 e, 1))O((1,pry' s A)) -

Zato definiSemo elemente u;, vy € K na slede¢i nacin:
(iv €, 1)0 = ((Z)w7u27 (I)X)v (1 pl >\)9 - (( )d}v U/\a (A)X)a
te iz (2.5)), uz koriséenje ([2.4]), dobijamo oblik za ((i,a, \))6:

(@i, (1) (D43} (0@ (D) (Db g7k aygon (X)
= (D), ui - (@) - v, A)-

Najzad, imamo sve elemente da bismo pokazali (2.3]): za py; # 0 je

(D)1, ui - (Pai)@ - va, (N)x)

0

i, Dxis A)

(4,1, M) (4,1,1))0
(4,1,X))0((3,1,1))0
(1), ui(1)pvr, (A)x) ((1)¥, ui(1)pvx, (A)x)
(1)1, wivAGA) x (i) UiVA, (A)X)

(i
(
(
(
(

odakle zbog kancelativnosti grupe dobijamo (pxi)¢ = vAqr)y(i)pUi- JOS
ranije smo zakljucili da je py; = 0 akko je q(x)y(i)y = 0, zbog cega (2.3)) vazi
i za taj slucaj, ¢ime je dokaz zavrsen. O

U nastavku ¢e nam biti potrebna posledica ove teoreme koja razjasnjava
kakvog oblika mogu biti strukturne matrice, ako su svi ostali elementi isti.

Posledica 2.1 (i: [26]). Neka su date dve Risove matricne polugrupe S =
MOG; I, A, P)iT = MOYG,I,A,Q). Ako postoje dijagonalne matrice V =
diag(vy,...,v,) 1 U = diag(u, . . ., uy) dimenzija AxX A i I X1, redom, takve
da je P = VQU, tada je preslikavanje (i,a,\) — (i,uzavy, \) izomorfizam
tih Risovih matricnih polugrupa.

Napomena 2. Radi definisanosti mnozenja ovih matrica uzimamo da za
svaki elemenat g grupe (G,-) u skupu GU{0} vazig+0=0+g = g.
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2.3 Grejemova normalna forma

Naredna teorema uvodi normalizaciju strukturne matrice RMP na spe-
cijalan nacin (tj. nalazenje izomorfne RMP sa novom strukturnom matricom
sa specijalnim osobinama), koristeéi proizvoljnu pokrivaju¢u Sumu njoj od-
govaraju¢eg GH-grafa.

Teorema 2.3 (o: [14]). Neka je S = M°(G; I, A; P) Risova matricna polu-
grupa i I'(S) njen GH-graf. Za svaku pokrivajucu sumu F grafa I'(S) moguce
je normalizovati S, tj. pronacéi T = M°(G;1,A;Q) = MO(G;1,A; P) tako
da je I'(T) = I'(S) preko identickih preslikavanja idp @ idy @ (e)Vg = 1g za
svaku granu e € E(F).

Dokaz. [«] Neka je F pokrivajuéa suma grafa I'(S) date polugrupe S =
MO(G;1,A; P). Na osnovu posledice vidimo da je potrebno pronadi
dekompoziciju P = VQU, tako da za svako e = i\ € F vazi qy = lg.
Tada ée vaziti T = M%(G;1,A;Q) = MO(G;1,A; P), gde ée odgovarajuéi
izomorfizmi G — G, I — I i A — A biti identicke funkcije, Sto ¢e dati da
je T'(T) = T'(S) bas preko identickih funkcija idy i id;. Pored toga ée biti
ispunjen i uslov (e)Vg = 1¢ za svaku granu e € F.

Zato se ovaj dokaz svodi na problem: dekomponovati matricu P nad
GU{0} (gde je G grupa) u obliku VQU, tako da su V i U dijagonalne, a Q) =
(¢ri) ima 1g na koordinatama {gy; : i\ € E(F)}. Posto je F pokrivajuca
Suma, sadrzi svaki ¢vor, ali ne sadrzi konture i u pitanju je bipartitan graf, jer
je unija stabala. Radi slikovitosti, nazovimo polja matrice P koja odgovaraju
granama JF obojenim. Sva iznesena zapazanja se na matrici P odslikavaju
na sledeci nac¢in: svaka vrsta A (kolona i) koja sadrzi nenula elemenat ima
bar jedno obojeno polje; grane koje odgovaraju vise¢im ¢vorovima stabla
predstavljaju polja koja su jedina obojena u svojoj vrsti (koloni); odsustvo
kontura nam daje da napustajuci jedno obojeno polje u njega vise ne mozemo
da se vratimo linijom iz F.

Posto nam je bitno samo ono sto se desava u obojenim poljima, analizi-
ra¢emo Sta za njih sledi iz P = VQU, gde je ¢y; = 1 za svaku e € F. Time
za svako stablo F' € F dobijamo nezavisan sistem (u smislu da jednacine
drugih stabala nemaju zajednickih nepoznatih sa njim, jer su odgovarajuci
¢vorovi grafa nepovezani) oblika

{ok,uj, = pryj, + kejs € F}

n jednacina sa m + 1 nepoznatih (jer prva sadrzi dve nepoznate, a svaka
nova jednacina ima jednu koja se ponavlja i jos jednu novu, ako pratimo
strukturu stabla), koji treba da resimo u grupi G. PoSto u njoj imamo
sve potrebne osobine (zatvorenost, asocijativnost, jedini¢ni i postojanje in-
verza) zakljucujemo da mozemo ovaj sistem da posmatramo kao neodreden
sa jednim stepenom slobode. Znaci, biramo proizvoljno iz G vrednost jedne
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nepoznate, a onda se linijama stabla F' lan¢ano dobijaju i sve ostale, s tim
da neemo naié¢i na problem, jer ne postoje konture, pa neéemo imati pro-
tivreénosti. Resivsi sve sisteme, dobi¢emo sve elemente matrica V i U koji
odgovaraju vrstama i kolonama sa bar jednim nenula unosom. Preostale
elemente na dijagonalama matrica U i V' mozemo izabrati proizvoljno iz G,
jer nece uticati na rezultuju¢u matricu. Posto smo odredili sve elemente
matrica P i @, kona¢no imamo Q = V- 1PU~L O

Iz teorije grafova znamo da svaki graf ima pokrivaju¢u Sumu, pa je ova
normalizacija uvek izvodljiva. Nakon sto je izvrsimo, kazemo da je stru-
kturna matrica @@ u Grejemovoj normalnoj formi. U tom slu¢aju mozemo
dati precizan opis F'(S), $to ¢emo videti u teoremi No, pre toga nam je
potreban jos jedan tip grafa pridruzen Risovoj matri¢noj polugrupi.
Definicija 2.4. Za polugrupu S = M%(G; I, A; P) graf I'(Hg) definisemo na
slede¢i nacin: skup évorova je Hg = {(i,A) € I x A : H;) je grupa} (drugim
rec¢ima, u Hg su tacno oni parovi (i, A) za koje vazi py; # 0), a ¢vorovi (i, \)
i (7, ) su povezani ako i samo ako je i = j ili A = p.

Primetimo da ¢vorovi grafa I'(Hg) odgovaraju granama grafa I'(.S).

Lema 2.1 (o: [30]; i: [15]). Sledeci uslovi su ekvivalentni za kompletno 0-
prostu polugrupu S':

(i) T'(Hg) je povezan graf;
(it) T'(S) je povezan graf;

Dokaz. GrafT'(Hg) je nepovezan ako i samo ako postoje évorovi (i, \) i (7, i)
izmedu kojih nema puta. To vazi akko ne postoji staza u I'(S) koja sadrzi
i pix i pju, tj. akko su parovi 4, A i j, u u razli¢itim komponentama grafa
r(s). O

Nadalje éemo RMP S nazivati povezanom akko je njen graf I'(Hg) po-
vezan.

Teorema 2.4 (o: [14]). Neka je S = MY(G; 1, A; P) Risova matricna polu-
grupa, T'(S) njen GH-graf, a I' i A" skupovi njegovih izolovanih ¢vorova u I
i A. Pored toga, neka su skupovi

{{Ih Al}a {I27 A2}7 ) {Ina An}}
klase particije skupa (I \ I') U (A \ A’) odredene njegovim komponentama

povezanosti. Tada postoji nula matrica Cy dimenzije ' x I' i pravilna
Risova matrica Cr : (A\ A') x (I\I') — G° tako da je

1. S MYG;I,A;Cr @ Cy), gde je
([ Cr O )
C’R@CN—< 0 CN>,
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2. Matrica Cr u blok-dijagonalnoj formi

ci 0 ... O
0 Cy ... O
0o o0 ... Cy,

gde je Cj : Aj x I — G pravilna strukturna matrica povezane Risove
matricne polugrupe nad G°, za j =1,...n;

(B(5)) = |) MGy 1, A2 Cy), (2.6

J=1

gde je G; podgrupa generisana nenula elementima matrice C;.

Prirodno, matrice Cy, Co, ..., odgovaraju komponentama povezanosti
grafa I'(S). Pored toga, unija u jednakosti podrazumeva da se nule
svih polugrupa za j = 1,...n smatraju istim elementom, te tako imamo
takozvanu 0-direktnu uniju RMP.

Dokaz. [*] Na osnovu teoreme mozemo da pretpostavimo da je struktu-
rna matrica P normalizovana. Neka je F odgovarajuca pokrivajuca suma.
Nazovimo dozvoljenim transformacijama one promene koje se mogu izvrsiti
na matrici P, tako da novonastala matrica () daje Risovu matri¢nu polu-
grupu M(G; 1, A; Q) izomorfnu podetnoj. Iz teoreme odmah vidimo
da odgovarajuéim izborom izomorfizama 1 (odnosno y) mozemo da per-
mutujemo kolone (vrste), pri ¢emu je u; = vy = lgzasvei € [ i A € A.
Zato su to dozvoljene transformacije. Odatle zaklju¢ujemo da sve nula-vrste
(one odgovaraju skupu A’) i nula-kolone (skup I’) moZemo permutacijama
da smestimo kao poslednje vrste i kolone, i onda da se fokusiramo na deo
matrice (A \ A') x (I'\ I').

Neka su T71,...T, sve komponente povezanosti grafa Sume I'(S), koje
nisu izolovani ¢vorovi. Kreiraéemo drugu matricu, zamenom vrsta i kolona,
pri ¢emu ¢emo, radi raspoznavanja elemenata, zadrzavati njihovo obelezava-
nje py;, a novu matricu (u kojoj polozaj konkretnog elementa nije Ai) ¢emo
posmatrati kao m x n Semu, gde je m = |A| i n = |I|. Posmatrajmo prvo T3.
Primenimo sledeéi algoritam (radi lakse ¢itljivosti, koristi¢emo programerski
pristup promene vrednosti promenljivih):

(i) PoSto nije u pitanju izolovan ¢évor, sledi da 77 ima bar jednu granu
(A7), te je px; # 0. Smestimo ga zamenom vrsta i kolona na poziciju
(1,1) i neka je skup M = {i, A}, a k =11l = 1. Prelazimo na korak

(ii).
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(ii) Neka su u Jy i Lo svi évorovi klasa I i A, redom, koji su povezani sa
nekim évorom iz S, a nisu u njemu. Ako je Jo = 0 i Ly = (), prelazimo
na korak (iv), inace se izvrsava korak (iii).

(iii) Sve kolone sa koordinatom iz Jy smestamo u novu matricu kao ko-
lone (-,k+ 1), (-, k + 2) i tako dalje, dok vrste sa koordinatom iz Lo
premestamo da budu na pozicijama (I + 1,-),(l + 2,) itd. Sada je
M :=MUJyULy, ak:=k+|Js| il :=14]|La|. Vra¢amo se na korak
(ii).

(iv) STOP.

Konacne dimenzije matrice P nam garantuju da ¢e se procedura u jednom

trenutku zavrsiti. Nakon toga ¢emo imati blok matricu C; dimenzije [ X k,

Ciji su indeksi vrsta i kolona u matrici P sledeéi: A, =ANM il =1INM.

Zbog konstrukcije, ona je pravilna, pa je i odgovarajuéa RMP kompletno

O-prosta, i kao podmatrica sadrzi sve nenula vrednosti kolona i vrsta sa

indeksima iz skupa M. Pri tome odgovara komponenti povezanosti 717, pa

je graf incidencije za polugrupu sa strukturnom matricom Cy : Ay x I; — G°
povezan. Iz prethodne leme imamo da je i graf I'(H 0.1, a,;c,)) POvezan.

Zaklju¢ujemo da smo dobili

ci 0 0
pP= 0o w 0 )
0 0 Cxy
pa W mozemo da posmatramo za sebe, jer promene njenih vrsta i kolona
ne uticu na ostatak matrice. Zato u njoj primenjujemo prethodni algoritam
za komponente T5,...,T,. Sprovodeéi analizu kao u slucaju za 17, zaklju-
cujemo da matrica Cr dobijena posle svih tih transformacija ima osobine
navedene u drugom delu tvrdenja.

U dokazu treceg dela ¢emo koristiti teoremu Ona nam daje da se
generisanost idempotentima utvrduje unutar komponenti povezanosti grafa
I'(S), uz pomo¢ vrednosti oznaCenih puteva izmedu njihovih ¢vorova u
(T'(S), Vp). Posto je F pokrivajuc¢a Suma za ¢iju svaku granu e vazi (e)Vp =
1g, za svaka dva ¢vora i i A (mogu biti i ¢vorovi iste vrste) proizvoljne kom-
ponente T} postoji put m;\ koji ih povezuje, a sve grane su mu unutar F.
Odatle zaklju¢ujemo da je (m;»)Vp = 1. To ée nam pomoéi da pokazemo
inkluziju D u jednakosti . Neka je py,i, proizvoljan nenula element
matrice Cj, a i i A &vorovi GH-grafa polugrupe M%(G; I;, A;; C;). Hoéemo
da dokazemo prvo da (i,pyi;,A) € F(S). Posto je F pokrivajuce stablo,
znamo da sadrzi puteve m;x,, T, T, 1 maa (0 indeksu su upisani ¢vorovi
koje ti putevi povezuju) i da je (mn,)Ve = 1, (mx)Vp =1, (mi, )Vp =111
(ma2)Vp = 1. Odatle imamo da

F(S) 9(17 (Tri,)q ()\l — il)ﬂ-’h,)\)VPa )‘) = (Z) ()\1 — il)VPa )\) = (/L'vp/\iv)\)v
F(S) 3(i, (w5, (i1 = AT D) Ve,A) = (i, (i1 = M)V, A) = (1,35 A).
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Na slican nacin za proizvoljan element g = p3!; p32;, - -py"; € G; (gde je

s;e{l,=1} zate {1,...,m})i X € Aj, i € I; mozemo pronaci put 7 od %
do A, koji povezuje odgovarajuce ¢vorove, tako da je

F(S) 3 (i, (m)Vp, A) = (i, 9, 1)

Jedino ostaje pitanje obratne inkluzije. Drugim re¢ima, treba dokazati
da je svaki izraz oblika (7;1)Vp, gde je ;) put od i € I; do X € A;, generisan
nenula elementima iz C;. Ali, to je jasno, jer taj put mora da bude unutar
komponente T}, pa za svaku njegovu granu Aii; vazi (A1i1)Vp = pyri, # 0,
a za grane igAz je (igA2)Vp = p;21i2 # 0. Naravno, u dokazu se ne spominje
generisanje nule, jer je ona sa obe strane jednakosti podrazumevana.

O

Najzad, vidimo da je cilj uvodenja GH-grafa i Grejemove normalne forme
bio da i uopstene RMP mozemo da posmatramo preko njihovih kompletno
0-prostih komponenti. Taj pristup ¢e nam se kasnije isplatiti, jer ¢emo dobiti
opstu formulu pogodniju za primenu.

2.4 Rang pravilne Risove matri¢ne polugrupe

U ovom poglavlju ¢emo posmatrati RMP sa pravilnom strukturnom ma-
tricom, koje smo uveli u poglavlju Pocetemo sa nekoliko jednostavnih
zapazanja iz |18], koja ¢e nam kasnije biti od velike koristi.

Lema 2.2. Za kompletnu 0-prostu polugrupu S = M°(G; I, A, P) vaZi
rank(S) > max{|1|, |Al}.

Ovo je lako uoditi imajuéi u vidu da ukoliko neka klasa iz I U A nema
predstavnika u skupu generatora, onda ne moze da ima ni u generisanom
skupu, zbog nacina mnozenja unutar RMP.

Za najjednostavniji oblik ovakvih polugrupa vazi cak i jednakost.

Lema 2.3. Neka je S = M°({1};1,A, P) (u pitanju je O-traka sa pravilnom
matricom). Tada je rank(S) = max{|I|, |A|}.

Napomena 3. 0-traka se razlikuje od pravougaone trake utoliko sto joj nisu
nuzno svi elementi idempotenti. Na primer, O-traka S = M%({1};1, A,0)),
gde je |A| = |I| = 1, je u stvari nula-polugrupa sa jedinstvenim nenula
elementom, a on nije idempotentan jer je P = (0) = 0.

Slededi rezultat je direktna posledica Grinove leme, tacnije izomorfnosti
svih H-klasa u kompletno 0-prostoj polugrupi i svojstava Risovih matri¢nih
polugrupa.
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Lema 2.4. Neka je S = MO(G;I,A, P) kompletno 0-prosta polugrupa,
H;) = G njena H-klasa ¢ A C S. Ako je Hix € (A) ¢ (A) N Hj, # 0
za sve j €1 ip €A, tada sledi S = (A).

U teoremi[2.1|smo videli da nam je graf incidencije omogucio da izrazimo
F(S) preko puteva unutar I'(S). Uopstimo sada GH-grafove, da bismo za
proizvoljno A C S izrazili (A). Neka je S = M°(G;I,A;P), a A njen
podskup i 0 € A. Definisimo digraf A(S : A) na sledeé¢i nacin: skup ¢vorova
je TUA (bez umanjenja opstosti pretpostavljamo da je INA = )); grana i —
Azai € 11X € A postoji ako i samo ako postoji a € G tako da (i,a,\) € A,
dok grana (\ LEN i) postoji ako i samo ako je py; # 0. Primetimo da ovaj
tip grafa moze imati visestruke grane i — .

Sada ¢emo uvesti funkcije V' i W, pri ¢emu se V' moze smatrati za uop-
Stenje ranije koriséene istoimene funkcije. Do zabune svakako nece dolaziti,
jer ¢emo uvek napomenuti sa kojim tipom grafa radimo.

Definicija 2.5. Neka je u A(S : A) f = (i L)), ae = ( LON i).
Definisimo funkcije V: E - GiW :EN(I x A) — S sa

(f)vzgv (e)V:puj, (f)W:(zv.%)‘)

Pored toga, neka je za usmeren put p = (e, ea,...,er) u grafu A(S : A)
vrednost puta p
(p)V = (e))V(e2)V -+ (ex)V.

Sa P, ¢emo oznacCavati sve puteve iz x u y unutar A(S : A), a kao
i ranije, sa Vg skup {(p)V : p € Pay}. Dozvoljeni putevi ée biti svi
oni koji podinju u klasi I, a zavrSavaju se u A. Za dozvoljeni put p =
(fi,e1, fa,e2,. .., fr—1, €x—1, fx) € Pix uzimamo

)W = ()W (f2)W - - (fu)W.
Primetimo da je (p)W = (3, (p)V, A).

Nakon uvodenja svih ovih definicija, lako se uoc¢ava da je A(S : E(S5)) =
I'(S,Vp). To ¢e nam posluziti da, na isti nacin kao i u 1emi uspostavimo
vezu izmedu puteva u A(S : A) i nenula proizvoda elemenata iz A. Time
dobijamo sledeéi rezultat:

Lema 2.5. Neka je S = MOY(G;I1,A;P) i A C S, a R skup dozvoljenih
puteva u A(S : A). Tada je (A) ={(p)W : pe R} U{0}.

Nakon ovih uvodnih definicija i lema, mozemo se posvetiti izracunavanju
ranga pravilne RMP. Proces ¢ée imati dva slucaja: u prvom razmatramo
povezane kompletno O-proste polugrupe, a onda ¢emo taj rezultat iskoristiti
za nepovezane.
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2.4.1 Povezane kompletno 0-proste polugrupe

Ovaj odeljak prezentuje rezultate iz [30], tako da je to referenca i za
tvrdenja i za njihove dokaze, ako nije drugacije napomenuto.

Podsetimo se, ako je posmatrana kompletno O-prosta polugrupa S(=
MO(G; 1, A, P)) povezana, to znaéi da je njen graf I'(Hg) povezan (a iz leme
sledi da je tada i T'(S) povezan).

Navedimo prvo dve leme koje ¢e nam biti potrebne tek kasnije, ali su
zbog svoje primenljivosti na povezane pravilne RMP smestene ovde.

Lema 2.6. Neka je S = M°(G; I, A; P) povezana kompletno 0-prosta polu-
grupa i neka je pi,1, # 0. Tada je preslikavanje 1y : Hi,1, — G definisano
sa ((11,9,14))% = gp1,1, izomorfizam grupa koji preslikava Hy,1, N F(S)
na Vi1,P1a1;-

Dokaz. Lako se proverava da je u pitanju izomorfizam, a iz teoreme sledi
da je [F(S)N HlllA]w ={(m)Vp: 7€ PlllA}plAll = Vi;1,P141;- o

Sada za svako ¢ € I i svako A € A izaberimo put 7y koji povezuje 11
i A u grafu I'(S) i put m; koji povezuje i i 15 u istom grafu (pri ¢emu je
T, = m,; = 11 — 15). Sve ovo je moguce jer je S povezana. Uvedimo
oznaku
axi = (m)V - pxi - (m)V - p1ya,-
Lema 2.7. Uz sve pretpostavke i oznake iz prethodnog pasusa, vazi da je

Vi,1,P1,1; generisana skupom {ani:ie INXN€EA}.

U nastavku nas éeka razvijanje teorije neophodne za krajnji cilj ovog
odeljka, teoremu 2.5

Lema 2.8. Za kompletno 0-prostu polugrupu S su sledeci uslovi su ekviva-
lentni:

(i) S je povezana;
(it) F(S)N Hijx # 0 za svako i € I i svako \ € A;
(iii) za proizvoljne i,j € I i A\, u € A postoje (i, A, j, 1)p, (i, A, 7, nu)q € F(S)
takvi da je preslikavanje (i, X, j, u)¢ : Hix — Hj,, definisano sa

(iv)‘ujv M)¢ = (iv)‘uja M)p xz - (27/\7.]7M)q

bijekcija. Elementi (i, \,j, p)p @ (i, A, j, 1)q mogu biti izabrani tako da

Hiy i Hj,.

Posledica 2.2. Ako su i H;) i Hj, grupe, tada (i, X, ], )¢ izomorfno pre-
slikava F(S) N H;\ na F(S) N Hj,.
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Sve teoreme i leme do kraja ovog odeljka se nadovezuju jedna na drugu,
pa u svakoj od njih pretpostavljamo da radimo sa povezanom kompletno
0-prostom polugrupom S sa skupovima I i A koji sadrze indekse svih R- i
L-klasa, redom. Lema [2.8 nam daje osnovu za zakljucak

Lema 2.9. Za svako i € I, svako A € A i svako a € H;), vazi
a € F(S) - (a)((i, A, 4, p)@) - F'(5).
Dokaz. 1z ((i, A, §, 1)¢) ™! = (4, p, 3, \)¢ imamo da je

a= ((a)(ia)‘uj? N)(b)(jvﬂai?)‘)(b
= (j:ﬂ?ivA)p' (CL)(Z,)\,],IU)Qﬁ ’ (jmuvia)‘)q
€ F(S) - (a)(i, A, j, )¢ - F(S5).

Lema 2.10. Ako je H;y grupa, vazi e;\F(S)e;n \ {0} = Hjx N F(S).

Dokaz. Posto je inkluzija (C) jasna, dokazujemo (D). Za p € H;y N F(S)
vazi e;\pe;n = p, odakle sledi tvrdenje. O

Naredna lema ¢ée koriséenjem prethodne tri dati jednakost potrebnu za
minoriranje ranga polugrupe S.

Lema 2.11. Neka je A ={ai,...,a,} €S, gde aj € Hi;x;, za j=1,...,r
i neka je H;y grupa. Oznacimo sa

B = {(a1) (i1, M, 5, N, « -+, (@) (irs Ary iy N1

Tada je
(F(S)U A) 1 Hiy = {(F(S) 0 Hix) U B).
Dokaz. (2)Primetimo prvo da iz definicije funkcija (ij, Aj, i, A)¢ sledi B C
H;)y. Odatle je <(F(S) N Hi)\) @] B> C H;,.
Sa druge strane, imamo F(S)N H;y C (F(S)UA) i B C F(S)AF(S) C
(F(S)U A), odakle dobijamo trazenu nejednakost.
(C) 1z leme 2.9 dobijamo A C F(S)BF(S) C (F(S)UB). Odatle imamo

(F(S) U A) N Hix € (F(S) U (F(S) U B)) N Hi
= (F(S)UB) N H;y =ex((F(S)UB) N H;y)en
F(S) U B)ep N Hy (jer je e Hizein = Hy)
einF(S)ein U B) N H;y (jer je B C H;y)
(eixF(S)eix \ {0}) U B) N H;y (jer 0 & H;y)
(H;x» N F(S))UB) N Hy;y, (iz leme 2.10))
(HaNEF(S))UB) (jer (HinNF(S))UBC H;).0
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Naredni pojam ¢e nam biti preko potreban, jer se na njemu zasniva
izrazavanje svih rangova koje ¢emo vrsiti u ovoj glavi.

Definicija 2.6. Neka je S polugrupa, i A C S. Relativni rang polugrupe S
u odnosu na A je

rank(S : A) = min{|X| : (AUX) =S}

Najzad, imamo prvi rezultat koji ¢e direktno posluziti u teoremi 2.5

Lema 2.12. Ako je H;) grupa, tada je
rank(S) > rank(H;y : Hijx N F(S)).

Dokaz. Neka je A = {aj,...a,} bilo koji generisuéi skup polugrupe S i
B C H;) definisano kao u lemi Tada iz nje sledi

H)=5nNH,;, = <A> NH; = <F(S) U A> NH; = <(F(S) ﬂHi)\) U B),
odakle je r = |A| > |B| > rank(H;y : F(S) N H;y). O

Sledec¢a lema nam nije potrebna za izvodenje ranga povezanih kompletno
0-prostih polugrupa, ali ¢ée nam biti neophodna u slucaju nepovezanih, pa
je zato navodimo.

Lema 2.13. Neka je H;\ H-klasa polugrupe S koja je grupa, a U C F(S).
Tada je

rank(S : U) > rank(H;y : H;y N F(9)).
Dokaz. Neka je {vy,...,vy} =V C S takavdaje (UUV)=Siv, € H;
za k=1,...,m. Za skup

B = {(Ul)((ilv A1, 1, )‘)QS)? R (Uk)((zkv Ak, 4, )‘)d))} C H;y

prema lemi [2.11] tada imamo (F(S)UV) N H;\ = ((F(S) N H;\) U B). Posto
je U C F(S) vazi

kAR

Hix=SNH)\=UUV)NH;=(F(S)UUUV)N H;,
= (F(S)UV)NH = ((F(5)NH\) U B),

odakle je |V| > |B| > rank(H;y : H;jx N F(9)). O

Nakon minoracija ranga, sledi nam i jedna majoracija, da bismo na kraju
dokazali da se gornje i donje granice poklapaju.

Lema 2.14. Neka je H;y grupa i
t = max{|I|, |A|,rank(H;» : H;x N F(5))}.

Tada postoji generisuéi skup za S kardinalnosti t.
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Dokaz. Prvo pokazimo da postoje i1,...,43: € I i Aq,..., A € A takvi da je
za proizvoljne q1,...,q:, gde qx € Hi,\, (k€ {1,...,t})isvakoje I, p €A
presek Hj, N {(q1,...q:) neprazan. Neka je

T = {(jl,,ul)a ey (j57ﬂs)}

maksimalan skup sa osobinom da su sve klase Hj, ,, ... Hj,,, grupeida su
u medusobno razli¢itim R- i L£-klasama. Jasno, T sadrzi bar jedan par i za
svaku H-klasu Hj, koja je grupa vazi j € {j1,...,Js} V p € {p1,..., s}
Posto je t > max{|I|,|A|}, ¢lanove I i A moZemo prenumerisati na sledeéi
nadin:

i1:j87 i2:j17 ey iS:jS—lu {i8+17"')it}:I\{ilu"'7i5}7
A =p1, Aa=p2, ooy As = sy, {Ast1s- NP =AN{ A, )
(2.7)
Neka su g, € H;, ), proizvoljni za sve k = 1,...,t, kaoij = 4 € i

= Apm € A. Moguéi su sledeéi slucajevi:

I <sAm <s: Proizvod qqiy1--qm € Hj_yy Hjyp - - Hjyp iy, (indeksi
se racunaju po modulu s) nije jednak 0, jer su Hj,u, -, Hj, s
grupe. Odatle je qiqi1-++qm € Hju N (q1,- .- @)

[ >s+1Am <s: Posto je u pitanju O-prosta polugrupa, Ly, sadrzi bar
jednu H-klasu koja je grupa, recimo Hj;, . Ali, zbog maksimalno-
sti skupa T mora da vazi k < s. Iz prethodnog slucaja imamo da
H;, »,, sadzi elemenat ¢ € (qi,...q;). Posmatrajmo proizvod ¢q €
H; », H;, \,,: u pitanju je nenula elemenat, jer je H;, ), grupa, a vazi i
ag € HjpN{ar,- -, qr)-

I <sAm >s+1: Resava se analogno prethodnom slucaju.

[ >s+1Am >s+1: Izaberimo proizvoljnu grupu H;, y, sa indeksima
k,r < s. Iz drugog slucaja tada znamo da postoji ¢ € H;,x, N
(q1,-..qt), aiz treéeg slucaja imamo egzistenciju ¢” € Hj, . N{q1, - - Gt),

pa opet dobijamo da je ¢'¢” nenula element, jer je H;, ). grupa i da

qq" € Han{(q,--.,q)-

Po definiciji ¢ imamo rank(H;y : H;x N F(S)) < t, pa postoji skup B =
{b1,...b} C H;) takav da je

((F(S) N Hix) UB) = H. (2.8)
Prema lemi mozemo izabrati ay € H;,, za k = 1,...,t takve da je
(ak) (g, Ay i, A)p = bg. Neka je A ={ay,...,a;}. Izborom indeksa i, .. .14
i A1...A na ranije opisan nacin dobijamo

(A)NHj, #0VzasvejelipeA. (2.9)

Posto je S konacno, svaka H-klasa je konacCna, pa su elementi iz tih preseka
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kona¢nog reda, ¢ime dobijamo E(S) C (A) (odakle je F'(S) C (A)). To nam
daje da (ag)(ig, Ak, 3, \)¢p € (A),zak =1,...,t, te je BC (A). Sada iz
sledi H;y C (A), te uz uslov dobijamo da su zadovoljeni uslovi leme
odakle je (A) = S. O

Kao posledicu lema [2:22.12] i [2.14] dobijamo kljuénu teoremu:

Teorema 2.5. Neka je S = M°(G;I,A; P) povezana kompletno 0-prosta
polugrupa © H;\ njena proizvoljna H-klasa koja je grupa. Tada je

rank(S) = max{|I|, |A|,rank(H;) : H;x N F(S))}.

2.4.2 Nepovezane kompletno O-proste polugrupe

U nastavku ¢emo prouciti sluc¢aj kada je graf I'(Hg) kompletno 0-proste
polugrupe S nepovezan. Zakljucno sa odeljkom obradujemo rad [18],
pa odatle poticu i rezultati i njihovi dokazi. U okviru celog odeljka podra-
zumevaéemo da je S = MO(G; I, A; P) sa ukupno k komponenti povezanosti
koje su oznacene sa Iy X Ay, ..., I X Ax. No, u ovom odeljku ¢e se odvijati
samo definisanje i proucavanje pojmova koji su nam potrebni nadalje, da
bismo sve te pojmove i leme iskoristili u finalnom odeljku ovog poglavlja.

Definicija 2.7. Skup A C S nazivamo generatorom transverzale H-klasa
ako i samo ako za sve i € I isve A € A vazi (A) N H;y # 0.

Jasno, minimalna veli¢ina takvog skupa je max{|I|,|A|}. Imamo i:

Lema 2.15. Postoji generator transverzale H-klasa polugrupe S wvelicine
max{|1], [A[}.

Dokaz. Preslikavanje ¢ : (i,a,A) — (i, A) je epimporfizam S na O-traku 7" =
({1};1, A, P), zakoji iz leme 2.3|znamo da ima rang max{|I|, |A|}. Neka je B
baza za T'; tada je [B]p~! generator transverzale H-klasa polugrupe S. Ako
iz svake klase [a], = {b: (b)p = (a)¢} izaberemo po jednog predstavnika,
dobijamo skup kardinalnosti max{|I|,|A|} koji zadrzava osobinu generatora
transverzale H-klasa. O

Generator transverzale H-klasa minimalne veli¢ine éemo nazivati bazom
transverzale H-klasa.

Definicija 2.8. Elemente skupa C' C A x I nazivamo povezujucim koordina-
tama komponenata ako i samo ako je I'(HgUC') povezan. Sli¢no, skup A C S
nazivamo povezujucéim skupom komponenata akko je {(i,\) : (i,g9,\) € A}
skup povezujuéih koordinata komponenata grafa I'(Hg).

Jasno, ako I'(Hg) ima k komponenti, onda je minimalan broj povezujuéih
koordinata k—1. Povezujuéi skup komponenata te kardinalnosti naziva¢emo
minimalnim povezujucim skupom. Sledeéa lema nam garantuje da on postoji
u svakom povezujuéem skupu.
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Lema 2.16. Svaki povezujudi skup komponenata D ima minimalni povezu-
Juci podskup E C D.

Izbor takvog podskupa se vrsi na sledei nacin: generisemo graf ¢iji su
¢vorovi komponente povezanosti grafa I'(Hg), a grane odgovaraju vezama
koje uspostavljaju koordinate skupa D; pronademo njegovo proizvoljno po-
krivajuce stablo T'. Grane stabla T' ¢e biti elementi skupa F.

Sledeca lema povezuje pojmove generatora transverzale H-klasa i pove-
zujuéeg skupa komponenata.

Lema 2.17. Svaki generator transverzale H-klasa je povezujuéi skup kom-
ponenata.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji generator transverzale H-klasa
A koji nije povezujuéi skup komponenata. Tada za skup A" = {(i, ) :
(i,9,\) € A} zakljucujemo da je graf I'(Hg U A’) nepovezan, te postoje bar
dva nepovezana ¢vora (i, \) i (j, 1). Odatle dobijamo da su i i g u razli¢itim
komponentama grafa A(S : A) (sledi iz definicije ova dva tipa grafa), pa na
osnovu leme vazi (A) N H;, = 0, $to je kontradikcija sa pretpostavkom
da je A generator transverzale H-klasa. O

Posledica 2.3. Svaki generator transverzale H-klasa (a time i svaka baza
transverzale H-klasa) ima povezujudi podskup komponenata minimalne veli-
cine.

Sledeca tema nam je definicija vrednosti rmyin, koja ¢e figurisati u formuli

za rang. Neka Map(X,Y’) oznacava familiju svih preslikavanja iz skupa X
uskup Y.

Definicija 2.9. Za strukturnu matricu P polugrupe S, skup C C A x [
i w e Map(C,G) definiSemo Pc,, kao matricu dimenzije |A| x |I| ¢iji su
elementi p}, dati sa

« _ ) (Ni))w, ako je (A4) € C;
Pri = Dxis inace.

Neka je Sc, = M°(G;1,A; Poy,). U sludaju |C] = 1 (bez umanjenja opsto-
sti, C' = {(\,4)}) ¢emo koristiti oznaku S(A, 1, ((\,4))w).

Za dato A C I x A uvodimo AT = {()\,4) : (i,\) € A} i nazivamo ga
transpozicijom skupa A.

Definicija 2.10. Neka je H;, proizvoljna grupna H-klasa polugrupe S,
a C C I x A skup povezujuéih koordinata komponenti koji je minimalne
veli¢ine. Definisimo

Tmin = weM;E%ICI’T,G’)(rank(HM : Hi)\ N F(SCT,w)))'
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Treba da pokazemo da je definicija dobra, tj. da ne zavisi od izbora
klase H;y, niti od izbora skupa C'. Prvi uslov nam obezbeduje teorema [2.5
(mozemo je primeniti, jer je Sc, povezana), dok drugi sledi iz leme
¢iji ¢e dokaz biti izostavljen, ali se moze pronaéi u [18].

Lema 2.18. Neka polugrupa S = M°(G; I, A; P) ima komponente poveza-
nosti Iy X Ay,... I x Ay @ neka su C,D C I x A dva skupa povezujucih
koordinata za S, oba minimalne velicine. Tada za grupnu H-klasu H;y vazi

i k(H;y : HaNF(Ser,))) =
weMg&gTﬁe)(fan( A HixNF(Sery,)))

= i kHz Hz NFE(S w! .
w,eMIar&%T,G)(ran( x: Hix N F(Spr.)))

Primetimo da u slu¢aju da je S povezana, imamo C = () i odatle CT = (),

pa je
Tmin = _min  {rank(H;y : Hyjy N F(Sy,,))} = rank(H;y : Hyy N F(S)).
wEMap(0,G)

Naredni cilj nam je uvodenje povezane polugrupe Con(S,C), koja je
vezana za polugrupu S'i njen minimalni povezujuéi skup C. Takva specijalna
polugrupa ¢e nam pomodi u primeni rezultata koje smo dobili za povezane
RMP na slucaj nepovezanih.

Za polugrupe S = M°(G;I,A; P)iT = M°(G;1,A;Q) iskup AC S sa
(A)s i (A)r oznacavamo potpolugrupu generisanu sa A u S, odnosno u 7.

Lema 2.19. Neka je S = M%(G;1,A; P), i indeksii,j € I, \,;u € A takvi
da su H;y i H;, grupe, a Hj, @ H;y to nisu. Sada za AC S, a= (i,9,\) € A
i T = S, j, puigpxj) vazi (A)s = (A)r.

Dokaz. Uvedimo oznake Ag = A(S: A) i Ap = A(T : A) i neka su Eg i
Er skupovi ¢vorova Ag i Ap, redom. Iz definicije polugrupe 7" vidimo da je
jedina razlika izmedu ta dva grafa grana (u,j) oznacena sa pigpy; koja se

nalazi u A7, a nema je u Ag. Neka su Rg i Ry skupovi dozvoljenih puteva
u Ag i Ap, redom. Tada iz leme slede jednakosti

{4)

s={W:peRs}={(k,(D)V,&) k€ INEEANDE Py},
(A)r

{(MW :pe Rp}={(k,(p)V,&) k€ INEEAND EPLe}.

Jasno, vazi (A)s C (A)p, jer se svaki dozvoljen put u Ag nalazi i u Ap.
Pokazimo obratnu inkluziju. Za svako p € Rr ¢emo pronaéi p* € Rg tako

da je (p)V = (p*)V. To izvodimo tako sto svaku pojavu grane (u DuidPrs, 7)

.. Pui . g Pxj . . .
na putu p zamenjujemo putem g — i = A — j (to moZemo jer su H;,
i Hjy grupe, a a = (i,g,u) € A). Sada je jasno da za novi put p* vazi
")V = (p)V. O
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Definicija 2.11. Neka je C' C I x A minimalan skup povezujuéih koordinata
komponenata polugrupe S. Za svako (i, \) € C izaberimo elemente ()9 € A
i (A\)¢ € I takve da vazi pgyy; # 01 pa(rye # 0 (to mozemo da uradimo jer
svaka kolona i vrsta matrice P imaju bar jednu nenula vrednost). Sada
definisimo

C° = {((D)w, (N9) : (i,) € C},

koji nazivamo dual skupa C.

Primetimo, za (i, \) € C vazi da ne postoji veza izmedu koordinata i i A u
grafu I'(Hg), tj. da u matrici P ne mozemo, kreéuéi se po nenula elementima
naizmeni¢nim promenama vrsta i kolona, preci iz vrste A u kolonu i, a ni
obratno. Posto su zbog p(yyi 7# 01 pa(n)g 7 0 elementi (i, (i)1) i ((A)g, )
¢vorovi u posmatranom grafu, iz nepovezanisti ¢ i A sledi da su i oni u
razli¢itim komponentama, pa ne postoji veza izmedu koordinata ()9 i (),
te je ((A)o, (i)10) povezujuéa koordinata koja veze iste dve komponente kao i
(i, A). Odatle dobijamo da je dual minimalnog skupa povezujuéih koordinata
takode minimalan skup povezujuéih koordinata komponenata.

Definicija 2.12. Za datu kompletno 0-prostu nepovezanu polugrupu S i
B C S, minimalni povezujuéi skup sa koordinatama C, definiSemo kom-
pletno 0-prostu polugrupu

Con(S, B) = Sicoyr 4

gde je C? dobijeno kao u prethodnoj definiciji, a a : C° — G je definisana
tako da za svako (i,9,A) € B vazi ((i)¢, (\)¥)a = pa)gigparyy- Polugrupu
Con(S, B) nazivamo kompletiranje polugrupe S preko B.

Primetimo da iz uslova da je C° skup povezujuéujih koordinata kompo-
nenata sledi da je i Con(S, B) povezana.

Posledica 2.4. Za svaki minimalni skup C povezujucih koordinata postoji
skup X C S sa koordinatama C' takav da je

rank(H;y : Hix N F(Con(S, X))) = Tmin-

Dokaz. Posto je Con(S,X) = Sicoyr o, za svaki element (i,9,) € X vazi
(1)@, (\)Y)a = piygigpa(ryw, Pa mozemo sredisnje elemente skupa X iza-
brati tako da rank(H;y : Hix N F(S(¢s)r o)) bude minimalne vrednosti. [

Posledica 2.5. Neka polugrupa S = M°(G; I, A; P) ima komponente pove-
zanosti Iy x A, ..., I x Ay i neka je B C S njen minimalni povezujucéi skup,
cije su koordinate C C I x A. Pored toga, neka je H;y H-klasa polugrupe S
koja je grupa. Oznacimo sa T polugrupu Con(S, B) i izaberimo proizvoljan
skup A C S koji zadovoljava B C A. Tada vazi:
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(1) B € F(T);
(2) (A)s = (A)r;
(8) rank(S : B) = rank(T : B).

Dokaz. (1): Za (i,b,\) € B vazi (i,0,A) = (6,054 (1)) (N9 D350 A
Sto je proizvod dva idempotenta. (2) se dobija viSestrukom primenom leme
a (3) je direktna posledica (2). O

2.4.3 Rangovi

Najzad, dosle su na red dve klju¢ne teoreme ovog poglavlja. Prva ée
dati formulu za rang pravilne nepovezane RMP, dok ¢e druga pomoéi u
izrazavanju faktora ryi, preko grupe G.

Teorema 2.6. Neka je S = MY(G;I,A; P) kompletno 0-prosta polugrupa
sa komponentama povezanosti Iy X Aq,..., I x Ag. Tada je

rank(S) = max{|I|, |A|, "min + k& — 1},

de je Tmin = min rank(H;y : H;\ N F(S ,
gae j min weMap(C’T7G){ ( i\ i\ ( CT,w))}
a C C I X A je proizvoljan minimalan skup povezujuéih koordinata kompo-
nenata, dok je H;y proizvoljna grupna H-klasa.

Dokaz. Prvo éemo pokazati da uvek mozemo pronacéi generisuéi skup ove
veli¢ine. Prema lemi [2.15] postoji generator transverzale H-klasa B C I x A
dimenzije M = max{|I|,|A|}. Prema posledici on ima minimalan pove-
zujudéi podskup D i on je dimenzije k— 1. Sada iz posledice [2.4] zaklju¢ujemo
da postoji skup A C S sa koordinatama D tako da za T' = Con(S, A) vazi
rank(H;y : Hix N F(T)) = rmin (neka je {u1,...,up,,,} = U C H;y od-
govarajuéi skup za koji imamo (U U (H;y N F(T))) = H;y). Prosiricemo
A do generisuéeg skupa za polugrupu 7', a to ¢e, prema posledici biti
generisudéi skup i za polugrupu S. Razmotri¢emo dva slucaja:

M > rmin + k — 1: Prvo primetimo da vazi
IB\D| =M —(k—1) > rmn +k—1—(k—1) = rmin.

Hoéemo da nademo X = AUY koristeéi koordinate B. Neka skup Y =
{15y Yrmins - - s YM—(k—1)} ima koordinate koje odgovaraju skupu
B\ D. Posto je T povezana polugrupa, iz leme sledi da sredi-
snje elemente uredenih trojki yi,...,yr,,, mozemo birati tako da za
svako y, € H; , (1 < q < Tmin) vazi

(Yq) ((igs Agy i, A) D) = ug.
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Sredisnje elemente trojki Y., +1,---,Ym—(k—1) Cemo izabrati proiz-
voljno iz G. Tvrdimo da tada skup X = AUY generise T. Po-
sto su njegove koordinate B, sledi da je X generator transverzale
H-klasa, te je E(T) C (X). Pored toga, iz leme zbog U C
H;y sledi da za y1,...,Yyr,,, imamo {ui,...,u, } € (X). Iz toga
i (UU(H;» N F(T))) = H;y sada dobijamo H;y C (X), $to nam uz
¢injenicu da je X generator transverzale H-klasa prema lemi daje
(X) =T. Pored toga, kardinalnost je odgovarajuca, jer je

I X|=|A|+Y|=k—14+M—(k—1) = M = max{|I|, |A|, "min+k—1}

M < ryin + k — 1: Sliéno kao i ranije, odmah dobijamo da je |B\ D| =
M — (k—1) < rmin. Ovaj put ée prosirenje skupa A imati oblik
X =AUY UZ, gde ¢¢e AUY imati koordinate B, a svi elementi
z € Z ¢e imati koordinate (i, ). Izaberimo Y = {yi1,...,ys} (gde
je 6 = M — (k — 1)) sa koordinatama B\ D i sredisnjim elementima

Yq € H; », koji za svako ¢ = 1,...,0 zadovoljavaju
(Yq) ((igs Ags i, A\)p) = ugq,
i uzmimo Z = {ugy1,...,Upr,,, }- Analognim zaklju¢ivanjem kao i u

prethodnom sluc¢aju dobijamo da X generise T', a time i .S, a uz to je i

= A+ Y|+|Z|=(k—=1)4+6+ (rmm — (6 +1) +1)
= rmin + k& — 1 = max{M, ryin + k — 1} = max{|I|, |A|, rmin + k£ — 1}.

| X

Ostaje jos samo da pokazemo da je to najmanja mogucéa kardinalnost
generiSuceg skupa. Neka je A C S proizvoljan generisuéi skup za S. Iz
leme [2.2] imamo |A| > max{|I|,|A|}, pa ostaje jos samo da pokazemo |A| >
rmin + kK — 1. PoSto generiSe ceo skup, A je i generator transverzale H-
klasa, pa prema posledici ima podskup D povezujuéih koordinata koji je
minimalne mogucée kardinalnosti, k—1. Prema definiciji ranga vazi |A\ D| >
rank(S : D). Neka je T'= Con(S, D) odgovarajué¢a povezana kompletno 0-
prosta polugrupa, koja po posledici [2.5] zadovoljava

rank(S : D) =rank(T" : D)
i D C F(T). Sada imamo

|A\ D| > rank(S : D) = rank(7T : D)
>rank(H;) : HaNF(T))  (iz leme [2.13)

2 Tmin;
odakle je [A] = |D| 4+ |A\ D| > k — 1 4 rmin. u

Sledeca teorema ¢e nam dati zgodniji oblik za rang kompletno O-proste
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polugrupe, tacnije rmin ¢e biti izrazeno preko osobina grupe GG, bez pozivanja
na neke nove polugrupe i funkcije.

Teorema 2.7. Neka je S = M%(G;I,A; P) konacna pravilna Risova ma-
tricna polugrupa sa k komponenti povezanosti Iy X Ay, ..., Iy X Ap. Za svako
J = 1,...,k izaberimo (11,,15;) € I; X A; tako da je P11y, # 0 (1.
tako da su Hp,x, grupne ‘H-klase). Pored toga, za svako \ € A, i svako
i€ I wI'(S,Vp) izaberimo put my koji povezuje 11, i A u podgrafu I, U A,.,
a m; izaberimo tako da povezuje i i 1p, w podgrafu I; U Ay (pri cemu je
Ty, = Ty, = 17, = 1p,, oznacen sa pl_Alqlzq)' Neka je za svakor =1,...,k
i svaki par (A1) € Ay X I,

axi = (m\)V - pxi - (m)V - p1y 1y, -

Neka je pored svega toga G, podgrupa grupe G genmerisana skupom {ay; |
(Ni) € Ay x I, Nay; # 0}. Tada je

rank(S) = max{|I|, |A|,omin + k& — 1},  gde je

k
Omin :min{rank (G : U giGigi_1> ‘ Jly---s0n € G}

=1

Dokaz. Za svaku komponentu povezanosti A, X I, imamo vezanu grupu G, <
G odredenu vrednostima ay; podmatrice A, x I,.. Prema lemama, i
grupa G, je generisana sa F'(S) N H;y, gde je H;y bilo koja fiksirana grupna
‘H-klasa komponente A, x I,..

Neka je C sledeéi skup povezujuéih koordinata:

C= {(1127 1A1)a (1137 1A1)7 LERR] (lfky 1A1)} g I x A,

a w € Map(CT,G) za koje imamo (1,17, )w = gr, za sve r = 2,...,k (i
uzmimo g1 = pi, 1 11)' Posmatra¢emo

rank(HllllAl : H1111A1 N F(SCT’UJ)).

Za pocetak ¢e nas zanimati Z = H1,11A1 NF(T), gde je T = (Ser )
(primetimo da je ona povezana, pa ¢emo mod¢i da primenimo leme i .
Da bismo odredili Z, posmatrajmo I'(T, Vchyw) (i neka je Por, = (p};))-
On je povezan, pa sadrzi put iz 1;, u svako A (odnosno iz svakog i u 1,,).
Ti ée nam putevi biti potrebni da izracunamo Z. Za svako A € A, C A

definisimo put iz 17, u A sa

(pf 1 )_ V
oyl — g Oy DIV

T

Sada je (wy))V = (p’{Allll)_l - gr - (mA)V. Sli¢no, za svako i € I} C I,
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izaberimo put w; iz ¢ u 15, tako da je

*
. (m)V Pip 1y
;i (i) lA,’, r e 1[T gr ,1A1

odakle je (@;)V = (m)V - pi, 1, - g 1. Uz to, izaberimo W, = W1, =

-1
(plAl 111)

1, ———— 15,. Nekajeza Ac Aiie [
hai = (@\)V - pxi - (@)V - piy 1y -
Prouc¢imo vrednosti hy; u svim moguéim slucajevima. Za proizvoljno

(A1) € Ay X I, (m # n) vazi ili p§; (u tom slucaju je hy; = 0) ili je
(A\,i) € C, odakle je A\ =1,,,ai =17, pajep}, = p’{AIII = g, odakle vazi

h>\7/ = hlAl 117» = (wlAl)V 'g'r' : (1IT)VpTA11[1 = (pTAllll)_lngT'_lpTAllll = 1G
Ukoliko (A, i) € A, X I, (za neko 1 < r < k), onda imamo

h)\l (W)\)V p/\z (wl)v pl/\llll

=(p TA1111) r e TV phe s (m)V Pl ay g, ! 'pTAlljl
= ((p1p,1,,)" gr) (T)V - pai - (7)V - piy, g, - (90" iy )
=dqr Q) qT )

gde je ¢r = (p1,,1,,) " 9r-

Iz prethodne diskusije sledi da je podgrupa grupe G generisana sa {h); |
A€ ANt €IAhy # 0} jednaka podgrupi generisanoj sa U?zl{qja,\iqj_l |
(A,i) € Aj x I;}. Odatle je

Tmin = weMiﬂ%%T,G) {rank(Hi, 1, : Hi; 10, N F(Ser,w))}

= wEMg‘g}gT’G) { rank(G : V111 1A1p1A1 1r, )} (lema

- weM;ﬁg%gT,G) {rank(G: (hy; | N€e ANi€IANhy #0))} (lema

= min{rank (G: OgiGigil) | 92,...,9K € G} (gde je g1 = 1¢)
i=1

k
:min{rank(G: UgiGigi_l) | 91,30k EG}
i=1
= Omin- O
Posledica 2.6. Neka je S = MO(G;I,A; P) pravilna Risova matricna
polugrupa sa k komponenti povezanosti Iy X Ay,..., I X A sa matricom

48



P u Grejemovoj normalnoj formi iz teoreme [2.4) Neka je za svako r =
1,...,k grupa G, podgrupa grupe G generisana nenula vrednostima kompo-
nente C. = I, x A, matrice P. Tada je

rank(S) = max{|I|,|A|,omin + k — 1},  gde je

Omin = min{rank (rank (G : CJ giGigi_l) | g1,---,9k € G)}
i=1

2.5 Rang opste Risove matric¢ne polugrupe

Najzad, koris¢enjem Grejemove normalne forme mozemo pronadi rang
proizvoljne RMP. Ovaj rezultat je dokazan u [17].

Teorema 2.8. Neka je S = M°(G; 1, A; P) Risova matricna polugrupa sa
strukturnom matricom u Grejemovoj normalnoj formi P = Cr & Cy, gde
Cn i Cg ispunjavaju sve uslove iz teoreme[2.4]. Ako je P nula-matrica, vazi

rank(S) = |G| - |[I] - |A], (2.10)
a inace je
rank(S) = max { [I\ I'|,|A\ A}, omin + 1 — 1} + |I'] + |A],
gde je
Omin = min { rank (G : U ngng_1> ’ di,---,9n S G}
i=1

Dokaz. Ako je P nula-matrica, tada je P = Cp i proizvod svaka dva ele-
menta je 0, pa ne postoji nacin da se generise novi. Zato svi elementi moraju
da pripadaju generiSué¢em skupu, pa vazi .

Ukoliko to nije slucaj, Cr je neprazna, pa je T = M°(G; I\I', A\ \'; CR)
Risova matri¢na polugrupa nad grupom G sa pravilnom matricom Cg u
Grejemovoj normalnoj formi. Prema posledici sledi

rank(T) = max{|I \ I'|,|A\ A'|, ommin +n — 1}
Pokazimo da je rank(S) = rank(T") + |I’| + |A’|. Neka su
U=(IxGxAN)u{0} i V= xGxA)u{0}.

Lako se pokazuje da su U i V ideali polugrupe S. Odatle sledi da sui UUV
i U NV ideali. Osim toga, vazi i

(S\(UNV)) =5 (2.11)
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Dokazimo to: izaberimo \g € A\ A" i1ig € I\ I', takve da je pr,i, # 0
(to mozemo uraditi, jer je Cg neprazna i pravilna); tada je za proizvoljne

NelNiiel', e A\N,ieI\I'ige@G

(ilv g, )‘/) (i,’ 1G7 )‘O)(iOa pgoliogpgolioa AO)(i(Ja 1Ga >\/)7
(7:/7 9, )‘) = (i/’ 1G7 )‘0)(7:07]);011'091);01@'07 )‘0)(7:07 1Ga )‘)7 (212)
(ia g, )‘I) (Z7 1G7 AO)(ioapxoliDgp)_\oliov AO)@O; ]-G7 )‘/)7

odakle, izmedu ostalog, sledi U NV C (V\U)T'(U \ V), pa je dokazano
([2-11). Definisimo By = {(io, 1, N') : N € A’} i By = {(V, 1g, Ao) : &' € I'}.
Jasno je da je |Br| = |A’| i |Bp| = |[I'|. Neka je B baza T ((B) = T i
rank(7') = |B|). Tada je iz jasno da je (Br U By UB) = S, a imamo
i|BrUByUB|=|A|+ |I'| + rank(T).

Ostaje nam da pokazemo da ne postoji manji generatorni skup. Neka je
A baza S. Posto je UUV = S\ T ideal, sledi da je (ANT) =(A)NT =T.
Pored toga, iz sledi (A\ (UNV)) =(S\(UnNV))=S5. Iz osobina
Risovih matri¢nih polugrupa znamo da se elemenat iz neke R-klase (£L-klase)
ne moze generisati ako u generatornom skupu nema elementa iz iste klase.
Zato vazi

rank(S) = |[A| > [ANT|+AN (' x G x (A\A)|+HAN(I\I') x G xN)
> rank(T) + [I'| + |A]. O

Ako je S generisana idempotentima, vazi A’ =I' =0, n =11 G, = G,
pa je omin = 0. To nam daje

Posledica 2.7. Ako je polugrupa S = M°(G; I, A, P) idempotentno generi-
sana, onda je rank(S) = max{|I|, |A|}.
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Glava 3

Monoid transformacija 7,

Kao prvi primer polugrupa transformacija posmatramo pune polugrupe
transformacija. Iako je nas fokus na kona¢nim polugrupama, teoreme koje
vaze u opstem slucaju ¢emo tako i da navodimo i dokazujemo, pa ¢e zato prvo
poglavlje da se odnosi na osobine monoida transformacija Tx nad proizvolj-
nim skupom X. Analizom njihovih Grinovih relacija postavljamo osnovu za
drugo poglavlje, u kome izuéavamo odnose generisanosti ideala, da bismo
preko niza lema pronasli rank(7,). Nakon toga ¢emo pronaci potpolugrupu
F(T,), kao i njen rang. Da bismo pronasli i odgovarajuéi idempotentni rang,
u narednom poglavlju razvijamo teoriju o RMP sa idempotentnom bazom.
Kraj glave je posveéen primeni te teorije na izracunavanje idempotentnih
rangova ideala, a kao posledica toga se dobija i idrank(F(7,)). Veéina tvr-
denja u prva dva poglavlja spada u klasi¢ne rezultate, te ako nije drugacije
napomenuto, kao reference se podrazumevaju sledeée jedinice: [3/12,26]. Po-
red toga, treba napomenuti da su svi dokazi pocev od leme zakljucno
sa teoremom izvedeni nezavisno od literature, te se spomenute reference
ne odnose na njih, samo na njima odgovarajuc¢a tvrdenja. Za preostala dva
poglavlja ¢itaoca upuéujemo na rad [16].

Definicija 3.1. Neka je X # (). Tada je
Sx =({a | a: X = X ia je bijekcija}, o)
puna grupa permutacija nad X. Slicno,
Tx={a | a: X = X},0)

je puna polugrupa transformacija nad X. Ukoliko je S potpolugrupa Tx,
nazivamo je polugrupom transformacija nad X.

Lako se utvrduje da su Sx i Tx respektivno grupa i polugrupa obe sa
jedinicom idy, odakle sledi da je prva podgrupa druge.

Ukoliko je | X| = n mozemo uspostaviti bijekciju izmedu skupa X i skupa
{1,...,n} i preko nje bijekciju izmedu Tx (odnosno Sx) i 7T, (S,). Zato u



tom slucaju pisemo S,, i T, umesto Sx i Tx i radimo sa skupom {1,...,n},
umesto sa X.

Monoid transformacija igra sli¢nu ulogu u teoriji polugrupa kao grupa
permutacija u teoriji grupa. To potvrduje i sledeta teorema, analogna Kej-
lijevof] teoremi za grupe, koja pokazuje da je svaka polugrupa izomorfna
nekoj polugrupi transformacija.

Teorema 3.1. Neka je S polugrupa (odnosno monoid). Tada se S moZe
potopiti u Tg1.

Dokaz. Uvedimo oznaku X = S'. Neka je za svako s € S funkcija ps € Tx
definisana sa (x)ps = sz. Tada se lako pokazuje da je preslikavanje v : S —
Tx dato sa (s)a = ps monomorfizam polugrupa (monoida). O

3.1 Grinova teorija za Ty

U nastavku ¢emo videti oblik idempotenata, Grinovih relacija i ideala u
sluc¢aju polugrupe 7.

Odmah éemo uociti da idempotenti imaju vrlo lepu karakterizaciju, koja
se i u grafovskom prikazu transformacije (bipartitan graf sa dve istovetne
klase {1,...,n} — domenom i kodomenom, gde grana povezuje original i
njegovu sliku) jasno uocava.

Lema 3.1. Neka je X # (). Element € € Tx je idempotentan ako i samo
ako vazi

€ rlm(e) = Z‘dIm(a)'
Dokaz. Dokaz se zasniva na slede¢em nizu zapazanja:

ce€cB(Tx)ec’=c¢
Ve e X ((2)e? = (x)e)
(

s Vre X (((z)e)e = ()e)
& Vy € Im(e) ((y)e =y)
€ rlm(e) = Z‘dIm(E)- O

Nadalje ¢emo podrazumevati da je X # ().
Sada se okrenimo Grinovim relacijama R i £ nad Tx. Sledeée tvrdenje
¢e nam dati podlogu za odredivanje prve od njih dve.

Lema 3.2. Za funkcije o, 8 € Tx vazi

aTx C fTx < ker(B) C ker(a).

Arthur Cayley (1821-1895)
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Dokaz. (=) Neka je aTx C fTx. To znadi da postoji v € Tx takva da je
a = fBv. Neka vazi (x,y) € ker(f). Tada je

(z)a = (z)(By) = ((x)B)y = ((¥)B)y = W)(BY) = (Y)e,

pajei (z,y) € ker(a).

(<) Neka je ker(8) C ker(a). Pronadi ¢emo v € Tx takvo da je 8y = «
(odakle ¢e da sledi aTx C A7x). Znamo da je za svako z € Im(3) skup
[2]87! = {x € X : (z)B = 2} neprazan, pa mozemo za svako takvo z izabrati
i fiksirati predstavnika ., klase [2]3~! (ako je X beskonacan, koristimo AC).
Sada definisimo v : X — X sa

| (z2)a, z€Im(B);
(2)y= { 2, z ¢ Im(f).

Posto smo fiksirali transverzalu {z, : z € Im(f)} particije relacije ker(f),
funkcija v je dobro definisana, a iz njene definicije sledi da vazi By = . O

Posledica 3.1. Vazi aRf < ker(a) = ker(f).
Dokaz. 1z prethodne leme sledi

aRp & aTx = pTx
< aTx CBTx ANBTx € aTx
& ker(f) C ker(a) A ker(a) C ker(5)
< ker(a) = ker(3). O

U nekom smislu simetriéno lemi 3.2} vazi:

Lema 3.3. Za transformacije o, 3 € Tx vaZi
Txa C Txp < Im(a) C Im(p).

Dokaz. (=) Neka je Txa C Tx[. Tada postoji v € Tx koja zadovoljava
a =~f. Neka y € Im(a). To znaci da postoji x € X takvo da jey = (x)a =
(£)(48) = (x)7)B. pa vaid i y € Im().

(<) Neka je Im(a) € Im(f). Opet trazimo funkciju v € Tx za koju
vazi a = «yf. Za svako z € Im(f3) pronadimo i fiksirajmo, sliéno kao u
dokazu prethodne leme, y, takvo da je (y,)B = z (drugim re¢ima, fiksiramo
transverzalu particije relacije ker(/)). Sada uzmimo da je v : X — X
definisana sa ()7 = y(z)o- Tada je jasno da je ()78 = (Y(2)a)B = ()a za
svako z € X. O

Posledica 3.2. Vauzi oL < Im(a) =Im(5).
Posledica 3.3. Vazi aH (< Im(a) = Im(B) A ker(a) = ker(5).
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Primetimo da je Sx u stvari H-klasa polugrupe Tx (jer isklju¢ivo za
funkcije a € Sx vazi Im(a) = X i ker(a) = {(z,2) : * € X}). Pri tome, to
je klasa u kojoj se nalazi identicka funkcija, te je Sx = Hiq, .

Prouc¢imo sada relaciju D nad Tx. Za to ¢e nam koristiti sledeca defini-
cija:

Definicija 3.2. Neka je a € Tx. Tada je rang preslikavanja «
pla) = Im(a)].
Lema 3.4. Za o, € Tx vazi aDf < pla) = p(B).

Dokaz. (=) Neka je aD . To znaci da je a(RV L)j3, pa postoje n € N
M-, € Ty takvi da je

Y=aRyLyweR --RyuLB ="y

(ili aRy1 L--- Ly RS, ali to ne utice na dalju diskusiju), a tada za svaki
par 7j,%j+1 (§ = 0,...,1) imamo p(7;) = p(vj+1), t-

[T ()| = [m (1)1

U slucaju v; £ vj4+1 to je jasno iz posledice @ dok se za «y; R ;41 dobija iz

[T ()| = | X/ ker(y;)| = [ X/ ker(vj41)| = [Tm(vj41)]

(8to sledi iz osobina homomorfizma i posledice .

Iz postojanja niza transformacija sa takvim osobinama dobijamo da je
[tm(a)| = [Tm(B)!

(<) Pretpostavimo da je [Im(a)| = |Im(8)]. Odatle znamo da postoji
bijekcija ¢ : Im(a) — Im(S). Neka je v € Tx definisana sa (z)y = ((z)a)e.
Tada je

(@)y = W)y & ()a)e = ((y)a)p
& (2)a = (y)a (jer je ¢ bijekcija),

pa je zato ker(y) = ker(«), odakle sledi v R a. Pored toga, posto je Im(y) =
Im(B), a v = ap, vazi Im(y) = Im(B), te je v L 5. Imamo

aR~y LS,
pa je aD f, sto je i trebalo dokazati. ]

Ako se sada okrenemo relaciji J, za njeno izucavanje ¢e nam trebati jos
jedan nov pojam.
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Definicija 3.3. Za svako k < | X| skup I,; je dat sa
I, ={aeTx : pla) <k}.
Glavnu osobinu [, dobijamo kao posledicu sledece leme:

Lema 3.5. Za proizvoljne «, B € Tx vazi

plaB) < p(B) i plaB) < pla),

Dokaz. Prva nejednakost sledi iz Im(a3) C Im(f3), dok je druga nejednakost
posledica ¢injenice da kardinalnost slike ne moze biti veca od kardinalnosti
originala:

[(Xa)8 = [{(@ea)p : e X} < [{w)a : zeX}|=|X]o| O
Posledica 3.4. Za svako k < |X| je I, ideal polugrupe Tx .
Vazi i vise od toga, naime:
Lema 3.6. Svaki ideal J polugrupe Tx je oblika I, pri cemu je
Kk =sup{pa :a € J}.

Dokaz. Neka je J ideal Tx i K = sup{p, : a € J}. Pokazacemo da je J = I,.
Posto je k supremum rangova, sledi da u J nema funkcija veéeg ranga, tj.
da je J C I,. Treba da pokazemo da su sve funkcije manjeg ili jednakog
ranga unutra. Neka je § € Tx takva da je p(5) < k. Tada postoji funkcija
a € J takva da je p(f) < p(a)(< k). Zbog te osobine znamo da postoji
sirjekcija ¢ : Im(a) — Im(S3). Tu sirjekciju proSirujemo do ¢* : X — X na
slede¢i nacin: izaberimo proizvoljno y € Im(f) i fiksirajmo ga; definisimo

« ) (@)¢, zelm(a);
(z)¢" = { Y, x & Im(a).

Sada je jasno da vazi Im(ay*) = Im(5), pa je 8 L(ag*), te iz osobina levih
ideala sledi da postoji v € T, tako da je yap™ = 3, odakle je

BeTxaTlx =J,CJ

(jer je J, najmanji ideal koji sadrzi elemenat «). Zato je I, C J. Iz ove i
ranije dobijene nejednakosti zakljucujemo da je I, = J. O

Posledica 3.5. U Tx vazi aJp < aDS < pla)=p(p).

Dokaz. Druga ekvivalencija je dokazana joS u lemi Posto D C J vazi
uvek, treba pokazati O. Neka je o J 3. Tada vazi J, = Jg, dok je prema
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prethodnoj lemi J, = TxaTx = Iyq) i Jg = TxBTx = I, (funkcije
vec¢ih rangova ne mogu biti generisane, sto sledi iz leme . Odatle je
pla) = p(B), pa iz leme sledi aD f3. O

3.2 Rang i idempotenti polugrupe 7,

U nastavku ¢emo se ograniCiti na slucaj kada je | X| < Xy. Zato pretpo-
stavimo da posmatramo polugrupu 7, i uvedimo oznaku N = {1,...,n}.

Definicija 3.4. Neka za svako k = 1,...,n skup D} oznacava D-klasu
polugrupe 7, koja se sastoji od svih transformacija ranga k.

Prema ranije pokazanom, vazi Dy = Ij \ Ip_1. Posto su D-klase is-
tovremeno i J-klase, zakljucujemo da su D,g glavni faktori polugrupe 7.
Primetimo i da u njoj vazi D,, = S,. Uvedimo sada

Definicija 3.5. Singularni ideal polugrupe 7Tp,, u oznaci Sing,, je skup koji
sadrzi sve njene elemente koji nisu bijekcije (Sing,, = T, \ Sp).

Iz ranijih lema je jasno da je u pitanju ideal i da je Sing,, = I,,—1. Ovom
konstatacijom smo dovrsili pripremu za naredni niz lema koji ¢e nas, korak
po korak, dovesti prvo do teoreme o rangu 7,, a onda i do rangova njene
idempotentno generisane potpolugrupe, za koju ¢e se ispostaviti da je upravo
Sing,, .

Lema 3.7. U polugrupi Ty, skup Dy generise Iy, za svako k € {1,...,n—1}.

Dokaz. Dokaz ¢emo sprovesti indukcijom po k. Neka je n fiksirano, veée od
1 (za n =1 je jasno da tvrdenje vazi).

Baza indukcije je slucaj k = 1. Posto je Iy = D1, tvrdenje trivijalno
vazi.

Pretpostavimo da je I C (Dy) (pri ¢emu je 1 < k < n — 1) i dokazimo
da isto vazi i za k + 1. Imamo da Dj generise I. Ako bismo dokazali da
Dy 1 generise Dy, imali bismo da je I+ = Dg4q1 U I); generisan sa Dy 1.
Neka je a € Dy. To znaci da je p(a) = k. Tada zbog k < n — 1 postoje
a,b € X tako da je |[a]xer(a)] > 110 & Im(a). Definisimo funkciju g € 7,

tako da jeza x € X
_ ) @a, z#a
(a:)ﬁ—{ b, T =a.

Tada se « i  razlikuju samo u slici elementa a i jasno Im(5) = Im(a) U{b},
te je B € Dpy1. Definisimo jos jednu funkciju, v € 7,, tako da je za svako
reX

x, x € Im(a);
(x)y =1 (a)a, z=0b;
b, inace.
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Primetimo da je Im(y) = Im(a) U {b} (jer zbog k < n — 1 postoje elementi
koji spadaju u slucaj "inace"), te je i v € Dyy1. Sada je

_ ) @)y, z#a; _ | (x)a z#a
@) = { (0)7, r=a. { (a)a, z=a.

Odatle sledi da je 78 = a, tj. a € (Dgy1) 1 time Dy C (Dyy1), pa je zbog
ranije diskusije indukcijski korak dokazan. O

Posto smo utvrdili odnose generisanosti Dy_1 i Dy za k < n — 1, ostaje
pitanje kako generisati D,_;. Na to nam odgovor daje slede¢a lema.

Lema 3.8. Nekajen>2ia € D, 1 C 7T, TadajeS,aS, =D,_1.

Dokaz. Jasno, kompozicijom transformacije ranga k sa bijekcijom se dobija
opet transformacija ranga k, pa stoga vazi C. Dokazimo drugu inkluziju.
Podsetimo se oznake N = {1,...,n}. Neka su ispunjeni uslovi leme i neka je
B € Dy_1. Tada je p(a) = p(8) = n—1, pa jezgra transformacija « i § imaju
particije sa po n — 2 jednoclana i po jednim dvoclanim skupom. Neka su
to {{ir},. .., {in—2} {in—1,tn}} i {{s1}, - -, {Un—2}, {yn-1,4n}}, redom (pri-
metimo, to znaci da su afn\(i, 14,3 1 BIN\{j,_1.5.) Pliekcije). DefiniSimo
funkciju ¢’ : Im(a) — Im(p) sa

((ir)a)d" = (jr)B

za k =1,...,n. Jasno, preslikavanje jeste dobro definisano i jeste bijekcija
(in—1 11y su u istoj klasi ker(«), te (jn—1)B = (jn)5 ne pravi problem). No,
tada imamo |N \ Im(«)| = |N \ Im(5)| = 1. Neka su a,b € N takvi da je
{a} = N\ Im(a) i {b} = N \ Im(p3). Posmatrajmo ekstenziju 6 : N — N
fukcije ¢’ datu sa

b, T = a.

(2)6 = { (), z € Im(a);

Sada je jasno da § € Sy, i Im(ad) = Im(3), kao i da je |[T]ker(8)| = |[T]ker(as)l
za svako x € X. Definisimo v € T, sa (j;)y = i, za 1 <[ < n. Jasno, u
pitanju je bijekcija. Sada je za svako [, prema definiciji funkcije §':

(J)vad = (i)ad = (i)ad” = (ji)B,
odakle zakljucujemo da je 5 = yad, gde su v,d € S,,. O
Posledica 3.6. Za n > 2 i proizvoljno o € D,,—1 vazi ({a} USy,) = Tp.

Dokaz. 1z leme sledi (Dy—1) = I,,—1, a iz leme je SpaS, = D,_1, pa
imamo da ({a} US,) =T,. O
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Sada se ve¢ uvida ideja za raCunanje ranga: za generisanje 7T, nam je
potrebna samo jedna transformacija iz D,_1 i grupa S,. Iz teorije grupa
imamo rezultat:

Lema 3.9. Rang S,, za n > 3 je 2, dok je rank(S;) = rank(Ss) = 1.

Naravno, rang S, posmatrane kao polugrupe se ne razlikuje od njenog
ranga kada je posmatramo kao grupu, jer svaki generator samostalno gene-
rise i jedinicu i svoj inverz (zbog konacnog reda svakog elementa).

1z prethodnih lema sledi znacajan rezultat koji je prvi uoc¢io Vorobjev u
radu [32].

Teorema 3.2. Za n > 3 je rank(7,) = 3, a rank(73) = 2 ¢ rank(7;) = 1.

Dokaz. Za slucaj n = 1 rezultat sledi trivijalno iz 71 = &1, dok za n = 2
in > 3 sledi iz naredne diskusije. Neka je A baza T,. Iz posledice [3.6] i
leme sledi da je |A| < 3 (JA| < 2 u sluéaju n = 2). Pokazimo i drugu
nejednakost. Znamo da generator ranga manjeg od n ne moze da ucestvuje
u generisanju elementa vecéeg ranga, te mora vaziti S, = (AN S,,), odakle je

ANS,| >2 (3.1)

(|JANS,| > 1 uslucaju n = 2). Posto je S, zatvoren, mora biti ispunjeno
i A\S, # 0, sto nam uz (3.1) daje |A| > 3 (odnosno |A] > 2), odakle, uz
prethodno dokazano, sledi |A| =3 (i |[A| =2 zan = 2). O

Kao sto smo i najavili, sada na red dolazi proucavanje idempotentno
generisane potpolugrupe u 7,. Sledeéa teorema ¢e nam pomoéi u njenoj
karakterizaciji.

Lema 3.10. Za svako k = 1,...,n — 1 ideal I polugrupe T, (n > 2) je
idempotentno generisan.

Dokaz. Prema lemije dovoljno pokazati da je svaki Dy (k=1,...,n—1)
idempotentno generisan u 7,. U sluc¢aju k = 1 tvrdenje trivijalno vazi, jer
su svi ¢lanovi D7 idempotenti. Stoga posmatrajmo k > 2. Neka je o € Dy,
proizvoljno.

Odaberimo proizvoljnu transverzalu A = {a1, ..., ax} klasa ekvivalencije
relacije ker(a). Neka je transformacija eg € Dy definisana sa (z)ey = a;,
gde je a; ker(a)z. Jasno, ey je dobro definisana, i idempotentna na osnovu
kriterijuma iz leme 3.1} Posto je

Im(a) \ Im(ep)| = |Im(eg) \ Im()| = k& — |[Im(cx) N Im(ep)|,

postoji bijekcija ¢ : (Im(ep) \ Im(a)) — (Im(c) \ Im(ep)). Neka je a proi-
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zvoljan element iz Im(«). Definisimo transformaciju e; € 7, sa

()¢, x € Im(ep) \ Im(a);
x, z € Im(a) \ Im(ep);
x, z Evhn(a) NIm(ep);

(z)er =

Sada je [Im(e1)| = |(Im(a) \ Im(e0)) U (Im(a) N Im(eg))| = |Im(a)] = &, pa
je e1 € Dy, a iz definicije se vidi i da je u pitanju idempotent. Primetimo
da je Im(eper) = Im(«) i ker(eper) = ker(a).

Sada je jedino potrebno idempotentima skupa Dy generisati funkciju iz
Dy, cija ée restrikcija na Im(a) biti odgovarajuéa permutacija elemenata iz
Im(a) (koja slika (z)ege; u (z)a za svako x € {1,...,n}). Znamo da se
svaka permutacija konacnog skupa moze generisati kona¢nim brojem nje-
govih transpozicija. Znadi, ako za proizvoljnu transpoziciju skupa Im(a)
uspemo idempotentima skupa Dy, da generiSemo transformaciju iz Dy, ¢ija ée
restrikcija na Im(a) biti odabrana transpozicija, resili smo problem. Neka
sub,c € Im(a) (b # ¢) id € N\ Im(a) (takvi elementi postoje, jer je
1 < k < n); generiSimo transformaciju koja zamenjuje pozicije elemenata b
i ¢, ostale elemente Im(«) fiksira, a sve preostale slika u ¢. Posmatrajmo
funkcije es, e3,e4 € T, date sa

z, x € lIm(a)\ {b,c}; z, x € lIm(a)\ {b,c};
(x)ea =14 ¢, x=g¢ (x)es =4 d, x=d;
d, inace. b, inace.

xz, x €lIm(a)\{b,c};
(x)ea =4 b, x=1b

¢, inace.

Tada kompozicija egeszey preslikava elemente na nacin prikazan na slici
(gde je X = Tm(a) \ {b,c}, a ¥ = {1,2,...,n} \ (Im(a) U {d}))

¢ d

C d X Y

€3 :

e4 :

K- - T —

Slika 3.1: Preslikavanje esesey

Prema definiciji je jasno da su eg,e3 i e4 idempotenti, kao i da esezeq
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ispunjava uslove koje smo zahtevali (putanje slikanja elemenata b i ¢ su ozna-
¢ene duplim, odnosno isprekidanim linijama radi lakse uocljivosti). Pored
toga, imamo

| Tm(e2)| = [Tm(es)| = [m(ea)] = [X] +2 = k.

te sve tri transformacije pripadaju Dy. Dakle, generisali smo idempoten-
tima proizvoljno izabranu transpoziciju Im(a), pa je na osnovu prethodne
diskusije tvrdenje dokazano. O

Naredna teorema sledi kao posledica prethodne leme, ali je u pitanju
znacajan rezultat iz rada [22] iz 1966. godine.

Teorema 3.3. F(7,) = (E(T,)) = Sing,, U{idn}.

Za izlaganje sledeceg tvrdenja vezanog za F(T,) nam treba jedan kom-
binatorni pojam.

Definicija 3.6. Stirlingov broj druge vrste, S(n, k), ozna¢ava broj particija
n-¢lanog skupa na k klasa.

Rekurzivna formula za Stirlingov broj druge vrste je data sa:
S(n+1,k) =kS(n,k)+S(n,k—1), S(1,0)=0, S(1,1)=1. (3.2)

Dacemo i objasnjenje za ovu formulu. Konstruisimo proizvoljnu particiju I
sa k klasa skupa X, gde je | X| = n+ 1. Neka je a € X proizvoljno odabran;
imamo dve moguénosti:

(1) {a} € 1, tj. klasa elementa a ¢e biti jednoelementna,;
(2) |[a]r] > 1, sto znadi da ée klasa elementa a imati vise od jednog elementa.

U prvom slucaju preostale klase mozemo odabrati na S(n,k — 1) nacina
(jer je preostalo n elemenata koje zelimo da smestimo u k — 1 klasa), dok
u drugom slucaju imamo S(n, k) nacina da generisemo nasih k klasa (bez
elementa a), a onda bilo kojoj od tih k klasa mozemo pridruziti posmatrani
element a.

Za Stirlingov broj druge vrste vazi i sledec¢e pravilo koje ¢e nam biti
potrebno:

Lema 3.11. Za svako (n,k) € N x N za koje jen >k in#1, k#1 vazi

S(n, k) > (k)

Dokaz. Prvo dokazimo indukcijom po n da je S(n,2) > (Z), koristec¢i formulu
(3.2). Ovo moramo odvojeno da pokazujemo, jer je S(n,1) =1 < n = (),
pa ne mozemo koristiti iste argumente kao za slucaj k > 3. Za n = 2 je
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S(2,2) =1= (g), pa baza indukcije vazi. Pretpostavimo da je za neko n
zadovoljeno S(n,2) > (3) i dokazimo da je S(n + 1,2) > ("31). Uz pomoé
indukcijske hipoteze mozemo zakljuciti:

S(n+1,2) =2S(n,2) +S(n,2—-1) =2S(n,2) +1

1
243>+1:2nm2)+1:n2—n+1

>n2+n: n—+1
- 2 2

Poslednja nejednakost sledi iz

9 n?+n

n“—n+1> <:>n2—3n+220<:>n§1\/n22,

i zadovoljena je jer posmatramo samo n > 2.

Sada ¢emo takode indukcijom po n, koristeéi formulu dokazati da
za svako 2 < k < n vazi S(n,k) > (}). Baza indukcije je n = 2, ali je tada
jedina mogucnost k = 2, a taj slucaj je dokazan u prethodnoj diskusiji. Neka
za sve m < nisve 2 < k < m vazi S(m, k) > (7). Pri tome, ne zaboravimo
da je za sve n > 2 jednakost dokazana u slucaju k = 2. Dokazimo da je za

3<k<n+1:
1
S(n+1,k) > ("Z )

Iz formule (3.2) i indukcijske hipoteze imamo

S(n+1,k) =kS(n,k) +S(n,k —1)

n n n! 1
Zk<k>+<k—1> U [CE Ly

_ nln=k+2)  (n+1)!  k(n-k+2)
C(k—=Dln—k+1)!  E(n—k+1)! n+1
(n+1) k(n—k+2)

_< k ) n+1

(n—k+2)

Ostaje jos da proucimo da li je faktor k 1~ vecl ili manji od 1. Imamo

kin—Fk+2
(n+1+)>1<:>—k‘2+k:(n+2)—(n+1)>O<:>1<k:<n+1,
n
sto je zadovoljeno izborom k. Zato je S(n+1,k) > ("Zl), pa je i indukeijski
korak pokazan. ]

Najzad, imamo sve stavke potrebne za dokaz teoreme koja daje rangove
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i I, a time i Sing,, (za Sing,, je rezultat pokazan u [10], a za I, k <n —1
u [27]).

Teorema 3.4. UT, (n>3) za k€ {2,...,n—1} vazi
rank(l) = S(n, k).

Dokaz. Neka jen >3ike {2,...,n—1}. Prvo, primetimo da iz leme
zbog leme [3.5] sledi da u 7, vazi

rank(Dy) = rank(Iy). (3.3)
Pri tome, na pocetku ovog poglavlja smo utvrdili da je D,g glavni faktor
polugrupe 7,. Iz diskusije sa kraja poglavlja sledi da je u pitanju ili
nula-polugrupa ili O-prosta polugrupa. Posto sadrzi idempotent, prvi slucaj
otpada, a posto je konacna, prema Risovoj teoremi sledi da je izomorfna

nekoj pravilnoj RMP. Prema lemi je ona idempotentno generisana (jer
se ta osobina prenosi izomorfizmom), te je prema posledici

rank (DY) = max{|Ip,|,|Ap,|}. (3.4)

Sada, zbog ranije datih karakterizacija R i L-klasa u polugrupi 7y,
znamo da fiksiranu R-klasu ¢ ¢ine sve transformacije sa istim jezgrom ;
(koje je u potpunosti odredeno svojom particijom 7; skupa {1,...,n}), a
fiksiranu L-klasu A ¢ine sve transformacije sa istom slikom Sy C {1,...,n}.
Posto posmatramo Dy, jasno je da su u njoj ta¢no one R-klase ¢ za koje vazi
|7mi| = k, 1 tacno one L-klase X\ za koje je |Sy| = k. Najzad, sledi da je

n n
|IDK| = S(’I’L, k)7 |ADk| = Ck = (k)
Iz (3.4) i leme imamo da je

rank (D)) = max { S(n, k), (Z)} = S(n, k).

Naravno, posto je generisanost nule podrazumevana, vazi
rank(DY) = rank(Dy,).
Sada iz prethodnog zakljucka i iz sledi
rank(I;) = S(n, k). O (3.5)

Kao njena posledica se dobija znacajna teorema iz rada [10] (deo je
dokazan u [24]):

62



Teorema 3.5. Za n > 3 je rank(Sing,) = n(n;l)'

Dokaz. 1z definicije singularnog ideala Sing,, i prethodne teoreme sledi

rank(Sing,,) = rank(l,,—1) = S(n,n — 1).

Dokazimo indukcijom po n da je S(n,n—1) = "(n;l). Zan=2jeS(2,1) =

1= %, pa baza indukcije vazi. Pretpostavimo da je za neko n zadovoljeno

S(n,n — 1) = n(nT_l) i dokazimo da je S(n + 1,n) = % Uz pomo¢

indukcijske hipoteze i formule (3.2]) mozemo zakljuditi:

S(n+1,n) =nS(n,n) +S(n,n — 1)
n(n—1)
2
(n+1)n

=T 0
2

3.3 Idempotentno generisane kompletno 0O-proste
polugrupe

U prethodnom poglavlju smo pokazali da su ideali polugrupe 7, idem-
potentno generisani, pa imaju definisan i idempotentni rang. Medutim, da
bismo pronasli te rangove, treba¢e nam ipak i dodatno istrazivanje, koje
¢emo sada sprovesti. Od ranije znamo da su za 1 < k < n — 1 ideali I}
u 7T, pravilne Risove matri¢ne polugrupe, te je za nas cilj bitno posebno
razmotriti idempotentno generisane pravilne RMP. Za pocetak, podsetimo
se, u diskusiji na kraju druge glave smo zakljudili da je svaka idempotentno
generisana RMP pravilna i povezana.

Sledeéa dva poglavlja se oslanjaju na sadrzaj rada [16], te je to i glavna
referenca za sve navedene rezultate i dokaze.

Izlozimo (radi utvrdivanja notacije i terminologije) samo nekoliko do-
datnih pojmova iz teorije grafova koji ¢e nam biti potrebni u ovom delu
rada. Susedi ¢vora v € V u grafu I' = (V, E) su svi ¢vorovi u za koje
postoji grana {uv} = e € FE i njihov skup se oznacava sa Np(v) ili sa
N(v) kada je jasno o kom grafu se radi (za skup W C V skup suseda je
Nr(W) = Upew (Nr(v)) \ W); stepen cvora v je tada d(v) = |Nr(v)|. Graf
je k-regularan (k € N) akko je stepen svakog njegovog ¢vora k. Graf je bipar-
titan ako i samo ako se skup njegovih ¢vorova moze napisati kao disjunktna
unija dva skupa X i Y, tako da svaka njegova grana ima po jedan ¢vor u
jednom i jedan ¢vor u drugom skupu; oznacavamo ga sa G(X,Y’). Biparti-
tan graf G(X,Y) nazivamo balansiranim akko je | X| = |Y|. Mecing grafa je
skup njegovih grana gde nijedne dve nemaju zajednicki ¢vor. Savrsen me-
¢ing je mecing koji pokriva svaki ¢vor grafa. Za balansiran bipartitan graf
postoji ekvivalentan uslov za postojanje savrsenog mecinga, koji je jedan od
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klasi¢nih rezultata teorije grafova:

Teorema 3.6 (Filip Hol, [20]). Bipartitan balansiran graf G(X,Y') ima sa-
vrsen mecing ako © samo ako vazi

[Na(S5)] = |5]

za svako S C X.

Za graf koji zadovoljava uslov iz prethodne teoreme ¢emo govoriti da
zadovoljava Holov uslov.

Cilj nam je da pokazemo da u polugrupi 7, vazi rank([y) = idrank(I}).
U tu svrhu ¢emo ispitivati polugrupe koje se odlikuju tim svojstvom:

Definicija 3.7. Za idempotentno generisanu polugrupu S za koju vazi
rank(S) = idrank(S) kazemo da ima idempotentnu bazu.

Videéemo da su rang i idempotentni rang RMP ¢vrsto vezani za njoj
pridruzenu 0-traku definisanu u nastavku.

Definicija 3.8. Za RMP S = M%(G; I, A; P) prirodna 0-traka je polugrupa
T = MY({1};1,A;Q), gde je gn; = 1 ako i samo ako je py; # 0 (inace je
gxi = pxi = 0). Koristiéemo oznaku T = S§.

Lako je uvideti da je preslikavanje § : S — T dato sa (i,9,A\)g = (¢, 1, \)
i (0)5 = 0 epimorfizam i da je T'= S/H (znamo da je H kongruencija).

Posto je sredisnja komponenta nenula elemenata iz T' uvek 1, mozemo
je zanemariti i posmatrati ih kao uredene parove (i, A). Tada polugrupu T'
identifikujemo sa T" = (I x AU {0}, -) sa operacijom definisanom sa

PN B (YT ROV ¢
(2;)\) (]7/“’)_{ 07 Q)\JZO

i(i,\)-0=0-(;,\)=0-0=0.
Prvi znak povezanosti rangova o kojoj smo pricali uvidamo u narednoj
lemi.

Lema 3.12. Neka je S = MY(G; I, A; P) idempotentno generisana RMP
i T = Sy njena prirodna O-traka. Uz to, neka je B C T skup generatora
polugrupe T'. Ako je A C S takav da je [Alf = B, onda je (A) = S.

Dokaz. Imamo (B) = T, odakle sledi da je A generator transverzale H-
klasa polugrupe S. Posto je svaka nenula H klasa H kona¢na grupa, svi
njeni elementi su konac¢nog reda, te ako generiSemo bar jedan njen element,
mozemo da generiSemo i njenu jedinicu. Zato je E(S) C (A). Imamo da je
S idempotentno generisana, odakle sledi (4) = S. O

Najzad, potpuna slika spomenute veze se dobija u tekstu sledeceg tvr-
denja.
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Lema 3.13. Neka je S = M°(G; I, A; P) idempotentno generisana RMP i
T = Sh njena prirodna 0-traka. Tada vazi

(i) rank(S) = rank(T") = max{|I|, |A|};
(it) idrank(S) = idrank(T).

Specijalno, ako S ima idempotentnu bazu, tada ¢ T ima idempoteninu bazu.

Dokaz. (i) Znamo da je rank(S) > rank(7T), jer je T homomorfna slika
polugrupe S (pa je svaka slika generisuéeg skupa za S generisuéi skup za
T). Obratno, neka je Y baza polugrupe 7. Iz leme pri izboru

A={(,1,\): (i,\) € Y},

sledi da je (A) = S, a posto je |A| = |Y| = rank(T"), imamo rank(S) <
rank(7'). Na kraju, poslednja jednakost je dobijena iz leme

(11) Ako je X C E(S) skup generatora za S, tada je [X]§ C E(T)
(jer je § homomorfizam) skup generatora T i vazi |[X]f| < |X|. Odatle je
idrank(7") < idrank(S). Obrat nam opet daje lema pri izboru

A= {(i,pxil,/\) : (i, \) € Y},
gde je Y C E(T) generatorni skup za T. B

Naravno, ako pricamo o idempotentnoj generisanosti RMP, pomodéi ¢e
nam ranije uvedeni grafovi vezani za njih. Posmatraju¢i GH-grafove RMP
S i odgovarajuée prirodne trake T' = Sf, zakljuéujemo da su oni izomorfni
jer je oblik strukturne matrice isti. Zato ubuduée ne moramo da pravimo
razliku izmedu ta dva grafa.

Prvo ¢emo analizirati kvadratne (|I| = |A| = n) idempotentno generisane
kompletno O-proste polugrupe S = MY(G; I, A; P). Ako posmatramo GH-
graf T'(S) proizvoljno odabrane polugrupe koja ispunjava te uslove, mozemo
zakljuciti da je on zbog idempotentne generisanosti povezan, a pored toga
i balansiran i bipartitan graf. Kada takva polugrupa ima idempotentnu
bazu? U nastavku ¢emo objasniti, ali prvo primetimo da pretpostavkom da
je ima, zbog dimenzije idempotentne baze i ¢injenice da svaka baza mora
da "sece" svaku vrstu i kolonu, dobijamo da grane koje odgovaraju njenim
elementima ¢ine savrsen mecing grafa I'(T'). Drugim rec¢ima, u matrici P
polja koja odgovaraju tim granama zauzimaju po jedno mesto u svakoj vrsti
i svakoj koloni.

Definicija 3.9. Podskup A polugrupe S = M%(G; I, A; P) se naziva mi-
nimalan pokriva¢ S ako i samo ako je |A| = max{|I|,|A]} i A sece svaku
R-klasu i € I i svaku L-klasu A € A.

Lema implicira da svaka 0-traka ima minimalan pokrivac koji je gene-
rise. Kao posledicu leme [3.13] dobijamo da isto vazi i za svaku idempotentno
generisanu RMP.
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Na pocetku ovog poglavlja smo naveli Holov uslov za bipartitne balansi-
rane grafove. Sada ¢emo formulisati jedan jaci uslov za koji ¢e se ispostaviti
da primenjen na GH-graf idempotentno generisane RMP ima ¢vrstu vezu sa
postojanjem njene idempotentne baze.

Lema 3.14. Neka je G(A,I) povezan, balansiran, bipartitan graf. Tada su
sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) za svako O # X C I vazi Ng(X) > |X]|;
(it) za svako 0 #Y C A vazi Ng(Y) > |Y;

Dokaz. (ii) = (i) Dokaziva¢emo kontrapozicijom. Pretpostavimo da postoji
0 #X CIi|Ng(X)|<|X]|. Odatle zbog |I| = |A] sledi da je

A = |[Ng(X)| > |I|] — | X|, $to je analogno sa
A\ Na(X)| = [T\ X[ = [Na(A\ Na(X))|

Sada imamo da je A\ Ng(X) # A (u pitanju je povezan graf) i A\ Ng(X) # 0
(INa(X)| < |X]| < |A]), pa je A\ Ng(X) primer skupa koji pokazuje da (i)
ne vazi.

(i) = (i7) Pokazuje se analogno. O

Ako povezan balansiran bipartitan graf zadovoljava bar jedan uslov iz
leme (iz nje sledi da zadovoljava i drugi), kazemo da zadovoljava jak
Holov uslov (the strong Hall condition-SHC). Za RMP S = M%(G; I, A; P)
sa |I| = |A| kazemo da zadovoljava SHC, ako ga njen graf I'(S) zadovoljava.

Teorema 3.7. Neka je S = MO(G;1,A; P) idempotentno generisana kom-
pletno 0-prosta kvadratna (|I| = |A| = n) polugrupa. Tada su sledeéi uslovi
ekvivalentni:

(1) rank(S) = idrank(.S)
(2) Svaki minimalan pokrivac polugrupe S generise S.

(8) S zadovoljava SHC.

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da je za dokazivanje ovog niza ekvivalencija do-
voljno pokazati da on vazi za prirodne O-trake. Neka je S = MY(G; 1, A; P)
proizvoljna idempotentno generisana kompletno O-prosta kvadratna polu-
grupa, a T' = Sh njena prirodna 0O-traka. Iz leme sledi da je rank(S) =
idrank(S) ako i samo ako je rank(7") = idrank(7"). Dalje, ¢injenica da S
zadovoljava SHC akko T' zadovoljava SHC sledi iz izomorfnosti grafova I'(.S)
i I'(T) koju smo ranije konstatovali. Na kraju, pokazimo da svaki minimalan
pokrivac polugrupe S generise S ako i samo ako svaki minimalan pokrivac¢
polugrupe T generiSe T. Prvo, za svaki minimalan pokriva¢ A polugrupe
S je [A]f minimalan pokrivaé polugrupe 7, a iz leme [3.12] i osobina homo-
morfizma znamo da A generiSe S ako i samo ako [A]f generise 7. Obratno,
neka je B neki minimalan pokriva¢ polugrupe T’; tada je [B]§~! generator
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transverzale H-klasa polugrupe S, pa mozemo pronaéi transverzalu H-klasa
B’ takvu da je B’ C [B]t~!. Kao i malopre, prema lemi i osobinama
homomorfizma B generise T' ako i samo ako B’ generise S.

Neka je T' O-traka nad skupom (I x A) U {0}, takva da je I = A =
{1,...,n}. Tada je uslov (2) ekvivalentan sa tvrdnjom da je za svako € S,
skup Xz = {(1,(1)B),...,(n,(n)B)} generisuéi skup za T.

((1) = (2)) Pretpostavimo, bez umanjenja opstosti, da je

E' ={(1,1),...,(n,n)}

idempotentna baza za T'. Neka je 3 € S,, proizvoljan i neka je skup Xg =
{(1,(1)B),...,(n,(n)B)}. Ako je k red elementa S u grupi S,, tada je za
svako i € {1,...,n}

(i,1) = (i, (1)8%) = (i, ()B) - (1)B, (D)%) --- (DB, (1)),

gde uocavamo da su parovi (i, (i)5) i ((1)8%, (1)3°*Y) = ((i)B%, ((i)B%)B) za
s e {l,...,k —1} u skupu Xg, odakle je E' C (Xg), te je zbog (E') = S i
X idempotentna baza za T'.

((2) = (3)) Ovu implikaciju ¢emo dokazati kontrapozicijom. Pretposta-
vimo da T' ne zadovoljava SHC i neka je () # J C I takav da je [Npipy(J)| <
|J|. Cilj nam je da pronademo minimalan pokriva¢ polugrupe 7' koji je ne
generiSe. Neka su koordinate I = {i1,...,i,} 1 A = {A1,..., Ay}, a nasi
skupovi J = {i1,...,i¢} i Npepry(J) = {A1,.. ., A}, gde vazi 1 <1 < g <n.
Tvrdimo da minimalan pokrivaé

Y ={(i1, A1), -, (in, An)}

ne generise T. To ¢emo pokazati tako Sto ¢emo dokazati da (in, A1) & (V).
Posmatrajmo put u I'(T) koji pocinje u i,, zavrsava se u A i odgovara nekom
proizvodu elemenata iz Y. Neka je taj put i, — Ay — 1y, = Agy = -+ —
gy — Ag,- Zmnamo da vazi N(A\ N(J)) C I\ J, odakle zbog X\, € A\ N(J)
sledi ig, € I'\ J. Iz te informacije imamo da je Ay, € N(I'\ J) = A\ N(J),
te je opet i4, € I\ J. Nastavljajuéi tako, dobi¢emo da A\, € A\ N(J), te je
Ag. # A1 € N(J), te se nijedan takav put ne zavrsava u A1, pa Y ne generise
element (i,, A1).

((3) = (1)) Neka T zadovoljava SHC. Tada zadovoljava i slabiji, Holov
uslov. Prema tome, iz teorije grafova znamo da graf I'(T") ima savrsen me-
¢ing m: I — A. Dokazimo da M = {(i,(¢)m) : ¢ € I} generiSe T. Uzmimo
proizvoljan elemenat (i, \) € T' i dokazimo njegovu generisanost u (M). Po-
smatrajmo prvo put i — (i)m. Ako je (i)m = A, gotovi smo. Inace, iz zadovo-
ljenosti uslova SHC imamo [N ({(¢)7})| > 1, pa postoji ia € N({(i)w}) \ {i}
i mozemo produziti put do ¢ — (i) — i2 — (i2)7. Opet, ako je (i2)m = A,
zavrsili smo. Inace, prema SHC imamo da je |[N({(i)m, (i2)7})| > 2, pa
postoji i3 € N({(i)m, (i2)7}) \ {3,492}, te slicno kao i ranije mozemo da pro-
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duzimo nas put. PoSto je 7 savrSen mecing, mora postojati i’ € I takvo da
je A = (i')m. Ako nastavimo da produzavamo put na isti naéin, zbog ko-
nacne dimenzije n i povezanosti I'(T') u nekom trenutku se i mora pojaviti
u procesu, odakle sledi da se neki put dobijen na taj nacin mora zavrsavati
u A. Posto je prema konstrukeiji svaka njegova veza oblika (ig, Ax) u m,
odgovarajuéi elemenat je generisan elementima iz M. O

Tako zgodna, prethodna teorema se moze primeniti samo na kvadratne
idempotentno generisane RMP. Slede¢a lema ¢e nam dati nacin da je isko-
ristimo i kod nekvadratnih, Sto ée nam posluziti za nas krajni cilj — dokaz
da Dj, ima idempotentnu bazu u 7.

Lema 3.15. Neka je S = MY(G; 1, A; P) idempotentno generisana kom-
pletno 0-prosta polugrupa. Ako T'(S) ima povezan, balansiran bipartitan
podgraf sa 2min{|I|, |A|} ¢vorova koji zadovoljava SHC, tada je

idrank(S) = rank(S) = max{|I|, |A|}.

Dokaz. Pretpostavimo bez umanjenja opstosti da je |I| < |A| (u suprotnom
mozemo raditi sa polugrupom ST = MO(G;A,I; PT) i dokaz ¢e teéi na
isti nacin). Iz leme je dovoljno dokazati tvrdenje samo za prirodne 0-
trake. Neka je T'= MY({1}; I, A; P) sa povezanim balansiranim bipartitnim
podgrafom G sa 2 min{|1|, |A|} = 2|I| ¢vorova koji zadovoljava SHC. Neka su
njegovi ¢vorovi I U A’ i oznac¢imo preostale ¢vorove sa A”(= A\ A’). Prema
teoremi O-podtraka I x A’ koja odgovara grafu G ima idempotentnu
bazu kojoj odgovara savrsen mecing grafa G; neka je taj mecing w: I — A’
Defini§imo 7 : A” — I, tako da za svako A\ € A” postoji grana ((A\)7,\) €
I(T) (takva funkcija postoji, jer je P pravilna matrica). Dokazimo da je
A=DBiUBy ={(,@)r) i€ I}U{((A)7,\) : A € A"} idempotentna baza
polugrupe T'. Neka je (i, A) € I x A proizvoljna nenula vrednost T'. Ako je
A€ N, onda (i,\) € (By); inace je A € A”, pa imamo (i, (\)7)7) € (By) i
(N7, ) € (Ba), odakle je

(1, A) = (i, (M) 7)m) - (M7, A) € (A4).
O

Ispunjenost zadovoljenosti uslova SHC moze biti komplikovano i vremen-
ski zahtevno proveriti. Zato dajemo dva tvrdenja koja za specijalne sluc¢ajeve
pojednostavljuju taj posao.

Lema 3.16. Ako je graf G(X,Y) k-regularan, povezan, balansiran bipartitan
graf, tada G zadovoljava SHC.

Dokaz. Neka je ) # Z C X. Brojevi grana povezanih sa skupovima Z i
N(Z) su k|Z| i k|N(Z)|, redom. Posto grane koje imaju jedan kraj u Z,
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drugi kraj moraju da imaju u N(Z), odatle imamo da je k|Z| < k|N(Z)].
Sada zakljucujemo da je |Z| < |[N(Z)].

Pretpostavimo da je |Z| = |[N(Z)[; u tom slu¢aju prema ranijoj diskusiji
sve grane sa jednim krajem u N(Z) drugi kraj imaju u Z, te je Z U N(Z)
komponenta povezanosti grafa G. Iz povezanosti istog sada sledi da je Z U
N(Z) =V(G), tj. Z = X. Dakle, pokazali smo da jednakost |Z| = |N(Z)|
vazi samo tada, a inace je |Z| < |N(Z)|, $to znaci da G ima SHC. O

Definicija 3.10. Za balansiran bipartitan graf G(X,Y’) sa savrSenim me-
¢ingom odredenim bijekcijom 7 : X — Y ({(x, (z)7) : = € X}) kazemo da
ima simetricnu distribuciju grana u odnosu na mecing w ako i samo ako je
d(x) = d((x)m) za svako = € X.

Lema 3.17. Ako je G(X,Y) povezan, balansiran bipartitan graf koji ima
stmetricnu distribuciju grana u odnosu na neki savrsen mecing odreden sa
m: X =Y, tada G zadovoljava SHC.

Dokaz. Neka je ) # A C X. Iz |[A]r| = |A] i [Alr C N(A) sledi |N(A4)| >
(Al = |4].

Ako pretpostavimo |[N(A)| = |A|, dobijamo |N(A)| = |[A]n]|, pa je
[Alm = N(A). Ukupan broj grana ¢iji jedan ¢vor lezi u A je Y ,c4d(a),
dok je ukupan broj grana sa jednim ¢vorom iz N(A) = [A]n:

S dp) = 3 d((a)m) = Y d(a).

be(A)m acA acA

Opet imamo da je AU N(A) = AU [A]r komponenta povezanosti grafa G,
pa je zbog njegove povezanosti A = X, sto smo i hteli da pokazemo. O

Ispitajmo odnose uslova iz prethodne teoreme: ako je G(X,Y) pove-
zan, balansiran bipartitan k-regularan graf, tada iz teorije grafova znamo
da zadovoljava Holov uslov, koji implicira da postoji savrsen mecing. Iz k-
regularnosti sledi da je taj mecing ima simetri¢nu distribuciju grana, pa su
zadovoljeni uslovi druge leme. Odatle su za primenu leme potrebni jaci
uslovi nego za lemu

Definicija 3.11. KaZemo da polugrupa S = M°(G; I, A; P) ima k-unifomnu
distribuciju idempotenata ako i samo ako je graf I'(P) k-regularan. Za istu
polugrupu kazemo da ima simetricnu distribuciju idempotenata u odnosu na
neki savrsen mecing ako i samo ako I'(.S) ima simetri¢nu distribuciju grana
u odnosu na neki savrsen mecing.

3.4 Idempotentni rang ideala polugrupe 7,

U prethodnom poglavlju smo postavili teorijsku podlogu sa ciljem da
pokazemo da je rank(I,) = idrank(l,), Sto ¢emo ovde i sprovesti. Za to ée
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nam biti potrebne oznake F;. i IC; koje ¢e oznacavati, redom, sve podskupove
skupa N = {1,...,n} kardinalnosti r, odnosno sve njegove particije sa r
klasa. Znamo od ranije da su za 1 < r < n J-klase D, idempotentno
generisane kompletno 0-proste polugrupe. GrafI'(D,) ima skup ¢vorova F,U
K, gdesu A € F.i K € K, povezani ako i samo ako postoji grupna H-klasa
u D, sa jezgrom K i slikom A, drugim re¢ima akko u 7, postoji idempotent
sa jezgrom K i slikom A, tj. ako i samo ako je skup A transverzala particije
K.

Cilj nam je da pronademo odgovarajuéi podgraf I'(D,) koji zadovoljava
SHC, da bismo iskoristili lemu [3.15]

Posto ¢emo raditi na skupu N = {1,...,n}, pri koriséenju modularne
aritmetike ¢emo uzimati da je mod,,(m) = m, jer nemamo 0 u svom "op-
segu'.

Definicija 3.12. Za dato a,b € N definisimo interval izmedu a i b kao
[a,b] = {mod,(a), mod,(a + 1),...,mod,(b)}.
Definicija 3.13. DefiniSimo ¢ : F. — K, sa
(D¢ = {lir, iz — 1], [i2,i3 — 1],..., [ir, i1 — 1]},
gdeje I ={iy,...,ip} € Friig < - <.

¢ je injekcija, jer je iz definicije jasno da se za razli¢ite originale dobijaju
razlicite particije.

Lema 3.18. Balansiran bipartitan graf T' = T'(D,)[F, U [F.]é] (podgraf
grafa T'(D,) generisan cvorovima F, U [Fy|¢) je povezan i ima simetricnu
distribuciju grana w odnosu na savrsen mecing ¢.

Dokaz. Prvo pokazimo da je I" povezan. Primetimo da je svaki element
A € F, povezan sa (A)¢ € Ky, jer je (A)¢ definisan tako da je A njegova
transverzala. Iz te povezanosti zaklju¢ujemo da je I'” povezan ako i samo ako
je povezan graf I'” koji nastaje od IV kao homomorfna slika preslikavanja koje
sve parove {4, (A)¢} kolapsira u po jedan ¢vor. Graf I ima () ¢vorova, jer
ih toliko ima i skup F,., pa svaki ¢vor grafa I'” mozemo da oznacimo skupom
A € F, koji sadrzi. Za ¢vor A = {aj,a2,...,a,} (gdejea; <ag <--- < a,)
imamo da je povezan sa svakim skupom B = {b1,be,...,b.} € F, koji se
od A razlikuje u ta¢no jednoj vrednosti i ta se vrednost razlikuje tacno za
1. Pokazimo to: neka je za neko ¢ € {1,...,r} bez umanjenja opstosti
bi=a;+11ibj =a; zaj#i (da bibilo B € F,, mora vaziti a; + 1 < aj11);
tada je B = {ay,a2,...,a;—1,a; + 1,a;41,...,a,} transverzala skupa

(A)¢ = {[al,GQ—l}, [(12,(13—1], B [aiflaai_l]a [aiaai+1_1]a ) [aT>a1_1]}7
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odakle su B i (A)¢ povezani u I (¢vorovi C € F, i D € K, su povezani ako
i samo ako je C transverzala skupa D), pa su B i A povezani u I'”. Sada iz
prethodne diskusije za I = {i1,...,i,} € F, (i1 < -+ < i) sledi sledeéi niz
povezanosti (~ ¢e oznacavati povezanost ¢vorova u I'):

{1,...,r=Lr}~{l,....;r=1Lr+ 1}~ ~{1,...,r — 1,4, }
LY~~~ {L i, i)

~o {17 s 7/ér—27ir—17ir}
~ {il’ C) 7:7“—27 ir—lu ir}-
Dokazali smo da je svako I € F, povezano sa ¢vorom {1,...,r}, pa je graf

I povezan, a time isto vazi i za I".

Ostaje nam da pokazemo da I ima simetri¢nu distribuciju u odnosu na
savrSen mecing ¢ (on to jeste, jer je ¢ injekcija, a I je definisan nad skupom
Fr U [Fr]¢p). Ako posmatramo proizvoljan ¢vor K = {[i1,ia — 1], [i2,i3 —

1], ..., [ir, i1 — 1]} € [F;]¢, broj njegovih suseda je broj podskupova skupa
{1,...,n} koji su transverzale skupa K, a to je [[;_;[[éj,ij+1 — 1]| (gde je
ir4+1 = 11). Sa druge strane, za fiksirani element I = {iy,...,i,} (i1 <--- <
ir) imamo da je transverzala elementa J = {[j1, jo—1], [j2, ja—1], ..., [Jr, j1—

1]} € K,, gde je bez umanjenja opstosti i1 € [ji, jo — 1], ako i samo ako za
svako 1 <1 <riza i) =111 Jryr1 = Jr vazi

=< g =1 <gipn < e a4 1< g <,
pa je d(I) = [ |[i; + 1,4j4+1]|. Najzad, imamo da je
T T
d((A)9) = [Ilis,3j+1 = 1l = [TIlij + 1,3554]| = d(1),
j=1 J=1
§to upravo znaci da IV ima simetri¢nu distribuciju u odnosu na ¢. O

Slede¢a teorema je prvi put objavljena u [27], i predstavlja ispunjenje
naseg plana iz prethodnog poglavlja

Teorema 3.8. Za sve ideale I, polugrupe T, (1 <r < n) vazi
idrank(Z,) = rank(l,) = S(n,r).

Dokaz. 1z lema i sledi da IV = I'(D,)[F, U [F;]¢] ima SHC, pa uz
pomo¢ leme[3.15 dobijamo da D, ima idempotentnu bazu, dok iz teoreme
imamo rank(D,) = rank(/,) = S(n,r). Znamo da je idrank(/,) > rank(Z,),
a iz leme [3.5 sledi da idempotenti ranga manjeg od r ne mogu da generisu
D,, odakle je idrank(l,) > idrank(D,), te najzad dobijamo idrank(I,) =
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idrank(D,.). O

Kao direktna posledica prethodne teoreme i teoreme [3.5] dobija se i
(rezultat objavljen u [10]):

Posledica 3.7. Za n > 3 je idrank(Sing,,) = rank(Sing,,) = @

Za kraj, dac¢emo karakterizaciju (iz [24]) idempotentne baze polugrupe
Sing,, i pokazati da svaki njen idempotentan generatorni skup sadrzi idem-
potentnu bazu. Primetimo da je D,_; maksimalna J-klasa polugrupe
Sing,,, pa za generisué¢i skup A imamo da A N D,_; generise D,_1, te je
|AN Dy—1] > rank(D,_1) = @, odakle dobijamo da su sve (idempo-
tentne) baze polugrupe Sing,, u stvari (idempotentne) baze polugrupe D,,_;
u 7,.

Opisimo sada pojmove koje ¢emo koristiti. Znamo da digraf T" koji na-
staje od kompletnog grafa sa n ¢vorova (K,,) pridruzivanjem smera svakoj
grani nazivamo turnir i da za njega vazi V(K,) = V(G) i za svaki par
z,y € V(G), x # y je tatno jedna od grana (z,y) i (y,z) u skupu E(G).
Pored toga, za proizvoljan digraf G kazemo da je jako povezan akko za svako
z,y € V(G) postoji usmeren put iz x u y. Skup svih jako povezanih tur-
nira nad skupom ¢vorova N = {1,...,n} ¢emo oznacavati sa T,,. Uvedimo
konvenciju da za n = 2 skup T,, sadrzi samo jedan elemenat, i to graf sa
¢vorovima 1,2 i granama (1,2) i (2,1).

Definisimo za z,y € N i x # y transformaciju e,, € E(T,) sa

_ ) T 2=Y,
(2)€ay = { z, 24y
Neka je za U C E(D,—1) graf I'y dat sa V(I'y) = N i (x,y) € E(T'y) akko
€xy €U.

Teorema 3.9. Za 7T, (gde je n >2) i skup

UCE(Dy,—1)
sa osobinom |U| = @ je U idempotentna baza polugrupe Sing, ako i
samo ako T'y € T,. Broj idempotentnih baza polugrupe Sing,, je |Ty].

Pri tome, vrednost |T,,| je izra¢unata u [34], a mi ¢emo je dati u sledeéem
tvrdenju:

Teorema 3.10. Uvedimo oznaku w, = |Ty| ¢ definisimo wy = 1. Tada je

zan > 2
n—1 n
wn:Fn_Z< )wans>

s=1 §

n(n—1)
2

gde je F; = 2(5) =2
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Minimalnost generisuc¢eg skupa algebre u smislu kardinalnosti i minimal-
nost u smislu najmanjeg moguéeg podskupa nekog generatornog skupa koji
zadrzava osobinu generativnosti su u opstem slucaju razli¢iti pojmovi. Jedan
od jednostavnijih primera za to je skup transpozicija A = {(1 2), (2 3),(34)}
koji generige ¢itavu grupu S,, pri ¢emu nijedan njegov pravi podskup nije
generatorni, iako je |A| = 3, a rank(S,) = 2. Kao S$to ¢emo videti u slede-
¢oj teoremi, za idempotentne generisuc¢e skupove polugrupe Sing,,, ove dve
minimalnosti se poklapaju.

Teorema 3.11 (o & i: [4]). Svaki idempotentni generatorni skup polugrupe
Sing,, (n > 2) ima podskup koji je idempotentna baza.

Dokaz. U slucaju da je n = 2 imamo da je V = {e12,e21} jedinstven (u
svakom smislu) minimalni generisuéi skup za Singy, = {1,e12,€21}, pa je
tvrdenje trivijalno zadovoljeno.

Ako je n > 3 i V proizvoljan idempotentni generatorni skup za Sing,,,
imamo prema ranijoj diskusiji da je i skup U = D, NV idempotentni gene-
ratorni skup za Sing,. Odatle prema teoremi sledi da digraf I'yy sadrzi
jako povezan turnir, te je i sam jako povezan. Znamo da I'y ima (g) + k
grana, gde je k > 0. Ako je k = 0, skup je minimalan u smislu kardinalnosti,
pa je u pitanju idempotentna baza. U slucaju k£ > 1 imamo da graf sa n
¢vorova ima vise od (3) grana, pa postoje bar dva "duplo" povezana ¢vora,
tj. postoje z,y € V(I'y) takvi da je (z,v), (y,z) € E(I'y). Neka su digra-
fovi I'" i T dobijeni od grafa I'y izostavljanjem grana (x,y), odnosno (y, ).
Ako pokazemo da je bar jedan od ta dva grafa jako povezan, ponavljanjem
koraka k puta ¢emo dobiti da U sadrzi idempotentnu bazu. Pretpostavimo
bez umanjenja opstosti da I nije jako povezan i da su njegove komponente

jake povezanosti G, ...,G povezane na sledeéi nac¢in: Gy — -+ — Gp.
Posto je I'y jako povezan, mora da vazi y € Gy i z € Gy, te je digraf T
jako povezan, jer sadrzi (x,y). O
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Glava 4

Monoidi P7T, i ZS,

Kada se govori polugrupama transformacija nad kona¢nim skupom, osim
polugrupe 7,, neizbezne su i PT, i ZS,, kao njeni najbliskiji "srodnici".
Zato ¢emo u ovoj glavi prouciti njihove osobine vezane za rang i idempo-
tente, kao i idempotentne rangove. Pocecemo sa ispitivanjem Grinovih re-
lacija i ideala u tim polugrupama, da bi nam to dalo osnovu za dokaze o
generisanosti i rangovima. Posto je tema rada vezana i za idempotentni
rang, ispita¢emo idempotentno generisanu potpolugrupu kod oba tipa polu-
grupa, kao i njen rang i idempotentni rang. Sadrzaj ove glave je uglavnom
nezavisan od literature, mada se delom oslanja na [8].

Definicija 4.1. Ako je A C X # (), preslikavanje a : A — X nazivamo
parcijalna transformacija skupa X. U tom slucaju skup A nazivamo domen
transformacije « i pisemo dom(a) (a X \ A = dom(a)).

Kolekcija svih parcijalnih transformacija nad X zajedno sa kompozicijom
preslikavanja ¢ini polugrupu koju nazivamo polugrupa parcijalnih transfor-
macija i oznacavamo sa PT x.

Kolekcija svih parcijalnih injektivnih transformacija skupa X sa kompo-
zicijom preslikavanja ¢ini simetricnu inverznu polugrupu ZS x.

Da bismo pokazali da prethodna definicija ima smisla, moramo samo
obrazloziti zatvorenost odgovarajuéih skupova za kompoziciju (jer je njena
asocijativnost poznata od ranije). Prvo, napomenimo da za «, € PT x,
za razliku od standardne kompozicije preslikavanja, «f imamo uvek de-
finisano, jer dozvoljavamo da bude dom(3) # Im(«), jer za svako x €
dom(a)N[dom(3)]a! podrazumevamo = € dom(a3). Sto se tice zatvoreno-
sti kompozicije nad skupovima PT x i ZSx, kod parcijalnih transformacija
je ona prili¢no jasna, jer kompozicija elemenata « i 5 ima original

dom(a) N [dom(B)]a~! C X,

a sliku [Im ()] C X; ni kod injektivnih nema problema, jer od ranije znamo
da je kompozicija dve injekcije injekcija.



Radi jednostavnosti rada sa parcijalnim transformacijama, za o € PT x
moZemo uvesti prosirenje o/ : X — X U {0} tako da je za a € dom(«) slika
(a)a/ = . Od sada neéemo praviti razliku izmedu « i na prethodan nacin
definisane /.

Lako se uvida da su i PT x i ZS x monoidi sa jedinicom idy, da su Tx,
PT x \ Tx i ZSx potpolugrupe PT x, kao i da je Sx podgrupa polugrupa
PT x iZSx. Kada je X konacan (|X| =n < Np), kao i u prethodnoj glavi,
identifikujemo ga sa skupom N = {1,...,n}.

4.1 Grinove relacije i ideali polugrupa P7, i ZS,

U ovom poglavlju ¢emo da izlozimo osnovne osobine Grinovih relacija
nasih polugrupa, ali u donekle skra¢enom obliku, jer se skoro sve poklapaju
sa osobinama 7, koje smo detaljno proucili u prethodnoj glavi.

Lema 4.1. (1) a € E(PT,) © Im(a) C dom(a) A &l (q) = idm(a)s
(2) (VRS E(ISn) <> a = idIm(a)'

Dokaz. (1) Jasno, niz ekvivalencija iz leme vazi i ovde, ali u malo izme-
njenom obliku:

a€ E(PTx) & d®=a
sSVre X (()a)a = (z)a)
& Vy € Im(a) (y € dom(a) A (y)a=1y)
& Im(a) C dom(a) A afpy(a) = idim(a)-

(2) Na osnovu prethodnog slucaja i osobina ZS,, odmah sledi tvrdenje.
O

Tako je, naravno, pozeljnije da se tvrdenja koja vaze uopsteno tako i
izlazu i dokazuju, ponekad to povlaci dodatne detalje i obrazlaganja. Zbog
ustede na prostoru i ¢injenice da se rad fokusira na konacne skupove, od
sada ¢emo posmatrati skup X = N ={1,...,n}, gde n € N.

Posledica 4.1. Za n > 1 je F(ZS,) = E(ZS,).

Lema 4.2. Vazirank(F(ZS,)) = idrank(F(ZS,)) = |E(Dp—1)|+1=n+1
za sven > 1.

Dokaz. Jednostavno se dokazuje da za «, € E(ZS,,) vazi
af = iddom(oe)ﬁdom(,B) . (4'1)

Odatle se lako pokazuje da se svaki elemenat iz F(Dy) za 0 < k < n—2 moze
generisati elementima iz E(Dg41). 1z leme dobijamo da su idempotenti
u potpunosti odredeni svojim domenom, pa ih u Dy ima koliko i k-Clanih
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podskupova skupa N, ¢ime dobijamo da ih u D,_; ima (,",) = n. Odatle
je rank(F(ZSy,)) <n+1, jer je E(Dp—1) U {idy} generisuéi skup. Sa druge
strane, rang ne moze biti manji, jer iz sledi da se elementima nizeg
ranga ne moze generisati element viseg i da proizvod dva razli¢ita elementa

istog ranga daje element nizeg ranga. O
Lema 4.3. Za n > 1 u polugrupama PT, i ZS, vazi

(i) a LB < Im(a) = Im(B);

(i) aR B < dom(a) = dom(p) A ker(3) = ker(«);
(iti) aH B < Im(a) = Im(B) A dom(a) = dom(S) A ker(a) = ker(8);
(iv) T B < pla) = p(B);

(v) aD B < pla) = p(B).

Dokaz. (i) U ovom dokazu mozemo skoro u potpunosti da se oslonimo na
dokaz leme sa ciljem da pokazemo

PTna C PT,B < Im(a) C Im(B),

i isto tvrdenje za ZS,,. Za PT, je dokaz analogan, a jedina razlika
je Sto u smeru (<) preslikavanje v definiSemo tako da je dom(y) =
dom(a). Za ZS, je uz to samo potrebno napomenuti da injektivnost
v sledi iz injektivnosti «, jer je v = a.

(ii) Ovde ¢emo objasniti modifikacije dokaza leme da bismo pokazali

aPT, C BPT, < dom(B) C dom(a) Aker(8) C ker(a)

i analogno tvrdenje za ZS,. U smeru (=) je potrebno dodatno obra-
zloziti dom(«) C dom(S3). Neka je v € PT,, (ZS,) takvo da je By = «
i x € dom(«). Tada je jasno z € dom(p).

U drugom smeru mozemo na skoro isti nacin kao u pomenutom dokazu
da izaberemo ~, jer nam uslov dom(a) C dom(S) obezbeduje njenu
dobru definisanost (pod uslovom da podrazumevamo da za x € dom(«)
vazi (z)a = (). Konkretno, v ¢e biti dato sa dom(y) =Im(3) i (z)y =
(), gde je x, definisano kao i tamo. Jedino preostaje da se pokaze
da je u slucaju ZS, i v € ZS,. No, to se lako uvida, posto imamo da
suaipulS,i

(2)y =W & (r)a=(vy)a= 2, =1y & (2,)8 = (7)) = 2 =y.

(iii) Ovaj deo sledi iz prethodna dva i definicije relacije H.
(iv) Dokaza¢emo da za o € PT,, vazi

PTnaPTn={8€PTn:p(B) < pla)}
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idajezaa€ZS,
I8,0ZSy, ={B €IS, : p(B) < p(a)}.

Inkluzija C u oba slucaja sledi iz teoreme [3.5] koja vazi u opstem

slucaju.

Za dokaz druge inkluzije pretpostavimo da je Im(a) = {a1,...,ax}
idajef € PTn (ZSy) gde je Im(B) = {b1,...,bp} im < k. Za
svako i € {1,...,k} izaberimo i fiksirajmo predstavnika c¢; iz [a;]a™!.

Definisimo sada v € PT,, tako da je dom(y) = dom(8) i da za svako
j e {l,...,m}isvako y € [bj]37! vazi (y)y = ¢;. Neka je uz to §
proizvoljna permutacija skupa {1,...,n} koja za svako i € {1,...,m}
slika a; u b;. Sada se prostim izracunavanjem proverava da je yad = 5.

Jasno, § € ZS,. Pored toga, iz jednakosti vad = [ sledi da je
injektivno, ako je 8 injektivno.

(v) Posto su posmatrane polugrupe konacne, imaju i konac¢an broj desnih
i levih ideala, pa ne postoje beskona¢ni opadajuéi lanci desnih (levih)
ideala, odakle zbog posledice [I.4] dobijamo da je D = J. O

Upravo smo videli da je karakterizacija klasa u nasim polugrupama skoro
potpuno ista kao u 7,. Naredna teorema ¢e nam dati tu analogiju i za
ideale, pa ¢emo opremljeni tim ¢injenicama modéi da pokazemo da su i odnosi
generisanosti isti i da se moze uspostaviti paralela i u racunanju rangova.

Lema 4.4. Svi ideali polugrupe S (S € {ZS,,PTn}) su oblika
faes | pla)<r}
za neko 1l <r <n.

Dokaz. Neka je I ideal polugrupe Si«a € I takavdaje f € I = p(8) < p(«)
(takav elemenat postoji u I, jer su vrednosti p ograni¢ene odozgo sa n). Tada
je I = SaS ={y € S: p(y) < p(a)} najmanji ideal koji sadrzi «, odakle
dobijamo I C I. Sa druge strane, posto je & maksimalnog ranga u I, on ne
moze da sadrzi elemenat veéeg ranga, te imamo I C I;. O

4.2 Generisanost i rangovi u P7T, i ZS,

Dosli smo do zakljucka da su D = J-klase elemenata odredene njihovim
rangovima i da je ideal u stvari unija tih klasa koja sadrzi sve klase manje
od svoje maksimalne klase. Sada ¢emo izloziti neke rezultate o tome kako
mozemo generisati ideale, Sto ¢e nam pomodéi u racunanju rangova. Pri tome,
u radu sa PT,, mora¢emo paznju da posvetimo potpolugrupi PT,, \ Tn, jer
je njen komplement proucavan u prethodnoj glavi.
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Lema 4.5. Neka je u polugrupi S (S € {PTn \ Tn,ZSn}) a sa p(a) =
k proizvoljan (gde je k € {1,...,n — 2}). Tada postoje elementi B, sa
osobinama p(B) = p(v) = k + 1 takvi da je py = a.

Dokaz. Posto je p(a) < n — 2, moraju postojati bar dva elementa z,w €
{1,...,n} \ Im(c). Pored toga, postoje i bar dva elementa x i y od kojih je
svaki ili u dom(a), ili vazi |[2]xer(a)] > 2 (0dnosno |[ylker(a)| > 2). Neka su
B 1 sa domenima dom(a) U {x} i Im(a) U {w} redom, dati sa

(a)8 = { (a)a, a € dom(a) \ {z}; (a)y = { a, a€lIm(a);

Y, a =T w, a=w.

Sada je jasno da je a = v i da je p(8) = p(v) = k + 1. Pri tome, ako je
u pitanju ZS,, iz injektivnosti a sledi § € ZS,, (a injektivnost v imamo po
definiciji). O

Posledica 4.2. U polugrupi S (S € {PTn,ZSn}) za svako 1 <k <n—1
vazi

(Dg) = Iy ={a € S:pla) <k}
Lema 4.6. U polugrupi S (S € {PTy \ Tn,ZSyn}) vazi: ako je o € S za
koju vazi p(a) = n — 1, za svako B € S sa p(8) = n — 1 postoje 7,0 € Sy,
tako da je yad = f3.

Dokaz. Primetimo daiu slucaju S = PT,\T, vazi o, B € ZS,,, zbog prirode
polugrupe S i podataka p(a) = n — 11 p(8) = n — 1. Odatle imamo da
postoje x € dom(a), y € dom(3), kao i elementi z € {1,...,n}\Im(a)iw €
{1,...,n}\Im(53). Neka je v € S,, proizvoljna permutacija koja zadovoljava
(y)y =, a0 € S, definisana sa (2)§ = w i (a)yad = (a)B za a € dom(S)
(moguée je pronaci ovakvu permutaciju, jer je dom(ya) = dom(f3) i ya je
injekcija na Im(a), koja je dimenzije n — 1). O

Slede teoreme o rangovima P7T,, i ZS,, gde ¢emo koristiti slicne metode
kao za racunanje ranga 7,. Razlog tome jeste delom u povezanosti ovih
polugrupa, ali i u univerzalnosti tehnike za racunanje rangova koja se postize
zbog primene Grejevih rezultata prikazanih u drugoj glavi.

Teorema 4.1. Zan > 3 jerank(PT,) =4, arank(PT2) = 3 irank(PT1) =
2.

Dokaz. Za n =1 se trivijalno proverava da oba elementa polugrupe moraju
biti u generisu¢em skupu, jer nijedan ne moze da generise drugog. Za n > 2
prvo uvidamo da proizvoljan generisuc¢i skup A mora da sadrzi generisudéi
skup A; grupe S, jer je ona maksimalna J klasa i mozZe biti generisana samo
svojim elementima. Uz A; mora postojati i bar jedan element iz T, \ S, i
bar jedan iz PT, \ Tn, jer je

(Sn U(Tu\Sn)) =Th, a
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(Sn U(PTn\Ta)) = (PTn\ Tn) USn

(ovi odnosi vaze jer su T, i (P75, \ Tn) US, potpolugrupe PT,,). Odatle
dobijamo da je rank(P7,,) > rank(7,) + 1.

Dokazimo i suprotnu nejednakost, tako sto ¢emo nadéi generatorni skup
kardinalnosti rank(7,) + 1. Neka je B baza polugrupe 7, i « proizvoljan
elemenat ranga n—1uP7T,\7,. Prema prethodnoj lemi, tada « generise sve
elemente ranga n—1 u PT, \ 7, pa je time generisan i ceo D,,_1 polugrupe
PTn. Iz posledice sledi da skup B U {a} generise ¢itavu polugrupu. [

Teorema 4.2. Za n > 1 je rank(ZS,) = rank(S,) + 1.

Dokaz. Posto je S, maksimalna J-klasa polugrupe ZS,,, a pri tome i zatvo-
rena, zakljuéujemo da je rank(ZS,) > rank(S,,), odakle sledi rank(ZS,,) >
rank(S,) + 1.

Pokazimo i drugu nejednakost. Neka je B baza polugrupe S, i o pro-
izvoljan element iz klase D,_; polugrupe ZS,. Prema lemi [4.6] imamo da
B U {«a} generise ¢itavu klasu D,,_1, pa i ¢itavu polugrupu, zbog posledice
Zato je rank(ZS,) > |B U {a}| = rank(S,) + 1. O

Posledica 4.3. Vazirank(ZS;) = rank(ZS2) = 2 irank(ZS,) = 3 zan > 3.

U lemi smo proucili rang i idempotentni rang idempotentno generi-
sane potpolugrupe ZS,,. Sada ¢emo to da uradimo i za P7T,,. Videéemo da
tu imaju mnogo vise slicnosti sa osobinama 7T, nego u ZS,.

Teorema 4.3. Svi ideali polugrupe PT,, su idempotentno generisani.

Dokaz. Prema lemi [£.4] svi pravi ideali polugrupe PT,, su oblika
Iy ={aePTy:pla) <k}

za neko 1 < k <n—1. Iz posledice znamo da je dovoljno pokazati da je
klasa Dy, za svako k € {1,...,n—1} idempotentno generisana. Posto smo to
u lemi pokazali za ideale polugrupe 7,, sada nam ostaje da pokazemo
da su za navedene indekse k skupovi Ay = (PTy \ Tn) N Dy idempotentno
generisani. Znamo da za proizvoljno o € Ay mozemo pronadi preslikavanje
¢ : dom(a) — Im(a). No, tada je transformacija o/ : N — N data sa

e = { (r)a, € dom(a)
(x)p, x € dom(w).

u Ty, i vazi p(a/) = k, te je o/ idempotentno generisana. Znadi, postoje

idempotenti 1,...,& takvi da je o/ = g1---g,. Ali tada za idempotent
g0 € PTy sa domenom dom(gg) = dom(a) i definicijom g¢ = idgom(a);
imamo da je g1 -+ - €7 = @, te je i a idempotentno generisan. O

Posledica 4.4. Zan > 1 vazi F(PT,) = In—1U{idy} = (PT»\Sn)U{id,}.
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Teorema 4.4. Za polugrupu PT, (n>1) ik e {2,...,n—1} je
rank(ly) =S(n+ 1,k +1).

Dokaz. Znamo da je u PT,, klasa Dy, sadrzi maksimalne elemente idela I},
odatle zbog leme dobijamo rank(Dy) < rank(l). Sa druge strane, iz
posledice dobijamo da je I = (Dy), te je rank(l) < rank(Dy). Odatle
imamo rank(lj) = rank(Dy).

Posto je Dg glavni faktor polugrupe PT,, (nastaje od klase Dy, procesom
opisanim na kraju poglavlja , a ima idempotentnih elemenata za svako
1 <k <n-—1 te nije 0-polugrupa, iz diskusije na kraju poglavlja imamo
da je u pitanju kompletno 0-prosta polugrupa. Sada iz teoreme imamo
da su svi I}, idempotentno generisani, pa nam posledica daje da vazi

rank(D}) = max{|1], |A]},

gde I i A oznacavaju skupove svih nenula R- i L£-klasa u DY, redom. Broj
|A| se jednostavno izraGunava, jer je u pitanju broj razli¢itih slika transfor-
macija ranga k, tj. broj razli¢itih k-clanih podskupova n-¢lanog skupa, a
to je (7). Sa druge strane, R-klasa je odredena domenom i jezgrom svo-
jih transformacija i imamo da je za o € Dy, skup dom(a) U 7, (gde je mq
particija skupa dom(«) koja odgovara relaciji ekvivalencije ker(«)) particija
skupa N = {1,...,n} sa k+1 klasa. Medutim, birajuéi k+ 1-elementnu par-
ticiju skupa N nismo utvrdili koja je klasa dom, te nismo odredili precizno
R-klasu. Ali ukoliko posmatramo k + 1-¢lanu particiju skupa {0,1,...,n} i
za skup dom uzimamo onaj u kome se nalazi elemenat 0, onda smo u pot-
punosti odredili R-klasu, jer za svaki izbor znamo i skup dom i relaciju ker.
Zato je |I| = S(n+ 1,k +1). Sada iz leme imamo

n+1
1 1) >
S(n+1,k+ )_<k+1>’

dok se lako dokazuje (Zi}) > (3) zal<k<n.

Iz svega navedenog dobijamo
rank(Iy) = rank(DJ) = S(n+ 1,k + 1). O
Teorema 4.5 (0: |9]). Zan > 1 u polugrupi PT,, je
rank([) = idrank(l) = S(n + 1,k + 1)
za2<k<n-—1.

Dokaz. 1z prethodne teoreme imamo rank(l;) = S(n + 1,k + 1), pa nam
preostaje da pokazemo da polugrupa I ima idempotentnu bazu. Prema lemi
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[3:15] je dovoljno pronadi balansiran bipartitan, povezan podgraf dimenzije

2min{| Iy, |, Az, |} = 2min{ <Z> S(h+1,k+1)) = 2<Z>

grafa I'(1;). Medutim, ako se prisetimo da je 7T, potpolugrupa polugrupe
PT,idaje samim tim polugrupa S, = D?’ U {0} potpolugrupa polugrupe
Sy = kaT’“ U{0} (gde je DY U{0} glavni faktor sa elementima ranga k polu-
grupe P), znamo da je I'(S]) podgraf grafa I'(S2). Sada mozemo zakljuciti
da je graf I'' = T'(D,)[F, U [F]¢] iz leme balansiran bipartitan graf sa
simetricnom distribucijom grana u odnosu na neki savrsen mecing (posto-
janje savrsenog mecinga nam daje povezanost) i pritom je i podgraf grafa
I'(S2). 1z leme sledi da I'” ima SHC, a iz njegove definicije imamo da je
dimenzije 2(}), te je I podgraf grafa I'(Sz) koji nam garantuje postojanje
idempotentne baze. ]

Posledica 4.5. Za n > 1 vazi

(n+ 1)n'

rank(F(PT,)) = idrank(F(PT,)) =S(n+ 1,n) = 5
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Glava 5

Monoid matrica nad
konacnim poljem F

Slededi slucaj kojim ¢emo se baviti se prirodno javlja, s obzirom na veliku
primenu matrica u svim granama matematike. Naime, u linearnoj algebri
se takode sre¢u problemi generisanosti, baza i ideala, a posto za operaciju
mnozenja matrica (kada su dimenzije odgovarajuée) nad proizvoljnim poljem
vazi asocijativnost, ali ne i komutativnost, nameée se proucavanje tih pitanja
preko teorije polugrupa.

Neka je V n-dimenzioni vektorski prostor nad poljem F' konaéne kar-
dinalnosti g (ove pretpostavke ¢emo zadrzati tokom c¢itave glave). Tada se
monoid svih linearnih transformacija End(V') prostora V' moze posmatrati
kao monoid M, (F') matrica dimenzija n x n nad poljem F, jer su u pitanju
izomorfni monoidi. Na tu vezu ¢emo se nadalje stalno oslanjati bez poseb-
nih napomena, podrazumevajué¢i odgovarajuce predznanje ¢itaoca iz osnova
linearne algebre (referenca moze biti recimo [31]). To znaci da sve $to u
ovoj glavi navedemo kao obelezje monoida End(V'), vazi i za monoid M, (F)
i obratno, pri ¢emu nam je samo bilo zgodnije da koristimo prvu odnosno
drugu terminologiju.

Prvo poglavlje ove glave je posveéeno ispitivanju Grinovih relacija naseg
monoida End(V'), sa osvrtom na njegove ideale. Na kraju dajemo dve leme
koje se ticu kardinalnosti R- i £-klasa u fiksiranom idealu, odnosno broja
njihovih idempotenata. Nakon drugog poglavlja, u kome pokazujemo idem-
potentnu generisanost ideala, one ¢e nam biti od pomo¢i kada primenjujemo
teoriju iz poglavlja da bismo izra¢unali rangove ideala monoida End(V').
Za kraj, pomocu rezultata za rang Aut(F) (tj. GL,(F')) i prethodno iznese-
nih tvrdenja dajemo formulu za rang End(V).

Napomenimo da ée u ovoj glavi cesto biti re¢ o rangu elementa « iz
End(V) (tj. Mp(F)), kao o dimenziji potprostora Im(«). Taj rang, naravno,
ne treba mesati sa nasim rangom polugrupe, a razlika ¢e biti uvek jasna,
jer se jedan pojam odnosi na fiksirani endomorfizam vektorskog prostora, a



drugi na neku polugrupu endomorfizama.

5.1 Grinove relacije monoida M, (F)

Nastavljamo sa izlaganjem rezultata iz rada [16], koji ¢emo pratiti kroz
celokupnu glavu, sa izuzetkom poglavlja [5.2]

Jezgro linearnog preslikavanja o € End(V) oznacavamo sa Null(«), a
definisano je sa Null(a) = {v € V : (v)a = Oy }. Naziv ovog pojma mozda
moze da zvuci zbunjujuée posto smo ranije spominjali relaciju koju smo nazi-
vali jezgrom preslikavanja, ali zbog osobina linearnosti i kona¢nih vektorskih
prostora imamo da za a € End(V') skup Null(a) odreduje relaciju ker(a),
pa tako jednaki nazivi imaju smisla. Obrazlozi¢emo spomenutu zavisnost.
Neka je Null(a) = S; lako se pokazuje da je S potprostor V, pa ima bazu
A" ={ay,...,at} (gde je t < n). Dopunimo A" do baze A = {as,...,a,}
prostora V. Znamo da je dim(V) = dim(Im(a)) + dim(Null(«)), pa je
dim(Im(a)) = n —t, te slike (ai41)a, .. ., (an)a moraju biti linearno nezavi-
sne, da bi generisale prostor dimenzije n —t. To znaci da su dva elementa iz
V u istoj klasi jezgra ker(«) ako i samo ako su im u prezentaciji preko baze
A koeficijenti ispred elemenata a;11,...,a, jednaki. Odatle zaklju¢ujemo
da za a, f € End(V) vazi

Null(er) = Null(5) < ker(a) = ker(f).

Lema 5.1. U n-dimenzionom vektorskom prostoru V mnad poljem F za
A, B € End(F) imamo

(i) ALB < Im(A) = Im(B);
(ii) AR B < Null(A) = Null(B);
(iii) AJ B < dim(Im(A4)) = dim(Im(B)).

Dokaz. (i). Pokazademo da je
AeLp < Im(A) CIm(B) za A, B € End(V), (5.1)

odakle ¢e slediti trazeno. Ako pretpostavimo da je A € Lpg, to znadi da
postoji C € End(V) takvo da je CB = A. Neka y € Im(A). Odatle znamo
da postoji z € V tako da je (x)A = y. Ali tada je i (z)CB = vy, pa
y € Im(B). Time je dokazan smer (=) ekvivalencije

Dokazimo drugu implikaciju. Neka je Im(A) C Im(B). Znamo da li-
nearnu transformaciju odreduje slika proizvoljne baze prostora originala.
Neka je E = {ei,...,e,} proizvoljna baza prostora V i neka je (e;)4 = a;
zai=1,...,n. Posto vazi Im(A) C Im(B), postoje vektori by, ...,b, takvi
da je (b;))B = a; za sve i € {1,...,n}. Neka je sada C : V — V dato
sa (e;)C = b; zai = 1,...,n. Posto je E baza prostora V, ovim je C u
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potpunosti odredeno, a iz informacije da je (e;)CB = (e;)A za sve elemente
neke baze, sledi CB = A.

(73). Sliéno kao u prethodnoj stavci, pokaziva¢emo ekvivalenciju koja ¢e
nam primenjena dva puta dati trazenu:

A€ Rp < Null(B) C Null(4) za A, B € End(V).

Neka je A € Rp. To znaci da postoji funkcija C' € End(V) takva da je
BC = A. Ako je a € Null(B), tada je (a)BC = (0y)C = 0y = (a)A, pa
a € Null(A). Pokazali smo smer (=).

Obratno, neka je Null(B) C Null(A). Odatle sledi ker(B) C ker(A).
Trazimo egzistenciju preslikavanja C' € End(V) takvog da je BC = A.
Neka je E = {e1,...,e,} proizvoljna baza prostora V' i neka je (e;)A = a; i
(e;)B=0b; zai=1,...,n. DefinisSimo preslikavanje C' : Im(B) — V sa

(b;)C' =a;, zai=1,...,n.

Pokazimo dobru definisanost. Ako je by = b; za neke k,l € {1,...,n}, to
znaci da je ey ker(B)e;, te zbog ker(B) C ker(A) sledi ey ker(A)e;, odakle
je ap = a;. Neka je C : V — V proizvoljno linearno prosirenje funkcije C’
(primer takvog prosirenja: ako proizvoljnu bazu prostora Im(A) prosirimo
do baze vektorskog prostora V' i novodobijene bazne vektore sve preslikamo
u Oy, takvo linearno prosirenje funkcije C’ ispunjava trazene uslove). Tada
je (e;)BC = (e;)A za sve i € {1,...,n}, te posto je E baza, sledi BC' = A.
(7i7) Opet ekvivalenciju svodimo na jednostavniju:

A€ Jp < dim(Im(A)) < dim(Im(B)) za A, B € End(V).

Neka je A € Jp. Tada postoje funkcije C, D € End(V') takve da je CAD =
B. Iz ove jednakosti sledi da je CA € Rp, A € Lca, te iz dokaza slucajeva
(73) i (i) redom sledi ker(B) C ker(C'A) i Im(A) C Im(CA). Tada je

dim(Im(A)) < dim(Im(CA)) = |ker(CA)| < |ker(B)| = dim(Im(B)).

Pokazimo i drugu implikaciju. Neka je k& = dim(Im(A4)) < dim(Im(B)) =
m. Posto su u pitanju prostori kona¢nih dimenzija, vazi ImA = FF i
Im(B) = F™. Znamo da je k < m, te postoji (linearni) epimorfizam iz
F™ na F*. Iz prethodno iznesenih stavki dobijamo egzistenciju linearnog
epimorfizma C’ : Im(B) — Im(A). Sada kao i u sluc¢aju (ii) posmatrajmo
proizvoljno linearno prosirenje C' : V' — Im(A) funkcije C’. Dobijamo da je
Im(BC') = Im(A), te iz () znamo BC L A, sto znaci da postoji D € End(V)
takvo da je DBC = A, pa imamo da je A € Jp. O

Posledica 5.1. U monoidu End(V) vazi AHB < Im(A) = Im(B) A
Null(A) = Null(B).
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Ako se citalac podseti osobina pune polugrupe transformacija 7, videte
da su ove tri relacije odredene na slican nacin kao za monoid M, (F'). Razlog
tome lezi u sli¢nosti njihovih algebarskih svojstava, sto je detaljno objasnjeno
u [13]. Ta analogija ¢e da se pokaze i u strukturi ideala, kao i kasnije u
osobinama generisanosti i rangova, odnosno idempotentnih rangova.

Teorema 5.1. Svi ideali polugrupe End(V') su oblika
I(r,n,q) ={A € End(V) : dim(Im(A)) < r}
za neko 1 <r <n.

Dokaz. Neka je I proizvoljan ideal polugrupe End(V) i A € I elemenat
maksimalne dimenzije slike (drugim re¢ima, njemu odgovaraju¢a matrica
ima maksimalni rang u skupu svih matrica vezanih za preslikavanja iz I).
Takav elemenat postoji, jer su dimenzije slika ogranicene dimenzijom pro-
stora V. Neka je & = dim(Im(A)). Zbog te maksimalnosti imamo da je
I C I(k,n,q) = {A € End(V) : dim(Im(A4)) < k}. Tada iz stavke (ii7)
prethodne leme sledi J4 = I(k,n,q) C I, jer je J4 minimalan ideal koji
sadrzi A. O

Za 1 <r <n—1uvedimo oznaku J(r,n,q) = I(r,n,q) \ I(r — 1,n,q).
Uvidamo da su J(r,n,q)" ustvari glavni faktori polugrupe End(V), dok su
I(r,n,q) unije J-klasa manjih ili jednakih sa J(r,n,q) i istovremeno i jedini
ideali. U literaturi se umesto J(r,n,q)? Gesto koristi oznaka PF(r,n,q)°.
Ako se prisetimo posledice zbog konacnog broja levih i desnih ideala do-
bijamo zadovoljenost uslova Mg i My, i jo$ jednu osobinu monoida End(V).

Lema 5.2. U monoidu End(V') vazi D = 7.

Naredne dve leme ¢e ispitati broj klasa unutar fiksirane J-klase, u cilju
dokazivanja da je bipartitan graf T'(PF(r,n,q)?) balansiran i regularan za
sve 0 < r < n.

Lema 5.3. Broj nenula L-klasa (odnosno nenula R-klasa) w J(r,n,q) je
7], gde e

m @ =D@ T =) (g )
rl, (=Dt =1)---(¢=1)

Dokaz. U nenula L-klasi (R-klasi) sa elementom « se nalaze sva preslikava-
nja sa fiksiranom slikom Im(«) (odnosno sa jezgrom Null(«)). Posto smo u
J(r,n,q), sve funkcije su ranga r, tj. to je dimenzija njihove slike, a nulitet
(drugim recima, dimenzija jezgra) je n — r. Sra¢unajmo koliko ima potpro-
stora prostora V dimenzija r (odnosno n — r): od ¢" — 1 razli¢itih nenula
n-dimenzionih vektora biramo r (odnosno n — r), sa tim da svaki sledeé¢i
biramo van prostora generisanog prethodno izabranim vektorima; pri tome,
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jasno je da smo napravili prostora za ponavljanje izbora potprostora pro-
menom baze ili redosleda vektora u njoj, pa dobijeni proizvod moramo da
podelimo brojem ponavljanja, tj. brojem moguéih na¢ina izbora proizvoljne
baze fiksiranog r-dimenzionog (n — r-dimenzionog) prostora. To nam daje
taéno [Z]q moguéih potprostora dimenzije r, odnosno [nﬁT]q = mq (ova
jednakost se jednostavno dokazuje) potprostora dimenzije n — r. ]

Lema 5.4. Broj idempotenata svake nenula L-klase (R-klase) unutar J -
klase J(r,n,q) je ¢""~").

Dokaz. Neka je o € End(V) idempotent. Tada je a? = «, odakle je
Null(e?) = Null(a), pa je Im(a) N Null(e) = {0}. Posto je u pitanju idem-
potent, jasno je da za svako x € Im(«) mora da vazi (z)a = z. Neka je
X ={x1,...,x,} baza prostora Im(a), a Y = {y1,...,yn—r} baza Null(«a).
Tada je prema prethodno reéenom X N'Y = (). Dokazimo da je X UY
linearno nezavisan skup: neka je za a1,...a, € F

a1r1+ ...+ arxe + apr1y1 + .-+ apYn—r =0 (5.2)
Tada je

(a1x1 + ...+ apzr + app1y1 + - .-+ apYn—r)a = (0)a =0
ar(z)a+ ...+ ap(xp)a+ arp1(y1)a+ ...+ an(Yp—r)a =0

arzry + ...+ arx, =0,

odakle zbog linearne nezavisnosti skupa X imamo a; = --- = a, = 0, pa
iz (5.2) imamo a,4+1y1 + ... + apyn—r = 0 i sada iz linearne nezavisnosti Y
dobijamo i ar4+1 = ... = a, = 0. Dokazali smo da je skup X UY linearno
nezavisan, pa posto je kardinalnosti n zaklju¢ujemo da je baza prostora V.
Znaci, za fiksiran prostor slika S dimenzije r idempotenata nema manje nego
sa njim disjunktnih potprostora V dimenzije n—r, jer svaki takav potprostor
N odreduje idempotent a koji je za proizvoljnu bazu {z1,...,z,} prostora
S i proizvoljnu bazu {yi,...,yn—r} prostora N odreden sa (z;)an = z; za
ie{l,...,r}i(y;)an =0za j=1,...,n—r. To je ujedno i jedini takav
idempotent, zbog uslova Null(ar) = N i a[g = idg. Simetrican argument vazi
i ako fiksiramo jezgro dimenzije n—r i ispitujemo sve disjunktne potprostore
dimenzije 7.

Dakle, cilj nam je da za fiksiran potprostor S prostora V dimenzije r
(odnosno n — r) izra¢unamo broj sa njim disjunktnih potprostora dimenzije
n — r (odnosno r). Taj broj ¢emo izracunati tako Sto éemo za proizvoljnu
bazu prostora S broj njenih dopuna do baze prostora V podeliti sa brojem
baza fiksiranog potprostora dimenzije n — r (odnosno r). U prvom sluéaju
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broj moguéih potprostora je

(@ —d)Ng"—¢") (" =" ()
(qnfr _ 1)(qn7r _ q) L. (qnfr _ qnfrfl) ’
dok je u drugom
n n—ry\(,n n—r+1 n n—1
q —q q —q o \g —q n—r\r
(@~ ") ) =) e .

(¢ =g —q)---(¢" =g

5.2 Idempotentna generisanost ideala M, (F')

U ovom poglavlju éemo ukratko (i sa umanjenom opStoséu) izneti re-
zultate rada [7], a cilj nam je da pokazemo da je I(r,n,q) idempotentno
generisan za sve 0 <r <n — 1.

Primetimo, za n = 1 jedini ideal polugrupe M, (F') je 1(0,1,q), ¢iji su
svi elementi konstante, pa su u pitanju idempotenti. Odatle vidimo da je
ideal trivijalno idempotentno generisan. Zato pretpostavimo da je n > 2.

Lema 5.5. Neka je o € D,_1, gde je 1 <r <n. Tada postoje endomorfizmi
8,7 € D, takvi da je o = (.

Dokaz. U slucajuda je r = 1, znamo da vazi Dy = {0y }. Neka je {z1,..., 25}
proizvoljna baza prostora V. Definisimo 3,y € End(V) sa (z1)8 = =1 i
(z))=0zal<i<n,a(x1)y=01i (z;)y =z uslucajul <i <n. Tada
je Oy = B, i vazi dim(Im(p3)) = dim(Im(y)) = 1.

Pretpostavimo da je r > 2. Tada postoji baza {x1,...,z,_1} prostora
Im(cr). Ona se moze dopuniti do baze X = {z1,...,x,} prostora V. Neka su
elementi y; takvi da je z; = (y;)aza i = 1,...,r—1. Iz linearne nezavisnosti
skupa {z1,...,z,_1} sledi da je i {y1,...,y,—1} linearno nezavisan, pa ga
mozemo dopuniti do baze Y = {y1,...,y,} prostora V. Jasno, vazi (y;)a €
(x1,...,27—1). Definisimo sada preslikavanja [ i v preko baza Y, odnosno
X:

5, 1< <r—1;

T; 1< <r;

(yi)B = { " — 7 (wi)y=4 W, i=r -1
. < .

(i), r<i<n Ty, r<i<n.

Lako se uvida da je (v;)8y = (yi)a i Im(B) = Im(y) = (z1,...,2,), pa
fukcije 8 i 7 ispunjavaju trazene uslove. O

Upravo smo dokazali da u End(V') vazi D,_; C (D,) za 1 < r < n.
Naredne leme ée u pricu da uvedu i idempotente, da bismo u poslednjoj
teoremi poglavlja pokazali da su odnosi generisanosti isti kao kod ideala
polugrupe 7.
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Lema 5.6. Za svaki par o, 3 € E(Dy,_1), postoji idempotent € € E(Dy_1)
takav da je agff € Dy_1.

Dokaz. Neka je {x1,...,xn—1} baza za Im(«). Posto je o idempotent, vazi
(rj)a =x; zai=1,...,n—1. Neka je x,, dopuna skupa {z1,...,z,-1} do
baze prostora V. Znamo da je Im(8) = ((z1)5,..., (x,)3). Posto je rang
preslikavanja (8 jednak n — 1, postoji linearno nezavisan podskup kardinal-
nosti n — 1 skupa {(z1)8, ..., (x,)8}.

Ukoliko je skup {(z1)8, ..., (x,—1)8} linearno nezavisan, zbog (z;)af =
(x;)Bzai=1,...,n—1imamo da je af ranga n — 1, pa je za izbor ¢ = «
ispunjeno aef € Dy_1.

U sluéaju da je {(z1)5,. .., (xn—1)B} linearno zavisan, mozemo bez uma-
njenja opstosti pretpostaviti da je {(z2)f,...,(x,)8} linearno nezavisan.
Pri tome vazi (z,,)8 & (z1,...,2p—1) (u suprotnom bismo imali (x,)5 =
(7,)8% € ((21)B,. .., (n_1)B), pa bi vazilo Im(8) = ((z1)B,..., (zn-1)8),
odakle zbog ranga preslikavanja (3 sledi da je {(z1)5,..., (xn—1)8} linearno
nezavisan, sto je kontradikcija). Odatle znamo da je {x1,...,zn—1,(2,)0}
linearno nezavisan. Defini§imo ¢ € End(V) sa (x1)e = ()53, ((x,)8)e =
(r,)B 1 (m)e = 3 za 2 < i < n— 1. Lako se proverava da je €2 = ¢,
dimIm(e) = n — 1 kao i da vazi Im(acf) = {((x2)5,..., (zn-1)5, (xn)5),
odakle je aeff € Dy,_1. O

Posledica 5.2. Svaka H-klasa iz D,—1 sadrzi element koji je proizvod naj-
vise tri idempotenta.

Dokaz. Neka je H proizvoljna H-klasa u D,_1 i « € H. Posto je polugrupa
P = PF(n —1,n,q)? regularna (ovo svojstvo povla¢i mnoge "lepe" osobine,
koje nismo mogli detaljno ispitati zbog ionako velikog obima rada; detalji
se mogu pronaéi u [26]), postoje idempotenti 8 € R, i v € L,. Prema
prethodnoj lemi, postoji idempotent € € D,,_; takav da je Bey € Dp_1.
Pri tome znamo da je P kompletno O-prosta, te prema svojstvima pravilnih
RMP, 8°R Bey L~, pa je Bey € H. O

Posledica 5.3. Neka je H grupna H-klasa unutar D,_1. Tada svaki eleme-
nat iz Dy,—1 moZe biti izraZen u obliku proizvoda elemenata iz H U E(Dy_1).

Dokaz. Nekaje a € D, _1 proizvoljno i neka je 8 = e1e9¢e3 elemenat klase H,,
koji je proizvod idempotenata e1, €2 i €3 iz D,,—1 (takav postoji na osnovu
prethodne posledice). 1z istog razloga postoji i elemenat v € H takav da je
v = e4€566, gde su &4, €5 1 € iz E(Dy—1). 1z izraza za B odnosno v sledi
redom da je a H S Rey i vRey. Primenom leme dobijamo da za €1 i &4
postoji € € E(D,,—1) takav da je e1ee4 € D, _1, pa sledi da je e1e € D,
ieeq € D,_1. Sada iz leme @ sledi da klase L., N R. i L. N R,, sadrze
idempotente, recimo ¢ i £ redom. Dobijamo da vaze sledeé¢i odnosi:

YReaRELER(LeGRBH
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pa iz Grinove leme i njenog duala imamo da je funkcija f : H — H, data sa
(z)f = e1exe4&( S bijekcija (pri mnoZenju nigde ne upadamo u nizu D-klasu,
jer proizvod dva elementa iz grupnih H klasa koje su u istoj £- ili istoj R-klasi
dospeva u H klasu prvog ili drugog, u zavisnosti od redosleda mnozenja).
Tada za elemenat « postoji original § € H takav da je o = e16de4£(53, te je
tvrdenje dokazano. O

Teorema 5.2. U End(V') vazi Dy,—1 C (E(Dp—1)).

Dokaz. Dokaz ¢emo sprovesti indukcijom po n. Baza indukcije je slucaj
n = 1 koji je dokazan u lemi jer su tada svi elementi Dy idempotenti.
Ako je n = 2, posmatrajmo bazu {z,y} prostora V. H-klasa

H = {a € End(V) : Im(a) = {y} Aker(a) = Cg" (x,y)}

(gde je CgV(a:, y) glavna kongruencija generisana parom (z,y), tj. najmanja
kongruencija u kojoj su z i y u istoj klasi — opsirnije o tom pojmu se moze naéi
u [2]) je sigurno grupna, jer sadrzi idempotent 1 dat sa (x)n =y i (y)n =v.
Za proizvoljno a € H tada imamo (z)a = (y)o = a, za neki element a € (y).
Definisimo 1,69 € End(V) sa (z)e1 = (y)er = z i (x)e2 = a, (y)e2 = v.
Odmah uvidamo da su €7 i €2 idempotenti ranga 1 i da je e169 = . Posto
je a € H bio proizvoljno izabran, vazi H C (E(D,_1)), pa iz posledice
dobijamo da je D,,—1 C (E(Dp—1)).

Pretpostavimo da je za neko n > 3 i polugrupu M, _1(F) ispunjeno
D,,_o C (E(D,—2)) i pokazimo da i u M, (F) vazi D,—1; C (E(Dy,—_1)). Neka
je{x1,...,x,} baza vektorskog prostora V nad F dimenzije n. Posmatrajmo
‘H-klasu

H={acEnd(V):Im(a) = (29,...,2,) Aker(a) = Cg" (21, 22)}.

Ponovo zaklju¢ujemo da je u pitanju grupna klasa, jer je idempotent 6 defi-
nisan sa (21)0 = (x2)0 = x2 i ()0 = x; za 1 =3,...,n u H. Za proizvoljan
element @ € H imamo da je (z1)a = (22)a, pa je zbog o € Dy,

Im(a) = ((z2)a, ..., (zp)a),

i skup {(x2)a,...,(z,)a} je linearno nezavisan. Posto z1 ¢ Im(«), sledi
da je i skup {z1, (z2)a,..., (x,)a} linearno nezavisan, pa je zbog dimenzije
V' to i njegova baza. Pomocu te baze definisimo ¢ € End(V) sa (x1)y =
(xo)a i ((x;)a) = () za @ = 2,...,n. Jednostavno se proverava da
je v idempotent ranga n — 1. Pored toga, definisimo i idempotent ¢ sa
(r1)p = (x2)p =211 (x)p =x;za1=3,...,n. [ on je ranga n — 1.

Sada posmatrajmo potprostor B = (xo,...,2,) i element 5’ € End(B)
dat sa (z2)f" = (23)8 = (r3)a i (;)f" = (x;)a u sluéaju i = 4,...,n.
Imamo da je Im(3') = {(x3)a,..., (x,)a), te znamo da je 5’ ranga n — 2.
Prema indukcijskoj hipotezi postoje idempotenti €1, . .., ¢} € End(B) ranga
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n — 2 takvi da je f/ = ¢} ---¢}. Neka je sada ¢; € End(V) zai =1,...,n
dato sa (z1)e; = x1 1 (z5)e; = (xj)e; kada je j = 2,...,n. Sli¢no kao u
ranijim sluc¢ajevima, imamo da su e; idempotenti ranga n — 1. Ako je sada
B =e¢€1---€k, lako se pokazuje da je a = ¢Sy, pa zbog proizvoljnog izbora
elementa a € H dobijamo da je H C (E(D,_1)), odakle zbog posledice
vazi Dyp—1 C (E(Dy-1)), pa je indukcijski korak dokazan. O

Posledica 5.4. Za 0 < r < n — 1 potpolugrupa I(r,n,q) je idempotentno
generisana w End(V). Stavise, moZe se generisati koristeci iskljucivo idem-
potente iz njene najveée J-klase, J(r,n,q).

Napomenimo da se kao direktna posledica do sada navedenih tvrdenja
dobija teorema iz 1967, koja je analogon teoreme [3.3]

Teorema 5.3 (o: [6]). Svaka singularna matrica moze biti zapisana u obliku
proizvoda idempotentnih matrica.

5.3 Rangovi i idempotentni rangovi ideala M, (F)

U ovom poglavlju koristimo rezultate prethodnih poglavlja da bismo
izveli tvrdenja o rangovima i idempotentnim rangovima ideala M, (F), kao
i o rangu same polugrupe.

Teorema 5.4. Za 1 < r < n waZi rank(I(r,n,q)) = idrank(I(r,n,q)) =
[y
q

Dokaz. Prema lemi dobijamo da je graf I'(PF(r,n,q)") balansiran, dok
prema, lemi dobijamo da polugrupa PF(r,n,q)°? ima ¢"("~")-uniformnu
distribuciju idempotenata. Sada iz leme sledi da PF(r,n,q)? zadovo-
ljava SHC, te iz teoreme [3.7] dobijamo da ima idempotentnu bazu, odakle
sledi da i J(r,n,q) ima idempotentnu bazu (jer se razlikuju samo po ele-
mentu 0, koji je automatski generisan). Najzad, iz leme sledi da je

rank(PF(r,n,q)°) = idrank(PF(r,n, ¢)°) = max{|I|,|A|} = m O
.
q

Posledica 5.5. Podskup skupa I(r,n,q) velicine [’Z]q je generisuéi za po-
lugrupu I1(r,n,q) ako i samo ako su svi njegovi elementi ranga r, sa po
parovima medusobno razlicitim jezgrima i slikama.

Dokaz. Prema lemi kompletno 0-prosta polugrupa PF(r,n,q)° je kva-
dratna, a iz prethodne teoreme znamo da ima idempotentnu bazu. Teorema
377 nam daje da je svaki minimalni pokriva¢ generisuéi skup polugrupe,
a minimalni pokriva¢i odgovaraju minimalnim generisué¢im skupovima, tj.
bazama polugrupe. ]
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Slede¢a teorema je poznat rezultat kombinatorne teorije grupa, a bice
nam potrebna za izracunavanje ranga End(V), jer je Aut(V') njegova pod-
grupa i istovremeno i maksimalna J-klasa, pa ne moze biti generisana uce-
S¢em elemenata iz nizih klasa.

Teorema 5.5 (i: [33]). Za n > 1 je rank(GL,(F)) = rank(Aut(V)) = 2.
Za kraj, dajemo takode klasican rezultat:
Teorema 5.6. Za n > 1 vazi rank(End(V)) = 3.

Dokaz. Kao iuslucaju pune polugrupe transformacija, pokaza¢emo da se za
svaki par «, 8 € D,,_1 mogu pronadi vy, € D, tako da je yad = . Odatle Ce
zbog prethodne teoreme slediti da je rank(End(V')) < rank(Aut(V))+1 =3,
a posto je Aut(V') maksimalna [J-klasa polugrupe End(V') koja je zatvorena
za kompoziciju, imamo da je rank(End(V)) > rank(Aut(V)) = 2, pa sledi
navedeni rezultat.

Nekasu«,8 € D,y inekasu X' ={x1,...,2p 1} 1Y ={y1,.. ., Un-1}
redom baze prostora Im(«) i Im(3). Skupove X’ i Y/ moZemo dopuniti do
baza X = {z1,...,2pn-1,2n} 1Y = {y1,...,Yn—1,Yn}. Sada endomorfizam
0 dat sa (x;)0 = y; za 1 < i < n ima rang n (jer je Im(d) = (Y)), te je
d € D,. Imamo da je Im(ad) = Im(f3), pa znamo da vazi ad L 3, odakle
dobijamo da postoji v € End(V') takvo da je v'ad = 8. Posto je X’ linearno

nezavisan, imamo da je svaki skup {z1,...,2,-1} takav da je (z)a = z;
za i =1,...,n — 1 linearno nezavisan. Posto je (Im(y'«)) = Im(«) postoji
takav skup Z' = {z1,...,2,—1} C Im(v’), pa postoji linearno nezavisan skup

originala W' = {wy, ..., wy_1} takav da je (w;)y =2z (1 <i<n-—1). Ako
su z, i w, dopune skupova Z’ i W’ do baze V', redom, onda preslikavanje
dato sa (w;)y = z, 1 <i < n zadovoljava v € D, i yad = 5. O
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Glava 6

Monoidi O,, i PO,

Poslednji slucaj kojim ¢emo se baviti je polugrupa transformacija koje
ocuvavaju poredak. Naime, ako je X totalno ureden skup, tada za preslika-
vanje a : X — X koje za sve a,b € X zadovoljava

a<b= (a)a < (b

kazemo da oc¢uvava poredak. Ukoliko preslikavanje oo € PT x zadovoljava isti
uslov, nazivamo ga parcijalna transformacija koja ocuvava poredak. Poka-
Zimo zatvorenost skupa (parcijalnih) transformacija koje o¢uvavaju poredak
u odnosu na operaciju kompozicije. Neka « i 8 oCuvavaju poredak i neka
su a,b € dom(a) i (a)a, (b)a € dom(pB); tada vazi

a<b= (a)a<(ba= ((a)a)s < ((b)a)s.

Stoga mozemo uvesti slede¢u definiciju:

Definicija 6.1. Skup (punih) transformacija nad nepraznim linearno urede-
nim skupom X koje ocuvavaju poredak zajedno sa operacijom kompozicije
¢ine polugrupu koju oznacavamo sa Ox. Analogon te polugrupe koji za no-
sa¢ ima skup pacijalnih transformacija koje ocuvavaju poredak je polugrupa
POx.

Lako se uvida da su u pitanju monoidi sa jedinicom idx i istovremeno
potpolugrupe polugrupa 7x, odnosno P7 x. Pored toga, Ox je potpolu-
grupa polugrupe POx. Ukoliko je |X| = n < Ng, kao i u prethodnim
glavama, skup X identifikujemo sa N = {1,...,n}.

U ovoj glavi ¢emo ispitati osobine O, i PO,, sa stanovista ranga. Kao i
u prethodnim glavama, pocinjemo ispitivanjem Grinovih relacija i strukture
ideala, da bismo presli na pitanja generisanosti. Tu odmah pokazujemo da
su polugrupe ovog tipa idempotentno generisane i to idempotentima svoje
dve najveée klase. Odatle odmah izvodimo i njihov idempotentni rang, a
zatim i sam rang. Ova glava je, kao i delovi prethodnih, pisana nezavisno od
literature, uz date reference na radove gde se rezultati prvi put pojavljuju.



6.1 Grinove relacije u O,, i PO,,

Primetimo prvo da svaki element o € PO,, ima konveksnu particiju m
koja odgovara relaciji kery, tj. da za a,b, z € dom(«a) vazi

a<z<b A (a)a=0)a = (a)a=(z)a=(b)a.

To znaci da mozemo definisati poredak medu klasama particije m, na sledeéi
nacin: za A, B € m, je

A<B&JdacAIeB (a<h).

Zbog konveksnosti particije, ova relacija je dobro definisana, a relacija <
koja se od nje dobija na prirodan nacin je totalno uredenje.

Sada mozemo pokazati lemu koja ¢e nam biti od velike koristi pri izuca-
vanju ovih polugrupa.

Lema 6.1. Ako je a € O,, (PO,), onda za a,b € Im(«) vazi

a<be [a]ker(a) < [b}ker(a)'

Dokaz. Smer (<=) sledi direktno, jer iz [a]ier(a) < [0]ker(a) dobijamo posto-
janje x4 € [a]ker(a) 1 Tb € [blker(a) tako da je x4 < x (ne mogu biti jednaki,
jer nisu u istoj klasi kery, ), pa je a = (zq)a < (zp)or = b (opet jednakost ne
moze da vazi iz istih razloga).

(=) Neka je a < b. Pretpostavimo suprotno, da je [a]ier(a) = [Dlker(a)-
Tada postoje 24 € [a]ker(a) 1 Tb € [b]ker() 52 0SObinom z, > zp. Odatle je a =
(xq)a > (zp)a = b, $to je u kontradikeiji sa poc¢etnom pretpostavkom. [

Za karakterizaciju idempotenata za sada mozemo da uzmemo da je ista
kao i kod PT,, (lema uz dodatak uslova o¢uvanja poretka), jer su u pi-
tanju njene potpolugrupe. Tek u slede¢em poglavlju ¢emo imati potrebu da
ih detaljnije ispitamo. Ovde se posvecujemo proucavanju Grinovih relacija
i strukture ideala, jer Zelimo da istrazimo kako izgledaju glavni faktori.

Lema 6.2. Za a,5 € S, (S € {O,,PO,}) vazi

(i) a L < Im(a) = Im(B);

(i) aR < dom(a) = dom(f) A ker(a) = ker(p);
(iii) aH [ < Im(a) Im(B) A dom(a) = dom(3) A ker(ar) = ker(53);
(iv) a T B < ple) = p(B);

(v) D=J;

(vi) Polugrupa S nema ideala koji nisu glavni.

Dokaz. (i) Pokaza¢emo Sa C S8 < Im(a) C Im(B). Dokaz je potpuno
analogan dokazu stavke (i) leme za PTy, jedino $to u smeru (<)
treba pokazati da v o¢uvava poredak. Neka su a,b € dom(v) = dom(«)
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i neka je a < b. Tada je (a)a < (b)a, pa iz leme [6.1| zbog (a)a, (b)a €
Im(3) (imajuéi na umu da radimo sa transverzalom) dobijamo y(4)o <

Y(bas ti- (@)y < (b)Y
Imitirajuéi ranije dokaze ovog tipa, pokazujemo

aS C S < dom(a) C dom(B) A ker(8) C ker(w).

Naravno, opet se oslanjamo na dokaz stavke (i) leme (za S =
PO,,), kao i leme (za S = O,). U prvom sluéaju treba samo
pokazati da je tako definisano v u S. Neka su a,b € dom(y) = Im(3)
i a <b. Tada na isti nacin kao u prethodnoj stavci iz leme sledi
zq < xp, pa zbog a € S imamo (z4)a < (xp)a, te je (a)y < (b)y.

Ipak, u drugom slucaju ne mozemo bas u potpunosti da se oslonimo
na dokaz leme jer bismo imali problem na delu {1,...,n}\ Im(5).
Umesto toga, posmatracemo dva slucaja, kada 1 € Im(f) i kada 1 ¢

Im(f3). Za te slucajeve ¢emo definisati funkcije 71,72 € T, redom (uz
oznaku B = Im(f3)), sa

(a)%—{ o acB oL e aen
(a=Dm, a¢B. (a—1)7, adBUIL}.

Ovo je induktivan nacin definisanja, a cilj je da svaki element van Im(/3)
dobije sliku istu kao i prvi element iz Im(/3) manji od njega. Ako takav
ne postoji, slikace se u 1. Dokaz da su ovako definisane funkcije u O,
nije tezak, ali je tehnicki komplikovan, pa ¢emo ga preskociti.

Sledi iz prethodne dve stavke.

Sada zelimo da pokazemo da je SaS = {y € S : p(y) < p(a)}. In-
kluzija (C) sledi iz leme Za dokaz obratne pretpostavimo da je
BeSipB)<pla). Nekaje Im(a) = {a1,...,ar} i A; = [{a;}]a"! za
i€ {l,...,k}, pri cemu je {z4, : 1 < i < k} proizvoljna transverzala
skupa {Aj,..., Ax}. Pored toga, uzmimo da je Im(3) = {b1,...,bn},
sa B; = [{b;}]37 za j € {1,...,m} gde je m < k. Uz sve to, pretpo-
stavimo (bez umanjenja opstosti) da je a; < -+ < apiby < -+ < by,
Neka su sada 7,0 € PT x date sa dom(vy) = dom(p), (c)y = =4, za
svece Biiie{l,...,m},adom(d) = N i

by, 1<d<ay;
(d)é: bj, aj_1<d§aj/\2§j§m—1;
bm, am_1<d<n.

Uz malo analize, jednostavno se dokazuje da je yad = i vy,d € S.
Posto su posmatrane polugrupe i ovde konacéne, imaju i konacan broj
desnih i levih ideala, pa ne postoje beskonac¢ni opadajuéi lanci desnih
(levih) ideala, odakle zbog posledice dobijamo da je D = J.
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(vi) Dokaz je potpuno isti kao dokaz leme O

Primetimo da svaka H-klasa polugrupe S sadrzi tacno jedan element, jer
za fiksiranu sliku {ay, ..., ax} (gde je bez umanjenja opstosti a; < --- < ag),
domen A i njegovu konveksnu particiju {41,..., Ax} (opet, bez umanjenja
opstosti pretpostavimo A; < --- < Ag) imamo jedinstvenu funkciju a € S
odredenu sa [A;la =a; za 1 <i <k.

6.2 Generisanost i rangovi u O, i PO,

Prvo ¢emo opisati idempotente iz klase D,_; polugrupe O,, odnosno
PO,,. U tu svrhu za o € PO,, definiSemo skup

P(a) = {a € Im(a) : [[{a}]a™"| > 2}.

e Neka ¢ € F(O,,) i p(e) = n — 1. Tada znamo da je |P(¢)| = 1,
pa mozemo da uzmemo da je P(¢) = {a}. Pored toga imamo i
|[{a}]a™!| = 2. Pretpostavimo da je [{a}]a™! = {b,c}. Posto je u
pitanju idempotent, za sve € Im(e) je (x)a = x, a uz to znamo da je
b € Im(e) Ve € Im(e). Neka je bez umanjenja opstosti b € Im(e), tj.
a =ci(c)e = (b)e =b. Zbog o¢uvanja poretka jec=b+1Ve=>b—1.
To znaci da postoje ukupno dva idempotenta u E(D,_1) sa slikom
Im(e) = N\ {a} = N\ {b}. Prvi je odreden sa b+ 1 — b, a drugi sa
b— 1~ b. Odatle imamo da je u O,

E(Dp-1) = {ep—1p, b1 : b€ N\ {L,n}} U{e12,en-1n},

gde ep_1p i €p41,p 0znacavaju idempotente definisane na prethodni na-
éin.

e Ako je € € E(PO,) i p(e) = n — 1, zbog prirode polugrupe PO,
imamo dve moguénosti: € € O, i ¢ € ZS,,. Prvi slucaj je ve¢ obraden
u prethodnoj stavci, a u drugom imamo da su svi idempotenti oblika
ep = idy\ (3}, za neko b € N. Zato je u PO,

E(Dp-1) ={eo-1,p>€t+10,6p : b€ N\ {L,n}} U{e12,€1,En—1n,En}

Ova diskusija ¢e nam puno pomo¢i u dokazivanju klju¢ne leme koja sledi.

Lema 6.3 (o: [23]). U polugrupi S (S € {On, PO,}) se svaki element o €
Dy (1 <k <n—1) moZe generisati pomocu elemenata iz E(Dy_1).

Dokaz. Pokazaé¢emo prvo da se problem u slucaju S = PQO,, svodi na slucaj
S = O,. Neka je a € PO,,. Imamo dva slucaja: ili 1 € dom(a) = A ili
1 € dom(a) = A. Tim sluc¢ajevima respektivno odgovaraju o/, o € O,, date
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sa

' (2)a, r € A;
<x>a’={§§)‘j’1}a,, TeS @a = (@1 rEAN{L):

U njima imamo da je o/[4om(a) = @, 0dnosno o [4oy(q) = @. Neka je A =
{a1,...,an—k}. Tada je €4, -4, ,0&/ = @, odnosno eq, ---&,,_, 0" = a.
U oba slucaja zaklju¢ujemo da ukoliko dokazemo da sve elemente iz O,
mozemo da izrazimo kao proizvode idempotenata iz D,_1, to mozemo da
uradimo i za elemente PQO,,.

Neka je sada a € O, za koju vazi p(a) = k < n—11i Im(a) =

{ay,...,ax}, pri ¢emu je [{a;}Ja™! = A; i ¢; = max A; zasvei € {1,...,k}.
Definisimo skup {b1,...,bx} na sledeéi nacin:

po— ) @i @i €Ay

’ ci, a; & A

Posmatrajmo transformacije

Bi = €cimi+l,cim142 " Ebi—1,b;€ci,0,—1 " " " Eb+1Y; (6'1)

za 1 <i <k (gde uzimamo da je ¢y = 0). Slikovito prikazana na A; (posto
jedino tu i vrsi promenu, jer se na ostatku domena ponasa kao identicka
funkcija), transformacija g; izgleda kao na slici

BN R A R

S
\qv

— — ---
(_
(_

— — ¢---

— ¢---
— ¢---

Slika 6.1: Transformacija ;] 4,

Zaklju¢ujemo da B; slika sve elemente iz A; u b; za i € {1,...,k} (pri-
metimo, ako je b; = ¢;, idempotenata sa desne strane ep, 1, u izrazu (6.1)
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uopste nema). Sada zbog disjunktnosti skupova A; i A; za i # j imamo da
transformacija v = (1 - - - B za sve ¢ slika A; u b;. Iz definicija funkcija [3;
(za 1 < i < k) imamo da je v € (E(Dy—1)).

Neka je sada Sy = {i € {1,...,k} : b; < a;} = {i1,...,i,} i S ={j €
{1,...,k} : bj > a;} = {j1,...,4q}. Akoje ST US] =0, vazi a = v i
tvrdenje je dokazano. Inace, definiSimo transformaciju d; sa

01 = VEby, bs,+1 " * by, bsy +1° Ebjy by, —1 """ Eb;

a0ig— 1

Napomenimo da se pomoéu « svi ¢lanovi A; "slivaju" u b;, pa nas nadalje
zanima samo gde se slikaju elementi b;, tj. nase planove moze pokvariti
jedino situacija u kojoj b; i b; imaju iste slike za neke ¢ # j. Medutim, do
toga ne moze dodi, jer ¢éemo ih sve pomerati za po 1 dok svaki ne dode do
svoje pozicije, a pri tome pomerenja vrsimo u redosledu koji garantuje da
se slike nece "sresti", ni one koje se kre¢u u istom smeru, ni one koje idu
u suprotnom (to je garantovano i ocuvanjem poretka slika koje obezbeduje
Q).
Dalje, neka je Sy = {i € {1,...,k} : (b;)d1 < a;} = {l1,...,1s} 1S5 =
{7€{1,....k} : (b))61 > a;} = {h1,...,hy}. Opet, ako je Sj US; =0
onda smo gotovi, a ina¢e posmatramo transformaciju

02 = 01€b, by +1 """ Eby, by, 41 * Ebpybny —1 7 Ebpy by —1-

Nastavljajuéi tako, dobijamo nizove {S;" : i € N} i {S; : i € N}. Primetimo

da vazi Sfr C S’; C--- i8] €855 C---, jer usvakom koraku sve slike koje
su izmestene od ciljanog originala pomeramo po korak blize tom originalu,
a ostale ne diramo. Zbog tog smanjivanja razlike za svako i € {1,...,k}

postoji v; € N tako da je (b;)d, = a; za v > v;. Posto je n konacan, postoji
m > 1 takav da je (b;)0,, = (b;)a za svako i € {1,...,k}, paje d,, = a i
zbog konstrukcije funkcije 0, sledi « € (E(Dy,—1)). O

Posledica 6.1. Polugrupe O,, i PO,, su idempotentno generisane.

Slede¢e dve teoreme finalizuju nasu pricu o polugrupama O, i PO,,
dajuéi eksplicitne formule za njihove rangove i idempotentne rangove. No,
pre toga primetimo da je O; = PO, i njihov rang i idempotentni rang su 1.

Teorema 6.1. U polugrupi S (S € {Oy, PO, }) vaZi
idrank(S) = |E(Dp—1)| + 1. (6.2)

Dokaz. 1z prethodne leme imamo nejednakost < u , jer idy kao jedini
elemenat maksimalnog ranga ne mozemo da generiSemo drugim elementima,
pa se iz tog razloga nalazi u svakom generatornom skupu.

Neka je A idempotentni generatorni skup plugrupe S. Tada mora vaziti
E(Dyp—1) € (AN E(Dy-1)), zbog leme Dokazimo da su za generisanje
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E(D,,—1) potrebni svi idempotenti. Posmatrajmo GH-graf glavnog faktora
DY _, i ispitajmo kako su povezani njegovi ¢vorovi. Za fiksiran évor L-
klase odredene sa N \ {i}, gde je i € {2,...,n — 1}, imamo ta¢no dve
(u slucéaju PO, tri) grane koje su incidentne sa njim, a one odgovaraju
idempotentima ;-1 i ;41 (uz €; za S = PO,). U slucajevima N \ {1} i
N\ {n} grane sa jednim krajem u njima njima su redom ¢ (uz €; za S =
PO,) i en—1,n (plus €, u drugom slu¢aju). Sa druge strane, ako fiksiramo
¢vor R-klase odredene sa [i,i+ 1] (drugim rec¢ima, u odgovarajucoj particiji
suiii+ 1 elementi jedine dvoclane klase), on je kraj grana €; ;411 1 €41,
zai€{l,...,n—1}. Uslucéaju PO,, imamo jos jedan tip R-klasa, [i], koje
su u potpunosti odredene domenom svojih ¢lanova N \ {i}; one imaju samo
jednu granu koja je predstavljena elementom &;. Ovom analizom dobijamo
daje T'(DY_;) za S = O, put

€1,2€2,1€2,3632 .- - En—1nEnn—1,

a u slucaju S = PO, isti taj put sa pridruzenim vise¢im ¢vorovima [i] koji
odgovaraju granama ¢; za ¢ € N. U oba slucaja je u pitanju stablo, te zbog
leme [2.1] zakljuCujemo da se nakon eliminacije bilo kog idempotenta on ne
moze generisati, jer je odgovarajué¢i GH-graf nepovezan.

Odatle dobijamo da mora vaziti A N E(Dy—1) = E(Dp_1), pa vazi
E(D,—1)U{idn} C A, odakle se dobija > u (6.2). O

Posledica 6.2 (o: [11]). Zan > 2 je
idrank(O,) =2(n—2)+3 =2n—114 idrank(PO,) =3(n—2)+5=3n—1.
Teorema 6.2 (o: [11]). Zan > 2 je
rank(O,) =n+1 ¢ rank(PO,) = 2n.
Dokaz. 1z leme [6.2] znamo da je za klasu
D1 ={aeS: pla)=n—1}

polugrupa D?_; (gde proizvodi koji upadaju u nizu klasu dobijaju vrednost

0) glavni faktor polugrupe S (S € {O,, PO, }). Posto D,,_1 za n > 2 sadrzi

nenula idempotente, nije 0-polugrupa, pa prema diskusiji na kraju poglavlja

sledi da je DY _; kompletno O-prosta polugrupa. Iz leme sledi da je

ona i idempotentno generisana, te primenom posledice [2.7] dobijamo da je
rank(DY_,) = max{|I|,|A]},

n—1

gde su I i A skupovi nenula R- odnosno L-klasa polugrupe D Posto

n—1*
su L-klase polugrupa O, i PO, odredene samo slikom svojih elemenata,
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imamo da je u oba slucaja

Al = (1> .

Sa druge strane, u slucaju polugrupe O, su R-klase u I odredene konveksnim
particijama skupa N na n — 1 klasa. Birajuéi jedan od n elemenata c¢ija ée
klasa biti dvoclana i jedan od njegovih suseda za drugog ¢lana (a pritom
racunajué¢i moguca ponavljanja), dobijamo da je

2(n — 2 2
|[|:<n2)+:n_1.

Sli¢no, za PO,, imamo slucaj particije N na n—1 klasa, ali i slucaj |[dom(«)| =
n—1, kada su svi elementi particije jednoclani (takvi slu¢ajevi su jedinstveno
odredeni izborom elementa iz N koji je u dom(«)). Time dobijamo

I|=(n—-1)+n=2n—-1
1z svega navedenog zakljucujemo da je za n > 2

u sluéaju O, : rank(D?_|) = max{n —1,n} =n

u sluéaju PO, : rank(D?_|) = max{2n — 1,n} = 2n — 1.
Uz to, iz leme (zbog idy) imamo da je
rank(Q,) < rank(D,,_1) + 1 =rank(D%_;)+1=n+1 i
rank(P0O,,) < rank(Dy,—1) + 1 = rank(D)_;) + 1 = 2n.

Sa druge strane, iz leme [3.5 sledi da za generisuéi skup A u oba slucaja vazi
D,y U{idy} C (AN (Dy—1 U{idn})), pa imamo i drugu nejednakost. []
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Zakljucak

Ako povucemo paralelu izmedu obradenih primera polugrupa transfor-
macija, primeti¢cemo da su u svim analizama ranga kljuénu ulogu odigrale
Cinjenice da su sve J-klase nasih plugrupa linearno uredene, gde maksimalna
klasa (uz eventualno prvu sledeéu nizu) generise ostale, kao i da su glavni
faktori kompletno O-proste polugrupe za koje znamo da izrac¢unamo rang.

Sto se ti¢e idempotentne generisanosti, pocev od leme i pojma GH-
grafa gradimo teoriju o grafovima pridruzenim odredenim tipovima polu-
grupa i kroz ceo rad je na razli¢ite nacine primenjujemo na ta pitanja.
Moze se re¢i da je to noviji pristup, jer se u veéini originalnih dokaza ne
koristi. Za njega je u najvec¢oj meri zasluzan Robert Grej, koji je Grejemovu
ideju primenio u mnogo Sirem spektru problema i svojim radovima poka-
zao da se sustinska pitanja idempotentne generisanosti svode na probleme
grafovsko-kombinatornog karaktera.
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