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Predgovor

U master radu posmatramo familiju optimalnih numerickih postupaka Sestog reda
konvergencije za numeric¢ko reSavanje nelinearne jednacine sa jednom nepoznatom f (x)=0.

Pretpostavljamo da u posmatranom intervalu [a,b] funkcija f ima jednostruko reSenje «, tj.
da je f'(a)#0. Polaze¢i od Njutnovog postupka, koji je drugog reda konvergencije, u

mnogim radovima date su modifikacije ¢iji je red konvergencije 3 ili 4. Osnovni princip za
konstrukciju familije postupaka reda Sest je formiranje odgovaraju¢eg trokora¢nog postupka
sa Cetiri raCunanja vrednosti funkcije 1 njenog prvog izvoda. U drugom i tre¢em koraku
koriste se kao pomocne funkcije ¢lanovi jednog niza funkcija. Ove funkcije su ranije
koris¢ene za dobijanje poboljsanog Njutnovog postupka reda tri, Sto je prikazano u radu [8].
Postupajuci na slican nacin i koristeéi rezultate tog rada dajemo familiju postupaka Sestog
reda konvergencije.

Master rad je podeljen u Cetiri dela. U prvom delu rada date su oznake definicije 1
teoreme koje se koriste u daljem radu. Drugi deo rada sadrZi teoreme i algoritme koje se
odnose na iterativne postupake tre¢eg i Sestog reda konvergencije za reSavanje nelinearnih
jednacina datih u nedavno publikovanim radovima.

U tretem delu kao originalni rezultat dajemo familiju postupaka Sestog reda
konvergencije. Za nju, pod odredenim pretpostavkama, dokazujemo konvergenciju i
odredujemo red konvergencije. U poslednjem delu rada prikazani su numericki eksperimenti
uradene u programskom paketu Mathematica. Rad se zavrSava zaklju¢kom i delom koji sadrzi
koriS¢enu literaturu.

Zahvaljujem se svom mentoru dr Dragoslavu Hercegu na odabiru teme, kao i na
korisnim savetima i sugestijama pri pisanju rada.

Novi Sad, 26. novembar 2015. Ester Jambor



1 Neke oznake, definicije i teoreme

1.1 Oznake
R
{xi}
D = [a,b]
C*[a, b]
Lip,[a, b]
a
_ Y@
T i (@)
(r)
- f7(0)
r!
¢, = (e)

e =X, —Q

n+1 = Cenp + O(Bnp+1)

C = €n+1
enP

skup realnih brojeva
niz brojeva xg, x4,...
interval kojem pripada niz {x;}

skup k-puta neprekidno diferencijabilnih funkcija na intervalu
[a, b]

skup funkcija koje na intervalu [a,b] zadovoljavaju LipSicov

uslov sa konstantom y

reSenje jednacine f(x) = 0

asimptotska konstanta greske

konstanta

konstanta
greSka u n-toj iteraciji
jednacina greske

asimptotska konstanta greske



p red konvergencije iterativnog postupka

m broj funkcionalnih evaluacija datog postupka
plt/m indeks efikasnosti postupka

f f(x,)

f/ f'(x,)

e F® ()

U(X) f(X)

1.2 Definicije

Definicijal. Za dve jednacine kazemo da su ekvivalentne na intervalu [a, b] ako su
resenja koja pripadaju intervalu [a, b] jedne jednacine reSenja druge jednacine i obrnuto.

Definicija2. Svaki realan broj a, za koji vazi da je f(a) =0, nazivamo resenje
jednacine f(x) = 0.

Definicija 3.  Broj a je resenje visestrukosti k jednacine f(x) = 0 ako je

fO) = (x—a)g(x)

pri cemu je funkcija g ogranicena u o i vazi g(a) # 0. Za k se uvek uzima pozitivan ceo
broj. Ako je k = 1, onda kazemo da je koren prost ili jednostruk, a ako je k > 1 onda je
visestruk.

Definicija4. Neka je ¢:D — Rneprekidna funkcija. Broj a € D za koji vazi
a = @(a) je reSenje jednacine x = @(x) i naziva se nepokretna tacka funkcije @.

Neka je x, proizvoljan broj iz intervala [a, b]. Formirajmo niz brojeva x;, x4, ... prema

Xr+1 = @(xp), k=0,1,..

Ovaj niz je moguce formirati samo ako ¢(x;) € [a, b], k = 0,1, ... zbog definisanosti
funkcije ¢ na intervalu [a, b]. Oc¢igledno, ako funkcija ¢ preslikava interval [a, b] u samog
sebe, vazi ¢(x;) € [a,b], k =0,1,.... AKo je niz xg, xq, ... dobro definisan i ima grani¢nu
vrednost, tj. za neko a € [a, b] vazi lim;_ x;, = @, onda je a reSenje jednacine x = ¢ (x)
ako je funkcija ¢ neprekidna na intervalu [a, b]. Naime, iz ¢(x) € [a, b], za svako x € [a, b]
sledi a € [a, b], a zbog neprekidnosti funkcije ¢ vazi



@ = Jim xs1 = Jim @Ce) = ¢ (Jim ) = p(@).

Dakle, ako niz x,, x4, ... konvergira, njegova grani¢na vrednost a je reSenje jednacine
x = @(x), a ¢lanovi tog niza aproksimiraju to reSenje.

Ovaj postupak, u kome racunamo vrednosti xg, x1, ... prema

Xp41 = @(x), k=0,1..

se naziva iterativni postupak (postupak sukcesivnih aproksimacija), gde je xp+1 = @(xi)
iterativno pravilo, funkcija ¢ je funkcija koraka, a niz xy, x4, ... je iterativni niz. Prvi ¢lan tog
niza je pocetna aproksimacija. Kada iterativni niz konvergira kazemo da iterativni postupak
konvergira.

Definicija5. Funkcija ¢ zadovoljava Lipsicov uslov na intervalu D ako postoji
konstanta y takva da za svako x,y € D vazi

lo(x) — )| < vIx —yl.

Konstanta y se naziva LipSicova konstanta. Ako je y < 1 onda se ova konstanta
naziva konstanta kontrakcije, a funkcija ¢ se naziva kontrakcija ili kontraktivno
preslikavanje.

Definicija6. Neka je limj_. x;, = a. Ako postoji konstanta C € [0,1) i ceo broj
K > 0 takavdaza k > K vazi

X1 — @l < Clxy — af
kaze se da je niz x,, x4, ... linearno konvergentan.
Ako postoje konstante p > 1,C > 0 i ceo broj K > 0 takav da za k > K vazi
X1 — @l < Clxg — al?

kaze se da niz xy,xq,... konvergira ka a sa redom bar p. Za p = 2 konvergencija je
kvadratna, a za p = 3 kubna.

Definicija 7. Red konvergencije iterativnog postupka jednak je redu konvergencije
iterativnog niza dobijenog posmatranim iterativnim postupkom.

Da bi se odredio red konvergencije Cesto se posmatra konstanta

X1 — al
n = lim ——————.
k—oo |Xk - alp

Ukoliko ovakva konstanta postoji postupak je bar reda p. Ako je n # 0, postupak je
reda p i n se naziva asimptotska konstanta postupka.

Definicija 8. Jednacina greske postupka je



en+1 = Cenp + o(enp+l)

gde je e, =X, —a greSka u n-t0j iteraciji, C asimptotska konstanta greske i p red
konvergencije.

Definicija9. Indeks efikasnosti iterativnog postupka je p'/™, gde je p red
konvergencije iterativnog postupka, a m broj izracunavanja vrednosti funkcija po iteraciji.

1.3 Teoreme

Za reSavanje jednacina oblika f(x) = 0 posmatracemo ekvivalentne jednacine oblika
x = @(x) 1 odgovarajuce iterativne postupke oblika

X1 = @(x), k=0,1,...

Navodimo nekoliko teorema iz [1] koje se odnose na jednacinu x = ¢@(x) i teoremu o
redu konvergencije jednokorac¢nog postupka.

Teoremal. Neka je g(x) #0 za x € [a,b]. Tada su jednacine f(x) =0 i x =
p(x) sa p(x) = x — g(x)f(x) ekvivalentne na intervalu [a, b].

Teorema 2. Neka je ¢ neprekidna funkcija na intervalu [a,b] i ¢(a), @(b) €[a,b].
Tada postoji « €[a,b] takvo da je (o) =c.

Teorema 3.  Funkcija koja zadovoljava Lipsicov uslov na intervalu D je neprekidna
na tom intervalu.

Obrnuto ne mora da vazi, tj. neprekidna funkcija na intervalu D ne mora da
zadovoljava Lipsicov uslov na istom intervalu.

Teorema 4.  Ako funkcija ¢ ima u intervalu [a,b] prvi izvod za koji na tom intervalu
vazi | (x)| < y,onda ¢ € Lip,[a, b].

Teorema5. Neka je ¢ kontrakcija na intervalu [a,b] i neka preslikava taj interval
u samog sebe. Tada iterativni niz {x; } odreden sa

X1 = @(xp), k=0,1,..

sa proizvoljnim x, € [a,b], konvergira ka jedinstvenom resenju a € [a,b] jednacine
x = @(x) ivazi

k
v v
), — el Sg|xk — Xp-1l SE|X1 —xol, k=1,2,...

gde je y Lipsicova konstanta kontrakcije funkcije .



k
Vrednosti 1VTy lx), — x| i 1% lx; — x,| definisane u prethodnoj teoremi nazivaju se
aposteriorna i apriorna ocena greske.

Pored apriorne i aposteriorne, ¢esto se koristi i slede¢a ocena greske koja ne zavisi od
iterativne funkcije ¢.

Teorema6. Neka feC'(D) i |f (x)|=m >0 za x € D. Ako je a € D reSenje
Jjednacine f(x) =0ix, € D,k =0,1, ..., onda je

|f (il

X, —al < .
e — ] < =

Ova ocena se naziva LagranzZova ocena greske
Teorema 7. [1] Red konvergencije jednokoracnog postupka
Xp41 = @(x,), n =01, ...
je pozitivan ceo broj. Ovaj postupak ima red konvergencije p ako i samo ako je
a=p(@), W (a2)=0, j=12,..,p-1 ¢ (a)=0.

Red konvergencije 1 asimptotske konstante greske svih postupaka koje posmatramo u
ovom radu odredujemo koriste¢i prethodnu teoremu. U zavisnosti od p za asimptotske
konstante greSke uzimamo

(p(”)(a)
p!

a dobijeni rezultat izraZavamo preko konstanti

(0
cj=__f ,(“), j=23,....
j'f'(a)

Kako su funkcije koraka posmatranih iterativnih postupaka sloZene i izraCunavanje
njihovih izvoda nije jednostavno, taj posao smo prepustili programskom paketu Mathematica.



2 lterativni postupci treceg i Sestog reda konvergencije

Kada se posmatraju postupci Cetvrtog reda konvergencije posebno se obraca paznja na
optimalne postuke, tj. postupke kod kojih je broj izratunavanja funkcije u jednom iterativnom

koraku tri. Indeks efikasnosti ovih postupaka je 4/ =1.5874....

Da bi se dobio visi red konvergencije i indeks efikasnosti predlozeni su mnogi
postupci. Vecina tih postupaka ¢ini grupu postupaka zasnovanih na poboljsanju Njutnovog

postupka, &iji je red konvergencije dva, a indeks efikasnosti je 2 =1.4142.... U ovom delu
posmatracemo neke od tih postupaka.

Jedna od najpoznatijih postupaka za resavanje jednacéina oblika f(x) = 0 je Njutnov
postupak (negde nazvan i Njutn-Rafsonov postupak, posto danasnji oblik poti¢e od Rafsona).
Naves¢emo nekoliko modifikacija Njtunovog postupka za reSavanje nelinearnih jednacina.
Oni imaju za cilj $to vecu konvergenciju postupka sa §to manjim brojem evaluacija funkcije 1
njenih izvoda.

2.1 Njutnov iterativni postupak

Njutnov postupak aproksimira datu nelinearnu funkciju linearnom funkcijom, i to u
blizini nule koja se trazi. Grafik linearne aproksimacije je zapravo tangenta na datu funkciju u
tacki (x, f(xg)) gde je xy pocetna aproksimacija reSenja. U preseku tangente i x-0Se se
dobija nova aproksimacija reSenja, x;. Nova aproksimacija se koristi za slede¢i korak
Njutnovog postupka, u kojem se posmatra nova tangenta na krivu, i to u tacki (xq, f(x1)).
Postupak se nastavlja po opisanom.

U tacki (xg, f (xg)) jednacina tangente je oblika

y(x) = f(x0) —f’(xo)(x — Xo)-

Resenje jednacine f(x) = 0, a aproksimiramo uzimajuci reSenje jednacine y(x) = 0,
x1. AKo je f (xg) # 0, imamo

. f (xo)
TR )

Sve dok je £ (x;) # 0, postupak se nastavlja. Naravno, na osnovu napisanih, imamo



f )

X =X, — =<

gde je x;, k-ta aproksimacija reSenja.
Ovaj postupak se moze posmatrati i kao x,,1 = @(x;), gde je

(x Y= x _f(xk)
P = M T oy

Navodimo sada poznate teoreme o lokalnoj i globalnoj konvergenciji Njutnovog
postupka.

Teorema 8. Lokalna konvergencija Njutnovog postupka: Neka postoje konstante y i
m > 0 takve da za svako x,y € (a,b) vazi

IF D =f@I<yly—x| i If x)|=m

Ako jednacina f(x) = 0 ima reSenje @ € (a, b) onda postoji § > 0 takvo da za x, sa

osobinom |xg —a| <& niz  xy, xqg,.. definisan Njutnovim iterativnim postupkom
f ()
X =X, — =, k=0,1,...
k+1 k f (xk)
postoji i konvergira ka a. Pri tome vazi
14 2
|%p 11 — al < =—|x, — al?, k=01,..

2m

Teorema 9. Teorema o globalnoj konvergenciji Njutnovog postupk. Neka funkcija f
dvaput neprekidno diferecijabilna na intervalu [a, b]. Ako je f(a)f(b) <0,a f"i f" ne
menjaju znak na intervalu [a, b], onda za svako x, € [a, b] za koje vazi f(xy)f (x¢) > 0
Njutnov iterativni postupak konvergira jedinstvenom resenju « € (a,b) jednacine
f(x) =0ivazi

xela,b] | f(x)>0]|f (x)<0

f)>0 x> x4 | Xk < X1

[0 <0 | x <Xpy1 | X > Xy

2.2 Neta postupak

Ovaj postupak Sestog reda konvergencije nalazimo u radu [4]. Iteracija se sastoji od
jednog potkoraka Njutnovog postupka i dva potkoraka modifikovanog Njutnovog postupka.
Postupak se izvodi na osnovu uopstenog postupka:

g =y LG
T ()

10



s ooy — TOW) fOa) + AF Or)
n T ) FOo) + Bf )

o=y J@) FO) + CfOn) + Df (20)
nHLTE 00 f () + GF () + Hf (2)

gde su A, B, C, D, G i H proizvoljne konstante. Autor transformiSe ovaj postupak i izborom
konstanti A = —%,B =A—-2,C=-1,D=H = 0,G = —3 dobija se postupak sestog reda:

b=y L)
" G

_ fOw) f(x) —%f(yn)
FG) £) =3 FO)

o, @) fe) —FOw)
mEETI  () £ () — 3f ()

n=Yn

o y 1
sa jedna¢inom greske: e, = 565? Cel + 0(e)).

Neta postupak koristi isti broj izraCunavanja funkcija kao postupak sastavljen od
jednog potkoraka Njutnovog postupka koji prate dva potkoraka sekant metode, tj. koristi tri
evaluacije funkcije i jednu evaluaciju izvoda po iterativnom koraku. Red sekant metode je
1,62, dok je red datog postupka 5,2.

2.3 Postupak Chun-Neta

U radu [5], posmatrana je modifikacija postupka

B ()
nT T G

Z =y, fOR) — fGn) +BfO)
T ) fO) + (B = 2)f ()

x =z — f(Zn) f(xn) _f(yn) + Vf(zn)
T () F ) = 3fOn) + ¥f(20)

Manjim modifikacijama i pogodnim odabirom konstanti i y dobija se postupak
Sestog reda konvergencije:

b=y )
" G

11



2 =y TOW 1
T f(xn>[1 fOn)
f(xn)

f @) 1
f(Gen) [1 o) fET
FOe) ~ FCen)

Jednatina greske ovog postupka je: e,.; = (—=5C3C3 + 6C5 + C,C$)el + 0(e]).
Red ove metode je 1.56.

Xn+1 = Zn —

2.4 Modifikacija postupka Chun-Neta

U radu [6], autori razvijaju postupak na osnovu metode neodredenih koeficijenata.
Prvo se posmatra postupak

fUni1)

Xn+1 = Up41 — m
n+

gde je u,41 = g3(x,) bilo koja modifikacija Njutnovog postpuka treceg reda. Da bi izveli
novi postupak, koristi se slede¢i izraz za upotrebu postupka neodredenih koeficijenata:

f (Uns1) = Af (%) + Bf () + Cf (tn41) + Df ().

1zrazi f (uys1), f () 1 f(upsq) razvijaju se u okolini tatke x,, do treéeg reda. Racunajuéi
koeficijente A, B, C i D dolazi se prvo do slede¢eg postupka:

o af (3 — 2a)f (up41)
n+1 n+1 vf (x) +a3f (y,) + 668 — ) (f (Upsr) — f ()

gde je y = a(—a? + 4af — 3B%), y, = x, —]f,(;”)), a u,,; se racuna nekim postupkom
tre¢eg reda. Ukoliko se umesto
_ fUny1)
Xn+1 = Up41 — m
n+
koristi
. fw
= T T
r(=z)

za razvoj funkcije ' (u, ) koristi se izraz

£ Q) = Af G + B (Z22) + Cf (i) + Df G,

Na ovaj nacin se dobija postupak

12



@B (36 — 4a)f (ty41)
SF () + 4a3f (252) + 66(8 — 20) (f (1) — f (X))

Xn+1 = Up+1 —

gde je
5 = a(—4a? + 8af — 35?),
o fGw
Y= T Gy

a U,4q se racuna nekim postupkom treceg reda. Obe familije postupaka zahtevaju po dve
evaluacije funkcije i njenog prvog izvoda po iteraciji. Ovaj postupak je Sestog reda
konvergencije.

2.5 Postupak Herceg-Herceg

U radu [9] posmatran je postupak koji se bazira na sredinama. Uocava se da dosta
modifikacija treceg stepena konvergencije ima sledeci oblik

s = = A (500)) @

gde je
£

SW =770

I ove metode se razlikuju samo u funkciji ¢.

Ovaj postupak zapravo daje familiju postupaka koja obuhvata nekoliko postupaka

odredenih sredinama. Stepena sredina f' (x) i f' (xn _ }{ ((9:1))) ji

’ ! _ M = &
M, (f (x), f (xn f'(xn))> Oup(s(x))

gde s(x) ima navedeni oblik i vazi

p , 2 p +0
— 1+sP
(pM,p (S) - 1 .

s P=0

Ako se f'(x) aproksimira pomenutom sredinom u Njutnovom metodu, dobija se nov
postupak u opstem obliku

f(xn
Xn+1 = Xn — f’(};n) (pM,p (s(x)),

13



gde je ¢ = pu,.

Na naveden na¢in umesto stepene sredine se mogu Koristiti i druge sredine, tj. dobijaju
se postupci oblika (1) gde je p proizvoljan parametar, a ¢ zavisi od vrste sredine:

P, 2
— 1+s2’
s) =
(pM,p( ) 1

E;

P=2| 1+s

14sp-1’

(7 [+ (s-1)
! 1-sp+l '
(pL,p (S) = s-1 SSe,
Ik logifis)
2

1-s ’
00 (s) = ——
s%_Tp(1+sﬁ)

P, 3
P/ 4
— 1+4s /24sP
@ S) =
H,p( ) 1

_\/_El

Ps,p (s) =

14sP 1
1+sp '’

PNp (s) =

p+0

(stepena sredina)
p=0

p¥2 (Gini sredina)

p=2

p#*0ip+-1

p=0 (p-logaritamska sredina)

p=-1

(simetri¢na sredina)

#0
(Heronova sredina)
p=0

(kontraharmoni¢na sredina)

Ovaj postupak je treceg stepena konvergencije za bilo koju od navedenih sredina.

2.6 Postupak Herceg-Herceg zasnovan na sredinama

U radu [10] primeceno je da neke modifikacije Njutnovog postupka treCeg reda imaju
isti oblik, i razlikuju se samo u funkciji ¢. Ovaj rad modifikuje Njutnov postupak na osnovu
Stolarsky i Gini sredina. Stolarsky sredina je data sa

(

E,,(a,b) =1

\

dok je Gini sredina data sa

exp (

r b? — P 1/(p-7)
2" e
1 a"lna—»b"Inb
_;+ a” —br )' r=p#0
1 b —a \"
(;lnb—lna) ’ r#0p=0
vab, r=p=0

14



( aP + bP 1/(p-1)
| (ar+br> ' TP
G, (a,b)={ a"lna+b"Inb
r,p lexp( - ), r+0,p=0

k Vab, r=p=0

Aproksimacijom £ (x,) u Njutnovom metodu Stolarsky sredinom dobijamo Njutnov
postupak sa Stolarsky sredinom (SN) gde je funkcija ¢ data sa

(i1 —
u’ rp(r — p) + 0
p(1—s7)

1 s"Ins
( + ), r=p+0

1_ T
¢S,r,p(s)=< S
rlrins
1 r+0,p=0
r=p=0

k\/E’

Ako u Njutnovom metodu f'(x,) aproksimiramo Gini sredinom, dobija se nov
postupak poznat kao Njutnov postupak sa Gini sredinom (GN), gde je funkcija ¢ definisana

Sa
p-1(1 4 s”
+ sP’
qurp(S)—< n)
" ) =p#0

exp C1+s7 r=p

! 0

—, r=p=0.

\ s P

Ovaj postupak je treceg reda konvergencije, kako je to dokazano u samom radu.

2.7 Postupak Herceg-Herceg Sestog reda

U radu [11] predstavljen je postupak Sestog reda koji se zasniva na Gini i Stolarsky
sredinama. Opet se koristi oblik (1) sa razli¢itim funkcijama ¢. Da bi se dobio Njutnov
postupak zasnovan na Stolarsky sredini za ¢ se koristi
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(r—p r(]_ — SP) £0
1 N rlns> £0
— — ) r = p
¢S,r,p(s) = 3 T' S
rrins 40 0
r_1’ r p=
\ \/g'

Ako f(x,) u Njutnovom metodu aproksimiramo Gini sredinama, dobija se Njutnov
postupak sa Gini sredinama (GN) gde je ¢ definisan sa

PeH1 + ST
+ spP’
(an,r,p (S) =< Ins
exp 1 ) r=p#0
. =p=0
\ 75 r=p=0.
Ako se ¢ razvija oko 1 po s (do drugog stepena) dobijaju se jednostavnije funkcije
( - )2
¢SL,r,p (S) =1 + 2 (9 p— T')
[
1-s (s—1)>
¢GL,r,p (S) =1+ 2 + 3 (3 —Db— T').
Posmatra se familija iterativnih postupaka
fF (x)
X1 = P(xp) = F(x) — (PG )G( K, k=01,..
f )
gde funkcija ¢ ima oblik ¢(x) = F(x) — fj(f(("))) G( ) F(x) = j{(( ))d)(s(x)) i

G(s) =
prvi |zvod dvaput po iteraciji.

2.8 Postupak Soleymani

U radu [13] je razvijen trokora¢ni postupak sestog reda konvergencije gde se zahtevaju
dve evaluacije funkcije i dve evaluacije prvog izvoda po iteraciji. Posmatraju se metode
Jarrat-ovog tipa gde su prva dva koraka iteracije Cetvrtog reda sa po dve evaluacije prvog
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izvoda funkcije i jednom evaluacijom same funkcije. Basu-ovom postupku se dodaje treci
korak pa se dobija novi postupak dat sa

o 2 f(x)
T3 (%)
e I ))? = 2f ) f Cen) + 9(F (e ))?] f(2n)
o 12(f )% + 4f )f (x0) )
f(zy)

I T F O 4 2f T s Xl 2~ )

Dok je postupak Basu-a indeksa efikasnosti 1.515 i reda konvergencije 8, novi
postupak je indeksa efikasnosti 1.565.
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3 Familija postupaka Sestog reda

U ovom delu posmatramo familiju postupaka reda Sest. Ideja za formiranje familija je
preuzeta iz [7], a dokaz je izveden na osnovu rada [11].

Posmatramo familiju postupaka

Y = X« _U(Xk)
Z, :yk_%gop(s(xk)) 2
__f@)
Xis1 = 2 _m% (S(Xk))

sa funkcijama ¢, definisanim sa

1

s)=1, S)=—"———  k=12,... 3
(Po( ) (Dk( ) 1_5_(/)k71(s) (©)
i
f(x—u(x))

x)=2—— " 4
(=2 @

Funkcije ¢, se lako racunaju. Navodimo prvih devet ¢, (S) k=01...,8:

1 ~1+s 1-2s 1—3s+5? —1+4s—3s?

1-s' —142s 1-3s+s’>’" 1-4s5s+3s>" —1+55—6s5%+5°

—1+5s—65%+5¢° 1-6s+10s? —4s° 1-7s+15s% —10s% +s*

~1+65-10s>+4s®" 1-7s+15s2-10s°+s*" 1-8s+21s?—20s° +5s*

Posmatrajmo trotackasti iterativni postupak
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Xpu =Foq(X,), n=01..., (5)

gde je

— - 2a(s(¥) ®)

sa
()

Za ovaj postupak vazi slede¢a teorema, ¢iji dokaz izvodimo uz veliko koriS¢enje programskog
paketa Mathematica. Izostavljeni su glomazni izrazi i umesto njih su konacni rezultati nastali
brojnim smenama i pojednostavljenima.

Teorema 10. Pretpostavimo da funkcija f:(a,b)cR—R ima jednostruku nulu
a €(a,b) idaje f dovoljno neprekidno diferencijabilna u okolini nule « .Tada postupak

(5)-(7) sa p,qe{2,3...} ima cetvrti red konvergencije. Odgovarajuca asimptotska

konstanta greske je

(c;-2¢5)(ce;—¢3) p=2 q=2
(c;—2¢7)(c,c+3¢5) p=2, g>2

p.a

(c;+2¢f)(ce,—¢5) p>2, q=2

(cs+2ct)(cc,+3¢5) p>2, q>2

Dokaz. Dokaz izvodimoo direktnom primenom teoreme 7. Znaci, dokaza¢emo da je
F(e)=a, F¥(a)=0, k=12,...,5,

a asimptotsku konstantiu greSke odredi¢emo kao

U daljem radi jednostavnosti izostavicemo indeks k kod ¢. Jednosatvnim racunanjima
koriste¢i Mathematica dobijamo

o)1 001 #0)-1; T3 ®
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6 k=2
q)"’(O): 24 k=3.
30 k>3

Za pomoc¢ne funkcije u definisanju trokoracnog postupka dobijamo

ylal=«a

yle]=0

y'la]=2c,
y?lal=-12(c; - c;)
y“@[a]=24(4c; - 7c,c, +3c, )

u(ar)=0,
u'(a)=1,
u"(ar) =-2c,,
u® () =12(c; —¢,),
u“ (@) = 24(-4c5 +7c,c, - 3c, ),
f (a) =0
f"(a)=2c,f'(a)
f®(a)=6c,f'(a)
f@(a)=24c,f'(a)
z,(a)=q,

(a ={24(c§+czc3) p=2

Koriste¢i relacije (8)-(14) nalazimo
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F(e)=a, F¥()=0, k=12,..,5

i U zavisnosti od parametra p Sesti izvod funkcije koraka F

P

-30(c,—2¢})z(a) p=2
a)=
-30(c;+2¢;)2“ (@) p>2

Imajuéi u vidu (14) iz

dobijamo

Sada, iz (18) sledi tvrdenje teoreme.
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720 (c;+2¢2)(ce,—c}) p>2 g=2
(c3+205)(0203+3c§) p>2, q>2
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(17)
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4 Numericki eksperimenti

Resavali smo jednacinu f(x) = 0 koriste¢i sledece test funkcije iz [1], [3], [4], [5],
[17] i [19] sa odgovarajuc¢im startnim vrednostima X, :

f,(x)=x*sinx—cosx, o; ~0.8952060453842319, x,=1.5,
f, (X) =x*-10, a,*~2.1544346900318837218, X, =2,
f, (X) =3x* —e*, a,*~0.9100075724887090607, X, =2

f,(X)=x>+4x* ~10, o,*~1.3652300134140968458, X, = 2

(x-1)°-1, ¢z =2, x, =18,

fs(%)

fo(X)=(x-1)" -2, o ~2.259921049894873, X, = 2.0,
f,(X) =2 —sinx, o,*~1.8954942670339809471, x, =1.5
2

fo(X)=x°-1, g =1, X, =13,

fo(X) =x—cosx, o ~0.7390851332151606, X, =2.

Svi rezultati dobijeni su u programskom paketu Mathematica. Preciznost je povecana
na 20000 cifara sa funkcijom SetPrecision. Koristili smo izlazni kriterijum

X —al<ei|f(x)|<e,
gde je a tacno reSenje posmatrane jednacine. U slucajevima gde je tano reSenje nepoznato

koristili smo njegovu aproksimaciju «*, koja je dobijena sa 30000 cifara. Zbog
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jednostavnosti uz svaku jednacinu navedeno je tacno ili priblizno reSenje « 0dnosno o>
samo sa 20 cifara.

Numericki red konvergencije (COC) racunamo prema

In|(X,,,— @)/ (X, - )

O 0 —a) (%2 @)

U svim slucajevima je |[COC—-6/<10°, za n=34,.... Dakle, numericki red
konvergencije je veoma blizak broju 6, sto potvrduje teorijske rezultate.

0 0, {p.a, —log|x,—al}

£, | 3600.7 | {1010, 5011.3} | {10,9, 5010.1} | {10,8, 5007.4} | {9,10, 5007.3}
f, | 8688.4| {22, 86884} | {24, 86346) | {26, 86162} | {210, 8615.)
f, 131200 | {210, 32049} | {29, 32049} | {28, 32049} | {27, 32049}
f, | 44856 | {88, 61337} | {82 58356} | {83, 54251} | {89, 52608}
£ | 4987.4| (2,2, 4987.4} | {32, 38066} | {42, 41106} | {52 3997.2)
£ | 48716 {24, 51797} | {2.6, 50218} | {28, 5006.8} | {210, 5005.2}
£ 34031 (34, 5437.8) | {54, 44461} | (7,4, 43984} | {94, 4392.1)
£, | 10606 | {39, 11349} | {22, 10606} | {29, 8909} | {2.8 888.0}
£, | 5952.3| {1010, 61853} | {9,10, 61853} | {8,10, 61853} | {7,10, 6185.3}

Tabela 1. Uporedenje postupaka —log|xs — a|

U tabeli 1 prikazani su rezultati koje smo dobili sa razli¢itim izborima funkcija ¢, i ¢,

u drugom i tre¢em koraku. U drugoj koloni su prikazani rezultati za izbor ¢,, ¢,, a u ostalim
kolonama su date ¢etiri najbolje vrednosti za —log|xs — a| za svaki primer sa odgovaraju¢im
indeksima funkcija ¢. Tako, na primer, {2,2, 8688.4} znaci da je za drugi primer najbolja

vrednost dobijena sa ¢,, @, i —log|xs — a| = 8688.4.

Iz tabela vidimo da se ne mozZe re¢i za koji se izbor funkcija ¢, i ¢; dobijaju najbolji
rezultati.

Na slede¢im slikama smo prikazali za primere 2, 3, 4 i 9 vrednosti —log|xs — a| u
zavisnosti od izbora funkcija ¢, i P u drugom odnosno tre¢em koraku. Pri tom i=2,3,...,10
i j=2,3,...,10. Sli¢ni rezultati se dobijaju i za ostale primere koje smo koristili.

Na osnovu rezultata 1 priloZzenih slika moZemo re¢i da ne postoji najbolji izbor
funkcija ¢, i ¢;. Svaka funkcija, tj. svaki primer ima svoje izbore funkcija ¢, i ¢; koji daju
najbolje rezultate.
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8500
8000

7500

Slika 1.—log|xs — a| za primer 2.

—log(]xs — a])

=

10

Slika 2.—log|xs — a| za primer 3.
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—log(|xs - a])

6000

4000

2000

Slika 3.—log|xs — a| za primer 4.
—log(|xs — o)

10[]

Slika 4.—log|xs — a| za primer 4.
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6150
6100
6050
6000
5950

Slika 5.—log|xs — a| za primer 9.
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5 Zakljucak

U radu smo posmatrali postupke Sestog reda konvergencije za numericko resavanje
nelinearnih jednacina sa jednom nepoznatom. Indeks efikasnosti ovih postupaka je
6" =1.565.... Posmatrani postupci polaze od Njutnovog postupka, koji je drugog reda
konvergencije, a poviSenje reda sa dva na Cetiri postiZze se ubrzanjem Njutnovog postupka sa
dodatnim korakom. Prikazani su postupak Neta, postupak Chun-Neta, modifikovani postupak
Chun-Neta, postupak Herceg-Herceg i postupak Soleymani. Postupajuci na nacin prikazan u
radu [7], dobijena je familija postupaka Sestog reda konvergencije, kao originalan doprinos.
Pod odredenim pretpostavkama dokazali Smo konvergenciju postupaka i odredili asimptotske
konstante greske.

U cCetvrtom delu rada prikazali smo viSe rezultata izvedenih eksperimenata koji su
uradeni u programskom paketu Mathematica. Numericki rezultati pokazuju da nasi postupci i
primeri daju dobre rezultate, sli¢ne postupcima na koje smo se ugledali. Izuzetak je samo
primer 8, gde se za pojedine izbore funkcija ¢; i ¢; dobijaju losiji rezultati, kao $to se moze

videti sa slike 6. ~log(|xs — al)

1000

500

=500

Slika 6.—log|xs — a| za primer 8.

Primeri koje smo koristili za numericki eksperiment uzeti su iz relevantnih radova.
Numericki rezultati su u skladu sa teorijskim razmatranjima.
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