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Predgovor

Ovaj master rad se bavi sa proucavanjem Furijeovih redova, kao granom
Furijeove analize.

U prvom poglavlju rada navodi se kratak istorijski pregled i u njemu
piSemo o matematicarima 18-19-og veka koji su doprineli nastanku novih i
daljem razvoju tada postojec¢ih matematickih teorija.

U drugom poglavlju je predstavljena tesna veza izmedu ortogonalnih sis-
tema funkcija i razvoja u Furijeove redove. Naime, mozemo primetiti da
trigonometrijski sistem sastavljen od beskonacno mnogo elemenata ¢ini je-
dan potpun ortonormiran sistem na bilo kom intervalu duzine 27. Preciznije,
kompleksna ili realna kvadrat-integrabilna funkcija na proizvoljnom intervalu
duzine 27 moze se predstaviti kao suma funkcija koje ¢ine trigonometrijski
sistem pomnozenih sa Furijeovim koeficijentima. Pored predstavljanja 27-
periodi¢nih funkcija, u ovom delu rada analizira¢emo i funkcije sa proizvolj-
nim periodom, a na kraju ovog poglavlja bic¢e rec¢i o konstrukciji odgova-
rajuc¢ih sinusnih i kosinusnih redova.

U tre¢em poglavlju razmatra se konvergencija kao najvaznije pitanje Fu-
rijeovih redova. Furijeovi redovi zapravo nisu uvek jednaki (identi¢ni) sa
pocetnom funkcijom. Upravo zbog toga se i postavlja pitanje: na koji nacin
Furijeov red aproksimira funkciju? Ako Furijeov red funkcije konvergira
prema funkciji, u ovom poglavlju dobijamo odgovor na pitanja pravog smisla
konvergencije, kao i na objasnjenje raznih tipova konvergencija.

U cetvrtom delu prikazujemo primere u kojima datu funkciju razvijamo u
Furijeov red na osnovu prethodno izvedenih formula. Odredujemo zatim n-tu
parcijalnu sumu dobijenog reda ¢ije grafike crtamo za nekoliko vrednosti n.
Zbog bolje preglednosti, funkciju kao i parcijalnu sumu za nekoliko vrednosti
n-a prikazujemo na zajednickom grafiku zajedno sa komentarima. Na kraju
svakog primera dajemo zakljucak o konvergenciji trigonometrijskih redova.
Grafici se prikazuju pomoc¢u GeoGebra i Wolfram Mathematica programa.

Furijeove redove primenjujemo u mnogim oblastima fizike, mehanike i
elektronike. U petom poglavlju prikazujemo resavanje dva mehanicka pro-
blema: opSte resenje problema vibracije zice i reSenje jednacine provodenja



toplote.

Rad je pisan u programu ETEX. Simbol O oznacava kraj dokaza teoreme,
leme i primera, dok su R i & oznake za realni i imaginarni deo izraza, redom.
Skupovi N, Z i R su skupovi prirodnih, celih i realnih brojeva, redom.

*x kK

Ovim putem zelela bih da se zahvalim svom mentoru, dr Nenadu Teofa-
novu na svim stru¢nim savetima, sugestijama i primedbama u toku pripreme
ovog master rada. Takode zahvaljujem se i ¢lanovima komisije, dr Ljiljani
Gaji¢ i dr Ljiljani Teofanov.

Veliku zahvalnost dugujem svojoj porodici i svom momku na podrsci
tokom osnovnih i master studija.

Zahvaljujem se profesorici matematike iz srednje skole koja me je pripre-
mila za fakultet i mnogo pomogla na pocetku studija.

Takode se zahvaljujem koleginicama i kolegama sa kojima sam se pri-
premala za ispite. Zajednicko studiranje i druzenje sa njima doprinelo da
studentski dani budu lepsi i nezaboravni.

Novi Sad, jun 2017. Edina Jodal



1
Kratak istorijski pregled

Pocetak teorije trigonometrijskih redova vezuje se za jedan mehanicki pro-
blem, koji je nastao sredinom 18. veka kao rezultat neslaganja oko ispitivanja
vibracija zice izmedu Dalamberaﬂ, Ojleraﬂi Bernulijaﬂ

Godine 1715. Tejloif] je objavio svoju teoriju treperenja Zice zasnovanu
na diferencijalnoj jednacini:

%y 0%y
FEL a1

koja se odnosila na male vibracije. Ovde je y = y(x,t) nepoznata funkcija,
t,x € R, a k? je konstanta proporcionalnosti. Za slucaj, kada je Zica bila
fiksirana na oba kraja, kao resenje jednacine (1.1), dobio je slede¢u funkciju:

y(x,t) = A-sinat - sinbz, t,z € R,

gde su A, a, b konstante.

Dalamber je 1747. godine dosao do jo$ opstijeg resenja, kada je resenje
diferencijalne jednacine (1.1) prikazao kao zbir dva talasa. Ojler je takode
doSao do opstih resenja 1750. godine.

Nakon dugih pokusaja i ispitivanja 1755. godine Daniel Bernuli je uspeo
da dobije resenje problema kretanja vibrirajuce zice koja je fiksirana na oba
kraja putem sinusnog reda.

Problem je resio tek godine 1807. Furijd’| koji je upotrebio trigonometrij-
ske redove u resavanju parcijalnih diferencijalnih jednacina u svojoj teoriji
provodenja toplote. Tvrdio je da se svaka 2m-periodi¢na realna funkcija f sa

! Jean-Baptiste le Rond d‘Alembert (1717-1783), francuski matematicar
2Leonhard Paul Euler (1707-1783), §vajcarski matematicar i fizicar
3Daniel Bernoulli (1700-1782), §vajcarski matematicar, fizicar, botanicar
4Brook Taylor (1685-1731), engleski matematic¢ar

5Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), francuski matematicar



jednom promenljivom, ako je integrabilna na intervalu [—m, 7|, moze razviti
u trigonometrijski red oblika:

a - :
?0 + ;(ak cos kx + by sin kx), (1.2)

gde su:
1 ™
=— d
Qo W/ﬂf(x) z,

1 [7 1 [7
ap = —/ f(z)cos kxdzx, by = — f(z)sinkzdz, ke N.
- T ) .

Red (1.2) nazvan Furijeovim redom po imenu pronalazaca, dok su ag, ax, by, k €
N - koje je odredio Ojler u zavisnosti od funkcije f - Furijeovi koeficijenti (ili
Ojler-Furijeovi koeficijenti).

Godine 1829. Dirihld¥|je dokazao da se funkcije definisane svakom konaénom
krivom sastavljenom od kona¢no mnogo neprekidnih duzi, mogu prikazati kao
sume trigonometrijskih redova. On je prvi definisao kriterijum konvergencije
Furijeovih redova. Diboa Rejmondﬂ je 1873. godine pokazao da postoje takve
neprekidne funkcije ¢iji Furijeovi redovi divergiraju u nuli.

Lebeﬂi KantOIﬂ su se bavili definisanjem integracije, kao i skupovima nad
kojima se mogu dokazati potrebni i dovoljni uslovi konvergencije Furijeovih
redova. U teoriji Furijeovih redova se danas koriste Rimanovﬂi Lebegovi
integrali. Prema Riman-Lebegovoj teoremi, ako se funkcija moze razviti u
Furijeov red, onda njeni Furijeovi koeficijenti teze ka nuli.

U matematickoj analizi Parsevalovam jednakost predstavlja osnovni re-
zultat o sumabilnosti Furijeovog reda funkcije, koju je postavio i dokazao
Parseval 1799. godine. Geometrijski, Parsevalova jednakost predstavlja Pi-
tagorinu teoremu u vektorskom prostoru L2

U razvoju pojma funkcije potrebno je spomenuti Ris-Fiserovu teoremu.
Prema njoj, Kosijev uslov konvergencije vazi i za slucaj konvergencija koja
se podrazumeva u prostoru kvadrat-integrabilnih funkcija. Ovu teoremu su
1907. godine nezavisno jedan od drugog dokazali madarski i nemacki mate-

maticari, Rif™i Fised™]

6Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), nemacki matematicar
"Paul duBoius-Reymond (1831-1889), nemacki matematicar

8Henri Léon Lebesgue (1875-1941), francuski matematicar

9Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918), nemacki matematicar
10Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), nemacki matematicar

"' Marc-Antoine Parseval (1755-1836), francuski matematicar

2Frigyes Riesz (1880-1956), madarski matematicar

B3Ernst Sigismund Fischer (1875-1954), nemacki matematicar



Godine 1900. Fejeﬁ je dosao do znacajnog otkri¢a u oblasti teorije Fu-
rijeovih redova. Dokazao je, da ako je 2m-periodi¢na, integrabilna funkcija
f(z) neprekidna na intervalu [a, b], onda aritmeticka sredina njenih parcijal-
nih suma Furijeovog reda uniformno konvergira ka funkciji f(z). Fejerova
teorema je postala polazna tacka u ¢itavom nizu istrazivanja u oblasti teorije
Furijeovih redova i uopste u teoriji redova ortogonalnih funkcija.

Godine 1926. Kolmogoroy”] je dokazao da postoji integrabilna funkcija
¢iji Furijeov red divergira skoro svuda.

Polaze¢i od konstrukeije neprekidnih funkcija u kojoj se skup divergencije
Furijeovog reda sastoji od beskonacno mnogo tacaka s tim, da je skup mere u
svim sluc¢ajevima jednak nuli, Luzinm je 1915. godine u doktorskoj diserta-
ciji formulisao svoju poznatu pretpostavku: u sluc¢aju neprekidnih funkcija,
trigonometrijski Furijeov red predstavlja funkciju sa izuzetkom skupa mere
nula. Posle istrazivanja mnogih matematicara, godine 1966. Karlesonﬂ je
dokazao Luzinovo tvrdenje. Iste godine, Kacnelson i Kahan su dokazali da
za proizvoljan skup mere nula postoji neprekidna funkcija ¢iji Furijeov red
na tom skupu divergira.

Furijeovi redovi imaju ogroman znacaj u oblasti obrade signala jer se
signal moze opisati sinusnim ili kosinusnim funkcijama koje su matematicki
i informaticki vrlo dobro obradive. Sa stanovista obrade signala, najveca
prednost je ta da je rezultujuéi signal nakon propustanja sinusnog odnosno
kosinusnog signala kroz jedan linearni sistem takode sinusni odnosno kosi-
nusni. Izlazni signal se ne razlikuje od ulaznog u frekvenciji, eventualno se
moze razlikovati u fazi i amplitudi. Pored obrade signala, Furijeovi redovi
su nasli siroku primenu u mnogim oblastima fizike, elektrotehnike, akustike
i optike.

MLip6t Fejér (1880-1959), madarski matematicar

15 Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987), ruski matematicar
16Nikolai Nikolaevich Luzin (1883-1950), ruski matematicar
1"Lennart Axel Edvard Carleson (1928), svedski matematicar
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2
Trigonometrijski redovi i
sistemi

U ovoj sekciji upoznac¢emo se sa definicijama i teoremama vezanim za tri-
gonometrijske redove i sisteme. Pomoc¢u njih mozemo doé¢i do razvijanja
funkcije u Furijeov red. Pre toga ¢emo se u slede¢em poglavlju podsetiti na
najvaznije definicije i teoreme funkcionalne analize, koji ¢e nas pratiti tokom
rada.

Osnovna literatura koju smo koristili je [1], [5], [9], [14] i [15].

2.1 Osnovni pojmovi prostora L>

Posmatrajmo po delovima neprekidne funkcije definisane na Hilbertovim[™|
prostorima L?([a, b], C), odnosno L?*([a,b], R). Navedeni prostori su skupovi
kompleksnih funkcija f : [a,b] — C, odnosno realnih funkcija f : [a,b] — R,
redom, koje su kvadrat-integrabilne na proizvoljnom intervalu [a, b, to jest:

b
/ |f(1)]?dt < oo.

Na tim prostorima mozemo definisati skalarni proizvod na sledeé¢i nacin:
b N
(f.9) = [, f(t)g(t)dt, gde su f,g € L*([a,b],C),

(f.9) = [, F(£)g(t)dt, gde su f,g € L*([a,b], R),

a norma, u oznaci || - ||, je sledeca:

8David Hilbert (1862-1943), nemacki matematicar
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£l = L2 1F @A = /2 £ F Bt < oo, gde e f € L*([a,B].C),

1£lla =/ [7 £ ()2t < o0, gde je f € L*(Ja, 0], R).

Primetimo da je na konacnom intervalu ogranicena funkcija kvadrat-
integrabilna. Ova klasa sadrzi neprekidne i po delovima neprekidne funkcije
na zatvorenom intervalu [a,b]. Na proizvoljnom, ne obavezno ogranicenom
intervalu, funkcije koje su ogranicene i integrabilne su ujedno i kvadrat-
integrabilne na tom intervalu.

Lema 2.1.1. (KoéSvarcov nejednakost) Akosu f,g € L?([a, D], R),
tada vazi:

[ 9l < 1£1l2 - llgll2

‘/abf(t)g(t)dt‘ < \//ab\f(t)|2dt. \//b 1g(8)[2dt.

Kosi-Svarcova nejednakost za redove sa realnim koeficijentima je specijalan
slucaj Helderove nejednakosti:

n n n
D laxbel <\ [ D lal - | > [bul?
k=1 k=1 k=1

to jest:

Lema 2.1.2. (Nejednakost trougla) Ako su f,g € L*([a, b, R), tada vazi:

1F + gllz < 1[f]]2 + llgl]2-

Dokaz. Dokazac¢emo primenom Kosi-Svarcove nejednakosti:

f+gllz=(f+9.f+9)
=, 1) +{f.9)+ (9. f) +{9:9)
<115+ 2(f, )] + llglf3
<|IF15+2-1£1l2 - llgll2 + llgll3
(I1f112 + lgll2)*.

9Baron Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), francuski matematicar
20Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), nemacki matematicar
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Sliéno se formulise Kosi-Svarcova nejednakost i nejednakost trougla u
prostoru L?([a, b],C).

Pojam ortogonalnosti u Hilbertovom prostoru L?([a,b],R) omogucava
nam da uvedemo pojam ortonormirane baze (potpun ortonormiran sistem)
tako da se svaki element iz L?([a,b],R) moze izraziti kao linearna kombina-
cija elemenata ortonormirane baze.

Definicija 2.1.1. Skup vektora S = {s; : i € I} u Hilbertovom prostoru
L*([a,b],R) je ortogonalan skup, ako vazi:

(Va, B € I)(a # = (Sa,53) = 0).
Skup S je normiran skup, ako vazi:
(Vo € I)||sal]2 = 1.

Za skup vektora S kazemo da je ortonormiran skup (ili ortonormiran sistem),
ako je S ortogonalan i normiran skup.

Skup S je potpun ortonormiran sistem, ako je maksimalan ortonormiran sis-
tem, to jest ako nije sadrzan ni u jednom girem (u skupovnom smislu) orto-
normiranom sistemu.

U nastavku imacemo vise poglavlja gde mozemo posebno posmatrati tri-
gonometrijske redove na intervalu 27, na proizvoljnom intervalu, kao i sinusne
i kosinusne redove.

2.2 Trigonometrijski redovi na intervalu 27

U ovoj sekciji ¢emo koristiti periodi¢nost, kao jednu vaznu osobinu funkcije.
Podsetimo se definicije:

Definicija 2.2.1. Za funkciju f : X — R kazemo da je periodi¢na sa
periodom 7', ako postoji pozitivna konstanta 7' tako da vazi:
ft+7T)=f(t), teR.

Osnovni period funkcije f je najmanji broj 7' > 0 za koji vazi prethodna
jednakost.
Specijalno, ako je posmatrana funkcija 2r-periodicna, onda vazi:

ft+2km)=f(t), teR, keZ.

10



U sledec¢a dva poglavlja bavi¢emo se sa trigonometrijskim redovima bazi-
ranim na trigonometrijskom sistemu funkcija koje su 27-periodicne. Za raz-
matranje takvog sistema uzecemo interval duzine 27, to jest interval oblika
la,a + 27],a € R. U nastavku, u vedini slucaja, uze¢emo da je a = —m ili
a = 0. Dokazacemo slede¢u lemu koja ¢e biti korisna u nastavku:

Lema 2.2.1. Neka je f 2m-periodicna funkcija i neka je a € R. Tada
vazi:
T+a s
/ F(#)dt = / £Vt
—7m+a -

Dokaz. Uvedimo smenu t = x — 27 i koriste¢i osobinu da je f 2m-periodi¢na
funkcija, dobijamo da je:

/_:ﬂ f(t)dt = /:M f(z —2m)dx = /W”a f(a)de.

U slucaju, kada je a > 0, na osnovu prethodne jednakosti imamo da je:

/m F(#)dt = /_ T [ pwar

—T+a T+a —T

™ iy - /_ T o

—T ™
T+

[ - / o F(t)dt

—Tr

T+a s
= t)dt t)dt
£(t) +/mf()

_ [ rwar.

Na slican nacin se dokazuje kada je a < 0. a

2.2.1 Kompleksni trigonometrijski redovi

Posmatrajmo sistem kompleksnih funkcija ¢ — e*** definisanih na intervalu
0, 27]:
Sl = {Gikt ke Z}

11



Teorema 2.2.1. Skup funkcija 57 je ortogonalan sistem u Hilbertovom pros-
toru L*([0, 27], C).

Dokaz. Neka su k i n razliciti celi brojevi. Tada vazi:
<€zkt’ emt> — / ezktemtdt — / ezkte—mtdt
0 0
T ity 1 TN
— e’L —n t — e’L —n
/0 i(k—n) ( ) 0
1

— i(k—n)2m —1) = O
i ) =0,

¢ime je dokazana teorema. O

Normu elemenata trigonometrijskog sistema S; ra¢unamo na sledec¢i nacin:

2T
€], = /(e?*, eikt) = //0 ikt gikt ]t
2 2T
_ / eikto—ikt Jt — / dt =/ 2m,
0 0

gde je k € Z.
Da bismo dobili ortonormiran sistem vektora, dovoljno je postié¢i da ele-
menti sistema S; budu normirani. Ocigledno, deljenjem svih elemenata iz

S1 sa V21, mozemo definisati novi sistem funkcija, koji je pre svega i potpun.

Teorema 2.2.2. Skup funkcija definisan sa:

Se = {\/g_ﬁeikt ke Z} (2.1)

¢ini potpun ortonormiran sistem u L?([0, 27], C).

Sledec¢a lema je potrebna za dalje izvodenje. Njen dokaz se moze naéi u
(1] i [14].

Lema 2.2.2. Neka je I indeksni skup i neka je S = {s; : i € I} ortonormiran
skup u Hilbertovom prostoru X. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

1. S je potpun ortonormiran sistem u prostoru X,

12



2. zaskorosve x € X vazi x = ),/ (7, 5;)8;,

3. za svaki element x € X vazi: (z,s;) =0, Vi€ [ = 2 =0.

Koriste¢i prethodnu lemu, za svaku funkciju f € L*(]0, 27|, C), dobijamo:

fe Z <f, \/12_7reikt> \/12_7Teikt’

kEZ

i time mozemo formulisati definiciju kompleksnog trigonometrijskog reda
funkcije f:

Definicija 2.2.2. Neka f € L*([0,2n],C). Kompleksni trigonometrijski
red Furijea funkcije f je red oblika:
f(t)N Z Ckeikt,
k=—00

pri ¢emu su ¢, k € Z, Furijeovi koeficijenti definisani sa:

1

1 L\ o —ikt
E<f>ﬁ€k>—% ; f(t)e "t

Cr —

Napomena 2.2.1. Oznaka ~ jednostavno pokazuje da funkciji f odgo-
vara njen Furijeov red. Medutim, kaze se da predstavlja razvoj funkcije f u
Furijeov red.

Sledec¢a lema govori o jedinstvenosti Furijeovih koeficijenata, a njen dokaz
vodi poreklo iz potpunosti skupa S¢, kao i na osnovu leme 2.2.2.

Lema 2.2.3. Neka je Sc skup funkcija definisan sa (2.1). Ako za neku
funkciju f € L?([0,2x],C) vazi da svi njeni Furijeovi koeficijenti ¢, k € Z,
definisani u definiciji 2.2.2., jednaki nuli, to jest ako je f ortogonalna na Sg,
tada f(t) =0, za sve t € [0, 27].

2.2.2 Realni trigonometrijski redovi

Posmatrajmo sada Hilbertov prostor L?([—7, 7], R) i definisimo skup funkcija
na intervalu [—m, 7] sa:

Sy ={1,coskt,sinkt : k € N}.

13



Teorema 2.2.3. Skup funkcija Ss je ortogonalan sistem u Hilbertovom pros-
toru L?([—n, 7], R).

Dokaz 1. Neka k € N. Koriste¢i Ojlerove formule:

eikt 4 g=ikt ", ikt _ =ikt
Sin =

k= T° £ -°
€08 2 %

dobijamo funkcije cos kt i sin kt izrazene kao linearne kombinacije funkcija
e* i et Vazi i obrnuto, to jest da funkcije e** i e~ mozemo prikazati
kao linearnu kombinaciju funkcija cos kt i sin kt. Koristeéi ¢injenicu da ako
je jedna funkcija ortogonalna na funkcije e’** i e=**, onda je ona ortogonalna
i na funkcije cos kt i sin kt, dobi¢emo da cos kt i sin kt su ortogonalne na bilo
koju funkciju e gde £n # k. Odavde sledi da su cos kt i sin kt ortogonalne
na bilo koji cosnt i sinnt, kao i na konstantnu funkciju 1. Pokaza¢emo jos

da su i funkcije cos kt i sin kt uzajamno ortogonalne.

ikt —ikt ikt —ikt
e +e et —e

kt,sin kt :< , >
(cos kt, sin kt) 5 5

<eikt7 eikty — <eikt7 e—ikt> (et gikty _ (omikt ikt

N 47

(27 —=0+0-2m) _0
a 4i o

O

Dokaz 2. Podsetimo se trigonometrijskih formula koje ¢e biti potrebne u
dokazu:

sin kt cosnt = —[sin(k + n)t + sin(k — n)t],
sin kt sin nt = =[cos(k — n)t — cos(k + n)t], (2.2)

cos kt cosnt =

DO = NI o =

[cos(k 4+ n)t 4 cos(k — n)t].
Racunamo skalarni proizvod po definiciji koji ima elemente iz sistema Ss:
(1,sin kt) = / sinktdt =0, k=0,1,2,...

—T
™

= 2m, k=0

—T
T

=0, k=1,2,..

—T

w t
(1,cos kt) = / cos ktdt = -
- sinkt
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Iz poslednje dve relacije mozemo zakljuciti da je konstantna funkcija 1 ortogo-
nalna na svaku od preostalih funkcija sistema S;. U daljem radu koristi¢emo
formule (2.2).

™

(sin kt, cosnt) = / sin kt cos ntdt

—Tr

1 [7 1 /"
= 5/ sin(k + n)tdt + 3 / sin(k —n)tdt =0

(cos kt, cosnt) = / cos kt cos ntdt

—Tr

1 [7 1 [7
= 5/ cos(k + n)tdt + 5/ cos(k — n)tdt
0, k#n,
=< 7w, k=n#0,
2, k=n =0,

(sin kt,sinnt) = / sin kt sin ntdt

—T

1 [ 1 [
= 5/ cos(k — n)tdt — 5 / cos(k + n)tdt
0, k+#n,
=< 7w k=n#0,
0, k=n=0.

Dakle, zakljucujemo da su svake dve razlicite funkcije iz trigonometrijskog
sistema Sy ortogonalne. O

Normu elemenata trigonometrijskog sistema Sy racunamo na sledeci nacin:

il =/ [ 1de=var

ikt —ikt ikt —ikt
Hcoskt|yzz\/<e ey

= 5\/<ezkt’ ezkt) + <ezkt’ e—zkt> + <€—zkt’ ezkt) + <€—zkt7 e—zkt)

1
25\/27T+0+0+27r:\/7_r

Slicno se dobija i ||sin kt||s = /7.
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Na slican nac¢in kao i u slucaju kompleksnih trigonometrijskih redova,
mozemo normirati svaki vektor skupa Sy, da bismo dobili ortonormiran sis-
tem vektora. U tom slucaju konstantnu funkciju 1 podelimo sa /2, dok
funkcije cos kt i sin kt sa /7.

Teorema 2.2.4. Skup funkcija definisan sa:

SR:{\/12_7T C(zjft Sljft ke N} (2.3)

¢ini potpun ortonormiran sistem u L*([—m, 7], R).

Koristedi lemu 2.2.2., dobijamo:

() ~ <f() 27T> 27T+2_:< cosk:t>cosl<:t i< smk:t>sin_\/;t

i time mozemo formulisati definiciju realnog trigonometrijskog reda funkcije

f.

Definicija 2.2.3. Neka f € L?*([—m,7],R). Realni trigonometrijski red
Furijea funkcije f je red oblika:

~ 70 + Z a, cos kt + by sin kt),
k=1
pri ¢emu su ag, ag i by, k € N, Furijeovi koeficijenti definisani sa:

1 T
m —T
1 T

ar = —/ f(t) cos ktdt,
m —T
1 [7 )

by = —/ f(t) sin ktdt.
m —T

Trigonometrijski red Furijea ¢e se skra¢eno zvati Furijeov red.
Sledec¢a lema govori o jedinstvenosti Furijeovih koeficijenata. Slicno kao

kod leme 2.2.3., i ovu lemu mozemo dokazati na osnovu potpunosti skupa Sg
ileme 2.2.2.
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Lema 2.2.4. Neka je Sg skup funkcija definisan u (2.3). Ako za neku
funkciju f € L*([—m, 7], R) vazi da svi njeni Furijeovi koeficijenti ag, ax, by,
k € N, definisani u definiciji 2.2.3., jednaki nuli, to jest ako je f ortogonalna
na Sg, onda je f(t) =0, za sve t € [—m, 7.

2.2.3 Veza izmedu kompleksnih i realnih trigonometrij-
skih redova

U ovom poglavlju posmatraé¢emo sta je veza izmedu kompleksnog i realnog
Furijeovog reda. Dokazactemo da se jedan oblik moze izvesti iz drugog, kao i
obrnuto.

Razdvojimo kompleksni red na pozitivne i negativne ¢lanove:

0o -1 o -~
ft) ~ E cpe’™ = E cre™ 4 co + g cpet = co + E (cre™ 4 c_pe ™)
k=1 k=1

k=—o00 k=—o00
(2.4)
Na osnovu Ojlerove formule:
€'’ = cos p + i sin ,
dobijamo:
1 [ , 1 [
o= o / F@e = o [ () cos(—kt) + isin(—k1)dt
[ f(t) cos ktdt — i L[ f(t)sin ktdt
%/ cos b B sin ,
! /7r f(t)e*at ! /7r f(t)(cos kt + isin kt)dt
C_p=— e = — cos isin
" or o 2 J_.
= L "ty cosktdt i [ f(t) sin ktat
=%/ cos o B sin ,
to jest c_j = ¢, pa sledi:
c_pe = Gretht = et ke N.
Koristeci prethodnu jednakost, iz (2.4) sledi:
f(t) ~ Z Ckeikt = Cp + Z(Ckeikt + Ckeikt) =cCo+ Z 2%(%6““),
k=—00 k=1 k=1

17



gde je:
2R(cpe™) = 20| (- / " () cos ktdt — i / 0 sin ktdt) (cos bt + i sin k)|
2 J_ . 2 J_,

= (% /_Tr f(z)cos kxdx) cos kt + <% /j f(z)sin kmdm) sin kt

= ay, cos kt + by sin kt.
Dalje,
Qo 1 g
=== t)dt
o= =5 [ 50
Prema tome, dobijamo:
f(t) ~ Z cpe™t = % + Z(ak cos kt + by, sin kt),
k=—o00 k=1

Sto predstavlja realni oblik Furijeovog reda funkcije f.

2.3 Trigonometrijski redovi na proizvoljnom
intervalu

U poglavlju 2.2 smo se upoznali sa funkcijama koje su 2m-periodicne. Sada
¢emo se baviti sa funkcijama sa proizvoljnim periodom 2.

2.3.1 Kompleksni trigonometrijski redovi

Neka su funkcije f i g 2w-periodi¢ne. Tada su funkcije:
F&y=r(%h i g(t) =g(%)
2l-periodicne i vazi:
L ! Tt Tt
[ dwaa= [ 1(5F)a(F)a

:ﬁlzﬂ@xam:§4%ﬂwmwm,
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LI

gde smo koristili smenu 7

x.

Primetimo, da ako pomnozimo elemente skupa Sc sa 22—7;, dobijamo niz
funkcija:
t— Leiklit
V21
definisan na intervalu [—[,{] na slede¢i nacin:
SEH = {ie’i ke Z}. (2.5)
V21

Analogno kao u prethodnom poglavlju mozemo formulisati slede¢u te-
oremu:

Teorema 2.3.1. Skup funkcija S([Cfl’l] definisan u (2.5) ¢ini potpun orto-
normiran sistem u L*([-1, 1], C).

Definicija 2.3.1. Neka f € L?*([-1,1],C). Kompleksni trigonometrijski
red Furijea funkcije f je red oblika:

> ikt
f(t) ~ Z ke b,

k=—o00

pri cemu su ¢, k € Z, Furijeovi koeficijenti definisani sa:

1 [
Crp = i/_lf(t)ekldt.

2.3.2 Realni trigonometrijski redovi

Sliéno kao i kod kompleksnih trigonometrijskih redova na intervalu [—[, 1],
pomnozimo elemente skupa Sg sa 4/ 22—7; da bismo dobili niz funkcija na inter-

valu [—/, ] definisan na slede¢i nacin:

1 kmt kmt

sl — s s el 2.6
A Y J (26)

19




Teorema 2.3.2. Skup funkcija S{l’l] definisan u (2.6) ¢ini potpun ortonor-
miran sistem u L*([—1, 1], R).
Definicija 2.3.2. Neka f € L*([—,[],R). Realni trigonometrijski red Furi-

jea funkcije f je red oblika:

> krt
—— + by sin — 2.7
+Z akcos + k SI ] )7 ( )

pri ¢emu su ag, ag i by, k € N, Furijeovi koeficijenti definisani sa:

/f

Napomenimo joé da se u primenama u fizici i tehnici uzima da je [ = ig,

gde je T period, a = T = w oznacava kruznu ucestanost. Tada prethodne

formule glase:

2 [
(o = T/ ¢ f(t)
2
2 [
ar = — f(t) cos kwtdt,
-z
T
2 [z
b = —/ f(t) sin kwtdt,
TJ-g

a Furijeov red (2.7) ima oblik:

~ EO + kz_; ay, cos kwt + by, sin kwt).

20



2.4 Kosinusni 1 sinusni redovi

Definicija 2.4.1. Kazemo da je Furijeov red funkcije f:

e kosinusni red, ako sadrzi samo kosinusne elemente, to jest ako je b, = 0,
za svako k € N;

e sinusni red, ako sadrzi samo sinusne elemente, to jest ako je ap = 0, za
svako k =0,1,2,...

Do sada nismo koristili osobinu trigonometrijskih funkcija da je cost
parna, a sint neparna funkcija. Ova osobina ¢e biti potrebna u daljem radu.

Teorema 2.4.1. Ako je funkcija f:

e parna (f(z) = f(—=x)), onda vazi:

/ ll f(t)dt =2 /0 i

e neparna (f(—x) = —f(x)), onda vazi:
/ "yt =0
-l

Teorema 2.4.2. Neka f € L*([-1,1],R).

1. Ako je f parna funkcija, onda je njen Furijeov red kosinusni red;

2. Ako je f neparna funkcija, onda je njen Furijeov red sinusni red.
Dokaz.

1. Neka je f parna funkcija. Tada je f(t) sin@ neparna kao proizvod

neparne i parne funkcije, pa na osnovu prethodne teoreme sledi:
1/t kt
by, = 7/ f(t)sinT”dt: 0, keN.
—1

2. Neka je f neparna funkcija. Tada je i f(t) cos @ takode neparna funk-

cija, pa na osnovu prethodne teoreme sledi:

1/ krt
ak—j/ f(t)cosTﬂdtzo, k=0,1,2,..
-1
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Posmatrajmo funkciju f(¢) koja je definisana na intervalu [0,[]. Ona se
moze na jedinstven nac¢in produziti na [—[, ] tako da se dobija parna funkcija.
Definisimo funkciju:

Nova funkcija f(t) je parna na intervalu [—,{]. Za nju moZemo primeniti
prethodnu teoremu, pa je Furijeov red po kosinusima funkcije f na intervalu
[0,] dat sa:

kmt
f(t) ~ % + aj, COS TW, (2.8)
k=1
gde je:
2 ! 2 [
0 0

Posmatranu funkciju f(¢) definisanu na intervalu [0, /] mozemo na jedins-
tven nac¢in produziti na [—[, ] tako da se dobije neparna funkcija. Definisimo

funkciju:
J =] f@), t € 10,1],
o= clod.

Nova funkcija f(t) je neparna na intervalu [—/,]. Za nju mozemo primeniti
prethodnu teoremu, pa je Furijeov red po sinusima funkcije f na intervalu
[0,] dat sa:

f(£) ~ ) bysin # (2.10)
k=1
gde je:
2 (! krt
by = 7/0 f£(¢)sin Tﬂdt, keN. (2.11)

Iz prethodnog razmatranja odmah sledi slede¢e tvrdenje:

Teorema 2.4.3. Skupovi funkcija:
Seos = {1,coskt : k € N} 1 S, = {sinkt : k € N}

¢ine ortogonalan sistem na intervalu [0, 7].
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3
Konvergencija
trigonometrijskih redova

U ovoj sekciji ispitacemo problem konvergencije trigonometrijskih redova Fu-
rijea, kao jedno od osnovnih pitanja u teoriji Furijeovih redova.

Koristili smo reference [1], [2], [3], [6], [7], [8] 1 [11].

Podsetimo se, ako f € L?([—m, 7|, R), onda je njen Furijeov red na inter-
valu [—m, 7] dat sa:

f(t) ~ % + Z(ak cos kt + by sin kt)
k=1
)

= — + lim Z(ak cos kt + by sin kt),

2 n—o0
k=1

ako prethodni limes postoji, pri ¢emu su ag, ay, by, kK € N, Furijeovi koefici-
jenti definisani u definiciji 2.2.3.

Kazemo da Furijeov red funkcije f konvergira ka funkciji f, ako prethodni
limes postoji, kada n — oo.

Za svako n € N, ozna¢imo sa:

Sn(t) = % + ) (agcoskt + by sinkt), (3.1)
k=1

Sto predstavlja n-tu parcijalnu sumu Furijeovog reda funkcije f.

Drugim rec¢ima, ispitivanje konvergencije Furijeovog reda funkcije f prak-
ticno se svodi na ispitivanje konvergencije niza .5,, ka funkciji f.

Preciznije, za trignometrijski red kazemo da je konvergentan tackasto,
uniformno, odnosno konvergira u normi prostora L2, ako njegov niz parcijal-
nih suma konvergira tackasto, uniformno, odnosno konvergentan je u normi
prostora L?, redom.
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3.1 Riman-Lebegova teorema

Neka je f € L?([—m, 7], R). Tada, koristeé¢i trigonometrijski sistem:
Sy = {1,coskt,sinkt : k € N},

dobijamo Beselovu’]| nejednakost za trigonometrijske redove:

T a 2 oo ‘
| ez () 1B+ Y (ad coskel -+ b sin ke )
- k=1

ap 2 - 2 2
<§> 27 + ;(ak + by ).

Dalje,
L payae > a—°2+i(a 24 b,?)
T ) . - 2 b i
k=1
Prema tome, vazi sledeca lema:

Lema 3.1.1. Suma kvadrata Furijeovog koeficijenata bilo koje funkcije koja
je kvadrat-integrabilna je uvek konvergentna.

Da bi se razmatrala konvergencija Furijeovog reda neke funkcije, neo-
phodno je da Furijeovi koeficijenti konvergiraju nuli, o ¢emu se govori u
sledecoj teoremi:

Teorema 3.1.1. (Riman-Lebegova teorema) Neka je f po delovima
neprekidna funkcija na intervalu [a, b]. Tada limg_,o, ax = 0 1 limyg_,o0 by = 0,

to jest:
b

b
lim / f(t) cos ktdt = klim f(t)sinktdt = 0.
a o0 a

k—00

Dokaz. Na osnovu Beselove nejednakosti i prethodne leme dobijamo da je

red: -

D (@® + b

k=1
konvergentan, pa odakle slede jednakosti limy_,o(ax? + bi?) = 0, to jest
limy oo ap = 01 limy_,o b = 0. O

2 Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846), nemacki matematicar, astronom
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3.2 Tackasta konvergencija

Pre nego sto predemo na dve osnovne teoreme ovog poglavlja, odredi¢emo
definiciju tackaste konvergencije, a potom naveséemo definiciju koja ¢e biti
potrebna u nastavku.

Definicija 3.2.1. Kazemo da niz funkcija {f,}°°, konvergira tackasto ka
funkciji f na intervalu [a, b], ako za svako t € [a,b] i za svako £ > 0 postoji
no(e,t) € N za svako n > ng(e, t) takav da je:

[fn(t) = ()] <e.
Drugim re¢ima, za svako ¢ € [a, b] vazi:
lim f,(t) = f(t).

n—00

Definicija 3.2.2. Funkcija f ima levi izvod u svakoj tacki t € [—m, 7,
ako postoji:

o) g TR S0

i ; , Vte (—m,

gde je f(t — 0) = limg_,o+ f(t — &) leva granicna vrednost funkcije f u tacki
t.

Funkcija f ima desni izvod u svakoj tacki ¢t € [—m, 7], ako postoji:

Pty — i SR = FE10)

Him . , Vte[-m,m),

gde je f(t+0) = limg_,o+ f(t +¢&) desna grani¢na vrednost funkcije f u tacki
t.

Sledeca teorema nam pokazuje kako konvergira Furijeov red po delovima
neprekidne funkcije ka datoj funkciji u tackama prekida.
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Teorema 3.2.1. (Dirihleova teorema) Neka je f(¢) po delovima ne-
prekidna, 27-periodi¢na funkcija i neka je ¢ neki prekid prve vrste@. Pret-
postavimo da u toj tacki postoje jednostrani izvodi. Tada trigonometrijski
red Furijea funkcije f konvergira ka:

ft+0)+ f(t-0)
: :

Specijalno, u tackama ¢t = 7 Furijeov red funkcije f konvergira ka:

f(r+0)+ f(x - 0)
: :

Dokaz. Za svako n € N, neka je S,(t) n-ta parcijalna suma Furijeovog reda
funkcije f definisana u (3.1). Dokazaéemo da:

Sp(t) — w, kada n — oo.

Koriste¢i formule ag, ay, by, (3.1) zapisujemo u obliku:
Sa(t) = i/ﬂ F(@)de
o
1< i 4 _ .
+— Z </ f(x) cos kxdx - cos kt + / f(z)sin kzdz - sin kt>
= - -7

1 g 1 n . .
= /7r f(z) [5 + ;(COS kx - cos kt + sin kx - sin kt)] dz.

Za smenu koristimo adicionu formulu:
cos(a — b) = cosacosb + sin asin b,
dobijamo:

Sa(t) = %/_: f(z) [% + icos k(x — t)] dr.

Posle uvodenja smene s = x — t, S, (t) postaje:

n

(1) = l/rt f(t+s) [% + 3" cosks]ds.

-t k=1

22Funkcija f ima prekid prve vrste u tacki ¢y, ako postoje graniéne vrednosti
limg_y¢y—0 f(t) 1 limy—yt,40 f(2), s tim da je barem jedan od njih razlicit od f(to).
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Sada, koristedi lemu 2.2.1., sledi:
S(t) = (t [ ks| ds.
(t) - f +8)|= + Z cos ks

Definicija 3.2.3. Dirihleovo jezgro reda n € N je definisano sa:

1 n
Du(t) =5 + > coskt, teR.
k=1

@\

/

/\/ WANLAY \&NM\//\/

Slika 1: Dirihleovo jezgro Dy (t), Da(t) i Ds(t)

Napomena 3.2.1. Znajudci da je:

ezt + e—zt

cost =
2 )

sledi:

1 < 1
§+Zcoskt=§+
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1 nlikt nl—ikt
—2+;2e +;2e

n —1
:%+;%eikt+ Z %eikt

k=—n
n

_]‘ 1ikt 10
_2+kz_n2€ 2°

Prema tome, kompleksni oblik Dirihleovog jezgra je:

k=—n

Za dalje izvodenje potrebna nam je sledeca lema.

Lema 3.2.1. Za svako n € N vazi:

1 1 sin(n+ )t
—+COSt+COS2t—|—...+COSTLt:—'(,—tQ), t #2km, keZ. (3.2)
2 2 sin 3

Dokaz. Neka je t € R\{2kn}, k € Z. Koristedi trigonometrijski identitet:
1
cosasinb = §[sin(a +b) —sin(a — b)],
sledi da za svako k € N i svako t € R vazi:
1 1 1 1
cos kt sin §t =5 [sin (k + §>t —sin (k — 5)4, k=12 ..n.

Mnozenjem leve strane jednakosti (3.2) sa sin %t i posle sredivanja dobijamo:

171
sin Etb + cost +cos2t + ... + Cosnt] =

~ L 1t+1[<' L. 1t>+<' Oy 3t>+
= 281I12 5 Sll’l2 Sll’l2 sm2 Sln2

+ ...+ (sin (n + %)t — sin (n — %)tﬂ
= %sin [(n+%)t}, teR.

Posle deljenja obe strane jednakosti sa sin %t, dobijamo trazeno. O
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Dakle, na osnovu prethodne leme imamo:

D,(t) = L w, t € R\{2k7}, neN. (3.3)

T
2 sin 3

Tacke t = 2k, k € Z, u kojima je imenilac jednak nuli, su tacke otklonjivoﬁ
prekida.

Napomena 3.2.2. Dirihleovo jezgro je neprekidna, parna i 2m-periodi¢na
funkcija, Sto sledi iz same definicije 3.2.3. Takode vazi:

1

Lema 3.2.2. Za Dirihleovo jezgro reda n € N vazi:

= [ D.(t)dt=1.

Dokaz. Kako je Dirihleovo jezgro parna funkcija, to je:

< o= [ oo

pa odavde sledi:

%/WDn(t)dt:l< 77FD dt+/ Dy(t)dt)

—Tr

ZFunkcija f ima otklonjiv prekid u tacki ¢y, ako postoje grani¢ne vrednosti

limy 40 f(t) 1 limsyz,40 f(2), takve da je limy_yzy—o f(¢) = limy—yt,4+0 f(t) = a, pri Gemu
ili f(to) nije definisana ili f(tg) # a.
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_2[1 . 1 . k‘tﬂ—]
T 27r ksm 0
k=1

2711
== o]:1
W[Zﬂ—i_

Nastavljamo sa dokazom Dirihleove teoreme.
Dokazac¢emo da je:
1 [" t+0 t—0
5u0) =+ [ e+ 9D, (s - EXOHICZ0)
T

—Tr

kada n — oco. Podelimo prethodnu grani¢nu jednac¢inu na dva dela, to jest
ona ¢e biti ekvivalentna sa slede¢im jednacinama:

%/wa@ 4§Dy (s)ds — f(t; 0

%/_0 F(t+ 5)Do(s)ds — f“; 0

Sredivanjem prethodne dve jednacine, dobijamo:

™

1 /Oﬂ(f(t b 5)— F(t+0))Dy(s)ds — 0.

1/ (F(t+5) — F(t— 0))Dy(s)ds — 0,

™

—Tr

Sto ¢emo dokazati u nastavku.
Koristedi (3.3), zelimo da dokazemo:

l/ow(f(t+5>_f<t+0)>sjn[(n%—%)s}ds—)(), (3.4)

T 2sin(3)
PR e (e g o

Dokazacemo da vazi (3.4). Da bismo koristili Riman-Lebegovu teoremu,

potreban je uslov da funkcija %{};w) bude po delovima neprekidna.
2

Oznac¢imo je sa:

ft+s)— f{t+0)

g(s) = 25in(2) , s€(0,m].
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Kako je f po delovima neprekidna funkcija, sledi da je i g po delovima
neprekidna funkcija na intervalu (0, 7]. Pokaza¢emo da postoji lim, o+ g(s) :

lim g(s) = lim flt+s) = f{t+0) i

s—0+ s—0F s sin £
desni izvod u t ..
tezi ka 1

Zmajuci da funkcija f ima odgovarajuc¢e jednostrane izvode na intervalu
[—7, 7], sledi da lim,_,o+ w postoji, pa je g po delovima neprekidna
funkcija na celom intervalu [0, 7], dakle, za nju mozemo primeniti Riman-
Lebegovu teoremu.

Analogno se dokazuje da je funkcija g(s), definisana sa g(s) = ftde)=/(t=0)

2sin(3) ’
s € [—m, 0] po delovima neprekidna, i takode posle primene Riman-Lebegove
teoreme sledi tvrdenje. a

Prethodnu Dirihleovu teoremu zovemo i teoremom o konvergenciji Furi-
jeovog reda u tacki prekida.

Sledec¢a teorema takode potice od Dirihlea koja govori o konvergenciji u
tacki neprekidnosti. Ona - u suprotnosti sa prethodnom teoremom - zahteva
i neprekidnost funkcije pored periodi¢nosti.

Teorema 3.2.2. (Dirihleova teorema) Neka je f(t) neprekidna, 27-
periodi¢na funkcija. Tada u svakoj tacki t, gde postoji izvod od f, Furijeov
red funkcije f konvergira tackasto ka funkciji f.

Dokaz. Slicno kao prethodni Dirihleov dokaz, samo u ovom sluc¢aju dovoljno
je dokazati da S, (t) — f(t), kada n — oo. O

Postavlja se pitanje, da ako o funkciji znamo samo da je neprekidna u
tacki ¢, da li njen Furijeov red konvergira u toj tacki? Odgovor na pitanje je
dao Diboa-Rejmond 1873. godine.

Teorema 3.2.3. (Diboa-Rejmondova teorema) Postoji neprekidna, 27-

periodi¢na funkcija f(t) ¢iji Furijeov red divergira u tacki ¢ = 0. Drugim
recima, lim,,_, S,(0) ne postoji.
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3.3 Uniformna konvergencija

Definicija 3.3.1. Kazemo da niz funkcija { f,}>2, konvergira uniformno ka
funkciji f na intervalu [a, b], ako za svako € > 0 postoji ng(¢) € N takav da
vazi:

[fn(t) = f(B)] < e

za svako n > ng(e) i za svako t € [a, b].

Definicija 3.3.2. Kazemo da Furijeov red funkcije f konvergira uniformno
ka funkciji f, ako za njenu n-tu parcijalnu sumu reda vazi:

Su(t) = f(t)

uniformno, kada n — oo.

Iz definicije tackaste i uniformne konvergencije mozemo primetiti da izme-
du te dve konvergencije postoji znacajna razlika. Kod uniformne konvergen-
cije broj ngy zavisi samo od ¢, dok je u slucaju tackaste konvergencije ng zavisi
i od tacke t i od broja €.

Uniformna konvergencija ne dozvoljava da se niz funkcija f,, u bilo kojoj
tacki u velikoj meri razlikuje od priblizavane funkcije f, dok se u definiciji
tackaste konvergencije isto ne isklju¢uje. Odakle sledi da ako niz funkcija
frn uniformno konvergira ka funkciji f, onda on konvergira i tackasto ka toj
funkciji, to jest uniformna konvergencija je strozija od tackaste konvergen-
cije. Obrnuto ne mora da vazi, §to pokazuje niz f,(t) = t",n € N (Slika 2).
U slucaju t € [0,1), niz tackasto konvergira ka nuli, za sto vece n, dok je u

1o}

02 04 0.6 [ 10

Slika 2: Funkcija f,(t) =t", zan = 1, 2, 5, 100
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blizini t = 1, konvergencija sve sporija. S druge strane, ova konvergencija
nije uniformna na intervalu [0, 1], §to pokazujemo na slede¢i nacin: za svako
n € N se moze izabrati tacka t, € [0, 1], tako da je f,(t,) = 3. Tadazae =1
i za svako n € N vazi | f,(t,) — f(t,)| > €, pa konvergencija nije uniformna.
Mozemo jos napomenuti, da niz neprekidnih funkcija ne moze da konvergira
uniformno na nekom intervalu ka funkciji koja ima prekid u nekoj tacki tog

intervala.

Lema 3.3.1. Ako su redovi Y -, |ax| 1 > e |bx| konvergentni, tada Fu-
rijeov red funkcije f uniformno i apsolutno konvergira ka funkciji f, pri ¢emu
su ag, bg, k € N, Furijeovi koeficijenti funkcije f.

Dokaz. Neka je:

3

Qo

Sn(t) = 5+ (ay, cos kt + by sin kt),n € N.
k=1
Tada je:
ft) = Su(t) = % + ;(ak cos kt + by sin kt) — [% + ;(ak cos kt + by, sin kt)
= Z (ay, cos kt + by sin kt)
k=n+1

Sada, kako vazi nejednakost:
|ag cos kt + by sin kt| < |ay cos kt| + |bg sin kt| < |ax| + |bx/,

dobijamo slede¢u uniformnu ocenu:

o0

[F() = Su@®] < > (lax] + [bx]), (3-5)

k=n+1

koja vazi za sve t € R. Kako po pretpostavci red > 7~ | (|ag|+ |bg|) konvergira,
za dato € > 0 postoji ng € N takav da zan > ng vazi 3" (Jax|+[bx]) < €.
Prema tome, (3.5) postaje:

[f() = Su(t)] <

za sve n > ng i za sve t € R. Primetimo, da broj n ne zavisi od promenjive
t, samo od brzine konvergencije reda » ,—, (|ax| + |by|), dakle, konvergencija
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reda S,(t) jeste uniformna. O

O nizu parcijalnih suma .5,, znamo da je kona¢na suma neprekidnih funk-
cija, pa prema tome je i sama funkcija S, neprekidna za svako n € N. Takode
znamo da je 2m-periodi¢na, pa vazi S,(—m) = S, (), za svako n € N.

Takode, ako neku funkciju f € L*([—7, 7], R) Zelimo periodi¢no produziti
na R, onda mora da vazi uslov f(—m) = f().
Teorema 3.3.1. (O uniformnoj konvergenciji) Neka je funkcija f ne-
prekidna na intervalu [—m, 7|, pri ¢emu vazi f(—m) = f(7) i neka je [’ po
delovima neprekidna funkcija na [—m,w]. Tada Furijeov red funkcije f uni-

formno konvergira ka f na [—m, 7).

Dokaz. Neka su:

~ ED +; ay cos kt + by, sin kt)

() ~ % + Z(ak cos kt + By sin kt).
k=1

Odredimo najpre vezu izmedu Furijeovih koeficijenata funkcija f i f’.

[ rwa= ol

Za k > 1, koristeci parcijalnu integraciju, dobijamo:

/ 1'(t) cos ktdt

= [r

/ f(t) sin ktdt

:kbk7

s m

/ F(t) - k - sin k:tdt]
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1 s
Bro=— [ f(t)sinktdt
1 ) ™
= ;[f(t) sinkt|
k: T
=—— f(t) cos ktdt
™ —T

_ [ f(t) - k- cos ktdt]

T

= —k-ak.

Dakle, ag = 0, ap, = kb i B = —kay, k € N. Koriste¢i prethodno dobijene
veze, na osnovu nejednakosti Kosi-Svarca, sledi:

S VP TP = S| | = S VP TP
k=1 k=1 k=1

oo 1 (o]
< Z@ Z(|Oék|2+ |8k ?)-
k=1 k=1

Koristeci lemu 3.1.1., zaklju¢ujemo da je red /Y-, (o |?> + |8k |?) konvergen-
tan, i znajucidaje > °p° | & = T, slediikonvergencijareda > 3" | v/]ax|? + [bi]?.

Nejednakosti:
|a| < V/larl* + |be[?,
10k] < V/ax]? + |be[?

impliciraju da su i redovi Y, |ag| 1 Y oo, |bx| konvergentni. Kona¢no, na
osnovu prethodne leme sledi da Furijeov red funkcije f uniformno konvergira
ka istoj funkciji, Sto je i trebalo dokazati. O

3.4 Fejerova teorema

Fejer je dokazao teoremu o konvergenciji neprekidnih funkcija. Njegova ideja
je zasnovana na tome da umesto parcijalne sume Furijeovog reda funkcije
koristimo njegove aritmeticke sredine, $to definiSemo na slede¢i nacin:

Definicija 3.4.1. Fejerova (Cezarova) suma reda n € N se definise na

sledeéi nacin:
1
L) = Sk(t),
onlt) = g 2
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gde je S, (t) n-ta parcijalna suma Furijeovog reda funkcije f u kompleksnom
obliku:

n

Sn(t) = Z cre®,

k=—n

Kazemo da je red:

a = :
50 + Z(ak cos kt + by, sin kt)

Cezaro sabirljiv ka o(t), ako vazi:

on(t) = o(t), kada n — oo.

Definicija 3.4.2. Fejerovo jezgro reda n € N se definiSe na sledeci nacin:

Fi(6) = —— 37 Dult),

k=0

gde je D, (t) kompleksni oblik Dirihleovog jezgra:

Lema 3.4.1. Neka je f : [—m, 7] — C neprekidna funkcija. Tada vazi:

/ft—:r (x)d

Dokaz. U dokazu Dirihleove teoreme koristili smo n-tu parcijalnu sumu
oblika:

Su(t) = 71T ' ft+z)D, / f(t —x)D,(z)dz (3.6)

dok druga jednakost sledi iz parnosti Dirihleovog jezgra i na osnovu 27-
periodicnosti funkcije f.

Pomoéu (3.6), n-tu Fejerovu sumu Furijevog reda funkcije f izrazavamo na
slede¢i nacin:

n+1 —
1 711 [T
- [; f(t = 2)Dy(x)dz |
k=0 -
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Slika 3: Fejerovo jezgro Fi(t), Fy(t) i F5(t)

Lema 3.4.2. Osobine Fejerovog jezgra reda n su sledece:

1 sinw 2
(1) Fn(t):{ 2(47_1;‘1)( sin & )’ t#o,

nT’ tZO

(2) Integral Fejerovog jezgra jednak 1, to jest

(3) Fejerovo jezgro F,, je neprekidna, nenegativna i parna funkcija.

(4) Za proizvoljno § > 0 i za svako ¢ takvo da je § < |t| < 7 vazi:
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f5<‘t|<7r F,(t)dt — 0 uniformno, kada n — oc.

Dokaz.

(1) Koristeéi formulu za Dirihleovo jezgro:

Du(t) = 1 sin[(n + %)t]7

1
2 sin 3

iz definicije Fejerovog jezgra dobijamo:

!
NE
S

(n+ 1)F,(¢)

¥
I
o
3
wn
—
=
—
o
D=
N—
it

DN | —
T 1
=S

w0

—

=

B[+

N —
)
<
B

= N~ NI~ N~ N N —

g &

< Sl B|= B

=

no

—

DN |+

SN—

S{—icos[(n+ 1)t] +sin[(n + 1)t] + i}

\V]
[\
»m
=
=

in*(5)

11— cos[(n+1)t]

T2 2 sin”(%)
(nJrl)t]
2

 1sin?|

2 sin”(%)
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Kako je D, (0) = n + 3, sledi:

“ 1

LY (-+3)
n+1Z d n+1; *3
1 ((n—|—1)+n+1>_n+1
Cn+41 2 2 ) 2 7

(2) Koristedi definiciju Fejerovog jezgra i lemu 3.2.2., dobijamo:

JRCRs {z}

dt

n

1
n+1(n+ )

=1.

(3) Osobine neprekidnosti i nenegativnosti o¢igledno slede iz (1) ove leme.
Kako iz definicije 3.4.2., Fejerovo jezgro zavisi od Dirihleovog jezgra, i
znajudi da je Dg(t) parna funkcija, odmah sledi parnost funkcije F,, ().

(4) Neka je 6 > 0 fiksirano. Za proizvoljno § < |¢| < 7 imamo da - (z) <
2
m Tada vazi:
(n+1)
1 sin® (~—%*
og/ Fn(t)dt:—/ —,(2 2 )dt
s<lt<m 2(n+1) Js<py<n  sin?(%)
1 / 1
< —0— ————dt
2(n +1) Js<p<n sin(%)
! ™90 — 0 —
= . , N — 0.
2(n+1) sin®*(2)
Time je dokaz zavrsen. a

Sad smo u moguénosti da formuliSemo i dokazimo najvazniju teoremu
ovog poglavlja.
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Teorema 3.4.1. (Fejerova teorema) Neka je f : [—m, 7] — C nepre-
kidna funkcija, pri ¢emu vazi f(—n) = f(7). Tada niz Fejerovih suma o,
uniformno konvergira ka funkciji f na intervalu [—m, 7].

Dokaz. Koristeéi lemu 3.4.1. kao i osobinu da je integral Fejerovog jezgra
jednak 1, sledi:

|0 (t) — f(t)] = %/_Z ft = z)Fy(2)dx — f(ﬂ\
|2 [ e an@is - [ poF@]
~ |2 [ R@t-0 - e

™

<+ [ B@Ife-2) - sl

—Tr

Kako je f neprekidna funkcija na intervalu [—, 7], to je i uniformno nepre-
kidna, to jest za dato € > 0 postoji 6 > 0 takvo da iz |x — y| < ¢ sledi

[f(x) = fy)l < 5.
Rastavimo prethodni integral na dva integrala u okolini ¢ i izvan nje, pa
dobijamo:

) =101 (3 | R@Ifte =)~ s0lir)

(e

N (l /5<x|<w Fu(@)|f(t =) = f(®)lde) =T+ 11,

™

Zbog uniformne neprekidnosti funkcije f imamo:

1 1 [
1= —/ F.(z) - S d < —/ F.(z) - S da = E,
MR 2 2 2

s T

to jest integral I je ogranicen odozgo.
Iz neprekidnosti i periodi¢nosti funkcije f sledi i ogranicenost te funkcije,
pa postoji M > 0 takvo da |f(t)|] < M za svako t € R. Uzmimo M =

SUP_r<t<r |f(t)|7 pa sledi:

1 2M
7 = —/ F.(x)-2Mdx = — F,(x)dx,
o<|z|<m

™ T Jo<|z|<n
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to jest i integral /1 je ogranicen odozgo. Koristeéi lemu 3.4.2. pod (4) sledi
da postoji ng € N takvo da za svako n > ngy vazi f6<\x|<7r Fo(x)dx < T
Konacno, za svako n > ng, -

+2M e-m €
T 4AM 2

¢ime je teorema dokazana. a

)

|on(t) = F(1)] <

DO | ™

3.5 Konvergencija u normi prostora L’

U prethodnom poglavlju videli smo kako tezi ka funkciji njen Furijeov red u
zavisnosti od neprekidnosti. Postavlja se pitanje, Sta se desava ako Furijeov
red funkcije ne konvergira po tackama ili uniformno? U tim slucajevima on
jos uvek moze konvergirati u nesto slabijem smislu, kao sto je konvergencija
u normi prostora L2

Definicija 3.5.1. Kazemo da niz funkcija {f,}22, konvergira ka funkciji
f u normi prostora L*([a,b],C) (L*([a,b],R)), ako vazi:

lim ||f, — fll2=0.
n—oo
Drugim rec¢ima, za svako € > 0 postoji ng € Z takav da za svako n > ng vazi:

1o = fll2 <&

Teorema 3.5.1. Ako niz funkcija {f,}5°; uniformno konvergira ka funkciji
f na intervalu [a, b], tada {f,}°%, tezi ka f i u normi prostora L.

U opstem slucaju, tackasto konvergentan niz ne mora da konvergira u
normi prostora L?. Ali ako pored tackaste konvergencije niza f, ka funkciji
f vazi da postoji M > 0 takav da |f,| < M, onda je zadovoljena i konver-
gencija u normi L2

Definicija 3.5.2. Kazemo da Furijeov red funkcije f konvergira ka f u
normi prostora L*([—m, x|, C) (L*([-7,n],R)), ako vazi:

™

Tim [[£(t) = Su(®)l; = lim [ [f(t) = Sa(t)[*dt = 0,

n—oo |
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pri ¢emu je S, (1) n-ta parcijalna suma Furijeovog reda funkcije f u komplek-
snom (realnom) obliku.

Lema 3.5.1. Neka je f € L%*([a,b],R) i neka je S = {1,coskt,sinkt :
1 < k < n} potprostor prostora L*([a,b],R). Tada je niz parcijalnih suma
Furijeovog reda funkcije f, S,(t) najblizi funkciji f u normi L?, to jest vazi:

1f = Sallz = minges||f = gll2-

Ideju dokaza mozemo naéi u [8]. O

Sledec¢e teoreme pokazuju nam glavni rezultat ovog poglavlja, koji ¢emo
navesti prvo u kompleksnom, a zatim i u realnom obliku.

Teorema 3.5.2. Neka je f € L*([—m,7],C) i neka su ¢; Furijeovi koefi-
cijenti funkcije f. Tada n-ta parcijalna suma Furijeovog reda funkcije f:

Sp(t) = Z cpert

k=—n

konvergira ka funkciji f u normi prostora L*([—m,n],C), kada n — oco.

Teorema 3.5.3. Neka je f € L*([—m,7],R) i neka su a;, i b, Furijeovi
koeficijenti funkcije f. Tada n-ta parcijalna suma Furijeovog reda funkcije

f:

Sn(t) = % + Z(ak cos kt + by sin kt)
k=1

konvergira ka funkciji f u normi prostora L?([—, 7], R), kada n — oo.

Ideja dokaza teoreme 3.5.2. i teoreme 3.5.3. Dokaz se sastoji iz dva os-
novna koraka. U prvom koraku treba dokazati da se svaka funkcija f €
L*([-m,n],R) (f € L*([-m,],C)) moZe dobro aproksimirati glatkom 27-
periodicnom funkcijom g. U drugom koraku treba uniformno aproksimirati

funkciju g sa Furijeovim redom. Odavde sledi konvergencija u normi prostora
L2 O

Vazna posledica prethodne dve teoreme jeste Parsevalova jednakost, koju
¢emo takode posmatrati i u kompleksnom i u realnom obliku.
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Teorema 3.5.4. (Parsevalova jednakost) Neka je f € L*([—m, 7], C).

Tada vazi:
1 s 17 9
7= 5 / RS EJC’“'
Stavise, ako su f,g € L*([—7 , tada vazi:
/ f Z de_k~
k=—o0

Dokaz. Dokaza¢emo (3.8). Neka su:

n

Sn(t) _ Z cr 6zkt Z dezlt

k=—n l=—n

(3.7)

n-te parcijalne sume Furijeovih redova funkcija f i g, redom. Na osnovu
teoreme 3.5.2., redovi S, i R, konvergiraju ka funkcijama f i g, redom u
prostoru L?([—, 7], C). Racunamo skalarni proizvod tih parcijalnih suma:

(Sn, Ry) < Z ettt Z de’”>

k=—n l=—n

U poglavlju 2.2.1 smo veé videli da je skup funkcija S¢ = {\/%e”“ keZ}

ortonormiran, pa prethodna jednacina postaje:

n

<SmRn> _ Z de_k<ez‘kt7ez‘kt>

k=—n
n
=27 E dek-
k=—n

Treba jos pokazati da vazi:

<STL7 Rn) % <f7g>7n _) Q.

Koristeé¢i nejednakosti trougla i Kogi-Svarcove nejednakosti, dobijamo:

[(f9) = (Sn, Bu)| = [({f5.9) = {f; Bn)) + ({f, Bn) = (S, Bn))|
<[{f;9) = {f; Ba)| + |{f, Bn) = (S, Bin)]
= [{f,9 = Ba)| + [(f = Sn, Bn)|
< |Ifll2 - 1lg = Rallz + [1f = Sallz - || Ral]2.

Tada na osnovu teoreme 3.5.2. sledi da su:
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1f = Snll2 = 01 [lg — Rull2 =0,

pa vazi (3.9). O

Napomena 3.5.1. Relacija (3.7) trivijalno sledi iz prethodnog dokaza, ako
stavimo f = g.

Teorema 3.5.5. (Parsevalova jednakost) Neka je f € L*([—7, 7], R).
Tada vazi:

2 0 T
a
WSt end == [ P
k=1 -
Dokaz. Dokazujemo na slican nacin kao i prethodnu teoremu. O

Prethodne Parsevalove jednakosti vaze za 2m-periodicne funkcije. Na-
ravno, te jednakosti postoje i za funkcije sa proizvoljnim periodom.

Posledica 3.5.1. Neka je f € L*([—[,(],C). Tada vazi:

1 2 1 : 2 _ - 2
oI = 5= [ 10Rd = 3 fal

k=—oc0

Posledica 3.5.2. Neka je f € L*([-1,1],R). Tada vazi:

2 .~ l
o 2 2y _ 1 2
(T +bk)_7/_lf(t)dt.

k=1
Na kraju ovog poglavlja naveséemo Ris-FiSerovu teoremu, takode i u kom-
pleksnom i u realnom prostoru.

Teorema 3.5.6. (Ris-FiSerova teorema) Za proizvoljne konstante ¢, €
C, k € Z, za koje vazi:
Z |ek]? < oo,

k=—o00

postoji funkcija f € L*([—m,x],C) takva da su ¢y, k € Z, njeni Furijeovi
koeficijenti.
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Teorema 3.5.7. (Ris-FiSerova teorema) Za proizvoljne konstante ag, ax, by, €
R,k € N, za koje vazi:

—I— (lk —|— bk OO,

Mg

L
2
k=1

postoji funkcija f € L*([—n, 7], R) takva da su ag, ag, by, k € N, njeni Furije-
ovi koeficijenti.

Takode, i Ris-Fiserova teorema vazi i u prostorima L?([—[,1],C) i L*([-1, 1], R).
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4
Primeri Furijeovih redova

U ovoj sekciji prikazujemo neke primere u kojima razlicite funkcije razvijamo
u Furijeov red. U reSavanju tih primera koristimo formule koje su izvedene u
glavi 2, a zakljucci su formulisani na osnovu glavne teoreme o konvergenciji
Furijeovih redova.

Koristili smo reference [4] i [7].

Primer 4.1. Neka je data funkcija:
_f a, te(-m0],
1) = { b te (0,7,
gde su a,b € R. Odredimo Furijeov red funkcije f.

Resenje. Grafik funkcije f je dat na sledecoj slici:

Iit)

e

Slika 4: Funkcija f(t)

46



Furijeove koeficijente polazne funkcije racunamo pomocu formula odredenih

u definiciji 2.2.3.:
1[0 1 [
ag = — adt + — bdt = a + 0,
™ T Jo

—T

1 [° 1 [
a = — acos ktdt + — b cos ktdt
0

T ) . T
1 in kt |0 1 in kt|=
:_.a.sm 1 . sin ‘ _0. kel
T [ I k o

I I
b, = — asin ktdt + — bsin ktdt
0

) . T
1 coskt\ |0 1 cos kt\ |™
_%'a'<_ 2 >_w+%'b'<_ k )0
_ %A ey b b

km k‘7r( >+k:7r k"ﬂ'( )

b—a pa—Db

Prema tome, Furijeov red funkcije f, na osnovu definicije 2.2.3., je sledeéi:

Fiy~ 2y i [b — (-1 b] sin kt

2 km T
k=1

_ “;b+b;ai[—l_§€_l)k}sinkt

_a+b+b—a[2sint+281n3t+2sin5t+ }
2 ™ 1 3 5
Ca+b  2(b—a) = sin(2k — 1)t
- T Z 2k — 1

k=1

Posmatrajmo sada n-tu parcijalnu sumu dobijenog reda:

_a+b  2(b—a)~sin(2k — 1)t
_ ) ,

Salt) 2 2k -1

k=1
Za razlicite vrednosti n, dobijamo sledece grafike:
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L L L L L - L
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Slika 5: Funkcija S (t Slika 6: Funkcija Ss(¢)

L L . . L L L L L L L ) L
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

- &

Slika 7: Funkcija Syo(t) Slika 8: Funkcija Syoo(%)

AN oL
XN

J , ’, 0.5 1.0 15 2.0 25 \ EO\

Slika 9: Funkcije f(t), Sa(t), Ss(t) i S10(t) na intervalu [0, 7]

Slika 9 omogucava bolji graficki prikaz, gde je na jednom grafiku uve¢ano
nacrtana data funkcija i n-te parcijalne sume njenog Furijeovog reda za n =
2,3,10. Odavde je jos ociglednija konvergencija Furijeovog reda za povecanje
broja n.
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Primetimo da funkcija f(¢) nije periodiéna. Njeno periodi¢no produzenje
sa osnovnim periodom 27 oznacimo sa f(t). Na osnovu Dirihleove teoreme,
Furijeov red:

a+b 2(b—a)
+
2 T

sin(2k — 1)t
2k —1

WE

k=1

konvergira ka vrednosti f () u tackama gde je f neprekidna, dok je u tackama
prekida funkcije f, to jest u tackama t = km,k € Z, on konvergira ka arit-
metickoj sredini levog i desnog limesa funkcije f u tacki t. a

Primer 4.2. Neka je data funkcija:

1
—J =2
f(t) = { Ut te (0.
Odredimo Furijeov red funkcije f.

Resenje. Grafik funkcije f je dat na sledecoj slici:

At

Slika 10: Funkcija f(t)

Primetimo da je data funkcija parna, pa odatle sledi da je by = 0, k € N. Za
izracunavanje ostalih Furijeovih koeficijenata koristimo formule (2.9):

2 (01 ) 2 (t+m)3p0 2
“0—;/ lmdl =] =3

—T
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Kod izracunavanja koeficijenta a; dva puta koristimo parcijalne integracije,
prvo:

= (t+7)* = duy = 2(t + 7)dt,
sin kt

dvy = cos ktdt = v, = o

a zatim:

Uy =t + 1 = duy = dt,
cos kt
o

dvy = sin ktdt = vy = —

Prema tome:

|[\-) >]|l\3

2. sin kt

2 0
e E/ (t + ) sin ktdt]

0 O cos kt
ﬁ}
ﬂ+/i i

™

3

1

/ — t—|—7r cos ktdt
2

4

cos kt
:_E_[_@+”> k

]

73
B 4 [ n sin kt
= T 2

k2m2

Tada Furijeov red funkcije f, prema (2.8), dat je sa:
1 4 SXNcoskt

1 7 4
DS k] = L e
1) 3 + ; k272 o8 3 + 2 p k2 (4.1)

dok je njegova n-ta parcijalna suma:

1 n 4 N cos kt
3 w2 k2
k=1

Sn(t) =

Za razlicite vrednosti n, dobijamo sledece grafike:
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Slika 13: Funkcija Syoo(t)

I I I I I .
0.5 10 15 20 25 30

Slika 14: Funkcije f(t), Sa(t) i S5(t) na intervalu [0, 7]
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Posle posmatranja grafika parcijalnih suma Furijeovog reda funkcije f,
takode mozemo zakljuciti da za Sto vec¢e vrednosti n, grafik funkcije 5,, jos
vige ”1i¢i” na datu funkciju, to jest da je S, (t) — f(t), kada n — oo. Aprok-
simacija Furijeovog reda funkcije f(t) bolje se vidi na slici 14.

Funkcija f(t) nije periodi¢na, ali mozemo odrediti njeno periodi¢no produ-
Zenje sa osnovnim periodom 2. Ta nova funkcija f (t) je neprekidna za svako
t € R i funkcija f’(t) ima prekid prve vrste u tackama t = 2k, k € Z, pa na
osnovu Dirihleove teoreme, red (4.1) tackasto konvergira ka f(t),t € R. Ova
konvergencija je i uniformna na [—m, 7] po teoremi 3.3.1. O

Primer 4.3. Razvijmo u kosinusni red funkciju, definisanu sa:

cosZt, t €0, 4],
f(t):{o, te (L1

e}

!
)
N/

N |~

Resenje. Grafik funkcije f je dat sa:

ft)

o] =

Slika 15: Funkcija f(t)

Primetimo da data funkcija ima parno produzenje na intervalu [—, 0] sto je
prikazano na sledecoj slici:
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fiz)

[T

Slika 16: Parno produZenje funkcije f(t) na [—L,]

odom 2I:

a zatim funkciju mozemo produziti na celu brojevnu osu sa osnovnim peri-

1
5 3 ] ! 0 3 5
-5! -3t 5 | St 5!

Slika 17: Parno produZenje funkcije f(t) na celu brojevnu osu

Koriste¢i Furijeove koeficijenate (2.9), i kako za t € (

%,l] imamo da je
f(t) =0, sledi:
2 (U2 pt o ms 2 [7/2 2 . m2 2
ag = — cos —dt — cos sds = —sin s -,
L Jo l T Jo T 0 7
2 (U2 mt kmt
ai = — cos — cos —dt.
L Jo l l

Koristed¢i smenu ? = x i trigonometrijski identitet:

1
cosa-cosh = §[cos(a +b) + cos(a — b)],
dobijamo:

9 /2 1 /2
ar = —/ cos z cos kxdr = —/ [cos (k + 1)z + cos (k — 1)z|dz.
T Jo T Jo

Dalje, za k = 1, dobijamo:

1

alz—/ [0082x+1]dx:—(sm x+x>
T Jo us 2
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dok za k£ > 1:

w/2

Irsin(k+ 1)z  sin(k — 1)m]
ap = —

T k+1 k—1

0

Odavde sledi da je za neparno k > 1:

ap = O,
dok je za parno k:
2(_1)k/2
i (k2 —1) "

Prema tome, trazeni kosinusni red, na osnovu (2.8), je slededi:

COS

SO~ ZrgesT =22 |1 l

2 ) T
k=1

1 1  xt 22[(—1)’“ 21m]

Za razlicite vrednosti n, n-ta parcijalna suma Furijeovog reda:

1 1 7wt 27 (1) 2kt
B [4k2—1 l ]

daje sledece grafike:

0.8 -
0.6

04

~

, keN.

N
T -2 T 472 12T 2 3

Slika 18: Funkcija So(t)
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-3 -2l

Slika 20: Funkcija Syoo(t)

Sledeca slika (slika 21) daje nam uvecan deo grafika funkcije f(¢) i njenih
parcijalnih suma za n = 2,5 na intervalu [0,!]. U odnosu na brzinu ko-
nvergencije Furijeovih redova iz prethodnih primera, na slici se vidi da ovaj
Furijeov red polazne funkcije brze aproksimira funkciju f na intervalu [0, ].
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Slika 21: Funkcije f(t), So(t) i S5(t) na intervalu [0, 1]

Parno produzenje funkcije f(t) je neprekidno za svako ¢ € R i ima po
delovima neprekidan prvi izvod za svako t € R. Dakle, prema Dirihleovoj
teoremi, Furijeov red (4.2) konvergira ka funkciji prikazanoj na slici 17 za
svako t € R. O

Primer 4.4. Razvijmo u sinusni red funkciju, definisanu sa:
],
].

=)

t, te|

f(t):{l—t, te(

L
)
N

|~
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Resenje. Grafik funkcije f dat je sa:

fit)

[ ]

Slika 22: Funkcija f(t)

Primetimo da data funkcija ima neparno produzenje na intervalu [—, 0] §to
je prikazano na sledecoj slici:

Slika 23: Neparno produZenje funkcije f(t) na [—1,1]

a zatim funkciju mozemo produziti na celu brojevnu osu sa osnovnim peri-
odom 2I:
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|

Slika 24: Neparno produZengje funkcije f(t) na celu brojevnu osu

Koriste¢i Furijeove koeficijente (2.11), nalazimo da je:
ar =0, k=0,1,2,..,

9 [U2 kt 2 [ kt
bk:—/ tsinidt—l——/ (I —t)sin—"dt, ke N.
A z [ )i l

Koristec¢i smenu ”Tt = x i parcijalnu integraciju:

U=z = du=dzx

dv = sinkzxdr = v = _coskkx7
prethodna jednakost postaje:
21 [T/? 20 [T
b = — xsin kxdr + —2/ (m — x) sin kzdx
T T
0 /2
21 [T/? 20 [T 21 [T
=— xsin kxdxy + — / sin kxzdx — - / rsin kxdx
7 Jo T Jr/2 T Jr/2
ZZ[ x cos kx 7f/2+/”/2(:oskxd }
= —| — T
2 ko 0 k
21 [ CoS kx] ™
s k /2
21 [ rcoskx|™ N /7r coskxd ]
— — | = T
2 k /2 /2 k

k22 2 k272 2
4 . kxw
=72, s1n7
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Dakle, trazeni sinusni red, na osnovu (2.10), dat je sa:

km | gip kmt

4] X sin
t) ~ — 2 Tl
UIEEIIE
4l v . wt 1 . 3nt 1 . brt
:P(SIHT—§SIHT+§SIHT—...>,

dok je:
sin %’T - sin @

k2

n

41
m

k=1
njegova parcijalna suma. Za razli¢ite vrednosti n dobijamo sledece grafike:

. .
221 - } 2l
-2

/2}
‘ 3

Z]] ‘ R }
2

, ,
2l R } 2l
-2

Slika 27: Funkcija Syo(t)

59



731 B } 21
-I/2

Slika 28: Funkcija Sioo(t)

1A

Slika 29: Funkcije f(t), Sa(t), Ss(t) i Sio(t)

Slika 29, na kome je nacrtana sama funkcija f i parcijalne sume njenog
Furijeovog reda za n = 2, 3, 10, preglednije prikazuje kako konvergira Furijeov
red ka datoj funkciji sa pove¢anjem vrednosti n na intervalu [0, [].

Sli¢no kao u primeru 4.3., Furijeov red:

2 l

2 k2
k=1

4] S\ sin Ex . ogin kit

konvergira ka funkciji prikazanoj na slici 24 za svako t € R. O
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Napomena 4.1.1. Na osnovu teoreme o uniformnoj konvergenciji mozemo
zakljuciti da izuzev primera 4.1. Furijeovi redovi u prethodno prikazanim
primerima konvergiraju uniformno na R ka produzenju polazne funkcije, jer
u svim slucajevima izvodi te funkcije imaju prekid prve vrste u konacno
mnogo tacaka na ogranicenim intervalima.
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5
Primena Furijeovih redova

Jedna od najvaznijih polja u primeni Furijeovih redova sadrzana je u teoriji
obi¢nih i parcijalnih diferencijalnih jednacina, gde neke probleme resavamo
tako da njihova resenja razvijamo u Furijeove redove. Ovo ¢emo prikazati na
primerima jednacine zice koja treperi i jednacine provodenja toplote.

5.1 Opste resenje jednacine zice koja treperi

Jednacina zice koja treperi je parcijalna diferencijalna jednacina oblika:

0%u 0%u
W = G2 . @, (51)

gde je konstanta a # 01t > 0.
Odredimo sada resenje jednacine (5.1) koja zadovoljava uslove:

u(z,0) = f(z), w(z,0)=g(x)[*] (5.2)
u(0,t) = u(l,t) = 0[] (5.3)

pri ¢emu su f(z) i g(z) date funkcije, 0 < x < [. Funkcija u(z,t) prikazuje
elongaciju tacke zice duzine [ sa x-koordinatom, normalnu na x-osu u tre-
nutku ¢ (pretpostavlja se da svaka tacka zice ima samo vertikalno kretanje).
Potrazimo resenje pocetnog problema (5.1), (5.2), (5.3) u obliku:

u(z,t) = X(x) - T(t), (5.4)

24Pocetni uslovi - uslovi koji se odnose na poéetni trenutak (trenutak ¢ = 0).
25Graniéni uslovi - uslovi koji se odnose na fiksirane vrednosti prostornih kooridnata.
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ulz, t)

Slika 30: Zica dugine |

gde sa T'(t) oznacavamo funkciju vremena t > 0, a sa X (x) funkciju polozaja,
x € [0,1].
Tada zbog (5.3) vazi:

X(0)=X()=0. (5.5)

Kada uvrstimo (5.4) u jednac¢inu (5.1), dobijamo:

i ' T//(t) _ X//(x)
a?> T(t) X(x) (56)

Leva strana jednacine (5.6) zavisi samo od t, a desna strana samo od z.
Kako su x i t nezavisne promenljive, sledi da obe strane jednakosti moraju
biti jednake nekoj konstanti A. Prema tome, nepoznate funkcije X (x) i T'(t)
su odredene jednacinama:

X"(z)4+ X X(z) =0, (5.7)
T'(t) +a* - X\-T(t) = 0. (5.8)
U zavisnosti od vrednosti A razlikujemo sledece slucajeve:
e ako je A <0, dobijamo trivijalno resenje u(z,t) = 0 jednacine (5.1).

e ako je A > 0, jednacina (5.7) postaje linearna diferencijalna jednacina
drugog reda sa konstantnim koeficijentima, pa za njeno resenje dobi-
jamo:

X(z) = ¢1 cos VA + ¢y sin VA,

gde su ¢ i ¢y proizvoljne konstante.

63



Jednatina (5.5) daje ¢; =01 A = A = (%)% k € N. Prema tome,

Slika 31: Funkcija Xi(z), za k =1,2,3.

Sada uvrstavanjem vrednosti Ay u jednacinu (5.8), dobijamo:

() + a2 (’“T”)QT@) 0. (5.9)

Jednacina (5.9) je linearna diferencijalna jednac¢ina drugog reda sa konstant-
nim koeficijentima, pa je njeno opste resenje:

kmat . kmat

T(t) = ay cos + by, sin T

gde su ag 1 b, k € N, proizvoljne konstante.
Dakle, svaka funkcija oblika:

kmat . kmat )

l + by sin i (5.10)

. kmx
ug(x,t) = sin — <ak cos

l
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zadovoljava jednac¢inu (5.1) sa uslovima (5.3).
Dalje, zbog linearnosti jednacine (5.10), opste resenje jednacine (5.1) dato je
sa:

t) = Z ug(x,t)
k=1

o0

kmrx < kmat . kwat)

= sinT akcosT—i- & Sin
k=1

pod pretpostavkom da se moze dva puta izvrsiti diferenciranje reda ”¢lan po
¢lan”.
Koristedi uslove (5.2), odredimo koeficijente ay i by:

u(z,0) = f(z) = iak sin kﬂTx,

k=1

kmx kma kmat kma kmat )

u(z,0) = g(z) = ZsinT< — sin ;i + ka cos —

t=0

Konstante ay, i k’mbk su zapravo Furijeovi koeficijenti funkcija f(x) i g(x),
redom, pa sledi:

/ f(z)sin kﬁ—xd:ﬂ

k k
ku = —/ g(x)sin T
z 1, z

to jest
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5.2 Mesoviti problem za jednacinu provodenja
toplote

Jednodimenzionalna jednac¢ina provodenja toplote je diferencijalna jednacina
oblika:

ou  , 0%
2 g = 5.11
ot " 02 (5.11)
gde je konstanta a # 01t > 0.
Odredimo resenje u(z,t) jednacine (5.11) koja zadovoljava uslove:
u(z,0) = f(z), (5.12)
u(0,t) = u(l,t) =0, (5.13)

gde u(x,t) prikazuje temperature Stapa duzine [ u tacki z u trenutku ¢,
u(z,0) je poCetna temperatura stapa, dok su u(0,t)(= wu(l,t)) temperature
na krajevima Stapa.

Trazimo resenje pocetnog problema (5.11), (5.12), (5.13) u obliku:

u(z,t) = X(x) - T(t), (5.14)

gde je T'(t) funkcija vremena, t > 0, a X (x) funkcija polozaja, = € [0,l].
Tada na osnovu (5.13) vazi:

X(0) = X(1) = 0. (5.15)
Uvrstimo (5.14) u jednacinu (5.11), dobijamo:
X(z)-T'(t) =a®- X"(x) - T(t),

odnosno

1 T'(t)  X"(x)
a2 T(t) X(x)°
Kako leva strana jednacine (5.16) zavisi samo do ¢, a desna samo od z, i
ove promenljive su nezavisne, mozemo zakljuciti da obe strane jednakosti

moraju biti jednake nekoj konstanti \. Prema tome, dobijamo dve obi¢ne
diferencijalne jednacine:

(5.16)

T(t)—X-a*-T(t) =0, (5.17)
X"(z) = \- X(z) = 0. (5.18)
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Opste resenje diferencijalne jednacine (5.17) je:
T(t) = c- e,

gde je ¢ proizvoljna konstanta.

Sada resavamo pocetni problem (5.18), (5.15). Ako bi bila A > 0, onda bi
X (x) = 0 bilo jedino resenje sistema (5.18), (5.15), a tada bi jednacina defini-
sana u (5.14) bila u kontradikciji sa pocetnim uslovom (5.12). Dakle, A mora
biti negativna konstanta. Ako uzmemo da je A = —n?, tada diferencijalna
jednacina (5.18) postaje:

X"(z)4+n*- X(z) =0,

Sto predstavlja linearnu diferencijalnu jednacinu drugog reda sa konstantnim
koeficijentima. Opste resenje ove jednacine je:

X(z) = ¢1 cosnz + cosinnz,

gde su ¢y i ¢y proizvoljne konstante.
Iz pocetnog uslova (5.15) nalazimo:

cp =01 c¢esinnl = 0.

Pod uslovom da je co = 0, funkcija X (z), pa prema tome i temperatura

u(z,t) bi bila jednaka nuli, to bi imalo smisla samo u slu¢aju da je pocetna
temperatura stapa jednaka nuli. Prema tome, nl = km, k € Z, to jest n = &=

l
Dakle, svaka funkcija:
_ k272a2t

k
u(x,t) =e 2 -sinTﬂx, kelZ

zadovoljava jednacinu (5.11) sa uslovima (5.13). Zbog linearnosti prethodne
jednacine, dobijamo:

27r2a215 k
u(z,t) = chefk Z -sin —Wx, (5.19)

gde su ¢,k € N, proizvoljne konstante. Sada uvrstimo (5.12) u (5.19),
dobijamo:

f(z) = ch sin kl—ﬂx (5.20)
k=1

Iz poglavlja 2.4 nam je poznato da je relacijom (5.20) opisan razvoj funkcije
f(z) u Furijeov sinusni red.
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Zakljucak

Jedan od znacajnih, ali ne i idealnih rezultata vezanih za konvergenciju trigo-
nometrijskih redova je da Furijeov red kvadrat-integrabilne funkcije konver-
gira ka toj funkciji u normi prostora L2. Ovo tvrdenje je jo§ izrazitije, jer
jedino prema njemu prosecna razlika izmedu funkcije i njenog Furijeovog reda
mora teziti nuli na intervalu duzine 27. Medutim, za fiksirano ¢ € [, 7],
nema garancija u vezi sa razlikom izmedu funkceije f(¢) i aproksimacije redom
u tacki t.

Na osnovu 2m-periodicnosti funkcije coskt i sinkt, k € N, ukoliko je
Furijeov red posmatrane funkcije koji ima oblik:

+

% (ag cos kt + by sin kt) (6.1)

NE

i

1

konvergentan, on definise takode 27-periodi¢nu funkciju. Dakle, ako funkciju,
koja nije 2m-periodi¢na, razvijemo u Furijeov red oblika (6.1), ima smisla
razvijati je samo na intervalima duzine 2.

Prema tome, ako funkciju definisanu na intervalu [—m, 7|, koja zadovo-
ljava uslove Dirihleove teoreme, razvijemo u Furijeov red, tako dobijen red
odreduje funkciju definisanu na R, koja je 2m-periodi¢na, a u tackama nepre-
kidnosti intervala [—7, 7| poklapa se sa polaznom funkcijom.

Uniformna konvergencija je jos strozija od konvergencije u normi pros-
tora L? i od tackaste konvergencije. Na osnovu Fejerovog studija se moze
zakljuciti, ako je funkcija neprekidna i periodi¢na - bez ikakvih dodatnih us-
lova -, njen Furijeov red moze iznad svega dosti¢i uniformnu konvergenciju
bez sumnje tako Sto posmatramo aritmeticku sredinu parcijalnih Furijeovih
suma.
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