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Predgovor

U strukturalnim istrazivanjima algebri i varijeteta, najvise proucavane struk-
ture su mreza poduniverzuma i mreza kongruencija. Te dve mreZe se obi¢no
izuavaju odvojeno, jer se sastoje od razlicitih objekata vezanih za alge-
bru: podskupovi nosac¢a i podskupovi kvadratnog stepena nosaca. Slabe
kongruencije predstavljaju sredstvo za pro¢avanje obe mreze u isto vreme.
Slabe kongruencije predstavljaju simetri¢ne i tranzitivne poduniverzume
kvadratnog stepena algebri. Date relacije mozemo da posmatramo kao
kongruencije svih podalgebri date algebre medu kojima dijagonalne relacije
reprezentuju podalgebre. Dakle kolekcija Cw.A svih slabih kongruencija al-
gebre A je mreza u odnosu na inkluziju, i Con.A, SubA i ConB za svaku
podalgebru B su njene podmreze.

ConA

CuwA

Ispostavilo se da CwA pruza informacije o nekim osobinama algebri,
koje ne bismo mogli da izvedemo posmatrajué¢i mrezu poduniverzuma i
mrezu kongruencija zasebno. Neke od tih osobina su Hamiltonovost, kvazi-
Hamiltonovost, svojstvo prosirenja kongruencija.



2 SADRZAJ

U ovom master radu dat je pregled osnovnih pojmova i rezultata vezanih
za mreze slabih kongruencija, i reprezentaciju algebarskih mreza preko istih.

U prva tri poglavlja prezentujemo univerzalno algebarsku i mreznu
aparaturu koja ¢e nam kasnije u radu biti potrebna. Izmedu ostalog dokazu-
jemo teoremu Mal’ceva, definiSemo postupak lepljenja kod mreza i opisujemo
mrezu kongruencija proizvoljne mreze.

Cetvrto poglavlje se sastoji od tri odeljka. U prva dva odeljka da-
jemo osnovne osobine kompletnih i algebarskih mreza i uspostavljamo vezu
izmedu algebraskih operatora zatvaranja, algebarskih sistema zatvaranja i
algebarskih mreza. U poslednjem odeljku ovog poglavlja bavimo se mrezom
relacija ekvivalencija. Izmedu ostalog pokazujemo da je data mreza alge-
barska i prosta, na kraju dajemo dokaz da su sve mreze do na izomorfizam
podmreze mreza ekvivalencija.

Peto poglavlje je podeljeno u tri odeljka. Prva dva odeljka se bave dis-
tributivnim, kodistributivnim, neutralnim, neprekidnim i ostalim specijal-
nim elementima mreza, koji predstavljaju jaku aparaturu u opisivanju os-
obina mreze slabih kongruencija. U tre¢em odeljku posmatramo kako se
specijalni elementi ponasaju u atomarno generisanim mrezama. Literatura
na koju se oslanja ovo poglavlje je [26], [31], [37], [38], [39].

Sesto poglavlje sadrzi Sest odeljaka i bavi se mrezom slabih kongruen-
cija i nekim njenim primenama u univerzalnoj algebri. U prvom odeljku
definiSemo mrezu slabih kongruencija, dokazujemo da je ta mreza algebarska
i dajemo neke njene osnovne osobine. Drugi odeljak daje neke rezultate iz
univerzalne algebre koji su u bliskoj vezi sa mrezom slabih kongruencija.
Treéi odeljak uspostavlja vezu izmedu nekih osobina algebri i mreze slabih
kongruencija. Cetvrti odeljak je rezervisan za kvadrate, tj. kvadratne ste-
pene podalgebri date algebre. U istom odeljku prezentujemo osnovne os-
obine kvadrata koje su bliskoj vezi sa A-podesnim elementom. U petom
odeljku razmatramo kada je mreza slabih kongruencija atomarno generisana
i dajemo neke posledice u tom slu¢aju. Poslednji odeljak ovog poglavlja samo
navodi rezultat Miroslava Plos¢ice o konkretnom predstavljanju mreze slabih
kongruencija. Ovo poglavlje se pretezno oslanja na [37] i [39].

Sedmo poglavlje je podeljeno u ¢etri odeljka i bavi se problemima
reprezentacije algebraskih mreza. Prvi odeljak predstavlja kratak istori-
jski osvrt na pomenute probleme. U drugom i tretem odeljku formuliSsemo i
dokazujemo ¢uvene teoreme Birkhoff-Frink i Grétzer-Schmidt. U ¢etvrtom
odeljku navodimo neke rezultate o simultanim reprezentacijama koje su u
bliskoj vezi sa problemom reprezentacije mreza slabih kongruencija.

Poslednje, osmo poglavlje najvise se bazira na [37] i [41] i podeljeno je u
cetri odeljka koja se bave problemom reprezentacije mreza slabih kongruen-
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cija. U prvom odeljku definiSemo A-podesan element i dajemo neke njegove
osobine, dok u drugom odeljku posmatramo kako neke mrezne osobine A-
podesnog elementa uticu na reprezentabilnost. U trec¢em odeljku dajemo
specijalan sluc¢aj predstavljvosti koji se bazira na teorema Birkhoff-Frink i
Gratzer-Schmidt. U poslednjem odeljku dajemo primere nekih klasa mreza
koje su predstavljive, primera radi pokazujemo da je svaka netrivijalna al-
gebarska Bulova mreza sa bar jednim atomom netrivijalno predstavljiva.

Sledeéa lista predstavlja neka od tvrdenja koja je autor samostalno dokazao:
4.15, 4.16, 4.18, 4.19, 4.22, 5.7, 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.5, 6.6,
6.12 (uz pomo¢ F. Wehrung-a ), 6.17, 6.23, 6.24, 6.32, 6.34, 7.1, 7.9,
7.13.

Orginalni rezultati u ovom master radu su tvrdenja 6.7 i 8.9.

Na kraju, zeleo bih da se zahvalim dr Andreji Tepavcevié i dr Petru
Markoviéu na savetima i korisnim sugestijama. Veliku zahvalnost dugujem
dr Friedrich Wehrung-u na pomo¢i oko tvrdenja 6.12 i na redovnom slanju
svojih radova i knjiga i obavestavanju o najnovijim dostignu¢ima i prob-
lemima iz teorije mreza.

Nesumnjivo, najveéu zahvalnost dugujem svom mentoru dr Branimiru
Seselju, kako na odabiru ovako zanimljive teme, tako i na azurnosti i sves-
rdnoj pomodi.

Novi Sad, jun 2013. Dusan Radi¢anin
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Poglavlje 1

Uvod

1.1 Razvoj problema povezanih sa relacijama slabih
kongruencija

Slabe kongruencije predstavljaju poseban sluc¢aj tzv. saglasnih relacija.
Prvi koji su se bavili sa njima, jo§ 1974.bili su F. Sik i T. D. Mai, mada ih
nisu nazivali slabim kongruencijama. Oni su posmatrali strukturu pomenu-
tih relacija na grupama. Isti pojam definisu nezavisno 1988. godine G. Vo-
jvodi¢ i B. Seselja za proizvoljnu algebru [48]. Oni slabim kongruencijama
neke algebre nazivaju relacije na nosac¢u algebre koje su simetri¢ne, tranzi-
tivne, saglasne sa svim operacijama te algebre i uz to slabo refleksivne,
Sto znaci da je svaka konstanta te algebre u relaciji sa sobom. U istom radu
pokazuju da je ureden skup svih slabih kongruencija proizvoljne algebre u
odnosu na inkluziju jedna algebarska mreza. Godinu dana kasnije u radu
[49], Gradimir Vojvodié¢ i Branimir Seselja, dokazuju da je svaka algebarska
mreza izomorfna mrezi slabih kongruencija neke algebre i definisu A-podesan
element kao element koji zadovoljava odredene mrezno teoretske uslove. Po
dana8njoj definiciji dati uslovi se izvode kao osobine A-podesnog elementa.
A. Tepavéevié i B. Seselja 1990. nastavljaju istrazivanje slabih kongruencija,
navodeci pri tom unekoliko jednostavniju definiciju slabih kongruencija, ek-
vivalentnu prethodnoj; naime, saglasnost relacije p sa konstantnom operaci-
jom ¢ moze biti odredena uslovom cpc, pa mozemo izostaviti uslov slabe
refleksivnosti, podudaran sa zahtevom da je relacija saglasna sa svakom kon-
stantom, jer je ovaj uslov obuhvacen trazenom saglasnoséu relacije sa svim
operacijama algebre, [34]. Zajedno sa I. Chajdom, B. Seselja i A. Tepavéevié
istrazivali su, izmedu ostalog, i osobine varijeteta Cije algebre imaju modu-
larne mreze slabih kongruencija, kao i problem racionalizacije predstavljanja

5
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zadate algebarske mreze mrezom slabih kongruencija neke algebre, gde pri-
menjuju metode koje su B. Jénsson i R. McKenzie razvili u vezi sa starijim
problemom predstavljanja algebarske mreze mrezom kongruencija - videti
[6] 1 [7].

Polazeéi od mreze slabih kongruencija, G. Vojvodi¢ 1992. godine definise
delimi¢nu algebru slabih kongruencija, prosirujué¢i skup operacija u mrezi
slabih kongruencija, tako da je, izmedu ostalih, i slaganje relacija jedna
delimi¢na operacija te delimi¢ne algebre, [50]. Istrazivanjem ove delimi¢ne
algebre, kao i njenog odnosa sa mrezom slabih kongruencija, bavila se, pored
G. Vojvodica, i R. Madarasz-Silagyi, koja je dala znacajne rezultate u vezi
sa ovim, [27].

Jedno reSenje problema tzv. konkretnog predstavljanja daje M. Plos¢ica
1994. godine, [29]. A. Tepavcevi¢ 1997. godine resava problem predstavl-
janja algebarske mreze mrezom slabih kongruencija algebre u jednom speci-
jalnom slucaju, [46].

V. Lazarevi¢ i A. Tepavcevi¢ 2001. godine definisu jednu relaciju poretka
na skupu slabih kongruencija algebre, koja se razlikuje od inkluzije. Neke os-
obine algebri se mogu videti na mrezi slabih kongruencija, odredenoj pomoc¢u
ovog novog poretka - videti [25] i [24].

Mrezama slabih kongruencija grupa i primenama istih, posebno u teoriji
grupa i srodnim algebrama bavili su se G. Czédli, B. Seselja, A. Tepavéevié i
M. Erné, [3] i [4]. Rezultate u vezi sa grupama u ovom kontekstu dali sui A.
Lucchini, O. Puglisi, G. Traustason i N.V. Obraztsov. Doprinos resavanju
problema u vezi sa mrezama slabih kongruencija dali su i A. Walendziak i
G. Eigenthaler, [2] i [11].

Veliki doprinos u reSavanju problema vezanih za mreze slabih kongruen-
cija dala je i V. Stepanovi¢ - pogledati [41], [44] i [43]. Ona i A. Tepavcevié
2012. godine uopstavaju neke osobine A-podesnog elementa iz [49] - videti
[42]. Iste godine, B. Seselja, V. Stepanovié i A. Tepavéevié daju nove rezul-
tate po pitanju problema reprezentacije mreza slabih kongruencija, tako sto
ispituju kako se predstavljivost mreza slaze sa osnovnim algebarskim kon-
strukcijama, kao $to su homorfne slike, podalgebre i direktan proizvod, [40].
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1.2 Relacije na skupu

Svaki podskup p od A? ¢ini jednu relaciju skupa A. Umesto (z,y) € p Gesto
piSemo xpy. Kompozicija binarnih relacija p i  na skupu A je relacija po6
definisana sa:

(x,y) €pob+— (Fz€ A)((x,2) €p 1 (z,y)€0).

NajviSe izucavane relacije zadovoljavaju neke od osobina:

-refleksivnost (R): zpzx za svaki element = € A;

-irefleksivnost (IR): —xpx za svaki element z € A;

-simetri¢nost (S): xpy povladi ypzx za sve z,y € A;
-antisimetri¢nost (AS): ako zpy i ypx, onda x =y, za sve z,y € A;
-tranzitivnost (T): ako zpy i ypz, onda xpz, za sve z,y,z € A;
-linearnost (L): za svako x,y € A, xpy ili ypx.

Definisa¢emo jos tri osobine relacija:

-slaba refleksivnost (SR): xpy povlaci zpz i ypy, za sve x,y € A;
-dijagonalnost (D): zpy povlaéi x = y, za sve z,y € A;
-bijektivnost (B): (Vz € A)(J1y)xpy i (Vy € A)(F1x)xpy.

Relaciju koja zadovoljava (R), (S) i (T) zovemo ekvivalencija, dok
onu koja zadovoljava (R), (AS) i (T) zovemo relacija uredenja. Relaciju
koja zadovoljava (IR), (AS) i (T) zovemo relacijom striktnog uredenja.
Relaciju koja zadovoljava (S) i (T) zovemo slaba ekvivalencija. Relaciju
koja zadovoljava (R) i (T) nazivamo pretporedak ili kvaziuredenje .
Relaciju koja zadovoljava (R) i (S) zovemo tolerancija.

Neka je f : A — B proizvoljno preslikavanje iz skupa A u B. Posmatra-
jmo relaciju kerf C A x A definisanu sa:

(z,y) € kerf «— f(z) = f(y).

Relacija ker f se naziva jezgro funkcije f. Na osnovu elementarnih osobina
funkcija proverava se da je kerf relacija ekvivalencije na skupu A. Ova
relacija ¢e biti koris¢ena u nastavku rada.

Ako je p relacija ekvivalencije na skupu A, sa [a], obelezavamo skup svih
elemenata iz A koji su u relaciji sa a, i dati skup zovemo klasa ekvivalen-
cije od p. Skup svih klasa ekvivalencije date relacije obelezavamo sa A/ i
zovemo ga koliénicéki skup relacije 6 na A.
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Neka je A priozvoljan neprazan skup, za F C P(A) kazemo da ¢ini
particiju skupa A ako i samo ako je :
(iVx(z e F=a#0)
(it) VaVy(x £y =z Ny = 0)
(13) JF = A.

Tvrdenje 1.1 Ako je p relacija ekvivalencije na A tada kolicnicki skup ¢ini
jednu particiju skupa A.

Dokaz: Jasno svaki element tog skupa je neprazan zbog refleksivnosti p.
Presek dva razli¢ita elementa iz kolicnickog skupa je prazan skup, jer inace
bi zbog tranzitivnosti realcije p dobili da su ta dva elementa ista. Ocigledno
jedaje|JA/0=A =

Sledece tvrdenje opravdava naziv pretporetka za relacije koje su tranzi-
tivne i refleksivne.

Tvrdenje 1.2 Neka je p relacija pretporetka na skupu A, i neka je § =
pNp~t. Tada je § relacija ekvivalencije na A, i relacija < definisana sa :
[z]s < [yls < zpy

predstavlja relaciju uredenja na skupu A/9.

Dokaz: Direktno se proverava da je J relacija ekvivalencije na skupu A. Za
proizvoljne u € [z]s i v € [y]s lako se proverava da [z]; < [y]s ako i samo
ako upv, Sto pokazuje dobru definisanost relacije <. Refleksivnost relacije
< sledi iz refleksivnosti relacije p. 1z [z]s < [y]s 1 [y]s < [z]s sledi ypx i zpy.
Odatle zdy pa je [z]s = [y]s, dakle vazi i antisimetri¢nost. Tranzitivnost
sledi direktno iz tranzitivnosti relacije p. Dakle < je relacija poretka na
Ald. m

1.3 Uredeni skupovi

Ureden skup ili parcijalno ureden skup je ureden par (P, <), gde je
P neprazan skup (nosa¢ uredenog skupa) i < binarna relacija na P koja
Vz,y,z € P zadovoljava sledeéa tri uslova:

(1) x < x;

(17) <y iy <z implicira z = y;

(131) x <y iy < z implicira z < z.
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U nastavku teksta nekad ¢emo umesto da piSemo x < y reci da y sadrzi
z ili da je x sadrzano u y.

Za ureden skup (P, <) kazemo da je linearno ili totalno ureden skup
ako 1 samo su svaka dva elementa uporediva, tj. za svaka dva elementa
x,y € P vazi

r<y i y<ax.

U tom slucaju za odgovarajuce uredenje kazemo da je linearno ili totalno.

Neka je (P, <) ureden skup.
(1)  Za element m € P kazemo da je maksimalan ako i samo ako nije
sadrzan ni u jednom drugom elementu, tj.

VpeP, m<p=m=p

Za element m iz P kazemo da je najveéi ako i samo ako sadrzi svaki element,
tj.
VpeP=p<m
Najveéi element skupa(ako postoji) najéesée obelezavamo sa 1 i zovemo ga
jediniéni element ili jedinica.
(i)  Za element m € P kazemo da je minimalan ako i samo ako ne
sadrzi ni u jedan drugi element, tj.

VpeP, p<m=m=p

Za element m iz P kazemo da je najmanji ako i samo ako je sadrzan u
svakom elementu, tj.
VpeP=m<p

Najmanji element skupa (ako postoji) najcesée obelezavamo sa 0 i zovemo
ga nulti element ili samo nula.

Iz antisimetri¢nosti relacije < sledi da ako najmanji ili najveéi elementi
postoje, oni moraju biti jedinstveni. Za ureden skup kazemo da je ogranicen
ako i samo ako ima nulti i jedini¢ni element.

Neka je sada S proizvoljan podskup od P.

(7i1)  Za element x € P kazemo da je gornje ogranicenje skupa S ako i
samo ako za svako s € S vazi s < x. Skup svih gornjih ogranic¢enja skupa S
oblezavamo sa S*. Umesto {s}" pisemo s*. Ako S" ima najmanji element,
taj element zovemo supremum skupa S, i obelezavamo ga sa \/ S ili supS.
Ako je S dvoelementni skup recimo {a, b} koristimo oznaku a V b.
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(tv)  Za element x € P kazemo da je donje ogranicenje skupa S ako i
samo ako za svako s € S vazi x < s. Skup svih donjih ograni¢enja skupa S
oblezavamo sa S!. Umesto {s}' pisemo s'. Ako S! ima najveéi element, taj
element zovemo infimum skupa S, i obelezavamo ga sa A S ili infS. Ako
je S dvoelementni skup recimo {a, b} koristimo oznaku a A b.

Supremum i infimum su, ako postoje, jedinstveni (kao najmanji i najveéi
element, respektivno, odgovarajué¢ih skupova ogranicenja).

Neka je (P, <) ureden skup. Za a,b € P zatvoren interval od a do b
je skup
[a,b] ={z € P|a<z<b}

dok je otvoren interval od a do b skup
(a,b) ={zx e Pla<xz<b}

gde je < striktno uredenje indukovano sa <.
Dalje za svako a € P definiSemo dva podskupa koja ¢emo kasnije u radu
koristiti,
la={zePl|x<a}
ta={reP|a<ux}.
Neka su a,b € P, tada po definiciji

a<b akoisamoakoje a<b i (a,b)=0.

Relaciju < zovemo relacijom pokrivanja i kazemo da je a donje pokri-
vanje elementa b, odnosno da b je gornje pokrivanje elementa a.

Ako je (P, <) ureden skup sa nulom, za element a € P kazemo da je
atom ako i samo ako je 0 < a. Analogno ako je (P, <) ureden skup sa
jedinicom, za element a € P kazemo da je koatom ako i samo ako je a < 1.

Neka su (P, <p) i (Q, <g) uredeni skupovi i neka f: P — Q.
(1)  Preslikavanje f je monotono ili izotono ako i samo ako

r<py= f(z) <q f();

za isto preslikavanje kazemo da je striktno monotono ako i samo ako

r<py= f(r) <q f(y);
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(ii)  Preslikavanje f je u-potapanje ako i samo ako

z<pye f(z) <o fy)

Primetimo da je svako potapanje injektivno preslikavanje.

(#i7) Za potapanje f kazemo da je u-izomorfizam ako i samo ako je
sirjektivno preslikavanje. Za uredene skupove (P,<p) i (Q,<qg) kazemo
da su izomorfni u oznaci (P,<p) = (Q,<g) ako i samo ako postoji u-
izomorfizam iz P u Q).

Lako se proverava da je f u-izomorfizam izmedu uredenih skupova (P, <p

)1(Q,<g) ako i samo ako je f~! u-izomorfizam izmedju (Q, <g) i (P, <p).

Za podskup S C P, gde je P proizvoljan ureden skup, kazemo da je us-
meren ako i samo ako za proizvoljne x,y € S postoji a € S tako da je
a € {x,y}". Iz definicije zaklju¢ujemo da ako je S usmeren onda za svaki
konacan podskup N C S postoji a € S tako da a € N“.
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POGLAVLJE 1.

UVOD



Poglavlje 2

Osnovni pojmovi univerzalne
algebre

Jezik ili tip algebre je ureden par (F,ar), gde je F neprazan skup, tzv.
skup operacijskih simbola, dok je ar funkcija koja preslikava F u w. Ako
je ar(f) = n kazemo da je f operacijski simbol arnosti n, ili n-arni
operacijski simbol. Operacije arnosti 1 zovemo unarnim operacijama. JF,
je oznaka za skup svih operacijskih simbola iz F arnosti n. Neka je F neki
tip algebri. Algebra tipa F je svaki ureden par A = (A4, FA), gde je A
neprazan skup a F4 preslikavanje koje svaki n-arni operacijski simbol f € F
slika u n-arnu operaciju f* skupa A. Skup A je nosaé algebre A, operacije
f# zovemo fundamentalne operacije algebre A. Ako algebra ima samo
unarne fundamentalne operacije onda je zovemo unarna algebra.

Neka je A algebra tipa F i B C A. Kazemo da je B poduniverzum od
A ako i samo ako, za svako n € w, f € Fpn,1b1,...by, vazi fA(by,...,b,) €
B. Skup svih poduniverzuma od A obelezavamo sa SubA. Nosa¢ algebre je
uvek poduniverzum, dok je () poduniverzum ako i samo ako algebra nema
nularne operacije. Za poduniverzum B kazemo da je netrivijalan ako i
samo je B # (), dok za isti kazemo da je pravi ako i samo ako je B # () i
B # A. Jasno (SubA, C) je jedan ureden skup.

Neka su A i B algebre tipa F. Kazemo da je B podalgebra algebre A
ako i samo ako su sve fundamentalne operacije algebre B restrikcije funda-
mentalnih operacija algebre A. U tom slucaju pisemo B C A. Primetimo da
je nosa¢ podalgebre B C A uvek poduniverzum algebre 4. Sa druge strane,
svaki neprazan poduniverzum B algebre A je nosa¢ jedinstveno odredene
podalgebre od A.

Za relaciju ekvivalencije 6 na skupu A koji je domen algebre A tipa F,

13
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kazemo da je relacija kongruencije ako i samo ako za sve n € w, sve
f € Fn,isveay,...,an,b1,...,b, vazi

a16by,...,a,0b, implicira fA(al, .. ,an)HfA(bl, ceaybp). (2.1)

Implikacija 2.1 se naziva pravilo zamene. Skup svih relacija kongruencija
algebre A se obelezava sa ConA. A i A x A su uvek kongruencije. Neka je
K C A x A. Presek svih kongruencija koje sadrze podskup K je opet kon-
gruencija i nju obelezavamo sa con 4(K), jasno to je najmanja kongruencija
koja sadrzi podskup K. U slucaju da je K jednoelementni skup, recimo
(a,b), koristimo oznaku con4(a,b) i takve kongruencije zovemo glavnim.
Za kongruenciju 6 kazemo da je netrivijalna ako i samo je 6 # A, dok
za istu kazemo da je prava ako i samo ako je § # 0 i 6 # A x A. Jasno
(ConA, C) je jedan ureden skup. Za algebru A tipa F kazemo da je prosta
ako i samo nema nijednu pravu kongruenciju.

Neka su A i B algebre tipa F. Za preslikavanje h : A — B kazemo da je
homomorfizam ako i samo ako za svakon € w, f € F,ia1...a, € A,

hfA(a,. .. an)) = fB(h(ay),. .., hiay)). (2.2)

Sirjektivni homomorfizam nazivamo epimorfizam, dok injektivni homo-
morfizam zovemo potapanje ili monomorfizam. Bijektivni homomor-
fizam se zove izomorfizam, koristimo oznaku A = B kada postoji izomor-
fizam iz algebre A u algebru B i tada kazemo da su algebre A i B izomorfne.

Neka je A algebra tipa F, i neka je § € ConA. Faktor algebra algebre
A po kongruenciji 0 je algebra tipa F, sa nosacem A/6 i fundamentalnim
operacijama f4/?, koje su definisane na sledeéi nacin: za proizvoljno f € Fi,
n>1,1 [al]g, [(12]9, ceey [an]g S A/@,

A ([a1lo, [azlps - - - [anls) = fA(a1,a2. .., a,)/8.

Ako je f € Fp, onda
FA0 = 4.

Faktor algebru A po kongruenciji 6 obelezavamo sa .A/6.

Tvrdenje 2.1 Neka su A i B algebre tipa F tada :

(1) Ako je ¢ : A — B homomorfizam, onda kery € ConA.

(13) Svaka kongruencija 0 algebre A je jezgro nekog homomorfizma, tacénije
prirodnog homomorfizma natg : A — A/0, definisanog sa natg(a) = a/0, za
svako a € A.
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Dokaz: Sledi direktno iz definicija relacije ker f, kongruencije i homomor-
fizma. m

Tvrdenje 2.2 (Prva teorema o izomorfizmu ) Neka je v : A — B
epimorfizam i 6 = kery. Tada postoji izomorfizam x : A/0 — B, takav da
je ¥ = x o naty.

Dokaz: Lako se proverava da je trazeni izomorfizam za kojeg vazi trazena
jednakost, preslikavanje x : A — A/6 definisano sa x([alg) = ¥ (a), za svako
acA nm

Neka je 6 kongruencija algebre A tipa F, i neka B € SubA. Posmatrajmo
sada sledeci skup,

Bl :={zx € A| (xz,b) €0 zaneko b€ B }
Lema 2.3 BIf] je unija svih blokova koji imaju neprazan presek sa B.
Dokaz: Direktno se proverava da je B[f] = Jycp Y gde je
P={Xe€A/0| XNB#0}.
[
Lema 2.4 B[] je poduniverzum od A.

Dokaz: Neka sun € w, f € F, i x1,...,2, € B[] proizvoljno dati. Neka
su dalje by,...,b, € B takvida (z1,b1),..., (s, by) € 0. Posto je 6 kongru-
encija sledi da je (fA(x1,...,2n), fA(b1,...,bn)) € 6. Iz pretpostavke B je
poduniverzum pa fA4(by,...,b,) € B. Dakle vazi f4(x1,...,2,) € B[f]. m

Kao posledicu ove leme dobijamo da ako u algebri A, klasa neke kongru-
encije sadrzi neki poduniverzum onda je ta klasa takodje poduniverzum.

Tvrdenje 2.5 (Druga teorema o izomorfizmu ) Neka je A algebra tipa
F,BCAipeConA. Tada je

B/(pn B?) = Blp]/(p N Blp)).

Dokaz: Lako se proverava da je preslikavanje v : B/(p N B2) — Blp]/(p N
Blp]) definisano sa

Y([blpnB) = [b] B[y
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trazeni izomorfizam. m

Neka je {A; | ¢ € I} familija algebri tipa F. Tada je njihov direktan
proizvod algebra A = [[,.; A; tipa F, ¢iji je nosac [[;c; As, dok su op-
eracije definisane na sledeéi na¢in : za proizvoljno n € w, f € F,,, elemente

at,...,an € [[;cr A, ij €1,

fAar, - an) () = fA (a1 (), - an(i)-

Ako su u familiji {A; | i € I} sve algebre iste, recimo jednake algebri B, onda
se odgovarajudi direktan proizvod [[,.; A; obelezava sa B! i naziva direk-
tan stepen. U slucaju da je skup I kardinalnosti 2 onda odgovarajuéi
direktan stepen nazivamo kvadratni stepen.

Za skup svih jezika uvedimo oznaku F*. Dalje, za svaki jezik F sa Ur
obelezavamo klasu svih algebri datog jezika. Za preslikavanje

F: | Pur) - |J Pur)

FeF+ FeF*

kazemo da je operator ako i samo ako za svako F € F* i svako K C Ur
vazi F(K) C Ur. U daljem delu teksta za klasu |Jr¢ 7. P(UF) koristi¢emo
simbol U. Jasno, oznaka K € U je zamena za re¢enicu ”"Neka je K klasa
algebri nekog fiksiranog tipa ”. Za klasu K € U kazemo da je zatvorena za
operator F' ako i samo ako je F(K) C K. Za operator F' kazemo da je :

(1) ekstenzivan ako i samo ako za svako K € U vazi K C F(K),

(74) monoton ako i samo ako za svako K, L € U vazi da iz K C L sledi
F(K) € F(L),

(7i1) idempotentan ako i samo ako za svako K € U vazi F(F(K)) = K.

Sada definiSemo neke od najcesc¢e koris¢enih operatora u univerzalnoj
algebri. Neka je K € U, tada:

A € I(K) ako i samo ako je A izomorfna sa nekim elementom iz K;

A € S(K) ako i samo ako je A izomorfna podalgebri neke algebre iz K;
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A € H(K) ako i samo ako je A homomorfna slika nekog elementa iz K;

A € P(K) ako i samo ako je A izomorfna direktnom proizvodu familije
algebri iz K.

Primedba: Primetimo da za neku klasu algebri K, koristeci tvrdenje 2.2
imamo da A € H(K) ako i samo ako A = B/6, gde je B neka algebra iz K
a e ConB.

Tvrdenje 2.6 Operatori I, S, H ¢ P su monotoni, ekstezivni i idempo-
tentns.

Dokaz: Sledi direktno iz definicija odgovaraju¢ih operatora. m

Tvrdenje 2.7 Za operatore H, S ¢ P vaze sledece nejednakosti:
SH < HS,PS < SP,PH < HP

Dokaz: Neka je K proizvoljna klasa algebri i pretpostavimo da A4 € SH(K).
Dalje dobijamo da je A = A" C B, gde je B € H(K). Sada postoji C € K,
tako da je B homomorfna slika od C, i neka je a taj epimorfizam. Lako se
proverava da je kompletna inverzna slika podalgebre podalgebra, pa sledi da
a1(A') CC, padakle a~!(A’) €S(K). Prema tome A’ €HS(K) pa samim
tim i 4 eHS(K). Na slican nac¢in se pokazuju i preostale dve relacije. m

Za klasu algebri K kazemo da je varijetet ako i samo ako je zatvorena
u odnosu na H, Si P.

Tvrdenje 2.8 Neka je K € U proizvoljno dato. Tada je HSP(K) najmangi
varijetet koji sadrzi K.

Dokaz: Ocigledno da za proizvoljan varijete K; sa osobinom K C K sledi
da HSP(K) C K. Koristedi tvrdenja 2.6 i 2.7 dobijamo sledece :

HHSP(K) = HSP(K);
SHSP(K) C HSSP(K) = HSP(K);
PHSP(K) C HPSP(K) C HSPP(K) = HSP(K).
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Dakle HSP(K) je varijetet i time je dokaz zavrSen. m

Neka je X skup simbola koji ¢emo zvati skup promenljivih i neka je F
neki tip algebri. Skup termova tipa F nad X u oznaci 7Tx(X) je najmanji
skup za koji vazi:

(1) X € Tr(X)

(ii) Fo C Tr(X)

(190) iz t1, ..., tn € TE(X) 1 f € Fysledi f(t1,...,tn) € Tr(X).
Elemente skupa 7z(X) zovemo termi tipa F nad X.

Neka je t(z1,...,x,) term tipa F nad algebrom A istog tipa. Ter-
movsko preslikavanje indukovano sa t u algebri je preslikavanje ¢4 :
A™ — A, definisano na sledeéi nacin :

(i) Ako je t = ¢ ic € Fy, onda t(ay, ..., an) = c?;

(i) Ako je t = x; za neko 1 < i < n onda t*(a1,...,a,) = a;, za sve
ai,...,an € A;

(131) Ako je f € Fp, t1,...,tn € Tr(X), it = f(t1,...tn), onda za sve
ai,...,an € A

tYay, ... an) = fAEMNar, ... an), ..t (g, ... an)).

Za operaciju g : A" — A kazemo da je termovska operacija algebre A
ako i samo ako postoji term t(x1,...,x,) tipa F takav da je g = tA. Za
preslikavanje p : A™ — A kazemo da je polinomna operacija algebre A
tipa F ako i samo ako je p termovska operacija algebre A4 koja se dobija
od algebre A dodavanjem svakog elementa a € A kao nove nularne operacije
u jezik F.

Lema 2.9 Neka je A algebra tipa F i § € ConA. Neka je dalje t n-
arni term tipa F, tada za sve ai,as,...an,b1,b2,...0, € A wvazi : ako
a1pby, aspba, ..., anpby, tada t*(ay, as ..., an)0t* (b1, by ..., by).

Dokaz: Indukcijom po duzini terma ¢ se direktno pokazuje da za t vazi
pravilo zamene. m

Teorema 2.10 (Mal’cev) Neka je A algebra tipa F, i a,b njeni proizvoljni
elementi, tada (x,y) € cona(a,b) ako i samo ako postoji n € w, niz eleme-
nata T = 29, 21,...,2p = Y @ niz unarnih polinomnih operacija pg,...,Pn_1
iz A tako da

{pi(a),pi(b)} = {2, zi+1}, i=0,1,...,n—1.
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Dokaz: Za proizvoljno a,b € A definisimo relaciju § C A x A na sledeéi
nac¢in : (z,y) € 0 ako i samo ako postoji niz elemenata z = zg,21,...,2, =y
iz A i niz unarnih polinomnih operacija po, ..., pn—1 tako da vazi

{pi(a),pi(b)} = {zi, zix1}, i=0,1,...,n—1.

Za proizvoljno (x,y) € 6, uzastopnom primenom leme 2.9 dobijamo da
(x,y) € cona(a,b). Dakle 8 C con 4(a,b). Dalje trivijalno vazi da (a,b) € 6.
Direktnom proverom se utvrduje da je 6 kongruencija algebre A, a posto
smo ve¢  konstatovali da ona sadrzi (a,b) sledi da je con.4(a,b) C 0, pa vazi
i jednakost. m

Prirodna ekstenzija prethodnog rezultata je sledece tvrdenje.

Tvrdenje 2.11 Neka je A algebra tipa F, i H C A, tada (x,y) € cona(H)
ako i samo ako postoji n € w, niz elemenata * = 29,21,...,2n = Y, N2
uredenih parova (a;,b;) € H i niz unarnih polinomnih operacija p;, 1 < i <
n, tako da

{Pi(a),pi(b)}:{zi,ziﬂ}, 1=0,1,...,n—1.
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Poglavlje 3

Polumreze 1 mreze

3.1 Polumreze

Za algebru § = (5, %) kazemo da je polumreza ako i samo ako za sve
x,y,z € L vazi :

(i)(idempotentnost) zxz =2z

(ii)(komutativnost) zxy=yx*x

(7i7)(asocijativnost) zx (yxz) = (z*y)* 2.

Tvrdenje 3.1 Na polumrezi S = (S, *) definiSemo binarnu relaciju x <y
ako i samo ako x xy = y. Tada je SO = (S, <) wreden skup u kojem
za svako x,y postoji x Vy. Obrnuto ako krememo od uredenog skupa P =
(P, <) u kojem za svaka dva elementa postoji najmanje gornje ogranicenje
i definisemo operaciju * sa x *y = x V vy, dobijamo da je PAY = (P, %)
polumreza. Vazi da je i pAYYT = p j SOrdM — g

Dokaz: Neka je (5, %) polumreza i neka je < definisano kao gore. Prvo
proveravamo da je < uredenje na skupu S.

(1) x * = x implicira = < x.

(2) Akojex <yiy <z dobijamodax=z*xy=yxx=y.

(3) Akoje z <y < z,onda imamo x*z = x*(y*z) = (T*y)*xz = y*z = 2,
dakle z < z.
Kakojeyx (z*xy) =y*(y*xx) = (y*xy)*x =y*xx =x+y imamo y < T *y.
Sli¢no se pokazuje da je z < x * y. Dakle x x y je gornje ogranicenje skupa
{z,y}. Da bi pokazali da je to najmanje gornje ogranicenje, pretpostavimo
dajer<ziy<z Tada (x*xy)*xz=uxx*(y*z)=x*z= 2z, Sto implicira
xxy < z, §to je i trebalo pokazati.

21
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Obrnuto tvrdenje se dobija direktnom primenom definicija, tako da dokaz
izostavljamo. Pokazimo josda je PAlgOT! - P, dok se Sordt — g pokazuje
na slican nacin. Neka je <* uredenje indukovano algebrom P49, Sada
imamo x <* y ako i samo ako z xy = y ako i samo ako x Vy = y ako i samo
akox <y. m

Na isti nacin se pokazuje i sledeée tvrdenje.

Tvrdenje 3.2 Na polumrezi S = (S,*) definiSemo = < y ako i samo ako
zxy=x. Tada je SO = (S, <) ureden skup u kojem za svako x,y postoji
x ANy. Obrnuto ako krenemo od uredenog skupa P = (P, <) u kojem za
svaka dva elementa postoji najvece donje ogranicenje i definisSemo operaciju
x sa x*xy =z Ay, dobijamo da je PA9 = (P,x) polumreia. Vazi da je i
A =P SOrdT = S,

Za ureden skup (P, <) kazemo da je sup-polumreza ili V-polumreza
ako i samo ako za svaka dva elementa postoji najmanje gornje ogranicenje.
Za ureden skup (P, <) kazemo da je inf-polumreza ili A-polumreza ako i
samo ako za svaka dva elementa postoji najvete donje ogranic¢enje. Tvrdenja
3.1 i 3.2 nam u stvari kazu da su pojmovi polumreze kao algebre i kao
posebnog uredenog skupa na neki nacin ekvivalentni. Na slici 3.1 pod (a) je
dat primer inf-polumreze sa nulom, dok je na istoj slici pod (b) dat primer
sup-polumreze sa jedinicom.

Slika 3.1

Neprazni podskup I sup-polumreze S naziva se ideal ako i samo ako
ispunjava uslove :
(1)iza,beIslediavbel
(1) izaelic<asledicel.
Skup svih ideala sup-polumreze S obelezavamo sa Z;(S).
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Neprazni podskup F' inf-polumreze S naziva se filter ako i samo ako is-
punjava uslove :

(1)iza,be FslediaAbe F

(i)iza€e Fia<cslediceF.

Skup svih filtara inf-polumreze S obelezavamo sa F;(5).

3.2 Mreze

Za ureden skup (L, <) kazemo da je mreza kao uredeni skup ako i samo
je sup-polumreza i inf-polumreza. Mreza se moze definisati i kao algebra.
Za algebru (L,V,A) kazemo da je mreza kao algebra ako i samo ako za
sve x,y,z € L vazi :

(i)(komutativnost) zVy=yVzizAy=yAuxz,
(7i)(asocijativnost) zV(yVz)=(zVy)VzizA(yAz)=(zAy)Az,
(7i1) (idempotentnost) zVz=ziz Az =z,

(iv) (apsorpcija) zV (yAz)=zizA(yVz)=uz.

Sledeéa teorema pokazuje da su ove dve definicije mreza ekvivalentne, tj.
da opisuju iste objekte.

Tvrdenje 3.3 Neka je algebra L = (L,V,N\) mreza, definisimo x < y ako
i samo ako x Ny = x. Tada je ureden skup LO7¢ = (L, <) isto mreza.
Obrnuto, ako je ureden skup P = (P, <) mreza, definisimo v Ay = inf{z,y}
iz Vy = sup{z,y}. Tada je algebra PAY = (P,V,\) mreza. Vazi da je i
pAl”t — p o LOrd™ —

Dokaz: Na osnovu zakon apsorpcije u svakoj mrezi vazi x Ay = x ako i samo
ako z Vy = y. Koristed¢i ovu osobinu ostatak dokaza je direktna ekstenzija
tvrdenja 3.1. m

Prethodno tvrdenje nam daje za pravo da kad god dokazujemo neke os-
obine mreza, ravnopravno mozemo koristiti uredenje i operacije te mreze.
U nastavku rada u nekim slu¢ajevima ne¢emo posebno naglasavati da li se
radi o mrezi kao uredenom skupu ili algebri. Kada kazemo neka je £ mreza
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podrazumevac¢emo da je odgovarajuce uredenje dato a samim tim i operacije
koje ono indukuje.

Neka je £ = (L, <) mreza. Za neprazan skup I C L kazemo da je ideal
mreze £ ako i samo ako je on ideal sup-polumreze (L,<). Analogno za
neprazan skup F' C L kazemo da je filter mreze £ ako i samo ako je on
filter inf-polumreze (L, <). Lako se pokazuje da je la ideal za svako a € L,
i ideale tog oblika zovemo glavnim idealima, analogno se proverava da je
Ta filter za svako a € L i filtere tog oblika nazivamo glavnim filterima.
Direktno se proverava da je presek proizvoljne familije ideala opet ideal. Iz
ovog zaklju¢ujemo da za svaki podskup H mreze L postoji najmanji ideal,
u oznaci [ H, koji ga sadrzi. Sledeée tvrdenje opisuje dati skup.

Tvrdenje 3.4 Neka je £ mreza i ) # H C L, onda je
\H={xeL|x<h V---Vh, zaneke hy,...,h, € H}.
Dokaz: Oznac¢imo skup
{reLl|x<hV---Vh, zaneke hy,...,h, € H}

sa I. Lako se proverava da je I ideal mreze L. Posto je H C I sledi da
je JH C I. Sa druge strane, neka je x € I proizvoljno dato, tada je po
definiciji skupa I, x < hy V ---V h, za neke hy,..., h, € H. Kako je |H
ideal i vazi H C | H zaklju¢ujemo da = € [ H. Pa kako vazi i druga inkluzija
sledi / =|H. =

Za relaciju ekvivalencije § na mrezi £ kazemo da je konguencija ako i
samo ako je 0 kongruencija na algebri (L, V, A).

Tvrdenje 3.5 Relacija ekvivalencije 8 na mrezi L je njena kongruencija
ako i samo ako za sve x,y,z € L vaZi,

Iz (z,y) €0 sledi (xNz)0(yNz) i (xVz)0(yV=z).

Dokaz: Direktna primena mreznih identiteta. m

Za neprazan podskup K mreze £ kazemo da je podmreza date mreze
ako 1 samo ako je poduniverzum algebre (L, V, ). Za neprazan podskup K
mreze L kazemo da je konveksan ako i samo ako za svaka dva elementa
a,b € K vazi,

(Vz € L)(z € (a,b) = = € K).
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Tvrdenje 3.6 Neka je 0 relacija kongruencije na L. Za svako a € L, [a]g
je konveksna podmreza od L.

Dokaz: Neka su x,y € [a]p, tada je zfa i yfa, pa je x A yba i x V yba,
tj. *Vy,z Ay € [alp. Dakle [a]y je podmreza od L. Pokazimo da vazi i
konveksnost. Neka su z,y € [a]g, < yix <z <y. Iz 20y i 20z sledi da
xV 20y V z, tj. z0y. Dakle zakljucujemo da z € [ylg = [a]y. =

Tvrdenje 3.7 Refleksivna relacija 0 mreze L je njena kongruencija ako i
samo ako za svako x,y,z,u € L vaZe sledeca tri uslova:

(i) (z,y) €0 = (x Ay, zVy) €,

(i) Izx <y < z, xby i yhz sledi x0z,

(#i7) Iz © < y i 20y sledi x ANuby Au i xV uby V u.
Dokaz: Jasno je da ako je 6 kongruencija da vaze uslovi (i), (1) i (i4i).
Dokazimo sada drugu implikaciju. Neka je 6 refleksivna relacija za koju
vaze uslovi (i), (i7) i (i4). Dokazimo prvo jednu trivijalnu ¢injenicu koju
¢emo iskoristiti u dokazu tvrdenja. Neka su b,c € [a,d] i (a,d) € 0 , tada
(b,c) € 0. Zaista, iz (a,d) € 0 i a < d koristeci uslov (i7i) dobijamo

bAc=(bAc)N(bV)BdV (bAc)=d.

Dalje iz b A ¢ < d i uslova (4i7) dobijamo

bAc=((bAc)AN(DVe)dN(bVc)=bVe,

pa zbog uslova (i) dobijamo da (b, c) € 6.

Iz uslova (i) se vidi da je relacija 6 simetricna. Dokazimo sada tranzi-
tivnost. Neka je z0y i yfz. Iz uslova (i) imamo da = V yfz A y, a iz (i)
da

yVz=(yVz)V(xAy)blyVz)V(zVy) =xVyVz.

Na isti nacin se pokazuje da = Ay A z0y A z, pa imamo da vazi

TAYANzOy A 20y V z0xVyV z

s ANyNz<yANz<yvVz<zVyVz.
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Primenjujuci uslov (i) dva puta dobijamo da (xVyV z,x AyAz) € 6. Sada
primenimo pomoéno tvrdenje sa pocetka dokaza sa a = x Ay Az, b = x,
c=zd=xVyVz, idobijamo da (z,z) € 6.

Neka je sada (z,y) € 0, pokazimo da za proizvoljno t € L vazi (xAt, yAt).
Zaista na osnovu (i) dobijamo da = A yfz V y, sto dalje na osnovu (ii7)
implicira da x Ay Atf(x V y) A t. Posto

r At yAt ez ANyNt, (xVy) A,

dobijamo da (z At,y At) € 6. Dokaz da (zVt,yVt) € 0 je analogan. Dakle
na osnovu tvrdenja 3.5 sledi da je 6 kongruencija mreze £. m

Lako se vidi da je za proizvoljnu mrezu £, uredeni skup (Con.A, C) ust-
vari mreza. Infimum dve kongruencije, p i 6 je njihov presek, dok je supre-
mum jednak preseku svih kongruencija koje sadrze p U 6.

Tvrdenje 3.8 Neka je L mreZa. Za p,0 € ConL i x,y € L vazi:
xp V Oy ako i samo ako postoji niz
z=axNy<z<---<zp 1< zp =1 VY,
takav da je zipziy1 il 2;0zi41, 1 <i <n—1.

Dokaz: Neka je v relacija na L definisana kao tvrdenju teoreme. Jasno je da
p C~vif C~. Ako je a kongruencija sa osobinom p C aif C ai (z,y) € 7,
tada za svako i, (2, 2zi+1) € p ili (24, zi41) € 0. Dakle (z;, zi4+1) € a za svako
i. Zbog tranzitivnosti dobijamo da (z A y,z V y) € «, §to dalje implicira
da (z,y) € a. Dakle v C . Da bi pokazali da je v = p V € dovoljno je da
pokazemo da je v kongruencija mreze L.

Ocigledno da je v refleksivna relacija i da zadovoljava uslov (i) tvrdenja
3.7. Neka je (z,y) € v, (y,2) € vix <y < z. Iz definicje relacije v do-
bijamo dva niza koja spajajux Ay saxVyiyAzsazVy. Spajanjem ta
dva niza dobijamo da (x,z) € 7. Neka je sada dato proizvoljno (x,y) € ~
tako da x < y, neka je z1, 29, ..., 2z, odgovarajuéi niz iz definicje relacije -,
i neka je t € L. Sada zaklju¢ujemo da je z1 Vt,29 Vt,..., 2z, V t niz koji
spajaxVisayVitiz At,zaAt,...,z, At niz koji spaja x At sa y At.
Dakle (x Vt,yVt) € vi(zAt,yAt) €. Na osnovu tvrdenja 3.7 sledi da
yeConl. m

Mreza L je prosta ako i samo ako je algebra (L, V, A) prosta.
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Tvrdenje 3.9 Mreza M, (slika 3.2) je prosta za svako n > 3

Slika 3.2

Dokaz: Neka je a = conypy, (ai,a;) gde je i # j. Sada imamo
1=a;Vajoa; Va; =a;=a; \Na;oa; Naj =0.

Dakle conyyg, (ai,a;) = M2. Dalje posmatrajmo 3 = conyy, (a;,0) i neka je
dato proizvoljno j # i. Tada imamo 1 = a; V a;80 V a; = a;. Dakle vazi
cony,, (aj,1) C conpy, (@i, 0) za svako j # i. Pretpostavimo da su i, j, k ra-
zliciti. Jasno (aj,1) € B, iz ovog sledi da (a; A a;, 1 A a;) = (0,a;) € 5 Sto
implicira (0 V ag,a; V ai) = (ax,1) € . 1z (aj,1) € B 1 (ag,1) € B sledi
(ak,a;) € B §to implicira M2 = conpy, (ai,a;) C conpy,(a;,0). Na slican
naéin se pokazuje da conyy, (a;,1) = M2. Lako se pokazuje da mreze Mo i
M nisu proste. m

Neka su £ i K mreze. Za presliakvanje f : L — K kazemo da je homo-
morfizam, monomorfizam (potapanje), epimorfizam, izomorfizam
iz £ u K ako i samo ako je f homomorfizam, monomorfizam, epimorfizam,
izomorfizam respektivno, izmedu algebri (L,V,A) i (K,V,A). Za preslika-
vanje g : L — K kazemo da je A-homorfizam iz mreze £ u mrezu K ako
i samo ako je g homomorfizam izmedu algebri (L, A) i (K, A). Za preslika-
vanje h : L — K kazemo da je u-potapanje, u-izomorfizam respektivno,
izmedu mreza £ i K ako i samo ako je h u-potapanje, u-izomorfizam izmedu
uredenih skupova (L, <) i (K, <).

Slede¢e tvrdenje pokazuje da su pojmovi u-izomorfizama i izomorfizama
ustvari ekvivalentni.
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Tvrdenje 3.10 Mreze (L,V,A) i (M,V,N) su izomorfne ako i samo ako su
izomorfni odgovarajucéi uredeni skupovi (L, <) i (M, <).

Dokaz: Neka je f : L — M izmomorfizam izmedu (L,V,A) i (M,V,A).
Tada je f(x) = f(xAy) = f(x)A f(y), tj. f(x) < f(y). Dakle f je monotona
funkcija. Sa druge strane iz f(z) < f(y) dobijamo f(x Ay) = f(z)A f(y) =
f(z), pa zbog injektivnosti sledi z Ay = z, tj. =z < y.

Obratno, neka je f u-izomorfizam iz (L, <) u (M, <). Pokazimo saglas-
nost sa operacijom A, dok se saglasnost sa V dokazuje analogno. Jasno
je da vazi f(x Ay) < f(x) A f(y). Sa druge strane iz f(z Ay) < f(x) i
f(zAy) < f(y) sledi

FHf@Af@) < @) =2 i [T AFW) < W) =y

Odavde dobijamo f~1(f(z)A f(y)) < x Ay, $to dalje implicira f(z)A f(y) <
flzAny). m

Ovo tvrdenje nam daje zapravo da kazemo da su dve mreze izomorfne
ako i samo ako su izomorfne kao uredeni skupovi, odnosno ako i samo ako
su izomorfne kao algebre. Sa druge strane pojmovi u-potapanje i potapanja
nisu ekvivalentni, lako se pokazuje da je svako u-potapanje ujedno i pota-
panje. Dok obrnuta implikacija ne vazi, sto pokazuje sledeé¢i primer.

Primer 3.11 Posmatrajmo mreie L i M na slici 3.3. Lako se vidi da je
preslikavange f : L — M definisano sa f(x) = x u-potapanje izmedu mreZa
L i M. Dato preslikavanje nije potapangje jer se ne slaZe sa operacijom V.

Zaista, f(aVb) =1 dok je f(a)V f(b) =c.

L
<

Slika 3.3
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Neka su £ i I mreze. Neka je dalje I ideal mreze £ i F filter mreze K.
Ako su F'i I izomorfni (sa izomorfizmom 1), tada definiSemo mrezu G, koja
nastaje lepljenjem mreza I i £ preko I i F, na sledeéi nag¢in:

U disjunktnoj uniji nosa¢a K i L svaki element a € F' identifikujemo sa
Y(x) € I, tako dobijamo nosa¢G, mreze G. Uredenje definiSemo na sledeéi
nacin (pogledati sliku 3.4):

a <k b, ako a,b € K;

<pb ko a,b € L;
a < b akoisamo ako @=L ' ako a, ;

a<gz 1 @) <pb, zaac€ K,be L,

iza neko z € F.

AN
A

/ \F O
) . ) / \. /
\ / K \ /
g
Slika 3.4: Jednostavan primer lepljenja.

Direktno se proverava da je (G, <) mreza.

Ako je ak relacija na K i «f, relacija na L tada refleksivni proizvod
relacija ag 1 a, je relacija

arg o ar:=agUarUag oar,.
Sledec¢e tvrdenje opisuje kongruencije na mrezi G.

Tvrdenje 3.12 Svaka kongruencija mreze G se moze na jedinstven nacin
prikazati u obliku
a=ago ar,

gde je

(i) ax je kongruencija mreze K;
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(ii) oy je kongruencija mreze L;

(tit) Restrikcija ag na F je jednako (pod identifikacijom preko izomor-
fizma 1) sa restrikcijom oy na I.

Sa druge strane ako imamo kongruencije oy, ar na K, L redom, i ako
za ngih vazi uslov (ii1) tada je o = age o avp, kongruencija na G

Dokaz: Moze se naéi u [16]. =

Kao direktnu posledicu ovog tvrdenja dobijamo da lepljenjem dve proste
mreze (pa samim tim i konaéno mnogo) dobijamo opet prostu mrezu.

Primer 3.13 Za cele brojeve k > 2 iny,no,...,n, > 2, mreZa My, n,.... 0,
se dobija na sledeéi nacin (pogledaj sliku 6.2 na strani 68). Krenemo od
mreze My, 1 izursimo lepljenje sa mreZom M,,, i tako dobijamo mrezu
My, my. Sada izvrsimo lepljenje mreZe My, n, sa mrezom My, i dobijamo
mrezu My, nyns- U tom stilu nastavijamo postupak i na kraju dobijamo
mrezu My, n,...n,- Primenom tvrdenja 3.12 i 3.9 dobijamo da je mreza
Mnl,ng,‘..,nk pmsta.

Za mrezu L kazemo da je modularna ako i samo za sve a, b, c € L vazi
implikacija a <c=aV (bAc)=(aVb)Ac.

Tvrdenje 3.14 (Dedekind) Mreza L je modularna ako i samo ako ne sadrzi
podmrezu izomorfnu sa Ms.

Dokaz: Moze se naéi recimo u [38]. ®

/O
e \
o< >o
Ms N5

Slika 3.5
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Za mrezu L kazemo da je distributivna ako i samo za sve a,b,c € L
vaziaV (bA¢c) = (aVb) A (aVec).

Tvrdenje 3.15 (Birkhoff) Mreza L je distributivna ako i samo ako ne
sadrzi podmrezu izomorfnu sa Ny ili Ms.

Dokaz: Moze se na¢i recimo u [38]. ®

Tvrdenje 3.16 MrezZa L je distributivana ako i samo ako za sve x,y,z € L
vaZi :

(xANy)V(zAy)V(zAz)=(2Vy) A(zVz)A(zVy). (3.1)
Dokaz: Neka je mreza L distributivna, onda imamo da vaze sledece jed-
nakosti,

(xVyY)AN(EzVy A(zVe)=

=(@vy Alyva)rz)V(@Vy AlyVe)Az)

=@A(yVa)V(zA(zVy))

=@Ay)V(@Az)V(zAZ)V(zAY)

=(@Vy A(EVy A(zVe).
Obratno pretpostavimo da vazi 3.1, i pokazimo prvo da je mreza £ modu-
larna. Koristeéi z < z uslov 3.1 postaje (zAy)V(yAz)Ve = (xVy)A(yVz)Az,
odakle sada direktno sledi zakon modularnosti. Sada koriste¢i modularnost
pokazimo da je mreza L distributivna. Oznac¢imo levu stranu uslova 3.1 sa

l, a desnu sa d. Na osnovu zakona apsorpcije vazi x AT =z A (y V z), dok
iz (x Ny) V (2 Ax) < z, koristeéi modularnost i apsorpciju sledi

zANl=zAN({(zANy)V(YAz)V(zAz))
=(@xAyAz)V(zAy)V(zAx)
=(xAz)V(rAy).
Jasno je da je x AT =x A, Sto implicira z A (yVz) = (z Ay)V(zAz). &
Podsetimo se, u drugom poglavlju smo definisali pojam glavne kongruen-

cije za algebre (strana 14), analogno se pojam glavnih kongruencija definise
i za mreze.

Tvrdenje 3.17 Neka je L distributivna mreZa, a,b,x,y € L i neka je a < b.
Tada

(z,y) € con(a,b) akko zVb=yVb i xANa=yAa.
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Dokaz: Neka je § relacija na L definisana sa (z,y) € § ako i samo ako
zVb=yVbizAa=yAa. Lako se vidi da je B relacija ekvivalencije na
L. Neka su dalje (z,y) € 81 z € L proizvoljno dati, tada

(xAz)Va=(zVa)A(xzVa)=(z2Va)AN(yVa)=(yAz)Va,

(xAN2)ANb=2zAN(xAD)=2AN(yAb)=(yAz)A\b;

pa (x A z,y A z) € B. Slicno se pokazuje da (z V z,y V z) € . Na osnovu
tvrdenja 3.5 sledi da je 8 kongruencija na £. Jasno je da (a,b) € 3, §to
implicira da con(a,b) C . Sa druge strane, neka je a proizvoljna relacija
za koju vazi (a,b) € «, i neka je (z,y) € 8, pokazimo da tada (z,y) € . Iz
definicija datih relacija imamo xVa=yVa, tAb=yAb, (zVa,xVb) € «
i(x Ab,xAa)€ a. Imajuéi ove osobine u vidu dalje izvodimo

x=zV(@Aa)=zV(yNa)=(xVy) A(xVa),

Y (yNa)=yV (xAa)

yV
yV(@Ab)=(xVy) AyVd)=(zVy)A(zVb),
)A

pa zbog ((zVy)A(xVa),(zVy)A(xVd)) € asledi da (z,y) € a. Kako je
a proizvoljno birano sledi da (x,y) € con(a,b), tj. vazii 5 C con(a,b). =

Posledica 3.18 Neka je L distributivna mreZa, K njena podmreZa i a,b €
K. Tada je cony(a,b) = cong(a,b) N K2

Dokaz: Direktno se proverava primenom prethodnog tvrdenja. =

Za mrezu L kazemo da je ogranicena ako i samo je ogranicena kao
ureden skup. U ograncicenoj mrezi £ za element 2’ kazemo da je komple-
ment elementa x ako i samo ako je x V2’ =11z Az’ =0. Za ograni¢enu
mrezu kazemo da je komplementirana ako i samo ako svaki element ima
komplement, dok u sluc¢aju kada svaki element ima ta¢no jedan komplement
kazemo da je mreza L jednoznac¢no komplementirana. Distributivna
komplementirana mreza zove se Bulova mreza. Sledece tvrdenje kaze da
je Bulova mreza jedinstveno komplementirana.

Tvrdenje 3.19 Ako element ogranicene distributivne mreZe ima komple-
ment, onda je taj komplement jedinstven.
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Dokaz: Neka je £ ogranic¢ena distributivna mreza, x € L iz, 2" dva njegova
komplementa. To znaci da je

e A =xAN2" =0 i zvad=avas' =1
Odakle na osnovu distributivnog zakona dobijamo,

Y= ANl=aA@@Vvd")=G" ANz)V (@ A"
=@"ANe)v (@' Ay =2"AN(xva)=2"AN1=2".

Za elemenet a mreze £ kazemo da je atom, koatom ako i samo ako je
atom, koatom redom, u uredenom skupu (L, <). Direktno se proverava da
je u Bulovoj mrezi komplement atoma (ako postoji) koatom, i obrnuto da
je komplement koatoma (ako postoji) atom.



34

POGLAVLJE 3. POLUMREZE I MREZE



Poglavlje 4

Algebarske i kompletne
mreze

4.1 Kompletne mreze

Za ureden skup £ = (L, <) kazemo da je kompletna mreza (potpuna)
ako 1 samo ako svaki podskup ima supremum i infimum.

Tvrdenje 4.1 Svaka kompletna mreza je ogranicena.

Dokaz: Lako se proverava daje AD =1idaje\/0 =0 m

Tvrdenje 4.2 Neka je (P, <) ureden skup, sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) (P, <) je kompletna mreza;

(13) \/ A postoji za svaki A C P;
(7i1) N\ A postoji za svaki A C P.

Dokaz: (iii) = (ii) Neka je A C P, direktno se proverava da je

\A=)\Aax

(i) = (iii) Za proizvoljno A C P lako se pokazuje da je

NA=\ 4"

Ostale implikacije trivijalno vaze. m

35
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Tvrdenje 4.3 Neka je (P, <) ureden skup, sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) (P, <) je kompletna mreza;

(13) P ima najmangi element i \/ A postoji za svaki neprazan A C P;

(1i1) P ima najveci element i \ A postoji za svaki neprazan A C P.

Dokaz: Direktna posledica prethodna dva tvrdenja. m

Posledica 4.4 Neka je X proizvoljan skup i L C P(X) tako da vaZi :
(1) X e L,

(ii) (N;er Ai € L za svaku nepraznu familiju {A; | i€ I} C L.

Tada je (L, C) kompletna mreza u kojoj je

NAilie T} =Nes Ais
V{A: i€ I} =B e L | U, A C BY.
Dokaz: Direktna posledica prethodnog tvrdenja. m

Za proizvoljno algebru A tipa F, ureden skup svih kongruencija je kom-
pletna mreza. Jasno A% € ConA, dok se direktno proverava da je pre-
sek proizvoljne familije kongruencija opet kongruencija. Na isti nacin se
pokazuje da ureden skup svih poduniverzuma date algebre ¢ini kompletnu
mrezu.

Za preslikavanje C' : P(A) — P(A), gde je A proizvoljan skup kazemo da
je operator zatvaranja na skupu A ako i samo ako za svako X,Y € P(A)
vaze sledeéi uslovi :

(C1) XSO

(C2)  C(O(X)) =C(X) ;

(C3) XCY=CX)CCY).

Ako je C operator zatvaranja na skupu A sa Ag obelezavamo skup svih
podskupova od A koji su zatvoreni u odnosu na operator C, tj. onih pod-
skupova od A za koje vazi C'(X) = X. Jasno je da je (A¢, C) jedan ureden
skup, Sta vise vazi i sledeée tvrdenje.

Tvrdenje 4.5 Ako je C operator zatvaranja na skupu A tada je (Ac, Q)
kompletna mrezZa.
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Dokaz: Na osnovu posledice 4.4 dovoljno je da pokazemo da A € A¢ i da
je Ac zatvoren za proizvoljne preseke nepraznih familija. Jasno je da je
C(A) C A, pa zbog uslova (C1) sledi da je C(A) = A, tj. C(A) € Ac.
Neka je sada F = {A; C A | i € I} familija podskupova iz A, treba da
pokazemo da je (|F € L¢. Dovoljno je da pokazemo da je C([;c; Ai)
Micr Ai- Za svako i € I vazi [;c; A; € C(A;), pa sledi da je C(();c; As)
Nicr C(A;), ali C(A;) = A; za svako i € I, i time je dokaz gotov. m

-
-

Tvrdenje 4.6 Neka je C operator zatvaranja na A, tada za proizvoljnu
familiju elemenata {A; | i € 1} iz Ac vazi

V{dilient=c( J{Ailien})

Dokaz: Jasno je da je C'(|U;c;)Ai € Ac ida je isti gornje ogranicenje skupa
{4; | i € I}. Neka je sada D € Ag neko drugo gornje ogranicenje skupa
{A; | i € I'}. Onda imamo (J;c; A; € D, sto dalje implicira C({J,;c; Ai) C
CD)=D. m

Tvrdenje 4.7 Za svaku kompletnu mrezu L = (L, C) postoji skup A i ope-
rator zatvaranja na njemu tako da je (L, C) = (Ac, C).

Dokaz: Za skup A uzmimo ba§ nosa¢ mreze £, i na P(L) definisimo
preslikavanje X — C(X) sa C(X) = {x € L | z <\ X}. Ovako definisano
preslikavanje je operator zatvaranja na skupu L, uslovi C i Cs su ocigledni,
dok tacnost uslova C5 sledi iz ¢injenice da je za proizvoljan podskup X iz L
V{re L |z <V X} =\X. Sada se lako proverava da je preslikavanje f,
definisano sa f(z) = |z, izomorfizam izmedu mreza (L,C) i (Lo, <). m

Ovim tvrdenjem smo uspostavili vezu izmedju kompletnih mreza i ope-
ratora zatvaranja.

Za familiju podskupova F nekog skupa A kazemo da je sistem zat-
varanja ako i samo ako je F zatvoren za proizvoljne preseke. Direktno iz
definicije sledi da A € F (kao presek prazne familije), dok iz posledice 4.4
sledi da je (F, C) kompletna mreza. U naredna dva tvrdenja uspostavljamo
vezu izmedu operatora zatvaranja i sistema zatvaranja.

Tvrdenje 4.8 Neka je F sistem zatvaranja na A, tada postoji operator
zatvaranja na A ¢iji su zatvoreni skupovi tacno elementi familije F.
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Dokaz: Posmatrajmo preslikavanje C' : P(A) — P(A) definisano sa
CX)=({{YeF|XCY} (4.1)

Ovo preslikavanje je dobro definisano jer A € F. Uslovi (C) i (C3) slede
direktno iz definicije preslikavanja C. Dokazimo da vazi uslov Cy. Neka je
X C A Jasno ako je C(X) = X da onda X € F. Obrnuto, ako je X € F
onda direktno iz definicije operatora C sledi da je C(X) = X, i time je dokaz
gotov. m

Tvrdenje 4.9 Ako je C1 operator zatvaranja na A, tada je familija svih
zatvorenih skupova u odnosu na Ci jedan sistem zatvaranja, i ako nad tim
sistemom zatvaranja definiSemo operator zatvaranja C' kao u (4.1) dobijamo
operator zatvaranja C1 od koga smo i krenuli.

Dokaz: Na osnovu tvrdenja 4.5 sledi da je (A¢,,C) kompletna mreza.
Odavde direktnom proverom dobijamo da je A¢, sistem zatvaranja na A.
Dalje, definisimo nad tim sistemom zatvaranja, operator C' kao u 4.1. Do-
kazimo da je C = C7. Neka je X C A proizvoljno dato, tada imamo

CX)=({Y €Aq, | X CY}=[{C:i(Y) | X CY} =Ci(X).

4.2 Algebarske mreze

Za elemenat a mreze L kazemo da je kompaktan ako i samo ako je ispu-
njeno: iz a < \/ A za proizvoljan podskup A iz L, sledi da postoji konac¢an
podskup B skupa A, takav da je a < \/B. Jasno u svakoj mrezi sa
najmanjim elementom, 0 je kompaktan element. Mreza je kompaktno
generisana ako i samo ako je svaki element supremum kompaktnih eleme-
nata. Za mrezu L kazemo da je algebarska ako i samo ako je kompletna i
kompaktno generisana. Jasno, u algebarskoj mrezi svaki element je jednak
supremumu kompaktnih elemenata koji se nalaze ispod njega u odnosu na
uredenje mreze. Skup svih kompaktnih elemenata u mrezi £ obelezavamo

sa KC(L).

Tvrdenje 4.10 Neka je L = (L, <) mreza i neka ¢ € L, sledeéi uslovi su
ekvivalentni :

(1) ¢ je kompaktan element;

(17) za svaki ideal mreze L, ako I ima supremum i ¢ < supl, tada c € I;
(1i1) za svaki usmeren podskup D od L koji ima supremum, vaZi: ako je
c < supD, tada c < d za neko d € D.
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Dokaz: (ii) = (i) Neka je ¢ < \/ M za neko M C L. Posmatrajmo
M = [{agVa1V---Vay, | ag,...,an, € M in € w } (najmanji ideal koji sadrzi
M). Sada imamo da je ¢ < \/ M, pa zbog pretpostavke sledi da ¢ € M, tj.
postoje elementi ag,ay,...,a, € M tako da je ¢ < \/{ao,...,a,}. Dakle ¢
je kompaktan element.

(1) = (i1) Neka je sada ¢ < I za neko I € Z;(L). Tada zbog kompaktnosti
elementa c sledi da je ¢ < \/{ig,41,...,in} za neke elemente i, ..., i, € I.
Iz definicije ideala sledi da c € 1.

(131) = (ii) Neka je dato proizvoljno I € Zy(L), i neka je ¢ <\/ I. Posto je
I usmeren podskup od L sledi da je ¢ < ¢ za neko ¢ € I. Sada iz definicje
ideala sledi da c € I.

(73) = (iit) Neka je ¢ < \/ D, gde je D neki usmeren podskup od L. Posma-
trajmo skup D ={z € L|3de Dixz <D }. Jasno je da D C |D i zbog
usmerensoti skupa D sledi da je | D € Zy(L) (Sta vise to je najmanji ideal
koji sadrzi I). Sada iz \/ D < \/]D sledida ¢ <\/|D, pa zbog pretpostavke
dobijamo da ce€ |D,tj. c<dzanekode D. m

Tvrdenje 4.11 Ureden skup (K(L),C) je sup-polumreza sa nulom.

Dokaz: Jasno, svaka algebarska mreza ima najmanji element, i on je kom-
paktan. Neka su sada a i b dva kompaktna elementa mreze L, iz a V b <
V{ci | i € I} i kompaktnosti elemenata a i bsledi da je aVb < \/{c; |i € Ip}
gde je Iy neki kona¢an podskup od I =

%

a Slika 4.1

Jasno, svaka kona¢na mreza je algebarska. Na slici 4.1 pod (a) je dat
primer kada infimum dva kompaktna elementa ne mora biti kompaktan.
Lako se vidi koristeéi tvrdenje 4.10 da element a nije kompaktan. Na istoj
slici pod (b) dat je primer kompletne mreze koja nije algebarska. Lako se vidi
da element z nije kompaktan pa nije ni supremum kompaktnih elemenata.
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Za operator zatvaranja C' na skupu A kazemo da je algebarski ako i
samo ako vazi uslov:

(Cy) za svako X € P(A), C(X)=U{CY)|Y C X iY je konacan}.

Re¢ima, zatvorenje skupa X je unija zatvorenja svih njegovih konaénih pod-
skupova. Lako se moze proveriti da je uslov (C3) posledica uslova (Cy).

Tvrdenje 4.12 Neka C algebarski operator zatvaranja na skupu A, tada je
mreza (Ac, C) algebarska.

Dokaz: Na osnovu tvrdenja 4.5 dovoljno je da pokazemo da je (Ac, Q)
kompaktno generisana mreza. Pokazimo da su kompaktni elementi ta¢no
oblika C'(X) za neki konacan X C A, i odatle ¢e trivijalno na osnovu uslova
(Cy) da sledi da je svaki element iz Ac kompaktno generisan. Neka je X
kona¢an skup, i pretpostavimo da je C(X) C \/{4; | i € I}, tj C(X) C
C(Uier Ai)- Na osnovu C i Cy sledi da je

xc|J{ew) |y €| JA4iiY je konacan }.
el

Prema tome, za sve z € X postoji neki konacan podskup Y, od | J;c; A; takav
da z € C(Y;). U datim oznakama dobijamo da je X C {C(Y) |z € X}. Iz
konacnosti Y,, sledi da za svako x € X postoji konacan indeksni skup I, C I
takav da je Y; C (J{4; | i € I;}. Uzmimo J = |J{I; | z € X}. Znamo da je
J konacan i da je J C I, i lako se proverava da je

cx)ycotalien =\{4lie g}

Ostaje jos da se pokaze da ako je C(X) kompaktan da je onda C'(X) =
C(Z), za neki konacan Z C A. Iz ¢injenice da je C algebarski operator
zatvaranja dobijamo da je C(X) C \V{C(Y) | Y € X iY je konacan }.
Zbog kompaktnosti C'(X) postoji kona¢na podfamilija {C(Y;) | i € I} od
{C(Y) | Y C XiY jekonacan } tako da je C(X) C \/{C(Y;) | i € I}.
Neka je sada Z = | J;c; Y. Jasno je da je Z konacan, i lako se pokazuje da
jeC(X)=C(Z). =

Tvrdenje 4.13 Neka je L = (L, <) algebarska mreza, tada postoji skup A
i algebarski operator zatvaranja C' nad A, tako da je (L, C) = (Ac, C).

Dokaz: Za skup A uzmimo (L), i definisimo preslikavanje na P(}C(L)),
koje svakom X C K(L) dodeljuje C(X) = {k € K(L) | k <\ X}. Lako se
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proverava da je ovako definisano preslikavanje operator zatvaranja na IC(L).
Za proizvoljno k € C(X) sledi, zbog kompaktnosti &, da je k </ X, za neki
konacan Y C X. Odavde sledi da k € C(Y'). Dakle dobili smo da je

C(X)C U{C(Y) |Y CXiY je konacan}.

Inkluzija u drugom smeru je trivijalna, pa je tako ispunjen uslov Cy i ope-
rator zatvaranja je algebarski. Sada definiSemo preslikavanje f : L — K(L)¢
sa f(x) = JzN(L). Elementarnom proverom zaklju¢ujemo da je ovo dobro
definisano preslikavanje, da je bijekcija i da ¢uva poredak, pa je uspostavljen
trazeni izomorfizam i mreze (L, <) i (K(L)c, C) su izomorfne. m

Za sistem zatvaranja na skupu A kazemo da je algebarski sistem za-
tvaranja ako i samo ako sadrzi uniju svake svoje usmerene podfamilije,
drugim rec¢ima ako i samo ako je zatvoren za proizvoljne unije usmerenih
podfamilija. Naredna teorema dovodi u vezu algebarske sisteme zatvaranja
i algebarske operatore zatvaranja.

Tvrdenje 4.14 Neka je F sistem zatvaranja na skupu A. Tada je F fami-
lija zatvorenih skupova o odnosu na neki algebarski operator zatvaranja na
A ako i samo ako je F algebarski sistem zatvaranja.

Dokaz: Neka je C' algebarski operator zatvaranja na A i neka je F odgo-
varajuéi sistem zatvaranja koji ¢ine zatvoreni podskupovi u odnosu na taj
operator. Neka je sada Y = {Y; | i € I} usmerena familija podskupova iz F.
Neka je | JY = Z, treba pokazati da je C(Z) = Z. Neka je z € C(Z), posto
je C algebarski operator zatvaranja sledi da postoji konac¢an podskup H od
Z tako da je z € C(H). Posto je H konacan skup elemenata iz | J F, sledi da
postoji neki element Y iz F takoda je H CY,pajei C(H)CC(Y) =Y,
pa dobijamo da z € Z. Kako znamo da je Z C C(Z), sledi da je C(Z) = Z.
Obratno, ako je sistem zatvaranja F na A algebarski, ho¢emo da pokazemo
da je operator zatvaranja C' definisan sa 4.1 algebarski. Pokazimo da vazi
C(X) CU{CY) | Y C X 1Y je konacan}, dok druga inkluzija trivijalno

vazi. Za svako z € X vazi
ze{zx} CC({x}) C U{C’(Y) |Y C X 1Y je konacan},

paje X CJH{C(Y)|Y C XiY jekonacan}. Lako se proverava da je
familija {C(Y) | Y € X iY je konacan} na gore usmerena familija, pa je
U{C(Y) | Y C X iY je konacan} zatvoren skup, pa zbog uslova (Cs) sledi
C(X)CU{CY)|Y CX1iY jekonacan}, i time je dokaz zavrsen. m
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Ovim tvrdenjima smo uspostavili vezu izmedu algebarskih mreza, alge-
barskih operatora zatvaranja i algebarskih sistema zatvaranja. Zato ¢emo
u nastavku teksta Cesto, umesto da direktno po definiciji dokazujemo da
je neka familija podskupova algebarska mreza, pokazati da je ta familija
algebarski sistem zatvaranja.

Posledica 4.15 Neka je S = (S, V) sup-polumreza sa nulom, tada je uredeni
skup ideala (Zy4(S),C) algebarska mreza, i za proizvoljnu familiju ideala
{I; | j € J}, vazi

ViLiliedy=LUJ{Lilie )

Dokaz: Dokazimo da je Zy(S) algebarski sistem zatvaranja. Jasno S €
Z4(S), presek proizvoljne familije ideala polumreze S je opet ideal. Taj pre-
sek je neprazan jer svaki ideal sadrzi nulu, dok se ostala dva uslova direktno
proveravaju po definiciji. Dakle Z;(S) je jedan sistem zatvaranja. Neka je
sada {I; | j € J} usmerena familija ideala. Dokazimo da je J{; | j € J}
ideal. Neka je a,b € [J{I; | j € J}, tada a € I; i b € I} za neke j,k € J.
Ali zbog usmerenosti date familije ideala sledi da postoji neki ideal I iz te
iste familije tako da [;, I € I, paaVvb e I C |J{I; | j € J}. Drugi
uslov trivijalno vazi pa je Zy4(S) zatvoren za unije usmerenih familija, pa je
algebarski sistem zatvaranja pa zbog tvrdenja 4.14 (Z4(S), C) je algebarska
mreza. Pokazimo sada drugi deo dokaza. Na osnovu tvrdenja 4.6 imamo da
je

VL lieay=cJi e,

gde je C operator definisan kao u 4.1. Na osnovu definicije datog operatora
zakljucujemo da je C(U{; | j € J}) najmanji ideal koji sadrzi |J{I; | j €
J}. Sada na osnovu tvrdenja 3.4 sledi da je

clUL lie sy =Ll 15 € 3.
Time je dokaz zavrSen. m

Za podskup K od kompletne mreze £ kazemo da je kompletna

podmreza ako i samo ako za svaki neprazan podskup A od K vazi \/ A € K
iNAeK.

Teorema 4.16 Kompletna podmreZa algebarske mreZe je algebarska mreZa.
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Dokaz: Neka je £ proizvoljna algebarska mreza, neka je M njena kompletna
podmreza. Na osnovu tvrdenja 4.13 i 4.14 znamo da je {D, | a € L}
algebarski sistem zatvaranja koji je izomorfan sa mrezom L, pri ¢emu je D,
oznaka za {r < a | z € K(L)}. Posmatrajmo sada familiju podskupova
{D, | a € M}, i pokazimo da je ona algebarski sistem zatvaranja. Neka je
{D, | a € B} za B C M proizvoljna podfamilija od pocetne familije. Lako
se proverava da je

(){Da|a€ B} =Dpp.

Neka je sada {D, | a € B} za B C M jedna usmerena familija. Pokazimo
da je (J{Da | @ € B} = Dy p. Jedna inkluzija je jasna. Neka je sada
dato proizvoljno a € M i a < \/B. Iz kompaktnosti elementa a sledi
da je a < by VbV ---Vb, za neke by,by,...b, € B, tj. dobijamo da
a € Dy y...vp,- Zbog usmerenosti znamo da postoji neko b € B tako da je
Dy, ..., Dy, € Dy. Odavde sledi da je by V ---V b, < b, Sto dalje implicira
Dy, v...vb,, € Dyp. Dakle a € Dy zaneko b € B pa vazi i druga inkluzija. Dakle
{D, | a € M} je jedan algebarski sistem zatvaranja i lako se pokazuje da
je u odnosu na inkluziju on izomorfan sa kompletnom podmrezom (M, C).
Dakle (M, C) je algebarska mreza. m

Posledica 4.17 Svaki zatvoren interval algebarske mreze je algebarska mreZa.

Dokaz: Neka je £ algebarska mreza i neka su u,v € L. Direktno se pro-
verava da je [u,v] = {x € L | v < 2 < v} kompletna podmreza od L pa je
na osnovu prethodnog tvrdenja ona i algebarska mreza. m

Tvrdenje 4.18 Svaka mreZa mozZe da se potopi u neku algebarsku mrezu.

Dokaz: Neka je data proizvoljna mreza (L, C), posmatrajmo mrezu (Zg(L)U
{0}, ). Na osnovu tvrdenja 4.15 znamo da je familija Zy(L)U{(} zatvorena
za unije usmerenih familija. Posto je u familju ideala uklju¢en i prazan
skup, data familija je zatvorena i za proizvoljne preseke. Dakle Z;(L) U {0}
¢ini jedan algebarski sistem zatvaranja, pa je on samim tim i algebarska
mreza. Posmatrajmo sada preslikavanje F : L — Zy(L) U {0}, definisano sa
F(x) = Jx. Lako se proverava da je ovo preslikavanje potapanje. m

U slede¢em poglavlju ¢emo dati dosta jaci rezultat od ovog, koji ¢e u stvari
biti analogan Kejlijevoj teoremi u teoriji grupa, i kaze da se svaka mreza
moze potopiti u mrezu relacija ekvivalencija nad nekim skupom.
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4.3 Mreza (£(A), Q)

Podsetimo se da pod slabim ekvivalencijama na skupu podrazumevamo
simetricne i tranzitivne relacije nad datim skupom. Po definiciji {) je slaba
ekvivalencija. Skup svih slabih ekvivalencija na skupu A obelezavamo sa
Ew(A). Jasno (£,(A), Q) je jedan ureden skup. Sledece tvrdenje kaze da je
data relacijska struktura dosta bogatija.

Tvrdenje 4.19 Mreza (€,(A),C) je algebarska za svaki skup A.

Dokaz: Dokazimo da je &,(A) algebarski sistem zatvaranja na A x A.
Jasno je da A x A € &,(A). Neka je {p; | i € I} familija slabih ekviva-
lencija tako da p; € £(B;) i B; € A za i € I. Direktno se proverava da
Nicrpi € E(Nier Bi) € E(A), u slucaju da je (,c.; Bi # 0. Ako je pak
presek datih podskupova prazan skup onda je i presek odgovarajuéih slabih
ekvivalencija prazan skup (koji je isto slaba ekvivalencija). Neka je sada
M = {p; | i € I} usmerena familija slabih ekvivalencija, pri ¢emu za svako
i1 €1, p; € E(B;), gde su B; neki podskupovi od A. Sada se lako pokazuje
da J;cr pi € E(Usjer Bi) € Ew(A). Simetricnost je jasna, dok tranzitivnost
sledi iz usmerenosti familije M. m

Pod relacijom ekvivalencije na nepraznom skupu A podrazumevamo re-
fleksivne slabe ekvivalencije na A. Skup svih relacija ekvivalencije na skupu
A obelezavamo sa E(A).

Tvrdenje 4.20 Za svaki neprazan skup A,
Eu(A) = J{E) | BeP(A)}.
Dokaz: Neka je p € &,(A) proizvoljno dato, i posmatrajmo skup
B,={xcA|Tyecdi(x,y) €p}

Na osnovu simetri¢nosti i tranzitivnosti relacije p sledi da je Ap, C p, pa
p € £(B,). Obrnuta inkluzija je ocigledna. m

Tvrdenje 4.21 U mreZi slabih ekvivalencija na skupu A vaze sledeéa tvrdenja:
(1) TA = E(A);
(11) JA = P(A).
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Dokaz: (i) Neka je p € 1A = {p € E,(A) | A C p}. Iz p € Ey(A) sledi da
je p simetriéna i tranzitivna relacija, dok iz A C p sledi da je i refleksivna,
dakle p € £(A). Obrnuta inkluzija je jasna.

(73) Primetimo da je JA = {Ap | B € P(A)}. Posmatrajmo preslikavanje
F : Ap — B . Lako se pokazuje da je dato preslikavanje izomorfizam
izmedju mreza (JA,C) i (P(A4),C). m

Tvrdenje 4.22 Za svaki neprazan skup A mreza (E(A),C) je algebarska.

Dokaz: Na osnovu prethodnog tvrdenja zakljucujemo da je £(A) zatvoren
interval u mrezi (€,(A4),C). Na osnovu tvrdenja 4.19 znamo da je mreza
slabih ekvivalencija algebarska. Koriste¢i posledicu 4.17 zaklju¢ujemo da je
mreza (£(A), C) algebarska. m

Tvrdenje 4.23 Neku su p i 6 iz E(A), tada je
pVO=pU(poB)U(pobop)U(pobopol)...,

dok je za proizvoljnu familiju {p; | i € I} C E(A),

VipilieTy=Jpigo---opiy i, i€ Ik €w\ {0},
Noiliery={piliel}

Dokaz: Direktno se proverava da je presek proizvoljne familije relacija ek-
vivalencije opet relacija ekvivalencije. Neka su dalje p, 0 € £(A) proizvoljno
dati. Obelezimo sa 3 relaciju pU(pof)U(pobhop)U(pobopof)... . Lako
se proverava da je 3 relacija ekvivalencije na skupu A. Takode jasno je da
je B gornje ogranicenje skupa {p,6}. Pokazimo da je to i najmanje gornje
ogranicenje datog skupa. Neka je dato proizvoljno o € £(A) sa osobinom
p Coif Co. Dokazimo da je 5 C 0. Neka je dato proizvoljno (z,y) € .
Tada po definiciji relacije 8 postoje zg, 21, ..., 2k_1, 2k € A, bez umanjenja
opstosti pretpostavimo da je k = 2n za neko n € w, tako da vazi

T = Z0Pr1022,...,2k—102k = Y.

Odavde direktno sledi da (z,7) € 0* =0o0f---060 = 0. Dakle 5 C o, pa je
pVeO=p.

Oznacimo sada relaciju (J{pi, 0 --- o pi, | %1,...,ix € [,k € w\ {0}} sa
. Lako se proverava da v € £(A) ida vy € {p; | i € I}". Neka je dalje dato



46 POGLAVLJE 4. ALGEBARSKE I KOMPLETNE MREZE

proizvoljno « € {p; | i € I}". Sada se lako vidi da za proizvoljno k € w\ {0}
i41,...,1, €I vazi p; o---0p; C 6. Dakle,

Ulpiwo---opiy in, .. ik € Lk €w\{0}} Ca

sto dalje implicira \/{p; | i € I} = U{pi,o- - -opi\, | i1,-. .,k € I,k € w\{0}}.
[

Kao §to smo pomenuli u odeljku 1.2, particija nepraznog skupa A je
skup 7 svih nepraznih u parovima disjunktnih podskupova od A ¢ija je
unija skup A. Elemente skupa 7 zovemo blokovi ili klase skupa 7. Blokovi
¢iji su elementi samo singltoni se nazivaju trivijalni. Ako su elementi a i
b u istom bloku particije 7 piSemo (a,b) € m ili arb. Skup svih particija na
skupu A obelezavamo sa II(A).

Tvrdenje 4.24 Mreza (£(A),C) je izomorfna mrezi (II(A),C) particija
skupa A.

Dokaz: Posmatrajmo preslikavanje F': £(A) — II(A) definisano sa F(p) =
{lal, | a € A}. Na osnovu tvrdenja 1.1 sledi da je F' dobro definisano pres-
likavanje. Za proizvoljnu particiju {X; | i € I} € II(A), definisimo relaciju
p na skupu A sa: (z,y) € p ako i samo ako postoji i € I tako da z,y € X;.
Lako se pokazuje da je p relacija ekvivalencije i da je F(p) = {X; | i € I}.
Po definiciji se proverava da je preslikavanje F' potapanje pa sledi da su date
mreze izomorfne. m

Slede¢a lema sledi direktno iz definicije particije i prethodno dokazanih
tvrdenja.

Lema 4.25 (i) Mreza (II(A), C) je algebarska i

(z,y) € N{mi|iel}

ako i samo ako (x,y) € m; za svako i € I;

(z,y) € \{mi|ie}

ako i samo ako postoje n € w, ig,...,in € I i To,...,Tnt1 € A, tako da
T =20,Y = Tpn+1, ¢ (a:j,xj+1) € i, 2a svako 0 < j < n.
Nula u datoj mrezi ima samo trivijalne blokove, dok jedinica ima tacno jedan

blok.
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(ii) Atomi u mrezi (II(A),C) su particije sa taéno jednim netrivijalnim
blokom, i taj blok ima taéno dva elementa. Koatomi date mreZe su par-
ticije sa tacno dva bloka.

(131) uw mrezi (II(A), ©), m1 < w2 ako i samo ako se ma dobija tako $to se dva
bloka od w1 zamene sa njithovom unijom.

Za elemente a i b mreze £ kazemo da su perspektivni, u oznaci a ~ b
ako i samo ako postoji element ¢ € L sa osobinom

aNc=bANc=0 1 aVec=bVe
Teorema 4.26 Mreza (II(A), Q) je prosta za svaki neprazan skup A.

Dokaz: Dokazimo prvo da su u mrezi (II(A), C) svaka dva (razli¢ita) atoma
perspektivna. Neka su 71 1 w2 atomi i neka su {a, b} i {c¢,d} redom njihovi
netrivijalni blokovi. Ako je {a,b} N {c,d} = ) posmatrajmo particiju 7 =
{{a,c}, A\ {a,c}}. Sada se lako proverava da je my AT = ma AT = 0 i
m VT =me V1T = 1. Ako je pak {a,b} N {c,d} = e onda uzimamo particiju
7 = {{e}, A\ {e}}, i opet se lako proverava da je m AT = m AT =01
mVT=mVT=1.

Pretpostavimo da je A konacan skup. Uzmimo o € Con(II(A)) sa osobinom
a # 0. Tada postoji (7m1,m2) € a gde je m < ma. Neka je ¢; atom sa
osobinom ¢; < mp 1 1 £ me. Odavde dobijamo da (0,¢1) € «, ali posto
su svi atomi perspektivni dobijamo da ako su {¢i,...,qn} svi atomi, da
(0,qi) € a za svako 1 < i < n. Ocigledno je da q; V- --V¢q, = 1, pa dobijamo
da (0,1) € a.

Neka je sada A beskonacan skup, i neka je a € Con(II(A)) sa osobinom
a # 0. Kao u kona¢nom sluc¢aju zakljuc¢ujemo da za svaki atom ¢ € TI(A)
vazi (0,q) € a. Posto je A beskonacan skup mozemo da izvrsimo particiju
{Ap, A1} tako da su Ay i A; iste kardinalnosti. Neka je ¢ bijekcija izmedu Ay
i A;. Dalje posmatrajmo sledece particije na skupu A. Neka je 7 = { A, A1},
neka je 7 particija ¢iji su blokovi oblika {x, ¢(z)} gde x € Ay, i na kraju neka
su €g 1 €1 particije ¢iji su jednini netrivijalni blokovi redom Ay i A;. Lako
se pokazuje da date particije ¢ine podmrezu od II(A) (pogledati sliku 4.2).
Neka je dalje ¢ atom sa osobinom ¢ < 71 ¢ € 7. Iz (¢,0) € « sledi, posto je
7 koatom, da (1,7) € a. Dalje zaklju¢ujemo da (a A 7,7 A7) = (7,0) € a.
Odavde dalje izvodimo da (1,¢0) € a i (1,e1) € . Ali ovo implicira da
(L,egNeg)=(L,0)€a. =
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Posledica 4.27 Mreza (E£(A), C) je prosta za svaki skup A.

Dokaz: Direktno sledi na osnovu tvrdenja 4.24 i 4.26. m

AN
NS

Slika 4.2. Particije iz dokaza teoreme 4.26

P. M. Whiteman [53] je 1946 dokazao da se svaka mreza moze potopiti u
mrezu relacija ekvivalencija nekog skupa. B. Jénsson [17] 1953 nalazi laksi
dokaz koji daje malo jac¢i rezultat. U nastavku teksta dajemo dokaz tog
rezultata, ali pre dokaza glavne teoreme uvodimo neke pojmove i dokazu-
jemo dve leme.

Pod reprezentacijom mreze £ = (L, <) podrazumevamo ureden par (X, F')
gde je X skup a F': L — £(X) mrezno potapanje. Za reprezentaciju (X, F')
kazemo da je

(1) tipa 1 ako i samo ako je F'(z)V F(y) = F(x) o F(y) za sve z,y € L

(17) tipa 2 ako i samo ako je F'(z)VF(y) = F(x)oF(y)oF(z) zasve z,y € L
(i7i)tipa 3 ako i samo ako je F'(z) V F(y) = F(z) o F(y) o F(x) o F(y) za
sve z,y € L.

Pod slabom reprezentacijom mreze (L, <) podrazumevamo ureden par
(U, F) gde je U neprazan skup i F': L — £(U) injektivni A- homomorfizam.
Slabe reprezentacije mreze £ mozemo urediti na sledeé¢i naé¢in :

(U, F) C (V,G) ako i samo ako U C V i G(z) N U? = F(x) za svako
€ L.

Ideja dokaza je da konstruiSemo niz (Ug, F¢)¢<y slabih reprezentacija mreze
L, sa osobinom (U,, F,) T (Ug, F) kad god je o < 3, tako da unija bude
potapanje iz mreze L u (g, Ue). Primer slabe reprezentacije sa kojom
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mozemo poceti konstrukciju je (Up, Fy), gde je Uy = L i (y, 2) € Fy(z) ako i
samo akoy =z iliyVz < x.

Lema 4.28 Neka je (U, F) slaba reprezentacija mreze L i neka (p,q) €
F(x Vy), tada postoji slaba reprezentacija (V,G) 2 (U, F) tako da (p,q) €
G(z) o G(y) o G(x) o G(y).

Dokaz: Neka je skup V' dobijen dodavanjem tri nova elementa u skup U, t;j.
V =UU{r,s,t} pri cemu r,s,t ¢ U. Hoéemo da definiSemo preslikavanje
G : L — £(V) koje ¢ée predstavljati ekstenziju pocetne slabe reprezentacije
sa osobinom

pG(x)rG(y)sG(x)tG(q)

Za proizvoljno z € L definisimo relaciju G(z) na V tako da bude refleksivna
i simetri¢na i da za proizvoljne u,v € U zadovoljava sledece uslove :

(1) uG(z)v ako i samo ako uF'(z)v;

) uG(z)r ako i samo ako z > x i uF'(2)p;
) uG(z)t ako i samo ako z > y i uF'(2)q;
) rG(2)s ako i samo ako z > y;

) sG(z)t ako i samo ako z > x;

) rG(2)t ako i samo ako z > z V y;

)

(2)
uG(z)s ako i samo ako z >z Vy i uF(z)p.

Dokaz da je ovako definisana relacija tranzitivna je rutinski ali zahteva dosta
ispisivanja tako da é¢emo ga izostaviti i samo ¢emo naglasiti da se dokaz sas-
toji iz Cetri slucaja u zavisnosti da lije z > x iz > y.

Uslov (1) na kaze da je G(z) N U? = F(z). Posto je F injektivno
preslikavanje sledi da je G isto injektivno. Direktnom primenom uslova
(1) — (7) lako se proverava da je G(z1 A z2) = G(z1) A G(z2). Dakle
(V,G) je slaba reprezentacija sa osobinom (U,F) C (V,G), i jasno vazi
(p,q) € G(x) 0 G(y) 0o G(x) 0 G(y). m

Lema 4.29 Neka je A granicni ordinal, i neka je za svako § < X (Ug, Fy),
slaba reprezentacija od (L,<), i vaZi da iz a < < X sledi (Ug, F,) C
(U, F3). Neka je V= ¢\Ue i G(z) = U£</\ Fe(x) za svako x € L. Tada
je (V,G) slaba reprezentacija od L i vazi da je (Ug, Fe) T (V,G) za svako
E< A

Dokaz: Lako se proverava da je G dobro definisana funkcija, tj da G(z) €
E(V) za svako x € L. Neka je £ < A\. Posto je A\ grani¢ni ordinal i za svako
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a < & vazi Fy = Fe(z)NU2 C Fe(x) i Fe(z) = Fg(x) N Ug kad god je B > ¢,

za svako z € L imamo
2
)nU¢ = (| Fy(2) nU;
y<A

= U@ @ nUg)

F<A

= Fe(x).
Dakle vazi da je (Ug, Fe) C (V,G). Zbog date inkluzije i ¢injenice da je Fy
injektivno preslikavanje, sledi da je G isto injekcija. Ostaje da pokazemo
da je G A-homomorfizam. Jasno je da je G monotono preslikavanje pa
vazi da je za svako xz,y € L, G(x Ay) C G(z) N G(y). Za proizvoljno
(u,v) € G(x) N G(y) mozemo naci v < A tako da (u,v) € F,(x) N F,(y), ali
posto je Fy(z)NEFy(y) = Fy(zAy) C G(zAy), sledi G(z)NG(y) C G(zAy).
[

Teorema 4.30 Svaka mreZa ima reprezentaciju tipa 3.

Dokaz: Poc¢nimo sa proizvoljnom reprezentacijom (Ug, Fy) mreze L. Pos-
matrajmo skup svih uredenih ¢etvorki (p,q,z,y) gde p,q € Uy, z,y € L
i (p,q) € Fy(x V y). Primenom princip dobrog uredenja dobijamo skup
{(pes e, ze,ve) | € < m}. Sada uzastopnom primenom lema 4.28 i 4.29 i
transfinitne rekurzije dobijamo niz slabih reprezentacija {(Ug, F¢) | £ < n}
sa sledeé¢im osobinama :

(1) ako je & < n tada je (U, Fe) C (Ugs1, Feq1) 1 (Pe: ge) € Feqa(wg) 0
Fe1(ye) o Fepr(we) o Feya(ye)

(2) ako je A < n grani¢ni ordinal, tada je Uy = U£<>\ Ue i Fy(z) =
U§<,\ F¢(x) za svako x € L.

Neka je sada Vi = U, i G1 = F,,. Nekasuz,y € Lip,q € Uy proizvoljno
dati i neka je pFo(xVy)q, tada je (p,q,x,y) = (pe, qe, Te, ye) zaneko & < 7 pa
sledida (p,q) € Feq1(xe)oFey1(ye)oFeq1(ve)oFei1(ye). Dakle dobili smo da
je Fo(x Vy) C Gi(z) o G1(y) o G1(x) o G1(y) i jasno vazi (Uy, Fy) C (V1,Gy).
U procesu transfinitne rekurzije najverovatnije smo dobili dosta elemenata
koji ne zadovoljavaju V-svojstvo. Kako bi to popravili prethodni postu-
pak ponavljamo w puta (opet koristimo transfinitnu rekurziju), i dobijamo
sledeéi niz :

(Uo, Fo) = (Vo,Go) T (V1,G1) € (Va,Ga) C
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koji ima osobinu da za svako n € w, xz,y € L, Gp(z Vy) C Gpyi(x) o
Gn11(y) 0 Gri1(x) 0oGn+1)(y). Konaéno uzimamo W = J,,c,, Va1 H(x) =
Uncw Gn(x) za svako x € L, tada je (W, G) reprezentacija tipa 3 mreze £. m
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Poglavlje 5

Posebni elementi u mrezi

5.1 Osnovni pojmovi

Element a mreze £ je kodistributivan ako i samo ako za sve z,y € L vazi:
aN(xVy)=(anz)V(aAy).

Element a mreze L je distributivan ako i samo ako za sve x,y € L vazi:

aV(zAy)=(aVz)A(aVy).

Sledeca teorema predstavlja karakterizaciju kodistributivnog elementa.

Tvrdenje 5.1 Neka je a element mreze L = (L,V,A\). Sledeéi uslovi su
ekvivalentni :

(1) a je kodistributivan ;

(13) preslikavanje m, : L — la definisano sa mq(x) = a A x je mreini
homomorfizam;

(131) binarna relacija 0, definisana sa : (x,y) € 0, ako i samo ako a N\ x =
a Ny, je kongruencija na L.

Dokaz: (i) = (ii) Jasno da je funkcija m, dobro definisana. Posto je a
kodistributivan vaze sledece jednakosti :

mag(zVy)=aA(zVy =(@ANz)V(aANy)=mg(x)Vme(y).

ma(xANy)=aA(zAy)=(aNz)A(aNy)=mqg(x) AN ma(y).

Otuda je m, homomorfizam.
(13) = (i17) Relacija 0, je jezgro homomorfizma m, pa je zato kongruencija

53
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na L.
(7i1) = (i) Iz definicije kongruencije 0, sledi x6,(aV x) i yb,(aVy), pa je na
osnovu saglasnosti kongruencije sa A

(x Ay)ba(aVz)A(aVy).
Pa ponovo po definiciji relacije 6, sledi
aV(zAy)=aV((avVz)A(aVy)=(aVz)A(aVy).
|

Za svaki element x iz mreze L, sa L, obelezimo njegovu klasu u odnosu
na relaciju m,. Sada dobijemo:

Ly={yeLlarny=arz}={yeL|aNy=aA(aNx)} = Lyp,.

Svaka, dakle, klasa L, moze se videti kao klasa nekog elementa b iz |a.
Za svako x € Ly, vazi a Ax = a Ab = b, pa imamo da je b < z. Stoga je
b € la najmanji element u svojoj klasi, a nosa¢ L mozemo predstaviti kao
disjunktnu uniju klasa elemenata iz Ja:

L=U{Ly | be la}.

Na osnovu tvrdenja 3.6 znamo da klase ¢ine podmreze polazne mreze.
One imaju najmanji element, ali ne moraju imati najveéi. Najvedi ele-
ment u klasi elementa x ako postoji obelezava¢emo sa . U tom slucaju je
L,=[aNuzT.

Za disributivne elemente vazi slicna karakterizacija.

Tvrdenje 5.2 Neka je a element mreze L = (L,V,N\). Sledeéi uslovi su
ekvivalentni :

(1) a je distributivan ;

(17) preslikavanje ng : L — Ta definisano sa ng(x) = a V x je mreini homo-
morfizam;

(7i1) binarna relacija 0, definisana sa : (x,y) € 0, ako i samo ako a V x =
aVy, je kongruencija na L.

Dokaz: Dokaz je analogan onom u prethodnom tvrdenju. m
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Element a mreze £ je neutralan ako i samo ako za sve z,y € L vazi :
(xAy)V(aAy)V(aAz)=(aVy) AlaVz)A(zVy).

Element a mreze L je skrativ ako i samo ako za sve x,y € L vazi sledeca
implikacija:

iz xANa=yANa it xzVa=yVa sledi x=y.

Element a je modularan ako i samo ako za sve x,y € L vazi slede¢a imp-
likacija :
Iz a<y sledi aV(zAy)=(aVz)Ay.

Tvrdenje 5.3 Neka je a element mreze L. Sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) a je neutralan ;

(i1) a je distributivan, kodistributivan i skrativ;

(i1i) L se moZe potopiti u direktan proizvod M x N, gde je M mreza sa
jedinicom (1) a N mreza sa nulom (0), tako da se a preslikava u par (1,0);
(1v) za proizvoljne x,y € L, elementia, x iy generisu distributivnu podmrezu
mreze L.

Dokaz: (i) = (ii) Neka je a neutralan element mreze £. Dokazimo prvo da
je a modularan element. Neka je a < y, tada na osnovu definicije neutralnog
elementa i viSestruke primene zakona apsorpcije sledi

aV(zAy) = (xAy)V(aAy)V(aAz) = (aVy)A(aVz)AN(xVy) = (aVz)Ay

Dakle a je modularan element mreze £. Sada tu modularnost koristimo da
bi pokazali da je a distributivan element.

aV(zAy)=aV(xAy)V(aAy)V(aAzx)
=aV((aVy) ANlaVvVz)A(zVy))
=(aVyVz)A(aVz)A(aVy)=(aVzx)A(aVy);

Dakle a je distributivan, na dualan nacin se pokazauje da je a i kodistribu-
tivan. Neka jesada xVa=yVaizxzAa=yAa. Tada je

r=xAN(@Vy)ANaVz)A(zVy)
=zA((xANy)V(aAy)V(aAx))
=zA((xAy)V(aeAz)=(anz)V(zAYy)
=(anz)V(zAy)V(yAa).
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Isto se dobija polazeéi od elementa y, pa je x = y, dakle a je i skrativ
element.

(i) = (i17) Posto je a kodistributivan i distributivan element na osnovu
tvrdenja 5.11 5.2 sledi da je preslikavanje f :  — (zAa,xVa) homomorfizam
iz L u la x Ta. Posto je a skrativ dato prelikavanje je injekcija, dakle
potapanje. Najzad, kako je f(a) = (a,a) sledi da je i poslednji zahtev
ispunjen, posto je a najveéi element u Ja, a najmanji u ta.

(13i1) = (iv) Na osnovu pretpostavke znamo da je £ do na izomorfizam
jednaka podmrezi direktnog proizvoda M x N tako da se a slika u (0,1).
Jasno je da u mrezama M i N, skupovi {1,z,y}, z,y € M i {0,u,v},
u,v € U, redom generisu distributivne podmreze. Odavde neposredno sledi
da skup {(1,0), (z,u), (y,v)} generise distributivnu podmrezu u M x N §to
implicira da a, x i y generisu distributivnu podmrezu u L.

(iv) = (i) Na osnovu tvrdenja 3.16 znamo da na svakoj distributivnoj mrezi
vazi zakon medijane. m

Posledica 5.4 Element a mreZe L je neutralan ako i samo ako je preslika-
vanje x — (x V a,x Aa), iz L u la X Ta, potapanje.

Dokaz: Sledi direktno iz dokaza (ii) = (iii) prethodnog tvrdenja. m

Centar ogranicene mreze L je skup neutralnih elementa iz £ koji imaju
komplemente.

Posledica 5.5 Element a mreze L se nalazi u centru ako i samo ako je
preslikavange x — (x V a,z A a), iz L u la X Ta, izomorfizam.

Dokaz: Na osnovu posledice 5.4 sledi da je preslikavanje = +— (z V a,z Aa),
iz £ u la X Ta potapanje, dok je proizvoljan element (u,v) € la x Ta slika

elementa (u V a') A v, gde je @’ komplement od a. Obrnuta implikacija je
direktna posledica posledice 5.4. m

Element a je kostandardan ako i samo ako za sve z,y € L vazi :
zV(aNy)=(xVa)A(zVy).
Element a je standardan ako i samo ako za sve x,y € L vazi :

xA(aVy)=(xANa)V(zAy).
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Tvrdenje 5.6 U proizvoljnoj mrezi L, svaki standardan element je ¢ dis-
tributivan.

Dokaz: Neka je a € L standardan element. Sada koristeé¢i pretpostavku
imamo,

(avz)AN(aVy)=(aA(aVy)V(xA(aVy))
aV(xA@Vy)=aV((xANa)V(zAy))
=aV(zAy).

Tvrdenje 5.7 Neka je L proizvoljna mreZa. Element a € L je standardan
ako 1 samo ako je distributivan i skrativ.

Dokaz: Pretpostavimo prvo da je element a iz L standardan, na osnovu
5.6 znamo da je onda a distributivan, pa ostaje preostaje da pokazemo da
je skrativ. Neka su z,y € LinekajexVa=yVaixAa=yAa Sada
dobijamo sledece,

r=xzA(xVa)
=zA(yVa)=(xAy)V(zAa)
=(@Ay)V(yNa)=(zVa)Ay
=(yVa)Ay=y.

Pretpostavimo sada da je a skrativ i distributivan i dokazimo da je onda i
standardan. Dovoljno je da pokazemo da je

(xA(yVa))Va = ((zAy)V(zAa))Va i (zA(yVa))Aa = ((zAy)V(zAa))Aa.
Koristeéi distributivnost i zakon apsorpcije dobijamo,
(xA(yVa)Va=(aVz)A(aVy)=aV(zAy)=((xAy)V(xAa))Va.
Posto je z A (aV y) Aa =z A a, pokazimo da je
((xAy)V(zANa)Na=zAa.

Kako je (x Aa)V (z Ay) <z, sledi (zAy)V(zAa)Aa < xzAa. Sa
druge strane kako je t Aa < aizAa < ((x Ay)V (x Aa)) dobijamo
zAha< ((zAy)V(xAa)ANa. &

Sledeée tvrdenje se pokazuje na slican nacin kao prethodno.
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Tvrdenje 5.8 Neka je L proizvoljna mreZa. Element a € L je kostandar-
dan ako i samo ako je kodistributivan i skrativ.

Element a je s-modularan ako i samo ako za sve =,y € L vazi sledeta
implikacija :

Iz <y sledi zV(aAy)=(aVz)Ay.

Tvrdenje 5.9 Neka je a kodistributivan element mreze L, tada su sledeci
uslovi ekvivalentni:

(1) a je skrativ;

(17) a je s-modularan;

(7i1) a je kostandardan;

(1v) za sve x,y € L, ako je x <7, tada xV (a NY) = (z Va) ANT;

(v) za sve x € L postoji y € Ta tako da je y N\T = x.

Dokaz: (i) = (i1) Neka je z < y, zbog skrativosti elementa a dovoljno je
da pokazemo da je x V(aAy)Va= ((xVa)Ay)Va i zV(aAy)Aa=
((xVa)Ay)ANa. JasnojedajexV(aAy)Va=zVa Izx<yiz<zVa
sledi z < (z V a) Ay, $to dalje implicira  V a < ((z V a) Ay) V a, obrnuta
nejednakost sledi iz uslova a < zVai(xVa)Ay < zVa. Sa druge strane zbog
kodistributivnosti elementa a dobijamo zV (aAy)Aa = (xAa)V(aAy) = yAa
dok je jasno ((z Va) Ay) Aa=aAy. Dakle element a je ss-modularan.

(74) = (7i7) Treba da pokazemo da je zV(aAy) = (xVa)A(zVy). Zbog redom,
zakona apsorpcije, kodistributivnosti i s-modularnosti dobijamo =V (aAy) =
zV(aANy)Vianz)=zV(aA(xzVy))=(xVa)A(zVy).

(131) = (iv) Sledi direktno iz pretpostavki.

(iv) = (v) Nekajez € L. TadazVa € Ta,ivazi (xVa)AT = zV (aAT) = x.
(v) = (i) Dokaz dajemo metodom kontrapozicije. Pretpostavimo da a nije
skrativ. Tada postoje z,y € L takodajexAa=yAaix #y. Nekajer <y
(ako su x i y neuporedivi mozemo posmatrati z i x V y, koji zadovoljavaju
iste uslove). Sada imamo,

(xVa)ANT=(yVa)\NT>y>x.
Ako bi sada za neko y € Ta vazilo y A T = x, onda bi dobili
r<(zVa)ANT<YyAT ==z,

§to je kontradikcija. Znaci postoji x € L tako da je za svakoy € Ta yAZ # x.
]



5.1. OSNOVNI POJMOVI 59

Tvrdenje 5.10 Neka je a kodistributivan element mreZe L i neka klase kon-
gruencije generisane sa mg imaju najvece elemente, tada su sledeca tvrdenja
ekvivalentna :

(1) a je modularan i skrativ;

(13) za svako x € la, preslikavanje y — y\Va je izomorfizam izmedu intervala
[,Z] i[a, TV al.

Dokaz: (i) = (i) Jasno je da je preslikavanje dobro definisano. Neka
je z € [a,T V a] proizvoljno dato. Posto je a modularan element imamo
(zAT)Va=2zA(TVa)=z1ikako je z AT € [z,7] sledi da je preslikavanje
sirjektivno.

Neka su dalje dati y, z € [z, T, takvi da y Va < 2z V a. tj. ekvivalentno
(zVa)A(yVa) =yVa. Zbog modularnosti elementa a sledi da je ((yVa) A
z)Va =yVa. Posto trivijalno vazi ((y Va) A z) Aa = y A a, zbog skrativosti
elementa a sledi (y V a) A z = y, $to implicira y < z. Posto jasno iz y < z
sledi y Va < 2V a, dobili smo da je dato preslikavanje potapanje, i pokazali
smo da je i sirjekcija pa sledi da je izomorfizam.

(7i) = (i) Nekasudatiy,z € L takodajeyAa=2zAaiyVa=2zVa.
Iz y A a = z A\ a zaklju¢ujemo da postoji neko = € Ja tako da y,z € [z, T].
Sada iz yVa = zVa i ¢injenice da je preslikavanje iz pretpostavke injektivno
dobijamo y = z. Dakle element a je skrativ.

Nekaje a < z,y € L, ineka z € |a tako day € [z,Z]|. Posto (aVy)Az €
[a,T V al], zbog (i7) sledi da postoji y € [z,Z] tako da je t Va = (a Vy) A z.
Dalje dobijamo

(aVy)Az=(aVz)A((aVy)ANz)=(aVy) A(aVt)=aV (yAt) <
<aV(yA({tVa)=aVyA(aVy)ANz)=aV (yAz).

Kako druga nejednakost vazi u svakoj mrezi sledi da je a modularan element.
]

Tvrdenje 5.11 Neka je a kodistributivan element mrezZe L i neka klase kon-
gruencije generisane sa mq imaju najvece elemente. Tada je a neutralan ako
1 samo ako za svako x,y € L vazi :

(1) preslikavanje z — z V a je izomorfizam izmedu [z, Z] i [a,T V a;

(1) (TAY)Va=(TVa)A(GVa).

Dokaz: Ako je a neutralan element tada uslov (7) sledi na osnovu prethodnog
tvrdenja, dok uslov (ii) sledi na osnovu distributivnosti elementa a.
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Sa druge strane iz (i) i prethodnog tvrdenja sledi da je a modularan i
skrativ element. Neka su x,y € L proizvoljno dati. Na osnovu tvrdenja 5.9
i skrativosti elementa a postoje elementi ¢,d € 1Ta tako da je yAd = y i
T A ¢ = z. Sada na osnovu modularnosti elementa a i uslova (i7) dobijamo,

(xAy)Va=(TAgAcAd)Va
cNA)N({(ZTAY)Va)
cNA)N(ZVa)\(gVa)

@V a) A(dA TV a))
(cAT)Va)A((dAT)Va)
=(xVa)A(yVa).

= (
= (
= (en
= (

Dakle element a je distributivan, kodistribtuivan i skrativ pa na osnovu
tvrdenja 5.3 sledi da je neutralan. m

Za element a mreze L kazemo da je izuzetan ako i samo je neutralan i
klase kongruencije generisane sa m, imaju najvece elemente, koji formiraju
podmrezu M, od L.

Posledica 5.12 Neka je L mrezZa, sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
(1) a je izuzetan element;
(7i) 1) Preslikavanje ng : x — x V a gde x € la, je izomorfizam izmedu
[x,Z] i [a,a V T];
2) Za x € la, preslikavanje fq : © — TV a je homomorfizam iz la u

Ta.

Dokaz: Sledi direktno iz definicije izuzetnog elementa i prethodnog tvrdenja.
]

5.2 Beskonacéno kodistributivni i neprekidni ele-
menti

Element @ mreze £ je A-neprekidan ako i samo ako za svaki lanac {a; | i €

I} C L vazi,
an(\ zi)=\(anmz).
icl icl
Element a mreze L je beskonaéno kodistributivan ako i samo ako za
svaku familiju {a; | ¢ € I'} C L vazi,

a N (\/ x;) = \/(a/\xi).

el icl
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Tvrdenje 5.13 Neka je L kompletna mreZa, za proizvoljno a € L sledeéi
uslovi su ekvivalentni:

(1) a je A-neprekidan,

(ii) za svaki usmeren skup D C L vazia AN\/ D = \/ cpaNd,

(7i1) za svaki skup S C L,

an\/S= "\ (an\/F),

FESfm
gde je Sgin, = {F C S | |F| < Ro}.

Dokaz: Direktno se proverava da (iii) implicira (i7) i da (i¢) implicira (4).
Mi pokazujemo da (i) implicira (iii). Dokaz ide indukcijom po |S|. Os-
obina (i7i) jasno vazi ako je S konacan skup, tako da pretpostavimo da je
S beskonacan skup i neka je A najmanji ordinal za koji vazi S| =\ (A je u
stvari kardinal). Dalje neka je S = {z¢ | £ < A}, i za svako £ < A definisimo
Se = {x, | n < A}. Lako se vidi da je za svako £ < A, [S¢| < [S] i da
{V S¢ | € < A} cini lanac. Sada koriste¢i osobinu (i) dobijamo,

an\/S=an\/\ S

E<A

=\ (an\/Se)

E<A

=\V( \V (@r\/F)

E<X FESe,,,

= \/ (a/\\/F).

FESfm

Dobili smo $to smo trazili, i time je dokaz gotov. m
Tvrdenje 5.14 U algebarskoj mrezi L svaki element je A-neprekidan.

Dokaz: Neka su a i C redom proizvoljan element i proizvoljan lanac iz
L. Dovoljno je da pokazemo da je a A\ ccx <\, coa Az, jer druga
nejednakost vazi u svakoj mrezi. Neka je a A\ cox = \{a; | i € I} gde je
{a; | i € I} skup kompaktnih elemenata. Iz te iste kompaktnosti sledi da za
svako i € I postoji neki konacan podskup Cy C C tako da je a; <\/ Cy € C.
Dakle za svako, ¢ € I a; je manji od nekog elementa iz C, odakle sledi za
svako i € I a; < \/ ¢ a A x Sto implicira \/{a; [i € I} <\, ccanhz. =
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Tvrdenje 5.15 U algebarskoj mrezi svaki kodistributivan element je
beskonacno kodistributivan.

Dokaz: Neka je a kodistributivan element mreze £. Na osnovu tvrdenja
5.14, a je A-neprekidan. Koristeéi osobinu (7i7) iz tvrdenja 5.13 lako izvodimo
da je a beskona¢no kodistributivan element. m

Tvrdenje 5.16 ([37]) Ako je a kodistributivan element algebarske mreze
L= (L,V,\)ibe la, skup{z € L|aAz=>b} ima najveéi element.

Dokaz: Posmatrajmo element ¢ = \/{x € L | a Az = b}. Primenom
tvrdenja 5.15 dobijamo

a/\c=a/\\/{az€L|a/\x:b}
:\/{a/\x\xeL i aNz=0b}=0

Dakle ¢ € {x € L | a A x = b} pa je jasno c trazeni najveéi element. m

Posledica 5.17 U algebarskoj mrezi svaki neutralan element je izuzetan.

Dokaz: Sledi direktno iz prethodnog tvrdenja, definicije izuzetnog elementa
i tvrdenja 5.3. =

Videli smo da kodistributivan element u proizvoljnoj mrezi £ = (L, V,A)
razbija mrezu, tj. njen nosa¢ na uniju disjunktnih podskupova oblika L; =
{r € L |aNz = b} zaneko b € L, koji su klase ekvivalencije z6,y < aAx =
a A y. Svaka klasa ima najmanji element. Ukoliko je mreza £ algebarska,
tada na osnovu tvrdenja 5.16 svaka klasa ima i najveéi element (obelezen
sa T, gde je z bilo koji element u klasi), tako da je mreza kodistributivnim
elementom a razbijena na uniju disjunktnih zatvorenih intervala:

L=U{b.b] [ b€ la}.

Takode, svaki kodistributivni element a u algebarskoj mrezi odreduje i
skup

M, ={b|be la}.

Za date elemente vazi sledece tvrdenje:
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Tvrdenje 5.18 Neka je a kodistributivan element mreze L, tada vaZi,
(i)b<c<a=b<c
(i) TNy =z Ny, za svaka dva x,y € L.

Dokaz: Naime, ako je b < ¢ < a, dobijemo: a A (bVT) = (aAb)V (aAT) =
bV c=c, odakle je bV ¢ < ¢, pa vazi b < ¢, tako da vazi (i). Na osnovu
(i)sad vazi T > x Ay iy > Ay, odakle T Ay > x Ay; s druge strane
aNTAY=aANTANaAy = x Ay, pa vazi i obrnuta nejednakost TAYy < x Ay.
[ |

5.3 Posebni elementi u atomarno generisanoj mrezi

Skup svih atoma date mreze obelezavamo sa A;(L). Za datu mrezu kazemo
da je atomarna ako i samo ako za svako a € L, a # 0 vazi [0, a]NAy (L) # 0.
Sa A(a) oznacavamo skup la N A¢(L). Za mrezu £ (naravno sa 0) kazemo
da je atomarno generisana ako i samo ako za svako a € L, a = \/ A(a).
Lako se vidi da su svi atomi u (atomarno generisanoj) algebarskoj mrezi
kompaktni elementi i da je za svako x,y € L,

Al Ny) =Alz)NA(y) @ Alx)UA(y) € Az Vy).

Sledece tvrdenje nam kaze za koje elemente u gornjoj formuli vazi jednakost.

Tvrdenje 5.19 Neka je L atomarno generisana algebarska mreZa. Za ele-
ment a € L sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(1) a je distributivan;

(11) a je standardan;

(791) za svako b € L, A(aV b) = A(a) U A(D).

Dokaz: (i) = (i7i) Dovoljno je da pokazemo da A(a Vv b) C A(a) U A(b),jer
obrnuta inkluzija kao $to smo videli vazi uvek. Neka je p atom sa osobinom
p < aVb Nekaje A(a) = {a; | i € I} i A(b) = {b; | j € J}. Posto
je p kompaktan element imamo p < a1 V...a, Vb1 V- -V by,. Ako je za
svako 1 < j < m, b; < a, onda je p < a, i dokaz je gotov. Pretpostavimo
bez umanjenja opstosti da je za svako 1 < j < m, b; £ a, i neka je b/ =
b1V Vby,. Iz ovog dalje sledi p < (aVp)A(a V'), pa zbog distributivnosti
elementa a dobijamo p < aV (pAb'). Sada ako je p < ¥ onda je p < b, a ako
p £V ondaje p Ab =0 pa je p < a. Dakle dobili smo da p € A(a) U A(b).
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(791) = (i7) Direktno se proverava da iz osobine (7ii) 1 A(x Ay) = A(z)N
A(y) sledi x A (aVy) < (xAa)V(xAy), pa posto druga nejednakost uvek
vazi, imamo da je a standardan element. Implikacija (ii) = (i) sledi na
osnovu tvrdenja 5.6. =

Tvrdenje 5.20 ([26]) U atomarno generisanoj algebarskoj mrezi element
je neutralan ako i samo ako je distributivan ¢ kodistributivan.

Dokaz: Ako je element neutralan na osnovu tvrdenja 5.3 sledi je distributi-
van i kodistributivan. Pretpostavimo sada da je element a € L, distributivan
i kodistributivan. Iz tvrdenja 5.19 sledi da je a standardan element. Dalje
na osnovu tvrdenja 5.7 sledi da je a skrativ element. Dakle imamo da je a
skrativ, distributivan i kodistributivan element, pa je jasno neutralan. m

Tvrdenje 5.21 ([31]) U atomarno generisanoj mrezi svaki kostandardan
element je neutralan.

Dokaz: Neka je a € L kostandardan element. Na osnovu tvrdenja 5.8 sledi
da je a kodistributivan i skrativ element. Da bismo pokazali da je neutralan
element treba da pokazemo da je distributivan. Iz dokaza tvrdenja 5.19
vidimo da je dovoljno da pokazemo da je za svako x € L, A(x V a) C
A(z) U A(a). Neka je dat atom p € A(z V a), i neka p € A(a). Pokazimo da
onda p € A(x). 1z ¢injenice da je pV z < z V a dobijamo,

r=xzV0=zV(aAp)=(zxVa)A(xVp)=zVp.
Dakle p < z,pap€ A(xz). m

Teorema 5.22 ([39]) Svaki kodistributivan element s u atomarno gener-
isanoj algebarskoj mrezi ima komplement s' koji je distributivan. Pored toga
vazi :

(i) jezgra homomorfizama x — xz A s koje slika L u lws i x — xV s koje
slika L u 1s’ se poklapaju;

(1) preslikavanje x — x A s je izomorfizam izmedju 15" i |s.

Dokaz: Neka je £ atomarno generisana algebarska mreza. Ako je s = 1
onda je dokaz oc¢igledan. Pretpostavimo dakle da je s # 1. Dokazimo da je
s = \/(Ai(L)\A(s)) komplement od s. Jasno je da sVs' = 1. Pretpostavimo
sada da je s A s’ # 0. Posto je £ atomarno generisana pa samim tim i
atomarna mreza znamo da postoji atom a sa osobinom a < s A s'. Posto
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je a kompaktan element, sledi da postoje atomi ay,...,a, € Ai(L) \ A(s)
tako da a < ay V---Va, KakojesAa; =0 zasvako 1 < i < n, Koristeci
distributivnost elementa s dobijamo a < sA(a1V---Vay,) = 0, kontradikcija.
Dakle s A s’ =0, tj. s’ je komplement od s.

Kako je s kodistributivan element na osnovu tvrdenja 5.1 sledi da je pres-
likavanje x — x A's, homomorfizam iz L u |s. Za odgovarajuéu kongruenciju
iz istog tvrdenja koristi¢emo oznaku 6. Na osnovu tvrdenja 5.16 znamo da
za svako y € L, klasa [y]p, ima najvedi element y. Pre nego sto pokazemo
distributivnost elementa s’, dokazimo da za svako b € |s vazi bV s’ = b. Iz
s'0,0 1 b0,5 imamo da je s’V b,b, pa je s’ Vb < b. Ako bi s’ Vb < b, tada bi
postojao atom p sa osobinom p < b,p # s’ i p # b. Ali onda bi imali p < s,
pabip<sAb=sA(bVSs)=(sAb)V(sAs')=b, kontradikcija. Sta vise
lako se vidi da za svako x € [b]y, vazi x V s’ = b.

Sada koriste¢i ovu osobinu dokazujemo distributivnost elementa s’. Neka
sumz,y € L,ineka x € [b,b] iy € [c,¢], za neke b,c € L. Jasno x Ay €
[bAc,bAd. Imajuéi tvrdenje 5.18 na umu dobijamo,

(xAy)Vs =xAy=bAc=bAc=(zVs)A(yVs).

Pokazimo sada da su kongruencije 65 i kongruencija koja je jezgro homo-
morfizma x — x V s', u oznaci py jednake. Iz x A s = y A s i distributivnosti
elementa s’ dobijamo,

2Vs = (zVs)AN(sVs) = (xns)Vs = (yAs)Vs = (yVvs)A(sVs') =yVs'.

Sa druge strane iz x Vs’ = y Vs’ i kodistributivnosti elementa s na slican
nac¢in kao malopre dobijamo da xz A s’ = x A s. Dakle py = 0.

Na kraju pokazimo da je preslikavanje x — x A s izomorfizam izmedu
15’1 |s, tj. dovoljno je da pokazemo da je bijekcija jer na osnovu tvrdenja
5.1 znamo da je homomorfizam. Neka je z,y € 1s' i z A s = y A s. Tada je
zbog malopre dokazanog z V s’ = y V ', pa je x = y. Dakle preslikavanje
je injektivno. Neka je dalje x € |s proizvoljno dato. Tada za x V s’ € 15
imamo

(xVs)YAs=(xAs)V(sAs)=zAs=x
pa je preslikavanje i sirjektivno. m

Posledica 5.23 Ako je s kodistributivan i distributivan element atomarno
generisane algebarske mreze L, tada je L = |s x 1s i L = s’ x 15/, gde je
s" komplement od s.

Dokaz: Na osnovu tvrdenja 5.20 sledi da je element s neutralan. Sada na
osnovu posledice 5.5 sledi da je £ = |s X 1s. Na osnovu prethodne teoreme
znamo da je s’ = |s i 1s = |/, §to dalje implicira £ = |s' x 1s'. =
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Poglavlje 6

Mreza slabih kongruencija

6.1 Osnovni pojmovi

Pod slabom kongruencijom algebre A tipa F podrazumevamo tranzitivne
i simetri¢ne relacije na A, koje su kompatibilne sa svim operacijama algebre,
ukljucujuéi i nularne operacije. Drugim rec¢ima slaba kongruencija algebre A
je slaba ekvivalencija na skupu A koja je kompatibilna sa svim operacijama
date algebre. Skup svih slabih kongruencija algebre A obelezavamo sa Cw.A.

Tvrdenje 6.1 Mreza (CwA, C) je algebrarska za svaku algebru A tipa F.

Dokaz: Dovoljno je da pokazemo da je Cw.A algebarski sistem zatvaranja
na A x A. Jasno A x A € CwA. Neka je {p; | i € I} proizvoljna familija
slabih kongruencija i neka su B; za ¢ € I podalgebre takve da p; € ConB;.
Tada ({pi | i € I} € Con(),c; Bi € CwA. Neka je sada N = {6; | i € I}
usmerena familija slabih kongruencija, i neka su B; za i € I podalgebre takve
da p; € ConB;. Pokazimo da | J;c;0; € Con\/,c; B;. 1z ocigledne cinjenice
daje \/;c; A = U Ai i tvrdenja 4.19 sledi da (J;c; 0; € £(V ;¢ Bi). Ostaje
jos da pokazemo da vazi pravilo zamene. Neka su (aj,b1),...,(an,by) €
Uicr0i» n € wi f € F, proizvoljno dati. Zbog usmerenosti familije N
postoji neko § € N tako da (a1,b1),. .., (an,by) € 0. Posto za 0 vazi pravilo
zamene sledi da (f4(a1,...,an), fA(b1,...,by)) € 6§ C CwA. Dakle vazi
UN € CwA, pa je CwA algebarski sistem zatvaranjana A x A. =

Tvrdenje 6.2 U mrezi slabih kongruencija CwA algebre A vaze sledeée
osobine :

(1) A je kodistributivan element u mrezi CwA;

(13) (SubA, Q) je izomorfna sa podmrezom (JA,C) u CwA;

67
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(13i) ConA je jednak filtru TA v CwA;
(1v) za svaku podalgebru B algebre A, nosac¢ mrezie kongruencija, ConBB
jednak je intervalu [Ap, B?] u mrezi CwA.

Dokaz: (i) Neka su p i 0 slabe kongruencije na A i neka su B i C podalgebre
takve da p € ConB 0 € ConC, treba da proverimo da je AN (0 A p) =
(ANO)N(ANp). Posto pV b e Con(BVC)sledida AA(pVEO)=Apyc.
Direktno se proverava da je Apyc = Ap U A¢, i posto je Ap = ANpi
Ac = A N0 sledi kodistributivnost A.

(77) Posmatrajmo preslikavanje ¥ : SubB — |A definisano sa ¥(B) = Ap.
Jasno je da vazi B C C < Ap C Ag, pa ostaje samo da pokazemo da
je VU sirjektivno preslikavanje. Neka je data proizvoljna slaba kongruencija
p € JwA, tada po definiciji skupa JA i CwA sledi da postoji B € SubA
takvo da p = Ap. Sada direktno se pokazuje da je W(B) = p. Dakle, za-
kljuc¢ujemo da je ¥ izomorfizam.

(7i7) Iz ¢injenice da je svaka kongruencija refleksivna relacija i da je svaka
kongruencija slaba kongruencija sledi ConA C TA. Posto je svaka reflek-
sivna slaba kongruencija algebre A njena kongruencija, vazi obrnuta inkluz-
ija, tj TA C ConA.

(iv) Ocigledno vazi ConB C [Ap, B%]. Sa druge strane iz p € [Ap, B =
{p € CwA | Ap < p < B?} sledi da p € ConD za neko D € SubA i
Ap CpC B? 1z Ag C psledi B C D, dok iz p C B? sledi D C B. Dakle
p € ConB, pa je [Ap, B C ConA. m

NN
/

Cwk

Slika 6.1

Na gornjoj slici su date redom, mreza slabih kongruencija Klajnove i
simetri¢ne grupe. Primetimo da supremum dve slabe kongruencije algebre
A u mrezi £(A) u opStem slu¢aju ne mora da bude slaba kongruencija.
Ako posmatramo mrezu slabih kongruencija Klajnove grupe kao podskup
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mreze slabih ekvivalencija nad skupom {a, b, ¢, d}, lako se vidi da supremum
(u mrezi £,(A)) dva kvadrata podalgebri ne mora biti slaba kongruencija.
Dakle mreza slabih kongruencija u opstem slu¢aju nije podmreza mreze
slabih ekvivalencija.

Pokazali smo da je A kodistributivan element. Kako je Cw.A algebarska
mreza, element A je i beskona¢no kodistributivan. On razbija skup Cw.A na
disjunktnu uniju skupova oblika:

CwAar, ={p e CwA|pNA = Ag}, B je poduniverzum od A.

Uocimo da je CwAa, = [Ap, B. Naime, ako p € [Ap, B, jasno je
da pNA = Ap. Sada neka je p € CwAa,. Ako xpy, onda ypx, na osnovu
simetri¢nosti, a xpy i ypxr povladi xzpx i ypy, na osnovu tranzitivnosti, pa
(xz,2),(y,y) € pNA; posto p € CwAa,, dobijemo da (z,z), (y,y) leze u Ap,
pa (z,y) € B2 S druge strane, p € CwAa, povlaéi p > Ap, tako da ako
z € CwAp,, onda z € [Ag, B?]. Dakle,

CwA = J{|Ap, B?] | B je poduniverzum od A}.

No, relacije u skupu [Ap, B?] koje su simetri¢ne, tranzitivne i saglasne
sa strukturom algebre A su upravo kongruencije algebre B = (B, H). Tako,

CwA=J{ConB | B < A}.

Ako je L algebarska mreza sa vise od dva elementa, i ako a € L ima
komplement, recimo b, onda je i b, najveéi element u klasi [b]g,, (pogledati
odeljak 5.2) takode komplement. Zaista, a Ab=aAb=0,i1>aVb>
aVb=1,pajeaVb=1.

Tvrdenje 6.3 Neka je A algebra tipa F. Tada A ima komplement u mreZi
CwA ako i samo ako A ima nularne operacije i ne postoji klasa neke kon-
gruencije koja je pravi poduniverzum.

Dokaz: Bez umanjenja opstosti pretpostavimo da je B2, za neko B € SubA,
komplement od A. Tada B mora da bude pravi poduniverzum, sta vise on je
ustvari minimalni poduniverzum od .A. Dakle svakako algebra .4 mora imati
nularne operacije. Pretpostavimo da postoji p € Con.A tako da je C' = [a],
pravi poduniverzum za neko a € L, naravno onda je i p prava kongruencija.
Jasno je da B? C C? C p, pa otuda je p = pV A = A%, Kontradikcija, jer je
p prava kongruencija.
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Sa druge strane, neka je C' minimalni poduniverzum algebre 4. Dokazimo
da je C? komplement od A. A¢ je najmanji element mreze CwAi C?NA =
Ac. Ostaje da se pokazemo da je AVC? = A2, Jasno AVC? € ConA. Pret-
postavimo da je AVC? € A2. Tada za proizvoljno ¢ € C vazi C C [c]avc, pa
je [c]ave pravi poduniverzum algebre A. Kontradikcija sa pretpostavkom
da ne postoji klasa neke kongruencije koja je pravi poduniverzum. m

6.2 Hamiltonove algebre i CEP

Neke od bitnih osobina algebri su Hamiltonovost i svojstvo prosirenja kon-
gruencija u oznaci CEP, i one su u bliskoj vezi sa mrezom slabih kongru-
encija i reprezentacijom algebarskih mreza preko istih, pa iz tih razloga
posvecujemo ovo poglavlje tim svojstvima i nekim njihovim posledicama.

Za algebru A kazemo da zadovoljava svojstvo proSirenja kongruen-
cija, CEP (engl. Congruence Extension Property) ako i samo ako za svaku
kongruenciju p na podalgebri B od A, postoji kongruencija 6 na A, tako da
je p=DB%*nNn§.

Tvrdenje 6.4 Varijetet distributivnih mreZa zadovoljava CEP.

Dokaz: Neka je £ distributivna mreza i neka je I njena podmreza. Neka
je dalje a proizvoljna kongruencija na K, dokazimo da je tada 5 = cong(«)
trazena ekstenzija, tj. da vazi f N K? = a. Kako je

cong(a) = \/{cong(ac, y) |z, y € a}

i cong(a) = \/{conk(z,y) | x,y € a}, ako bi kojim slucajem f N K? #
cong(a) onda bi dosli u kontradikciju sa posledicom 3.18. Dakle zakljué¢ujemo
da varijetet distributivnih mreza zadovoljava CEP. m

Tvrdenje 6.5 Varijetet svih mreZa ne zadovoljava CEP.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da varijetet mreza zadovoljava CEP.
Neka je £ mreza koja ima pravu pomrezu K sa osobinom da postoji prava
kongruencija § € ConkC (takva mreza £ uvek postoji, na primer mreze na
slici 6.1 ). Na osnovu teorema 4.26 i 4.30 znamo da se svaka mreza moze
potopiti u neku prostu mrezu. Neka je C prosta mreza u koju se potapa L,
i neka je ¢ dato potapanje. Lako se proverava da je ¢(K) podmreza mreze
Cidaje
¥(0) ={(¥(a),¥(b)) | (a,b) € 6}
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prava kongruencija na ¥ (K). Posto C zadvoljava CEP postoji prava kon-
gruencija p na C tako da je () = (K)2N p. Ali onda C nije prosta,
kontradikcija. m

Tvrdenje 6.6 Varijetet Abelovih grupa zadovoljava CEP.

Dokaz: Neka je A proizvoljna Abelova grupa i € ConBB gde je B podgrupa
grupe A. Posmatrajmo sledeéu relaciju na A,

pZ@UAA\BUf

gde je F = {(az,bx) | (a,b) € ix € A\ B}.

Primetimo da je BN F = B*NAy 5 =0, paje pN B> =0NB* =0.
Pokazimo da je p kongruencija grupe A. Direktno iz definicije relacije
p se dokazuje refleksivnost, simetri¢nost i tranzitivnost. Ostaje samo da
proverimo uslov kompatibilnosti. Neka su (azx,bx), (cy,dy) € F, treba da
pokazemo da (axcy,bxdy) € p. Kako je grupa A Abelova dovoljno je da
pokazemo da (zyac, zybd) € p. Neka zy € A\ B, posto je 6 kongruencija
na B imamo (ac,bd) € 6 pa sledi (zyac,zybd) € F C p. Ako pak zy € B
onda iz refleksivnosti i kompatibilnosti relacije 6 sledi (xyac, zybd) € 6. Os-
tali slucajevi ili trivijalno vaze ili se pokazuju na slican na¢in kao malopre.
Dakle data relacija je kompatibilna, i time je dokaz gotov. m

Za algebru A kazemo da je Hamiltonova ako i samo ako za svaku
podalgebru B algebre A postoji § € ConA tako da je [blg = B za neko
b € A. Za varijetet algebri V kazemo da je Hamiltonov ako i samo ako je
svaka algebra iz V Hamiltonova. Klasican primer Hamiltonovih algebri su
Hamiltonove grupe (grupe ¢ije su sve podgrupe normalne). Napomenimo da
klasa svih Hamiltonovih algebri nije varijetet. Lako se vidi da je data klasa
zatvorena za podalgebre i homomorfne slike, ali nije zatvorena za direktne
proizvode. Na primer kvadratni stepen grupe kvarteriona nije Hamiltonova
grupa.

Za algebru A kazemo da zadovoljava jako svojstvo proSirenja kon-
gruencija, SCEP (engl. Strong Congruence Extension Property) ako i samo
ako za svaku kongruenciju p na podalgebri B od A, postoji kongruencija 6
na A, tako da je p = B2 N6 i da je svaka klasa od 6 ili sadrzana u B ili
disjunktna sa B. Primer algebri koje zadovoljavaju SCEP su Abelove grupe.

Tvrdenje 6.7 Algebra A tipa F zadovoljava SCEP ako i samo ako je
Hamiltonova i zadovoljava CEP.
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Dokaz: Pretpostavimo prvo da algebra A zadovoljava SCEP, jasno da onda
vazi CEP. Neka je dalje B proizvoljna podalgebra. Za B? postoji # € ConA
tako da je 6 N B%2 = B? i svaka klasa od 6 je ili sadrzana u B ili disjunktna
sa B. Sada proverimo da je za proizvoljno b € B, [b]p = B. Jasno je da je
B C [bg, dok sa druge strane iz (x,b) € 6 sledi x € B jer bi u suprotnom
dosli u kontradikciju sa uslovom da je svaka klasa od @ ili sadrzana u B ili
disjunktna sa B.

Neka je sada algebra A Hamiltonova i neka vazi CEP, dokazimo da vazi
SCEP. Neka je § € ConB gde je B podalgebra od A i neka je B = [b],
za p € ConA. Na osnovu CEP znamo da postoji a € Con.A sa osobinom
anB? = §. Posmatrajmo kongruenciju aNp. Lako se vidi da je anpNB? = 0,
jer je pN B? = B2 Neka je daljeza x € Bix € A vazi (z,y) € aNp, ali
posto onda (z,y) € p a znamo da (y,b) € p sledi da z € [b], = B. Time je
dokaz zavrsen. m

Koristeéi ovo tvrdenje lako se zaljucuje da svaka unarna algebra zado-
voljava SCEP.

E. W. Kiss je 1981 dokazao da svaki Hamiltonov varijetet zadovoljava
CEP. Osam godine kasnije V. Gould i M. Wild [12] daju dosta kraé¢i dokaz
istog tvrdenja. U nastavku prezentujemo taj rezultat.

Tvrdenje 6.8 Neka je A algebra tako da je A x A Hamiltonova, tada A
ima SCEP.

Dokaz: Pretpostavimo da je A x A Hamiltonova algebra, fiksirajmo podal-
gebru B od A i kongruenciju 6 na B.
(¥) Dokazimo prvo da za proizvoljnu unarnu polinomnu operaciju p na A i
za sve elemente b, b’ € B, iz b0V’ i p(b) € B sledi p(b)fdp(V).

Lako se vidi da je 6 podalgebra od B x B, pa samim tim i podalgebra na
A x A. Tada zbog pretpostavke postoji kongruencija ® na A x A koja sadrzi
0 kao klasu. Kako (b,b) i (b,b") iz 6 sledi da je (b,b')®(b,b). Posmatrajmo
unarnu polinomnu operaciju na A x A definisanu sa p((a,a’)) := (p(a),p(a)).
12 leme 2.9 imamo da je (p(b),p(t')) = B((b,0))@B((b,8)) = (p(b),p(b)).
Dakle (p(b),p(b')) i (p(b), p(b)) su u istoj ®-klasi, tacnije u @ jer p(b) € B.

Neka je sada p kongruencija na A generisana sa podskupom 6 od A x
A, i fiksirajmo ¢ € B i a € A tako da je cpa. Na osnovu uopstenja
Mal’cev-ljeve teoreme 2.11 znamo da postoje unarne polinomne operacije
pi 1 parovi (b;, b)) (1 <i <mn)tako da je ¢ = p1(b1),p1(b)) = p2(b2), p2 () =
p3(b3),...,pn(b),) = a. Sada primenjujuéi () uzastopno dobijamo da je cfa.
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Sa ovim smo pokazali da je p N B? = @ i da je svaka f-klasa ili sadrzana u
B ili disjunktna od B. =

Posledica 6.9 Svaki varijetet Hamiltonovih algebri zadovoljava CEP.

Dokaz: Sledi direktno iz prethodnog tvrdenja, definicije varijeteta, tacnije
njegove zatvorenosti za direktne proizvode, i ¢injenice da SCEP implicira
CEP. m

Obrnuta implikacija ne vazi, tj. postoje algebre koje zadovoljavaju CEP
a nisu Hamiltonove, sledi primer.

Primer 6.10 Posmatrajmo troelementni lanac L sa nosac¢em L = {0,a,1}.
Jasno, L je distributivna mreZa, pa na osnovu tvrdengja 6.4 sledi da L zado-
voljava CEP. Ali data mreZa nije Hamiltonova jer podmreza IC sa mosacem
K = {0, 1} nije klasa nijedne kongruencije, jer nije konveksna. Dakle vari-
jetet distributivnih mreZa zadovoljava CEP ali nije Hamiltonov.

Sta vise postoje i algebre koje su Hamiltonove ali ne zadovoljavaju CEP,
sledi primer.

Primer 6.11 Posmatrajmo algebru A, ¢iji je nosa¢ A = {a,b,c,d} i skup
operacija {-,c}, gde je ¢ nularna operacija, a - binarna operacija data na
sledeci nacin:

QUL O T Q| *
QO TR
S0 QoS
OO O OO0
QL QO T X

Algebra A ima taéno tri podalgebre, i to {c}, S sa nosacem S = {a,b, c}
i celu algebru A. {c} je klasa dijagonalne relacije, A je klasa relacije A x A.
Sta vise S je klasa kongruencije 0 koja je odredena klasama {a,b,c} i {d}.
Dakle algebra A je Hamiltonova. Sa druge strane data algebra ne zadovoljava
CEP. Posmatrajmo relaciju ekvivalencije a na {a,b,c} odredenu klasama
{a,b} i {c}. Lako se proverava da o € ConS. Pretpostavimo da postoji
B € ConA tako da je SN S? = a. Posto (a,b) € «, sledi (a,b) € 3. Dalje
kako (d,d) € 8 sledi da

(b,c) = (a-d,b-d) € B.

Odavde sledi da (b,c) € 3N S?, ali to je kontradikcija jer (b, c) & a.
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U poglavlju 2 smo definisali operatore H, S i P, nas ¢e posebno in-
teresovati operatori H i S, jer ¢emo date dovesti u vezu sa osobinom CEP.
Podsetimo se da smo u istoj glavi pokazali da je SH < HS, sledece tvrdenje
kaze da je u stvari SH < HS.

Tvrdenje 6.12 SH # HS.

Dokaz: Posmatrajmo slede¢e mreze, My 34, Ma24 1 Myy (slika 6.2). Mreza
My 24 se moze potopiti u mrezu My 34, a mreza My 4 je homomorfna slika
od Myo4. Dakle Myy € HS(My34). Na osnovu tvrdenja 3.9 i 3.12 za-
kljucujemo da je mreza My 34 prosta, Sto dalje implicira SH(My34) =
S(My3,4). Direktno se proverava da se mreza My 4 ne moze potopiti u
My 34. Dakle SH # HS. =

a4 <>/ AN

d o
My 3.4 Myo.4 My

[d]

Slika 6.2

Logi¢no je postaviti pitanje za koju klasu algebri vazi SH = HS. Sledece
tvrdenje daje jedan dovoljan uslov.

Tvrdenje 6.13 Neka V klasa algebri koje zadovoljavaju CEP, tada za sve
K CV vazi SH(K) = HS(K).

Dokaz: Neka je K C V proizvoljno dato. Dovoljno je da pokazemo da
je HS(K) C SH(K). Neka je dalje dato proizvoljno A € HS(K). Tada
postoji C € K, B C Cif € ConB tako da je A = B/6. Sada zbog uslova
CEP znamo da postoji p € ConC, tako da p N B? = . Na osnovu tvrdenja
2.5 imamo da je

B/(p N B?) = Blp]/(p N Blp)]).
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Lako se proverava da je Blp]/(p N B[p]) € C/p, pa posto je
A= Blpl/(p N Blp])
zakljucujemo da A € SH(K). =
Posledica 6.14 Neka je V wvarijetet Hamiltonovih algebri, tada za svako
K CV vazi SH(K) = HS(K).
6.3 Neke osobine algebri u mreznom jeziku

U narednih par tvrdenja ¢emo da dovedemo u vezu CEP sa mrezom slabih
kongruencija.

Lema 6.15 Neka je p slaba kongruencija algebre A i neka je ps najmanja
kongruencija na A koja sadrzi p, tj.

pA = ﬂ{@e ConA|pC 6}
tada je pa = p V A.
Dokaz: 1z p C pg i A C pa sledi pV A C py. Sa druge strane posto je

pCpVAeTA =ConAikako je ps najmanja kongruencija na A koja
sadrzi p sledi pga CpVA. m

Lema 6.16 Ako algebra A zadovoljava CEP onda za proizvoljnu kongru-
enciju p na podalgebri B od A vazi pa N B? = p.

Dokaz: Neka je § kongruencija algebre A koja prosiruje p, tj. vazi 6N B? =
p. Posto je pa najmanja kongruencija algebre A koja sadrzi p sledi da je
p C pa. Sada dobijamo :
_ 2 2 2
p=pNB " CpaNB " CONB =p

pasledi ppNB?=p. =

Teorema 6.17 Algebra A zadovoljava CEP ako i samo ako je A skrativ
element u mrezi CwA.
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Dokaz: Neka algebra A zadovoljava CEP i neka je pVA =§VAipAA =
0 ANA, gde su p i d proizvoljne slabe kongruncije. Iz p A A = § A A sledi da
su p i § kongruencije na istoj podalgebri, recimo B, od A. Iz pVA =dVA i
lema 6.15 1 6.16 sledi da je p = 4, dakle A je skrativ element u mrezi Cw.A.
Obrnuto pretpostavimo da je A skrativ element u Cw.A. Pokazimo da je
za proizvoljnu slabu kongruenciju p € ConBB, gde je B podalgebra algebre
A, pa N B? = p. Lako se pokazuuje da je (pa N B?) VA = pV Aidaje
(paN B%) AA = pA A, pa zbog skrativosti elementa A sledi da algebra A
zadovoljava CEP. m

Ova teorema nam kaze da je svojstvo CEP za algebre ustvari mrezno
teoretska osobina.

Tvrdenje 6.18 Za algebru A tipa F sledeée cinjenice su ekvivalentne :
(i) A zadovoljava CEP;
(13) U mrezi CwA, za p,0 € ConBB, B € SubA,
pVA=0VA implicira p=10;
(13i) Za p,0 € CwA,
p < 6 implicira pV (ANE) = (pV A) NO;
(v) za p € CwA, B € SubA,
p < B? implicira pV (A A B%) = (pV A) A B?;
(v) za p, 8 € CwA,
pV(ANO)=(pVA)A(pVE).

Dokaz:
Sledi direktno na osnovu tvrdenja 5.9. m

Za algebru A kazemo da zadovoljava svojstvo preseka kongruencija,
CIP (engl. Congruence Intersection Property) ako i samo ako za svake dve
kongruencije p i 6 na proizvoljnim podalgebrama od A, vazi

pAﬂgA:(pﬂe)A.
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Tvrdenje 6.19 Algebra A zadovoljava CIP ako i samo ako je A distribu-
tivan element u mrezi CwA.

Dokaz: Algebra A zadovoljava CIP ako i samo ako pg Nf4 = (pN )y za
proizvoljne slabe kongruencije p i 6, $to je na osnovu leme 6.15 dalje ekvi-
valentno sa (pVA)N (pVA)=(pNO)VA. m

Na slici 6.3 pod (a) je prikazana mreza slabih kongruencija dijedarske
grupe reda 8 dok je pod (b) data mreza slabih kongruencija grupe kvater-
niona. Iz slike i na osnovu prethodnih tvrdenja se vidi da grupa kvaterniona
zadovoljava CEP i CIP, dok dijedarska grupa ne zadovoljava nijednu od
datih osobina.

Slika 6.3

Tvrdenje 6.20 Algebra A zadovoljava CEP i CIP ako i samo ako je A
neutralan element u mrezi CwA.

Dokaz: Na osnovu tvrdenja 6.17, 6.19, 6.2 znamo da je A skrativ, distribu-
tivan i kodsitributivan element mreze Cw.A, dok je na osnovu tvrdenja 5.3
A neutralan element. Obrnuta implikacija isto vazi jer se u svim pomenutim
tvrdenjima javlja ekvivalencija datih pojmova. m

Posledica 6.21 Ako algebra A zadovoljava CEP i CIP, onda se mreZa
CwA moze potopiti u mrezu SubA x ConA. Ako A ima komplement u
CwA, onda je to potapanje izomorfizam.

Dokaz: Na osnovu prethodnog tvrdenja, posledice 5.4, i tvrdenja 6.2 sledi
da se Cw.A moze potopiti u mrezu SubA x Con.A. Dok u slu¢aju kad A ima
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komplement u mrezi CwA, tvrdenje sledi na osnovu posledice 5.5. =

Specijalan slucaj svojstva preseka kongruencija je slabo svojstvo pre-
seka kongruencija, wCIP (engl. Weak Congruence Intersection Property).
Za algebru A kazemo da zadovoljava wCIP ako i samo ako za svako p €
ConB, B € SubA, i za svako 6 € ConA, vazi

(pN)a=pand.
Lako se vidi da svaka prosta algebra zadovoljava wCIP.

Tvrdenje 6.22 Algebra A zadovoljava wCIP ako i samo ako je A modu-
laran element u mrezi CwA.

Dokaz: Neka je p,0 € CwA i neka je A < 4. Dakle imamo p € ConlB za
neko B € SubA i 6 € ConA. Zbog pretpostavke dobijamo (pNf)s = paNé,
Sto dalje na osnovu leme 6.15 daje

(pNO)VA=(pVA)N(OVA).

U prethodnom poglavlju smo definisali kada je algebra Hamiltonova,
sada dovodimo tu osobinu u vezu sa mrezom slabih kongruencija.

Za preslikavanje f, koje slika ureden skup (P, <) u ureden skup (@, <),
kazemo da je slabo injektivno ako i samo ako za sve x,y € P vazi

r<y= f(r) # f(y)

Tvrdenje 6.23 Algebra A je Hamiltonova ako i samo ako je preslikavanje
f: SubA — ConA definisano sa f(B) = B2V A slabo injektivno.

Dokaz: Neka je A Hamiltonova algebra i pretpostavimo suprotno, tj. da je
za neke B,C € SubA vazi B < C'i B>V A = C?V A. Zbog Hamiltonovosti
sledi da je B = [b], za neko p € ConA. Odavde sledi da B? C p, §to dalje
implicira B2V A C pi C?V A C p. Jasno za proizvoljno ¢ € C \ B vazi
(b,c) € p, ali sa druge strane imamo i (b,c) € C2 C C2VA =B>V A Cp,
kontradikcija.

Pretpostavimo sada da je funkcija f slabo injektivna i dokazimo da je
za proizvoljni neprazni poduniverzum B, B = [blg2ya. Pretpostavimo
suprotno, tj. da je [b]gzya = C. Jasno je da je onda B C C, pa na os-
novu leme 2.4 sledi da je i C' podalgebra od A. Ali direktnom proverom
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dobijamo da je C?> V A = B? v A &to je kontradikcija sa pretpostavkom o
slaboj injektivnosti funkcije f. m

A2
0
SQ
A

«
Ag
Afe}

Slika 6.4

Primer 6.24 Podsetimo se algebre A iz primera 6.11. Njena mreZa slabih
kongruencija je data na slici 6.4. Posto je AVS? = AVa i ANS? = AAa a
o # A, sledi da A nije skrativ element uw mrezi Cw.A pa zbog turdengja 6.17 al-
gebra A ne zadovolajva CEP. Lako se pokazuje da je preslikavanje iz tvrdenja
6.23 slabo injektivno pa zbog istog turdenja algebra A je Hamiltonova. Dakle
u ovom primeru smo demonstrirali kako uvid u mreZu slabih kongruencija
moZe olaksati proveravanje nekih osobina algebri.

Za algebru A tipa F kazemo da je kvazi-Hamiltonova ako i samo ako je
svaki maksimalni poduniverzum klasa neke kongruencije. Pod maksimal-
nim poduniverzumom podrazumevamo maksimalni element u uredenom
skupu (SubA, C). Primer kvazi-Hamiltonove algebre je svaka konac¢na nilpo-
tentna grupa.

Tvrdenje 6.25 Algebra A je kvazi-Hamiltonova ako i samo ako za svaki
poduniverzum B od A vaZi,

B < A implicira B?*V A < A2
Dokaz: Reformulacija dokaza tvrdenja 6.23. =

Sledeéi jednostavan primer demonstrira kako preko mreze slabih kongru-
encija mozemo da pokazemo da je neka algebra kvazi-Hamiltonova.
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AQ

s
N

Posmatrajmo ¢etvoroelementnu algebru A koja od fundamentalnih op-
eracija ima dve konstante a i b i jednu binarnu operaciju * definisanu u tablici
iznad. Lako se proverava da su jedini pravi poduniverzumi C' = {a,b} i
B = {a,b,c} i da je jedina prava kongruencija 6 koja je odredena particijom
{{a,b,c},{d}}. Mreza slabih kongruencija date algebre je data na slici 6.5.
Sada koriséenjem tvrdenja 6.25 dobijamo da je algebra A kvazi-Hamiltonova.

QU O Q%
ISUIES LIS SIS S ST
QU O Q|
QO O 8|0
(SIS IES I S S

Slika 6.5

6.4 Kwvadrati

Neka je A algebra tipa JF, sa Ma obelezavamo nosaé uredenog skupa kvadrata
u mrezi CwA:
({B? | B € SubA},C).

Ocigledno je da je ureden skup (Ma, C) u stvari A-polumreza sa jedinicom.
Na kraju ovog odeljka ¢emo dati i neke uslove pod kojima Ma ¢ini mrezu,
tj. podmrezu mreze Cw.A.

Neka je 6 kongruencija algebre A tipa F, i neka B € SubA. Podsetimo
se, u poglavlju 2 smo definisali skup

B[] ={x € A| (x,b) € 0 zaneko b € B },

i pokazali da je B[f] unija svih blokova koji imaju neprazan presek sa B i
da B[] € SubA.

Lema 6.26 Neka je {0; | i € I} familija kongruencija sa osobinom B|0;] =
B za svako i € 1. Tada je B[\/;c;0;] = B.

Dokaz: Jasno vazi B C B[\/,.; 0;]. Neka je dato proizvoljno a € B[\/,; 0i].
Sledi da postoji b € B i iy,i2,...i; € I tako da (a,b) € 0;; 06;,---086;,.
Neka su dalje cg, c1, ..., ck_1,cr elementi iz A za koje vazi

a = 0092‘10191'2 N Ckflgikck =b.



6.4. KVADRATI 81

Iz (b, cx—1) € 6;, sledi da ¢x_1 € B[f;,] = B. Na isti nacin zaklju¢ujemo da
cx—o € B, i ako nastavimo postupak dalje, dobili bi da i ¢; € B. Ali sada
posto (a,c1) € 0;, sledi da a € B[f;,] = B. Dakle dobili smo da vazi i druga
inkluzija, i time je dokaz gotov. m

Lema 6.27 Neka je B € SubA, i 6 € ConA, tada sledeca jednakost vazi u
mrezi CwA:
B%*v 6= B[0?Ve.

Dokaz: Trivijalno vazi B2V 6 C B[f]? V 6. Za obrnutu inkluziju dovoljno
je da pokazemo da je B[f]> C B? Vv 0. Podsetimo se da je

B>V =(){peCwA|B>UbC p}.

Neka su (z,y) € B[f]? i p € ConA sa osobinom B2U# C p proizvoljno dati.
Neka su dalje by, be elementi iz B tako da (x,b1), (y,b2) € 6. Lako se vidi da
(x,b1), (b1,b2), (b2,y) € p, pa zbog tranzitivnosti sledi da (z,y) € p. Dakle
(r,y) € B2VH. m

Posledica 6.28 Neka je A algebra, i neka B € SubA i 6 € ConA. Ako je
B[] = A tada je B?>V § = A2.

Dokaz: Direktna posledica prethodne leme. =

Za B € SubA definisimo
0(B) := \/{0 € Con(A) | B[6] = B}.

Recima, 0(B) je najveca kongruencija na A u kojoj je B unija nekih blokova
te kongruencije.

Tvrdenje 6.29 Neka je B € SubA i p € ConA tada,
(1) Blp] = B ako i samo ako p C 0(B).
(i) Bl§(B)] = B.

Dokaz: (ii) Direktna posledica leme 6.26.

(1) Jasno je da iz Blp] = B sledi p C 0(B), jer je 6(B) supremum relacija sa
takvom osobinom. Sa druge strane iz p C 6(B) sledi B[p] C B[f(B)] = B.
[

Teorema 6.30 Ako je A algebra i ako su B,C € SubA tako da B < C,
onda vazi

\/{0 € ConC |6 v B* < C?} # C*.



82 POGLAVLJE 6. MREZA SLABIH KONGRUENCILJA

Dokaz: Neka je F = {0 € ConC | §vVB? < C?}, gde su B i C poduniverzumi
iz pretpostavke. Na osnovu posledice 6.28 zaklju¢ujemo da za svako 6 € F
vazi B[] # C. Posto je B < C sledi da je B[] = B za svako 0 € F. Dalje
dobijamo da je za svako 0 iz F, 8 C 0(B), gde je 6(B) = /{0 € ConC |
B[0] = B}, sto dalje implicira da je \/ F C 6(B). Jasno je da B[#(B)] = B
pa opet zbog posledice 6.28 sledi da B? Vv §(B) = B2, tj. §(B) C B> c C2.
Dakle vazi \/ F # C%. =

Teorema 6.31 Neka su B i C podalgebre od A i neka B < C. Neka je jos
za proizvoljno B € Conl3

Ext(B) ;== {y € ConC | yN B? = B}

Tada postoji v € ConC sa sledecim osobinama :

(1) za svako € ConB skup {a € Ext(B) | a <~} je ili prazan ili poseduge
najvect element.

(ii) za svako B € ConB skup {a € Ext(B) | a % v} je antilanac(moguce
prazan skup).

Dokaz: Neka je
I' = {p € ConC | ne postoji z € B, y € C'\ B tako da (z,y) € p }.

Primetimo da je I' # (), jer barem sadrzi Ac. Pokazimo prvo da je T’
kompletna podmreza od ConC. Zatvorenost za preseke je jasna. Neka je
{7i|i €I} CT ipretpostavimo da je \/{7y; | i € I} ¢ I". Tada po definiciji
skupa I' postoje z € B, y € C'\ B tako da vazi x \/{~; | i € I}y. Dalje sledi
da postoje ig,41,...,ip € I 1 2g,21,...2, € C tako da

T = 20Pin”1Pi1 %2 - - - Zk—1Pi, Rk = Y-

Posto y € C\ B, ako bi z;_; bilo iz B onda bi dosli u kontradikciju ¢injenicom
da p;, €T, dakle z;_; € C'\ B. Nastavljamo dalje postupak, i pretpostavimo
da smo dosli do z;. Iz istih razloga kao malopre zaklju¢ujemo da z; € C'\ B,
ali sada opet dobijamo kontradikciju sa p;, € I' jer x € B. Dakle \/{~; | i €
I} €T, pa je T je kompletna podmreza od ConC.

Dokazimo da je v = \/I" kongruencija koja se trazi u tvrdenju teoreme.

(1) Neka je B € ConBB proizvoljno dato i neka je

X={acExt(f)|a<~}#£0

Primetimo da posto v € T sledi da je X C I". Dokazimo da je \/ X € X.
Jasno je da \/ X <+, tako da ostaje da se pokaze da je 8 = (\/,cx @) N B2
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Jedna inkluzija trivijalno vazi, ostaje samo da pokazemo (\/ ¢ x a)NB? C B.
Dovoljno je da pokazemo da za proizvoljno aq,...a, € X vazi

a10~~oanﬁB2§6.

Neka je dato proizvoljno (a,b) € aj o --- o a, N B2 Dalje po definiciji

dobijamo da postoje z1, 22, ..., 2, € C tako da
(a,21) € a1, (21,22) € @2y ..., (2n,b) € .
Kako su relacije ag,...,q, iz X pa samim tim i iz I', zaklju¢ujemo da su

21,22,...,2n, € B, $to dalje implicira da (a,b) € . Dakle skup X ima
najveéi element.
(7i) Neka je

Y = {a e Eat(8) | a £ 7} 0
Neka su dalje a1, a0 € Y, pri ¢emu je a1 # a, treba pokazati da su ta dva
elementa neuporediva.
Iz aq # 7 sledi da oy €T, tj. postoji b€ Bice C\ B tako da (b,c) € ;.
Ovo dalje implicira B C Blay], pa posto je B < C sledi da je Blay| = C'. Iz
istih razloga vazi i Blag] = C. Dakle svaka klasa ekvivalencije od kongru-
encija ap i ae (napomenimo da ay, ay € ConC) sece B.
Pretpostavimo da je ay C o, tada sledi da postoji klase [a]n,, [d]a, 1
[cla; ([d]a, # [cla,) tako da je

[dlay Ulc]a; C [ala,-

Neka je by € [d]o, N B iby € [c]o, N B. Tada by, b1 € [a]a,, Sto dalje implicira
da (by,b1) € asNB? = a;NB2. Ali onda bi [d]a, = [c]a,, §to je kontradikcija.

Dakle a1 ¢ s, i na isti nac¢in dobijamo da as ¢ «ay. ZakljuGujemo da je Y
antilanac. m

Tvrdenje 6.32 Neka je A algebra tipa F, i neka su B,C € SubA, tada
BN C # 0 implicira da je B2V C? = (BV C)? u mrezi CwA.

Dokaz: Jasno je da vazi B? Vv C? C (B V C)2, ostaje da pokazemo da
vazi i obrat. Neka je D = B N C, pa kako je po pretpostavci D # () sledi
da D € SubA. Posmatrajmo skup D[B? Vv C?]. Na osnovu leme 2.4 sledi
D[B? Vv C?] € Sub(B V C). Elementarnom proverom dobijamo da je

D[B*v C? Cc B*v C~ (6.1)
Iz B,C C D[B%V(?] dobijamo da je BVC C D[B%V(C?], §to dalje implicira
(BVv C)? C D[B*V C?P. (6.2)

Iz 6.1 1 6.2 dobijamo da je (BVC)2C B2V (2 m
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Posledica 6.33 Neka je A algebra tipa F i neka je (| SubA # 0, tada je
Ma podmrezZa mreze CwA.

Tvrdenje 6.34 Neka je A algebra tipa F, tada Ma je zatvoren za operaciju
V u mrezi CwA ako i samo ako dve disjunktne podalgebre nikad nisu klase
od iste slabe kongruencije na A.

Dokaz: Neka je prvo Ma zatvoren za operaciju V, tj. vazi B? Vv C? =
(B Vv C)?, pokazimo da tada dve disjunktne podalgebre nikad nisu klase
od jedne slabe kongruencije na A. Pretpostavimo suprotno, neka su B i C
dve disjunktne podalgebre, i neka postoji slaba kongruencija p sa osobinom
bl,=DBilc],=Czanekobe BiceC. Jasno je da onda (b,c) ¢ p. Lako
se vidi da je B2 C p i C2? C p, §to implicira (B Vv C)% = B2 v C? C p. Posto
(b,c) € (BV C)?, dobili bi da (b, c) € p, kontradikcija.

Dokazimo da vazi i obrnuta implikacija. Pretpostavimo da je BNC = ),
jer u slucaju da je presek neprazan, dokaz bi sledio na osnovu tvrdenja 6.32.
Neka je B2V C? = p, jasno p € Con(B V C). Pretpostavimo dalje da je
p # (BV C)% Za proizvoljno b € B i ¢ € C posmatrajmo klase [b],i [c],.
Lako se vidi da je B C [b], i C' C [¢],,, pa na osnovu tvrdenja 2.4 sledi da su
b, 1 [c], podalgebre. Ako bi [b], = [c],, onda bi BV C C [b],, ali onda je
p = (BVC)? sto je kontradikcija. Dakle [b], i [c], su disjunktne podalgebre
koje su klase iste slabe kongruencije, opet kontradikcija. m

Kao posledicu poslednjeg dokazanog tvrdenja dobijamo sledeéi rezultat.

Tvrdenje 6.35 Za algebru A, Ma je podmreia od CwA ako i samo svaka
slaba kongruencija od A sadrzi najvise jednu klasu koja je podalgebra algebre

A.

6.5 Atomarno generisane mreze slabih kongruen-
cija

Lema 6.36 Ako je mreza slabih kongruencija algebre A atomarno gener-
isana tada algebra A ima barem jednu konstantu, koja nije podalgebra.

Dokaz: Ako je algebra A bez konstanti, tada je () najmanji element mreze
CwA. Odavde sledi da su svi atomi, dijagonalne relacije podalgebri, algebre
A. Ali u ovom slucaju nijedna slaba kongruencija koja nije dijagonalna
relacija ne moze da se prikaze kao supremum nekih atoma, Sto implicira
da Cw.A nije atomarno generisana. U sluc¢aju kada algebra A4 ima jednu
konstantu koja je podalgebra dokaz je slican. m
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Teorema 6.37 ([39]) Mreza slabih kongruencija algebre A je atomarno gener-
isana ako 1 samo ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

(1) Mreza (SubA, C) je atomarna.

(i1) Algebra A ima najmangju netrivijalnu podalgebru By, ¢ija je mreza kon-
gruencija atomarno generisana.

(7i1) Svaka slaba kongruencija je najmanja ekstenzija neke kongruencije na

Bon.

Dokaz: Pretpostavimo prvo da je mreza slabih kongruencija Cw.A atom-
arno generisana. Primetimo prvo da je svaki ideal u atomarno generisanoj
mrezi takode atomarno generisana mreza. Kako je SubA ideal u mrezi Cw.A
sledi uslov (7). Egzistencija netrivijalne podalgebre B, sledi iz leme 6.36.
Njena mreza kongruencija je takode ideal u mrezi Cw.A pa je Conl3,, atom-
arno generisana mreza. Dakle vazi uslov (i7).

Dokazimo sada uslov (iii). Neke je p € ConBB, gde B € SubA. Posto
je mreza Cw.A atomarno genrisana, sledi da je 6 supremum nekih atoma,
medu kojima moze biti dijagonalnih relacija i elemenata iz ConB,,. Kako je
supremum dijagonalnih relacija opet dijagonalna relacija i supremum eleme-
nata iz ConlB,, opet u Conl3,, dobijamo da je § = Ap V p gde p € Conl3,, i
D € SubA. Posto je B, najmanja podalgebra sledi da je D = B. Dakle 0 je
najmanja kongruencija na B koja sadrzi p.Ako je pak 6 dijagonalna relacija
onda je jasno najmanja ekstenzija relacije Ap, .

Sa druge strane pretpostavimo da vaze uslovi (i), (i¢) i (éi7). Kako je
svaka slaba kongruencija najmanja ekstenzija neke kongruencije na B,,, sledi
da je za 8 € ConBB, B € SubA imamo 0 = A V p gde p € ConB3,,. Posto
je SubA atomarno generisana mreza sledi da je Ap supremum neki atoma
(dijagonalnih relacija). Istim rezonovanjem zaklju¢ujemo da je p supremum
atoma iz Conl3,,. Dakle, CwA je atomarno generisana mreza. m

Tvrdenje 6.38 Algebra A c¢ija je mreZa slabih kongruencija atomarno gener-
isana zadovoljava CEP ako i samo ako zadovoljava CIP.

Dokaz: Od ranije (tvrdenje 6.2) znamo da je A kodistributivan element u
mrezi CwA. Ako pretpostavimo da algebra A zadovoljava CIP onda je A
i distributivan element mreze Cw.A. Sada na osnovu tvrdenja 5.20 sledi da
je A u stvari neutralan element mreze Cw.A, pa samim tim i skrativ. Ali
onda na osnovu tvrdenja 6.17 zaklju¢ujemo da na A vazi CEP.

Sa druge strane ako algebra A zadovoljava CEP onda je A skrativ ele-
ment mreze CwA. Pogto je A takodje i kodistributivan, tvrdenje 5.8 nam
kaze da je onda i kostandardan. Dalje koriSéenjem tvrdenja 5.21 dobijamo
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da je A neutralan element pa samim tim i distributivan. Dakle algebra A

zadovoljava CIP (tvrdenje 6.19). m
/ O\
A \ /

CwA

QO o Q%
Q@ oot Qe
Qoo oo
QO oSO
0 & QX

Slika 6.6

Primer 6.39 Posmatrajmo algebru A ¢iji je nosaé {a,b,c,d}, a od funda-
mentalnih operacija ima tri konstante a, b, ¢ i binarnu opeaciju * koja je
zadata u tablici ispod. Iz slike 6.6 se vidi da je mreZa slabih kongruencija
date algebre atomarno generisana.

Posledica 6.40 Ako algebra A zadovoljava CEP i CwA je atomarna mreZa,
tada je CwA = SubA x ConA.

Dokaz: Na osnovu prethodnog tvrdenja sledi da algebra A zadovoljava i
CIP, dok na osnovu tepreme 5.22 sledi da A ima komplement u mrezi CwA.
Sada na osnovu posledice 6.21 sledi da je CwA = SubA x ConA. =

6.6 Problem konkretnog predstavljanja

Bjarni Jénsson u svojoj knjizi [17] kaze da postoje dva problema reprezentacije
za mreze kongruencija: konkretan i apstraktan. Konkretan problem se
bavi proucavanjem uslova pod kojima je neka familija relacija ekvivalen-
cija jednaka sa Con.A za neku algebru A iz klase IC. Apstraktan problem se
bavi proucavanjem uslova pod kojim je proizvoljno data algebarska mreza
izomorfna sa C'onA za neku algebru A iz K. Apstraktnim problemom ¢emo
se baviti u poslednjem poglavlju.

Videli smo da je mreza slabih kongruencija neke algebre podskup mreze
slabih ekvivalencija na nosacu te algebre. Ovde se prirodno javlja pitanje:
kada je podskup mreze slabih ekvivalencija nekog skupa ujedno i mreza svih
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slabih kongruencija neke algebre na tom skupu? Problem srodan ovome
- problem predstavljanja zadate mreze particija nekog skupa mrezom kon-
gruencija neke algebre nad tim skupom resio je H. Werner 1976. godine,
[52].

Polaze¢i od ovog Wernerovog resenja, u [29] M. Plos¢ica daje resenje
pomenutog problema predstavljanja podskupa mreze slabih ekvivalencija
mrezom slabih kongruencija neke algebre. Pri tom koristi nesto modifikovani
pojam graficke kompozicije, koji su pre njega uveli B. Jénsson i H. Werner
- videti [52] i [18].

Neusmereni graf je par (V, E), gde je V skup temena i E skup grana,
zajedno sa preslikavanjem v : E — P1(V)UPo(V), pri ¢emu je P;(V) skup
svih i-elementnih podskupova skupa V', za i = 1,2. Ako je v(e) = {x,y}, za
x # vy, kazemo da je e grana koja spaja x iy. Ako je v(e) = {z}, tada je
e petlja oko x.

Neka je G = (V,E) graf i ¢ : E — Rel(X) neko preslikavanje iz E
u skup Rel(X) svih relacija na skupu X. Funkciju f : V — X zovemo
-saglasno etiketiranje ako za svako e € E i v(e) = {x,y},

(f (@), f(y)) € w(e).

Sada, za svaka dva fiksirana temena 0,1 € V definiSemo jednu relaciju:
Sca(p) =
{(a,b) € X? | a = £(0),b= f(1) za neko p-saglasno etiketiranje f}.
Preko Sg 0,1 definiSemo jedno preslikavanje:
Pgo1: Ew(X)F — Ew(X),

gde je Pg,1(p) slaba ekvivalencija generisana sa Sg01(¢), tj. simetri¢no i
tranzitivno zatvorenje restrikcije relacije Sg 0,1(¢) na domen te relacije, tj.
na najveéi skup A, takav da je Ay C Sgo.1(p). Uocimo da je Pg o, jedna
| E|-arna operacija na Ew(X ) koju odreduje graf sa svoja dva temena. Svaku
takvu operaciju nazivamo graficka kompozicija.

Teorema 6.41 ([29]) Skup F C Ew(A) je skup svih slabih kongruencija
neke algebre ako i samo ako je F zatvoreno za svaku graficku kompoziciju i
svaku uniju familije slabih ekvivalencija koja je usmerena na gore, tj. takva
da za svake dve slabe ekvivalencije iz te familije postoji u istoj familiji jedna
veéa od njih.






Poglavlje 7

Reprezentacija algebarskih
mreza

7.1 Uvodni pojmovi i istorija problema

Tvrdenje 7.1 (ConL, Q) je distributivna mreza za svaku mreiu L.

Dokaz: Neka su dati p, 0,0 € ConL. Dovoljno je da pokazemo da je
pN(@Vve)S(pnd)Vv(pno),

jer druga inkluzija trivijalno vazi. Neka je dato proizvoljno (z,y) € pN(6Vo),
tj. (z,y) € pi(z,y) € (0Vo). Iz (z,y) € (Vo) itvdenja 3.8 dobijamo da
postoji niz

z1=xNYy<ze< - < zp1 Sz =1 VY, (7.1)
takav da je z;0zi11 ili z;02i41, 1 <i <n—1. 1z (z,y) € psledi (xAy,xVy) €
p, a kako su na osnovu tvrdenja 3.6 klase kongruencija konveksne dobijamo
da z1,22,...,2n € [x Ay],. Dakle imamo da (z;,2i41) € pzal <i<n-—1.
Sada koristeé¢i (7.1) dobijamo da postoji niz

271=2 N NYy<z2<---<zp 1<z, =2 VY,

takav da je z;0 N pz;y1 i z;0 N pzir1, 1 <4 < n— 1. Sada opet na osnovu
tvrdenja 3.8 sledi da (z,y) € (pNO)V(pNo). =

Ovaj rezultat su 1942 dokazali Funayama i Nakayama. Birkhoff i Frink
1948 pokazaju da je ureden skup svih kongruencija proizvoljne algebre,

algebarska mreza (dokaz dajemo u odeljku 7.2). Problem koji je nastao

89
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kao posledica kombinovanja ove dve dosta jednostavne teoreme je takozvani
CLP(Congruence Lattice Problem) problem.

CLP. Da i je svaka algebarska distributivna mreza izomorfna mrezi kon-
gruencija neke mreze 7

Ovaj problem je prvi put prezentovan od strane Diliworth-a, koji je
i dokazao kona¢nu verziju datog problema, tj. pokazao je da je svaka
konac¢na distributivna mreza izomorfna mrezi kongruencija neke konacne
mreze, mada isti rezultat nije objavio. Ovaj rezultat prvi put objavljuju
Gratzer i Schmidt 1963. Uopstenje tog rezultata daje A.P.Huhn 1989.

Teorema 7.2 (Huhn) Svaka algebarska distributivna mreza sa najvise Nj
kompaktnih elemenata je izomorfna mreZi kongruencije neke mreZe.

Beskonacan sluc¢aj CLP-a je reSen 2006 od strane Wehrung-a ([51]) i
skoro 60 godina je predstavljao jedan od najtezih problema u teoriji mreza.

Teorema 7.3 (F. Wehrung) Postoji algebarska distributivna mreza sa Ny41
kompaktnih elemenata koja nije izomorfna mrezi kongruencija nijedne mreZe.

Iste godine Pavel Ruzicka dokazuje da algebarska distributivna mreza iz
Wehrung-ovog dokaza moze da bude manja.

Teorema 7.4 (P.Ruzicka) Postoji algebarska distributivna mreza sa Ny kom-
paktnih elemenata koja nije izomorfna mrezi kongruencija nijedne mreze.

Kljuéni deo Wehrung-ovog dokaza je bila jedna kombinatorna teorema
Kuratovskog. Sa [X]<“ ozna¢imo skup svih kona¢nih podskupova skupa X,
dok sa [X]", gde je n € w, oznac¢imo skup svih n-elementnih podskupova
skupa X. Za (n+1)-elementni podskup U skupa X kazemo da je slobodan
u odnosu na preslikavanje ® : [X]" — [X]<“ ako i samo ako z & ®(U \
{z}), za svako z € U.

Teorema 7.5 (Teorema Kuratovskog o slobodnom skupu) Neka je n priro-
dan broj, i neka je X skup kardinalnosti najmange N,,. Za svako preslikavanje
O : [ X]|" — [X]|=¥, postoji slobodan podskup, kardinalnosti n+ 1, skupa X u
odnosu na P.

G. Birkhoff je 1945 tokom svojih predavanja postavio pitanje da li se
mreze kongruencija algebri mogu okarakterisati kao algebarske mreze, tj.
da li je svaka algebarska mreza izomorfna mrezi kongruencija neke algebre.
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Gratzer i Schmidt 1963 daju pozitivan odgovor na dati problem. Dokaz
te teoreme je dosta naporan i dugacak i koristi teoriju parcijalnih algebri.
Grubo receno, konstruise se transfinitni niz parcijalnih algebri u kojem svaki
slededi ¢lan blize karakterise datu algebarsku mrezu. Na kraju se pokaze da
je transfinitna unija datog niza parcijalnih algebri ¢ini algebru, ¢ija je mreza
kongruencija izomorfna sa datom algebarskom mrezom. Data algebra je
beskona¢na i ima beskona¢no fundamentalnih operacija

Za krace verzije orginalnog dokaza su zasluzni W. A. Lampe, 1968, 1973;
E. T. Schmidt, 1969; E. Nelson, 1980; i P. Pudlak, 1976. R. N. McKenzie
i B. Jonsson su imali svoje verzije datog problema ali ih nisu publikovali.
Zajednicka stvar u svim tim dokazima je bila da se za veée algebarske mreze
konstruisu algebre sa sve vise i viSe operacija. Prirodno je postaviti pitanje,
da li je to neophodno? Odgovor na to pitanje je potvrdan i daje ga sledeca
teorema.

Teorema 7.6 (R.Freese, W.A. Lampe, W.Taylor 1979)
Neka je dat beskonacno dimenzionalan vektorski prostor V nad neprebrojivim

poljem K. Ako je mreza Con)V izomorfna mrezi kongruencija ConA neke
algebre A tipa F, tada je |F| > |K|

Ze neke specijalne algebarske mreze se moze dati karakterizacija preko
algebri sa kona¢no mnogo operacija.

Za algebarsku mrezu £ kazemo da je stegnuta ako i samo ako postoji
skup I kompaktnih elemenata iz mreze £ tako da je \/I = 11 da je svaki
kompaktan element iz L uporediv sa svakim elementom iz I.

Teorema 7.7 (W.A.Lampe 1982) Svaka stegnuta mrezZa je izomorfna mrezi
kongruencija nekog grupoida.

Drugo pitanje koje je proizaslo iz Teoreme Gratzer-Schmidt je da li alge-
bra koja se konstruiSe u istoj teoremi mora biti beskonacna iako je pocetna
mreza kona¢na? Za dati problem se obi¢no koristi skrac¢enica FCLP(The
finite congruence lattice problem). FCLP je do danas neresen i pred-
stavlja jedan od najtezih i najduze nereSenih problema univerzalne algebre.
Najpoznatiji rezultat na tu temu svodi taj problem na ekvivalentan problem
u teoriji grupa:
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Teorema 7.8 (Pdlffy, Pudldk) Sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(i) Svaka konacna mreZa je izomorfna mrezi kongruencija neke konacéne
algebre.

(ii) Svaka konacna mreza je izomorfna nekom intervalu u mrezi podgrupa
neke konacne grupe.

7.2 Teorema Birkhoff-Frink

Tvrdenje 7.9 Ureden skup (SubA, C) je algebarska mreza za svaku algebru
A tipa F.

Dokaz: Posmatrajmo mrezu slabih kongruencija algebre A, CwA. Tvrdenje
6.2 nam kaze da je JA = SubA. Posto je JA zatvoren interval u mrezi slabih
kongruencija, za koju smo pokazali da je algebarska, na osnovu posledice 4.17
sledi da je |A algebarska mreza. Dakle (SubA, C) je algebarska mreza. m

Tvrdenje 7.10 Svaka algebarska mreZa izomorfna je mreZi ideala neke
polumreze sa nulom.

Dokaz: Neka je £ = (L, <) proizvoljna algebarska mreza na osnovu tvrdenja
4.11 znamo da je (C(L), C) sup-polumreza sa nulom. Na osnovu posledice
4.15 znamo da je (Zg(K(L)), <) algebarska mreza. Posmatrajmo preslika-
vanje f : L — Zy(K(L)), definisano sa f(a) = \/{la; | i € I} gde je
{a; | i € I} = LanK(L). Za proizvoljno I € Z;(K(L)), vazidaje f(\/ I) = I,
pa je f sirjekcija. Direktno po definiciji se proverava da se f slaze sa
poretkom, pa sledi da je f izomorfizam. Dakle (L,<) = (Z4(K(L)), Q)
]

Teorema 7.11 (Birkhoff, Frink) Svaka algebarska mreza izomorfna je
mrezi poduniverzuma neke algebre.

Dokaz: Neka je £ = (L, <) proizvoljna algebarska mreza. Posmatrajmo
algebru A = (KK(L),V,{fap | a,b € K}), gde je (K(L),V) polumreza kom-
paktnih elemenata, dok je za proizvoljno x € K(L),

a, za aVb=x
fa,b(m) = {

0, inace;
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Sada se lako pokazuje da je SubA = Zy(K(L)), pa na osnovu tvrdenja
7.10 sledi da je (L, <) = Sub(A,C). m

Algebra konstruisana u prethodnoj teoremi ima puno operacija u slucaju
kada je algebarska mreza velika. Prirodno je postaviti pitanje u kom slucaju
mozemo smanjiti broj fundamentalnih operacija date algebre. Sledeca teo-
rema daje odgovor na to pitanje.

Tvrdenje 7.12 Za mrezu L sledeéi uslovi su ekvivalentni :

(1) L je izomorfna mrezi poduniverzuma neke algebre prebrojivog tipa;

(13) L je izomorfna mreZi poduniverzuma nekog komutativnog grupoida;
(7i1) L je algebarska mreza tako da za svaki kompaktan element a iz L, skup
svth kompaktnih elemenata koji pripadaju la je prebrojiv.

Dokaz: Jasno je da (i) implicira (). Koriste¢i trivijalnu ¢injenicu da su
u mrezi (SubA,C) kompaktni elementi tacno konacno generisani poduni-
verzumi neke algebre A lako se pokazuje da (i) implicira (4i7). Da bismo
kompletirali dokaz ostaje da pokazemo da (ii7) implicira (i7).

Oznac¢imo sa K skup svih ne-nula kompaktnih elemenata mreze £. Za
svako a € K dobro uredimo skup K N Ja u niz (napomenimo da nam za
to ne treba aksioma izbora jer je dati skup po pretpostavci prebrojiv) o’ =
(af, al,...) na sledeéi nacin:

ap, = a i ako a sadrzi beskonaéno mnogo elemenata iz K, tada niz o/
nema ponavljanja, ali ako sadrzi samo kona¢no mnogo elemenata, recimo n,
tada je niz o’ periodican i to sa a; = @} ako i samo ako i = j(mod n).

Sada za a,b € V definiSimo

/ _ !

@iy 1,s ako b = qa;

— / _ 1/

axb=qbi q, ako a = b
aVb, inace.

Jasno je da je A = (K, *) komutativan grupoid. Direktno se pokazuje da
su poduniverzumi grupoida 4 tac¢no prazan skup i ideali polumreze (K, V)
(pogledati tvrdenje 4.11). Sada na osnovu tvrdenja 7.10 sledi da je (L, <) =
(Sub(A),C). m
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7.3 Teorema Gratzer-Schmidt

Tvrdenje 7.13 Uredeni skup (ConA, C) je algebarska mreZa za svaku al-
gebru A tipa F.

Dokaz: Iz tvrdenja 6.2(iii) znamo da je Con.A zatvoren interval u alge-
barskoj mrezi Cw.A pa na osnovu posledice 4.17 sledi da je (ConA, C) alge-
barska mreza. m

U nastavku odeljka dokazujemo Teoremu Gratzer-Schmidt, koja kaze
da za svaku algebrasku mrezu £ postoji algebra ¢ija je mreza kongruencija
izomorfna sa £. Napomenimo da ne dajemo orginalni dokaz ve¢ pratimo

rad [30].

Oznacimo zbog ¢itljivosti sa K skup (L) \ {0} svih nenula kompaktnih
elemenata neke proizvoljne netrivijalne algebarske mreze L. Za uredenu
trojku A = (A, r, h) kazemo da je K-vredonosni graf ako i samo ako je
(A, r) neusmeren graf bez petlji i h : 7 — K proizvoljno preslikavanje iz
skupa grana r u K.

Ako su A; = (A;,7i,hi), i = 0,1 dva K-vredonosna grafa, za preslika-
vanje f : Ay — A; kazemo da je stabilno ako i samo ako za svako {a, b} € rg
vazi ili da je f(a) = f(b) ili

{fla), f0)} er i m({f(a), f(0)}) = ho({a,b}).

Sa Stab(A) obelezavamo monoid svih stabilnih preslikavanja iz A u A, i
zovemo ga stabilizator od A.

Neka je F' skup preslikavanja iz X u X, i neka su {a,b} i {¢,d} pod-
skupovi skupa X. Kazemo da {a,b} dominira {c,d} preko F' u oznaci
{a,b}Dp{c,d} ako i samo ako postoje elementi ¢ = ug, u1,...,u, =d iz X
i funkcije f1,..., fn € F tako da je {fi(a), fi(b)} = {ui—1,u;} za 1 <i < n.

Neka je A = (A,r,h) K-vredonosni graf, i zbog ¢itkosti sa Z oznacimo
skup Zy(K) U {0}. Sa &, oznacimo operator zatvaranja na P(A) koji svaku
familiju podskupova slika u najmanju particiju koja sadrzi datu familiju.
Definisimo dve preslikavanja ¢ : Z — £(A) i ¢ : Con(A, Stab(A)) — P(K)

na slededi nacin:

o(I) = E(hY[I]), za I € I,
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Y(E) = hlrNE], za E € Con(A, Stab(A)).
Lako se proverava da je kodomen funkcije ¢ u stvari Con(A, Stab(A)).

Tvrdenje 7.14 Neka je A = (A,r,h) K-vredonosni graf, F' C Stab(A) i
pretpostavimo da

(1) h je sirjektivno preslikavange,

(i) ako je x € T i h(x) < a1 V ag za a1,a0 € K, onda postoji ciklus
T, X1,y ..., Ty 0z T tako da je h(x;) € {a1, a2} za 1 <i <n,

(7i1) ako je x,x1,...,xy ciklus iz r, tada je h(z) < h(x1) V-V h(xy,),

(iv) ako x,y € r i vazi h(x) = h(y) tada postoji f € F tako da je flz] =y,
(v) ako ¢,d € A i c # d tada postoji put x1,...,x, € r koji spaja ¢ i d sa
osobinom da {c,d} Dpx; za svako 1 <i <n.

Tada ¢(E) € T za svaku kongruenciju E algebre (A, F) i1 = o~ L.

Dokaz: Dokazimo prvo da je 1(F) ideal polumreze K. Neka su aj,ay €
Y(E) i neka je o < a1 V . Posto je h sirjektivno preslikavanje znamo da
postoji neko z € r tako da je h(z) = o. Na osnovu uslova (i7) znamo da
postoji ciklus z, x1,...,x, iz 7 sa osobinom da h(z;) € {aq, a2} za 1 <i <
n. Dalje neka je a1 = h(y1) 1 aa = h(y2) za neke y1,y2 € r N E. Kako
je z,x1,...,x, ciklus, uzastopnom primenom uslova (iv) i tranzitivnosti
kongruencije E dobijamo da x € E, §to implicira h(z) = a € (F). Dakle
Y(E) €.

Dokazimo sada da je ¥»¢ = 1. Neka je I proizvoljan ideal polumreze K.
Kako je preslikavanje h sirjektivno sledi da

Po(I) = h[r N E(h(I))] 2 A 1] = I.

Sa druge strane neka je dato proizvoljno z € r N E.(h~(I)). Tada je na
osnovu uslova (i)

o = h(z) < ha1) V---V b)),

gde je x1,...,2, € h~' Nr ciklus koji povezuje krajnje tacke z. Kako je I
ideal sledi da a € I. Dakle vazi i druga inkluzija.

Dokazimo jos da je ¢ = 11 time ¢emo kompletirati dokaz. Neka je dato
proizvoljno E € Con(A, F). Jasno vazi p(E) = E.(h~ h[rNE]) D E.(rNE).
Neka je sada {a,b} € E.(h~'h[r N E]) proizvoljno dato. Tada postoji put
Z1,...,Tk Koji spaja a i b sa osobinom da je za proizvoljno 1 < i < k
h(z;) = h(yi) za neko y; € r N E. Iz uslova (iv) dobijamo da z; € E, §to
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dalje implicira da {a,b} € E.(r N E). Posto je E relacija ekvivalencije vazi
E(rNE) C E. Sa druge strane neka je {c,d} € F proizvoljno dato. Na os-
novu uslova (v) postoji put z1, ..., 2z, iz r koji spaja cidivazida {c,d}Dpz;
za 1 < i < n. Posto je E kongruencija algebre (A, F'), dobijamo da z; € E
za svako 1 < i < n, §to dalje implicira da {c,d} € &E.(r N E). Sa ovim je
dokaz zavrsen. m

Kako su v i ¢ monotona preslikavanja sledi da je (Z,C) = (Con(A, F), C
). Dalje tvrdenje 7.10 nam kaze da je £ = (L, <) = (Z,C), pa odatle sledi
daje (L,<) = (Con(A, F), Q).

Dakle da bismo dokazali Gratzer-Schmidt-ovu teoremu dovoljno je da
konstruisemo K-vredonosni graf A = (A, r, h) koji zajedno sa svojim stabi-
lizatorom F' = Stab(A) zadovoljava uslove (i) — (v) iz prethodne teoreme.
U nastavku teksta konstruiSsemo takav K-vredonosni graf.

Slika 7.1

Za svako o € K definisimo K-vredonosni graf B, = (Ba, Sa, ko), koji
¢emo zvati a-¢elija, na slededi nacin:
sa aC ozna¢imo skup {(a1, a2) | & < a1 Vas}. Sada za svako w = (g, as) €
aC' oznac¢imo

zi’ = {uil g, i’} (7.2)

1 <4 <4, pri¢emu je uy = a, uy = b, za svako w € aC, i sva ostala temena
su razlicita.

Sada imamo,

By ={a,b}U{u} |1<i<3, wealCl,
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So ={{a,b}}U{z¥ |1 <i<4, weal},
ko({a,b}) = a, ka(2}) = ka(2¥) = a1, ka(23) = ka(z}) = a2.

{a,b} ¢emo nazivati baza a-¢elije B,. (7.2) ¢emo nazivati lanac od B,,
(pogledati sliku 7.1). U nastavku teksta izostavljamo indekse.

Sada se trazeni K-vredonosni graf A = (A,r, h) konstruiSe induktivno
na sledeéi nacin.

Uzmimo neki element «g iz K. Ay = (Ao, ro, ho) ¢e biti graf sa jednom
granom, pri ¢emu Ce slika te grane u odnosu na preslikavanje hg biti «g.
Ako je A, = (An,rn, hy) konstruisano, onda A,y1 = (Ant1, Tt Pnti)
konstruiSemo na sledeéi nacin:

Neka je x € rp \ r—1, = {c,d} 1 hp(x) = . Zalepimo kopiju od B, za
A, tako §to idetntifikujemo {c, d} sa bazom {a,b} od B,,. Drugim recima,
prosireni graf za skup temena ima A, U (B, \ {a,b}), dok je skup svih grana
™ U (sa \ {{a,b}}). Kako je h,(z) = a = kq({a,b}), sledi da je zajednicka
ekstenzija od h,, i ks dobro definisana. Primenjujuéi ovaj postupak za svako
x € rp \ Tn—1, dobijamo A,+1 = (Ap+1,Tn+1, Ant+1), (pogledati sliku 7.2).

Slika 7.2

Primetimo da je A, C Ant1, ™ € rnt1, hn C hpt1. Koristedi datu

¢injenicu lako se pokazuje da je A = (A,r, h) definisan sa

A=A r=Urm b=

new new new

jedan K-vredonosni graf.
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Tvrdenje 7.15 A zadovoljava uslove (i), (i), (7).

Dokaz: (i) Posto je ag < o V g za svako o € K, dobijamo da je hy
sirjektivno preslikavanje, pa je samim tim i A sirjektivno.

(i) Svaka grana x € r je baza od neke kopije od h(x)-¢elije. Dakle ako
vazi h(x) < a1 V ag, onda se ciklus z, 1, 2, x3, x4 nalazi u datoj h(z)-éeliji
i vrednovan je redom sa «, oy, ag, a1, Q2.

(7i7) Dokaz dajemo indukcijom. Ap ne sadrzi cikluse pa trivijalno vazi
uslov (ii7). Pretpostavimo da dati uslov vazi za sve cikluse u A,,, i neka je
Z,T1,...,T, proizvoljni ciklus iz A,,+1. Ako je € Tpq1 \ Tm, tada se z
nalazi na jednom od lanaca neke a-Celije By, koja je dodata u (m + 1)-om
koraku. Po konstrukciji, svaki ciklus koji sadrzi z mora da sadrzi i dati
lanac. Dakle dobijamo da je h(z) = h(xg) za neko 1 < k < n sto dalje
implicira h(z) < V<<, h(z;). Neka je sada x € rp,. Zamenimo svaku
granu ciklusa x,z1,...,z, koja nije sadrzana u r,, sa bazom njene celije.
Ovim postupkom dobijamo ciklus z,y1, ..., yx iz ry,. Na osnovu indukcijske
hipoteze sledi h(z) < \/,<;<; h(yi), dok iz trivijalne ¢injenice da je vred-
nost baze proizvoljne a-¢elije uvek sadrzana u supremumu vrednosti grana
svakog njenog lanca dobijamo da je \/ ;< h(yi) < Vi<i<, R(xi). Dakle
vazi h(x) <\ i<, h(2i), i time je dokaz gotov. m o

Ostaje jos da pokazemo da dati K-vredonosni graf zadovoljava uslove
(1v) i (v). Da bi pokazali ta dva uslova mora¢emo da definiSemo eksplicitno
neka stabilna preslikavanja.

Prvo primetimo da za svaku a-¢eliju B,, sa bazom {a, b}, postoji stabilna
involucija f iz B, u B, takva da je f(a) = b i f(b) = a. Ova trivijalna
¢injenica nam daje motivaciju za sledece tvrdenje.

Tvrdenje 7.16 Svako stabilno preslikavanje f : A, — A, moZe da se
prosiri do stabilnog preslikavanja f' : Apnt1 — Ama1, pa samim tim i do
stabilnog preslikavanja f" : A — A.

Dokaz: Neka je t € Apy1 \ Ap, oznaéimo sa {a,b} bazu celije B koja
sadrzi t. Ako je f(a) = f(b), uzmimo da je f'(t) = f(a). Ako je pak
¢ = f(a) # f(b) = d, onda kako je f stabilno preslikavanje dobijamo
hn({a,b}) = hm({c,d}). Odavde zakljucujemo da je {c,d} baza neke kopije
od celije B. Za datu ¢eliju znamo da postoji stabilna involucija koja je
odredena sa f|¢q4, f' je tada ekstenizja od f definisana preko pomenute
involucije. U oba slucaja je jasno da je f’ stabilno preslikavanje. m
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Neka je sada x € ry \ 7m—1, m > 0. Definisimo f, : A, — A, na slededi
nacin:

Neka je x grana lanca x1,x9,x3, 24 Cija je baza {a,b} € rp_1, a = ug,
b=ws, v; = {uj—1,u;} zai=1,2,3,4, hyp(z;) = hin(2j42) = oy za j = 1,2.

Ako je k = 1,2 uzmimo

Ja, (ug) = fo, (Ugt1) = ug 1 fo, (y) = ug—1 za sve ostale y € A,

a ako je k = 3,4 uzmimo

Ja, (ug) = fo, (ug—1) = ur—1 1 fo, (y) = uy za sve ostale y € A,.

U slucaju da = € rg, za f; uzmimo identi¢no preslikavanje na Agy. Jasno
je da su sva preslikavanja f;, stabilna i da vazi fy, [Ap] = k.

Tvrdenje 7.17 A zadovoljava uslov (iv).

Dokaz: Neka je z € 7y, \ "m—1, ¥ € Tm, h(z) = h(y). Neka je dalje
fz + Am — A, gore definisano stabilno preslikavanje. Posto je fu[Am] = z,
kompozicija g o f;, gde je g : x — y, je takode stabilno preslikavanje iz
A u A,. Na osnovu tvrdenja 7.16 g o f, moze da se pro§iri do stabilnog
preslikavanja f : A — A. Jasno tada je flz] =y. =

Tvrdenje 7.18 A zadovoljava uslov (v).

Dokaz: Dokaz dajemo indukcijom. Kako se identi¢no preslikavanje skupa
A nalazi u F, tada sve grane iz r zadovolajvaju uslov (v), tj. Ay zadovoljava
uslov (v).

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za A,, i dokazimo da vazi za A,,+1. Neka
je ¢, € Apy1, ¢, € ric# . Konstruisatemo put 1, ..., xs koji spaja
neku tacku a iz A, sa c¢. Ako je ¢ € A, put je prazan. Ako ¢ € Apy1 \ Am,
onda c lezi na nekom lancu a = uy,...,u, = b neke éelije sa bazom {a, b}
koja je dodata u (m + 1)-om koraku konstrukcije, i uzmimo da je recimo
c=usza0<s <2 Tada je put x1,...xs ustvari {ug,u1}, ..., {us—1,us}.
Posto {c,d} & r imamo da je ¢ # usy1 1 ¢ # us_1, Sto dalje implicira da
[, preslikava {c, ¢} sirjektivno na x; za i = 1,...,s. Dakle {¢, ¢} dominira
{c,a}. Na slican nacin pokazujemo da postoji put a7}, ...z}, koji spaja teme
a iz Ap, sa ¢ ivazi {c,d}Dpal, ...,z pa jasno i {c,d}Dp{c,d’}. Zbog
identi¢nog preslikavanja imamo da {c,c'}Dp{c, '}, koristeéi tu ¢injenicu
dobijamo da {¢,d}Dp{a,a’}. Zbog indukcijske hipoteze znamo da postoji
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put, recimo yi,...Yn, iz 7 koji spaja a i @’ sa osobinom da {a,d'}Dpy; za
svako 1 < ¢ < n. PoSto je F monoid i Dp tranzitivna relacija imamo da
{¢,d}DFpy1, ..., yn. Stoga Ts,...,21,Y1,...Yn,Th,..., 2} je trazeni put iz r
koji spajacsac. m

7.4 Simultane reprezentacije

Mozemo li dve ili vise zadatih mreza predstaviti mrezama relacija, koje su
sve povezane sa jednom istom algebrom? Godine 1972. Lampe je dokazao
da je to moguce uraditi pomoc¢u mreze kongruencija i mreze podalgebri:

Teorema 7.19 ([21]) Ako su Ly i Lo dve zadate algebarske mreZe, takve da
Lo sadrzi bar dva elementa, tada postoji algebra A, takva da je SubA = L1,
a ConA = L.

Ovim je prakti¢no dokazano da su mreze kongruencija i podalgebri nezavisne
jedna od druge. Videli smo da su automorfizmi bijektivne relacije saglasne
sa strukturom algebre. No, kako oni ne ¢ine mrezu u odnosu na inkluziju, veé¢
grupu u odnosu na operaciju slaganja relacija, problem njihove nezavisnosti
u odnosu na podalgebre ili kongruencije treba postaviti ovako: ako je zadata
mreza L igrupa G, da li postoji algebra A takva da je njena mreza podalgebri
(ili kongruencija) izomorfna sa £, a grupa automorfizama izomorfna sa G.
Odgovor je pozitivan u sluc¢aju podalgebri, a i u slu¢aju kongruencija pod
uslovom da je |L| > 2, tj. da mreza £ ima bar dva elementa (videti [20]).
Najzad, Lampe je dokazao i da su sve tri strukture nezavisne:

Teorema 7.20 ([22]) Ako su Ly i L2 dve zadate algebarske mreze, takve da
Lo sadrzi bar dva elementa, a G zadata grupa, tada postoji algebra A, takva

da je SubA= L1, ConA = Ly i AutA=G.

Najzad, mozemo se pitati da li dve zadate algebarke mreze mozemo pred-
staviti mrezama kongruencije algebre i njene podalgebre. Jedan dovoljan
uslov dao je Lampe 2005. godine:

Teorema 7.21 ([23]) Ako su L1 i Ly dve algebarske mreze s kompaktnim
najveéim elementom, pri cemu L1 ima bar elementa, postoji grupoid A takav
da ConA = Ly i ConAg = Ly, za neki podgrupoid Ag grupoida A.

Kako su kona¢ne mreze algebarske i, StaviSe, sastoje se iskljucivo od
kompaktnih elemenata, ovim je reSen problem simultanog predstavljanja
dve kona¢ne mreze mrezama kongruencije algebre i neke njene podalgebre:



7.4. SIMULTANE REPREZENTACILJE 101

Posledica 7.22 Ako su L1 i Ly dve konacne mreze, takve da L1 sadrZi bar
dva elementa, postoji grupoid A takav da ConA = L1 i ConAy = Ly, za
neki podgrupoid Ay grupoida A.
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Poglavlje 8

Reprezentacija mrezama
slabih kongruencija

8.1 A-podesan element mreze

Konkretni problem reprezentacije mreza slabih kongruencija smo spominjali
u odeljku 6.6, i taj problem je uspesno resen od strane M. Plos¢ice u [29]. Sa
druge strane problem apstraktnog problema je dokazan u [49]. Sledi dokaz
tog tvrdenja.

Tvrdenje 8.1 Za svaku algebarsku mrezu L postoji algebra A tako da je
CwA izomorfno sa L.

Dokaz: Na osnovu teoreme Gritzer-Schmidt znamo da postoji algebra
Ap = (A, F) tako da je ConAy izomorfno sa L. Definisimo sada algebru
A koja ima isti nosa¢ kao i Ay dok na dati skup operacija dodamo svaki ele-
ment nosaca kao konstantu. U tom slucaju algebra A = (A4, FUA) ima samo
jedan poduniverzum (celu algebru), sto implicira ConA = Cw.A. Posto do-
davanje konstanti ne uti¢e na strukturu mreza kongruencije dobijamo da je
ConAy = ConA. Dakle zakljucujemo CwA = L. m

U poglavlju 6 smo videli da dijagonala ima poseban znacaj u mrezi slabih
kongruencija, tj. da su mnoge lepe osobine te mreze direktno povezane sa
relacijom A. Tako da se slede¢i problem (jos uvek neresen) prirodno javlja.

Problem reprezentacije mreza slabih kongruencija. Neka je £

algebarska mreza i neka je a € L. Da li postoji algebra tako da je mreza
slabih kongruencija date algebre izomorfna sa £ pri ¢emu se element a datim
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izomorfizmom slika u dijagonalnu relaciju ?

Generalno problem reprezentacije algebarskih mreza preko slabih kon-
gruencija ima negativan odgovor. Kao §to znamo dijagonala je uvek kodis-
tibutivan element u mrezi slabih kongruencija, tako da za svaku algebarsku
mrezu sa fiksiranim elementom, taj element mora biti kodistributivan, ako
element nije kodistributivan onda ne postoji reprezentacija datog tipa.

Neka je L algebarska mreza. Za element a € L kazemo da je je A-
podesan ako i samo ako postoji algebra A tako da je mreza slabih kon-
gruencija izomorfna CwA izomorfna sa £, i ako se datim izomorfizmom A
slika u a. Takode u tom slu¢aju kazemo da algebra A reprezentuje (pred-
stavlja) mrezu £ sa fiksiranim elementom a, ili da je mrezu £ sa fiksiranim
elementom a predstavljiva algebrom A.

U nastavku odeljka se podrazumeva da su sve mreze algebarske tako da
se taj uslov nece posebno naglasavati.

Tvrdenje 8.2 Svaki A-podesan element mreze je kodistributivan.
Dokaz: Posledica tvrdenja 6.2 (i). m

Tvrdenje 8.3 ([37]) A-podesan element mreze zadovoljava sledece uslove:
(i) ako jex Ny # 0, onda je xVy =T V7Y;
(i) ako jex A0 1T <y, tadayNa #yAa;
(791) ako jeT #0 ix < a, tada \/[{y € ta|yVT <1} #1;

(iv) akoy € la i x <y, tada postoji z € |y,y|, tako da

- za svako t € [x,T], skup {c € ExtY(t) | ¢ < z} je ili prazan ili ima
najveci element, 1

- za svako t € [x,T|, skup {c € ExtY(t) | c £ z} je totalno neureden skup
(moZze biti i prazan).

Ovde je
ExtY(t) :={w € [y,7] | wAT =t}.

Dokaz: (i) Na osnovu tvrdenja 6.32.
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(ii) Ova formula je ekvivalentna sa uslovom da ako y nije najmanji el-
ement a nije ni atom, tada klasa [y]p, ima vise od jednog elementa. Ali to
sledi trivijalno iz ¢injenice da klase u mrezi slabih kongruencija imaju samo
jedan element ako i samo ako predstavljaju prazan poduniverzum ili su u
pitanju singltoni(misli se na podalgebre sa jednim elementom).

(7i7) Direktna posledica teoreme 6.30.
(iv) Posledica teoreme 6.31. ®

Tvrdenje 8.4 Ako je a A-podesan element mreze L i |[0]p,| > 1, tada je
M, ={b|be la} podmreza mreze L.

Dokaz: Ranije smo pokazali da je M, zatvoren za operaciju A. Posto imamo
ZAY =1z Ay >0>0 naosnovu uslova (i) tvrdenja 8.3 sledi da

IVYy=IVy=T V7.
Koristeéi ovu jednakost dobijamo
TVYy=zVy>zxVuy.

Sa druge straneizT <z Vyig<zazVysledizvVy<zVy. m

o
[\
o
w
S

Slika 8.1

Slika 8.1 nam daje primer ¢etiri elementa koja nisu A- podesni. Element
a mreze L1 nije A-podesan jer ne zadovoljava uslov (i) tvrdenja 8.3. Zaista,
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klasa [0]p, ima vise od jednog elementa, pa bi na osnovu tvrdenja 8.4 skup
svih najveéih elemenata (koji reprezentuju kvadrate podalgebri) trebao da
bude zatvoren za supremume, $to u ovom primeru nije sluc¢aj. Element a
mreze Lo nije A-podesan. Zaista, 0,-klasa elementa koji je donje pokrivanje
elementa a ima jedan element $to je kontradikcija sa uslovom (iz). Koriste¢i
uslov (éi7) direktno se proverava da a nije A-podesan element mreze Ls.
Takode element a mreze L nije A-podesan zbog uslova (iv).

Tvrdenje 8.5 U mrezi sa vise od dva elementa, najveéi element nikad nije
A-podesan.

Dokaz:
Direktna posledica uslova (i7) tvrdenja 8.3. ®

Podsetimo se da algebra A iz dokaza tvrdenja 8.1 ima samo jednu po-
dalgebru. Tako da ako preformuliSemo dato tvrdenje u jeziku A-podesnog
elementa dobijamo da je u svakoj mrezi najmanji element uvek A-podesan.
Za reprezentaciju u tom slu¢aju kazemo da je trivijalna. Za predstavljanje
koje nije trivijalno kazemo da je netrivijalno. Postoje mreze koje imaju
samo trivijalnu reprezentaciju, ali o tome ¢emo viSe pricati u poslednjem

odeljku.

8.2 Predstavljivost posebnim algebrama

Problem predstavljivosti zadate mreze mrezama slabih kongruencija nekih
posebnih klasa algebri mozemo postaviti dvojako. Mozemo se pitati koji su
neophodni ili dovoljni uslovi da bi neka mreza sa svojim elementom a bila
predstavljiva kao mreza slabih kongruencija algebre koja zadovoljava neke
zadate osobine, tj. pripada nekoj zadatoj klasi algebri. Takode, ako je za-
data mreza £ = (L,V,A) i element a € L, koje osobine mora zadovoljavati
algebra A, da bi mogla predstaviti mrezu £ i element a svojom mrezom
slabih kongruencija i elementom A.

Tvrdenja u ovom odeljku se reformulacija tvrdenja iz odeljka 6.3 preve-
dena na jezik reprezentacija.

Tvrdenje 8.6 Ako je mreza L zajedno sa elementom a predstavljiva pomodéu
CEP algebre, u njoj vaze sledeci uslovi:

(i) a je skrativ;

(73) a je s-modularan;



8.2. PREDSTAVLJIVOST POSEBNIM ALGEBRAMA 107

(ii1) a je kostandardan;
(iv) za sve x,y € L, ako je x <7, tada vV (a NY) = (zV a) \T;
(v) za svako x € L postoji y € Ta takvo da y NT = .

Obrnuto, ako je zadovoljen neki od uslova (i)-(v) (samim tim i svi ostali),
tada svaka algebra koja reprezentuje mreiu L sa elementom a zadovoljava
CEP.

Dokaz:
Sledi direktno na osnovu tvrdenja 5.91 6.17. =

Tvrdenje 8.7 Da bi mreza L = (L,V, ) bila izomorfna mrezi slabih kon-
gruencija neke CIP algebre A, u izomorfizmu koji slika a € L u A, neophodno
je da a bude distributivno u L. Takode, ako je a distributivan, tada svaka
algebra koja reprezentuje mrezu L sa elementom a zadovoljava CIP.

Dokaz: Posledica tvrdenja 5.2. m

Tvrdenje 8.8 Ako je a kodistributivan element mreze L takav da vazi:
preslikavange ¢ : La — ta definisano sa ¢(x) = aVT je slabo injektivno, tada
je svaka algebra koja reprezentuje mrezu L sa elementom a, Hamiltonova.
Obrnuto, ako je mreza L zajedno sa elementom a predstavljiva preko neke
Hamiltonove algebre, onda je preslikavanje ¢ slabo injektivno.

Dokaz: Direktna posledica tvrdenja 6.23. =

Tvrdenje 8.9 Ako je a kodistributivan element mreZe L takav da vaZi:
preslikavangje ¢ : La — ta definisano sa ¢(x) = aVT je slabo injektivna i a je
skrativ element tada svaka algebra koja predstavija mrezu L sa elementom a
zadovoljava SCEP. Obrnuto, ako je mreza L zajedno sa elementom a pred-
stavljiva preko neke SCEP algebre onda je a skrativ element i preslikavange
¢ je slabo injektivno.

Dokaz: Direktna posledica tvrdenja 6.7. m

Tvrdenje 8.10 Da bi mreza L = (L,V,A) bila izomorfna mrezi slabih kon-
gruencija neke wCIP algebre A, u izomorfizmu koji slika a € L u A, potrebno
je da a bude modularan u L. Takode, ako je a modularan, tada svaka algebra
koja reprezentuje mrezu L sa elementom a zadovoljava wCIP.

Dokaz: Sledi direktno na osnovu tvrdenja 6.22. m
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Tvrdenje 8.11 Ako je a kodistributivan element mreze L. Ako jeaVb < 1
za svako b < a, tada je svaka algebra koja reprezentuje mrezu L sa elementom
a kvazi-Hamiltonova. Sa druge strane, ako je algebra A koja reprezentuje
mrezu L sa elementom a kvazi-Hamiltonova onda je aVb < 1 za svako b < a.

Dokaz: Sledi direktno iz 6.25. =

Tvrdenje 8.12 Ako kodistributivan element a mreZe L ima komplement,
tada svaka algebra koja reprezentuje mrezu L sa elementom a mema podumni-
verzum koji je klasa neke kongruencije te algebre. Obratno, ako algebra A
koja reprezentuje mrezu L sa elementom a nema poduniverzum koji je klasa
kongruencije te algebre i ima bar jednu konstantu, onda a ima komplement
u L.

Dokaz: Direktna posledica tvrdenja 6.3. =

Tvrdenje 8.13 Neka je a A-podesan element mreze L. Ako je M, podmreZa
mreze L, tada svaka slaba kongruencija algebre A koja reprezentuje L ima
najvise jednu klasu koja je podalgebra algebre A. Obrnuto, ako algebra A,
¢ija svaka slaba kongruencija ima najvise jednu klasu koja je podalgebra,
reprezentuje mrezu L onda je M, podmreZa mreze L.

Dokaz: Direktna posledica tvrdenja 6.35. =

Tvrdenje 8.14 Ako je L atomarno generisana mreZa i neka je a fiksirani
element. Tada svaka algebra koja reprezentuje mrezu L sa elementom a
zadovoljava uslove (i), (ii) i (iii) teoreme 6.87. Obratno, ako algebra A
koja reprezentuje mrezu L sa elementom a zadovoljava uslove (i), (i) 4 (4i7)
teoreme 6.37 onda je mreza L atomarna.

Dokaz: Sledi direktno iz teoreme 6.37. m

Sledece tvrdenje predstavlja sistematizaciju do sada navedenih rezultata:

Tvrdenje 8.15 Ako je a A-podesan element mreze L = (L,V,N\), vaZi
sledece:

(i) xNa <yANapovlaci TV a <yVa za sve x,y € L ako i samo ako
je svaka algebra koja predstavlja L zajedno sa elementom a Hamiltonova
algebra;

(ii) a je skrativi element mreze L ako i samo ako je svaka algebra koja
predstavlja L zajedno sa elementom a CEP algebra;
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(#i1) a je distributivan element mreze L ako i samo ako je svaka algebra
koja predstavlja L zajedno sa elementom a CIP algebra;

(iv) a je modularan element mreze L ako i samo ako je svaka algebra
koja predstavilja L zajedno sa elementom a wCIP algebra;

(v) TVa =1 za svako x € L ako i samo ako nijedna kongruencija
algebre koja predstavlja L zajedno sa elementom a nema klasu koja je pravi
poduniverzum te algebre;

(vi) z < a povlaci TV a < 1 za svako x € L ako i samo ako je svaka
algebra koja predstavija L zajedno sa elementom a kvazi-Hamiltonova;

(vii) a ima komplement u mrezi L ako i samo ako svaka algebra koja
predstavlja L zajedno sa elementom a ima bar jednu konstantu i nema ni-
jednu kongruenciju ¢ija je klasa pravi poduniverzum te algebre.

Tvrdenje 8.16 Ako je a A-podesan element koji pripada centru mreze L,
tada svaka algebra koja predstavlja L zadovoljava sledece:

- A ima najmangje jednu konstantu;

- A je CEP i CIP algebra;

- za svaku podalgebru B algebre A, ConB je izomorfno sa ConA;

- A nije Hamiltonova algebra, $ta vise, nijedna kongruencija algebre A
nema klasu koja je njen poduniverzum.

Dokaz: Sledi direktno na osnovu definicije centra mreze i tvrdenja 5.11, 6.3
16.20. m

Na osnovu prethodnog pa i svih ostalih tvrdenja iz ovog odeljka za-
klju¢ujemo da generalan odgovor na problem reprezentacije mreza slabih
kongruencija ne moze da se da preko teorema Birkhoff-Frink i Gratzer-
Schmidt. Samim izabirom elementa neke mreze za kojeg ispitujemo da li
je A-podesan mi namecemo neke uslove na algebru koja ¢e da reprezentuje
datu mrezu. Na primer ako je taj element skrativ algebra mora da zadovo-
ljava CEP.

U posebnom slucaju problem reprezentacije mreza slabih kongruencija
moze da se resi koristeé¢i teoreme Birkhoff-Frink i Gréatzer-Schmidt. Taj
slucaj raspravljamo u slede¢em odeljku.

8.3 Poseban slucaj predstavljivosti

Sledeca teoreme daje resenje problema predstavljivosti u jednom posebnom
slucaju:
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Teorema 8.17 ([46]) Neka je L = (L,V,A) algebarska mreza i a element
koji pripada centru mrezZe, takav da filter Ta ima tacno jedan koatom. Tada
postoji algebra A, ¢ija je mreZa slabih kongruencija CwA izomorfna sa L u
nekom preslikavanju f, takvom da f(A) = a.

Dokaz:

Neka je algebra B = (B, (), takva da je SubB = |a - takva algebra
postoji na osnovu teoreme Birkhoffa i Frinka. Zatim neka je algebra C =
(C,H), takva da je ConC = |a \ {1} - takva algebra postoji prema teoremi
Grétzera 1 Schmidta. Sada za nosat trazene algebre A = (A, F') uzmemo
B UC i bez umanjenja opstosti pretpostavimo da je BNC = (), dok je skup
operacija F'= G* UH*U{c, | z € C} U {s} definisan na slede¢i na¢in A na
slededi nacin:

Za svaku operaciju iz ¢ € G odgovarajuca operacija iz G* je

g(z1, 22, ..., Tp), x1,%2,....,2, € B

g (x1, .y xn) = {

1, inace;

na isti nacin za svaku operaciju h € H definiSemo odgovaraju¢u op-
eraciju iz H* sa:
. h(z1, 2, ....Tn), X1,%2,....2, € C
h*(x1,...,xpn) =

1, inace;

i na kraju s je operacija duzine 4 definisana na skup A na sledeéi nacin:

z, akojex=yizxeB
s(z,y,2z,t) =qt, akojex#yixeB
x, akojexeC;

i, najzad, elemente skupa C' uzmemo za konstante algebre A. Pokazimo
da je SubB = SubA i da je ConC = ConA \ {A?}.

Posto je C poduniverzum od A, lako se vidi da su svi poduniverzumi iz
A ta¢no oblika C'U X gde je X poduniverzum algebre B.

Sada ¢emo da pokazemo da su sve kongruencije na A sem A2 ta¢no oblika
p U Ap gde je p kongruencija na C. Neka je p proizvoljna kongruencija na
C pokazimo da je p U Ap kompatibilna sa svim operacijama iz F. Neka je
g* € G* n-arna operacija (n > 1) i neka su x1,... 2, y1,...yn € A takvi da
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zipUApy; za 1 <7 <n. Odavde sledi da za svako 1 <i<n
ripy; 1w,y €C dili =y i x;,y; €B.

Ako su svi x; i y; iz B onda je ¢*(x1,...,2n) = 9*(y1,...,Yn) Pa zbog
refleksivnosti relacije p U Ap sledi ¢*(z1,...,2n)p U Apg*(y1,-..,yn). Ako
pak postoji neko x; koje nije iz B onda ni y; ne pripada B pa dobijamo

g (x1,...,xn) =x1pUABYL = 6" (Y1, -+ -, Yn)-

Na isti nacin se pokazuje da je p U Ap kompatibilna sa svim operacijama
h* € H*. Samo nam ostaje da pokazemo kompatibilnost sa operacijom s.
Neka je z;p U Apy; za 1 < i < 4. Ako 1 € C tada i y1 € C, pa sledi da
s(z1,x2,23,24) = x1p U Apyr = s(y1,Y2,Y3,y4). Ako je x1 € Bix; = 9
tada je y1 = x1, y1 = y2 i y1 € B, §to implicira da s(x1,x2,x3,14) =
xz3p U Apys = s(y1,v2,y3,y4). Ako je pak x1 € B i x; # x9, tada je i
Y1 7 Y2, pa sledi da s(x1,xe, 3, 24) = x4p U Apys = s(y1, Y2, Y3, Y4)-
Pokazimo jos da je proizvoljna kongruencija 6 na A, sa uslovom 6 # A2,
oblika (# N C?) U Ap. Pretpostavimo suprotno, neka postoje elementi a,b
tako da a # b, a € B i afb. Tada za proizvoljne elemente x,y iz A vazi

x = s(a,a,z,y)0s(a,b,x,y) =y,

ali to implicira da # = A2, kontradikcija.

Posto je element a iz centra mreze £, na osnovu tvrdenja 5.5 dobijamo
L = Ta x la. Lako se proverava da se i A nalazi u centru mreze CwA, pa
na osnovu istog tvrdenja sledi da je CwA = ConA x SubA. Na osnovu mal-
opre dokazanog imamo da je SubA = SubB i kako je SubB = ta dobijamo
ta = SubA. Kako je ConC = ConA\ {A?}, ConC = |a\ {1} i a jedinstveni
koatom, dobijamo da je Ta = Con.A. Dakle dobijamo £ = CwA i jasno
takav izomorfizam slika A ua. =

Sledeéa dva tvrdenja predstavljaju primer izvedene predstavljivosti, tj.
kada iz predstavljivost mreze £ sa fiksiranim elementom « sledi predstavljivost
neke njene podmreze (naravno sa nekim fiksiranim elementom).

Tvrdenje 8.18 Ako je a A-podesan element u mrezi L = (L,V,N) i x
element od L, takav da je x =T, tada je a A x A-podesan u mrezi |x.

Dokaz: Neka je A = (A, H) algebra za koju vazi da je Cw.A izomorfno sa
L u mreznom izomorfizmu 7, koji preslikava A u a. Buduéi da je a Ax < a,
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a A\ x odgovara relaciji Ap, za neku podalgebru B = (B, H) algebre A. Sada
je mreza SubB izomorfna sa la Az u izomorfizmu 7| ,, dok je mreza CwiB
izomorfna mrezi |z u izomorfizmu 7| g2 koje preslikava dijagonalnu relaciju
Ap uaAzx. Dakle, a Az je A-podesan u mrezi |z. =

Tvrdenje 8.19 Ako je a A-podesan element mreze L, on je A-podesan i
u mrezi Tb, kad god je b < a, tj. kad je b najmanji element neke klase
ekvivalencije definisane sa: x ~y < aANx=aly.

Dokaz: Ako je b najmanji element u mrezi, reprezentacija je trivijalna, pa
mozemo pretpostaviti da je b # 0.

Neka je A = (A, H) algebra, ¢ija je mreza slabih kongruencija izomorfna
sa L u izomorfizmu ¢ koji preslikava A u a. Isti izomorfizam slika Ap u b, za
neki poduniverzim B algebre A. Ako je A" = (A, F), pri ¢emu je F = HUB
(F se dobija dodavanjem svih elemenata skupa B kao konstanti skupu H
svih operacija algebre A), tada je Sub A’ = [b,a] i Cw A" = 1h. =

Sada dajemo jedan dovoljan uslov kada je direktan proizvod predstavljive
mreze i neke proizvoljne algebarske mreze predstavljiv. Za to nam treba po-
jam |a-prosirenja mreze.

Neka je £ = (L,V, A) kompletna mreza i a € L kodistributivan element
u njoj. Prosirimo mrezu £ do mreze £’ na slede¢i nacin:

L'=LuUS,gdeje SNL=0,5={s, | be L,b< a}; sada definiSemo
poredak <’ na L'

ako x,y € L, tada x <’ y ako i samo ako z < y;

akox,y € S,ix =8y, y =5 b,c € L, tada z <" y ako i samo ako b < ¢;

akox € L,y € S, y = s, tada y £ x, dok je z < y ako i samo ako
zAa<b.

Sada se lako pokazuje da L’ u odnosu na relaciju <’ predstavlja mrezu,
u oznaci £', koju zovemo |a-proSirenje mreze L.

Uoc¢imo da je mreza L jedan ideal u svom Ja-prosirenju; skup S je, pak,
filter u mrezi £'.

Teorema 8.20 Neka je a A-podesan element mreze L i neka je L' la-
progirenje mreze L. Ako je M proizvoljna algebarska mreza, tada je (a,1)
A-podesan element mreze L x M.

Dokaz: Moze se naéi u [41]. =
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8.4 Predstavljivost posebnih mreza

Tvrdenje 8.21 Ako je L algebarska mreZa koja ima jednistven atom a,
takav da je L\ Ta = {0}, tada je L netrivijalno predstavljiva; tacnije, a je
A-podesan element mreze L.

Dokaz: Neka je a jedinstveni atom. Skup L' = L\ {0} zajedno pored-
kom nalsedenim iz mreze £ ¢ini algebarsku mrezu £’. Na osnovu Gritzer-
Schmidt-ove teoreme postoji algebra A = (A, F'), takva da je £ izomorfna
mrezi njenih kongruencija. Da bismo predstavili £, posmatramo algebru
Ar = (A F, {f. | c € A}), gde je fo : A — A za svako ¢ € A, unarna op-
eracija, definisana sa f.(x) = ¢, za svako = € A. Tada, jedini poduniverzumi
su )i A, pa je mreza slabih kongruencija algebre A izomorfna sa £, pri ¢emu
a predstavlja dijagonalnu relaciju. =

Posledica 8.22 Svaki atomaran algebarski lanac je netrivijalno predstavljiv,
tj. njegov atom je A-podesan.

Teorema 8.23 ([41]) Neka je L atomaran algebarski lanac sa kompaktnim
najvedim elementom, tako da i L' = L\ {0} takode ¢ini atomaran lanac u
odnosu na poredak iz L. Tada L ima tacno dve metrivijalne reprezentacije
pomoéu mreza slabih kongruencija; preciznije, atom 0 lanca L i atom a
lanca L' su A-podesni u L.

Dokaz: Na osnovu posledice 8.22 imamo da je 0’ A-podesan. Sada dokazimo

da je i a A-podesan. Oznaé¢imo sa Ly skup K(L \ {0,0'}) svih kompaktnih
elemenata iz L\ {0,0'} i neka je F skup operacija na Lj definisan sa :

F={pp|be Lp,b#1}U{qg | b€ L} U{r} U{sy | b€ L}, gde je:

(z) x, akojeb<x
€Tr) =
b a, ako jex < b

—_

akojer =1
@(r) =4¢b, akojeb<z<l1
ako je x < b;

8

r(x) =1, za svako & € Ly;
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1, akojer=y=1
sp(z,y) =< b, akojer=1iy#1
rVy, akojex#1liy#l.

Posmatrajmo algebru A = (Lg, F). Ona nema konstanti pa je () poduni-
verzum, takode se lako proverava da je {1} poduniverzum. Zbog operacije r
sledi da svaki neprazan poduniverzum M sadrzi jedinicu. Ako dati poduni-
verzum M pored najvecéeg elementa sadrzi josneki element, recimo y onda
za svako b € Ly vazi sp(l,y) = b pa je M = Lj. Dakle SubA = {0, {1}, Ly }.

Sada pokazimo da je za proizvoljno p € ConA, [a], ideal polumreze
(L, Q). Ako z € [a], i y < z, tada gy(x) = y, a gy(a) = a, pa iz zpa sledi
ypa, tako da je y € [a],. Dalje neka su z,y € [a],, 1 bez umanjenja opstosti
pretpostavimo da je x Z 1 iy # 1. Iz (z,a) € p i (y,a) € p sledi

(xVy,aVa)=(xVy,aVa)=(sp(z,v),sp(a,a)) € p.

Ocigledno p 2 [al,, pa zbog refleksivnosti p 2 AV [a]/%. Akojex <y
i zpy, tada p,(x) = a, pz(y) = y, pa ypa i zpa, tj. x,y € [a],, tako da
p\ A C la]3, pa p C [a]5VA. Dakle vazi p = AV [a]2. S druge strane,
svaka relacija oblika A V I?, gde je I ideal polumreze (Ly,C), je relacija
ekvivalencije na skupu L koja je saglasna sa operacijama algebre A. Dakle
dobili smo da je ConA = {I? UA | I T je ideal polumreze (L, C)}. Iz toga
sledi da je (ConA, C) = (Zy(Lk), C), a na osnovu tvrdenja 7.10 znamo da
je (Ta(Lk), ©) = (L\ {0,0'},C) pa je (Cond, C) = (L\ {0,0}, C). Kako je
CwA = ConAU {0} U{(1,1)}, dobijamo da je CwA = L u izomorfizmu u
kome dijagonali odgovara element a.

Osim elemenata 0, 0’ i a ne moze biti drugih A-podesnih elemenata u
mrezi £, na osnovu uslova (2) tvrdenja 8.3. m

Tvrdenje 8.24 Prosta algebarska mrezZa sa vise od dva elementa ima samo
trivijalno predstavljanje.

Dokaz: Neka je L prosta algebrarska mreza sa vise od dva elementa, i
pretpostavimo da je element a kodistributivan i a # 0 i a # 1. Iz tvrdenja
5.1 sledi da je relacija 0, kongruencija mreze £. Klase [alg, i [0]p, su razlicite
i klasa [a]g, ima bar dva elementa i to a i 1. Dakle 6, # L? i § # A. Ali to
je kontradikcija sa ¢injenicom da je mreza L prosta.

Sa ovim smo pokazali da svaki element koji je razli¢it od jedinice nije
kodistributivan pa zbog tvrdenja 8.2 nije ni A-podesan. Tvrdenje 8.5 kaze
da u mrezi sa vise od dva elementa najveéi element nikad nije A-podesan.
Dakle jedini element koji je A-podesan je najmanji element, tj. mreza L
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ima samo trivijalno predstavljanje. m

Kao posledicu prethodnog tvrdenja i teoreme 4.26 dobijamo da za svaki
skup A mreza particija II(A) (pa samim tim i mreza ekvivalencija) ima
samo trivijalnu reprezentaciju. Takodje na osnovu prethodnog tvrdenja i
tvrdenja 3.9 dobijamo da za svako n > 3, mreza M, ima samo trivijalno
predstavljanje. Sta vise koristeé¢i tvrdenje 3.12 dobijamo da je za svako
ke w\{0,1}, ny,...,ng > 3 mreza M,, ., prosta, pa samim tim ima
samo trivijalno predstavljanje.

Tvrdenje 8.25 ([41]) Svaka algebarska Bulova mreza kardinalnosti veée od
1 koja ima bar jedan atom je netrivijalno predstavljiva.

Dokaz: Ako Bulova mreza ima dva elementa posledica 8.22 nam kaze da
onda data mreza ima netrivijalno predstavljanje. Neka je sada B Bulova
mreza Kkardinalnosti veée od dva. Neka je a proizvoljni atom iz B. Tada
je njegov komplement a’ koatom date mreze. Od ranije znamo da se svaki
element Bulove mreze nalazi u njenom centru pa zbog posledice 5.5 sledi
ld' x ta’ = B. Sada ako u teoremi 8.20 uzmemo L = {d’}, tada L' =
{da’;1} = td/, pa ako za M uzmemo mrezu Ja’, dobijemo da je element
(a',a’) A-podesan u mrezi [a’ xTa’. Elementu (a’,a’) odgovara element o’
u izomorfizmu f iz posledice 5.5. =

Posledica 8.26 Svaka konacéna Bulova mreza kardinalnosti vece od 1 je
netrivijalno predstavijiva.

Dokaz: Svaka kona¢na mreza je algebarska i atomarna, pa na osnovu
prethodnog tvrdenja sledi da je netrivijalno predstavljiva. m
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Abstract: (AB): This thesis deals with weak congruences and the repre-
sentation of algebraic lattices via the mentioned. We give some basic proper-
ties of the weak congruence lattice and its application in universal algebra.
For example me give the interpretation of congruence extension property
and Hamiltonian property in lattice-theoretic terms. We also prove some
well-known theorems about representation of algebraic lattices. On the end
we give some basic features of A-suitable elements, and present some results
about weak congruence lattice representation problem.
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