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Uvod

Jos od najranijih dana, priroda, pored toga $to je uopste neophodna za opstanak,
ljudima predstavlja predmet vecitog ispitivanja i ¢udenja. Ljudi su prvo pokusali
pomocu religijskih i mitoloskih slika da objasne prirodne fenomene i promene koje
se dogadaju u njoj. Kako je ¢ovek sticao sve viSe saznanja o prirodi, tako je vise
rasla potreba da se saznaje jos i da se priroda ne samo upozna, ve¢ da se njome
ovlada, tako §to ¢ée se razumeti prirodni zakoni, pa shodno tome i na¢in na koji se
¢ovek moze uskladiti sa njima.

Prvi nauénici, jos u staroj Grckoj, najvise su bili okupirani prirodnim prome-
nama i ove su objaSnjavali na razli¢ite naCine. Vremenom su nastajala sve sofi-
sticiranija i egzaktnija objasnjenja prirodnih zakona. Sa sticanjem boljih uvida u
prirodne procese, covek je shvatio da zakoni po kojima se prirodni procesu odvi-
jaju mogu biti izolovani od svoje okoline, u vidu jednog izolovanog sistema, a ¢ime
¢emo se, zapravo, baviti u radu, i da se kao izolovani mogu posmatrati i objasniti
matematickim putem. Ovo je medu prvima u novovekovnoj nauci uvideo Galilej,
i to je izrazio idejom da je matematika jezik kojim se ¢ita knjiga prirode.|1] No,
fenomen promene stanja je uvek predstavljao problem, jer se ¢ovek, kao na primer
u matematici, sluzi fiksnim tackama i definicijama, da bi objasnio ono $to je stalno
u pokretu i §to se menja. Ovo je podstaklo Njutna da kaze kako je nase celokupno
znanje o prirodi neuporedivo malo u odnosu na celinu prirode, dok Hajzenberg deli
isti stav, smatrajué¢i da mi i ne poznajemo prirodu, ve¢ se svo nase znanje svodi na
razli¢ite matematicke modele kojima se sluzimo u pokuSaju da prirodne fenomene
nama u¢inimo smislenim.[1] No, ova konstatacija ne bi trebalo da nas obeshrabri u
pokusajima da razumemo prirodu, ve¢ govori koliki je znacaj matematike za takav
poduhvat, i u ovom radu éemo se baviti tom temom.

Tema ovog rada, tacnije, ti¢e se vremenskih promena fizickih sistema, te na koji
nacin mozemo ove promene razumeti. Matematicki pristupi prirodnim fenomenima
su raznovrsni, i njihove varijacije su bezbrojne, u zavisnosti od samog fenomena i od
oblasti koja se tim delom prirode bavi; matemati¢ko modeliranje je prisutno u svim
prirodnim naukama, u hemiji, fizici, biologiji, meteorologiji, i ovima je matematika
potrebna kako bi bilo moguée pronaci i naznaciti nekakvu regularnost u ponasanju
fizickih sistema. U radu ¢emo se baviti jednim od nacina uocavanja regularnosti
u ponasanju fizickih sistema, no, bavicemo se i problemom odstupanja u takvom
ponasanju, zbog ¢ega se takva odstupanja nazivaju haoti¢nim, a posmatrani sistemi
kao haoticni sistemi.

U prvom delu rada, razmatra¢emo dinamicke sisteme. Bavi¢emo se pitanjima,
poput: Sta su dinamicki sistemi? kako ih mozemo razumeti i definisati? Kakva je



njihova uloga u naSem razumevanju fizickih sistema? U ovom delu rada, data je defi-
nicija dinamickog sistema. Takode su date i osnovne definicije i teoreme neophodne
za dinamicku analizu jednodimenzionalnih i dvodimenzionalnih dinamickih sistema.
No, kako, kao $to ¢emo to istac¢i, u ponasanju sistema postoje izvesna odstupanja
u nekom momentu, razmatrac¢emo i one osobine sistema koje su vezane za ovakva
odstupanja, te kakve osobine sistem treba da ima da bi se mogao razumeti kao ha-
otican. U prvom delu rada, dakle, baviéemo se dinamickim sistemima i teorijom
haosa. U radu ¢emo se, takode, baviti razlikom izmedu diferencijalnih i diferencnih
jednacina. Iako se moze reci da su diferencijalne jednac¢ine generalno ¢esée primenji-
vano sredstvo za razumevanje fizickih sistema, diferencne jednacine su neophodne
onda kada se bolje upoznamo sa teorijom haosa i kada se, uopste, susretnemo sa
problemom haoti¢nog ponasanja sistema.

Dinamicki sistemi su veoma prisutni u razli¢itim oblastima nauc¢nog istrazivanja.
Mi éemo se u radu baviti klimatskim promenama, a s tim u vezi, baviéemo se
jednacinom energetskog bilansa za ra¢unanje temperature na dodironoj povrsini ze-
mljista i atmosfere, koju ¢emo svesti na jednodimenzionalnu diskretnu jednacinu.
Ovo je tema drugog dela rada. U ovom delu, naciniéemo kratak istorijski osvrt
na razvoj dugoro¢nog predvidanja klimatskih uslova, odnosno, prirodnih fenomena
kao Sto su promena temperature, padavine, zemljotresi. Baviéemo se na¢inom na
koji prirodne pojave mogu biti objasnjene pomocu jednacine energetskog bilansa.
Takode ¢emo se baviti analizom jednacine posredstvom bifurkacionih dijagrama i
ra¢unanja Ljapunovljevih eksponenata. S tim u vezi, pokaza¢emo prisustvo haosa u
posmatranoj jednacini. Takode, pokazac¢emo da se posmatrana jednacina energet-
skog bilansa moze svesti na jedno od najpoznatijih diskretnih preslikavanja, naime,
na logisticku diferencnu jednacinu, ¢iju smo analizu takode sproveli u ovom delu rada.



Glava 1

Dinamicki sistemi 1 teorija haosa

1.1 Autonomni dinamicki sistemi

Na koji nacin misliti i razumeti dinamicke sisteme? Sta su dinamicki sistemi?
Dinamicke sistem moZzemo razumeti kao promenu nekih fizickih sistema, koja se
dogada u vremenu. Primera dinamickih sistema moze biti nebrojeno mnogo, na
primer, u okvirima mehanike, astronomije, u hemiji, fizici, biologiji, pa ¢ak i mete-
orologiji, cemu ¢emo posvetiti dodatno paznju u predstoje¢im delovima rada, kada
se budemo bavili klimatskim modelovanjem i energetskim bilansom.

Kada proucavamo neki dinamicki sistem, odnosno, promenu koja se dogada sa
nekim fizickim sistemom, mi zelimo da ispratimo te promene Sto je dalje moguce.

Da bismo ispratili promene fizi¢ckog sistema koji smo uzeli kao predmet razmatra-
nja, neophodno je, prethodno, konstruisati prikladan model pomocu kojeg mozemo
da izucavamo zZeljenu fizicku pojavu. No, da bismo to ucinili, potrebno je najpre
izdvojiti posmatrani sistem iz njegove sredine. Tada, na$ predmet razmatranja, kao
izdvojeni dinamicki sistem, moze biti predstavljen raznim fizickim zakonima iz ko-
jih sledi jednacina vremenske promene sistema. Pomenutu jednac¢inu mozemo zvati
jednacina kretanja sistema.

Postoje dva glavna tipa jednacina kojima se predstavljaju dinamicki sistemi.
Prvi tip jednacina jesu diferencijalne jednacine. Drugi tip jesu diferencne jednacine,
ili iterativna preslikavanja. Prvi tip jednacina kojima se predstvaljaju dinamicki si-
stemi, diferencijalne jednacine, opisuju ponasanje sistema u uslovima kada se vreme ¢
posmatra kao neprekidno nezavisna promenljiva (¢ € R). Kod drugog tipa jednacina,
naime, kod diferencnih jednacina, vreme se posmatra kao diskretna nezavisna pro-
menljiva (t € Z).

Dinamicki sistemi, takode, mogu biti i autonomni. Autonomnim dinamic¢kim si-
stemima nazivamo one sisteme kod kojih, prilikom opisivanja sistema jedna¢inama,
vreme ne figurise ekspilicitno. To su, dakle, sistemi takvi da u jednacinama koje ga
opisuju vremenska promenljiva ne figuriSe eksplicitno, iako zavisne veli¢ine zavise
od vremena. Dinamicki sistem je autonoman ukoliko u jednac¢inama koje opisuju
ta] sistem vreme ne figurise ekspilicitno, iako promenljive doista zavise od vremena.



Sada ¢emo, da bismo bolje shvatili definiciju dinamickog sistema, poé¢i 6d posma-
tranja matematickog klatna i jednacine koja opisuje njegovo kretanje. Jednacina
kretanja matematickog klatna data je sa

1/

@' = —%singp, (1.1)

gde je g gravitaciona sila, [ duzina klatna, dok je pozicija klatna data uglom ¢ = ¢(t),
izmedu klatna i vertikalnog pravca, normalnog na podlogu,gde se suprotan smer od
smera kazaljke na satu uzima za pozitivan.

Gore prikazana jednacina kretanja posmatranog, izolovanog sistema, u ovom
slucaju predstavljena je obi¢nom diferencijalnom jedna¢inom. Ovo, drugim rec¢ima,
znadi da je razvoj, odnosno evolucija sistema data funkcijom ¢ — ¢(t) koja zadovo-
ljava jednacinu kretanja.

S obzirom da je jednac¢ina matematickog klatna obi¢na diferencijalna jednacina
drugog reda, mozemo je na ekvivalentan nacin zapisatii u obliku nelinearnog sistema
dve jednacine:

/
Y1 = ¥2
. 1.2
¢ = —isingy, (1:2)

u kom su nepoznate funkcije 1 = p1(t) 1 @2 = pa(t).
Dacemo definiciju lineranog, odnosno, nelineranog sistema diferencijalnih jednacina.
Linearni sistem diferencijalnih jednacina dat je izrazom
x' = A(t)x + b(t),
gde je A = A(t) n x n matrica funkcija, odnosno A = [a;;], 1,7 = 1,2, ..., gde je

a;; = a;j(t), a x je n x 1 vektor, dok je b n x 1 vektor funkcija. Pretpostavlja se
da vazi A(t),b(t) € C(I), na nekom intervalu I.

Nelinearni sistem diferncijalnih jednac¢ina predstavljen je na sledeé¢i nacin

gde je f e C(I).

Neka je dato pofetno stanje, za ¢ = 0, dakle neka je dato ¢1(0) i p2(0). Kao
Sto je ve¢ poznato, na osnovu teoreme Pikard-Lindelef, diferencijalna jednacina sa
datim pocetnim uslovima ima ta¢no jedno resenje t — ¢ (t) = (1, o), funkcija koja
se jos naziva kretanje.



Teorema 1 (Pikard-Lindelef) Neka je dat pocetni problem
Z(t) = f(t,z) o(ty) = 2.
Neka je
1. fEC(D), gde je D= {(t,a) : |t —to] < a, ||z — || < b}
2. f€ Lipg, §to znaci da je ||f(t,z") — f(t,2?)|| < L||=* — 2*||, L #0

Tada postoji jedinstveno resenje na || — zp|| < h, gde je h = min{a, §;}, gde je
M = maxpl||f(t)|| i do njega se dolazi nizom sukcesivnih aproksimacija

T, (1) = “)+/O‘f(s, y(s))ds

Teorema Pikard-Lindelefa vazi i kad imamo autonomni sistem nelinernih jednacina.
Dakle, pozicija i brzina u trenutku ¢ = 0 odreduju kretanje u svim buduéim vre-
menima. Mogli bismo reéi da je ¢injenica da pocetno stanje odreduje sva buduca
stanja, znaci da je sistem koji je predstavljen matematickim klatnom determinisan,
odnosno, odreden.

Pojam determinizma, predstavlja ovde klju¢an pojam za definisanje dinamickog
sistema. Determinizam je takva osobina, prema kojoj je sadasnje stanje odredeno
za sva buduca stanja. Sledeci klju¢ni pojam za definisanje dinamickog sistema jeste
pojam stanja. Sva moguca stanja formiraju tzv. prostor stanja. U primeru mate-
mati¢kog klatna prostor stanja je (@1, ¢2)-ravan, odnosno fazna ravan. Za funkciju
¢ = ¢(t) koja zadovoljava jednacinu kretanja, tacke (p1(t), po(t))prostora stanja,
zovemo razvoj; kriva t — (p(t), ¢'(t)) takode se naziva razvoj. Ako je (1, 2) tre-
nutno stanje (za t = 0), onda ¢emo stanje u vremenu ¢ > 0 oznaditi sa ®((p1, p2), ).
Ovo izrazava Cinjenicu da trenutno, sadasnje, stanje odreduje sva buduca stanja.
Dakle, imamo da je

®((1(0), ¢2(0)), 1) = (@1(t), 2(t))-

Ovako konstuisano preslikavanje naziva se razvojni operator (evolution operator)
sistema.

Na osnovu predstavljenog, mogli bismo da kazemo da je dinamicki sistem, za-
pravo, struktura koja se sastoji od prostora stanja, ili tzv. faznog prostora, pred-
stavljenog skupom M, i razvojnog operatora

d:MxR— M,

gde je R skup realnih brojeva.



Osobine koje razvojni operator dinamickog sistema treba da zadovoljava su
sledece:

1. Za svako © € M treba da vazi

O(z,0) =z

Ova osobina znaci da ¢e stanje koje se menja u toku vremenskog intervala duzine
0, ostati nepromenjeno.

2. Za svako x € M isvako t1,ty € R vazi

@(@(ZE, tl), t2> = qD(ZE,tl + tg)

Takode, ova osobina je u vezi sa tim $to je reSenje autonomne diferencijalne
jednacine translaciona invarijanta u vremenu. Ovo znac¢i da, na primer, ako p(t)
zadovoljava jednadinu kretanja matemati¢kog klatna, onda isto vazi i za @(t + t1),
za svaku konstantu ¢;.

Dve gore navedene osobine nazivamo i osobine polugrupe sa jedinicom.

Moguée objasnjenje osobina polugrupe sa jedinicom moglo bi se predstaviti i na
slededi natin: neka je ®'(x) = ®(x,t). Time je osobina polugrupe sa jedinicom izraz
ekvivalentan izrazu: preslikavanje t — ®' je homomorfizam grupe (R, +) na grupu
bijekcija skupa M sa operacijom komozicija funkcija.

Sada, dve gore navedene osobine mozemo izraziti na sledec¢i nacin:
1. ®° = Idy; (Idy; je identicko preslikavanje skupa M)
2. dl o iz = Plitie

Shodno tome, koristeéi se gore pomenutom notacijom, mogli bismo da definisemo
razvoj dinamickog sistema kao preslikavanje (ili krivu) oblika ¢ — ®(z,t) = ®'(x),
za svako x € M. Naime, razvojni operator je preslikavanje koje odredjuje tok u
prostoru stanja M, gde se tatka x € M kreée po putanji t — ®'(x).

Glavna ideja je da za dati dinamicki sistem pokusamo da nademo reSenje jednacina
koje ga opusuju, ali bez reSavanja datih jednacina. Knjige u kojima je sistematino
opisana teorija dinamickih sistema i koje su koriSéene za ovaj rad su [2], [3], [4], [6]-

1.2 Uvod u teoriju haosa

U prethodnom potpoglavlju smo se bavili opstim odredenjem dinamickog si-
stema; Sta je dinamicCki sistem i na koji na¢in ga mozemo definisati. Osvrnuli smo
se na razliku izmedu diferencijalnih i diferencnih jednacina, za koje smo rekli da
su jednacine posredstvom kojih predstavljamo razli¢ite autonomne dinamicke si-
steme. Da bismo potpunije razumeli analizu jednacine energetskog bilansa koja ¢e
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biti sprovedena u slede¢em poglavlju , neophodno je da posvetimo paznju teoriji
haosa, koja se u okviru teme dinamickog sistema, poslednjih godina javlja kao od-
govor na odredene probleme vezane za posmatranje ponasanja vremenske promene
izolovanog dinamickog sistema.

Odredeni sistemi mogu biti okarakterisani kao haoti¢ni. Sa namerom da opisemo
jedan haoti¢ni sistem, neophodno je da imamo na umu ono $to sledi iz teorije di-
namickih sistema: iz teorije dinamickih sistema sledi to da moramo poznavati stanje
ststema 1 njegovu dinamiku, kojom se potom oderduje promena stanja u vremenu.
Vremenski ravoj sistema mozemo predviti u tzv. prosoru stanja, ili faznom prostoru,
a Cije su koordinate komponente stanja. U opStem sluc¢aju, koordinate prostora sta-
nja menjaju se sa modelima.

Za sada, u modernoj nauci, ne postoji jednoglasno slaganje oko znacenja termina
"haos". Kako nijedna definicija ovog pojma nije jo§ uvek jednoglasno prihvacena,
mi ¢emo, u daljem tekstu, govoriti pre o odredenim svojstvima koja se mogu misliti
kao haoti¢na, a ne o haosu kao takvom. Umestno, dakle, definisanja pojma haosa,
radije ¢éemo se usmeriti na skup osobina sistema koji opisujemo kao haoti¢an sistem.
U ovom radu, poéi ¢emo od sledec¢e odredbe haosa:

Haos predstavlja aperiodi¢no dugoro¢no ponasanje u deterministickom sistemu
koje pokazuje veliku osetljivost na promenu pocetnih uslova.|6]

Da bi bilo jasnije $ta se misli gore prikazanim odredbama haosa, dajemo sledece
pojasnjenje:

1. Aperiodicno dugoroéno ponaSanje znacéi da postoje trajektorije (orbite) koje
se ne ustaljuju prema fiksnim tackama, periodi¢nim ili kvazi periodi¢nim or-
bitama, kada t — oo. Ovde se zahteva da te trajektorije nisu retke. Sta bi
ovo moglo da znac¢i? Na primer, moze se insistirati da postoji otvoren skup
pocetnih uslova koje vode ka aperiodi¢nim trajektorijama, ili da se takve tra-
jektorije jave sa odredenom verovatnoc¢om, uzimajuci slucajno izabran pocetni
uslov.

2. Deterministicko znaci da sistem nema slucajne ulazne parametre i da ne ukljucuje
Sum (noise).

3. Osetljivost na malu promenu pocetnih uslova podrazumeva da se susedne tra-
jektorije razvijaju eksponencijalno brzo, odnosno, da sistem ima pozitivni Lja-
punovljev eksponent.

Takode, ove odredbe bic¢e dodatno pojasnjene u sledeéem potpoglavlju.

Treba napomenuti da haos nije samo prikladna metafora za nestabilnost. Isto
tako, neophodno je naglasiti da haos ni u kom slu¢aju ne objasnjava svako slu¢ajno
ponaSanje. Ako se ustanovi da je neki sistem haoti¢an, sama ta ¢injenica ne moze
nam biti od velike koristi. Drugim re¢ima, saznanje da je sistem haoti¢an nece po-
jednostaviti predvidanje ponasanja sistema.



Podaci koji su se pojavljivali kao slucajni, a koji su ranije mereni i ostavljani
po strani bez daljeg istrazivanja, zato Sto se mislilo da su previse komplikovani, ili
zato §to se mislilo da je doslo do greske, danas se mogu objasniti relativno jedno-
stavnim zakonima. Haos omogucava da pronademo red u tako razli¢itim sistemima
kao §to je atmosfera, meteorologke pojave ili rad srca. Vise o ovome se moZe naci u [6]

Atmosferske prilike se smatraju najboljim primerom dugoro¢no nepredvidljivog
ponasanja. Uprkos dugorocnoj nepredvidljivosti, meteorolog moze u svakom tre-
nutku ispisati jednacine za promenu sila koje kontrolisu promenu vremena. Dakle,
promena atmosferskih prilika je u potpunosti definisana. lako se zakoni koji upra-
vljaju prirodom mogu predstaviti u simboli¢koj formi, ovi mogu i odredivati proi-
zvoljno komplikovano ponasanje posmatranog fizickog sistema. Moguce je, stoga u
potpunosti opisati ponaSanje sistema, na primer diferencijalnim jednac¢inama, tako
da iako sve deluje prilicno jasno, haos se moze pojaviti tek kada datu jednacinu
po¢nemo da reSavamo.

Postavlja se pitanje da li mozemo i pre pocetka reSavanja datog sistem jednacina,
koji opisuje fizicki sistem, znati da je dati sistem haoti¢an. Nelinearnost sistema, iako
dosta znacajna osobina, nije dovoljna da bi se zakljucilo da je sistem haoti¢an. Au-
tonomnost, odnosno neautonomnost dinamickog sistema, takode nam ne garantuje
haos. Mozemo zakljuciti da, u opstem slu¢aju, univerzalno primenjivog kriterijuma
za nase pitanje nema. Medutim, postoji matematicki kriterijum koji nam otkriva
sisteme u kojima sigurno ne dolazi do haosa. To je Poenkare-Bendiksonova teorema,
ta¢nije posledica te teoreme.

Teorema Poenkare-Bendiksona predstavlja jedan od klju¢nih teorijskih rezultata
u nelinearnoj dinamici i iz nje sledi da se haos ne moze dogoditi u faznoj ravni.

Teorema 2 (Poenkare-Bendikson) Neka su zadovoljeni sledeéi uslovi:
1. R je zatvoren, ogranicen skup u ravni;

2. & = f(x) je neprekidno, diferencijabilno vektorsko polje u otvorenom skupu
koji sadrzi R;

3. R ne sadrzi nijednu fiksnu tacku preslikavanja datog u prethodnoj tacki i

4. Postoji trajektorija C koja lezi v R, v smislu da pocinje u R @ ostaje u R tokom
buduceg vremena.

Onda je C ili zatvorena orbita, ili se spiralno uvija ka zatvorenoj orbiti kada t — oo.
U svakom od ovih sluc¢ajeva, R sadrzi zatvorenu orbitu.

Iz ove teoreme sledi da ako je trajektorija ogranicena na zatvorenoj, ogranic¢enoj
oblasti koja ne sadrzi fiksne tacke, onda se trajektorija mora priblizavati zatvorenoj
orbiti. SloZenije ponasanje nije moguce.

U viSedimenzionalnim slucajevima n > 3, Poenkare-Bendiksonova teorema se
ne primenjuje. U ovim sistemima trajektorije mogu zauvek lutati u ogranic¢enoj
oblasti, bez kretanja ka fiksnoj tacki ili zatvorenoj orbiti. U pojedinim sluc¢ajevima,



trajektorije mogu biti privucene ka slozenim geometrijskim objektima, koje nazi-
vamo strani atraktori. Strani atraktori predstavljaju fraktalne skupove na kojima je
kretanje neperiodi¢no i osetljivo na male promene pocetnih uslova. Ova osetljivost
na male promene pocetnih uslova, ¢ini da je kretanje nepredvidivo na duze staze.
U tom slucaju dolazi do pojave deterministickog haosa. Prema tome, iz Poenkare-
Bendiksonove teoreme proizilazi da se haos nikada ne moze pojaviti u sistemina
dimenzija n < 3.|6]

Bitno je napomenuti da se ova teorema bavi samo sistemima koji mogu da se
napisu diferencijalnim jedn¢inama. Medutim, u dinamickim sistemima koji se za-
pisuju rekurentnim jednacinama, takoreéi u diskretnim dinamic¢kmi sistemima, ovaj
kriterijum nema smisla.

Jedna od najpoznatijih diferencnih jednacina u teoriji haosa je takozvana logi-
sticka jednacina x,41 = rx,(1 — x,). Ova jedna¢ina koristi za opisivanje mnogih
fizickih sistema. U narednom poglavlju videéemo da ¢ée se jednacina energetskog
bilansa, koja je tema ovog rada, svodi upravo na logisticko preslkavanje. Logisticka
jednacina je, kao Sto ¢emo videti primer haoti¢ne jednacine, odnosno, sistem koji ona
opisuje vrlo je haotican. Takode, na ovom primeru treba uociti da kod diferencnih
jednac¢ina nastanak haosa je mogu¢ i u jednodimenzionalnim sistemima.

1.3 Diskretni dinamicki sistemi

Diferencijalne jednacine predstavljaju predmet koji se u veéini literature obraduje
znatno c¢esée od diferencnih jednacina. Razlog ovakvoj rasirenosti obradivanja di-
ferencijalnih jednacina se nalazi u njihovoj velikoj primenljivosti u tehnici i nauci.
Dakle, mnogi dinamicki sistemi opisani su upravo diferencijalnim jedna¢inama. [3]

Medutim, mi ¢emo se u ovom radu baviti diferencnim jednacinima, iz razloga sto
smatramo da i diferencne jednacine imaju Siroku primenu u nauci i tehnici, a i od
velikog su znacaja za ispitivanje samih diferencijalnih jedna¢ina. Dajemo samo neke
primere, navedene u [6], za §ta su i u kojim situacijama bitne diferencne jednacine:

1. Kao alati za analizu diferencijalnih jednac¢ina. Na primer, pomoéu Poenkare-
ovih preslikavanja moze se dokazati postojanje periodi¢nog reSenja za klatno.
Takode, moze se vrsiti analiza stabilnosti periodi¢nih resenja, u opstem sluc¢aju.

2. Kao model za prirodne fenomene. U nekim oblastima nauke i tehnike pogodno
je posmatrati vreme kao diskretnu veli¢inu, na primer u digitalnoj elektronici,
u delovima ekonomije i finansijske teorije, i u studijama izvesnih zivotinjskih
populacija.

3. Kao jednostavni primeri haosa. Diferencne jednacine su zanimljive za istazivanje
same po sebi, kao matematicke "laboratorije” za haos. Zaista, kod diferencnih
jednac¢ina moguce je raznovrsnije ponasanje nego kod diferencijalnih jednacina,
jer tacke x,, vise "skac¢u” duz njihovih orbita nego $to neprekidno "teku", kao
Sto je slucaj kod diferencijalnih jednacina.
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U radovima |7] i 6] moze se naci vise o diskretnim dinamickim sistemima.

Mi ¢emo se fokusirati na autonomne dinamicke sisteme diferencnih jednacina.
Autonomnost dinamickog sistema ogleda se u tome da u jedna¢inama koje opisuju
taj sistem vreme ne figurise eksplicitno, iako su promenljive zavisne od vremena.

1.3.1 Jednodimenzionalna preslikavanja

U ovom delu baviéemo se jednodimenzionalnim nelinearnim autonomnim dife-
rencnim jednacinama, dakle jednac¢inama oblika

Tpi1 = f(z,), n=0,1,... (1.3)
gde je f : R — R neprekidno diferencijabilna funkcija. Jednacinu datu sa (2.3)
zva¢emo i dinamicki sistem. Funkciju f mozemo zvatii mapiranje. Resenje jednacine
(2.3) je niz tacaka {x,},en koji zadovoljava jednadinu (2.3) za svako n = 0,1, ....
Ako je dat pocetni uslov xo = d, onda se problem koji se sastoji od reSavanja

jednacine (2.3), tako da je zadovoljen pocetni uslov, zove pocetni problem. Dakle,
pocetni problem zapisujemo na sledeéi nac¢in

Tn+1 :f(ﬂjn)a Zo :da n:07172a-“7 (14)
f R — R je neprekidno diferencijabilno preslikavanje.

Opsti oblik linearne diferencne homogene jednac¢ine sa promenljivim koefinici-
jentima, sa poc¢etnim uslovom, dat je sa

Lntl = Qpdyp, Ty — d, (15)
gde je {a,}2, je niz realnih brojeva.

Opsti oblik linearne diferencne nehomogene jednacine sa promenljivim koefici-
jentina, sa pocetnim uslovom, dat je sa

Tpil = ATy + by, To=d, (1.6)
gde su {a,}22, i {b,}22, su nizovi realnih brojeva.

Teorema 3 Neka su {a,}>2, i {b,}32, su nizovi realnih brojeva. Postoji jedin-
stveno resenje pocetnog problema (2.6), dato sa

n—1 n—1 n—1
vy =([Ja)d+> (I] a)br, n=12 ., (1.7)
=0

r=0 1=r+1

gde je po definiciji,

n—1
HCLz‘Zl, ng:l
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Dokaz Dokaz dajemo indukcijom.

T1 = agxg + bo = aod + bg,
Ty = a1r1 + by = ai(aod + bo) + by = arapd + arby + by,
T3 = Qoo + b2 = ag(alaod + a1b0 + bl) + b2 = agalaod + a2a1b0 + a2b1 + bg

Dakle, hoéemo da pokazemo da je

Hald+z HaZ - n=12 ..

r=0 i=r+1

Pretpostavimo da pretkohna jednakost vazi za n = k, odnosno da vazi

k—1 -1 k-1
a;)d + E H a;)by,
1:0 r=0 i=r+1

i posmatrajmo Sta se dogada za n =k + 1.

k—1 — k—1
Thi1 = QpTp+br = ak Hal d—l-z H az —H)k = ay H(Iz Z ag H CLl r+bk

r=0 i=r+1 i=r+1
H d+z Halb%— Halb’“_H d—i-z Hal
= r=0 i=r+1 i=k+1 r=0 i=r+1

Cime je dokaz zavrSen. B

Jasno, za pocetni problem (2.5) dobija se jedinstveno resenje oblika

Za specijalan slu¢aj nehomogene diferencne jednacine sa promenljivim koefici-
jentima imamo sledeéi oblik

Tpt1 = Ty + by, To = d.

Jednistveno resenje ove jednacine, koriste¢i (2.7), dato je sa

n—1
T, = a"d + E a" k1,
k=0

Takode, pocetni problem, koji se sastoji iz nehomogene diferencne jednacine sa kon-
stamtnim koeficijentima, dat je oblikom

Tpi1l = T, + b

Resenje je u ovom sluc¢aju dato na sledeéi nacin

n_

1
xn:and—i—b[a 1] a1, T = Yo + bn a=1.
a_
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Moze se pokazati da postoji jedinstveno reSenje pocetnog problema datog sa
(2.4). U [8] detaljno su razmatrane diferencne jednacine. Napomenimo jo§ jednom
da u slu¢aju diferencnih dinamic¢kih sistema, orbite(trajektorije, reSenja) nisu krive
kao kod kontinulanih dinamickih sistema.

Dacemo sada preciznu definiciju orbite.

Definicija 1 Orbita sa pocéetkom u tacéki xo = d dinamickog sistema (2.3) je
niz

1(d) = {xo, 21,2, ...} = {d, f(d), f(f(d)), ...}

Definicija 2 Ako tacka 2* zadovoljava x* = f(x*), onda tu tacku zovemo fiksna
tacka preslikavangja (2.5).

Dakle, ako je x* fiksna tacka posmatranog preslikavanja, orbita, sa poc¢etkom u
fiksnoj tacki, ostaje u z* za sve buduce iteracije.

Od interesa u daljem radu bi¢e nam i periodi¢ne tacke preslikavanja (2.3), zato
dajemo sledec¢u definiciju.

Definicija 3 Tacka p € R naziva se periodiéna tacka preslikavanja (2.3), ako
vazi f¥(p) = p. KaZemo da je tacka p periodiéna tacka minimalnog perioda k,
ako je f¥(p) = p i k je najmangi pozitivan broj za koji to vaZi. Ako je p periodicna
tacka, onda éemo orbitu v(p) zvati periodiéna orbita i u tom slucaju orbitu ~y(p)
predstavicemo kao konacan skup {p = xo, x1,xs,...,x1}. Orbite koje nisu periodicéne
zvacemo aperiodicne orbite.

Dalje, interesuje nas stabilnost fiksne tacke x*.

Definicija 4 Za fiksna tacka x* preslikavanja datog sa (2.3) kazemo da je stabilna
ako za svako € > 0 postoji § > 0 takvo da kad god je |xy — x*| < 6, tacke x,, orbite
v(zo) zadovoljavaju nejednakost |z, — 2*| < e.

Ako fiksna tacka nije stabilna, kaZemo da je nestabilna.

Definicija 5 Za fiksnu tacku x* preslikavanja datog sa (2.3) kaZemo da je asimp-
totski stabilna (kaze se jo§ ponor ili atraktivna fiksna tacka) ako je stabilna i
ako postoji v > 0 takvo da za svako xy za koje vaZi |xg — a*| < r, tacke x, orbite
v(xo) zadovoljavaju lim,, . x, = T*.

Za fiksnu tacku koja nige asitmptotskr stabilna reéi cemo da je repulsivna fiksna

tacka, kaZe se jos i izvor.

Da bismo odredili stabilnost x*, posmatra¢emo susednu orbitu z,, = x*+ pu,,, gde
je p mali poremecéaj. Sada ¢emo odrediti da li se orbita kreé¢e ka fiksnoj tacki x*
ili od fiksne tacke z*, tj. da li mali poremecaj raste ili opada kada se n povecava.
Razvijamo funkciju f u red u okolini tacke z* i dobijamo

T+ g1 = Tpy1 = f(l‘* + NTL) = f(:I)*) + f,(x*)/vbn + O(/’Li)

Ali, kako je f(z*) = z*, ova jednac¢ina se svodi na
psr = [ (@) + O(117,).
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Ukoliko zanemarimo ¢lanove viseg reda O(p?), dobijamo linearizovano preslikavanje
fnt1 = f(x*)pn, Eja je sopstvena vrednost A = f'(z*). ReSenje ovog linearnog
preslikavanja moze se nac¢i eksplicitno, tako da dobijamo da je u opstem slucaju
i = A" Ho.

Dakle, mozemo zakljuciti sledece:

Ukoliko je |[A| = |f'(«*)| < 1, onda u,, — 0 kada n — oo i fiksna tacka je linearno
stabilna, mozemo jo§ reéi i lokalno atraktivna. U suprotnom, ako je |f/'(z*)| > 1
fiksna tacka je nestabilna, odnosno, repulsivna.

Iako je ova analiza lokalne stabilnosti zasnovana na linearizaciji, moze se pokazati
da vazi i za pocetno nelinearno preslikavanje.

O stabilnosti fiksne tacke z* kada je | f'(z*)| = 1 ne mozemo, za sad, nista zakljuciti.
Ovim smo pokazali slede¢u teoremu:

Teorema 4 Neka je f : R — R neprekidno diferencijabilno preslikavanje u oko-
lini fiksne tacke x* preslikavanja f. Fiksna tacka x* je asimptotski stabilna ako je
|f'(x*)| < 1, a nestabilna je ako je |f'(x*)| > 1.

Kao $to je veé receno, za |f'(x*)| = 1 ovaj kriterijum ne daje odgovor. Za dalje
ispitivanje stabilnosti fiksne tacke treba da pretpostavimo da preslikavanje f ima
neprekidan drugi izvod u tacki z* i da posmatramo Sta se dogada sa znakom drugog
izvoda u fiksnoj tacki x*. Detaljna analiza ovog slucaja sprovedena je u [7].

Sada ¢éemo preéi na ispitivanje kada je neki jednodimenzionalni diskretni di-
namicki sistem haotican.

Da bismo pokazali da imamo haoti¢no ponaSanje sistema, potrebno je da pokazemo
da je sistem osetljiv na male promene pocetnih uslova, odnosno, trebalo bi poka-
zati da male razlike u pocetnim uslovima dovode do drasti¢no razli¢itog ponaSanja
orbita koje poc¢inju u tim tackama. Dakle, potrebno je da pokazemo da je sistem
osetljiv na male promene pocetnih uslova, u smislu da se susedne orbite razdvajaju
eksponencijalno brzo. Drugim re¢ima, moramo pokazati da je vrednost maksimal-
nog Ljapunovljevog eksponenta pozitivna.

Polazedi od zg(potetni uslov), posmatrajmo susednu tacku zo £ dy (malo prome-
njeni pocetni uslov). Ako je xy tatka perioda k, i ako zapotnemo orbitu od susedne
tacke xg = dp, nakon prve iteracije dobi¢emo da je razmak izmedu x; i x1 £ &y
aproksimiran sa

0 =~ ’f’($0)|50 = M0y,

gde je M, faktor uveéanja (magnification factor) prvog koraka. Nakon drugog ko-
raka, imamo da je

0y R ‘f,<x1)‘51 = M6y = My Mydo,

gde je M, odgovarajuci faktor uvecanja.
Nastavljajuéi postupak, dolazimo do totalnog faktora uveéanja jednog ciklusa orbite
perioda k, a to je

MoM;...My_.

Posmatra¢emo geometrijsku sredinu svih faktora uveéanja

(MoMy...Mj,_1)*,

14



logaritmujuéi ovaj izraz dobijamo:
v 1 1
A= hl(MoMl...Mk,l)E = E(hl MO + ...+ In Mk) = E(h’l |f/(x0)\ + ...+ In ’f/(l'k,1>’)

Intuitivno, stabilnu periodi¢nu orbitu imamo kada je prose¢ni faktor uvecéanja
manji od 1, §to je ekvivalentno sledeéem: za A < 0 orbita je stabilna, a za A > 0
nestabilna.

Ovaj pristup posirujemo na proizvoljne orbite.

Definicija 6 Neka je f neprekidno diferencijabilno preslikavanje na R i neka je xq
data fiksna tacka. Ljapunovljev eksponent \(xo) preslikavanja f dat je sa

1
Mzo) = lim —(In|f'(zo)| + ... + In[f'(zr—1)]),
k—oo k
ako ovaj limes postoji. U slucaju da je neki izvod jednak nuli, onda je \(x¢) = —oo.

Definicija 7 Neka je f : R — R neprekidno diferencijabilno preslikavanje. Orbita
{xo, 1, ..., Tn, ...} je asimptotski stabilna ako konvergira ka periodicnoj orbiti kada
n — oo. Drugim recima, ako postoji periodiéna orbita {yo, v, ...} takva da je

lim |z, —y,| = 0.

n—oo
Definicija 8 Neka je dato f : R — R i neka je data ogranicena orbita {xg, x4, ...}
datog preslikavanja f. KaZemo da je orbita haoti¢na ako

1. orbita {xg,x1,...} nije periodicna,
2. Ljapunovljev eksponent \(xq) je strogo veéi od nule.

Ukoliko je Ljapunovljev eksponent pozitivan, to ukazuje da ¢e se susedne orbite
udaljavati od orbite sa pocetkom u z(, Sto implicira osetljivost na malu promenu
pocetnih uslova. Ukoliko Ljapunovljev eksponent uglavnom uzima pozitivne vred-
nosti, to ukazuje na pojavu haosa u dinami¢kom sistemu. [18§]

1.3.2 Dvodimenzionalna preslikavanja

lako ¢emo se u ovom radu fokusirati na jednodimenzionalne diskretne sisteme,
ukratko éemo napraviti osvrt i na dvodimenzionalni slu¢aj, zbog znacajnih rezultata
koji mogu biti korisni u ispitivanju slicnih meteoroloskih modela, koji su naime u
uskoj vezi sa meteoroloskim modelom koji se ispituje u ovom radu.

Detaljna analiza dvodimenzionalnih diskretnih dinamickih sistema prikazana je
[71,[14],[15],[16]

Dakle, sada ukratko posmatramo dvodimenzionalne diskretne dinamicke sisteme,
odnosno sisteme oblika
Top1 = [f(zn) (1.8)
Ynt1 = 9(Yn) '

Sli¢no kao u jednodimenzionalnom slu¢aju definiSemo fiksnu tacku sistema (2.8).
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Definicija 9 Tacka (2*,y*) je fiksna tacka sistema (2.8) ako je zadovoljeno

= f(z¥)
yo = g9
Pretpostaviéemo jos da se funkcije f i g neprekidno diferencijabilne. Takode, sistem
(2.8) mozemo zapisati i u slede¢em obliku (2,11, Yni1) = F(xn, yn), gde je F = (f, g).

Kroz slede¢u definiciju da¢emo neke od osnovnih pojmova koji su u vezi sa dvo-
dimenzionalnim diskretnim preslikavanjima.

Definicija 10

1. Fiksna tacka (x*,y*) preslikavangja (2.2) je stabilna ako za svako € > 0 postoji
0 > 0 tako da za svaku pocetnu tacku (xo,yo) za koju ||(zo, yo) — (x*, 2%)|| < 0,
iteracije (T,,yn) kojima je pocetna tacka (xo,yo) zadovoljavaju
(@0, Yn) — (2%9)|| < &, 2a svako n > 0.

Fiksna tacka preslikavanja datog sa (2.2) kaZemo da je nestabilma ako nije
stabilna.

2. Fiksna tacka preslikavanja (2.2) je asimptotski stabilna ako postoji r >
0 tako da (zn,y,) — (2*,y%), kada n — oo, za svako (zo,Yo) za koje vaZi

|[(z0,90) — (2, y)|| <.

3. Neka je (z*,y*) fiksna tacka preslikavanja ¥ = (f,g), gde su f i g nepre-
didno diferencijabilne funkcije u (x*,y*). Jakobijan preslikavanja F u
tacki (z*,y*) je matrica

Linearno presilikavanje Jg(z*,y*) : R?> — R?* dato sa
_ |
JF(:L’*7y*)<J],y) - [@(m*’y*)x 99

naziva se linearizacija preslikavanja F u fiksnoj racki (x*,y*).

4. Fiksna tacka (x*,y*) preslikavanja F je hiperboli¢na ako je linearizacija
preslikavanja ¥ hiperbolicna, to znaci, ako karakteristicni koreni Jakobijana
Jr(z*,y*) ne leZe na jednicnoj kruznici. Ako Jakobijan Jg(x*,y*) ima bar
jedan karakteristicni koren na jednicnoj kruznici, onda kaZemo da je fiksna
tacka nehiperboliéna.

Sledecéa teorema je glavni rezultat koji je u vezi sa ispitivanjem linearne stabil-
nosti dvodimenzionalnog diskretnog dinamickog sistema.

Teorema 5 Neka je F = (f,g) neprekidno diferencijabilna funkcija definisana na
otvorenom skupu W u R?, i neka je (z*,y*) € W fiksna tacka preslikavanja F.
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1. Ako svi karatkeristicni koreni Jakobijana Jp(x*,y*) imaju moduo mangji od 1,
onda je fiksna taca (z*,y*) asimptotski stabilna.

2. Ako bar jedan karakteristicni koren Jakobijana Jp(x*,y*) ima moduo veéi od
jedan, onda je fiksna tacka (z*,y*) nestabilna.

Sada ¢emo ispitivati haos u dvodimenzionalnim preslikavanjima.

Neka je A matrica 2 x 2, za dati vektor # € R?, moZemo dobiti vektor y izra-
zom y = Ax. Ako posmatramo jedni¢nu kruznicu {z € R? : ||z|| = 1}, onda se
mnozenjem tih jedini¢nih vektora matricom A dobija elipsa. Naime, skup

{y:y=Ax za ||z]| = 1}

je elipsa. Iz ||y|| = V2t A* Az, mozemo zakljuciti da su poluose elipse dve singularne
vrednosti’ matrice A. Matrica A'A ima dva nenegativna karakteristi¢na korena,
ozna¢imo ih sa py > pe > 0, onda su singularne vrednosti matrice A date sa

01 = /Hq, 02 = /2.

Mozemo reéi da o; i 09 predstavljaju stopu ekspanzije ili kontakciju, pod mul-
tiplikacijom matrice A. Neka je dato glatko preslikavanje F : R? — R? i orbita
{20, 21, 22, ...} gde je zn11 = F(z,), 20 = (Tn, Yn), zan > 0.

Za tacku Zg, koja je blizu tacke zp, imamo

F(Zy) — F(z0) = F(Z0) — 21 = DF(20)(Zo — 21),

gde je DF(zy) Jakobijan preslikavanja F u tacki zo. Tako je lokalna ekspanzija ili
kontrakcija preslikavanja F u blizini tacke zy dobro aproksimirano ponasSanjem Ja-
kobijana DF(zp).

Ako prolazimo kroz k iteracija, onda treba da ispitamo Jakobijan preslikavanja
F* u tacki Zo, odnosno DFk(zo). Neka su o0y, 1 09 dve singularne vrednosti Jako-
bijana DF*(z,), onda o1 i 0 predstavljaju brzinu #irenja, odnosno kontrakcije,
posle k iteracije. Brzine Sirenja, odnosno kontrakcije, po interaciji date su sa (O’Lk)l\k
i (027;@)1\’“. Ljapunovljevi brojevi predstavljaju grani¢ne vrednosti ovih brzina (ako
te grani¢ne vrednosti postoje).

Dakle, Ljapunovljeve brojeve definiSsemo na sledeé¢i nacin:
\k

Li(z) = ]}LIEO(ULk)I\k, Ly(z) = l}LI{}O(Uz,k)a

Ovde smo pretpostavili da vazi oy > 095 > 0. Dakle, vazi Ly > Lo.

1Za kvadratnu matricu A, kvadratni koren karakteristi¢nih korena matrice A7 A, gde je AY

konjugovano transponovana matrice, odnosno A? = A" | nazivaju se singularne vrednosti matrice
A.
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Dalje, definisemo i Ljapunovljeve eksponente kao
hl = IHLl, h2 = h’lLQ.

Koriste¢i Ljapunovljeve eksponente, mozemo definisati koncept haoti¢ne orbite, ali
pre toga treba da definiSemo pojam asimptotski perodi¢ne orbite.

Definicija 11 Neka je F : R?> — R? glatko preslikavanje. KaZemo da je orbita
{20, 21, 22, ...} astmptotski periodiéna ako konvergira ka periodicnoj orbiti kada
n — 00, odnosno, postoji periodicna orbita {po, p1, pe, ...} takva da je

lim ||z, — pa|| =0
n—00

Sada dajemo definiciju haoti¢ne orbite.

Definicija 12 Neka je dato F: R?> — R?, i neka je {z, 21, 22, ...} ogranicena orbita
preslikavanja F. Za tu orbitu kaZemo da je je haotiéna, ako

1. {20, 21, 22, ...} nije asimptotski periodicna,
2. nijedan Ljapunovljev broj nije tacno 1,

3. Ljapunovljev eksponent zadovoljava hi(zy) > 0, odnosno za Ljapunovljev broj
vazi Ly > 1.

Naravno, i ovde kao i u jednodimenzionalnom slu¢aju mozemo zakljuciti da uko-
liko Ljapunovljev eksponent uglavnom uzima pozitivne vrednosti, to ukazuje na
pojavu haosa u posmatranom dinamickom sistemu.
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Glava 2

Dinamicka analiza jednacine
energetskog bilansa

2.1 Klimatsko modelovanje

Poznato je da klima i klimatske promene imaju veliki uticaj na zivot na Zemlji.
U zavisnosti od temperatura i padavine odredeni tipovi vegetacije mogu rasti na
odredenom podrucju. Takode, dizajn i lokacija kuca zavise od letnjih i zimskih tem-
peratura, ali i od verovatnoce da ¢ée to zemljiste biti poplavljeno. Od najranijih dana
ljudi su bili svesni da im od vremenskih prilika, odnosno neprilika dosta toga zavisi,
na primer, vremenske nepogode mogu vrlo lako da uniste ¢itave useve od kojih je
zavislo prehranjivanje ¢itavih sela. Od pocetka civilizacije, ljudi su morali da se
prilagodavaju klimatskim promenama, ali su pokusavali i da ih objasne i1 predvide.
U pocetku objasSnjenja su bila vise mitoloskog i religijskog karaktera. Vremenom,
pocele su da se razvijaju egzaktnije metode za posmatranje i analiziranje posmatra-
nog fenomena.

Jedna od prvih klimatskih ili meteoroloskih teorija, koja je vazila kao neprikosno-
vena naucna teorija vekovima, sve do nastanka novovekovne nauke, ¢iji predsvavnici
su Galilej, Kepler, Kopernik, Njutn i Dekart, jeste Aristotelova meterologika.
Arstotelova Meteorologika pripada oblasti njegove fizike, a ne metafizike, iako je
tesko u ranijim nau¢nim teorijama razdvojiti filozofiju od nauke, pa ¢ak i od religije
i mitologije. U Meteorologici, Aristotel se bavi proucavanjem kretanja prirodnih
tela koja su drugacija od prirodnih bi¢a na Zemlji, ali koja svojim kretanjem vrse
odredeni uticaj na desavanja na Zemlji. U prvoj knjizi Meteorologike Aristotel go-
vori da je predmet ove nauke kretanje tela koja su drugacije prirode od nebeskih
tela, poput zvezda (kojima se bavi astronomija), ali ¢ije je kretanja priblizno isto
kao kretanje zvezda.|9]

Aristotel govori da se meteorologika bavi kretanjem tela ¢ije je kretanje najpri-
bliznije kretanju zvezda, poput mlecnog puta, kometa i meteora. Proucavanje ovih
predmeta ima za cilj utvrdivanje na¢ina na koji ova tela sa svojim kretanjem vrse
uticaj na zbivanja na Zemlji; na koji nac¢in vrse utisak na vazduh, na vodu, na vre-
menske uslove. Meteorologika, time, ispituje promene vremenskih uslova, nastanak
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poplava, promene temperature, nastanak zemljotresa i sve one posledice koje proi-
zilaze iz kretanja pomenutih tela.|9]

Aristotelovu fiziku, meteorologiju i kosmologiju je upotpunio Ptolomej, i ova
slika Suncevog sistema je ostala kao nauc¢ni uzor za sva dalja nau¢na razmatranja
na ovim poljima, sve do pojave Kopernikovog obrta i do razvoja znatno egzaktnijih
nau¢nih metoda u novovekovnoj nauci. Danas je meteorologija posebna nauka, Cija
metoda se isto oslanja na fizicke i matematicke uvide, s tim $§to je znanje o prirodi
danas daleko egzaktnije i potpunije, od znanja kojim se raspolagalo u Aristotelovo
vreme.

Danas, klimatske modele mozemo definisati kao matematicku reprezentaciju kli-
matskog sistema, koji je zasnovan na fizickim, bioloskim i hemijskim principima.
Jednacine koje se dobijaju na ovaj nacin uglavnom su izeztno kompleksne i moraju
biti reSavane numerickim metodama.

Dalje u ovom radu biée opisana jednacina energetskog bilansa na dodirnoj povrsini
Zemlje i atmosfere. Ova jednacina biée predstavljena diferencnom jednacinom, koja
sluzi za rac¢unanje temperature na dodirnim povrsinama u Zivotnim sredinama.

2.2 0Od jednacine energetskog bilansa do logisticke
jednacine

U ovom potpoglavlju ¢emo pokazati kako jednacinu energetskog bilansa mozemo
svesti na logisticku jednacinu, koja je jedna od najpoznatijih diferencnih jednacina.

Pre nego Sto to uradimo, da¢emo kratako pojasnjenje o tome $ta je to jednac¢nu
energetskog bilansa i kada se koristi.

Jedan od klju¢nih uslova za funkcionisanje fizickog sistema jeste odgovarajuéi
priliv energije. Dinamika razmene energije zasnova je na jednacini energetskog bi-
lansa. Princip koji se nalazi u osnovi svih racunanja koji su u vezi sa jednac¢inom
energetskog bilansa je princip ocuvanja enrgije.[10] Ovaj princip odnosi se na svoj-
stvo energije prema kojem se ona ne moze stvoriti ni iz ¢ega, niti se moze unistiti.
Jednacinu energetskog bilansa koristimo kada hoéemo da odredimo tok energije u
fizickim sistemima.

Nas interesuje razmena energije na dodirnim povrsinama u zivotnim sredinama,
konkretno, razmena energije na dodirnoj povrsini zemljista i atmosfere.
Najveci deo energije koju povrsina zemljiSta primi, kao dodirna povrsina, poti¢e od
Sunca. Suncevo zralenje dospeva na povrsinu, pri ¢emu se deo reflektuje, dok osta-
tak biva apsorbovan. Sa ove povrSine se istovremeno vrsi izra¢ivanje kao i apsorpcija
zraCenja koje potice od oblaka i gasova u atmosferi. Koli¢ina energije zrac¢enja koja
preostaje raspoloziva ovoj dodirnoj povrSini naziva se neto zracenje i ono pokrece
neke veoma vaznje procese. [11]
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Osnovna jednacina za temperaturu zemljista potite od jednacine energetskog
bilansa na dodirnoj povrsini golog zemljista i atmosfere i ima sledeéi oblik

oT,

CQE = R;wt—Hg—)\Eg—G, (21)

gde su R;Let, Hy, AE, i G fluksevi neto zracenja, osetne toplote, latentne toplote i
toplote transponovane u zemljiSte, redom. Sa T} je oznacena temperatura zemljiSta
[K]. ¢, predstavlja toplotni kapacitet zemljigta [J\ (Km?)].

Do promene temperature zemljista ¢e do¢i kada dati fluksevi nisu u ravnotezi.

Sada ¢emo dati pojasnjenja, odnosno, nazive za fizicke veli¢ine koje éemo dalje
koristiti, kao i jedinice u kojima su te veli¢ine date.

T.[K]—temperatura vazduha

E(T,)[mb]—maksimalan pritisak vodene pare pri temperaturi zemljista 7T,
eq[mb]—pritisak vodene pare pri temperaturi vazduha T,

cpld kg °C|—specificna toplota pri konstantnom pritisku

cq—funkcija zapreminskog toplotnog kapaciteta zemljista i njegove toplotne provod-
nosti, koji zavisi od karakteristika zemljista

T,—temperatura na referentnoj dubini u zemljistu

Pomenuta jednacina energetskog bilansa moze da se transformise na sledeé¢i nacin

oT,

oy = a(T, —T,) — a(E(T,) —eq) — cn(Ty — To) — ca(Ty — Ty). (2.2)

Clanovi sa desne strane imaju isto znacenje kao i u jednacini (3.1).
Jedna¢nina (3.2) moze da se zapiSe u slede¢em obliku

8(Tg B Ta)
ot

T,

= a(Ty=Ta)~a(E(Ty) ~ea) —en(Ty=Ta) —ca(Ty=Ta) ~ca(Ta=Ta)—¢cy=5

Cq

Posle manjih tansformacija i uvodenjem nove promenljive { = T, — T, jednacina
(3.2) ima sledeéi oblik

¢ T,

Copr = Ela—cp—ca) —a(E(T,) —eq) —ca(To — Ty) — Co (2.3)

Kako je
B(T,) = B(T)0T) — BT,
i koriste¢i Maklorenov razvoj funkcije €*, dobijamo
b2
E(Ty) = E(T.)[1 + b + 7€ + O(°E)].
Nakon uvrstavanja u (3.3) imamo
0. b2 8Ta

Cga_f = (a— e — ca)€ — alB(T)(1+ b+ &) = ea] = calTu = Ta) = ¢ (24)

21



Pregrupisavanjem poslednjeg izraza dobijamo
o€ v, - o1,
Cogy = [a—ch—cd—cle(Ta)]ﬁ—clE(Ta)5{ —q|E(T,)—e+E(T,)O(b°¢ )]—cd(Ta—Td)—cgE
(2.5)

Neka je fizicki uslov za Ty(donji grani¢ni uslov) dat sa

1 T,
Ty = To+—[aB(T) + ¢, 5" = aea + e E(T)OE), (2.6)
d

Sto je ekvivalentno sa

oT,
—q[E(T,) — eq + E(T,)O(b*¢*)] — ca(T, — Ty) — Co gy = 0. (2.7)
Tada se izraz (3.5) svodi na
0 b?
cga—i =la —cp —cqg— abE(T,))€ — clE(Ta)Efz. (2.8)

Primetimo da kada vazi da je e, = E(T,) i kada se zanemare visi ¢lanovi Maklore-
novog razvoja, uslov (3.6) je dat sa

Ty =1,

Za potrebe numeri¢kog reSavanja prelazimo da konac¢ne razlike, odnosno na dife-
rencne jednacine. Napisacemo sada jedanc¢inu (3.8) u formi diferencne jednaine,
koristeé¢i Semu unapred

* Sema unapred: T} =T 4 &LFn
g

Sa F™ oznacen je zbir ¢lanova sa desne strane jednaéine (3.1) u vremenskom trenutku
n.
Sada dobijamo slede¢u diferencnu jednacinu

Ent1 = A1(cg)6n — Az(cy) ’2’ (2.9)

gde je Ay =1+ Ata*ch*cdcfgcle(Ta) i Ay = 011'52(01‘/:)&12 At
Kada jednacinu (3.9) pomnozimo sa 1‘2—? dobijamo

A_1£n+1 = A2£n - i (210)

koja se smenom

svodi na jednacinu
Hnt+1 = Al(ﬂn - :ui) (2'11)

odnosno, na jednac¢inu
Hnt+1 = Alﬂn(l - /~Ln) (2'12)
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Sto predstavlja logisticku diferencnu jednacinu.
Mi ¢emo posmatrati i jednacinu (3.9), zapi§imo je na sledeéi nacin

Eur = AL, — BE (2.13)

Uzimajuéi u obzir opseg fizi¢kih veli¢ina sadrzanih u koeficijentima A i B, dobi-
jaju se intervali u kojima oni imaju fizi¢ki smisao u posmatranoj zivotnoj sredini i
u kojima se pojavljuje haos.[12]. Kao §to ¢emo videti u narednom potpoglavlju, za
detekciju haosa kod logistickog preslikavanja potrebno je da su slede¢a dva uslova
zadovoljena:

1. da se logisti¢ko preslikavanje nalazi u intervalu (0, 1)

Dakle, za diskretni oblik jednacine energetskog bilansa koji je dat sa 3.13 treba da
vazi: 4
0<2¢<1
< Alf <

2. da se parametar A; nalazi u intervalu u kom se javlja pozitivan Ljapunovljev
eksponent.

Dakle, za parametar A; videéemo da treba da vazi A; € (3.57,4). Vise o ova dva
uslova i o samom izvodenju diferencne jednacine od polazne parcijalne diferncijalne
moZemo nacéi u [11] i [12]

2.3 Dinamicka analiza jednacine energetskog bilansa
i logisticke jednacine

Sada ¢emo analizirati logisticku diferencnu jednacinu, datu slede¢om jednac¢inom
Tpi1 = prp(l —x,), n=0,1,.. (2.14)

gde je parametar p > 0, a 0 < x, < 1 predstvalja populaciju u vremenu n.
Oznaci¢emo desnu stranu jednakosti (3.14) sa f(z) = px(1 — z).

Za vrednosti parametra p = 21ip = 4, postoji eksplicitno resenje logisticke jednacine.
Za sve ostale vrednosti parametra nije poznato eksplicitno resenje, niti je dokazano
da takvo resenje postoji. U [7] je nesto detaljnije objagnjena ova tematika.

Da bismo nasli fiksne tac¢ke posmatranog preslikavanja, treba da resimo jednac¢inu

*

pr*(l —a*) = a*.
Dobijamo dva resenja: 77 =01i25 =1— 1.

p

Dalje, koristeéi teoremu (4), ispitujemo stabilnost obe fiksne tacke.
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Podimo prvo od fiksne tacke 7 = 0.
Kako je f'(0) = p, imamo da je fiksna tacka 27 = 0 lokalno asimptotski stabilna za
0 < p < 1inestabilna za p > 1.

Sada, posmatramo fiksnu tacku x5 =1 — Il).

Kako je f/'(1 — %) = 2 — p, zakljuéujemo da je posmatrana fiksna tacka lokalno
asimptotski stabilna za 1 < p < 3 i nestabilna za p > 3.

Razmatra¢emo sta se dogada sa populacijom za razli¢ite vrednosti parametra p.
Nesto kasnije ¢emo videti da nismo slu¢ajno uzimali bas te vrednosti.
Polazimo od neke pocetne vrednosti populacije zy. Interesuje nas sta se dogada sa
populacijom u buduénosti, za datu pocetnu vrednost i dati parametar.

1. Za malu vrednost parametra p, odnosno za p < 1, populacija ¢e uvek biti
istrebljena

o100k

OB *
oosk
004k

002

.
.
ooooooo
s
o0 s tsssasssssasssssssa s
L L L !

Slika 2.1: Grafi¢ki prikaz opadanja populacije za po¢etnu vrednost xg = 0.1 i malu
vrednost parametra p = 0.9

2. Za vrednost parametra p u intervalu p € (1, 3), populacija ¢e rasti i na kraju
dostizati neku konstantnu vrednost, razlictu od nule.
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Slika 2.2: Graficki prikaz rasta populacije za pocetnu vrednost xg = 0.1 i vrednost
parametra p = 2.9

3. Za vrednost parametra p > 3, populacija ¢e opet rasti, ali ovaj put ¢e oscilovati
oko prethodne konstantne vrednosti. U ovom slucaju ¢e se odredena vrednost
za x, ponavljati na svake dve iteracije, §to je uocljivo i iz numerickih proracuna.
Ovaj tip oscilacija, gde se odredena vrednost xz,, ponavlja na svake dve iteracije,
naziva se ciklus perioda 2.

++++++++++++++++++

o8k

o8

++++++++++++++++++
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Slika 2.3: Graficki prikaz rasta populacije za pocetnu vrednost xo = 0.1 i vrednost
parametra p = 3.3

4. Za p = 3.5 populacija se priblizava ciklusu, koji se sada ponavlja na svake
Cetiri generacije. Ovaj ciklus zovemo ciklus perioda 4.

Da bismo nasli orbitu perioda 2, odnosno vrednosti parametra za koje imamo peri-
odic¢nu tacku perioda 2, treba da reSimo slede¢u jednacinu:

f(f(@) =p*z(l —2)(1 —pz(l—z)) =2

Jasno je da su dva reSenja ove jednacine uvek poznata, to su fiksne tacke posma-
tranog logistickog preslikavanja, zato Sto je svaka fiksna tacka takode i periodi¢na
tacka ma kog perioda. Dakle, znajuéi veé¢ dva resenja, dobijamo jos dva

L+ i+ /=3 p+1) P+3—3V/(P-3)(p+1)
p

, L2 = D

X211
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Slika 2.4: Graficki prikaz rasta populacije za pocetnu vrednost xg = 0.1 i vrednost
parametra p = 3.5

Imamo, dakle, dve tacke minimalnog perioda dva kada je p > 3.

Sada ¢emo pokazati da je orbita perioda 2, stabilana za vrednost parametra p u
intervalu 3 < p < 14 v/6 = 3.449...

Ispitivanje stabilnosti orbite svodi se na ispitivanje stabilnosti fiksne tacke, i to
na sledeéi nacin. Videli smo da su 9 1 222 fiksne tacke preslikavanja f(f(x)) = .
Da bismo odredili da li je x5 stabilna fiksna tacka preslikavanja f2, treba da po-
smatramo |(f(f(x))))_,,, |
(f(f(z))) = —p* + 2p + 4. Dakle, ciklus perioda 2 je linearno stabilan za | — p* +
2p + 4| < 1, odnosno za 3 < p < 146

Videli smo, dakle, da kako parametar varira, tako se menja kvalitativno ponasanje
reSenja. Vrednosti parametra u kojima dolazi do kvalitativne promene resenja nazi-
vaju se bifurkacione vrednosti parametra i oznaci¢emo ih sa by.

Mogli smo videti da su kriti¢ne vrednosti parametra, odnosno bifurkacione vrednosti
parametra, by = 1,b; = 3,bo = 1+ /6. Ako nastavimo dalje, na sledec¢u bifurkacionu
vrednost parametra bs, mozemo pokazati da toj vrednosti odgovara ciklus perioda
4. Sledecoj vrednosti bifurkacionog parametra by odgovara ciklus perioda 8, i tako
dalje. Na slican nacin na koji smo pokazali da je za p € (3,1 + \/6) ciklus peroda
2 stabilan, moZemo pokazati i dalje, naime, da je za p € (bq,bs) ciklus perioda 4
stabilan, dok ciklus perioda dva postaje nestabilan.

Kako nastavljamo ovaj proces, dobijamo niz bifurkacionih vrednosti parametra {by }72,,
sa slede¢om osobinom: za p € (b, by,1) minimalni ciklus perioda 2* je stabilan, dok
su sva periodi¢na resenja perioda 2, ..., 27! nestabilna.

Ova osobina poznata je pod nazivom period-doubling bifurcation route to the chaos.
Vise o ovome moze se naci u [7], [6] 1 [13].

Niz ovih bifurkacionih vrednosti zavrsava se za vrednost bifurkacionog parametra
koja je priblizno jednaka b = 3.56994....[7]. Tada logisticka jedna¢ina ima peri-
odi¢no reSenje svih perioda, kao i neka nepreiodi¢na resenja. Ova situacija opisuje
se kao haoti¢no ponasanje ili haos. Poslednji period koji se moze javiti u ovom
bifurkacionom procesu je period tri.
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Teorema 6 (Period tri implicira haos) Neka je I interval i neka je f : 1 — 1
neprekidno preslikavanje. Pretpostavimo da postoji tacka a € 1 za koju tacke b =
fla), c= f(f(a)) id= f(f(f(a))) zadovoljavaju sledeéu nejednakost

d=a<b<c

i
d=a>b>c

Tada, za svako k = 1,2,... postoji periodicna tacka koja pripada intervalu I koja
mma period k.

Dac¢emo nekoliko lema koje su nam potrebne za dokaz ove teoreme.

Lema 1 Neka je G : I — R neprekidno preslikavange, gde je I interval. Za svaki
kompaktan interval Iy C G(I) postoji kompaktan interval Q C I takav da je G(Q) =
1.

Dokaz Neka je I} = [G(p),G(q)], gde su p,q € I. Ako je p < ¢, neka je r poslednja
tacka intervala [p, ¢] za koju je G(r) = G(p) i neka je s prva tacka nakon r takva da
je G(s) = G(q). Tada je G([r,s]) = I,. Sli¢no vazi i kada je p > ¢.

Lema 2 Neka je f : J — J neprekidno preslikavanje i neka je {I,}nen niz kom-
paktnih intervala takvih da je I, C J i I,y C f(1,,), za svako n € N. Tada postoji
niz kompaktnih intervala Q,, takvih da je Qi1 C Qn C Iy i f(Qy) = I, za svako
n>0. Za svako x € Q = NQ,, imamo f*(x) € I,, za svako n € N.

Dokaz Ovaj dokaz dajemo indukcijom. Definigimo Qo = I,. Tada je f°(Qo) = Io.
Ako definigemo Q,,_; tako da je " (Q,_1) = I,_1, tada I,,_y, onda I, C f(I,_) =
f"(@Qn-1). Ako primenimo prethodnu lemu na za G = f" na @Q),_; tada imamo
kompaktan interval @, C @Q,_; takav da je f*(Q,) = I,. Ovim je dokaz gotov.

Lema 3 Neka je G : J — R neprekidno. Neka je I C J kompaktan interval.
Pretpostavimo jos da je I C G(I). Tada postoji tacka p € I takva da je G(p) = p.

Dokaz Neka je I = [y, f1]. Nekasu o; € 1,7 =0, 1, takvida je G(o;) = 5;, 7 =0, 1.
Sledi da je ap — G(ap) > 01 a3 — G(a1) < 0, a na osnovu neprekidnosti sledi da
G(p) — p mora biti jednako nula, za nekop € 1. B

Sada dajemo dokaz Teoreme 4.

Dokaz Neka je d =a < b < c. Neka je K = [a,b] 1 L = [b,¢]. Neka je k > 1. Za
k > 1 neka je {I,} niz intervala I,, = L zan =0,1,....k — 2 ineka je I;_; = K, i
definisimo I,, da je I, = I, za svako n = 0,1,2... Ako je k =1, neka je [, = L,
za svako n.
Neka su Q,, skupovi iz dokaza Leme 2. Primetimo da je onda Q. C Qo i f*Qr = Qo,
pa na osnovu leme 3, G = f* ima fiksnu tacku p; u Q. Pretpostavimo da p; ima
period manji od k, u odnosu na f. Tada bismo imali f*~1(p,) = b, to je u suprot-
nosti sa f**! € L. Dakle, tacka p je periodiiia tacka perioda k preslikavanja f. B
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Detaljniju analizu ove teoreme, kao i njeno uop$tenje mozemo naéi u [18] i [7].
Teorema koju smo upravo dokazali daje nam vrlo jednostavan i intuitivno jasan
geometrijski metod za proveru da li postoji tacka odredenog perioda. Na primer,
interesuje nas da li postoji tacka perioda 3 posmatranog logistickog preslikavanja.
Predstavi¢emo na istom grafiku tri funkcije: funkciju y = z, y = px(1 — z) (za
odredeno p) i funkciju y = f(f(f(x))). Ako se grafici funkcija y = x iy = f3(x)
preseku u bar jednoj tafki koja nije fiksna tacka datog (logistitkog) preslikavanja,
onda postoji bar jedna periodi¢na tacka perioda 3. U tom slucaju, prethodna teo-
rema nam tvrdi da postoje periodi¢ne tacke svih perioda.
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Slika 2.5: Graficki prikaz preseka funkcija y = z, y = f(z) = 392(1 —2) iy =
f(f(f(z))), koji ukazuje na postojanje periodi¢ne tacke perioda 3

Videli smo da za razli¢ite vrednosti parametra p dobijamo razli¢ita reSenja logi-
sticke jednacine. Od posebnog znacaja su kriti¢ne vrednosti parametra p, odnosno
bifurkacione vrednosti parametra p. Te vrednosti mogu se jednostavno oCitavati sa
bifurkacionih dijagrama. Predstavi¢emo sada bifurkacioni dijagram logistickog pre-
slikavanja.

.......

Slika 2.6: Bifurkacioni dijagram logistickog preslikavanja. Uzet je pocetni uslov
o = 0.5

Broj preseka vertikalne linije, u vrednosti nekog parametra, sa grafikom, predstavlja
ciklus tog perioda koji odgovara datom parametru. Na slici (3.6) mozemo uoditi
ciklus perioda 2 i ciklus perioda 4, neko mozda moze uociti i ciklus perioda 8.
Uocavamo "beli prozor” za vrednosti parametra koje su nesto veée od = 3.8. Pri-
sustvo "belog prozora” na bifurkacionom dijagramu ukazuje na postojanje ciklusa
perioda 3, pa time govori kako je logisticka jednac¢ina haoti¢na.
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Da bismo potvrdili haoti¢nost ovog dinamickog sistema, potrebno je da pokazemo
da je sistem osetljiv na male promene pocetnih uslova. Za ove potrebe racuna¢emo
Ljapunovljeve eksponente, odnosno, prikaza¢emo na grafiku vrednosti Ljapunovlje-

vih eksponenata.

Slika 2.7: Ljapunovljev eksponent za logisticku jednacinu, za razne vrednosti para-

metra 0 < p < 4

Sa ovog grafickog prikaza vidimo da Ljapunovljev eksponent uglavnom uzima
pozitivnu vrednost, Sto potvrduje pojavu haosa u ovom sistemu.

Sada ¢emo predstaviti bifurkacioni dijagram za jednacinu (3.13). Posmatra¢emo
Sta se dogada sa orbitom koja ima pocetak u & = 0.5 za vrednosti parametra

A € (2.6,4) i dve fiksirane vrednosti parametra B.

Slika 2.8: Bifurkacioni dijagram preslikavanja 3.13. Uzet je pocetni uslov & = 0.5,

a vrednost parametra B = 0.2
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Slika 2.9: Bifurkacioni dijagram preslikavanja 3.13. Uzet je pocetni uslov & = 0.5,
a vrednost parametra B = 0.8

Dobijeni bifurkacioni dijagrami vrlo su sli¢ni bifurkacionom dijagramu odgova-
rajuce logisticke jednacine. Uocava se haoticno ponaSanje na oba dijagrama.

Sledece $to radimo je predstavljanje Ljapunovljevih eksponenata preslikavanja
(3.13). Naravno, grafikom na kom su predstavljeni Ljapunovljevi eksponenti, potvrduje

se haoti¢no ponasanje posmatrane jednacine.
Alr)

-1} ! Ay

=l
H

Slika 2.10: Ljapunovljev eksponent preslikavanja 3.13. Pocetni uslov je £, = 0.1, a

vrednost parametra B = 0.2.
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Slika 2.11: Ljapunovljev eksponent preslikavanja 3.13. Pocetni uslov je £ = 0.1, a
vrednost parametra B = (.8.

Predstavljenim graficima potvrduje se haoti¢no ponasanje jednacine 3.13. Takode,
i u ovom sluc¢aju uocavamo ponasanje koje je vrlo slicno ponasanju logisticke jednacine.
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Zakljucak

U ovom, zakljuénom delu rada ¢emo napraviti kratak osvrt na prethodno prika-
zano.

Kao glavni problem od kojeg smo posli, jeste nac¢in analiziranja jednog fizickog
sistema i njegovih promena u vremenu. Iz tog razloga smo u prvom delu rada ispitali
Sta je to dinamicki sistem i kako mozemo definisati dinamicki sistem. Dakle, pre
svega, definisali smo dinamicki sistem, i dali kratak uvod u to kada moze, odnosno,
ne moze doé¢i do pojave haosa u dinamic¢kom sistemu.

Teorija haosa je tema narednog dela prvog poglavlja. U radu se nismo usmerili
na to da pronademo jedinstvenu definiciju haosa, bududéi da je to samo po sebi pro-
blem u nauci. Radije, osvrnuli smo se na ona svojstva izolovanih fizickih, odnosno,
dinamickih sistema, koja ovaj treba da ima da bi se mogao razumeti kao haoti¢ni
sistem. Haoticni sistem je sistem gde u jednom trenutku, u toku vremenske promene
u sistemu, dolazi do odstupanja u regularnosti ponasanja samog sistema. Ovakve
oblike odstupanja nazivamo haosom ili haoti¢nim ponaSanjem sistema.

S tim u vezi, bavili smo se i razlikom izmedu diferencijalnih i diferencnih jednacina.
U radu smo, tako, posmatrali diferencni oblik jednacine energetskog bilansa. Takode
smo dali osnovne definicije i teoreme za analizu jednodimenzionalnih diskretnih
dinamickih sistema i napravili smo mali osvrt na dvodimenzionalne diskretne di-
namicke sisteme.

Do diskretnog oblika jednacine energetskog bilansa, kojom predstavljamo pro-
menu temperature na dodirnoj povrsini zemljista i atmosfere, dosli smo transformi-
sanjem polazne parcijalne diferencijalne jednac¢ine. Opisivali smo ponaSanje ove dis-
kretne jedna¢ine posmatranjem odgovarajuc¢ih bifurkacionih dijagrama. Takode, ovu
jednac¢inu smo analizirali, u zavisnosti od parametara, koriste¢i Ljapunovljev ekspo-
nent. Pozitivne vrednosti Ljapunovljevog eksponenta ukazuju na pojavu haoti¢nog
ponaSanja datog sistema. Videli smo da se pomenuta parcijalna diferencijalna
jednacina moze transformisati na logisticku diferencnu jednacinu, pod odredenim
uslovima, koja je takode bila predmet analize. Analizirali smo, u ovom radu, dakle,
diferencnu jednacinu energetskog bilansa i njoj pridruzenu logisticku diferencnnu
jednacinu.

Za izradu grafickih prikaza rezultata, koristili smo programski paket Mathema-
tica, koriéenjem programskog paketa DynPac, s tim da su bifurkacioni dijagrami i
dijagram Ljapunovljevih eksponenata dobijeni kodiranjem u programskom paketu
MATLAB.
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