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Predgovor

U ovom radu bice reci o poljskim prostorima. Radi se o vaznoj klasi topoloskih
prostora, ne samo za topologiju i funkcionalnu analizu, nego i za deskriptivnu
teoriju skupova, pa i za matematiku uopste.

Tema ovog rada viSe je nego inspirativna. Ispitivanje topoloskih osobina, svo-
jstava i neobic¢nosti ovako Siroke klase topoloskih prostora, snabdevenih metrikom
1 separabilno$¢u, omogucuju citaocu koji je odsluSao kurseve opste topologije i
funkcionalne analize da joS jednom ”prode” kroz ove oblasti i sagleda ih iz drukcije
perspektive.

S obzirom da se je sam pojam poljskih prostora sloZen iz vise osnovnih topolo-
Skih pojmova, za pracenje teksta bi¢e neophodno poznavanje veéeg broja pojmova i
teorema iz topologije i funkcionalne analize. S obzirom na to, u Uvodu su izloZene
definicije, tvrdenja i primeri koje e biti koriS¢eni u radu sa poljskim prostorima.
U drugom delu rada produbljuju se primeri dati u Uvodu. Pored topoloskog uvoda,
izloZeni su osnovni pojmovi teorije skupova i teorije drveta, koji su koriSc¢eni u dal-
jem radu. Izuzetak je teorija ordinala, koja je ukratko izloZena u okviru poglavlja
”SavrSeni poljski prostori. Teorema Kantor - Bendiksona”, jer se koristi samo u
jednom dokazu.

éinjenica da veéina prostora koje je Citalac upoznao na kursevima realne, fu-
nkcionalne i kompleksne analize pripadaju klasi poljskih prostora opravdava au-
torovu Zelju da ve¢im brojem primera ilustruje izloZenu materiju.

U drugom delu rada, nakon definicije i primera poljskih prostora sa kojima se
Citalac sretao u toku studija, ispitujemo osobinu “biti poljski prostor”. Pokazu-
jemo da je to topoloska i prebrojivo multiplikativna osobina. Pitanju naslednosti
osobine "biti poljski prostor” posveceno je drugo poglavlje drugog dela ovog rada.
U tre¢em poglavlju bavimo se osobinama tzv. univerzalnih poljskih prostora u koje
utapamo proizvoljni poljski prostor.

U &etvrtom poglavlju izlaZzemo metod kojim se od datog poljskog prostora
formira novi. Peto poglavlje rezervisano je za ispitivanje lokalne kompaktnosti.
Sesto poglavlje sadrzi najvazniju teoremu ovog rada, dok je sedmo pokusaj da
karakteriSemo poljske prostore na osnovu toka topoloskih igara.

Deksriptivna teorija skupova, iako posvecena poljskim prostorima, nije obu-
hvacena ovim radom jer je izlaganje elemenata tako razgranate matematicke oblasti
nemogudce izloZiti onako sistemati¢no kako je (manje-viSe) autoru uspevalo sa
veéim delom ovog master rada. Zainteresovanog Citaoca svakako upucujemo na
[12], a potom i na [7].



Kako navodi Kuratovski ([9], strana 405), termin “Poljski prostor” uvela je
Burbaki grupa matematicara, u Cast poljskih matematicara koji su doprineli razvoju
topologije i funkcionalne analize. I zaista, letimi¢nim prelistavanjem Banahove
”Scottish book”,(videti [1]) svojevrsnog preseka poljske matematike 20. veka, vidi
se da od prvog, Banahovog problema (zapisanog 17. jula 1935.) do poslednjeg,
193. §tajnhaus0v0g problema (zapisanog 31. maja, 1941. godine), vecina pripada
topologiji i funkcionalnoj analizi. Iako poljska matematicka istorija do 20. veka
gotovo da nije postojala, danas je, blagodareci velikom uspehu poljskih matema-
tiCara u oblastima moderne matematike, nemoguée na ovako ograni¢enom pros-
toru sistemati¢no izloZiti istorijat poljske matematike i posebno, njen znacaj za
topologiju. Vise o istoriji poljske matematike moZe se naci u [14].

Autor ovom prilikom Zeli da se zahvali mentoru prof. dr MiloSu Kurili¢u na
odabiru teme, korisnim savetima koji su mu pomogli u radu i predavanjima zbog
kojih je zavoleo topologiju. Takode, veliku zahvalnost autor duguje akademiku
prof. dr Stevanu Pilipovicu i prof. dr Ljiljani Gaji¢, clanovima komisije za odbranu
ovog master rada.






Glava 1

Uvod

1.1 Oznake, uvodne napomene

Od oznaka koje ¢emo Kkoristiti, vecinu ¢emo uvesti odgovarajuéim definici-
jama, pa Citalac nece imati veéih problema. Od opstih oznaka, koristicemo C za
podskup. Oznaku C koja ne dopusta jednakost, rede ¢emo koristiti. Partitivni skup
skupa A, dakle skup svih njegovih podskupova, oznaéavaéemo sa P(A). Direktnu
sliku datog skupa A C X pri preslikavanju f : X — Y oznaavamo sa f[A],
dok inverznu sliku skupa B C Y pri istom preslikavanju oznatavamo f~![B].
Pretpostavljamo da italac zna da “racuna” sa skupovima, direktnim i inverznim
slikama (videti [10], strane 6-8). Takode, prihvatamo aksiomu izbora.

Skup prirodnih brojeva {0, 1,2, 3, ...} oznatavamo sa w. Skup w \ {0} ozna-
c¢avamo sa N. Smatramo da je svaki prirodan broj skup prirodnih brojeva koji
mu prethode, dakle n = {0, 1,...,n — 1}. Koristi¢emo i nekoliko lepih osobina
prirodnih brojeva. Pre svega, dobru uredenost uredenog skupa (w, <), tj. ¢injenicu
da svaki neprazan podskup skupa prirodnih brojeva ima najmanji element. Takode,
u nekoliko konstrukcija koristi¢emo princip rekurzije.

Radi se o slede¢em. Ukoliko Zelimo da konstruiS§emo niz objekata (F, : n €
w) koji ima svojstvo P, postupamo na sledec¢i nacin.

1. Izaberemo Fj tako da niz duzine 1, (Fp) , ima svojstvo P;

2. Pokazemo da svaki n-niz (Fy, F1, ... F,_1) koji ima svojstvo P moZe da se
produzi do niza duzine n + 1, (Fy, Fi,. .., F},) sa svojstvom P.

3. ZakljuCujemo da postoji beskonacni niz (F), : n € w) sa svojstvom P.

5
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lako verujemo da je Citalac upoznat sa principom indukcije, ovom prilikom
ga navodimo radi potpunosti. Dakle, ukoliko Zelimo da dokaZemo da svojstvo P
(formula P(z)) vazi za svaki broj k € w dovoljno je pokazati sledece:

1. Vazi P(0).
2. Ako je ispunjeno P(n), vazii P(n + 1).

Navodimo i drugu, ekvivalentnu varijanta principa (matematicke, potpune) in-
dukcije. Svojstvo P vazi za sve brojeve k£ € w ako su ispunjeni sledeci uslovi:

e Vazi P(0).
e Ako za sve prirodne brojeve k£ manje od n vazi P(k), vazii P(n).

Skupove celih, racionalnih i realnih brojeva ozna¢avamo respektivno sa Z, Q,
odnosno R. Pretpostavljamo da je Citalac upoznat sa osobinama relacije < na
skupu realnih brojeva. Koristi¢emo aksiomu supremuma koja vazi u skupu R.

Definicija 1.1.1 Svaki neprazan, odozgo ogranicen podskup skupa R ima supre-
mum (najmanje gornje ogranicenje).

Vazi i dualni, princip infimuma'. Supremum i infimum skupa A C X oznaéavamo
sa sup A odnosno inf A. Koristi¢emo jo$ neke pojmove koji su ¢itaocu odranije
poznati.

Definicija 1.1.2 Skup A je ekvipotentan skupu B ako i samo ako postoji bijek-
cija. f : A — B. Lako se pokazuje da relacija ekvipotentnosti ima osobine
refleksivnosti, antisimetri¢nosti i tranzitivnosti.

Za dva ekvipotentna skupa kaZzemo da imaju isti kardinalni broj.

Definicija 1.1.3 Kardinalni broj skupa A je klasa svih skupova ekvipotentnih sa
A. Oznacavamo ga sa | A|.

Dakle, |A| = |B| ako i samo ako su A i B ekvipotentni. Uvodimo jo§ jednu
oznaku.

Definicija 1.1.4 Neka su data dva skupa. Tada definiSemo: |A| < |B| ako i samo
ako postoji injekcija f : A — B.

!Svaki neprazan, odozdo ograni¢en podskup skupa realnih brojeva ima infimum (najveée donje
ogranicenje)
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Koristiéemo i sledecu, veoma znacajnu teoremu.
Teorema 1.1.5 (Sreder-Bernstajn) Za dva skupa A i B vaZi:

Al < [B| A |B| < |A] = |A] = [B].
Dokaz. MozZe se naci u ([10], strane 34-36) O
Definicija 1.1.6 Skup je konacan ako i samo ako postoji n € N tako da je |A| =
|{1,2...n}|. Skup je beskonacan ako nije konacan. Skup je prebrojiv ako je

ekvipotentan skupu N. Skup je najviSe prebrojiv ako je konacan ili prebrojiv.
Skup je neprebrojiv ako nije prebrojiv. Kardinalnost skupa N obeleZzavamo sa Ry.

Pokazuje se da su skupovi P(N) i R ekvipotentni. Takode, skupovi Z, Q su ekvipo-
tentni skupu N, dakle prebrojivi.

Definicija 1.1.7 Kardinalnost skupa realnih brojeva zovemo kontinuum i oznaca-
vamo ga sa c.

Navodimo jos nekoliko korisnih svojstava.
Teorema 1.1.8 VaZe sledeéa svojstva:
o [A| <|P(A)| A |A| # |P(A)]| za proizvoljan skup A.
e Prebrojiv skup ima prebrojivo mnogo konacnih skupova.

e Unija najviSe prebrojivo mnogo prebrojivih skupova je najvise prebrojiv
skup.

U daljem tekstu navodimo osnovne pojmove vezane za teoriju drveta.

Definicija 1.1.9 Neka je A neprazan skup i n € w. Skup A" je skup svih n-torki
skupa A,odnosno skup nizova u A duzine n, dakle A™ = {(s(0),s(1),...,s(n —
1))|s : n — A}. Dopustamo i slu¢aj n = 0, gde je A° = {0} (prazan niz). Ako
s € A" im < n, definiSemo s|m = (s(0),s(1),...,s(m —1)). Akosusit
konacni nizovi skupa A, kazemo da je s pocetni segment niza ¢, u oznaci s C ¢
ako je s = t|m, za neko m ne veée od duZine niza t. Uvedimo i slede¢u oznaku:

A = U A,

new
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Dakle, skup svih kona¢nih nizova skupa A. DuZinu niza s obelezavamo sa |s|.
Konkatenacija nizova s = (s(0),s(1),...s(n —1)) it = (¢(0),t(1),...,t(m —
1))jenizs~t = (s(0),...,s(n—1),¢(0),t(1),...t(m—1)). Specijalno, za nizove
s 1 (a) piSemo jednostavno s~ a. Skup A“ je skup beskonacnih nizova skupa A,
dakle

AY ={z|x :w — A}

Zan € wix € A¥ defini§imo z|n = (2(0), z(1),...x(n — 1)).
Niz s € A" je pocetni segment beskonacnog niza = ako postoji n € w takav
daje x|n = s. PiSemo = C s.

Definicija 1.1.10 Drvo na skupu A je podskup 7" C A< za koji vazi sledeca
implikacija:

teTNsCt—seT.
Elemente drveta zovemo ¢vorovi. Beskonacna grana drveta T je niz x € A%
tako da x|n € T za svako n € w. Telo drveta T, u oznaci [T je skup njegovih

beskonacnih grana. Drvo je potkresano ako za svako s € T postoji a € A tako da
jes"aeld.

Definicija 1.1.11 Neka je T drvo na A. Za T kaZzemo da je konacni spliting ako
i samo ako za svako s € T postoji najvise kona¢no mnogo a € A takvih da je
sTaeT.

Za konacne splitinge vaZi sledeca teorema, koju ¢emo koristiti.

Lema 1.1.12 (Kenig) Neka je 7" drvo na A. Ako je T konacan spliting, tada je
[T] # () ako i samo ako je T' beskona¢no. 0

1.2 Uvodni pojmovi iz topologije - topoloski prostori

U ovom poglavlju izloZi¢emo pojmove iz topologije i funkcionalne analize koji
¢e nam biti potrebni za definisanje poljskih prostora i rad sa njima. Mali broj
teorema bice eksplicitno dokazan, za neke su date reference, a za ostale Citaoca
upuéujemo na [10].

Definicija 1.2.1 Neka je X neprazan skup. Kolekcija O podskupova skupa X je
kolekcija otvorenih skupova ako i samo ako vaze sledeci uslovi:
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(O1) Prazan skup i skup X su otvoreni, tj. ), X € O;

(02) Presek svaka dva otvorena skupa je otvoren skup, odnosno za 01,09 € O
vazi O1 N Oy € O;

(O3) Unija proizvoljno mnogo otvorenih skupova je otvoren skup, tj. za svaku
kolekciju {O; : i € I} vazi|J;.; O; € O.

Za kolekciju O kazemo da je topologija na skupu X, a za uredeni par (X, O)
kazemo da je topoloski prostor. Elemente skupa X ponekad ¢emo zvati tatkama.
Skup F' C X je zatvoren ako i samo ako je njegov komplement X \ F' otvoren
skup. Skup zatvorenih skupova obeleZavamo sa F.

Primer 1.2.2 Diskretna topologija

Za proizvoljan neprazan skup X, partitivni skup P(X) je topologija na X jer
ispunjava uslove (O1-O3) definicije 1.2.1. Ovu topologiju nazivamo diskretna
topologija na skupu X.

U narednoj teoremi izloZena su osnovna svojstva zatvorenih skupova.

Teorema 1.2.3 Neka je (X, O) topoloski prostor. Tada familija F zatvorenih
skupova zadovoljava sledece uslove:

(F1) Prazan skup i skup X su zatvoreni;
(F2) Unija dva zatvorena skupa je zatvoren skup;
(F3) Presek proizvoljno mnogo zatvorenih skupova je zatvoren skup.

Dokaz. Jednostavna primena De Morganovih zakona. Pokazacemo samo osobinu
(F2).

Neka su F7 i Fy zatvoreni skupovi. Tada, na osnovu definicije 1.2.1 postoje
01,045 € O tako daje X \ O, =FH,X \ Oy = F5. Dalje imamo F; U Fy =
(X\O1)U(X\O2) = X\ (01 N0O2). Kako 01,02 € O, na osnovu osobine
(02) imamo da O; N Oy € O pa F1 U Fy, = X \ (O1 N O2) € O, ¢ime je dokaz
zavrsen. O

Pored otvorenih i zatvorenih skupova na proizvoljnom topoloskom prostoru,
slede¢om definicijom uvodimo nove vrste skupova koje ¢emo koristiti u daljem
radu.

Definicija 1.2.4 Neka je (X, O) topoloski prostor. Skup A C X je:
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e (5 skup (ima osobinu G) ako i samo ako se moZe predstaviti kao prebrojiv
presek otvorenih skupova.

e [, skup (ima osobinu F};) ako i samo ako se moze predstaviti kao prebrojiva
unija zatvorenih skupova.

Definicija 1.2.5 Neka je (X, O) topoloski prostor. Familija B C P(X) je baza
topologije O ako i samo ako vaZe sledeci uslovi:

(B1) Elementi kolekcije B su otvoreni skupovi, odnosno B C O;

(B2) Svaki otvoren skup O € O moze se prikazati kao unija neke podfamilije
familije B (postoji podfamilija {B; : i € I} C B tako daje O = | J;c; Bi.

Kaze se jos da baza B generise topologiju O.

Primer 1.2.6 Baza diskretne topologije

Baza diskretne topologije (X, P(X)), iz primera 1.2.2 je familija B = {{z} :
x € X}. Zaista, uslov (B1) ocigledno je zadovoljen, a s obzirom da za svaki
(otvoren) skup O C X vazi: O = |, {7}, zadovoljen je i uslov (B2).

Topologija moZe biti zadata navodenjem elemenata njene baze.

Definicija 1.2.7 Neka je X neprazan skup. Kolekcija B C X je baza neke
topologije na skupu X ako i samo ako je kolekcija {Jz.z B : B’ C B} topologija
na skupu X.

Teorema 1.2.8 Kolekcija B C P(X) je baza neke topologije na skupu X ako i
samo ako je ispunjeno sledece:

(BN1) Upes B = X;

(BN2) Za svaka dva By, By € B postoji podkolekcija {B; : ¢ € I} C B tako da je
BN By = Uie[ B;.

Dokaz. Dokaz je jednostavan i tehnicki, moZe se naci u ([10], strana 58). O

Primer 1.2.9 Uobicajena topologija na R

Familija B = {(a,b) : a,b € R A a < b} je baza neke topologije na skupu
R. Proveri¢emo da li vaze uslovi (BN1 i BN2) teoreme 1.2.8. S obzirom da je
R = U,en (—n,n) € Upep B, uslov (BN1) je zadovoljen.
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Za a = max{ai,az} ib = min{by, by} imamo jednakost

>b
(a1,b1) N (az,b2) = { (a, b?: Z ; b

Pa je zadovoljen i uslov (BN2). Ovu topologiju ozna¢avamo sa O,y

Definicija 1.2.10 Neka je (X, O) topoloski prostor. Kolekcija P C P(X) je pod-
baza topologije O ako i samo ako vaze uslovi:

(PB1) P C Otj. elementi podbaze su otvoreni skupovi
(PB2) Familija svih konacnih preseka elemenata kolekcije P je baza topologije O.
Vaziisledeca

Teorema 1.2.11 Neka je X neprazan skup a kolekcija S C P(X) takva da je
JS = X. Tada vazi

a) Familija B svih konacnih preseka elemenata kolekcija S je baza neke topo-
logije O na X, a S je njena podbaza.

b) O je najmanja topologija koja sadrzi kolekciju S.
Dokaz. Dat je u ([10], strana 63). d

VaZna osobina koju mogu imati topoloski prostori je druga aksioma prebro-
jivosti. Uvodimo je slede¢om definicijom.

Definicija 1.2.12 Topoloski prostor (X, Q) zadovoljava drugu aksiomu prebro-
jivosti ako i samo ako postoji njegova baza B takva da je | B| < No.

Primer 1.2.13 Uobicajena topologija na R ima prebrojivu bazu
Zaista, kolekcija B = {(p,q) : p,q € QAp < ¢} je prebrojiva baza uobicajene
topologije, Sto nije teSko proveriti.

Za skupove sa drugom aksiomom prebrojivosti vazi sledeca

Teorema 1.2.14 (Lindelef) Ako je (X, O) topoloski prostor i neka postoji prebro-
jiva baza B topologije O. Tada vazi:

a) Akoje O; € O,1 € 1, tada postoji prebrojiv podskup J C [ tako da je

Joi=Jo.

el ieJ
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b) Ako je Bj neka druga baza topologije O, tada postoji prebrojiv podskup
B} C B koji je takode baza topologije O.

Dokaz. Moze se naéi u ([10], strana 66). O

Definisimo i okolinu tacke.

Definicija 1.2.15 Neka je (X, O) topoloski prostor. Skup A C X je okolina tacke
x ako i samo ako postoji otvoren skup O € O tako da je ispunjeno x € O C A.
Familiju svih okolina tacke = oznacavamo sa U (z).

Sledeca teorema karakterise otvorenost preko okolina.

Teorema 1.2.16 Neka je (X, O) topoloski prostor. Tada je skup A C X otvoren
ako i samo je okolina svake svoje tacke.

Dokaz. Direktno na osnovu definicije. a

Bazu okolina uvodimo slede¢om definicijom.

Definicija 1.2.17 Neka je (X, O) topoloski prostor i z € X. Familija skupova
B(x) je baza okolina tacke x ako i samo ako su ispunjeni sledeci uslovi:

(BO) B(x) C U(x);
(B02) Za svaku U okolinu tacke x postoji B € B(z) tako da vazi B C U.

Topoloski prostor zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti ako i samo ako u svakoj
tacki x € X postoji prebrojiva baza okolina.

Jednostavno se pokazuje sledeca teorema.

Teorema 1.2.18 Ako topoloski prostor zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti,
onda zadovoljava i prvu aksiomu prebrojivosti.

Narednom definicijom uvodimo jo$ neke pojmove i osobine tacaka topoloskog
prostora.

Definicija 1.2.19 Neka je (X, O topoloski prostor i A C X. Tatka z € X je
unutrasnja tacka skupa A ako i samo postoji otvoren skup O tako da je ispun-
jeno z € O C A. Dalje x je spoljasnja tacka skupa A ako i samo ako postoji
otvoren skup O tako da vazix € O C X \ A. Ta¢ka x € X je rubna tacka skupa
A ako i samo ako svaki otvoren skup koji je sadrzi se¢e i A1 X \ A. Skup un-
utrasnjih (spoljasnjih)tacaka skupa A zovemo unutrasnjost (spoljasnjost) skupa
A i oznacavamo ga sa Int(A) (Ext(A)).
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Naredna teorema navodi neka svojstva operatora unutrasnjosti skupa koja se
jednostavno dokazuju.
Teorema 1.2.20 Neka je (X, O) topoloski prostor. Tada vazi:

a) Unutrasnjost skupa A je najveci otvoren skup sadrzan u A;

b) Skup A je zatvoren ako i samo ako je jednak svojoj unutrasnjosti;

¢) Operator unutra$njosti je monoton, tj. iz A C B sledi Int(A) C Int(B). O
Definicija 1.2.21 Neka je (X, Q) topoloski prostor i A C X. Tacka z € X je
adherentna tacka skupa A ako i samo ako svaka okolina te tacke sece skup A.
Tacka z € X je tacka nagomilavanja skupa A ako i samo ako svaka okolina

tacke x seCe skup A \ {x}. Skup adherentih tacaka (taaka nagomilavanja) skupa
A naziva se adherencija (izvod) skupa A i oznacava se sa A (A’).

Jednostavno se pokazuju i sledeée osobine operatora adherencije i izvoda.
Teorema 1.2.22 Neka je (X, O) topoloski prostor. Tada za sve A, B C X vazi:
a) A je najmanji zatvoren nadskup skupa A;
b) Skup A je zatvoren ako i samo ako je jednak svojoj adherenciji;
¢) A C Bimplicira A C B;
d A=AUA,

e) Skup A je zatvoren ako i samo ako sadrZi sve svoje tacke nagomilavanja tj.
akoje A’ C A. O

DefiniSemo i pojam separabilnosti koji ¢e nam biti neophodan za definisanje
poljskih prostora.

Definicija 1.2.23 Neka je (X, O) topoloski prostor. Skup D C X je gust u X
ako i samo ako je D = X. Prostor (X, O) je separabilan ako i samo ako postoji
prebrojiv, gust skup D C X.

Naredna teorema se jednostavno dokazuje, a u mnogome olakSava ispitivanje
separabilnosti.
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Teorema 1.2.24 Neka je (X, O) topoloski prostor i B proizvoljna baza topologije
O. Tada je skup D C X gust ako i samo je B N D # (), za svaki neprazan skup
B € B. Specijalno, D je gust ako i samo seCe svaki neprazni otvoren skup O € O.

O
Primer 1.2.25 Prostor (R, O,.) je separabilan
Skup Q je prebrojiv, gust u R. Zaista, bazu uobicajene topologije ¢ine otvoreni

intervali, a kako izmedu svaka dva realna broja postoji racionalan broj, Q sece
svaki otvoreni interval.

U redovima koji slede uvodimo aksiome separacije koje, na odreden nacin
izrazavaju stepen sli¢nosti topoloskih prostora metrickim.

Definicija 1.2.26 Topoloski prostor (X, O) je:

e Tp-prostor ako i samo ako za svake dve razli¢ite tacke z,y € X postoji
otvoren skup O koji sadrzi ta¢no jednu od njih.

e T -prostor ako i samo ako za svaki par razli¢itih tataka z,y € X postoji
otvoren skup O takodajex € O Ay & O.

e Th-prostor (Hausdorfov) ako i samo ako za svake dve razliCite tacke x,y €
X postoje disjunktni otvoreni skupovi O1, Oz takvidavaziz € O1iy € Os.

Definicija 1.2.27 Topoloski prostor (X, O) je:

e regularan ako i samo ako za svaki zatvoren skup F' i svaku tacku z koja
mu ne pripada postoje disjunktni otvoreni skupovi O1, O takvi da je x €
Oy, F C Os.

e normalan ako i samo ako za svaka dva disjunktna zatvorena skupa F} i
F5 postoje disjunktni otvoreni skupovi O; i O» takvi da vazi F; C O; i
Fy C 02.

Definicija 1.2.28 Topoloski prostor (X, O) je:
e T3- prostor ako i samo ako je regularan T} -prostor.

e T;- prostor ako i samo ako je normalan T} - prostor.
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Medu ovim aksiomama postoji linearna hijerarhija - ide se od manjih ka ve¢im
zahtevima. Konkretno, vazi slede¢a

Teorema 1.2.29 Vaze sledece tvrdnje:
e Svaki T-prostor je T3-prostor.
e Svaki T5-prostor je Hausdorfov prostor.
e Svaki Hausdorfov prostor je 77 -prostor.

e Svaki T} je ujedno i Tp-prostor. O

Napomenimo da, za svako i € {0, 1,2, 3} postoji topoloski prostor koji zado-
voljava aksiomu 7; a ne zadovoljava T; 4.

U radu sa poljskim prostorima cCesto ¢emo Koristiti pojam neprekidnosti, pa
¢itaoca podse¢amo na osnovne teoreme vezane za neprekidnost preslikavanja pro-
izvoljnih topoloskih prostora.

Definicija 1.2.30 Neka su (X,Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori i xg € X proi-
zvoljna tacka. Funkcija f : X — Y je:

e Neprekidna u tacki z( ako i samo ako za svaku okolinu V' tacke f(zg)
postoji okolina U tacke x( tako da vazi f[U] C V.

e Neprekidna ako i samo ako je neprekidna u svakoj tacki skupa X.

Uslov neprekidnosti funkcije f : X — Y moZe da se iskaZe koriS¢enjem ra-
zli¢itih pojmova - otvorenog, zatvorenog skupa, baze i podbaze. Preciznije o tome

u sledecoj teoremi ¢iji se dokaz moZe naci u ([10], strane 98-99).

Teorema 1.2.31 Neka su (X,Ox) i (Y, Oy) topoloski prostorii f : X — Y.
Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

a) Funkcija f je neprekidna.
b) Za svaki otvoren skup O C Y skup f~[0] C X je otvoren.

c) Za svaki zatvoren skup F' C Y skup f~1[F] je zatvoren.

d) Zasvaki skup A C X vazi f[A] C f[A].

e) Ako je By proizvoljna baza topologije Oy, onda je za svaki skup B € By
skup f~1[B] C X otvoren.
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f) Ako je Py proizvoljna podbaza topologije Oy, onda je za svaki skup P €
Py skup f~1[P] C X otvoren. O

Teorema 1.2.32 Neka su (X,Ox), (Y,0y), (Z,0z) topoloski prostori a f :
X =Y, g:Y — Z neprekidne funkcije. Tada je kompozicijago f : X — Z
neprekidna. O

Prethodno definisan pojam neprekidnosti preslikavanja omoguéava nam da,
dokazivanjem sledece teoreme, uvedemo novi pojam.

Teorema 1.2.33 Neka je {Y; : ¢ € I} kolekcija topoloskih prostorai f; : X — Y;
odgovarajuca kolekcija funkcija. Tada postoji najmanja topologija O na X za koju
su sve funkcije f; : X — Y; neprekidne.

Dokaz. Na osnovu teoreme 1.2.31, tacnije ekvivalencije (1-2), takva topologija
mora sadrZavati skupove oblika fi_1 [U], gde je U otvoren skup u Y, tj. mora biti
ispunjeno S = {f; }[U] : U C V;,U je otvoren,i € I} C O. Prema teoremi
1.2.11, trazena topologija ima S kao podbazu. O

Definicija 1.2.34 Topologija O iz teoreme 1.2.33 naziva se topologija generisana
funkcijama f;.

Citalac verovatno zna (primer 1.3.8) da je metrikom d(z,y) = |z — y| defin-
isana uobicajena topologija na R. Ova metrika definiSe topologiju i na zatvorenom
intervalu [0, 1]. Na primer, vaZi (u prostoru ([0,1],d)): B(0,3) = [0,3). Sada
mozemo da uvedemo novu aksiomu separacije:

Definicija 1.2.35 Za topoloski prostor (X, O) kazemo da je:

e kompletno regularan ako i samo za svaku tacku x € Xi neprazan zatvoren
skup F koji je ne sadrzi postoji neprekidna funkcija f : X — [0, 1] takva da
je f(x) = 01 f[F] = L.

o T} 1 -prostor ako i samo je kompletno regularan 77 prostor.

Sledecéa teorema, Ciji se dokaz moZe naéi u ([10], strane 102-104), opravdava
naziv 751 - prostor.
2

Teorema 1.2.36 Svaki 7 1- prostor je T3-prostor. Svaki T} je ujedno i 7} 1- pros-
tor.



1.2. UVODNI POJMOVI IZ TOPOLOGIJE - TOPOLOSKI PROSTORI 17

Napomenimo da su klase 73, T}, T tri razliCite klase topoloSkih prostora.
2
Pored neprekidnih, bi¢e nam potrebna otvorena i zatvorena preslikavanja, pa
ih uvodimo slede¢om definicijom.

Definicija 1.2.37 Neka su (X,Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori. Preslikavanje
f:X—=Yje

e otvoreno ako i samo je za svako O C Ox skup f[O] C Y otvoren.

e zatvoreno ako i samo je za svaki zatvoren skup F' C X skup f[F] C Y
zatvoren.

Homeomorfizam uvodimo slede¢om definicijom

Definicija 1.2.38 Neka su (X,Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori. Preslikavanje
f : X — Y je homeomorfizam ako i samo su ispunjeni sledeci uslovi:

e f je bijekcija;
e f je neprekidno;
e ! je neprekidno.
Koristiéemo i sledecu jednostavnu teoremu.

Teorema 1.2.39 Neka su (X,Ox) i (Y, Oy) topoloski prostorii f : X — Y
neprekidna bijekcija. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

1. f je bijekcija;
2. f je otvoreno;

3. f je zatvoreno. O

Invarijante neprekidnih preslikavanje su osobine koje se pri neprekidnoj sirjek-
ciji prenose sa domena na kodomen. Preciznije receno:

Definicija 1.2.40 Osobina P topoloskih prostora je invarijanta neprekidnih pres-
likavanja ako i samo ako za svaka dva topoloska prostora (X, Ox) i (Y,0Oy) i
svaku neprekidnu sirjekciju f : X — Y vaZzi: Ako prostor X ima osobinu P,
onda i prostor Y ima osobinu P. Invarijante homeomorfizma zovemo topoloske
osobine.
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U sledecoj teoremi navedene su neke invarijante preslikavanja.

Teorema 1.2.41 Separabilnost je invarijanta neprekidnih preslikavanja. Sve ak-
siome separabilnosti i druga aksioma prebrojivosti su topoloske osobine. a

U proizvoljnom topoloSkom prostoru moZe se definisati i granica niza eleme-
nata.

Definicija 1.2.42 Neka je (X, O) topoloski prostor. Tacka a € X je granica
niza (z, : n € N) ako i samo ako za svaku okolinu U tacke a postoji prirodan
broj ng takav da za svako n > ng vazi x, € U. Niz koji ima granicu zovemo
konvergentan niz.

Niz u opStem slucaju ne mora da ima jedinstvenu granicu. Medutim, vaZzi (i jed-
nostavno se dokazuje):

Teorema 1.2.43 U Hausdorfovom prostoru niz moze da ima najvise jednu granicu.
O

Ako niz (z,,) ima jedinstvenu granicu a, piSemo lim z,, = a.
Cesto Ce biti koriS¢ena i sledeca

Teorema 1.2.44 Ako je x granica nekog niza tataka skupa A, onda je x € A.

Definicija 1.2.45 Niz {x,, : n € N} je stacionaran ako i samo ako postoji tatka
a 1 prirodan broj ng tako da je x, = a za sve n > ny.

U svakom topoloSkom prostoru stacionarni nizovi su konvergentni.

Primer 1.2.46 U prostoru sa diskretnom topologijom stacionarni nizovi jedini
konvergiraju Neka je (X, P(X)) prostor sa diskretnom topologijom. Neka je
(x,,) konvergentan niz Cija je granica a. Sledstveno definiciji 1.2.42, za svaku
okolinu tacke a svi tacke skupa X osim njih najviSe kona¢no mnogo pripadaju toj
okolini. Uzimimo za okolinu singlton {a}. Dakle, postoji prirodan broj ng takav
da za sve n > ng vazi x,, € {a} tj. x,, = a dakle niz je stacionaran.

Definicija 1.2.47 Neka su (X,Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori i zyp € X pro-
izvoljna tacka. Funkcija f : X — Y je nizovno (sekvencijalno) neprekidna
u tacki o ako i samo za svaki niz (z,) u prostoru X iz limx, = =z sledi

lim f(2n) = f (o)
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Lako se pokazuje da je sekvencijalna neprekidnost slabija od neprekidnosti, tj.
da vazi sledeca

Teorema 1.2.48 Ako je funkcija f : X — Y neprekidna u tacki zo € X, onda je
i sekvencijalno neprekidna u toj tacki. O

Narednom teoremom (koja se jednostavno dokazuje) reSavamo problem pre-
nosenja topoloske strukture na neki podskup topoloskog prostora.

Teorema 1.2.49 Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X neprazan skup. Tada
je kolekcija O4 = {O N A : O € O} topologija na skupu A. O

Definicija 1.2.50 Za topologiju O 4 definisanu u prethodnoj teoremi kazemo da
je indukovana topologijom O. Topoloski prostor (A4, O 4) je potprostor prostora
(X,0). Ako je A otvoren (zatvoren), za odgovarajuci potprostor kazemo da je
otvoren (zatvoren).

Teorema 1.2.51 Neka je (X, Q) topoloski prostor i A C X neprazan skup. Ako
sa F4 oznaCimo familiju svih zatvorenih skupova prostora (A, O 4), onda vazi:

a) Fa={FNA:FeF}
b) O4 C O ako i samo ako je A otvoren;

c) F4 C F akoisamo je A zatvoren. O

Nasledne osobine definiSemo u daljem tekstu.

Definicija 1.2.52 Topoloska osobina P je nasledna ako i samo ako za svaki topo-
loski prostor (X, O) vazi: Ako (X, ©O) ima osobinu P, onda svaki njegov potpros-
tor ima tu osobinu.

Topolosku osobinu P je nasleduju otvoreni skupovi ako i samo ako za svaki
topoloski prostor (X, Q) vazi: Ako (X, ) ima osobinu P, onda svaki njegov
otvoren potprostor ima tu osobinu. Analogno definiSemo osobinu koju nasleduju
zatvoreni skupovi.

U teoremi koja sledi navodimo neke nasledne osobine.
Teorema 1.2.53 Vazi:

e Aksiome separacije T3, 7 < 3% su nasledne osobine.
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e Osobina “zadovoljavati drugu aksiomu prebrojivosti” je nasledna.

e Separabilnost nasleduju otvoreni potprostori.

e Osobinu 7} nasleduju zatvoreni potprostori. O
Definicija 1.2.54 Neka su X, Y neprazni skupovii f : X - Yi A C X. Za
preslikavanje g : A — f[A] definisano sa g(z) = f(x) za sve x € A kaZzemo da je
sirjektivna restrikcija preslikavanja f na A, u oznaci f|A.

Ako su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori, preslikavanje f : X — Y je
potapanje ako i samo je sirjektivna restrikcija f| X homeomorfizan.

U proveri da li je neko preslikavanje potapanje, najcesée se koristi sledeca

Teorema 1.2.55 Neka su (X,Ox) i (Y,Oy) topoloski prostorii f : X — Y
proizvoljno preslikavanje. Tada je ispunjeno:

e Ako je f neprekidna otvorena injekcija, onda je potapanje.
e Ako je f neprekidna zatvorena injekcija, onda je potapanje.
VaZznu klasu topoloskih prostora ¢ine povezani prostori.

Definicija 1.2.56 Topoloski prostor (X, O) je povezan ako i samo skup X ne
moZe da se predstavi kao unija dva neprazna, disjunktna otvorena skupa. Inace
je nepovezan

Koristi¢emo teoremu

Teorema 1.2.57 Neka je (X, O) topoloski prostor. Tada su ekvivalentni sledeci
uslovi.

e (X,0) je povezan
e U prostoru (X, O) ne postoji neprazan otvoren i zatvoren skup razli¢it od X.

Definicija 1.2.58 Topoloski prostor (X, O) je nuladimenzionalan ako i samo ako
je T i postoji baza B topologije O koja se sastoji od skupova koji su istovremeno
otvoreni i zatvoreni.

Vazna osobina topoloskih prostora je kompaktnost koju uvodimo definicijama
koje slede.
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Definicija 1.2.59 Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X. Familija {O; : i €
I'} podskupova skupa X je pokriva¢ skupa A ako i samo ako je A C (J;c; O;.
Ako su pritom svi skupovi O; otvoreni, govorimo o otvorenom pokrivacu.

Definicija 1.2.60 Topoloski prostor (X, O) je kompaktan ako i samo svaki otvo-
ren pokriva¢ skupa X sadrZi otvoren pokrivac.

Lako se pokazuje da vazi sledeca

Teorema 1.2.61 Kompaktnost je invarijanta neprekidnih preslikavanja, pa i topo-
loska osobina. O

Uves¢emo i pojam kompaktnog skupa.

Definicija 1.2.62 Neka je (X, O) topoloski prostori A C X. Skup A je kompak-
tan skup ako i samo ako je potprostor (A, O 4) kompaktan topoloski prostor. Skup
kompaktnih podskupova datog prostora X oznaci¢emo sa K (X).

Pokazuje se da ovu deficiju moZemo zameniti slede¢om teoremom i time karak-
terisati kompaktnost skupova preko otvorenih pokrivaca, kao sto sledi.

Teorema 1.2.63 Skup A je kompaktan u prostoru (X, ) ako i samo ako svaki
njegov otvoren pokriva¢ sadrzi konacan potpokrivac.

O nasledivanju kompaktnosti govori sledeca teorema.

Teorema 1.2.64 Kompaktnost je nasledna prema zatvorenim skupovima. O

Primer 1.2.65 U prostoru sa diskretnom topologijom konacni i samo konacni
skupovi su kompaktni

Lako se pokazuje da su u svakom prostoru konaéni podskupovi kompaktni.
U prostoru sa diskretnom topologijom vaZzi i obratno - kona¢ni skupovi su jedini
kompaktni. Neka je (X, P(X)) prostor sa diskretnom topologijom i u njemu kom-
paktan skup A C X. S obzirom da je A = |J,c4 {a}, skup{{a} : a € A} je
otvoren pokrivaé skupa A koji ima konacan pokrivaé, pa postoje ai,...a, € A
takvidaje A C {a1,...,a,}, dakle A je konacan.

S obzirom da éemo se prilikom proucavanja poljskih prostora veoma cesto
ogranicavati na Hausdorfove, ovom prilikom dajemo nekoliko rezultata koji karak-
teriSu kompaktnost u Hausdorfovim prostorima.
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Teorema 1.2.66 Neka je (X, O) Hausdorfov prostor i A C X kompaktan skup.
Tada je skup A je zatvoren. O

Teorema 1.2.67 Neka je (X, O) kompaktan Hausdorfov prostor. Tada je skup
A C X kompaktan ako i samo ako je zatvoren. Svaki kompaktan Hausdorfov
prostor je T-prostor. O

Pomenimo i poznatu Hajne - Borelovu teoremu

Teorema 1.2.68 (Hajne-Borel) Podskup A prostora? (R, O,,.;) je kompaktan ako
1 samo ako je ogranicen. O

Osobine preslikavanja kompaktnih prostora izlaZzemo u sledecoj teoremi.
Teorema 1.2.69 Vaze sledeca tvrdenja:
a) Neprekidna funkcija preslikava kompaktan skup na kompaktan skup.
b) Neprekidna realna funkcija nad kompaktnim prostorom dostiZe svoj maksi-
mum i minimum. O
Teorema 1.2.70 Neka je f neprekidno preslikavanje kompaktnog prostora
(X, Ox) u Hausdorfov prostor (Y, Oy ). Tada je ispunjeno:
a) f je zatvoreno preslikavanje.
b) Ako je f bijekcija, onda je homeomorfizam.
¢) Ako je f injekcija, onda je potapanje. O
S obzirom da ¢e nam za konstrukciju poljskih prostora od posebnog znacaja

biti proizvod topoloskih prostora, ¢itaoca ovom prilikom podseéamo na definiciju
tihonovskog proizvoda, neka jednostavna svojstva i multiplikativne osobine.

Definicija 1.2.71 Direktan proizvod familije skupova {X; : i € I} je skup svih
funkcija f : I — (J,.; X; sa osobinom f (i) € X;. Drugim re¢ima:

i€l
[[Xi={f:1-JXi: f(i) € Xi}.
iel i€l

2ovo tvrdenje vaZi i za prostore R™
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Ovaj skup je neprazan, na osnovu aksiome izbora. Ukoliko su svi skupovi jednaki,
pisemo jednostavno X,

Definicija 1.2.72 Za j € J preslikavanje 7; : [[,.; X; — X dato sa 7;(f) =
f(Jj) zovemo projekcija proizvoda na prostor X;.

Topologiju Tihonova uvodimo slede¢om teoremom.

Teorema 1.2.73 Neka je I neprazan skup, a {(X;, 0;) : i € I} familija topoloskih
prostora. Tada je

a) Kolekcija P svih podskupova skupa [] X; oblika 7; *[O;], gde je i € T
proizvoljan indeks, a O; € O; otvoren skup u X;, podbaza je neke topologije
O na skupu [ [ X;.

b) Kolekcija svih kona¢nih preseka elemenata kolekcije P:

B={(m'0i]: K CIAIK|<RoA(VieK)O; € 0;)}
€K

je baza topologije O. a

Definicija 1.2.74 Topologiju O na proizvodu topoloskih prostora, uvedenu u pre-
thodnoj teoremi zovemo topologija Tihonova. Za prostor [ X; kazemo da je
(Tihonovski) proizvod prostora {(X;, 0;) : i € I}.

Jednostavno se dokazuje sledeca teorema, koju ¢emo nekoliko puta koristiti.
Teorema 1.2.75 Uz pretpostavke i oznake uvedene u teoremi 1.2.73 vaZzi:
a) Projekcije 7; : [[ X; — X su neprekidne, otvorene sirjekcije.

b) Ako je (Y, Oy) topoloski prostor, tada je preslikavanje f : Y — [[X;
neprekidno ako i samo je kompozicija 7; o f : Y — X neprekidna za svako
1€ 1. O

Definicija 1.2.76 Topoloska osobina P je multiplikativna (konac¢no, prebrojivo
multiplikativna) ako i samo ako je proizvod svake familije (prebrojive, konac¢ne
familije) topoloskih prostora, od kojih svaki ima osobinu P, prostor sa osobinom
P.
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Primetimo da se zahteva da P bude topoloska osobina. U narednoj teoremi nave-
S¢emo neke multiplikativne osobine.

Teorema 1.2.77 Vaze sledeca tvrdenja:
e Aksiome separacije 1),k = 0,1,2, 3, 3% su multiplikativne.
e Druga aksioma prebrojivosti je prebrojivo multiplikativna.
e Separabilnost je prebrojivo multiplikativna.

e Povezanost je multiplikativna. O

Teorema 1.2.78 (Tihonov) Proizvod proizvoljne kolekcije kompaktnih prostora
je kompaktan prostor.

1.3 Uvodni pojmovi iz topologije- metricki prostori
Slede¢om definicijom uvodimo metriku i osnovne pojmove u metrickim prostorima.
Za tvrdenja koja nisu dokazana, ¢itaoca upucujemo na [10].

Definicija 1.3.1 Neka je X neprazan skup i neka je d : X2 — [0, co0) funkcija sa
slede¢im osobinama (za sve x,y, z € X):

(M1) d(z,y) = 0 ako i samo ako je x = y;
M2) d(z,y) = d(y,z);
M3) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y),

naziva se metrika na X. Osobinu (M3) zovemo nejednakost trougla. Uredeni
par (X, d) zovemo metriki prostor a broj d(x,y) rastojanje tacaka z i y. Skup
B(z,r) ={y: d(z,y) < r} zovemo lopta sa centrom u z i polupre¢nikom 7.

Lako se, koristeci osobine (M1-M3) iz definicije 1.3.1 pokazuje sledeca

Teorema 1.3.2 Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je kolekcija By = { B(z,r) :
x € X Ar > 0} baza neke topologije Oy na skupu X. O

Definicija 1.3.3 Za topologiju Oy definisanu u prethodnoj teoremi kazemo da je
odredena (indukovana) metrikom d.

Topoloski prostor (X, Q) je metrizabilan ako i samo ako postoji metrika d
koja indukuje topologiju O tj. vazi O = Oj.
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Primer 1.3.4 Trivijalna metrika indukuje diskretnu topologiju
Neka je X neprazan skup. Funkcija do; : X2 — [0, 00) definisana sa:

1, =
d01($7y)_{0 xig

Zadovoljava uslove (M1-M3) iz definicije 1.3.1, §to se trivijalno proverava, pa je
re¢ o metrici. Zovemo je 01-metrika.

Za proizvoljno z € X lopta B(z,3) = {y € X : dn(z,y) < 3} = {z}.
Dakle, B; O {{z} : * € X}, panaosnovu primera 1.2.6 jasno je da vazi O; = X.
Dakle, prostor sa diskretnom topologijom je metrizabilan.

U metrickim prostorima moZemo “meriti” skupove. SledeCom definicijom
uvodimo dijametar skupa.

Definicija 1.3.5 Neka je dat metri¢ki prostor (X, d) i skup A C X. DefiniSemo
dijametar skupa A:

diam(A) = sup{d(zx,y) : x,y € A}
(Po definiciji je diam()) = 0). Skup je ogranifen ako ima konacan dijametar.

Primetimo da je diam(B(x,r)) < 2r. MoZe se jednostavno pokazati da je skup
ogranicen ako i samo ako postoji lopta koja ga sadrZi.

Definicija 1.3.6 Neka je X neprazan skup. Za metrike d; i d na X kaZemo da su
uniformno ekvivalentne ako i samo ako postoje brojevi k£, h > 0 takvi da za sve
T,y € X vazi dl(xa y) < ]{jdg(l‘,y> i dg(l’,y) < hdl(‘r’y)

Lako se pokazuje da relacija “’biti uniformno ekvivalentan sa” u skupu svih metrika
na skupu X ima svojstvo refleksivnosti, antisimetri¢nosti i tranzitivnosti.

Za uniformno ekvivalentne metrike vaZzi sledeca teorema ¢iji se dokaz moze
naéi u ([10], strana 71).

Teorema 1.3.7 Uniformno ekvivalentne metrike indukuju istu topologiju. O

Primer 1.3.8 Ekvivalentne topologije na R". Za proizvoljne tacke x,y € R"
gdejer = (x1,...2n),y = (Y1,.-.,Yn) i p > 1 definiSemo preslikavanja:

- 1 .
dp<l‘,y) = (Z ‘ml - yi‘p>p 1 doo(m,y) = max{‘xi - yl’ = 17 cee 7n}'

i=1
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Moze se pokazati da su ova preslikavanja zaista metrike. Za proizvoljno p > 1
imamo:

3=

dy(@,y) < (n(doo(@,9))") 7 = nPduc(,y)

a takode

3=

oo (2,9) = ((doo(, 1)) 7 < (X lws = )7 = dy(, ).
i=1

Sve metrike oblika d,, su uniformno ekvivalentne d., pa su uniformno ekviva-
lentne medusobno i, na osnovu teoreme 1.3.7, indukuju istu topologiju.
Specijalno, zan = 1 metrika d(x, y) = |x —y| indukuje uobicajenu topologiju.

Za poljske prostore bi¢e posebno znacajne ogranic¢ene metrike. Uvodimo ih slede-
¢om definicijom.

Definicija 1.3.9 Metrika d na skupu X je ogranicena ako i samo ako postoji re-
alan broj M > 0 tako da je ispunjeno d(z,y) < M za sve z,y € X. (kratko
piSemo d < M).

Svakom metrizabilnom prostoru moZemo pridruZiti ograni¢enu metriku koja in-
dukuje istu topologiju. Preciznije, vazi:

Teorema 1.3.10 Svaki metricki prostor je metrizabilan ograni¢enom metrikom.

Dokaz. Neka je (X, O) metricki prostor. Tada postoji metrika d takva da indukuje
topologiju O. Pokazuje se da je preslikavanje d’ : X2 — [0, c0) dato sa

/ d(z,y)
d(z,y) = m

(o¢igledno ogranicena, d < 1) metrika i da indukuje istu topologiju kao i d, dakle
0. O

U metri¢kim, pa i metrizabilnim prostorima vaZzi sledeca

Teorema 1.3.11 Metricki prostor (X, d) je separabilan ako i samo ako zadovoljava
drugu aksiomu prebrojivosti.

Dokaz. Videti u ([10], strane 87-88) O
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Definicija 1.3.12 Neka je (X, d) metricki prostor, z € X i A C X neprazan skup.
Rastojanje tacke x od skupa A definiSemo na sledeéi nacin:

d(xz,A) = inf{d(z,a) : a € A}.

Ova definicija je dobra jer je skup {d(z,a) : a € A} C R neprazan i ogranien
odozdo (jedna donja granica je 0, na osnovu definicije metrike) pa ima infimum.
Skup {x € X : d(x, A) < r} oznaCavamo sa B(A,r).

Za metricke prostore vazi sledeca teorema, Ciji se dokaz moZe nacu ([10],
strana 96):

Teorema 1.3.13 Svaki metricki (pa i metrizabilni) topoloSki prostor je Ty-prostor.
g

U metrickom prostoru uvodimo uniformnu neprekidnost, kao Sto sledi.

Definicija 1.3.14 Ako funkcija f : (X,d) — (Y,d') ima sledecu osobinu: za
svako & > 0 postoji & > 0 tako da iz d(z,y) < d sledi d'(f(z), f(y)) < e, f je
uniformno neprekidna funkcija.

Jednostavno se pokazuje
Teorema 1.3.15 Ako je f uniformno neprekidna funkcija, ona je i neprekidna u
svakoj tacki (X, d). O
BliZe o konvergenciji nizova u metrickom prostoru govori sledeca teorema,
koja se jednostavno dokazuje.
Teorema 1.3.16 Ako je (X, d) metricki prostor, vazi:

a) Akoje (r,) nizu X iz € X, onda je lim x,, = = ako i samo ako je

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > no)(d(zp, z) < ).

b) Ako postoji, granica niza je jedinstvena.

c) Svaki konvergentan niz je ograni¢en (postoji M/ > 0 takav da vazi d(z;, z;) <
M za x;, xj Clanove niza (z,)).

Pokazuje se da u metrickom prostoru vazi sledece svojstvo koje ¢emo cesto
koristiti.
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Lema 1.3.17 U metrickom prostoru (X, d), za svaki ograni¢eni podskup A C X

vazi: diam(A) = diam(A). O

Navescemo i nekoliko teorema o kompaktnosti u metrickim prostorima.
Definicija 1.3.18 Topoloski prostor (X, O) je

e nizovno kompaktan ako i samo svaki niz u skupu X ima konvergentan
podniz.

e Prebrojivo kompaktan ako i samo ako svaki beskonacan podskup skupa X
ima tacku nagomilavanja.

Pokazuje se da u metrickim prostorima vazi sledeca

Teorema 1.3.19 Neka je (X, d) metri¢ki prostor. Tada su ekvivalentni sledeci
uslovi:

e Prostor (X, d) je kompaktan.

e Prostor (X, d) je nizovno kompaktan.

e Prostor (X, d) je prebrojivo kompaktan. 0
Definicija 1.3.20 Neka je (X, d) metricki prostor i ¢ > 0. Svaki konacan skup

K C X takav da je X = J,cx B(z,¢) zovemo e—mreZa. Prostor (X,d) je
totalno ogranicen ako i samo ako za svaki broj ¢ > 0 ima e-mreZu.

Teorema 1.3.21 Metricki prostor (X, d) je kompaktan ako i samo ako je komple-
tan i totalno ogranicen. a

Teorema 1.3.22 Svaki kompaktan metricki prostor je separabilan. Kompaktan
podskup metri¢kog prostora je zatvoren i ogranicen. O

Najzad, moZe se pokazati sledeca teorema, koju ¢emo Koristiti.

Teorema 1.3.23 Akoje f : (X,d) — (Y, d) nepredkidna funkcija, a (X, d) kom-
paktan prostor, f je uniformno neprekidna funkcija.

Dokaz. Videti u [3], zadatak 14, strane 96-97. O

S obzirom da su poljski prostori metrizabilni, u daljem tekstu navodimo neko-
liko teorema o metrizabilnosti.
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Teorema 1.3.24 Metrizabilnost je topoloska osobina.

Dokaz. Neka je (X, Ox ) metricki prostor i dx metrika na skupu X koja indukuje
topologiju Ox. Neka je (Y, Oy) prostor homeomorfan prostoru X i f : Y — X
proizvoljan homeomorfizam. Defini§imo preslikavanje dy : Y? — [0,00) na
slededi nacin:

dy (y1,y2) = dx (f(y1), f(y2))-

Pokazacemo da je ovo preslikavanje metrika na Y. Zaista, iz uslova dy (y1,y2) =
0 dobijamo dx (f(y1), f(y2)) = 0. paje f(y1) = f(y2) iz Cegaje iy = 1o
jer je f injekcija, pa je uslov (M1) ispunjen.Oc¢igledno vazi i uslov (M2), dok se
nejednakost trougla trivijalno proverava. Lako se pokazuje i da dy generise Oy .
O

Teorema 1.3.25 Metrizabilnost je nasledna osobina.

Dokaz. Za topoloski prostor (X, Q) i metriku d koja ga indukuje i proizvoljan
neprazan skup A C X, funkcija d4 = d|A? metrika na A koja indukuje ovaj
potprostor. O

Teorema 1.3.26 Metrizabilnost je prebrojivo multiplikativna osobina.

Dokaz. Neka je {(X,,0,) : n € w} skup metrizabilnih topoloskih prostora.
Prema teoremi 1.3.10 postoje metrike d,, : n € w takve da je d, < 1. Za
proizvoljne elemente f, g € [ X, definiSemo

oo
dn(f(n),9(n)
d(f,9) = —ont1
n=0
Moze se pokazati (videti [10], strane 181-182) da je preslikavanje d zaista metrika
i da indukuje topologiju Tihonova. O

Koristiéemo i poznatu Urisonovu teoremu - dovoljan uslov za metrizabilnost
topoloskog prostora. Dokaz se moZe naci u [10], strana 183.

Teorema 1.3.27 (Metrizaciona teorema Urisona) Svaki 731~ prostor sa drugom
2
aksiomom prebrojivosti je metrizabilan. O
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U redovima koji slede definisaCemo vaznu klasu metrickih prostora, kako za
ovaj master rad, tako za funkcionalnu analizu u celini - kompletne prostore. Defi-
niSemo ih preko Kosijevih nizova, kao $to sledi.

Definicija 1.3.28 Neka je (X, d) metri¢ki prostor. Za niz (x,, : n € N) u prostoru
X kazemo da je KosSijev niz ako i samo ako vazi sledece:

Ve > 03ng € NVm,n > ng d(zm,x,) < €.
U narednoj teoremi navodimo neka svojstva KoSijevih nizova.
Teorema 1.3.29 U metrickom prostoru (X, d) vazi:
a) Svaki konvergentan niz je KoSijev.
b) Ako Kosijev niz ima konvergentan podniz, onda je i sam konvergentan.

¢) Svaki Kosijev niz je ogranicen. O

Definicija 1.3.30 Metricki prostor (X, d) je kompletan ako i samo ako u njemu
svaki koSijev niz u X konvergira. Skup A je kompletan ako i samo ako je skup
(A, d4) kompletan.

Primer 1.3.31 Prostor sa 01- metrikom je kompletan

Neka je (X, do1) diskretan topoloski prostor i neka je (z,,) KoSijev niz u ovom
prostoru. Shodno definiciji 1.3.28, odredimo ng € N tako da je za sve m,n > ng
ispunjeno do1 (T, Tn) < % Tada, s obzirom na nacin na koji je 01— metrika
definisana, za sve m,n > ng vazi z,, = T = Zn,, Pa je niz stacionaran a kao
takav i konvergentan.

Primer 1.3.32 Prostor R sa uobicajenom metrikom je kompletan

Neka je (x,, : n € N) Kosijev realan niz. On je, na osnovu teoreme 1.3.29
(c), ograniCen, pa postoji interval [a,b] C R koji sadrzi sve ¢lanove ovog niza.
Skup [a, b] je zatvoren i ogranien u uobicajenoj topologiji pa je kompaktan, na
osnovu Hajne- Borelove teoreme. On je, s obzirom na teoremu 1.3.19 i nizovno
kompaktan pa dati KoSijev niz ima konvergentan podniz a osnovu teoreme 1.3.29,
on je i sam konvergentan.

Za kompletne metricke prostore vazi sledeéa
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Teorema 1.3.33 (Kantor) Metri¢ki prostor (X, d) je kompletan ako i samo ako
svaki opadajuéi niz F; O Fy D F3 DO ... nepraznih, zatvorenih i ogranicenih
skupova, takav da je lim,,_, o, diam(F,) = 0, ima neprazan presek.

Dokaz.

(—) Neka je (X, d) kompletan metricki prostor i neka je (F), : n € N) familija
zatvorenih skupova sa navedenim osobinama. Odaberimo tacke =, € F), (pri-
menom aksiome izbora). Dokazimo da je niz (x, : n € N) Kosijev. Neka je
dato ¢ > 0. S obzirom da je lim,_,~ diam(F,) = 0, postoji ny € N tako da
za svako n > ng vazi diam(F),) < e. Za proizvoljne m,n > ny imamo da je
Ty T € Fy = d(@m, ) < diam(F,,) < ¢ iz Cega zakljuCujemo da je pos-
matrani niz Kosijev pa i konvergentan. Neka je lim x,, = . Za proizvoljnom € N
podniz (z, : n > m) niza (x, : n € N) je niz u skup F},, i ima granicu x. Na
osnovu teoreme 1.2.44, a imajudi u vidu teoremu 1.2.22(b), jasno je da x € Fj,.
Dakle, z € F),, zasve m € Niz Cegasledi da (", oy Fn # 0.

(+) Neka metri¢ki prostor (X, d) zadovoljava dati uslov. Neka je, dalje (x,, :
n € N) Kosijev niz u prostoru X. Za skupove A, = {z} : k > n},n € Nvazi
A} O Ay D A3 O ... 1ipokazaéemo da njihovi dijametri teZze nuli. S obzirom da
je dati niz Kosijev, za dato € > 0 postoji ng € N takav da za sve m,n > ng vazi
d(xm, Tn) < €, iz Cega sledi da je diam(A4,,) < . Kako za svako n > ng vazi
A, C Ay, imamo da je diam(A,,) < &, za n > ng,pa je lim,,_,~, diam(A,) = 0.

Za skupove A, imamo 4; D As D ..., kako je, na osnovu leme 1.3.17,
diam(A,) = diam(Ay), njihovi dijametri teZe nuli pa postoji tatka = € (),,cy An.
Pokaza¢emo da lim x,, = . Za proizvoljno € > 0 postoji broj ng € N takav da za
svako n > ng bude ispunjeno diam(4,,) < ¢, pas obziromda x,,, z € A dobijamo
d(xn,x) < €. O

Jednostavnom diskusijom, koriste¢i osobine KoSijevog niza, dokazuje se sle-
deca

Teorema 1.3.34 VaZi sledele:
e Kompletan podskup metrickog prostora je zatvoren.

e Podskup kompletnog metrickog prostora je kompletan ako i samo ako je
zatvoren. O

VaZnu klasu kompletnih prostora ¢ine prostori neprekidnih funkcija.



32 GLAVA 1. UVOD

Teorema 1.3.35 Neka je (X, d) kompletan metri¢ki prostor. Ako je skup C'(X)
definisan na sledeci nacin:

C(X)={f:X — R: fjeneprekidna i ograni¢ena}

preslikavanje d dato sa d( f, g) = sup,cx | f(x) — g(z)| (f,g € C(X)) je metrika
na C(X)1i(C(X),d) je kompletan.

Dokaz. Moze se naéi u [5], strane 99-100. O

Ako je X kompaktan skup, C'(X) je skup svih neprekidnih funkcija koje pres-
likavaju X u R, s obzirom na teoremu 1.2.69 (b). U teoremi 1.3.35 dovoljno je
skup R zameniti metrizabilnim prostorom Y i tako dobijamo prostor

C(X,Y)={f:X — Y : f jeneprekidna i ograniena}.

sa metrikom d(f, g) = sup,cx dy (f(x),g(x)) gde je dy metrika koja indukuje
topologijuna Y.

Definisaéemo izometriju, koja nam treba za jednu od najvaznijih konstrukcija
u funkcionalnoj analizi - kompletiranje.

Definicija 1.3.36 Neka su (X, dx) i (Y, dy) metri¢ki prostori. Za preslikavanje
f X — Y kaZemo da je izometrija ako i samo ako za svako x1,x9 € X vazi:

dx(x1,22) = dy(y1,92)

Prostori X i Y su izometriéni ako i samo ako postoji sirjektivna izometrija f :
X =Y.

Definicija 1.3.37 Metricki prostor (Y, dy) je kompletiranje metrickog prostora
(X, dx) ako i samo ako vaZe slede¢i uslovi:

e Y je kompletan;

e Postoji izometrija f : X — Y

e f[X] je gustu prostoru Y.

VaZi sledeéa teorema, Ciji se dokaz moze naéi u ([5], strane 105-109)

Teorema 1.3.38 Neka je prostor (:X , d) nekompletan metri¢ki prostor. Tada pos-
toji kompletan metricki prostor (X, d) i funkcija f : X — f[X] C X koja je
izometrijai f[X] je gust u X. Kompletiranje je jedinstveno do na izometriju. O
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O odnosu kompaktnosti i kompletnosti u metrickim prostorima govori sledeca

Teorema 1.3.39 Kompaktan metricki prostor je kompletan. Metric¢ki prostor je
kompaktan ako i samo ako je kompletan i totalno ogranicen. O

Primer 1.3.40 Kantorov skup

Geometrijski, Kantorov skup, koji cemo obelezavati sa E'; 3, formiramo tako
§to u prvom koraku iz intervala [0, 1] podeljenog na tri jednaka intervala, izostavl-
jamo srednji, dakle (%, %), u drugom koraku se preostala dva intervala dele na tri
jednaka dela, i u svakoj trisekciji izostavljamo srednji interval, u ovom slucaju
(3%, 3%) i (% + 3%, % + 3%) itd. Ako sa A oznac¢imo uniju intervala koji se izostavl-
jaju, jasno je da je A otvoren skup, pa je E; /3 = [0, 1]\ A, zatvoren skup. Kantorov
skup je kompaktan i kompletan kao zatvoren podskup kompaktnog i kompletnog
skupa [0, 1] (jasno, sa uobi¢ajenom metrikom).

Kantorov skup moZemo okarakterisati preko ternarnog zapisa brojeva iz inter-

vala [0, 1]. Svako x € [0, 1] ima ternarnu reprezentaciju:
> a
k
k=1
Reprezentacija je jedinstvena, osim u sluaju z = 3%0 (p, ko € w). Tada postoje
dve moguénosti njegovog zapisa:
a) ag, #0ia, =0zasve k > ko
b) na kg mestu je 0 ili 1 i zapis se nastavlja sa dvojakama.
Tada je Kantorov skup E; /3 skup realnih brojeva iz intervala [0, 1] koji se u ternarnoj
reprezentaciji mogu zapisati (ili u obliku a) ili b) ) iskljucivo preko cifara0i2. O
Najzad, uveséemo i normirane prostore koji pored topoloske imaju i vektorsku
strukturu.

Definicija 1.3.41 Neka je X vektorski prostor nad poljem R. Ako postoji pres-
likavanje ||.|| : X — [0, 00) sa osobinama

(N1) ||z|| = 0 ako i samo ako je z = 0;

(N2) ||IAz]| = [N||z]| zaX e Rix € X;
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(N3) [l +yll < =]l + llyll,

Kazemo da je preslikavanje ||.|| norma na X a ureden par (X, |.||) normiran
prostor.

Ako je (X, ||||) normiran prostor, tada je preslikavanje d : X2 — [0, co0) definisano
sad(z,y) = ||z —y| zasve z,y € X, metrika na X. Kompletan, normiran prostor
zovemo Banahov prostor.



Glava 2

Poljski prostori

2.1 Definicija, osnovne osobine

S obzirom da smo u uvodu definisali sve neophodne topoloSke pojmove, odmah
dajemo definiciju poljskih prostora.

Definicija 2.1.1 Topoloski prostor (X, O) je poljski (engl. Polish space) ako je
separabilan i kompletno metrizabilan (tj. ako postoji metrika d tako da je (X, d)
kompletan metricki prostor i O = Oy).

Iz same definicije poljskih prostora uocava su u pitanju topoloSke strukture.
Zahteva se egzistencija kompletne metrike a lako se moZe konstruisati beskonac¢no
mnogo kompletnih metrika koje generiSu istu topologiju. Ukoliko Zelimo da metri-
¢ku strukturu stavimo u prvi plan, te posmatramo kompletne i separabilne metricke
prostore, govorimo o poljskim metri¢kim prostorima.

Primer 2.1.2 Prebrojiv skup sa diskretnom topologijom je poljski

Neka je (X, P (X)) prostor sa diskretnom topologijom i neka je X prebrojiv.
Ve¢ smo videli (primer 1.3.8) da diskretnu topologiju indukujemo 01, odnosno triv-
ijalnom metrikom: Ovo je i kompletna metrika, na osnovu primera 1.3.31. Najzad,
ovaj prostor je i separabilan jer je metrizabilan i zadovoljava II aksiomu prebro-
jivosti (teorema 1.3.11), pa je i poljski.

Primer 2.1.3 Prostor (R, O,,;) je poljski

35
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Zaista, ovaj prostor je kompletno metrizabilan (primer 1.3.32) i separabilan
(primer 1.2.25), pa je stoga poljski. Takodje, zatvoreni intervali u R su poljski
(separabilni, jer u preseku sa skupom Q daju prebrojiv, gust skup, dok je zatvoreni
podskup kompletnog prostora je kompletan, teorema 1.3.34).

Primer 2.1.4 Prostori nizova [ su poljski,zap > 1

U kategoriju kompletno metrizabilnih prostora trivijalno spadaju i kompletni
metric¢ki prostori. Da bi ovakvi topoloski (odnosno metri¢ki) prostori bili poljski,
dovoljno je da budu separabilni. Pomenimo poljske prostore sa kojima se ¢italac
svakako sretao u topologiji, funkcionalnoj analizi, ali i teoriji parcijalnih diferenci-
jalnih jednacina. Skup

lp:{<mn:n6w>:2\mn]p<oo}

n=0

sa metrikom d(z,y) = (3.7 |zn — yn\p)% za sve x,y € [P je poljski prostor
(videti [3], strane 189-192) nazivamo [P-prostor, za 1 < p < ool. Medu ovim
prostorima posebno je znacajan prostor /2. Pomenimo i cg, prostor nizova koji
konvergiraju ka nuli, snabdeven supremum normom, najzad prostor LP(£2), ugaoni
kamen teorije mere.

Naredna teorema tvrdi da je osobina ’biti poljski prostor” topoloska. Dakle,

Teorema 2.1.5 Ako je (X, Ox) poljski prostor, (Y, Oy) topoloski prostor i f :
X — Y homeomorfizam, tada je i (Y, Oy) poljski prostor.

Dokaz. Koristimo ideju dokaza teoreme 1.3.24. Kako je (X, Ox) poljski prostor,
postoji (kompletna) metrika dx takva da je O4, = Ox. Takode, s obzirom da je f
homeomorfizam, postoji i homeomorfizam f : Y — X tako daje g = f~!. Zatim
se na prostoru (Y, Oy ) definise sledeéa funkcija dy : Y2 — [0,00), dy (y1,%2) =
dx(g(y1),9(y2)). Pokazuje se da je ovo metrika na Y koja indukuje topologiju
Oy . Jos ¢emo pokazati da je kompletna.

Neka je, dakle, (y, : n € w) KoSijev niz u Y. S obzirom na nacin na
koji je metrika dy definisana, jasno je da je KoSijev i niz (g(y,) : n € w).
Medutim, ovaj niz je KoSijev u (kompletnom prostoru) X pa je stoga konvergen-
tan. Neka lim,, o0 g(yn) = zo. Lako se dokazuje da lim,,—,oc ¥ = f(20)(er je

"Prostor I, nije poljski, jer nije separabilan.
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dy (Yn, f(x0)) = dx(zn, 9(f(x0)) = dx(zn,x0) < €), pa niz konvergira. Sepa-
rabilnost je topoloska osobina, pa je i (Y, Oy )separabilan. Time je dokaz okoncan.
g

Primer 2.1.6 Kompletna metrizabilnost nije invarijanta neprekidnih preslika-
vanja

Neka je f preslikavanje prostora (R, Op) u prostor Y = {0, 1} sa topologi-
jom Oy = {0,Y} dato sa f(z) = xo(z), gde je xq(z) karakteristi¢na funkcija
skupa Q dakle uzima vrednost 1 ako x € Q, inace je 0. Pokazuje se (videti
[10], primer 8, strana 107) da je f neprekidna, otvorena sirjekcija koja preslikava
(R, Ouop) u prostor (Y, Oy) koji nije kompletno metrizabilan, jer nije ni T pros-
tor. Kompletna metrizabilnost nije invarijanta neprekidnih, zatvorenih preslika-
vanja, jer se ni metrizabilnost ne o€uvava ovim preslikavanjima, videti [2], primer
1.4.17, strana 33.

Na osnovu prethodne teoreme i primera, formiramo tabelu.

\ sep. \ komp. met. | biti poljski prostor

neprekidno + - -
neprekidno i otvoreno +

neprekidno i zatvoreno | + - -

homeomorfizam + + +

Primer 2.1.7 Potprostor (0, 1) prostora (R, O,;) je poljski (!)

Na osnovu teoreme 2.1.5 dobijamo na prvi pogled neocekivan rezultat- prostor
(0,1) (sa indukovanom topologijom) je, s obzirom da je homeomorfan (R, O,0),
poljski! Sa druge strane, prostor (0, 1) sa uobi¢ajenom metrikom nije kompletan
-niz (1 : n € N) je Kosijev ali ne konvergira u (0,1). Medutim, treba imati na
umu ono §to smo ve¢ istakli- metrizabilnost kompletnom metrikom je topoloska
osobina i ne zavisi od konkretne metrike koja generiSe topologiju.

S obzirom da smo pokazali da je osobina biti poljski prostor” topoloska,
pitamo se da li je multiplikativna. Naredna teorema daje nam delimi¢an odgovor.

Teorema 2.1.8 Proizvod prebrojivo mnogo poljskih prostora je poljski prostor.

Dokaz. Neka su X,,, n € w separabilni prostori sa kompletnim metrikama d,,, n €
w, tako da vazi d,, < 1. Ovim se, s obzirom na teoremu 1.3.10, ne umanjuje opstost
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razmatranja. Na osnovu teoreme 1.3.27, metrizabilnost je prebrojivo multiplika-
tivna osobina. Preciznije, ako su (X,,,dy),n € w metricki prostori ograni¢enih
metrika, onda je sa
o0
7 dn(f(”)? g(n))
d(f,g) = Z T ontt
n=0
data metrika na [ | X,,. Treba pokazati da je kompletna.
Neka je, stoga, niz (fj : k € w) Kosijev niz elemenata iz [ [ X,,. S obzirom na
ociglednu nejednakost:

dn(fk;:flalfl(n)) < J(fk, fl)

Sledi da je i niz (fx(n) : k € w) Kosijev za svako n € w. Medutim, prostor
(Xn, dy) je kompletan paniz ( fi.(n) : k € w) konvergira. Neka je limg_, o, fx(n) =
g(n). Pokazaéemo da je limy_, o0 fr = ¢.

Neka je ¢ > 0 dato i neka je M > 0O prirodan broj tako da vazi 2% < e Za
i=0,1,...,M — 1niz (fi(i) : k € w) konvergira ka ¢(i) pa postoje prirodni
brojevi k; tako da vazi

) . €
k2 ki = di(fi(i), 9(1)) < B

i ] di i),9(i d; ,
Tada je d(fk, 9) = 3% w =ikt (fk2£+1g + 2o T(z))
Drugi sabirak sa desne strane nase formule moZemo majorirati na slede¢i nacin:
> M <> Eu 22+1 = 2% < 5. Sadruge strane, za k > max{k; :

1=

izO,l,...,M—l}lmamo

-1

dz ) 3 £
Z 21+1 <4+8+ i < g
=0

Dalje imamo
o] . M-1 00 . .
di(f di(f (i)) di(fx (i), 9(i))
d(fr:9) Z 21+1 =2 21+1 +2 — git1 <%
1=0 1=0 =M

Ovim je konvergencija pokazana. Dokazimo jo§ da je [ [ X, separabilan.
Neka je {z¥,x},...,} prebrojiv, gust skup u X;. Treba konstruisati prebrojiv,
gust skup u [ X,.
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Za o € w<¥ definisemo slededi element:

o(n)

zg, =0l

x n < |o

fol) = {

Pokazacemo da za svako f € [[ X, i dato ¢, lopta B(f,¢) sadrzi elemente iz
{fs : 0 € N<¥}. Odredimo prirodan broj M tako da je 1spunjen0 3 < 5. Za
i=0,1,...,M — 1, s obzirom da je X; separabilan, postoji =}, € B(f(i), 5).
Tada za o datosa o (i) = k;,i = 0,1,..., M — 1 vazi

(j(fa’f) o Z (f02n+1 T Z 2n+1 S

n=0 n=M

Drugi sabirak sa desne strane majoriramo na ve¢ poznat nacin:

dn(fo(n £
Z 2n+1 <22n+1:T4<§
n=M
Sa druge strane, imamo:
M- M—
L dulfo(n), F(0) N dn(a, S(0) e 11 e
> ont1 _ZT g+t +.)=5

n=0 n=0

Dakle,

d(fs, f) < 2% =&, odnosno f, € B(f,¢).

Ovim smo pokazali da je skup {f, : 0 € N<“} gustu [| X,,, a s obzirom da je
kardinalnosti ¥ (skup w<* je prebrojiv), dokazana je separabilnost naSeg prostora.
O

Neznatnom modifikacijom ovog dokaza moze se dokazati i sledeca

Teorema 2.1.9 Osobina biti poljski prostor” je kona¢no multiplikativna. a

Primer 2.1.10 Proizvod proizvoljno mnogo poljskih prostora ne mora biti poljski
Ovaj zakljucak sledi iz ¢injenice da metrizabilnost nije multiplikativna osobina. Na
primer, kub Tihonova [0, 1]¢, proizvod neprebrojivo mnogo poljskih prostora (je-
dini¢nog intervala) nije metrizabilan (videti [10], primer 6, strana 213), pa nije ni
poljski prostor.
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U sledecoj tabeli pregledno su prikazane multiplikativne osobine separabilnosti
i kompletne metrizabilnosti.

top. osob. ‘ sep. ‘ komp. met. | biti poljski prostor
konac¢na multiplikativnost + + +
prebrojiva multiplikativnost | + + +
multiplikativnost - - -

Kao neposredna posledica prethodno dokazanih svojstava, slede i brojni primeri.

Primer 2.1.11 Kantorov, Berov i Hilbertov kub

Prostor 2 = ({0,1},P({0,1}) je poljski, na osnovu teoreme 2.1.2, pa je i
prostor 2¢ poljski. Zovemo ga Kantorov prostor i oznacavamo sa C. Takode,
N = w¥, tihonovski proizvod w kopija diskretnih topoloskih prostora (w, P(w))
je poljski prostor koga zovemo Berov prostor. Najzad, kako je I = [0, 1] poljski,
kao zatvoreni podskup (kompletnog i separabilnog) prostora R, i prostor H = IN
je poljski. Zovemo ga Hilbertov kub.

Primer 2.1.12 Jaka topologija

Neka su X i Y separabilni Banahovi prostori. Sa L(X,Y) ozna¢icemo vek-
torski prostor neprekidnih linearnih funkcionela koje preslikavaju X u Y. U fun-
kcionalnoj analizi (videti [5], strana 132) se pokazuje da se neprekidnost u ovom
slu¢aju moZe zameniti ograni¢enos¢u linearne funkcionele (linearnog operatora)
T. Takode, pokazuje se da je to normiran prostor i daje se nekoliko ekvivalent-
nih nacina definisanja norme, medu kojima je najjednostavniji sledeéi: ||T'|| =
sup{||Tz|| : z € X A ||z|| = 1}.

Oznacimo dalje L;(X,Y) = {T € L(X,Y) : ||T'|| = 1}. Jaka topologija na
L(X,Y) je topologija generisana familijama sledecih linearnih funkcija: f,(7") =
Tz, f, : L(X,)Y) - Y, zax € X. Bazni skupovi ove topologije su oblika:
Vv goran T =15 € L(X,Y) : ||Sz1—Tz1|| < ¢, ||Szo—Tx2|| <e,...,[|Szn—
Tzl <e}zawy,zo,...zn € X,e >0,T € L(X,Y).

Jedini¢na lopta L1(X,Y") snabdevena jakom topologijom je poljski prostor.
Razmotrimo, bez umanjenja opStosti, realne Banahove prostore i neka je D C X
prebrojiv, gust skup u X i neka je svaka racionalna linearna kombinacija elemenata
iz D opet element skupa D. Prostor Y”, snabdeven topologijom proizvoda, je
poljski na osnovu teoreme 2.1.8 ( jer je “eksponent” D prebrojiv). Preslikavanje
T +— T|D iz L1(X,Y) u Y je injektivno a njegov kodomen je skup F dat sa:
F={feYP: (Vz,y € D)(Vp,q € Q)(f(pz + qy) = pf(z) + af(y) A
(o) (I f @)l < l]))}
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Moze se proveriti da je ovo preslikavanje restrikovano na F' ne samo bijekcija,
nego i homeomorfizam izmedu L, (X,Y) i F, paje L1(X,Y), sa jakom topologi-
jom, poljski prostor.

Primetimo da je, s obzirom na kompaktnost prostora 2 i teoreme Tihonova
(teorema 1.2.78), Kantorov skup kompaktan.

Veliku i vaznu klasu poljskih prostora ¢ine prostori neprekidnih funkcija. Neka
je X kompaktan a Y metrizabilan skup. Podsetimo Citaoca da skup svih neprekid-
nih, (pa i ograni¢enih) funkcija f : X — Y oznaCavamo sa C'(X,Y). Ako je
Y = R piSemo samo C'(X ). Primetimo odmah da je svaka funkcija f koja pripada
C(X,Y) i uniformno neprekidna jer joj je domen kompaktan skup.

Na C'(X,Y) uveli smo metriku (napomena iz teoreme 1.3.35)

d(f,g) = sup dy(f(x),g(x)) (tzv. supremum metrika)
zeX

Ovaj supremum postoji jer je funkcija z — dy (f(z), g(z)) neprekidna, kao
kompozicija neprekidnih funkcija(teorema 1.2.32). Pomenuta neprekidna funkcija
preslikava kompaktan skup X u skup realnih brojeva, pa je ogranicena (teorema
1.2.69)i stoga ima supremum.

U funkcionalnoj analizi (videti ve¢ pomenuti dokaz u [5], strane 99-101) se
pokazuje da je metricki prostor C'(X,Y") sa supremum metrikom kompletan. Na-
redna teorema nam govori nesto vise.

Teorema 2.1.13 Ako je X kompaktan i metrizabilan a Y poljski prostor, onda je i
C(X,Y) poljski prostor.

Dokaz. C(X,Y) je kompletno metrizabilan, na osnovu prethodnog. Treba jos
pokazati separabilnost. Neka je dx metrika koja indukuje topologiju na prostoru
X isa Cy, p, oznacimo slede¢i skup: Cp, , = {f € C(X,Y) : Vo, y(dx(z,y) <
m = dy(f(2), f(y) < )}

Neka je X,,;, € X konacan skup sa osobinom da je svaka tacka skupa X na
rastojanju manjem od % od neke tacke skupa X,,. Naime, s obzirom da je X
kompaktan, otvoren pokriva¢ { B(z, %) : x € X'} ima konacan potpokrivac i to je
na$ X, (dakle % mreza skupa X).

Neka je, dalje, D, ,, prebrojiv podskup skupa C,, ,, takav da za svaku f € Cp, ,, 1
svako pozitivno € postoji funkcija g € Dy, ,, za koju vazi dy (f(y),g(y)) < € za
sve y € X,,. Pokazacemo kako se dolazi do ovog skupa.
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S obzirom da je Y poljski, dakle separabilan, postoji prebrojiv, gust skup D C
Y. Neka je X,, = {x1,...,z,}. Posmatrajmo sledece k-torke:

{(B(d1,q1), B(da,q2), .., B(dk, q)) : (di,...,d) € Q" (dy, ..., dy) € D*}

Drugim rec¢ima, posmatramo k-torke otvorenih lopti sa srediStima u gustom
skupu i racionalnim poluprecnicima. Ovo je ocigledno prebrojiv skup.

Uzmimo u razmatranje samo one k-torke lopti B(d;,q;) : i = 1,2,...,k za
koje postoji funkcija f € C,, sa osobinom da je f(z;) € B(di,q) zai =
1,2,..., k. Za takve k-torke odaberimo po jednu funkciju sa ovom osobinom (na
osnovu aksiome izbora).

Za proizvoljno f € Ciy, i dato ¢ > 0 uzmimo ¢ € Q,q < 5. S obzirom
daje D gustu Y, B(f(x;),q) sadrzi tacke iz D. Uzmimo d; € B(f( i),q) N

dg,

D,i = 1,2,...,k. Jasno je da k-torka (B(d1,q), B(d2,q),...,B(dg,q)) ima
svog predstavnika u D,, , (jer funkcija f ima osobinu f(z;) € B(d,, q) i =
1,2,...,k), funkciju koju cemo oznaditi sa g. Ali tada za svako¢ = 1,2,...,k

vazi sledece

dy (f(zi), 9(x:) < dy (f(2i), di) + dy (9(xi),di) < 2q <e,

pa je g funkcija sa traZzenom osobinom.

Tvrdimo da je E' = U, ey Dm,n gust skup u C(X,Y’). Uzmimo stoga f €
C(X,Y) i proizvoljno €. Neka je n > % i mtakav da f € (), , (ovo je moguce
jer je f uniformno neprekidna funkcija). Uzmimo takode g € D,,, za koje je
dy (f(y),9(y)) < L zasvey € X,,. Pokazacemo da je d(f, g) < &

Za proizvoljno z € X, neka je 2’ € X,, takav da dx (z,2’) < L. Ispunjeno je
sledece dy (f(z), f(2')) < & < £. Vaze i nejednakosti dy (f(2'), g(2)) < L < £
idy(g(2),9(z)) < 2 < £ (erjeigu Cpyp). Nejednakost trougla zavriava
dokaz? jer

dy (f(2),9(z) < dy (f(2), f(z')) + dy(f(2), g(2")) + dy (9(2), 9(z)) <€
Dakle, prostor C'(X,Y") je poljski, jer je separabilan i kompletno metrizabilan. O

Na osnovu prethodnih teorema, videli smo kako se poljski prostori dobijaju
homeomorfizmima, tihonovskim proizvodima prebrojive familije poljskih pros-
tora, te formiranjem skupa (uniformno) neprekidnih funkcija. Problemom nasledi-
vanja osobine “biti poljski prostor” bavimo se u sledeem paragrafu.

2Citaocu skreéemo paZnju da se, s obzirom na duZinu i sloZenost dokaza, pojavljuju dva “ep-
silona” u dva dela dokaza. Od koriS¢enja nove oznake odustalo se zbog posstovanja £ — ¢ tradicije
i, shodno tome, Cinjenice da uloga epsilona prestaje onog trenutka kada se dokaZe odgovarajuca
nejednakost sa metrikom ili normom
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2.2 Potprostori poljskih prostora

Prostor (R, Oyp) je poljski (primer 2.1.3), njegov podskup [0, 1] (sa induko-
vanom topologijom) je zatvoren i poljski, dok je (0, 1) takode poljski prostor, ali
otvoren. Ovo jednostavno razmatranje namece pitanje nasledivanja osobine ”biti
poljski prostor”. Preciznije, treba odrediti potreban 1 dovoljan uslov pod kojim ée
podskup poljskog prostora i sam biti poljski.

Definicija 2.2.1 Neka je X topoloski prostor, (Y, d) metricki prostor, skup A C X
i neka je data funkcija f : A — Y. Za x € X definiSemo oscilaciju funkcije f u
tacki x:
oscy(x) = inf{diam(f[AN U] : U je otvorena okolina x }

Nije tesko videti da je oscy(x) = 0 ekvivalentan sa definicijom neprekidnosti
funkcije f u tacki z.

Za pozitivno ¢ definiSimo sledeci skup:

A ={r € X :oscy(x) < e}.

VaZi:

Lema 2.2.2 Skup A. je otvoren.

Dokaz. Pokazimo da je skup A, okolina svake svoje tacke. Neka je x € A. i neka
je U takva okolina tacke X da vazi diam(f[A N U]) < e. Tada za svaku tatku
y € ANU vazioscy(y) < € (jer postoji otvorena okolina y, upravo U, za koju je
diam(f[ANU]) < € paje i infimum ovih dijametara manji od ¢). Dakle, U C A,
pa je dokaz zavrSen. O

Lema 2.2.3 Skup {z € X : oscy(x) = 0}, odnosno skup tacaka u kojima je f
neprekidna, ima osobinu Gj.

Dokaz. Ocigledna je jednakost sledeéih skupova:
{x € X 1oscp(x) =0} = ﬂ Al
neN "

Ovim smo pokazali (imamo u vidu lemu 2.2.2) da je skup {z € X : oscy(x) = 0},
odnosno skup tac¢aka u kojima je f neprekidna, presek prebrojivo mnogo otvorenih
skupova, dakle G5 skup. a

Dokazaéemo i sledecu teoremu iz metrickih prostora.



44 GLAVA 2. POLJSKI PROSTORI

Teorema 2.2.4 Neka je X metrizabilan prostor. Tada svaki zatvoren podskup
prostora X ima osobinu G.

Dokaz. Podsetimo se (definicija 1.3.12), zaz € X i A C X definiSe se nenegati-
van broj:

d(z,A) = inf{d(z,y) : y € A}

Koristeéi osnovne osobine metrike, lako se dokazuje da vazi ova nejednakost:

Takode se pokazuje da je i e-lopta oko A, B(A,¢) = {d(x, A) < e} otvoren skup.
Sada je, sli¢no prethodnom razmatranju, za F' C X zatvoreno,

1
F=()B(F ~)
neN

Odnosno presek prebrojivo mnogo otvorenih skupova, dakle G, §to je i trebalo
dokazati. a

Sledeca teorema je vaZna za naSe ispitivanje nasledivanja poljskih prostora, ali
je takode i jedna od fundamentalnih teorema o ekstenziji neprekidnog preslika-
vanja.

Teorema 2.2.5 (Kuratovski) Neka je X metrizabilan, Y kompletno metrizabilan,
ACXif:A— Y neprekidna funkcija. Tada postoji G5 skup G tako da vaZi
A C G C Aineprekidno prosirenje g : G — Y od f.

Dokaz. Neka je G = AN {x : oscs(z) = 0}. Adherencija skupa A je zatvoren,
pa stoga i G5 skup, kao i {« : oscy(z) = 0}. Na osnovu ovoga je i G sa osobinom
Gs. S obzirom da je f neprekidna na A, vazi daje A C {z : oscy(x) = 0} N
A = G C A Uzmimo sada x € G proizvoljno. Kako x € A, postoji niz
(xn : n € N) takav da je lim, o, = x. Tada, s obzirom da je oscilacija
funkcije f u taCki x jednaka nuli, vazi lim,,_,o diam(f[{xnt1, Tnt2,...}]) =0
(Za proizvoljno £ > 0 odaberemo otvorenu okolinu tacke z za koju je diam(f[A N
U]) < e. Tada za ny € N takvo da za n > ng bude ispunjeno x,, € AN U vazi i
diam(f[{Zng+1, Tno+2, - --}]) < diam(f[ANU]) < €). Zato je niz (f(xy) : n €
N) Kosijev pa i konvergentan, s obzirom da je Y kompletan.
Funkciju g sada definiSemo prirodno:
g(x) = lim f(zy).

n—o0
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Treba proveriti da li je ova definicija dobra. Drugim re¢ima, za niz elemenata
(yn : n € N) iz A koji takode konvergira ka x, pokazaéemo da je lim,,_, o f(yn) =
lim,, oo f(2,). Pretpostavimo da to nije slucaj. Neka je, sledstveno tome
limy, 00 f(zn) = a, limy 00 f(yn) = b, a # b. S obzirom da je Y i Hausdorfov
prostor, tacke a i b se mogu razdvojiti disjunktnim okolinama pa za dovoljno velike
m > mgin > ng f(xm) i f(y,) pripadaju ovim okolinama i stoga postoji r > 0
tako da je d(f(xm), f(yn) > 7. Sa druge strane, s obzirom da je oscy(z) = 0,
odredimo otvorenu okolinu U tacke x tako da je diam(f[A N U]) < 5. Tada za
dovoljno velike m i n vazi f(xn), f(yn) € ANU, pajeid(f(zm), f(yn)) < 5.1
time dolazimo do kontradikcije.

Najzad, dokazimo da je funkcija g neprekidna (g zaista proSiruje f jer za
x € X imamo ¢g(z) = lim, ,~ f(z) = f(z)). Ekvivalentno, proveri¢emo da
je oscy(z) = 0 za proizvoljno x € G. Za otvorenu okolinu U tacke x imamo
g(U) C f[U] pa je i diam(g[U]) < diam(f[U]) = diam(f[U]). Zato je i
oscg(x) < oscy(x) = 0. Time je dokaz okoncan. O

Kona¢no smo u moguénosti da u potpunosti ispitamo nasledivanje osobine “biti
poljski prostor”. Sledeca teorema daje nam potreban i dovoljan uslov za to.

Teorema 2.2.6 Potprostor poljskog prostora je poljski ako i samo ako je Gj.

Dokaz. Neka je, dakle, X poljski prostori Y C X njegov kompletno metrizabilan
potprostor. Pokaza¢emo da je to G5 skup. Posmatrajmo, stoga, identi¢ko preslika-
vanje idy : Y — Y. To je neprekidna funkcija pa na osnovu teoreme Kuratovskog
postoji G5 skup G tako daje Y C G C Y i neprekidna ekstenzija g : G — Y
ovog identickog preslikavanja. Primetimo da je, s obzirom na izraz za funkciju g
u teoremi Kuratovskog, g = idg. Zaista, za x € G, x je grani¢na vrednost niza
(yi i €w)(erjeY gustuG), g(x) = limy—00 f(yn) = limy—y00 Yn = . Dakle,
g=1idg,paje G =Y.

Obrnuto, pretpostavimo da je skup Y ima osobinu (i, dakle da je presek pre-
brojivo mnogo otvorenih skupova (), U,,. Pokaza¢emo da je Y kompletno metriz-
abilan. Neka su F,, = X, \ U, i neka je d kompletna metrika na X . Pokazimo da
je sledecim izrazom definisana (kompletna) metrika na Y':

@) = dlr.y) + Y min{2 " G — )

n=0

Primetimo odmah da drugi sabirak konvergira, s obzirom da geometrijski red
>0 27! konvergira. S obzirom da za svaku tatku y otvorene lopte B'(z,T)
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vazi daje d'(z,y) = d(z,y) + Y oo gmin{27"" 1 ’d(:c,an) — _d(y,an) }, jasno je
da za sve n, d(y, F),) # 0, odnosno y ¢ F, tj. y € U, zasve n € N dakle

y € NU,.

Pokazimo kompatibilnost nove metrike sa indukovanom topologijom na Y.
Dovoljno je pokazati da se B(z,r) N'Y moZe prikazati kao unija lopti B'(x;,r;),
gde B’ oznaCava loptu u novodefinisanoj metrici. Neka je y € B(x,r) N[ Up.
Tada je B’ (v, #) C B(z,r). Zaista, za z € B'(y, r_de) imamo d(y, z) <
d(z,z) < Léx’y), pa je dalje d(z,2) < d(z,y) + d(y,z) < r a, s obzirom
na gornje razmatranje, d’'(a,b) postoji samo kada a,b € Y, pokazali smo da

B'(y, =45) C B(z,r) N U.
Pokazacemo da je (Y, d’) kompletan.
Neka je, stoga, (y, : n € N) Kosijev niz u (Y,d’). S obzirom na nalin na
koji je definisana metrika d’ ovaj niz je Kosijev i u kompletnom prostoru (X, d)
pa iz tog razloga konvergira. Neka je lim;_,, y; = y. S obzirom na pretpostavku,

za svaki prirodan broj n imamo lim; ;o |d(y_1F 7~ —d(y.lF )] = 0, pa je i niz
s hn 3 'n
1

(m : i € N) Kosijev (naravno, u uobicajenoj metrici - re¢ je o nizu re-
alnih pozitivnih brojeva!) dakle konvergentan i ograni¢en u R. Iz Cinjenice da
d(y;, F,) — d(y, F},) neposredno sledi da je d(y, F),) # 0 za sve prirodne n, pa
ye ﬂneN U,=Yiy; — yiu(Y,d). Time smo G4 skup Y snabdeli kompletnom

metrikom d’ i time zavr$ili dokaz. O

Prethodni rezultat (nasledivanje osobine biti poljski prostor” potprostora po-
ljskog prostora) pregledno prikazujemo u sledecoj tabeli.

topol. osobina ‘ sep. ‘ komp. metrizabilnost | biti poljski prostor

potprostor - - -
otvoren potprostor
zatvoren potprostor
otvoreno-zatvoren
G5 potprostor

+ |+ ]+
+ |+ ]+
+ |+ ]+
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2.3 Univerzalni poljski prostori

U narednom poglavlju pitamo se kako da proizvoljni poljski prostor potopimo
u neki od fundamentalnih (Hilbertov ili Berov kub) koje ¢emo zatim podrobnije
ispitati. Sledeéa teorema identifikuje poljske prostore u Hilberovom kubu.

Teorema 2.3.1 Svaki separabilni metrizabilni prostor je homeomorfan potprostoru
Hilbertovog kuba I*. Poljski prostori su, do na homeomorfizam, G potprostori
Hilbertovog kuba.

Dokaz. Neka je (X, d) separabilan metricki prostor i neka je d < 1. Neka
je, dalje, {x,, : n € w} prebrojiv, gust skup u X. Defini§imo preslikavanje
f: X — I¥%kao f(z) = (d(z,z,) : n € N). Pokazimo prvo da je f in-
jektivno preslikavanje. Za z,y € X i x # y, s obzirom da je X metrizabilan
pa i Hausdorfov prostor, ova dva elementa mozemo razdvojiti disjunktnim okoli-
nama B(x,r) i B(y,r). Neka x,,, € B(x,r), &, & B(y,r). Tada je, medutim
d(x,Zm) # d(y,zy,) pasamim tim f(x) # f(y) $to je i trebalo pokazati. Lako

se pokazuje i neprekidnost funkcije f. Naime, za ¢ takvo da je d(z,y) < §

vazi da je |d(x,z;) — d(y,z;)| < e, pajeid(f(x),f(y) < D,ewznrr < €
Pokazademo jos da je sirjektivna restrikcija preslikavanja f~! neprekidna. Pret-
postavimo da za dato ¢ > 0, d(z,y) > e. Odredimo z,, € B(z,5) (pos-
toji, s obzirom da je X separabilan). Tada je, oCigledno, d(x,,y) > 23—5 pa je

d(f (@), f(y) > Wemt)fomt) — o Dakle, za d(f(x), f(y)) < g5y
dobijamo d(z,y) < ¢ tako da smo pokazali i neprekidnost funkcije f~1. U cilju
dokazivanja drugog dela teoreme, pretpostavimo da je X poljski prostor i f pres-
likavanje koje ga utapa u Hilbertov kub (dakle, prethodno definisano). f(X) je
poljski, na osnovu teoreme 2.1.5 S obzirom na teoremu 2.2.6, ovaj prostor je i G,
¢ime smo zavrSili dokaz. O

Prethodna teorema pruZza mogucénost ispitivanja poljskih prostora u Hilber-
tovom kubu.

Teorema 2.3.2 Svaki poljski prostor je homeomorfan zatvorenom potprostoru skupa
R«.

Dokaz. Dokaz je slican dokazu teoreme 2.2.6. Na osnovu teoreme 2.3.1, dovoljno
je posmatrati G5 podskupove skupa I“. Neka je G jedan takav podskup, dakle
presek otvorenih skupova U,,, n € w. Neka je, takode, F,, = I¥ \ U,,. DefiniSemo
funkciju f koja slika G u R* kao dijagonalni proizvod f(z) = (fn(z) : n € w),



48 GLAVA 2. POLJSKI PROSTORI

fn: G — R, gdeje font1(z) =zpzac = (z; 11 € w) a fop(x) = m (jasno,
d je poznata metrika Hilbertovog kuba). Funkcija je oCigledno injektivna, a moze
se jednostavno pokazati i da je neprekidna. Mi pokazujemo samo neprekidnost
sirjektivne restrikcije funkcije f~! i zatvorenost f(G). Neka f(z") = y" — y i
2" = x € I¥3. Niz <d(x+Fz) : m € w) konvergira za svaki prirodan broj i pa je
d(x™, F;) ograniCen i ne teZi nuli pa stoga 0 # d(zy, F;) — d(z, F;) pax ¢ F; ni
za jedno i, §to znaci da x € G. Takode, f(z) = y. O

Napomenimo da se Berov i Kantorov prostor mogu naéi u skupu R! Vazi

Lema 2.3.3 Skup C je homeomorfan prostoru E /3 sa topologijom nasledenom od
(R, Ouob)-

Dokaz. Neka je ¢ : C — FE /3 dato na sledeci nacin.

2x(n)
3n

Y(lan) neN) =Y
n=1

Izraz sa desne strane jednakosti pripada skupu £y /3, jer se zapisuje samo
pomocu cifara 0 i 2. S obzirom na jednoznacnost prezentacije u ternarnom sis-
temu, preslikavanje ¢ je bijekcija. Uzmimo proizvoljno z € C i pokazimo da je
funkcija 1) neprekidna u . Neka je dato £ > 0ingy € N zakoje je ng > — logs ().
Koristimo fusnotu 5 vezanu za lemu2.3.4. Ekvivalentna metrika na C data je, za
f={(f(@):ieN)sad(f,g) =0za f=gid(f,g) = 2% gde je n najmanji broj
zakoji je f(n) = g(n). Tadaiz d(f,g) < 5 sledi daje f(2(i)) = g(x(i)) za
1=1,2,...,n9. Tada je

win vl < Y TW_swl s 2 L
n=ng+1 n=ngp+1

Ovim je pokazana neprekidnost preslikavanja 1. Sli¢no se pokazuje i neprekidnost
preslikavanja )1 a

Berov prostor je homeomorfan skupu iracionalnih brojeva( pri ¢emu se home-
omorfizam uspostavlja preko tzv. veriZnih razlomaka, videti [6]. Neki autori, na
primer [12], elemente Berovog prostora nazivaju iracionalnim brojevima). Ovaj,

3jasno, ne govorimo o stepenima z-a, ve¢ o brojnom nizu, s obzirom da je indeksna notacija
“zauzeta”.
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na prvi pogled neocekivan rezultat odli¢no ilustruje bogatstvo strukture realnih bro-
fan 4
jeva.

Pre nego Sto formuliSemo naredne teoreme koje ¢e povezivati proizvoljan poljski
i Berov prostor, pokusacemo da bolje upoznamo Berov prostor, NV

Na osnovu teoreme 2.1.8 jednostavno se zakljucuje da je metrika definisana
na Berovom prostoru data slede¢im izrazom d(f, g) = > _;c,, W (gde je
dp1 ve¢ poznata oznaka za diskretnu metriku). Pokazacemo da je njoj ekvivalentna

metrika data na jednostavniji nacin, bez koris¢enja beskonacnih redova:

d/(f ): 07 f:g
9= sk, f # ginje najmanji broj za koji je f(n) # g(n)

Lema 2.3.4 Metrike d i d’ su uniformno ekvivalentne na Berovom prostoru.’

Dokaz. Ocigledno je da d'(f, g) < d(f,g). Sa druge strane,

d(.g) = U OID) o 5~ L L)

omn
>n >n

Ovim je ekvivalencija metrika pokazana. O

Sada ¢emo, koristeéi ovu jednostavniju metriku, pokazati lepa kombinatorna
svojstva Berovog prostora.

Neka je, u tu svrhu, o € w<¥ (podsetimo, w<* je drvo svih kona¢nih nizova
prirodnih brojeva). Za dato o defini§imo N, = {f € N : o C f}. Vazi:

Lema 2.3.5 Skup N, je otvorena okolina elementa f za koji je 0 C f.

Dokaz. Odredimo broj € > 0 tako da bude ispunjeno: ﬁ > ¢. Tada je
B(f,e) C N,. Zaista, za g € B(f,e) vazi d'(f,g) < e, §to znali da za najmanji
broj n za koji je f(n) # f(n) vazin > |o|idalje f(i) = g(i) zai = 1,2,...|o|,
dakle o C g. O

Takode se jednostavno utvrduje sledece:

Lema 2.3.6 Skup {N, : 0 C w<“} je baza topologije Berovog prostora.

*U vezi sa ovom problematikom, pro¢itati Borhesovu pripovetku ”Pes¢ana knjiga”.
30Ovo tvrdenje vaZi za svaki topoloiki prostor oblika A, gde je A neprazan skup sa diskretnom
topologijom, pa i za Kantorov prostor
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Dokaz. Dovoljno je pokazati da se, za proizvoljno f € AN i za proizvoljno pozi-
tivno , B(f, ) moZe zapisati kao unija elemenata oblika N,. Za najmanje pozi-
tivno ng sa osobinom 2,10% < r ofigledno je da vaZi sledeca skupovna jednakost

B(f, T) = Un>n0 Nf\n- O

Vazi i sledeca:
Lema 2.3.7 Za o € w<% skup N, je zatvoren.

Dokaz. Primetimo da je N'\ N, = |J{N; : 7(i) # o(i) za neko i iz domena o }
otvoren, kao unija baznih, dakle otvorenih skupova, $to znaci da je njegov komple-
ment, odnosno N,, zatvoren. O

Dakle, u Berovom prostoru postoji skup (/V,) koji je istovremeno otvoren i

zatvoren®.

Teorema 2.3.8 Topoloski prostor N je nuladimenzionalan.

Dokaz. Prethodna konstatacija i ¢injenica da je Berov prostor metrizabilan, dakle i
Ty zavrSavaju dokaz. Primetimo da iz ovoga sledi nepovezanost Berovog prostora.
|

Neka je, dalje, skup U C N otvoren. Tada postoji S C w<% tako da je
U = Uyeg No. Oznacimo sa T sledeci skup:
T ={oc € N<¥:Vr C o,7 ¢ S}. Lepu osobinu skupa 7" isti¢emo u lemi koja
sledi.

Lema 2.3.9 Skup T je drvo.

Dokaz. Direktno na osnovu definicije drveta. Pretpostavimodaoc € T'iT C 0.
Tada je ocigledno 7 € T O

Pokazujemo da vazi sledeca teorema koja karakteriSe otvorene i zatvorene pod-
skupove Berovog prostora.

Teorema 2.3.10 Skup U C N je otvoren akko postoj S C w<¥ tako da je U =
U,eg No. Skup F' C w je zatvoren akko postoji drvo T' C w<¥, F = [T.

Dokaz. Prvi deo dokaza je posledica leme 2.3.6. Sto se drugog dela ti¢e, imamo:
f € [T] akko za svako 0 € S, o ¢ f akko f ¢ U (podsetimo se, U je razbijen

%4 engleskoj literaturi koristi se kovanica clopen set.
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na bazne skupove oblika N,, gde su indeksi baznih skupova elementi skupa S).
Ovom kratkom diskusijom dokazali smo teoremu. O

Poboljsaemo rezultate prethodne teoreme. Podsetimo se definicije potkre-
sanog drveta (definicija 1.1.9) Ekvivalentno, 1" je potkresano ako za svako o € T
postoji f € [T'] (beskona¢na grana drveta) tako da je o C f. Za drvo T definiS§imo
T'={oceT:(3f €[T])(oc C f)}. Oigledno je T" potkresano drvo, poddrvo
drveta T, 7" C T,alii[T"] = [T]. Zato vazi

Lema 2.3.11 Svaki otvoreni skup Berovog prostora je telo nekog pokresanog drveta.
O

Primer 2.3.12 Kompaktni skupovi u Berovom prostoru

Neka je skup K C A kompaktan. PokaZimo da tada postoji x € N sa osobi-
nom y(n) < z(n) zasvakon € wizasvakoy € K. S obzirom da je K po pret-
postavci kompaktan, kompaktni su i skupovi K; = {y(i) : y € K}, zasvakoi € w
kao projekcije skupa K. S obzirom da K; C w sa diskretnom topologijom, u kojoj
se kompaktnost svodi na konacnost, za sve ¢ € w, skup K; je konaCan, pa postoji
x(i) za koje je ispunjeno k < z(i) za sve k € K;. Uzmimo x = (z(i) : i € w).
Zasven € w, y(n) € K, paje y(n) < x(n), ¢ime smo pokazali egzistenciju
traZenog elementa x Berovog prostora.

Pokazaéemo jos jednu, neobi¢nu osobinu Berovog prostora - da je homeomorfan
svojim stepenima.

Teorema 2.3.13 Skup A je homeomorfan skupu w? x A%, za k., d > 0. Takode,
N je homeomorfan A/

Dokaz. Dokaza¢emo samo drugi deo teoreme. Za element skupa N (5to je, de
facto, niz (fo, f1, . ..)) defini§imo preslikavanje ) dato na sledeéi nacin:

Y((fo, f1,--)) = (fo(0), fo(1), f1(0), f1(1),...)

——
zbir O zbir 1

Elemente redamo u niz prema rastu¢em zbiru argumenta i indeksa funkcije.
Prvo element f;(j) ¢iji je zbir indeksa i argumenta funkcije f jednak 0, zatim
elemente fo(1), f1(0) ¢iji je zbir indeksa i argumenta 1.

Ocigledno je rec o bijektivnom preslikavanju (razlike u originalima odrazavaju

se na razlike u slikama, s obzirom da su svi f;(j) za (i, j) € w? prebrojani, $to je
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dokaz za injektivnost, dok je za sirjektivnost dovoljno uociti da se na osnovu slike
moZe rekonstruisati original, opet na osnovu ¢injenice da su svi f;(j) pobrojani).

Pokaza¢emo da je navedeno preslikavanje homeomorfizam. Neka je € > 0
dato, kao i proizvoljno (fo, f1,...) = f € N. Neka je ng > 0 prirodan broj za koji
je 2710% < e. Nekaunizu(f) = (fo(0), fo(1), f1(0),...) ¢lan sa rednim brojem
no ima indeks i 1 vrednost argumenta jo, dakle f;, (jo). Tadazad(f, g) <
vazi d(¢(f), ¥ (g)) < . Zaista, za i < iy imamo:

9i+1 <d(f,9) = Z 9itl < Digtiot?

€W

1
2i0+jo+2

Odavde sledi d( fi, gi) < W tako da je svakako f;(j) = ¢i(j) za

J <'ig—i+jo. S obzirom da je zbir indeksa i+; < ig+7jo, unizu ( fo(0), fo(1),.

za sve elemente f;(j) ispred” f;,(jo), ukljucujuéi i njega, vazi f;(j) = g:(j)-
Imajuéi u vidu da element f;(j) ima redni broj ng, imamo d(¢(f), ¥ (g)) < 545 <
€, ¢cime smo pokazali neprekidnost funkcije ).

Treba jo§ pokazati neprekidnost funkcije f~!. Neka je dato ¢ > 0. Neka je
(f0(0), fo(1),...) = ¥(f). Neka je, dalje, ng € N broj za koji vazi Wlﬂ < 5.
Takode, neka je M redni broj (pocev od nule) elementa f,,(ng) u nizu
(f0(0), f1(0),...). Pokazacemo da je tada iz d(¢)(f), ¥ (g)) < QM% sledi

d(f.g) < e. Iz d(y(f),¥(g9)) < zarr sledi da za sve Elanovi nizova (f) i
w(g) “ispred” indeksa ng i argumenta ng (ukljucujuéi i njih) jednaki, pa stoga i
fi(4) = gi(j) zafiksno i < ngij = 0,1,...n9. Zato je d(f;,g;) < Qngﬂ <

5, ©=1,2,...n0. Najzad, imamo;

)

f:dfugz Z flag’L _E E 4 io: dfzagz
2i+1 2i+1 4 8 2i+1
=0 i=ng+1 i=ng+1
Drugi element sume majoriramo:
i d(figi) 1 n 1 _ L e
2i+1 — 9no+2 9ono+3 + .. - 9ong+1 2°
i=ng+1
Dakle, d(f,g) < 25 =«. O

U prethodnim lemama ¢italac je upoznao neobi€na svojstva Berovog prostora.
U daljem tekstu pokazacemo da je svaki poljski prostor, do na homeomorfizam,
zatvoreni podskup Berovog prostora. Za ovo nam je potrebno nekoliko lema.
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Lema 2.3.14 Neka je X poljski prostor i neka je Xg 2 X3 2 X9 D ... niz
zatvorenih podskupova skupa X za koje je lim,,_,o, diam(X,,) = 0. Tada postoji
r € X takodaje {z} =, c., Xn.

Dokaz. Tvrdenje je neposredna posledica teoreme 1.3.33. Naime, postoji x € X,
za svako n € w. Pretpostavka da postoji y # x, z € X, vodi u protivre¢nost jer je
dijametri skupova X, teze nuli. O

Lema 2.3.15 Neka je X poljski prostor, U C X otvoren skupie > 0, tada postoje
otvoreni skupovi Uy, U1, Us, ... takodaje U = |JU,, = | JU,, i diam(U,,) < ¢ za
sve prirodne brojeve n.

Dokaz. Neka je D prebrojiv, gust podskup skupa X. Neka su Uy, Uy, Uy, ...
skupovi oblika B(d, %), pri ¢emu su ispunjeni sledeéi uslovi: d € D, kao i

% <5, B(d, %) C U. Jasno, ovih skupova ima (samo) prebrojivo mnogo. Neka je
x € U. Tada postojin € N, % < e, B(x, %) C U. Kako je skup D gust, vaZi da je
DN B(x, 3%) # (). Odaberimo d € D element preseka. S obzirom da je rastojanje’
d(z,d) < 3= paz € B(d,3), alii B(d, ) C U. Naime, za svaki element

73? 73?
y € B(d, g;) vazi daje d(d,y) < g, paje d(z,y) < d(z,d) +d(d,y) < . i

dalje y € B(z,1) C U. Ovim smo pokazali da z € B(z, 3%), odnosno da pripada
jednom od U;, i € w, paje U = |JU,5. O

Sada smo u mogucénosti da dokaZemo narednu teoremu.

Teorema 2.3.16 Ako je X poljski prostor, tada postoji neprekidna sirjekcija ¢ :
X = N.

Dokaz. U dokazu ¢emo koristiti princip rekurzije. Svakom kona¢nom nizu prirod-
nih brojeva ¢ € N pridruziéemo otvoren skup U, C X tako da vaZe sledeci
uslovi:

1. Up =X
2. U, je otvoren podskup X

3. diam(U,) < =

[o]

"naravno, podrazumevamo da je re¢ o kompletnoj metrici koju poseduje poljski prostor X.
8 preciznije, pokazali smo U C U,. S obzirom da je za sve n prirodne, U, C U, drugi smer
inkluzije je trivijalan.
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4. U. CUy,za0 C T
5. UU:U?ian“i

Rekurziju izvodimo po duZini niza o. Za duZinu nula imamo Uy = Uy = X
i neka U, zadovoljava prethodne uslove. Sada na osnovu leme 2.3.15 moZemo
odabrati U_~, = U; za niz otvorenih skupova U; za koje je diam(U;) < ﬁ i
UU; = UU; = U,. Primetimo takode da je i Ua%‘ C U,. Ovim izborom
“naslednika” skupa U, zadovoljeni su svi uslovi (1-5).

Iako ovom konstrukcijom nismo zavrsili dokaz, ona je veoma znacajna jer
¢emo je u radu jos nekoliko puta iskoristiti sa minimalnim izmenama.

Nastavljamo sa dokazom. S obzirom na lemu 2.3.14, za f € N postoji jed-
noznatno ¢(f) = Moo Usin = Moo Ui -

Provericemo da li je naSa funkcija ¢ neprekidna i sirjektivna. Za z € X kon-
struisaéemo niz og, o1, ... tako da im z pripada. Neka je o9 = 0. Za o, sa
osobinom z € Uy, postoji prirodan broj j takodaje z € U, - j Uzmimo njega za
naslednika, tj. Uy, ,, i time smo pokazali (indukcijom) da zaista postoji traZeni niz
00,01,.... Tadaza f = |J;2, Uy, vazii ¢(z) = f, pa smo pokazali da je nasa
funkcija sirjektivna.

Jo§ nam ostaje da pokazemo neprekidnost. Neka je, dakle, ¢(f) = z. Za
fIn = g|n,imamo d'(f, g) < znsr (d' je metrika na Berovom kubu), ali jei ¢(g) €
Ui = Uppr P2 je d(6(f),d(9)) < diam(Up,,) < %, Cime je neprekidnost
funkcije ¢ dokazana. O

Poboljsaéemo ovu teoremu, ali pre toga trebade nam joS malo pripreme. Na
osnovu leme 2.3.15, za svaki otvoreni O C X postoji prebrojivo mnogo otvorenih
skupa Uy, n € w tako da je O = (JU,. Ovim smo upravo pokazali da je svaki
otvoren skup prebrojiva unija zatvorenih skupova, dakle ima svojstvo Fi,.

Lema 2.3.17 Neka je X poljski prostor, Y C X skup sa svojstvom Fj, i neka je
dato € > 0. Tada postoje disjunktni F;, skupovi Yy, Y7, ... za koje je diam(Y,,) <
Y, CY, U .Y, =Y.

new

Dokaz. Neka je Y = |J,,,, Fn. gde su [}, zatvoreni skupovi. MoZemo, bez
umanjenja opstosti, pretpostaviti da je Fy C F; C F» C ... (Ukoliko to nije
slu¢aj, jednostavno uzmimo F) = Fy, F| = Fy U Fy,...paje JF, = UJF)).
Tada je Y disjunktna unija Fy, F} \ Fy, F» \ Fi,...

®presek ovog opadajuceg niza skupova je singlton; umesto njega, uzimamo (jedini) element koji
mu pripada.
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Vazi F,,11 \ F,, C F,,+1 = Fy,41 pa je dovoljno da pokazemo da je F,+1 \ F),
zan =0,1,2,... disjunktna suma F;, skupova dijametra manjeg od ¢ ( prebrojiva
unija F,, skupova je jo§ uvek F,). Posmatraéemo skupove oblike F, 11 \ F,, =
Fo+1 N (X \ F,) ipokazacemo vise od toga - da za svaki skup oblika O N F', gde
su O otvoren i F’ zatvoren skup vazi gore navedeno rastavljanje na uniju otvorenih
skupova.

Neka je Z = O N F gde je O otvoren a F' zatvoren skup. Na osnovu leme
2.3.15 nalazimo niz otvorenih skupova Oy, Oq, ... tako da je diam(O,,) < cida
vazi O = {,,c., On = Upew On-

Nekaje Z, = FN (O, \(OpNO1N...NOp_1)). Jasno je da su Z,, disjunktni,
diam(Z,) < diam(0,) <e,Z, C0O, CO C Z,pajeil,c, Zn = Z. O
Teorema 2.3.18 Neka je X poljski prostor, tada postoji zatvoren podskup F C N
i neprekidna bijekcija ¢ : F' — X.

Dokaz. Kao i u dokazu prethodne teoreme, konstruisaéemo drvo F,, skupova {U, :
o € w<*} tako da vaZe sledei uslovi:

1. Xp=X;

2. Xo =UZo Xy

3. X; C X,za0 C T,

4. diam(X,) < ﬁ;

5. zai# jvaziU,~,NU,~,; =0.

Konstrukcija se izvodi pomodu rekurzije i1 koriS¢enjem leme 2.3.17. Razlika
u odnosu na konstrukciju u prethodnoj teoremi utoliko se razlikuje $to se u lemi
2.3.17 tvrdi disjunktnost skupova koji ¢ine uniju, upravo ono $to nam treba za
dokaz osobine (5).

Za f € N presek (2, X #|n Je presek skupova koji sadrZi najvise jednu tacku.
Neka je ' = {f € F : 3z = € N2y Xsn}. Uzmimo za ¢ funkciju koja
elementu f € F' C N pridruzuje element iz singltona (;Z X f|,. Dokaz da je ovo
preslikavanje neprekidno potpuno je analogan dokazu da je funkcija ¢ iz prethodne
teoreme neprekidna. Primetimo odmah da je, na osnovu osobine (5), nasa funkcija
injektivna. Za x € X nalazimo niz o9 C o1 C ... (kao i u prethodnoj teoremi)
tako da je z € [ X,,,, pa je funkcija ¢ i sirjektivna. Ostalo je da pokazemo da je
skup F' zatvoren. Neka je (f,, : n € w) KoSijev niz elemenata iz F'i neka f, — f.
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Pokazimo da f € F. Za svaki prirodan broj n postoji m tako da za sve i > m
ispunjeno f;|n = fu|n (ovo sledi iz definicije KoSijevog niza i pojednostavljene
metrike na N). Sa druge strane, tada je d(¢(f;),(fn)) < = (jer se slike obe
funkcije nalaze u Xy, ,, ¢iji je dijametar manji od %). Zato je iniz (¢(fn) : n € w)
Kosijev niz. Kako je X poljski prostor, (X, d) je kompletan metricki prostor pa
naveden KoSijev niz konvergira. Neka ¢(f,) — z. Tadaz € Xy, = Xy, pa

o(f) = . O

2.4 Lokalno kompaktni prostori

U daljem tekstu ispitujemo lokalno kompaktne prostore. Nakon definicije i
nekoliko primera lokalno kompaktnih prostora, upoznacemo Hausdorfove lokalno
kompaktne prostore i odgovoriti na pitanje kada ée takvi prostori biti poljski.

Definicija 2.4.1 Topoloski prostor X je lokalno kompaktan ako svaka tacka z €
X ima otvorenu okolinu ¢ija je adherencija kompaktna.

Pokazaéemo da su svi kompaktni prostori i lokalno kompaktni, $to u neku ruku
opravdava naziv ovog pojma.

Lema 2.4.2 Kompaktni prostori su lokalno kompaktni.

Dokaz. Neka je dat kompaktan skup X. Za proizvoljnu tacku z € X uzimamo
ceo skup X koji je otvoren (u svakoj topologiji) i ¢ija je adherencija kompaktna. O

Lema 2.4.3 Zatvoreni podskupovi lokalno kompaktnih prostora su takode lokalno
kompaktni.

Dokaz. Zaista, za zatvoren podskup lokalno kompaktnog prostora X, ¥ C X
uzmimo proizvoljnu tacku y € Y. Kako je X lokalno kompaktan, postoji otvoren
skup O tako daje y € O i O je kompaktan. Sada je y € O N'Y. Adherencija
skupa O NY u prostoru Y, dakleO NY = ONY je kompaktan jer je kompaktnost
nasledna prema zatvorenim skupovima (teorema 30). O

Lema 2.4.4 Proizvod konac¢no mnogo lokalno kompaktnih prostora je takode lo-
kalno kompaktan.
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Dokaz. MozZe se naci u [2], teorema 3.3.13, strana 150. O

Nesto kasnije (videti primer 2.7.9) pokazaéemo da proizvod prebrojivo mnogo
lokalno kompaktnih prostora ne mora biti lokalno kompaktan.

Primer 2.4.5 Prostor R sa uobicajenom topologijom je lokalno kompaktan

Skup (R, Oy0p) je lokalno kompaktan, jer za svaku tacku z € R postoji otvoren
skup (z — €, x + ¢) koji sadrzi z, za pozitivno € i (z —e,x +¢) = [z — £, + €]
je kompaktan. Lokalno kompaktni sui R*,zan =1,2,...

Primer 2.4.6 Prostori sa diskretnom topologijom su lokalno kompaktni
Za diskretan prostor (X, P(X)) i za svaku tatku = € X za otvoren skup ¢ija
je adherencija kompaktna uzmimo jednostavno singlton {z}.

Od lepih” lokalno kompaktnih prostora koji nalaze primenu u diferencijalnoj
geometriji i teoriji parcijalnih diferencijalnih jednacina, pomenuc¢emo visedime-
nzionalne mnogostrukosti, medu njima k-dimenzionalne podmnogostrukosti skupa

" (k < n), kao i apstraktne podmnogostrukosti. Vise o njima u [8].

Definicija 2.4.7 Neka je dat lokalno kompaktan Hausdorfov prostor X. Kompak-
tifikacija Aleksandrova prostora(kompaktifikacija tatkom prostora) X' je prostor
X koji dobijamo na slede¢i nadin. Za X kompaktan, X = X. U suprotnom,
uzmimo oo ¢ X. Tada je X =XU {oo} a otvoreni skupovi u X su otvoreni
skupovi u X zajedno sa skupovima oblika X \ K, gde je K kompaktan podskup
skupa X.

Direktno na osnovu definicije sledi da je skup X otvoren u “novoj” topologiji.
Lema 2.4.8 Prostor X je kompaktan.

Dokaz. Za otvoreni pokriva¢ {U; : ¢ € I} skupa X treba naci kona¢an pot-
pokriva¢. U tom cilju razbi¢emo pokriva¢ na dve familije: {O; : j € J}i
{X \ K; : I € L}, gde su O; otvoreni skupovi u staroj” topologiji. Sada je

=U,es Oj UlUier X\ K. S obzirom da pokriva¢ mora sadrzati sve elemente
iz X, postoji element pokrivaca koji pokriva tacku oo pa je stoga skup L neprazan.
Odaberimo /o € L proizvoljno pa imamo:

X= |J E\K)yuX\Kyu(l o).

leL\{lo} JjeJ
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Izabra¢emo X \ K, za element potpokrivaca i time pokrivamo tacku co a imamo

sledecu inkluziju:
K, |J &x\x)uloy
leL\{lo} jed

Iz ovoga sledi da je izraz sa desne strane inkluzije otvoreni pokriva&!® kompak-
tnog skupa K, pa ga moZemo prepokriti sa konatno mnogo otvorenih skupova.
Zato je Kiy, € Ujep, (X \ K1) U (Ujer, O;) za neke otvorene skupove Fy i Fh.
Najzad,

X=X\ Ky u({JopulJ X\ K).

JjeFS leF;
Ovim smo dobili konacan potpokriva¢ skupa X. O

Pokazaéemo i sledecu osobinu prostora X.
Lema 2.4.9 Prostor X je Hausdorfov.

Dokaz. Zaista, svake dve tacke iz X moZemo razdvojiti disjunktnim otvorenim
skupovima iz X, ali to su otvoreni skupovi i u X. Treba jos razdvojiti prob-
lemati¢nu” tacku oo i proizvoljnu € X. Koristimo se lokalnom kompaktno$éu
skupa X - postoji otvorena Uokolina tacke x tako da je U kompaktan. Tada su U i
X \ U otvoreni skupovi koji razdvajaju oo i z. a

Primer 2.4.10 Lokalna kompaktifikacija prostora (R, O,.)

Skup realnih brojeva sa uobicajenom topologijom je, kao $to smo veé us-
tanovili, lokalno kompaktan. Njegova kompaktifikacija je R = R U {co}, gde
se bazi uobiCajene topologije pridodaju skupovi oblika X \ [a,b], gde je [a, b]
zatvoreni interval. Ovaj skup je homeorfan krugu, kao $to je, recimo, R™ homeo-
morfan sferi S™. Homeomorfizam se uspostavlja preko stereografske projekcije.

Definicija 2.4.11 Skup A u topoloskom prostoru X je K, ili o-kompaktan ako je
A=U,e, Kn» gde K, € K(X).

Napomenimo da je definisanje novog pojma koji bi obuhvatao prebrojive preseke
kompaktih skupova nepotreban, bar u Hausdorfovom prostoru X, jer je presek
prebrojivo mnogo kompaktnih skupova opet kompaktan.

Elementi pokrivata oblika X \ K, gde je K kompaktan skup su takode otvoreni, kao kom-
plementi zatvorenih skupova K (jer smo u Hausdorfovom prostoru u kome su kompaktni skupovi
zatvoreni
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Narednom teoremom pokusavamo da odgovorimo na pitanje kada je Haus-
dorfov i lokalno kompaktan prostor poljski. Ispostavlja se da nam je potrebna i
dovoljna samo druga aksioma prebrojivosti! Medutim, pre nego Sto predemo na
ovu teoremu, naveS¢emo jednu lemu koja nam treba - lepa karakterizacija metriz-
abilnosti kompaktnih prostora.

Lema 2.4.12 Neka je X kompaktan topoloski prostor. Tada je X metrizabilan ako
i samo ako je Hausdorfov i poseduje drugu aksiomu prebrojivosti.

Dokaz. Kompaktan i Hausdorfov prostor je i Ty-prostor (teorema 1.2.67). Svaki
TyjeiTy 1 -prostor pa je metrizabilan na osnovu leme Urisona. Obratno Metrizabi-
lan prostor je T;-prostor, pa je i Hausdorfov. Kompaktan prostor je i separabilan
(teorema 1.2.70) u metrickim (pa i metrizabilnim) prostorima separabilnost je ek-
vivalentna drugoj aksiomi prebrojivosti (teorema 1.3.11), pa smo time dokazali i
obratan smer. O

Teorema 2.4.13 Neka je X Hausdorfov i lokalno kompaktan prostor. Tada su
sledece tvrdnje ekvivalentne:

1. X zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti ;
2. X je metrizabilan i K,;

3. X je kompaktan i metrizabilan ;

4. X je poljski prostor;

5. X je homeomorfan otvorenom podskupu kompaktnog, metrizabilnog pros-
tora.

Dokaz. (1-3) Za X smo ve¢ pokazali da je kompaktan, pa jo§ treba prover-
iti metrizabilnost. No, s obzirom na prethodnu lemu, ovo pitanje se svodi na
jednostavnije pitanje da li X zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti. Neka je
{U, : n € w} prebrojiva baza skupa X. S obzirom da je, kako smo pretpostavili,
X lokalno kompaktan, {U,, : n € w, U, je kompaktan} je i dalje (prebrojiva) baza
prostora X, pa éemo, bez umanjenja opstosti, pretpostaviti da je U,, kompaktan za
svaki prirodni broj n. Za K € K(X) skup X \ K je otvorena okolina talke co.
Sa druge strane, K je kompaktan pa ga moZemo prekriti sa konaéno mnogo baznih
skupova, tako da postoji konacan skup F' tako da je K C |J,cp U,,. Na osnovu
ovoga je Vi, = {(,cr X\ U, : F jekonatan} prebrojiva baza okolina za co.
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Sada jo§ samo treba spojiti ova dva skupa, tako da je {U,, } N {V,,} prebrojiva baza
za X koja se traZzila.

(3-5) Ovo je manje-viSe oCigledno, jer je X homeomorfan samom sebi kao
podskupu kompaktnog, metrizabilnog prostora X.

(5-4) Pretpostavimo da je X homeomorfan otvorenom podskupu kompaktnog i
metrizabilnog prostora koji ¢emo oznaciti sa Y. Prostor Y je, kako se tvrdi, metriz-
abilan i kompaktan, pa je i kompletno metrizabilan (jer je kompaktan metric¢ki pros-
tor kompletan). Sa druge strane, poznato je da je svaki kompaktan metricki prostor
separabilan,pa je Y separabilan, kompletno metrizabilan prostor, dakle poljski. X
je homeomorfan otvorenom podskupu poljskog prostora Y koji je i sam poljski
(teorema 2.2.6) pa je X poljski prostor.

(4-2) Neka je sada X poljski prostor (ne zaboravimo, Hausdorfov i lokalno
kompaktan). On je svakako metrizabilan, pa je prvi deo tvrdnje (2) dokazan.
Poljski prostori su separabilni, pa zadovoljavaju drugu aksiomu prebrojivosti. Ne-
ka je {U, : n € w} prebrojiva baza skupa X. S obzirom na lokalnu kompaktnost
prostora X, moZemo, bez umanjenja opStosti, pretpostaviti da je za svako n € w,
U,, kompaktan skup. OCigledno je ispunjeno X = |J,, Uy, a ovim smo X pred-
stavili kao prebrojivu uniju kompaktnih skupova, pa X ima osobinu K.

(2-1) Neka je X metrizabilan i K,. Zato ga moZemo predstaviti kao X =
U,, K» gde su K,, kompaktni skupovi. Treba naci prebrojivu bazu skupa X. In-
duktivno éemo definisati niz otvorenih skupova (U,, : m € w) tako da je U,,
kompaktan i U, C Um+1, Um Up, = X. Zam = 0 uzmimo otvoren skup Uy tako
da je Uy kompaktan i Ky C Up. On postoji, jer za svako 2 € K postoji otvoren
skup O, ¢ija je adherencija kompaktan skup. Zato je K prekriven otvorenim
skupovima oblika {O,, : x € Ky} ali, kako je kompaktan, moZemo izvuéi konacan
potpokrivac iz njega, znaci Ky = Ui:l Oy, za Uy uzimamo Uy = Uézl Oy, - skup
koji je otvoren, a Cija je adherencija kompaktna, kao unija konacno mnogo kom-
paktnih skupova. Neka je U, otvoren skup takav da je U,, U K, C U,, ida je
U,,, kompaktan. Kako je U,,, prostor sa drugom aksiomom prebrojivosti (kompak-
tan i metrizabilan, pa stoga separabilan i poseduje drugu aksiomu prebrojivosti), i
Uy, ima istu osobinu pa za {U,, , }new bazu za Up,, dobijamo da je {Up, n }m new
prebrojiva baza prostora X, ¢ime je dokaz zavrsen. O



2.5. HIPERPROSTOR KOMPAKTNIH SKUPOVA ... 61

2.5 Hiperprostor kompaktnih skupova.
Vietorisova topologija

Neka je X proizvoljan topoloski prostor.

Definicija 2.5.1 Sa K (X)) oznatavamo prostor svih kompaktnih podskupova sku-
pa X . Topologija na K (X), generisana skupovima oblika {K € K(X): K CU}
i{K € K(X) : KNU # 0}, gde je U otvoren skup u X naziva se Vi-
etorisova topologija,a prostor K (X ), snabdeven Vietorisovom topologijom, nazi-
vamo Hiperprostor kompaktnih skupova.

Na osnovu teoremel.2.11 skupovi iz prethodne definicije ¢ine podbazu Vietorisove
topologije, pa njenu bazu Cine skupovi sledeéeg oblika:

{KEK(X):KgUo,KﬂUl#(D,...,KﬂUn#@}.

U prethodnom izrazu Uy, Uy, ... U, su otvoreni skupovi. Primetimo da je u
prostoru K (X) (sa Vietorisovom topologijom) skup {0} otvoren. Zaista, ako
u izraz kojim smo okarakterisali bazne skupove Vietorisove topologije uvrstimo
Up = (), dobijamo skup {(} koji je bazni pa stoga i otvoreni skup u novodefin-
isanoj topologiji.

U daljem tekstu ispitujemo osobine Vietorisove topologije K (X ), za X metriz-
abilan. Metrizabilnost implicira metrizabilnost ograni¢enom metrikom (teorema
1.3.10), pa mozemo, bez umanjenja opStosti, posmatrati metri¢ki prostor (X, d),
gde je d < 1. Na skupu (K (X))? definiSemo preslikavanje dy na slede¢i nacin:

0, K=L=10
dg(K,L)=1<¢ 1, ako je tacno jedan od K i L prazan
max{6(K, L), 8(L, K)}, K,L#0

Gde je 0(K, L) = maxgex d(x, L). Ovaj maksimum se dostiZe jer je funkcija
x + d(z, L) neprekidna i preslikava kompaktan skup u skup realnih brojeva,pa

dostiZe ekstremne vrednosti. Pokazuje se da vazi sledece:

Lema 2.5.2 Preslikavanje dj; je metrika na K (X). Zovemo je Hausdorfova metrika.
O

Lako se, neposredno na osnovu definicije Hausdorfove metrike, pokazuje da vazi:
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Lema 2.5.3 Za neprazne skupove K, L € K (X) vazi sledeca relacija:
dy(K,L)<e< K C B(L,e) NL C B(K,e¢)

gde je, jasno B(L,e) = {x € X : d(x,L) < e}. O

Veza izmedu Hausdorfove metrike i Vietorisove topologije data je sledeCom
teoremom.

Teorema 2.5.4 Hausdorfova metrika generiSe Vietorisovu topologiju.

Dokaz. Ekvivalentno, pokazaCemo da se oko svake tacke nekog baznog skupa
topoloskog prostora K (X ) moZe “opisati” lopta koja je cela u tom baznom skupu.
Uzmimo u razmatranje skup {K € K(X): K CUy, KNU; #0,...,KNU,, #
()} i proizvoljnu tacku” (tj. kompaktan skup) K € K (X). Pokaza¢emo da postoji
pozitivan broj ¢ > 0 tako da je ispunjeno By (K, eq) C Up.'!.

Za svaku tacku x € K postoji pozitivan broj &, tako da je ispunjeno B(x,e,) C
B(z,2e,) C Up (jer je K C Uy i K je zatvoren). Zato je skup {B(z,e;) : « €
K} otvoreni pokriva¢ kompaktnog skupa K pa stoga ima konacan potpokrivac,
ozna¢imo ga sa {B(zj,e5,) : ¢ = 1,...,n}. Neka je ¢ = min{e,, : i =
1,2,...,n}. Pokazacemo da je By (K, o) C Up.

Uzmimo, stoga, L € By (K, &¢). Tada je dy (K, L) < & §to dalje implicira:
L C B(K,¢q). Pokazaéemo da je ovaj poslednji skup, tj. B(K,¢¢), podskup od
Uy, $to Ce znatiti da je L € Uy, odnosno By (L, K) < &o.

Uzmimo proizvoljno y € B(K,¢eq). Tada je d(y, K) < &g pa postoji neki ele-
ment z € K za koji je ispunjeno d(y, z) < £¢. S obzirom da je K prepokriven lop-
tama { B(z;,e5,) : i = 1,...,n}, postoji neko k € N za koje vazi z € B(zy, ez, )-
Tada je, jasno, d(z, z) < &g, . Dalje imamo, na osnovu nejednakosti trougla:

d(z,y) < d(zk,2) +d(2,y) < €, + €0 < g, + €, = 264, -

Iz ove nejednakosti sledi da y € B(zy, 2e,,) C Up, ¢ime smo dokazali da je
BH(K, 80) g U().

Sli¢no rasudujuéi, pokazaéemo da postoje €;,7 = 1,2, ..., n tako da je
By (K, &) NU; # 0. Naime, skup K N U; nije prazan, jer je K element nekog
baznog skupa, po pretpostavci. Tada je K N U; C U; pa na osnovu prethodnog
razmatranja, postoje €;,7 = 1,2,...,n tako da je By (K N U;,g;) C U; pa je
BH(KQUZ', é‘i)ﬁUi = BH(KﬂUi, Ei) #+ 0. Kako je BH(KQUZ', 51') - BH(K, é‘i),

"Jasno, sa By oznatavamo loptu u Hausdorfovoj metrici
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pajei By (K,e;) NU; # 0. Uzmimo ¢ = min{e; : i = 0,1,...,n} i imamo da je
By (K,e) € Uy, By (K,e)NU; # 0,i =1,2,...,n palopta By(K,¢) pripada
naSem baznom skupu.

Ovim kompaktibilnost Hausdorfove metrike i Vietorisove topologije jo§ nije
dokazana - treba jo$ pokazati da su sve lopte ( u Hausdorfovoj metrici), otvoreni
skupovi u Vietorisovoj topologiji. Uzmimo zato u razmatranje proizvoljnu loptu
Bp(K,e). S obzirom na definiciju Hausdorfove metrike, ova lopta je jednaka
sledecem skupu: {L : L C B(K,¢), K C B(L,¢)}. Pokaza¢emo da je ovaj skup
bazni u Vietorisovoj topologiji.

Moze se pokazati da su skupovi oblika B(K, ¢) otvoreni, pa mozemo uzeti za
Uy upravo skup B(K,¢).

Sa druge strane, imamo K C B(L,¢). Dakle, za proizvoljno x € K, x €
B(L,¢). Ovo dalje implicira da je d(x, L) < € a takode i L(x,¢) N L # (). Dakle,
zasvako x € K, L(x,e) N L # (). Skup {L(x,¢) : © € K} je otvoreni pokriva¢
kompaktnog skupa K pa ima svoj potpokrival { B(x;, ;) : i = 1,2,...,n}. Tada
L seCe sve elemente potpokrivaca ali i obratno; ako L seCe sve elemente pot-
pokrivaca, vazi da za svako x € K, d(z,L) < ¢, paje K C B(L,¢). Najzad,
ako oznacimo sa U; = B(z;,¢), i = 1,2,...,nimamo da su svi Uy, Uy, ..., U,
otvoreni i da je

Bu(K,e)={Le K(X):LCUy, LNUy #0,...,LNU, # 0}.

Ovim smo pokazali da je svaka lopta bazni, dakle otvoreni skup u Vietorisovoj
topologiji, ¢ime je dokaz okoncan. O

Teorema 2.5.5 Ako je X metrizabilan prostor, takav je i K(X). Ako je X sepa-
rabilan, takav je i K (X).

Dokaz. Prvi deo teoreme je ve¢ dokazan (Prostor K (X) je metrizabilan Haus-
dorfovom metrikom). Pokaza¢emo jo§ separabilnost prostora K (X). Neka je
D C X prebrojiv, gust skup u X. Pokazacemo da je K;(D) = {K C D :
K, K je konacan} gust skup u K (X)) (evidentno je prebrojiv). Primetimo prvo da
je K;(D) C K(X). Posmatrajmo bazni skup {K € K(X): K C Uy, K NU; #
0,...,KNU, #0}. Skupovi UyN D, U; NUyN D, i =1,2,...,n nisu prazni,
s obzirom da je D gust u X (primetimo da skupovi Uy NUy, Us NUy, ..., U, NUy
moraju biti neprazni da bi bazni skup bio razli¢it od trivijalnog {0}), pa postoje
d; e UyNnUoND, i =1,2,...,n.Skup {d; : : = 1,2,...,n} je konaCan, pripada
K (D), podskup je skupa Uy i ima neprazan presek sa skupovima Uy, Us, ..., U,
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pa je element baznog skupa. Dakle, K ¢(D) seCe svaki bazni skup u K (X), pa je
gust u njemu. O

U razmatranje unosimo jo$ jedan element - metrizabilnost kompletnom metri-
kom. S obzirom da je nas prostor K (X ) metrizabilan (Hausdorfovom) metrikom,
razmotri¢emo konvergenciju niza kompaktnih skupova u ovoj metrici.

Definicija 2.5.6 Neka je dat topoloski prostor X i neka je (K, : n € N) niz
kompaktnih skupova u X. DefiniSemo topolosku gornju granicu, 7" lim,, K, kao
skup

{x € X : Svaka otvorena okolina tatke = seCe K,, za beskonaéno mnogo n}
Takode, definiSemo i topolosku donju granicu, 7' lim, K, kao skup
{xz € X : Svaka otv. okolina tacke x seCe K, za sve osim za kon. mnogo n}.

Jasno, T'lim, K,, C Tlim,K, i oba skupa su zatvorena. Ako su jednaki, za-
jedni¢ku vrednost nazivamo topoloska granica niza (K, : n € N). Primetimo
da, ako je X metrizabilan topoloski prostor i K,, # (), donju topolo§ku granicu
mozemo posmatrati kao skup elemenata x koji zadovoljavaju:

xn)(xy € K, za sve n, i za neki podniz x,,;, T,, — ).

Analogno, gornja toploSka granica se sastoji od elemenata x koji zadovol-
javaju:
Hap) (zn, € Ky zasve nix, — x).

Teorema 2.5.7 Ako je X kompletno metrizabilan prostor, takav je i K (X). Dakle,
ako je X poljski prostor, i K (X) je poljski prostor.

Dokaz. Odaberimo kompletnu, ograni¢enu metriku d koja generise topologiju na
X (dakle, d < 1). Neka je (K,,) Kosijev nizu K (X), dy, gde éemo pretpostaviti,
bez umanjenja opstosti, K, # (). Neka je K = Tlim,K,. Pokazaéemo da
K € K(X)idaje dy(K, K,))0. Primetimo prvo da je K = (), U;,, K; pa je
K ocigledno zatvoren i neprazan.

Pokazimo da je K kompaktan. Za to je dovoljno pokazati da je totalno ogra-
nien. Jo§ preciznije, dovoljno je nadi za svaki prirodan broj n otvoren skup
F, C X takodaje K C {J,cp, B(z,27"). Pokazacemo i viSe od ovoga - da
jeza Ly = U2, Ki, Ly C U,cp, B(x,27™). Neka je F;. konacan skup tako da
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vazi K; C UxeF;; B(x,27""1) (K; je kompaktan skup!). Neka je, dalje, p > n
takav prirodan broj da dy (K;, Kj) < 27" 1 zai,j > p (niz K-ova je Kogijev
pa p mozemo odrediti). Najzad, skup F,, = Ungigp F! je otiglednno konacan i
unija lopti oblika B(z,2~™) prekriva L,,. Zaista, unija lopti polupre¢nika 271
prekrivaju | JY_ K;, pa tim pre i unija lopti vecih polupre¢nika prekriva navedeni
skup. Ono $to jos treba pokazati je da je “ostatak™ L,,, dakle U;’ip 41 K prekriven
loptama B(x,27"), gde je x € F,.

Za proizvoljno j > p ispunjeno je: dy (K, K,) = max{0(K;, K,), (K, K;)}
< 27771, Dakle, za proizvoljno z € K, imamo nejednakost d(z, K,,) < 27" 1.
Odavde sledi da postoji y € K, tako da je d(y,z) < 27! Postoji € F,
tako da je d(z,y) < 2 ""!. Najzad je, po nejednakosti trougla: d(z,z) <
d(z,y) + d(y,z) < 27" pa je K; prekriven loptama B(x,27") gde z € K,,
iz Cega sledi da je ceo F, prekriven ovim loptama.

Dalje treba pokazati da dg (K, K) — 0. Uzmimo proizvoljno € > 0. Postoji
N takav dazai,j > N — du(K;, K;) < §. Pokazimo dazan > N vredi
dH(Kn, K) <eE.

Neka x € K. Tada na osnovu definicije gornje topoloske granice postoji pod-
niz (x,, : ¢« € N) za koji vazi z,, € K, x,, — x. Tada za dovoljno veliko i
indeks n; postaje veci od N i d(zy,;, ) < §. Za takvo i odaberimo y,, € K, takvo
da bude d(z,,, y,) < §.Tada je, na osnovu nejednakosti trougla, d(z, y,,) < € pai
K, K,) <e.

Dokaz jo§ nije zavrSen; potrebno je pokazati da §(K,,, K) < . Uzmimo zato
proizvoljno y € K,,. Formirajmo niz indeksa n = k1 < ko < ks < ... takvih
da je dy (Ky,, Km) < 2777l zam > kj. Defini$imo dalje i 2, € K}, kao Sto
sledi. Uzmimo xy, = y i xy,,, je takav da d(zy,,,, xx,) < 2777 'e. Tada je xy,
Kosijev, pa vy, — x € K, d(y,x) < 1ikonatno §(K,, K) < €. Ova konstatacija
zavrSava dokaz. O

Iako smo, dokazujuéi prethodnu teoremu, izgradili novi poljski prostor od
kompaktnih skupova datog poljskog prostora i time zavrSili zadatak ove glave,
dokazacemo i jacu teoremu.

Teorema 2.5.8 Ako je X kompaktan i metrizabilan, takav je i K (X).

Dokaz. Neka je d ograni¢ena metrika koja generiSe topologiju na X. Dovoljno
je pokazati da je (K (X),dy) totalno ograni¢en. Uzmimo £ > 0. Neka je, dalje
F C X konacan tako da vazi X = |J . B(z,¢). Tada se jednostavno pokazuje
daje K(X) = Ugcp B(S,¢) a ovim je pokazano da K (X) ima e- mreZu, pa je
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totalno ogranicen, odnosno kompaktan. O

2.6  SavrSeni poljski prostori. Teorema Kantor - Bendik-
sona

Podsetimo se, tacka nagomilavanja topoloskog prostora je tacka x za koju vaZzi
da u svakoj njenoj okolini U postoji tatka y € U, y # x, odnosno tacka za koju
singlton {z} nije otvoren skup. U daljem tekstu razmatramo prostore u kojima sve
tacke imaju ovu osobinu.

Definicija 2.6.1 Topoloski prostor je savrSen ako su mu sve tacke ujedno i tacke
nagomilavanja. Potprostor P topoloskog prostora X je savrSen u X ako je zatvo-
ren i savrSen u odnosu na svoju relativnu topologiju.

Primer 2.6.2 Prostor (R, O,.;) je savrSen, kao i prostor R”, n € N

Zaista, svaka tacka skupa R je njegova tacka nagomilavanja. Za otvoren skup
O za koji vazi x € O postoji ¢ > 0 tako da je ispunjeno (z — e,z +¢) C O,
pajex — 5 € O\ {z}. Prostor R"”, zan > 2 je takode savrSen. Za proizvoljnu
tacku z i otvoren skup O, z € O vazi: m;(x) € m[O] (m; je i-ta projekcija,
i=1,2,...,n—1). Tada je m;[O] C R otvoren skup, pa postoji y; € m;[O], y; #
mi(x). Zan-torkay = (Yo, y1,...,Yn—1) VaZiy # z, y € O.

Primer 2.6.3 Berov prostor \ je savrSen

Uzmimo proizvoljnu tatku f € N i otvoren skup O u Berovom prostoru koji
je sadrzi. Tada, s obzirom na lemu 2.3.6, postoji o € w<* za koji je f € N,. Ako
odaberemo elemente fy, f1, f2,... Berovog prostora tako da je ispunjeno: fo D
070, fi Do"1,...(recimo f; =" (4,7, 7,...), j €w),jasnojedaje (fo, f1,...)
niz razli¢itih elemenata iz N,, pa je N, beskonacan, a Berov prostor savrSen, jer
svaka njegova tacka poseduje okolinu u kojoj se nalazi beskona¢no mnogo tacaka.

Primer 2.6.4 Ako je X savrSen prostor,i K (X) \ {0} je savrSen

Prazan skup nije tacka nagomilavanja. Naime, pokazali smo da je skup {0}
otvoren u K (X). Dakle, tacka ) izolovana u K (X) jer postoji njena okolina,
upravo {0} koja ne sadrzi druge tacke.

Uzmimo dakle neprazan, kompaktan skup X C X. Nekaje R = {K : K C
Up, KNU; #0,..., KNU, # 0} bazni skup koji sadrzi K i R # {0}. Primetimo
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da tada mora biti Uy N Uy # 0, Ug N Uz # 0, ..., Uy N U, # 0. Ako je K C Uy,
postoji d € Uy \ K pauzmimo K’ = K U {d}. Ovo je o¢igledno kompaktan skup
koji se nalaziu Rivazi K’ # K.
Ukoliko je K = Uy i |K| > Ny, tada za svakon = 1,2,...,n postoji z,, €
UpNUy,. Skup K’ = {xg,x1,...,2,} # K je kompaktan skup koji se nalazi u R.
Najzad, ako je K = Uj konacan skup, tada postoji d € KNU;. Skup K\{d} #
K je kompaktan skup koji se nalazi u R.

Naredna teorema daje nam vezu izmedu novodefinisanih, savrSenih prostora i
Kantorovog kuba C.

Teorema 2.6.5 Neka je X poljski prostor, P C X neprazan savrsen skup, tada
postoji potapanje f : C — P. Drugim re¢ima, postoji savrSen skup F, F' C P koji
je homeomorfan Kantorovom kubu.

Dokaz. Formiraéemo drvo (U, : 0 C w<*) neprazniih otvorenih skupova u X
koji ispunjavaju sledece uslove:

1. Up=X
2.U,CcUy,zac CT
3. U, ~yNU,~, =0

4. diam(U,) < ﬁ

5. U,NP#0D

Neka je U, N P # (. Kako je P savrSen, svaka njegova tacka je i tatka nagomila-
vanja, pa postoje tacke xg, x1 € U, N P, x¢ # x1. Kako je X poljski prostor, on je
metrizabilan pa i Hausdorfov pa postoje disjunktne okoline Uy, , Uy, tataka zq, 21
respektivno. Odaberimo ove okoline tako da je U_~, C U, i diam(U,_ ~,) < Mﬁ
(z = 0,1). Ovim smo pokazali da se drvo sa navedenim osobinama moZe konstru-
isati.

Uzmimo proizvoljno = € C. Formirajmo presek

(VVatn = (Taw = (Va1 P

Ovaj presek je singlton, na osnovu Leme 2.3.14. Zato svakom x € C moZemo
pridruZiti siglton f(z) tako da je {f(x)} = (1, Uyn. MoZe se pokazati da je ova
funkcija neprekidna i injektivna, dakle potapanje.
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Kako je f neprekidna i C kompaktan, skup f(C) = F je zatvoren. F’ je savrSen,
na osnovu konstrukcije. Stoga je funkcija f : C — F' otvoreno preslikavanje, dakle
homeomorfizam. O

Naveséemo i jednostavnu posledicu ove teoreme.
Lema 2.6.6 Neprazni savrieni poljski prostori imaju kardinalnost 280

Dokaz. Neka je X neprazan, savrSen poljski prostor. Na osnovu teoreme 2.3.1
sledi da je | X| < |HN| = 2%, a na osnovu teoreme 2.6.5 imamo 2% = |C| < | X]|.
Teorema Kantor-Sreder-Bern3tajna implicira |X| = 2%, §to je i trebalo pokazati.
O

Primer 2.6.7 Prostor (Q sa topologijom nasledenom od O, nije poljski

Podsetimo se, teorema 2.2.6 odgovara na pitanje kada ¢e potprostor poljskog
prostora i sam biti poljski ali ako Zelimo da se na nju pozovemo i pokaZzemo da
je Q poljski, treba da ’pronademo” prebrojivo mnogo otvorenih skupova Ciji je
presek skup racionalnih brojeva! Problem ¢emo reSiti na drugi nacin- primenom
prethodne leme. Konkretnije, pokazaéemo da prostor Q nije poljski tako $to ¢emo
pokazati da suprotna pretpostavka vodi u protivrecnost. Neka je, dakle, Q poljski.
Tada je, s obzirom da se u proizvoljnoj okolini (u smislu uobicajene topologije)
svakog racionalnog broja (i viSe - svakog realnog broja) moZe naéi beskonacno
mnogo racionalnih brojeva, jasno da su sve tacke skupa Q tacke nagomilavanja, pa
je on savrSen poljski prostor. Ispunjene su sve pretpostavke za primenu prethodne
leme. Dakle, na osnovu leme imamo |Q| = 2%0 > Ry, §to je u suprotnosti sa dobro
poznatom Cinjenicom da je Q = Ny.

Definicija 2.6.8 Tacka x u topoloskom prostoru X je tacka kondenzacije ako je
svaka otvorena okolina tatke x neprebrojiva.'?

Naredna teorema jedna je od najvaZnijih u ovom radu.

Teorema 2.6.9 (Kantor-Bendikson) Neka je X poljski prostor. Tada se X moze
na jedinstven nacin zapisati kao disjunktna unija X = P U C, gde je P savrSen
podskup skupa X a C' prebrojiv i otvoren.

2Primetimo da se u metrickim prostorima u okolini talke nagomilavanja nalazi beskona&no
mnogo tacaka.
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Dokaz. DefiniSimo
X* = {x : x je tacka kondenzacije skupa X }

Nekaje P = X*, C' = X\ P. Skup P sadrzi sve svoje tacke nagomilavanja, pa
je zatvoren. Ako je {U, : n € N} baza skupa X (prostor X, kao poljski, odnosno
separabilan i metrizabilan topoloski prostor, poseduje drugu aksiomu prebrojivosti)
a C, kao otvoren skup, mora biti jednak uniji nekih baznih U,,. S obzirom da se u
komplementu skupa C nalaze sve tacke kondenzacije skupa X, jasno je da C' mora
biti jednak uniji svih prebrojivih baznih skupova U,,, pa je i sam prebrojiv. Skup P
je savrSen. Zaista, uzmimo x € P ineka je U otvorena okolina tacke z. Tada je U
neprebrojiv skup. Pokazac¢emo da sadrZi neprebrojivo mnogo tacaka kondenzacije.

Naime, pokazacemo da pretpostavka da U sadrZi najviSe prebrojivo mnogo
tacaka kondenzacije vodi u protivrecnost. Neka je, dakle, U N X* najviSe prebro-
jiv, konkretno U N X* = {z,, : n € N}. Tada je U \ X* otvoren jer za proizvoljno
y € U\ X™* postoji njena prebrojiva okolina V' koja ne moZe sadrZati ni jedno x,,
jer su to tacke kondenzacije. Dakle, cela okolina tacke y, V N U, sadrZana je u
U\X*VNUCU\X*t. U\ X* je okolina svake svoje tacke pa je otvoren.
U\ X" = Uyepx+ (Uz NU), gde je U, prebrojiva okolina tactke y € U \ X™.
Kako je X poljski prostor, poseduje drugu aksiomu prebrojivosti, pa na osnovu
teoreme Lindelefa, mozemo “’izvuc¢i” prebrojivo mnogo ¢lanova unije, dakle pos-
toje 1,2, -+, Yn, ... takodaje U\ X* = |, oy (Uy, NU). Na osnovu ovoga je
skup U \ X* prebrojiva unija prebrojivih skupova, dakle i sam prebrojiv. Sa druge
strane je |U| = [{x1,x2,...,2pn,...}| + |U \ X*| = Ry, §to je kontradikcija sa
¢injenicom da je U, kao okolina tacke kondenzacije x, neprebrojiv skup.

Nakon ove digresije, nastavljamo sa dokazom. Pokazali smo da U ima besko-
na¢no mnogo tacaka kondenzacije tj. tacaka skupa P, pa je ocito svaka tacka skupa
P ujedno i njegova tacka nagomilavanja, pa je on savrsen.

Ovim je pokazano postojanje P i C €ija je unija ceo prostor X, tj. PUC = X.
Treba joS dokazati jedinstvenost takvog zapisa. Pretpostavicéemo suprotno, dakle
da se X moze zapisati (bar) na jo$ jedan nacin, X = P; U (. Primetimo da ako je
Y savrSen poljski prostor, onda je Y* = Y. Ovo je tacno jer je svaka taCkay € Y
i tatka kondenzacije ovog skupa. Zaista, ona je njegova tacka nagomilavanja s
obzirom da je Y savrSen, pa za svaku okolinu U tacke y, UNY je neprazan savrSen
poljski prostor, prema tome kardinalnosti 2% > X,. Dakle, P = Py, paje
P, C P. Sadruge strane, za x € (1, a s obzirom da je C; otvoren i prebrojiv, dok
je C' unija svih baznih, prebrojivih skupova, imamo z € C, pa C7; C C. Sada je
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jasno da mora biti P = Py, C' = C} a

Neka je X neprebrojiv poljski prostor. Tada po teoremi Kantor-Bendiksona,
X moze da se predstavi kao unija P U C, gde je P savrSen poljski prostor, dakle
homeomorfna kopija C a C- prebrojiv skup. Tada vazi i |X| = |C| + |P| =
280 5 obzirom da savrSeni poljski prostori imaju kardinalnost 2%0. Dakle, kao
neposrednu posledicu teoreme Kantor-Bendiksona dobijamo neoc¢ekivan rezultat -
za poljske prostore vazi hipoteza kontinuuma!

Skup P iz teoreme Kantor-Bendiksona je i najveci (u smislu inkluzije) savrSen
podskup od X. Zaista, ako je Y savrSen podskup od X, videlismodajeY* =Y,
pajeY =Y*C X*=P.

Definicija 2.6.10 Za svaki poljski prostor X, ako je X = PUC, gde je P savrSen
a C prebrojiv sa osobinom P N C' = (), skup P zovemo savrseno jezgro prostora
X. Skup P je skup svih tacaka kondenzacije skupa X.

U narednim redovima ponudi¢emo alternativni dokaz teoreme Kantor-Bendi-
ksona i istovremeno algoritam za pronalaZenje savrSenog jezgra datog poljskog
prostora. Koristiéemo osnovna svojstva ordinala, konkretno njihove lepe” osobine
koje su zadrzali kao uopstenja prirodnih brojeva - uopStenje matematicke induk-
cije, tzv. transfinitnu indukciju a sa njom i transfinitnu rekurziju, kao i ¢injenicu
da svaki neprazan skup ordinala ima najmanji element. S obzirom da mnoge kon-
na ordinalima, ¢itaocu preporucujemo da usvoji (bar) osnovne pojmovi koje mu
omogucuju rad sa njima.

Definicija 2.6.11 Sa ORD oznacavamo klasu'? ordinala:
0,1,2,...,w,w+1,...

Ordinal « je sledbenik ordinala 3 ako vazi: « = f 4+ 1 = S U {S}. Ordinal j tada
zovemo prethodnikom ordinala 5. Ordinal « je grani¢ni ako ne postoji ordinal
tako da je « =  + 1. Ordinal « je naredni ako nije grani¢ni niti 0. Svaki ordinal
identifikujemo sa skupom ordinala manjih od njega ; o = {8 : f < a}, paje
0=0,1={0},2={0,1},w ={0,1,2,...}.

Za dalji rad, trebade nam

BJer “skup” svih ordinala nije skup, u smislu ZFC teorije, kao $to ni skup svih skupova nije skup
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Teorema 2.6.12 Neka je X prostor koji zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti
ineka je (F, : a < p) strogo opadajuéi transfinitni niz zatvorenih skupova'#.Tada
je p prebrojiv ordinal. Analogno tvrdenje vazi i za strogo rastuci transfinitni niz
zatvorenih skupova.

Dokaz. Neka je {U,, : n € N} prebrojiva baza topoloskog prostora X . Pridruzimo
svakom otvorenom skupu F' C X skup brojeva N(F) = {n : U, N F # 0}.
S obzirom na nacin definisanja skupa N (F'), jasno jeda X \ F' = | J{U,, : n &
N(F)} pa je pridruzivanje F' — N (F) injektivno. Takode, vredi i monotonost
ovog preslikavanja F' u smislu F' C G — N(F) C N(G). Dakle, niz skupova
(Fy : a < p) funkcijom F preslikavamo u niz (N (F,) : a < p) odnosno strogo
monotoni dobro uredeni niz podskupova N pa je |p| = Xy odnosno p je prebrojiv.
g

Definicija 2.6.13 Neka je dat topoloski prostor X. Neka je
X' = {x € X : z je tatka nagomilavanja skupa X }.

X' zovemo Kantor-Bendiksonov izvod prostora X .
Koristedi transfinitnu rekurziju definiSemo iterirane Kantor — Bendiksonove
izvode kao Sto sledi
Xo = X,

XCH-l = (Xa)la
Xy = ﬂ X, ako je \ grani¢ni ordinal.'.
a<A
Tada je (X, : @« € ORD) opadajuéi niz zatvorenih (pod)skupova prostora X .
Na osnovu prethodne leme, postoji prebrojiv ordinal aq tako da je X = X0 za

svakoa € ORD, o > ayg (primetimo da, kada prvi put unizu X!, X2, .. )pronademo
jednakost X0 = X®0+t1 73 sve ostale o > oy je X0 = X ).

Teorema 2.6.14 Neka je X poljski prostor. Tada za neki prebrojiv ordinal o vazi
Xo = Xoy zasve a > ag 1 Xy, je savrSeno jezgro prostora X.

4Naravno, misli se opadajuéi u smislu inkluzije,tj. o < 3 — Fg C Fa.

SDakle, parafrazirano, Kantor - Bendiksonov (prvi)izvod od X je skup tataka nagomilavanja
prostora X, drugi izvod je - skup tacaka nagomilavanja prvog itd. Kada u skupu ordinala ”sko¢imo”
do onog koji nema neposrednog prethodnika, kao $to je w, Kantor - Bendiksonov izvod koji mu je
pridruZen dobijamo u preseku izvoda koji odgovaraju ordinalima koji mu prethode.
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Dokaz. Koristi¢emo transfinitnu indukciju po « kako bi dokazali da je P C X¢
za svaki ordinal a.. Neka je P savr$eno jezgro prostora X i neka vazi P C X7 za
sve 5 < a. Razlikujemo dva slucaja.

Ako je a naredni ordinal, postoji v € ORD,a = « + 1. Tada, s obzirom da
je P C X7,o¢iglednoi P C (X7) = X! = X (ako je x tacka kondenzacije
prostora x koja pripada skupu X7, tada je ona i tacka nagomilavanja skupa X 7).

Sa druge strane, ako je v grani¢ni ordinal, s obzirom daje P C X? zasve 3 <
a, imamoi P C ﬂ5<a X8 = X,

Neka je o prebrojiv ordinal tako da vazi X = X0 za a > «g, onda X0 =
Xaotl = (X0 paje X savrien i zato X C P. O

Sada smo u moguénosti da formuliSemo sledecu definiciju.

Definicija 2.6.15 Za svaki poljski prostor X najmanji ordinal « iz teoreme 2.6.14
zovemo Kantor-Bendiksonov rang prostora X.'® i obelezavamo ga sa |X|cp.
Uvodimo i slede¢u oznaku:

X = xIXlor = savrgeno jezgro prostora X
Ako je X poljski prostor, evidentno vaZzi sledeca ekvivalencija:
X je prebrojiv <+ X = ().

MofZe se, transfinitnom indukcijom, pokazati da je za svaki ordinal o, | X1\
X < Wg. Za o = 0 tvrdenje se svodi na | X \ X'| < ®j. Ova nejednakost se
moze lako proveriti; zaista: X \ X' je skup svih tataka

{z € X : postoji okolina U od z u kojoj se nalazi samo tacka z.}

Tada je X \ X’ jednak uniji navedenih okolina a, s obzirom da X kao poljski
prostor zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti, po teoremi Lindelefa postoji pre-
brojiv skup okolna Uy, Us, ... Uy, ... ¢ija je unija X \ X’. Sada je o¢igledno skup
X \ X' najviSe prebrojiv. Ako pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve 8 < o + 1,
vazi i za a, pa primenjujuéi “bazu indukcije”(jer je X * poljski prostor, za svaki
ordinal «), imamo

[ XFE\ X = (X (XY)] < Ro.
Sada se Kantor-Bendiksonova teorema moZe lako dokazati. Za dati prostor X

savrieno jezgro je skup X = XXlcs, dok je C = U,6’<|X\cs (XA XP),
Jasno je da |P| < Ny, tedaje PN C = (.

'®Ovaj najmanji postoji jer neprazan skup ordinala {ao : X0 = X zasve a < ag} ima, kao
skup ordinala, najmanji element.
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2.7 Berovi prostori. Sokeova i jaka Sokeova igra

U narednoj glavi bavimo se karakterizacijom poljskih prostora putem Sokeovih
i jakih Sokeovih igara. Na datom topoloskom prostoru dva igraca biraju otvorene
skupove po odredenom pravilu i formuliSu se kriterijumi pobede prvog odnosno
drugog igraca. PokuSacemo da problem karakterizacije poljskog prostora svedemo
na problem strategije jednog od igraca ove igre.

Ve¢ na osnovu kratkog prikaza ovih topoloskih igara, ¢itaocu je jasno da put
do poljskih prostora nece biti kratak. Zato cemo uvesti neke pojmove koji ¢e nam
olaksati dalji rad i omoguciti lakSe manipulisanje kasnijim pojmovima.

Definicija 2.7.1 Neka je dat topoloski prostor X. Skup A C X je nigde gust

(tanak) ako je Int(A) = 0.
Iz same definicije jasno je da vaZi:
Lema 2.7.2 Vaze sledeCe tvrdnje:
e A je nigde gust ako i samo ako skup A nigde gust.
e A je nigde gust akko je skup X \ A gustu X O
Definicija 2.7.3 Skup A C X je prve kategorije ako je A = (J, oy An. gde

su A, nigde gusti skupovi. Skup koji nije prve kategorije zovemo skupom druge
kategorije. Komplement skupa prve kategorije zovemo rezidualni skup.

Neposredno na osnovu definicije (i De Morganovih zakona) dobijamo da je skup
rezidualan ako i samo ako se moZe predstaviti kao presek prebrojive familije gustih,
otvorenih skupova.

Primer 2.7.4 U prostoru (R, Oyop) singlton je nigde gust.
Zaista, Int({z}) = Int({z}) = 0.

Primer 2.7.5 U prostoru (R, O,.;) skup Q je prve kategorije.
Jasno, jer je Q = |, {¢} unija prebrojivo mnogo nigde gustih skupova.
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Primer 2.7.6 Kantorov skup F /3 je nigde gust u Kantorovom skupu C
Pomenuli smo da se Kantorov prostor, C moZe potopiti u interval [0, 1] i pri
tome je homeomorfan Kantorovom skupu Ey /3 (skupu realnih brojeva izmedu 0 i
1 koji imaju samo nule i dvojke u ternarnom zapisu). Ovaj skup je zatvoren u [0, 1]
(primer 1.3.40). Prema tome, Int(E)/3) = Int(E) ;). Pokazacemo da je skup
Int(E,/3) = ( ili, ekvivalentno, pokazaéemo da za proizvoljno x € FE; /3 1dato
€ > 0 postoji y ¢ E /3 za koji vaZi [z — y| < e. Neka je ng € N broj za koji je

3%0 < €. Tada x moZemo zapisati kao

Pretpostavimo da ovaj zapis nije konacan, tj. da ne sadrZi stacionaran niz nula ili
dvojki. Za ni > ng sa osobinom a,, = 2 formiramo y = (0.b1b2bs...)s gde
jebn = an zasven # nyiby,, = 1. Jasno, y ¢ Ey/3. Tadaje [z — y| < e.
Sli¢no se za x sa kona¢nim zapisom moze naci y tako da je |x — y| < e. Dakle,
Int(El/g) = 0.

Primer 2.7.7 U Berovom prostoru /N svaki kompaktan skup je nigde gust

Zaista, kompaktan skup F' je zatvoren (jer je N metrizabilan pa i Hausdorfov)
i postoji € N za koji je ispunjeno y(n) < x(n) zasvey € Fizasven € w. Za
proizvoljan element y € F'idato € > 0 odredimo ng € N za koji vazi: 2710% <e.
Element y' € N definisan kao 3/(i) = y(i) zai < ngiy' (i) = (i) + 1 za
t > ng ne pripada skupu F', s obzirom na nacin na koji je x definisan, dok je
d(y,y) = 2710% < e, paje Int(F) = Int(F) = 0. Kao neposrednu posledicu
ovog primera dobijamo da je u Berovom prostoru o-kompaktan skup ujedno i skup
prve kategorije.

Na osnovu prethodnog primera izvodimo sledeéi zakljucak.

Primer 2.7.8 Prostor N nije lokalno kompaktan

Pokazademo i viSe od toga - ni za jednu tacku Berovog prostora ne postoji
otvorena okolina &ije je zatvorenje kompaktno. Neka je, dakle f € A proizvoljno.
Pretpostavimo da postoji otvoreni skup O tako daje f € Oi K = O je kompaktan
skup. Tada je, O C K pa je, s obzirom na monotonost operatora unutrasnjosti:
O = Int(O) C Int(K). S obzirom na prethodni primer dobijamo O = (), §to je
kontradikcija jer smo pretpostavili da je f € O.

Primetimo da imamo i sledec¢i kontraprimer
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Primer 2.7.9 Proizvod prebrojivo mnogo lokalno kompaktnih skupova ne mora
biti lokalno kompaktan

Berov prostor je tihonovski proizvod prebrojivo mnogo diskretnih, dakle lokalno
kompaktnih prostora, a nije lokalno kompaktan.

Za dalji rad bi¢e nam potrebni tzv. Berovi prostori. Pre nego sto ih uvedemo,
dokazademo sledeéu teoremu.

Teorema 2.7.10 Neka je X topoloski prostor. Sledeca tvrdenja su ekvivalentna:
1. Svaki neprazan otvoren skup u X je skup druge kategorije.
2. Svaki rezidualni skup u X je gust.

3. Presek prebrojivo mnogo gustih, otvorenih skupova u X je gust skup.

Dokaz. (1-2) Pretpostavimo da ne vazi (2) tj. da postoji A ¢iji je komplement skup
prve kategorije koji nije gust. Tadaje X \ A # (. S obziromdaje X \ A C X \ A,
pri ¢emu je X \ A skup prve kategorije, i skup X \ A je prve kategorije. Ovaj
skup je, medutim, otvoren, kao komplement zatvorenog skupa, ¢ime smo dosli u
kontradikciju sa (1). Dakle, mora vaZiti (2).

(2-3) Pretpostavimo da vazi (2). Neka su D,,n € N gusti skupovi u X,
dakle D, = X. Dovoljno je pokazati da je skup (Mpen Dn rezidualni skup.
Imamo X \ ey Dn = Upen (X \ Dy), a skupovi X \ D), su nigde gusti, pa je
X\ Nnen Pn = Upen (X \ Dy,) zaista skup prve kategorije, dakle (), D je
rezidualni skup.

(3-1) Pretpostavljamo da vaZi (3) a ne vaZi (1) tj. da postoji otvoreni skup
O koji je prebrojiva unija nigde gustih skupova A,, O = |J,cr An. Skupovi
X\ Ap,pai X \ A, su gusti, pa je i njihov presek gust. Ali (), .y (X \ 4,) =
X\ Upen4n = X\ O koji ne moZe biti gust jer je zatvoren, dakle X \ O =
X \ O # X. Ocigledna kontradikcija, iz koje sledi da (3) implicira (1). O

neN

Definicija 2.7.11 Topoloski prostor je Berov prostor ako zadovoljava ekvivalentne
uslove (1)-(3) iz prethodne teoreme.

Teorema 2.7.12 Ako je X Berov prostor i U C X otvoren, onda je i U Berov
prostor.

Dokaz. Pokazac¢emo da je ispunjen uslov (3). Neka je (U, : n € N) prebrojiv niz
otvorenih, gustih skupova u U pa stoga otvorenih i u X. Tada je U, U (X \ U)
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otvoreni gustu X, paje ), (Up U (X \U)) = (N, Un) U(X\U) gustu X, iz
¢ega zakljucujemo da je (), Uy, gustu U. O

Teorema 2.7.13 Svaki kompletno metrizabilan prostor je Berov. Svaki lokalno
kompaktan Hausdorfov prostor je Berov.

Dokaz. Neka je (X, d) prostor sa kompletnom metrikom. Neka je, dalje (U, :
n € w) niz otvorenih, gustih skupova u X i neka je U neprazan, otvoren skup.
Pokazacemo daje U N ((),, Un) # 0 iz Cega neposredno sledi da je presek skupova
U, gust. Kako je U NUy # 0, postoji By, otvorena lopta polupre¢nika < % za koju
vazi By C U N Uy. Kako je By N U; # 0, postoji otvorena lopta B; polupreénika
< % za koju je By C By N U;. Sukcesivno dobijamo prebrojiv niz lopti B;. Na
osnovu leme 2.3.14 imamo (),, B, = (), Bn C U N ((,, Un).

Razmotrimo i drugi deo dokaza, dakle Hausdorfov i lokalno kompaktni prostor
X. Za svaku tacku z i otvorenu okolinu U od x postoji otvorena okolina V' od z
tako da je V kompaktno i V' C U. Sli¢nim rezonovanjem kao i u prvom delu
dokaza, konstrukcijom otvorenih skupova B; tako da su B; kompaktni dobijamo

M Bn # 0. 0

Konac¢no definiSemo i Sokeovu igru.

Definicija 2.7.14 Neka je X neprazan topoloski prostor. Sokeova igra Gx na
prostoru X definisana je kako sledi. Igraci I i II naizmeni¢no otvorene podskupove
skupa X:

.Uy Uy

I’ vz i

pri cemu vazi Uy O Vp O U; DO Vi.... KaZzemo da igrac II pobeduje ako je
N, Vo =N, Un # 0. Igrag 1 pobeduje kada je ), V;, = ,, Un = 0. Pobednicka
strategija igraca I je pravilo koje igracu I u n-tom koraku sugerise potez, u zavis-
nosti od toga igre u prethodnim koracima. Formalizovaéemo ovo “pravilo”.

Neka je T' drvo dozvoljenih pozicija u Sokeovoj igri, dakle 7" je skup kona¢nih
nizova oblika {(Wp, W1y,...,W,)}, gde su W; neprazni, otvoreni podskupovi
skupa X i Wy O W1 O Wy D ... O W,. Strategija za igraca I je poddrvo
o C T tako da je ispunjeno

1. o je neprazno;

2. ako je (Up, Vp,...U,) € o, onda za sve otvorene, neprazne V,, C U, vazi
dai (Uy, Vo,...,Up, V) € 03
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3. ako je (Uy, Vo, ...Up—1,Vs—1) € o, tada postoji samo jedno U, tako da je
(U0, Vo, - - - Un—1,Vn—1,Up) € 0.

Intuitivno, strategiju shvatamo na slede¢i nacin. I igra Uy, gde je (Up) € o; 11
bira neprazan, otvoreni skup Vy C Uy, a na osnovu (2) je (Uy, V) € o. Tada igrac
I bira, na osnovu (3) skup U; tako da je (U, Vo, U;) € o itd.

Pozicija (Wy, W1, ... W,) € T je kompatibilna sa o ako (Wy, Wy, ... W,,) €
o. Tok igre (Uy, Vo, U1, V1, .. .) je kompatibilan sa strategijom o ako je
(Uo, Vo, U1, V1,...) € [o]. Strategija o je pobednicka strategija za I ako on
pobeduje kad god je tok igre kompatibilan sa o tj. ako vaZi implikacija

(Uo, Vo, U, Va,...) € o] = (\Un = [ | Va =0

Analogno definiSemo strategiju i pobednicku strategiju za drugog igraca.

Teorema 2.7.15 (Oxtoby) Neprazan topoloski prostor X je Berov prostor ako i
samo ako igra¢ I nema pobedniku strategiju za Sokeovu igru G x.

Dokaz. (+—) Ovo je znatno laksi smer. Pretpostavicemo da X nije Berov prostor i
pokazademo da tada igra¢ I ima pobednicku strategiju. S obzirom na pretpostavku,
postoje gusti skupovi (G, : n € w), njih prebrojivo mnogo, ¢iji presek nije gust,
pa postoji otvoren skup Uy i Uy N (), Gn = 0. Igrac I bira skup Up. Igra¢ II
uzvraca skupom Vy C Uy, pa kako je Vo NG # (), igra¢ 1 bira za Uy skup Vo N Gy.
Za skup V; koji igra II, I odgovara skupom Uz = V3 N G1 C V; itd. jasno je da
N, Un € Up N, Grn = 0, ¢ime smo opisali pobednicku strategiju za I.

(—) Pretpostaviéemo da I igra¢ ima pobednicku strategiju. Neka je Uy prvi
“potez” igraca I kompatibilan sa strategijom o. Pokazacemo da Uj nije Berov, Sto
¢e znaciti da ni ceo prostor X nije Berov.

Konstruis§imo potkresano drvo S C o tako da za sve p = (Up, Vp,...,U,) € S
skup U, = {Upn11 : (Uo, Vo, ..., Vi, Ups1) € S} sadrzi po parovima disjunktne
otvorene skupove i | JU), je gust u U,,. Neka je, dalje
Wy, = U{U, : (Uo, Vb,...,U,) € S}. Za svako n, skup W, je otvoren i gust
u Up. Imamo, dakle, prebrojiv niz gustih skupova. Pokaza¢emo da im je presek
prazan. Pretpostavimo suprotno, da postoji € (), Wy,. Tada postoji jedinstveni
tok igre (Up, Vo,...Up, Vp,...) € [S]takodaje x € Uy, zasve n, pa(), U, #
(),5to je kontradikcija sa ¢injenicom da (Up, Vj, . ..) € [o] a o je pobednicka strate-
gijazal
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Pazljivom ¢itaocu nece promaci propust u ovom dokazu-nismo pokazali egzis-
tenciju (pod)drveta S. S obzirom na sloZenost dokaza, odlucili smo se da rekur-
zivnu konstrukciju poddrveta S izloZimo tek na kraju, kako bi Citaocu olaksali
pracenje. Dakle, rekurzivnim putem konstruiSemo S - “biramo” koje elemente
strategije o smeStamo u S. Prvo ) € S. Ako je (Up, Vo, .-, Upn—1,Vs—1) € S,
onda, na osnovu definicije strategije o, postoji samo jedan skup U, tako da je
(Uo, Vo, -, Un—1,Vh_1, Un) € o. Ako je p = (Uo, Vo, oo Up—1, Vi1, Un) S
S, za svaki otvoren skup V,, C U, iuz oznaku V' = U1 (Up+1 je skup koji,
po strategiji ¢ bira prvi igra¢ nakon Sto drugi odigra V},) jasno je da je U,41
otvoreni podskup skupa V,,. Neka je V), maksimalna (u smislu inkluzije) kolek-
cija nepraznih, otvorenih skupova V;, C U, za koje je {V, : V,, € V,} skup po
parovima disjunktan. Tada u poddrvo S smeStamo sve elemente
(U0, Vo, ..., Upn, Vi, V) zakoje je V;, € V,. Skup
Uy = {Uns1 : (U0, Vo,...,Upn, Vi, Upy1) € S} = {Vj : V,, € V,} tada sadrzi
po parovima disjunktne skupove. Skup (JU, je i gust u U,,. Zaista, ako bi pret-
postavili da postoji neki V;, C U,, disjunktan sa skupom | ), tada skup V, U{V}, }
ima istu osobinu kao i maksimalna kolekcija V), Sto je kontradikcija. O

Definicija 2.7.16 Neprazan topoloski prostor je Sokeov prosor ako igra¢ Il ima
pobednicku strategiju u Gx.

Shodno prethodnoj definiciji i s obzirom da je nemogucée da oba igraca imaju
pobednicku strategiju u G'x neposredno sledi da je svaki Sokeov prostor Berov
prostor. Obrat u opStem slucaju ne vazi.

Na osnovu teoreme 2.7.13 imamo da je svaki poljski prostor ujedno i Berov
prostor. Upravo smo zakljuéili da je i svaki Sokeov prostor Berov. Medutim, ove
dve relacije nista ne govore o povezanosti poljskih prostora i Sokeovih igara. Is-
postavlja se da za karakterizaciju poljskih prostora Sokeove igre nisu dovoljne.
Potrebne su nam jake Sokeove igre, §to izlazemo u daljem tekstu.

Definicija 2.7.17 Neka je X neprazan topoloski prostor. Jaka Sokeova igra G%
na prostoru X definisana je kako sledi. Igraci I i Il naizmeni¢no biraju otvorene
podskupove X:

I: xo, U(] x1, U1

I voa i

kao prilikom igranja Sokeove igre, ali ovde igraé I dodatno bira i z, € U, a
igra€ Il bira V,, C U, za koji vazi x, € V,. Mora biti zadovoljeno Uy O V 2
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Uy D Vj...atakode i x, € U,, x, € V,,. KaZemo da igrac II pobeduje ako je
N, Vo =N, Un # 0. Igrag I pobeduje kada je (), Vi, =, Un = 0.

Neprazan prostor X zovemo jak Sokeov prostor ako igrac Il ima pobednicku
strategiju za jaku Sokeovu igru G%.

Malom modifikacijom prvog smera teoreme 2.7.15 jednostavno se pokazuje da
ako X nije Berov prostor, igra¢ I ima pobednicku strategiju i u jakoj Sokeov i 1gr1 na
X pa X nije jak Sokeov prostor. Kontrapozicijom dobijamo da je svaki jak Sokeov
prostor Berov. Sa druge strane, lako se pokazuje da je svaki kompletno metrizabi-
lan ili lokalno kompaktan Hausdorfov prostor i jak Sokeov. Zaista, za kompletno
metrizabilan prostor X jednostavno se izvodi pobednicka strategija drugog igraca.
Ako igra¢ I odigra x,,U,, drugi odigra V,, = B(xzy, ) tako da je ispunjeno
B2, ) CUpiry < 7gzan € w. Tadaje (), Vo = ), Vo # 0.

Klasa jakih Sokeovih prostora je uza od klase Sokeovih prostora, tj. svaki jak
Sokeov je ujedno i Sokeov prostor. Zaista, pod pretpostavkom da je X jak Sokeov,
IT igra¢ ima pobednicku strategiju i za Sokeovu igru. Kad god igra¢ I odabere
(neprazan) skup Uy, igra¢ II mu pridruZi element z,, € U,, i dalje igra po pravilima
jake Sokeove igre, §to mu donosi pobedu.

Teorema 2.7.18 Vaze sledeca tvrdenja.

1. Akoje X jak SokeoviY C X skup sa osobinom Gy, tadajeiY jak Sokeov
prostor.

2. Akoje f : X — Y neprekidna, otvorena sirjekcija i X jak Sokeov prostor, i
Y je jak Sokeov.

3. X = [Lies Xi je jak Sokeov prostor ako i samo ako su za svako i € I
prostori X; jaki Sokeovi.

Dokaz. 1) Neka je X jak Sokeovi Y = N, Wn € X gde su W, otvoreni
skupovi. Treba opisati pobednicku strategiju igraca Il za igru na prostoru Y.
Citalac je verovatno uo&io da smo sli¢ne probleme na koje smo do sada nailazili,
dakle one koji iziskuju konstrukciju drveta, pravila ili uopste, nekakve prebro-
jive sheme, reSavali principom rekurzije pa ¢emo tako i ovom prilikom postupiti.
Rekurzivno éemo definisati odgovore igraca Il na poteze prvog igraca. Neka su,
stoga xg, Ug, 71, Ut, . . . potezi igraca I uigri G5-. Rekurziju po¢injemo bazom, pa i
u ovom slucaju razmatramo koji skup treba da odabere II kao odgovor na Uy igraca
I. Kako je Uy otvoren u indukovanoj topologiji, postoji skup Uy, otvoren u X tako
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daje UyNY = Up. Neka uigri G% prvi igra¢ odabere zo i Uf = U;NW,!7. Neka
je Vi odgovor Il igra¢a u igri na X. Tada za igru na Y odaberimo V = Vi NY kao
potez drugog igraca. Primetimo odmah da su pravila igre ispunjena jer Vo C Up i
xog € Vp. Uopste, pretpostavicemo da su xq, Ug, Vo, . .., T, Up, Vi 1 U, UV
definisani tako daje U, N Y = U, U} = U/ NW,, V, = V> NY. Dalje éemo
pretpostaviti da je igra¢ I odigrao x, 11, Uy41 uigri G§.. Bez umanjenja opStosti
moZemo pretpostaviti da je Upy1 € V,,. Neka je U], otvoren skup u X za koji
vazi U}, ;NY = Up41. Neka je, opet bez umanjenja opstosti, U}, ; € V. Opet se
vra¢amo na igru u prostoru X . Neka igra¢ I bira ,, i skup Uy, | = U, ; N Wyp1
u (n 4 1)-om koraku. Pretpostavimo da je V,*, ; odgovor igraca Il na potez U  ;,
prema pobednickoj strategiju. Tada u igri G neka je odgovor drugog igraca
Vo1 = V7 NY. Lako se pokazuje da su pravila jake Sokeove igre zadovol-
jena, dakle xp,4+1 € V41 € Upy1. S obzirom da je igrag II igrao po pobednickoj

strategiji na X ,vredi (), U;; # (). Zato je
U= WUNY)=(ULN W= U, N W) =(\Us #0.

Ovim smo opisali pobednic¢ku strategiju drugog igraca na Y, pa je re¢ o jakom
Sokeovom prostoru.

2) Opet igru na "nepoznatom” prostoru Y dovodimo, putem preslikavanja f, u
vezu sa jakom Sokeovom igrom na prostoru X gde znamo da II ima pobednitku
strategiju. Neka su yo, Uy, y1, Uy, ... potezi igraca I u igri na Y. S obzirom da
je f sirjekcija, postoje ¥, € X za koje vaZi y, = f(z,). Skupovi f~1[U,] su
neprazni i otvoreni u X jer je f i neprekidna. Neka su u igri na X potezi pr-
vog igrada dati sa zq, f 1 [Uo], ..., 2n, f[Uy,] i neka su odgovori drugog igraca,
prema pobednickoj strategiji, otvoreni skupovi Wy, Wy, ..., W,,. Tada se jednos-
tavno proverava da se odabirom drugog igraca skupova
fWo), f(W1),..., f(Wy,)!'® igrana Y zavriava u njegovu korist.

3) Neka je za, svako ¢ € I sa m; oznalena i-ta projekcija skupa X. S obzirom da
je m; : X — X, neprekidno, otvoreno i sirjektivno preslikavanje, a na osnovu veé
dokazanog svojstva 2), jasno je da su svi X; jaki Sokeovi prostori ako je proizvod
X jak Sokeov. Obratno, pretpostavimo da je za svako i € I skup X; jak Sokeov.
Pokazaéemo da u igri na X drugi igra¢ ima pobednicku strategiju tako Sto ¢emo,
pored ove glavne, igrati sporedne igre na komponentnim prostorima X;, dakle G .
Neka je xq, Uy prvi potez igraca I u glavnoj igri. Za otvoren skup Uy postoji bazni

Primetimo da o € Uj N Wy = Ug.tj. ispunjena su pravila igre na X.
80vi skupovi su otvoreni, jer je f otvoreno preslikavanje.
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skup Wy za koji vazi Wy C Uy a s obzirom na nacin na koji se gradi baza proizvoda
topoloskih prostora, postoji kona¢no mnogo indeksa 1,9, ...,7, € I za koji je
Wy = 7TZ-_11[U2‘1] N W;I[Ui Jn...n W;LI [Ui, ] gde su U;, otvoreni u skupovima
Xi,, k=1,2,...,n. Tada na svakom od prostora X;, zapocinjemo igru potezima
prvog igraca m;, (xo), m, [Wo] = U;,,k = 1,2,...,n. U ovim prostorima igra¢
IT ima pobednicku strategiju, pa neka prema njoj bira skupovi V;, . Povratkom u
X dobijamo za potez drugog igraca otvoren (Stavise bazni) skup Vo = 7, vin
T, v, n...n Lo V4, ]. Analognim rezonom (i primenom rekurzije) dobijamo
i (n + 1)-i potez igraca II na osnovu prethodnih poteza igraca I. Primetimo da, i
pored toga Sto indeksni skup I moZe biti proizvoljan (dakle,ne mora biti prebrojiv),
igramo najvise prebrojivo mnogo igara na prostorima X; u kojima pobeduje igra¢
I1. To nam daje neprazan presek skupova koje Il izabere u igri G% pa on pobeduje.
g

Teorema 2.7.19 Neka je X poljski prostori Y C X. Tada je Y jak vSokeov ako i
samo ako je poljski.

Dokaz. Jedan smer je trivijalan; naime, ako je Y poljski prostor, dakle svakako
kompletno metrizabilan, pa je jak Sokeov.

Za dokaz obratnog smera, primetimo da je dovoljno pokazati da Y ima osobinu
Gs.

Pre dokaza, trebace nam jedno svojstvo prostora X - svaka kolekcija njegovih
otvorenih skupova ima tackasto konartio profinjenje. Preciznije, za svaku kolekciju
U otvorenih skupova postoji kolekcija U’ tako da je zadovoljeno:

. yu =yu’;
2. Zasvako W € U’ postoji neko U € U tako da je ispunjeno W C U

3. Zasvako z € X postoji najvi$e kona¢no mnogo elemenata W € U’ tako da
zeW.

Ako je d kompletna metrika koja generiSe topologiju na X. Uslovima koje mora da
zadovoljava kolekcija &/ dodajemo i sledeci - za proizvoljno, unapred dato € > 0
vazi diam(W) < e zasve W € U/’

Neka je, dakle U/ data kolekcija otvorenih skupova i € > 0. Bez umanjenja
opstosti pretpostavi¢emo da je diam(U) < e za svako U € U. S obzirom da
je X prostor sa drugom aksiomom prebrojivosti, iz prostora ¢/ mozemo izdvojiti
prebrojiv potpokriva¢ za U/ pa moZzemo odmah pretpostaviti da je on prebrojiv.
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Numeri$imo njegove elemente Uy, Uy, . ... Neka je, za svako n € w, (Up pm : m €
w) niz otvorenih skupova tako da vazi U, ,, C Upm+1 i takode Uy, C U,y i
Usmew Unim = Up. Definisimo i U}, = Uy \ (U<, Umin)- Tada je profinjenje
kolekcije U dato sald’ = {U), : n € w}. Vazi | JU = | JU'. Zaista, za x € X neka
je n € w najmanji broj za koji je € U,,. Tada x € U,,. Treba proveriti i tatkasto
konacno profinjenje. Uzmimo proizvoljno = € X i neka je n € w najmanji broj za
koji je x € U,. Neka je, dalje m > n najmanji broj za koji je € U, ,,. Tada je
zasve k > m, x ¢ Uj. Ova konstatacija zavrSava dokaz.

Nakon ove digresije, nastavljamo sa glavnim dokazom. Definisaéemo drvo T’
koje sadrZi nizove oblika

! / !/ !
(U[]7$07 Vba Ula X1, V17 RN} Un—l’ Tn—1, anla Un)

Za prirodni broj n > 1. Neka je pobednicka strategija igraca I u igri G§- drvo o.
Razmotrimo prvo skup S svih nizova oblika (U}, zo, Vo, U7), gde je Uj = X, Vo
je odgovor drugog igraca prema strategiji IT ako je prvi igra¢ odigrao zo, UjNY =
Y ivazU;NY C Vj, kako bi u slede¢em koraku prvi igral mogao odabrati upravo
ovaj skup. Neka je, dalje U, = {U] : (X, x0,Vo,U;j) € S1 zaneko xp € Y} i
Wi = JU,. Tada je jasno da je skup W; otvoren i da je Y C W;. Na osnovu
prethodne digresije moZemo izdvojiti kona¢no profinjenje od U, nazovimo ga U’y
tako da je za svako U € U'q ispunjeno diam(U) < 271,

Neka je 71 C S7 poddrvo drveta Sy takvo da za svako U € U; postoji jedin-
stveno (X, zo, Vo, Up) € T1.

Neka je za neko n — 1 drvo ve¢ konstruisano i neka je S, skup svih nizova
oblika (U}, xo, Vo, ..., U, _1,Tn—1, Vu-1,U),) gde (U}, xo,...,Up—1) € Tp—1, i
V., je dobijen koris¢enjem pobednicke strategije o pri cemu se igraju sledeci potezi:

Izg,Y $1,U1:U{ﬂy l’n_l,Un_lerllflﬂY

I W i ... V-1

I takode vazi U, N'Y C V,,_1. Neka je U, = {U] : (X, z0,Vp,...,U}) € Sp}
i W, = JU,. Skupovi W,, su otvoreni i takode, kao i za n = 1, ispunjeno je
Y C W,. Zasvako p = (X, zo, Vo,U]_;) € T,,—1 kolekcija U, = {U} € U, :
(X, x0, Vo, ...,U)) proSiruje p} ima konaéno tackasto profinjenje sa elementima
dijametra manjeg od 27". Stavimo U';, = U ez, ,U'p. Tada je U, konacno
tackasto profinjenje od U,. DefiniSimo, kao za n = 1 poddrvo T;, drveta .S, tako
da za svako U], € U’,, postoji jedinstven (X, xg, Vp,...,U}) € T,. Neka je,
najzad 7' = |J,, T
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Pokazacemo da je Y = (), W, §to ¢e pokazati da skup Y ima osobinu G5
i samim tim zavrsiti dokaz. Trivijalno sledi Y C (), W), pa je zato dovoljno
pokazati obratnu inkluziju. Pretpostavimo da je « € (),, Wy,. Dakle, zasve n € w
postoji (X, zo, Vp,...,U/}) € T tako da je = € U},. Sa T, ozna¢imo sledeéi skup
(konkretnije, drvo): T, = {(X,z0,Vo,...,Un) € T : © € U,}. Na osnovu
konstrukcije nije teSko pokazati da je poddrvo T, konacni spliting pa primenom
Kenigove leme dobijamo beskona¢nu granu (X, o, Vo, ..., U}, xpn, Va,...) tako
dajex € N, U, i(x0,Y,Vo,...,2n, Uy =U;, NY,V,,...) je tok igre na osnovu
strategije 0. S obzirom da je na osnovu strategije o drugi igra¢ pobeduje, imamo
N, Un # 0. Sadajei(), U, # 0 as obzirom da dijametri skupova U}, formiraju
nula niz, presek U, je singlton i zato (", U, = (), U, = {z}izatoz € Y. O

Tek sada smo u moguénosti da dokaZzemo poslednju teoremu u ovom radu.

Teorema 2.7.20 Topoloski prostor je poljski ako i samo je T3, jak Sokeov i pose-
duje drugu aksiomu prebrojivosti.

Dokaz. Veé¢ smo pokazali da je svaki kompletno metrizabilan prostor i jak Sokeov,
pa je i svaki poljski prostor jak Sokeov. On je svakako T3 (i viSe od toga, Ty,
jer je metrizabilan) i zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti jer je metrizabilan i
separabilan pa je prvi smer teoreme dokazan.

Obratno, posmatrajmo prostor X koji je jak Sokeov T3 prostor sa drugom ak-
siomom prebrojivosti. Na osnovu Urisonove metrizacione teoreme dobijamo da je
X metrizabilan. Neka je d metrika prostora X i neka je (X , J) prostor nastao kom-
pletiranjem metri¢kog prostora (X, d). Sada je X jak Sokeov potprostor poljskog
prostora X, pa je i sam poljski, Sto je i trebalo dokazati. O
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Zakljucak

Prezentovani materijal, dakle definicija, osnovne osobine i karakterizacija po-
ljskih prostora saZet je na svega 3-4 stane u udZbenicima deskriptivne teorije sku-
pova.

Sa druge strane, udzbenici opste topologije nastoje da detaljno ispitaju topolo-
Ske i metricke prostore, pa one koji su “izmedu” (a poljski prostori, sa ’skrivenom”,
kompletnom metrikom, to svakako jesu) zanemaruju ili jedva pomenu.

Ovaj rad nastoji da popuni navedenu prazninu. Citalac sa solidnim predznan-
jem iz opste topologije upoznace osobine poljskih prostora i, s obzirom na ispre-
pletenost topoloskih i metrickih pojmova koji figuriSu u definiciji ovih topoloskih
prostora, ucvrstice i utvrdi¢e svoje znanje.

Za kraj moZemo reci da sa poslednjom teoremom ovog master rada deskrip-
tivna teorija skupova tek po¢inje. Citalac koji Zeli da upozna ovu teoriju rad moze
shvatiti kao priru¢nik, handbook poljskih prostora, gde moze naci Cinjenice i de-
talje koji se u ozbiljnim udZbenicima podrazumevaju. Citaocu koji Zeli da se bolje
upozna sa topologijom ovaj rad moZe biti od koristi jer se pojmovi najbolje upoz-
naju u interakciji koje ovom radu donosi svaka teorema, lema i primer.
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ways of making new Polish spaces. Proof of Cantor-Bendixon theorem and brief discussion about
characterisation of Polish spaces are also given.
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