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Predgovor

Sistemi linearnih jednacina spadaju medu najstarije matematicke pro-
bleme. Linearna Diofantova jednacina je jednacina oblika ajx; 4+ aszs +
...+ apr, = b, gde ay,...,a,,b € Z i reSenja trazimo iskljuc¢ivo u skupu
celih brojeva. Ovaj rad se bavi ispitivanjem egzistencije reSenja sistema ovih
jednacina.

U uvodnoj glavi dati su osnovni pojmovi, definicije i teoreme iz opste i
linearne algebre, neophodne za pracenje glavnih delova rada.

U drugoj glavi dati su osnovni pojmovi o sistemima linearnih jednacina,
kao i najefikasniji algoritam za njihovo resavanje, Gausov. Data je i Kroneker-
Kapelijeva teorema. U nastavku, dokazana je teorema da je svaka matrica sa
celobrojnim elementima ekvivalentna dijagonalnoj matrici specijalnog obli-
ka. Centralno mesto u drugoj glavi zauzima teorema koja sadrzi potrebne
i dovoljne uslove da postoji celobrojno resenje posmatranog sistema cime je
dokazana i teorema van der Waerden-a o istom problemu.

Treca glava bavi se testerima, linearnim funkcijama, nad skupovima Q
i Z,, gde je p prost broj. Cilj je pokazati da odredeni sistemi nemaju
reSenje. Uvode se definicije korisnih i beskorisnih testera i daje se algori-
tam za nalazenje korisnih testera, a klju¢nu ulogu ima teorema koja govori
da postoje testeri definisani u Z, koji su izvedeni iz testera definisanim u
prstenu Z. Pomocu ove teoreme se dolazi do korisnih testera. Na kraju glave
dati su primeri koji ilustruju prethodno opisano.

U poslednjoj glavi se pokazuje kako testeri mogu biti korisni za pokazi-
vanje i egzistencije resenja. Pokazuje se da je egzistencija resenja familije si-
stema linearnih Diofantovih jednacina uvek odredena odredenim skupom koji
nazivamo kompletan skup testera. Pomocéu Smitove normalne forme matrice
sistema daje se jednostavan dokaz njegovog postojanja. Proucava se veza
izmedu minora matrice sistema i egzistencije kompletnog skupa testera. U
kljuénoj teoremi ove glave dokazuje se egzistencija kompletnog skupa testera
matrice sistema nad Z i Zg4, gde je d najveci zajednicki delilac svih r x r
minora matrice sistema, r je rang te matrice. U nastavku rada dokazuje se
teorema o egzistenciji kompletnog skupa testera u Z i Z,,, gde je m proizvo-



ljan prirodan broj takav da d |m, ¢iji znacaj lezi u izbegavanju rada sa matri-
cama ogromnih koeficijenata. Dati su algoritmi za racunanje testera u Z,,,
gde je m proizvoljan prirodan broj. Dati su primeri koji ilustruju prethodno
izlozeno gradivo. Na samom kraju rada su prikazana poredenja dve metode
za pokazivanje egzistencije reSenja sistema linearnih Diofantovih jednacina
opisane u ovom radu.

Veliku zahvalnost dugujem svom mentoru, dr Petru Papiéu, za nesebicnu
pomo¢ pri izboru teme, koji je svojim savetima i primedbama doprineo izradi
ovog master rada. Takode, zahvaljujem se dr Ivici Bosnjaku i dr Sinisi Cr-
venkovicu Sto su prihvatili da budu clanovi komisije.

Na kraju, najvecu zahwvalnost dugujem svojoj porodici, majci Angelini
1 sestri Sangi, zbog beskrajne podrske koju mi svakodnevno pruZaju i svim
dragim osobama koje su mi bile podrska tokom skolovanja.

Ovaj rad posvecujem pokojnom ocu Nenadu.

Dorde Dragic
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Glava 1
Uvod

1.1 Osnovne definicije

Definicija 1.1.1 (Skupovi) Koristicemo notaciju:

N - skup prirodnih brojeva,
Z - skup celih brojeva,

Q - skup racionalnih brojeva,
R - skup realnih brojeva.

Sada ¢emo se podsetiti definicije grupe, prstena i polja.

Definicija 1.1.2 Ako je A proizvoljan skup, preslikavanje o : Ax A — A se
naziva binarna operacija skupa A. Tada se uredeni par (A, o) naziva grupoid.

Definicija 1.1.3 Grupoid (G, %) je grupa akko vazi
1. Vo,y,z€ G)xx(yxz)=(xxy)*2
2. (FeeG)(Vre @) (zxe=cexx=axN(TyeG)rxy=y*xx=¢)

Ako je 1 pored navedenih uslova ispunjen i uslov Vr,y € G)xxy = y*x
onda se grupa naziva komutativna (ili Abelova).
Element e nazivamo neutralns.

Definicija 1.1.4 Skup A, koji sadrzi bar dva elementa, na kome su defin-
1sane dve binarne operacije, oznacimo ih sa + 1 - , je prsten u odnosu na te
operacije, ako su ispunjeni sledeci uslovi:

1. Ve,y)ze+y=y+x
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2. Va,y,2)e+(y+2)=(+y) +=2

3. Postoji element 0 tako da (Vx) x+0 = x, ( gde je sa 0 oznacen neutralni
element operacije + )

4. Za svako x postoji —x tako da x + (—x) =0
5. (Va,y,z)x-(y-2) = (x-y) -2
6. Vo,y,2)(z-(y+z2)=xz-y+az-2AN(y+z2)-c=y-x+z2- )

Definicija 1.1.5 Skup P, koji sadrzi bar dva elementa, na kome su defi-
nisane dve binarne operacije, oznacimo th sa + 1 - , je polje u odnosu na te
operacije, ako su ispunjeni sledeci uslovi:

1. Skup P u odnosu na operaciju + ¢ini komutativnu grupu.

2. Skup P\{0}, gde je sa 0 oznacen neutralni element operacije +, u
odnosu na operaciju - ¢ini komutativnu grupu.

3. (Va,b,ce P)(a-(b+c)=a-b+a-cAN(b+c)-a=b-a+c-a)

Primer 1.1.1 Struktura (Z,+) je grupa, a (N,+) nije grupa. Strukture
(Z,+,-), (Q,+,-) su prsteni. Za n € {2,3,...} struktura (Z,, +n,n) je
prsten, gde je Z, = {0, 1,...,n—1}, +,, sabiranje po modulu n, a -, mnozenje
po modulu n. Strukture (R, +,-), (Q,+,-) i (Za, +2,2) su polja, a (Z,+, )
nije polje.

Definicija 1.1.6 Prsten (A, +,-) je komutativan akko je - komutativna ope-
racija. Prsten sa jedinicom je prsten u kome postoji neutralni element za
operaciju - .

Definicija 1.1.7 Za prsten (A, +, ) kaZemo da nema delitelje nule akko vazi
(Ve,ye A)(x #0ANy#0=x-y #0).

Definicija 1.1.8 Integralni domen je komutativan prsten sa jedinicom bez
delitelja nule.

Ako je (G, %) grupoid i A, B C G, tada koristimo oznaku
AB={axblac A be B}.

Definicija 1.1.9 Neka je (P,+,-) prsten. Struktura (I,+,-) je ideal prstena
P (I<P) akko I C P i vazi:
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1. (I,+) je komutativna grupa;

2. IPCI,PICI.

Definicija 1.1.10 Integralni domen G je Euklidov ako postoji funkcija o :
a — d(a) iz G u N tako da ako a,b # 0 € G, onda postoje q,r € G takvi da
vazi a =bq +r, gde 6(r) < §(b).

Prsten Z jeste Euklidov domen ako funkciju ¢ definiSemo kao é(a) = |al.
Definicija 1.1.11 Integralni domen je domen glavnih ideala ako su svi nje-

govi ideali glavni (VI <4 P vazi I =< a >;)

1.2 Matrice

Pre nego sto uvedemo definiciju determinante definisa¢emo matricu.

Definicija 1.2.1 Matrica tipa m X n nad poljem (P,+,-) je preslikavanje
A:IxJ — Pygdejel ={1,....,m}iJ ={l,...,n}. Element A(i,}j)
oznacavamo sa a;;. Matricu A zapisujemo u obliku pravougaone Seme koja
ima m vrsta © n kolona:

a1 a12 e A1y

a921 a929 Ce Qon
A=

Am1 Am2 ... Amp

Celu matricu zapisujemo i u obliku [a;;]m,». Prema definiciji preslikavanja,
[@ijlmmn = [bijlts vazi akko m = t,n =sizasvel <i<mil<j<mn
vazi a;; = b;j. Transponovana matrica matrice [a]mn, 1 oznaci [agl}, , je
matrica [aji]p,m. Ako je m = n matricu [a;;],, nazivamo kvadratna matrica
reda n.

Elementi aq1, ase, ..., a,, kvadratne matrice
ay;; a1 ... QAip
a21 Q29 ... QA9

A= | . .
Ap1 Ap2 ... Qpp

¢ine njenu glavnu dijagonalu, a elementi a1, ap—12, ..., a, sporednu.
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Jedini¢na matrica je kvadratna matrica reda n kod koje je a; = 1, a
a;j =0 za 1 # j i oznacavamo je sa E:

1 0 ... 0

0 1 0
E =

00 ... 1

nxn

Nula matrica je matrica tipa m X n ¢iji su svi elementi 0 i nju ¢emo
oznacavati sa O. Zbir matrica [aij]mn 1 [bij]mn» istih formata je matrica data

sa dof
[@i)mm + [bijlmn = [aij + bijlmn-

Ako je [a;j]m.n proizvoljna matrica tada je rezultat njenog mnozenja bro-
jem k € P matrica data sa

k - [aij}m,n - [k . aij]m,n-

Vektor je matrica tipa 1 x n ili n x 1. Matricu (—1)A oznacava¢emo sa
—A. Oduzimanje matrica definisa¢emo sa

A—B=A+(-B).

Za svake tri matrice A, B, C, istog tipa nad poljem P i za svako «, 5 € P
vazi:

1. A+(B+C)=(A+B)+C,
2. A+0=0+A=A,

3. A+ (-A)=(-A)+A=0,
4. A+ B=B+ A,

5. a(A+ B) = aA+ aB,

6. (a+ B)A = aA+ BA,

7. a(BA) = (aP)A,

8. 1A= A.

Navedene jednakosti se lako dokazuju na osnovu odgovarajuc¢ih osobina
polja P. Za razliku od sabiranja matrica i mnozenja matrica skalarom, koje
se definisu jednostavno, mnozenje matrica se definiSe na slozeniji nacin.
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Definicija 1.2.2 Neka su date matrice A = [aijlm, © B = [bijlrn. Proizvod
matrica A i B je matrica tipa m X n data sa

[@ilmr - [bilrn = [@inbi; + ai2baj + ... 4 @irbrjlmn

Dakle, proizvod AB dve matrice A i B je definisan akko je broj kolona
matrice A jednak broju vrsta matrice B. Ako postoji proizvod matrica Ai B,
ne mora postojati proizvod matrica B i A. Ako postoje oba proizvoda tada
rezultat ne moraju biti matrice istog tipa, a ako jesu istog tipa ne moraju
biti jednake. Dakle, mnozenje matrica nije komutativno.

Za svaku kvadratnu matricu A istog reda kao E vazi

AE =FA=A.

Kvadratna matrica ¢iji su svi elementi izvan glavne dijagonale jednaki nuli
naziva se dijagonalna matrica.

Teorema 1.2.1 Ako su A = [a;4], B = [b;;] i C = [¢;;] tri matrice takve da
su proizvodi AB 1 BC' definisani, onda su i proizvodi (AB)C i A(BC) takode
definisani 1

A(BC) = (AB)C.

1.3 Determinante

Da bismo mogli da damo definiciju determinante n-tog reda potrebno
je da se najpre upoznamo sa permutacijama.

Definicija 1.3.1 Neka je S konacan skup sa n elemenata. Bijektivno pres-
likavange skupa S na S naziva se permutacija tog skupa.

Kako za izu¢avanje permutacija individualna svojstva elemenata skupa S
nemaju znacaja, uze¢emo da skup S ¢ini prvih n prirodnih brojeva 1,2, ... n.
Takode permutacije mozemo pisati u obliku tablice

1 2 ... n
i1 1y ... ip

gde se ispod elementa 1 nalazi element ¢, itd. Elementi i1, 4,,...,4, skupa
{1,2,...,n}, napisani u odredenom poretku, potpuno odreduju permutaciju
tog skupa. Koristicemo skraceni zapis (iy,4s,...,4,) permutacije 7(k) =
g, Vk € S, gde 1 — iq,...,n — ip,.

Smatramo da su (2,1,3),(2,3,1),(1,2,3),(1,3,2),(3,1,2),(3,2,1) per-
mutacije skupa {1, 2, 3}.
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Definicija 1.3.2 Za bilo koji par elemenata i,j permutacije, takav da 1@
prethodi j, re¢icemo da c¢ini inverziju ukoliko je © > j.

Definicija 1.3.3 Permutaciju koja ima paran broj inverzija nazivamo parna,
a permutaciju sa neparnim brojem inverzija nazivamo neparna.

Primer 1.3.1 Nekaje S ={1,2,3,4,5}. Permutacija (2,5, 3,1, 4) je neparna
jer ima 5 inverzija, a permutacija (4,3,2,1,5) je parna jer ima 6 inverzija.

Definicija 1.3.4 Ako u nekoj permutaciji uzajamno zamene mesta bilo koja
dva elementa, a ostali elementi se ne pomerajaju, onda se dobija nova per-
mutacija. Tokva transformacija permutacije naziva se transpozicija.

Teorema 1.3.1 Svaka transpozicija menja parnost permutacije.

Dokaz. Prvo ¢emo razmotriti slucaj kada su elementi ¢, j koji zamenjuju
mesta susedni, tj. posmatramo permutaciju oblika:

1,2, ..., 0p,% 7,b1,ba, ..., 0.
Posle transpozicije dobija se permutacija
ay,Qz,...,0p,7,%b1,09,...,0,.

Primecujemo da je broj inverzija koji ¢ i j obrazuju sa ay, as, . .., ap, b1, ba, . . .,
b, isti i u jednoj i u drugoj permutaciji. Ako je ¢ > j, onda par 4, ¢ini
inverziju u prvoj permutaciji ali ne ¢ini u drugoj, a obrnuto vazi ako je 7 < j.
Dakle, broj inverzija nove permutacije se za jedan razlikuje od broja inverzija
stare permutacije, pa je parnost permutacije promenjena.

Sada razmatramo slucaj kada ¢ i j nisu susedni:

a1,02,...,0p,%C1,C2,...,Cpr,7,b1,02,...,0,.

[zvr§imo niz od r+1 transpozicija na ovoj permutaciji i dobijamo permutaciju
1,02, ...,0p,C1,C2,...,Cr,J,%,b1,b2,...,0,.

Ako sada izvr$imo niz od r transpozicija dobi¢emo permutaciju
ai, a2, ...,0p,7,C1,C2, ..., Cr 0, b1,09,... by

Ova permutacija je dobijena od polazne zamenom mesta elemenata 7 i j
vrsenjem r + 1 4+ r = 2r + 1 transpozicija susednih elemenata. Videli smo
da svaka transpozicija susednih elemenata menja parnost, pa posle vrsenja
neparnog broja takvih transpozicija parnost permutacije ¢e opet biti prome-
njena, sto je i trebalo dokazati.
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Sada ¢emo definisati determinantu n-tog reda.

Definicija 1.3.5 Ako je

a1 a12 ... QAip

21 Q22 ... Q2
A=

Ap1 Ap2 ... Qpp

kvadratna matrica reda n nad poljem (P,+,-), onda je determinanta reda
n matrice A algebarski zbir svih mogucih proizvoda od po n elemenata ma-
trice A, takvih da se u svakom proizvodu pojavijuje po jedan i samo jedan
element iz svake vrste i svake kolone date matrice (svaki takav proizvod nazi-
vamo élan determinante), gde élan ay;, g, -+ Qni, uzimamo sa znakom +
ako je permutacija iy, i, ..., i, parna, a sa znakom — ako je ta permutacija
neparna. Determinantu matrice A oznacavamo sa |A| ili

ayjpr a1 ... Qip
a91 A29 ... Q9pn
Ap1 Ap2 ... Qpp

Postupak racunanja determinanti se pojednostavljuje ako matrica sadrzi
nule. Zbog toga su posebno znacajne transformacije matrice kojima se ma-
trica moze dovesti na oblik koji sadrzi vec¢i broj nula.

Vrste determinante su vrste njene odgovaruju¢e matrice, a kolone deter-
minante su kolone njene odgovaraju¢e matrice.

Teorema 1.3.2 Determinanta se ne menja ako se njene vrste zamene kolo-
nama ne menjajuci poredak, tj. ako je

ai;;y a2 ... Qip a1 Qo1 ... Apt

91 A292 ... Q9pn 12 Q29 ... Qp2
Dl == . . . . ) D2 - .

Ap1 Ap2 ... Qpp A1p Q2p ... QApp

onda je D1 = Ds.

Teorema 1.3.3 Ako dve vrste (ili kolone ) determinante zamene mesta, de-
terminanta menja znak.
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Teorema 1.3.4 Determinanta je jednaka nuli ako su bilo koje njene dve
vrste (ili kolone) jednake.

Teorema 1.3.5 Ako je svaki element k-te vrste determinante D n-tog reda
prikazan kao zbir dva sabirka, tj. ar; = bg; +crj, (j = 1,2,...,n), onda je ta
determinanta jednaka zbiru determinanti Dy 1 Do ¢ije su sve vrste, sem k-te,
iste kao u determinanti D, k-ta vrsta determinante Dy je byi, bra, ..., bpn, @
determinante Dy je Cg1,Cro, . - ., Cin-

Pre nego $to navedemo ostale osobine definisa¢emo dva nova pojma.

Definicija 1.3.6 Minor M;; elementa a;; (koji se nalazi u i-toj vrsti i j-toj
koloni) determinante D reda n, je determinanta reda n — 1 koja se dobija iz
D izostavljanjem i-te vrste i j-te kolone.

Alegebarski komplement (ili kofaktor) A;; elementa a;; je

Ay = (1) M.

Teorema 1.3.6 Ako su svi elementi i-te vrste determinante D jednaka nuli,
sem elementa a;; koji ne mora biti jednak nuli, onda je

D = aiinj'

Teorema 1.3.7 Determinanta je jednaka zbiru proizvoda elemenata jedne
vrste (ili kolone) i njihovih algebarskih komplemenata, tj. ako je A = [aij]nn
proizvolyna matrica, 1 < i, < n tada je:

Al = ainAin + ainlio + ...+ ainAin

Teorema 1.3.8 Ako je determinanta D, dobijena od determinante D tako
sto je svaki element jedne vrste (ili kolone) determinante D pomnoZen istim
brojem k, onda je

kD:Dl

Teorema 1.3.9 Determinanta je jednaka nuli ako su elementi jedne njene
vrste (ili kolone) proporcionalni elementima neke druge vrste (ili kolone).

Teorema 1.3.10 Determinanta se ne menja ako se elementima jedne njene
vrste (ili kolone) dodaju odgovarajuci elementi neke druge vrste (ili kolone)
prethodno pomnoZeni nekim brojem datog polja.

Teorema 1.3.11 Zbir proizvoda svih elemenata neke vrste (ili kolone) de-
terminante i algebarskih komplemenata odgovarajucih elemenata neke druge
vrste (ili kolone) jednak je nuli, tj. ako je A = [a;j|n, proizvolina matrica,
1<4,j<n ANi#j tada je:

aﬂAﬂ + CZZQA]'Q + ...+ ainAjn =0.



1.4. VEKTORSKI PROSTORI 15

1.4 Vektorski prostori

Definicija 1.4.1 Skup V je vektorski prostor nad poljem P ako je na V defi-
nisana binarna operacija + tako da V u odnosu na tu operaciju ¢ini komuta-
tivnu grupu, a svakom paru (a,a), a € P, a € V', pridruzen je jedan element
12 skupa 'V, koji oznacavamo sa aa i nazivamo ga proizvod « i a, tako da
vazi:

1. Va € P)(Va,beV) a(a+b) = aa + ab,
2. (Yo, € P)VaeV)  (a+B)a=aa+ ba,
3. (Va,B € P)(NVa € V) a(fa) = (ap)a,

4. (Va €)V la = a,

gde je sa 1 oznacen jedinicni element polja P.
Elemente skupa V nazivamo vektori, a elemente polja P nazivamo skalari.
Vektorski prostor V' nad poljem P oznacavaéemo i sa V(P).

Teorema 1.4.1 Neka je V vektorski prostor nad poljem P. Tada vaZi:
(1) nula-vektor je jedinstven,
(2) za svaki vektor suprotni vektor je jedinstven,
(3) VaeV) —(-a)=aq,
(4) Vazi zakon skradivanja za sabiranje vektora,
(5) Va € P)aly =0y, (Sa Oy oznacen je nula-vektor iz V.)
(6) (Va € V)0a =0,
(7) Vo€ P)(VaeV)(—a)a = —(aa) = a(—a),

(8) Vae P)(VaeV)aa=0&a=0Va=0.

Dokaz. Osobine 1-4 vaze u svakoj grupi.

(5) Kako je za svako o € P, a0y = a(0y + 0y) = aly + aly, sledi a0y =
Oy .

(6) Kako je za svako a € V, 0a = (04 0)a = 0a + 0a, sledi O0a = 0.
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(7) Zasvakoa € Via € P, 0 = 0a = (0 — a)a = aa + (—a)a, odakle
je (—a)a = —(aa). Slicno, 0 = a0 = a(a — a) = aa + a(—a), pa je
al(—a) = —(aa).

(8) Na osnovu (5) i (6) sledi (Voo € P)(Va € V)a=0Va=0= aa=0.
Obrnuto, ako je aa = 0, onda je « = 0 ili a # 0. U prvom slucaju
nema §ta da se dokazuje, a ako je a # 0, onda postoji a~! € P, pa je

1

ataa)=a0— (e 'a)a=0—1la=0—a=0.

O

Definicija 1.4.2 Neka je V wvektorski prostor nad poljem P. Podskup W
skupa V' je potprostor vektorskog prostora V, ako je W wvektorski prostor nad
poljem P u odnosu na restrikcije na W sabiranja vektora 1 mnoZenja vektora
skalarom.

Sledeca teorema daje jednostavan kriterijum za utvrdivanje da li je neki
podskup vektorskog prostora potprostor.

Teorema 1.4.2 Neprazan podskup W vektorskog prostora V nad poljem P
je potprostor od 'V ako 1 samo ako za svako o, 5 € P, a,b € W

aa+ Bb e W. (1.1)

Dokaz. Nije tesko proveriti da je uslov (1.1) ekvivalentan sa slede¢im uslovom:
za svako a € P, a,be W

ac e WAa+beW. (1.2)

Ako je W potprostor, on je zatvoren u odnosu na mnozenje vektora skalarom
i sabiranje vektora, pa odatle sledi da vazi (1.2) (a to znazi da vazi i (1.1)).
Neka je sada ispunjen uslov (1.1)( a to znaci i (1.2)). Iz (1.2) sledi da je
W zatvoren u odnosu na sabiranje vektora a proizvod skalara iz P i vektora
iz W je vektor u W. Asocijativnost i komutativnost se prenosi sa skupa V'
na skup W. Neutralni element za sabiranje 0 pripada W jer za 0 € P i
a€W,0a=0€W. Za svaki neutralni element a € W, (—1)a = —a € W.
Zbog toga je (W, +) komutativna grupa. Takode vaze i svi uslovi iz definicije
vektorskog prostora za W.

O
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Primer 1.4.1 Neka je

a1y + aiexy +...+ apz, =0
{ 2121 + Go2T9 + ...+ Aonly — 0

Am1X1 + Qoo + ... + Ay, =0

homogen sistem jednacina sa koeficijentima iz polja P. Skup resenja ovog sis-

tema je potprostor vektorskog prostora P". Zaista, neka suc = (¢y, ¢, ..., ¢p)
id=(dy,...,d,) dvaresenja sistema. Ubacimo ac+ (3d u proizvoljnu (recimo
i-tu) jednac¢inu umesto (z1,...,z,). Tada je

ap(acy + Bdy) + ... + ap(ac, + pd,) =

alaper + ...+ aimen) + Blandy + ... + aind,) =0+ 0 =0,

pa je i ac + [d takode resenje datog sistema.

Definicija 1.4.3 U vektorskom prostoru V (P), vektor v je linearna kombi-
nacija vektora aq, . .., a, ako postoje skalari a, ..., , takvi da je

V=101 + ...+ Q,ay,.

Ako je S bilo koji neprazan podskup vektorskog prostora V' onda je skup
L(S) svih linearnih kombinacija vektora iz S potprostor vektorskog prostora
V.

Definicija 1.4.4 Ako je S bilo koji neprazan podskup vektorskog prostora
V, onda se potprostor L(S) svih linearnih kombinacija vektora iz S naziva
potprostor generisan skupom S.

Potprostor L(S) je ocigledno minimalan prostor koji sadrzi skup S.
FElemente skupa S nazivacemo generatori potprostora L(S) i recicemo da oni
generisu potprostor L(S).

Ako je L(S) =V onda je vektorski prostor V generisan skupom S a elementi
skupa S su generatori prostora V.

Definicija 1.4.5 U vektorskom prostoru V(P) niz vektora (ai,...,a,) je
linearno zavisan, ako postoje skalari o, . .., au,, od kojih je bar jedan razlicit
od nule, takvi da je

aray + ...+ aya, = 0.

Niz vektora koji nije linearno zavisan je linearno nezavisan.
Teorema 1.4.3 U vektorskom prostoru V (P) niz vektora (ay,...,a,), n >

2, je linearno zavisan ako © samo ako medu vektorima as, . . . , a, postoji vektor
ar kojp je linearna kombinacija vektora aq, ..., a;_1.
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Primetimo da je niz koji sadrzi nula-vektor linearno zavisan.

Definicija 1.4.6 Baza konacno generisanog vektorskog prostora je nmiz ve-
ktora koji je linearno nezavisan i koji generise vektorski prostor.

Teorema 1.4.4 U vektorskom prostoru V(P) niz vektora je baza ako i samo
ako je taj niz maksmimalan linearno nezavisan niz.

Teorema 1.4.5 U vektorskom prostoru V (P) niz vektora (ay, ..., a,) je baza
ako 1 samo ako se svaki vektor x € V' moZe na jedinstven nacin napisati u

obliku .
x:Zaiai, ar,...,o, € P (1.3)
i=1

Teorema 1.4.6 Ako je (ay,...,ax) linearno nezavisan niz vektora konacno
generisanog vektorskog prostora V(P), onda je taj niz baza vektorskog pro-
stora ili postoje vektori by, ... b, € V takvi da je (ai,...,ag,b1,...,0n)
baza vektorskog prostora (tj. u konacno generisanom vektorskom prostoru
svaki linearno nezavisan niz vektora je baza ili se moze dopuniti do baze tog
vektorskog prostora,).

Definicija 1.4.7 Broj vektora baze konacno generisanog nenula vektorskog
prostora V(P) naziva se dimenzija tog vektorskog prostora i oznacava sa
dim(V'). Dimenzija nula-prostora je 0.

1.5 Inverzna matrica. Elementarne transfo-
rmacije. Rang matrice

Definicija 1.5.1 Neka je

ay; a2 ... Qi

21 A922 ... Q9pn
A=

Ap1 Ap2 ... Qpp

kvadratna matrica reda n. Ako je sa A;; oznacen kofaktor elementa a;j u
determinanti |A|, onda se matrica

All A21 s Anl
A* — A.lZ a?g - An2
Aln AQn s Ann

naziva adjungovana matrica matrice A.
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Definicija 1.5.2 Kvadratna matrica A je reqularna ili invertibilna ako po-
stogi kvadratna matrica B takva da je

AB=BA=F.

Matrica B koja zadovoljava prethodni uslov naziva se inverzna matrica za
matricu A i najéeiée se oznacava sa A7
Kvadratna matrica za koju ne postoji inverzna matrica naziva se singularna.

Slede¢a teorema daje kriterijum pomocu koga se moze utvrditi da li je
neka matrica regularna.

Teorema 1.5.1 Kvadratna matrica A je reqularna akko je |A| # 0.

Definicija 1.5.3 Elementarne transformacije matrice A tipa mxn su sledece
transformacije:

1. medusobna zamena dve vrste (kolone) matrice A,

2. MnoZenje svih elemenata jedne vrste (kolone) matrice A skalarom ra-
zlicitim od nule,

3. Dodavanje elemenata jedne vrste (kolone) matrice A, prethodno pomnoze-
nih istim skalarom, odgovarajucéim elementima neke druge vrste (kolone)
te matrice.

Ako je matrica B dobijena od matrice A vrsenjem konac¢nog niza elemen-
tarnih transformacija, onda kazemo da je matrica A ekvivalentna sa matricom
B i to zapisujemo A ~ B.

Definicija 1.5.4 FElementarne matrice su matrice dobijene vrsenjem jedne
od elementarnih transformacija na jedninicnoj matrici E.

Oznacavamo ih sa:

E;; (matrica dobijena od jedinicne matrice zamenom i-te i j-te vrste),

E;(a) (matrica dobijena od jedinicne mnoZenjem elemenata i-te vrste sa a),
E;;(a) (matrica dobijena od jediniéne dodavanjem elemenata j-te vrste, pretho-
dno pomnozenih sa a, odgovarajuéim elementima i-te vrste ).

Neka je A = [a;;] proizvoljna matrica tipa m x n nad poljem P. Ako
kolone matrice A posmatramo kao vektore vektorskog prostora P™:

kl = (a117 asy, - - - 7am1); k2 = (&12, a22; - - -, am2)7 R kn = (al’ru QAony - - - 7amn)7
onda se potprostor L(ky, ks, ..., k,) vektorskog prostora P", generisan vek-
torima k1, ko, . .., k,, naziva prostor kolona matrice A.

Sli¢no se definise prostor vrsta matrice A.
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Definicija 1.5.5 Dimenzija prostora kolona matrice A naziva se rang po
kolonama matrice A. Dimenzija prostora vrste matrice A naziva se rang po
vrstama matrice A.

Teorema 1.5.2 Rang po kolonama proizvoljne matrice A jednak je rangu po
vrstama te matrice.

Dokaz. Neka je A = [a;;] matrica tipa m x n nad poljem P. Prostor kolona
L(ky, ks, ..., k,) date matrice generisan je vektorima

kl - (a'llaa217 CI aa'ml)a k? = (a127a22a s 7am2)7 ey kn - (a1n7a2na s 7amn)~

Pretpostavimo da je rang po kolonama (tj. dimenzija prostora kolona) date
matrice r i neka je r vektora

pP1 = (511,b21, . -abm1)> P2 = (5127522, ce 7bm2>: vy Dr = (blnaana .- '7bmr)

¢ine bazu prostora kolona.
Svaki od vektora ki, ks, ..., k, moze prikazati kao linearna kombinacija ve-
ktora baze p1,po, ..., pr:

ki = cup1 + ciap2 + ... + cippy,
ko = co1p1 + caop2 + ... + oy,

kr =Cp1P1 + Cp2P2 + ...+ CprDr,

gde su ¢;; skalari.
Ako u gornjim jednakostima izjednac¢imo odgovarajuce komponente vektora
na levoj i desnoj strani jednakosti, dobi¢emo da za svako i = 1,2, ..., m vazi

a;1 = c11bin + ciabio + ...+ c1byp,
aio = Co1bin + Ca2bio + ... + 2, by

Ain = Cn1bi1 + Cpabio + ... + Cprbiy.
Ovaj sistem skalarnih jednacina moze se napisati u obliku vektorske jednacine
(za svako i = 1,2,...,m)):

(@i, @iy ..., in) = bin(c11, €15 -, Cp1) + bi(cr2, 20, .- Cp2) + ...+

bir<clr‘7 Cor, - .. 7Cm">-

Dokazali smo da je svaka vrsta matrice A linearna kombinacija r vektora
(€115 Co1y -+ Cn1)s (€125 €225+ ooy Cn2)y - oy (C1py Copy -+« o, Cyr), @ 10 znaci da je pros-
tor vrsta matrice A dimenzije manje ili jednake r. Dakle, rang po vrstama
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matrice A je manji ili jednak od ranga po kolonama te matrice.

Analogno se dokazuje da vazi i obrnuto, tj. da je rang po kolonama manji ili
jednak od ranga po vrstama date matrice, Sto znaci da su ti rangovi jednaki,
sto je i trebalo dokazati.

4

Prethodna teorema nam omogucava da definiSemo rang matrice kao za-
jednicku vrednost za rang po kolonama i rang po vrstama.

Definicija 1.5.6 Rang po kolonama, odnosno rang po vrstama, matrice A
nazivamo rang matrice i oznacavamo sa rang(A).

Definicija 1.5.7 Neka je A = [a;;] matrica tipa m X n nad poljem P. Ako
je k < m, | < n, i ako odaberemo proizvoljnih k wvrsta i | kolona matrice
A, onda svi elementi te matrice koji se nalaze u presecima odabranih vrsta i
kolona ¢ine podmatricu formata k X | date matrice.

Minor matrice je determinanta njene kvadratne podmatrice.

Teorema 1.5.3 Matrica A, razlicita od nula matrice, je ranga v ako i samo
ako je bar jedan mjen minor reda r razlicit od nule, a svi minori reda r + 1
su jednaki nuli.

Sada ¢emo pokazati kako se do ranga matrice moze doéi jednostavnije,
koriS¢enjem elementarnih transformacija.

Teorema 1.5.4 Vrsenjem elementarnih transformacija na matrici ne menja
se njen rang.

Dokaz.Neka je A = [a;;] proizvoljna matrica tipa m x n nad poljem P.
Matrica E;;A ima iste vrste kao A, jedino su i-ta i j-ta vrsta zamenile
mesta Sto ne utice na linearnu zavisnost vektora vrsta te metrice, pa je
rang(E;;A) = rang(A).

Analogno, posmatrajuéi kolone matrice A, dobija se da je rang(EjA) =
rang(A).

Matrica E;(a)A, a # 0, ima iste vrste kao A, jedino je i-ta vrsta pomnozena
sa a(#£ 0), $to ne utice na linearnu zavisnost vektora vrsta te matrice, pa je
rang(E;(a)A) = rang(A).

Analogno, posmatrajuéi kolone matrice A, dobija se da je rang(AE! (o)) =
rang(A).

Matricu A zapisa¢emo u obliku A = [Ay,...,A4,], gde su A; = [aij]mx1
kolone matrice A. Tada je AE (o) = [A1, ..., A1, Ai+0dj, A, Ayl
Uporedi¢emo potprostore vektorskog prostora P, S = L(Ay,...,A,) 1T =
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L(A17 R 7Ai—17 Az + OéAj, Al‘+1, c. ,An>

Ocigledno je S O T jer je svaki generator prostora 7' linearna kombinacija
vektora iz S. Medutim, kako je A; = (4; + aA;) — aA;, vidimo da je i svaki
generator prostora S linearna kombinacija vektora iz T', pa je T' O S. Prema
tome, S = T, §to znaci da je rang(AE[(a)) = rang(A).

Analogno se dokazuje da je rang(E;;(a)A = rang(A).

Primer 1.5.1 Odrediti rang matrice

17 102 136 187
A= 13 78 104 143
29 174 232 319

Na matrici A vrsimo sledeCe elementarne transformacije: drugoj vrsti doda-

jemo prvu pomnozenu sa —}—3, a zatim trec¢oj vrsti dodajemo prvu pomnozenu

sa —22. Dobijamo da je rang(A) = 1.

17 102 136 187 17 102 136 187
A=113 78 104 143 | ~ 0 0 0 0
29 174 232 319 0 0 0 0
Teorema 1.5.5 Svaka matrica A = [aij]lmxn nad poliem P elementarnim

transformacijama se moze svesti na matricu

[ bn blg b13 e blr e bln T
0 b22 b23 R bgr e bgn
B=|0 0 0 by b |
0 0 0 0 0
0 0 0 ... 0 ... 0

gde je 0 < r <min{m,n}, b; #0,i=1,...,7.

Dokaz. Ako je A = O, teorema ocigledno vazi (r = 0).

Ako je A # O, onda postoji element a;; # 0. Sada ¢emo zameniti prvu i i-tu
vrstu i prvu i j-tu kolonu. Time element a;; dolazi u gornji levi ugao. Dakle,
matricu A smo transformisali u matricu C' = [¢;;] kod koje je ¢1; = a;;. Ako
drugoj vrsti matrice C' dodamo prvu vrstu pomnozenu sa —cg1 /¢y, trecoj
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vrsti prvu pomnozenu sa —cs1/¢q; itd., poslednjoj vrsti prvu pomnozenu sa
—Cm1/c11, dobi¢emo matricu

i1 Ci2 ... Cip
0 dog ... dop
0 duns ... dun

Ako su svi elementi d;; jednaki nuli posao je zavrsen.

Ako nisu, onda postoji element d,,, # 0, pa ako zamenimo drugu i p-tu vrstu i
drugu i ¢-tu kolonu matrice D, dobijamo matricu D; kod koje se element d,,
nalazi na poziciji (2, 2). Primenjujudi isti postupak na D, dobi¢emo matricu

[ Ci1 Ci2 €13 ... Cip |

0 d22 d23 e dgn

F = 0 0 fsz ... fan
| 0 0 fmS s fmn i

Produzujuci ovaj postupak dalje, na kraju dobijamo matricu B navedenu u
teoremi.

4

Matrica B iz prethodne teoreme naziva se stepenasta matrica. Rang te
matrice je r, pa prema tome je i rang matrice A takode r.

Posledica 1.5.1 Svaka matrica A = [a;j]mxn nad poljem P, elementarnim
transformacijama moZze se svesti na matricu tipa m X n

100 ..00 ... 0]
010 00 ...0
000 ...10 0,
000 ..00 0
(000 ...00 ... 0,

koja tma r jedinica na dijagonali bloka koji ¢ine prvih v vrsta i prvih r kolona,
a svi ostali elementi su nule.
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Glava 2

O sistemima linearnih
Diofantovih jednacina

2.1 Sistemi linearnih jednacina

2.1.1 Osnovni pojmovi

Definicija 2.1.1 Linearna jednacina sa nepoznatim x1,xs, . .., T, je jednacina
oblika

a1T1 + oy + ...+ apx, =0 (2.1)
gde su ay,as,...,a, elementi nekog polja P koje nazivamo koeficijentima

jednacine, a b je takode iz P koji nazivamo slobodan c¢lan jednacine.
Ako je b =0 jednacinu (2.1) nazivamo homogena linearna jednacina.

Definicija 2.1.2 Sistem od m linearnih jednacina san nepoznatih x1,rs,. . ., x,
je sistem

a11x1 + appxs + ...+ ayx, = by,

(9171 + Ao0xoy + ...+ G9,2, = by, (2.2)

gde su a;;,bi(i =1,2,...,m; j=1,2,...,n) elementi nekog polja P.
Ako je svaka jednacina sistema (2.2) homogena, sistem nazivamo homogen
sistem linearnih jednacina.

Definicija 2.1.3 Resenje sistema linearnih jednacina (2.2) je uredena n-
torka elemenata (ki, ko, ..., k,) iz P, takva da je svaka jednacina sistema
zadovoljena za vrednosti x1 = k1,29 = ko, ..., T, = ky, tj. tacne su sledecée

25
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jednakosti:
a11k1 + algkg + ...+ alnkn = bl,

ag ki + axeks + ...+ agk, = bo, (2.3)

a'mlkl + amgk'g + ...+ amnk’n = bm

Svaki homogen sistem linearnih jednacina ima oc¢igledno bar jedno resenje,
to je n-torka (0,0,...,0). To resenje homogenog sistema nazivamo trivijalno.
Ostala resenja, ukoliko postoje, nazivamo netrivijalna.

Definicija 2.1.4 Sistem linearnih jednacina je saglasan (mogué, konzisten-
tan) ako ima bar jedno reSenje. Ukoliko sistem nema ni jedno reSenje on
je protivrecan (kontradiktoran, nemogué, nesaglasan). Saglasan sistem je
odreden ako ima jedno i samo jedno resenje, a neodreden ako ima vise od
jednog resenja.

Definicija 2.1.5 Duwa sistema linearnih jednacina su ekvivalentna ako i samo
ako je svako resenje prvog sistema resenje i drugog i obrnuto, svako resenje
drugog sistema je resenje prvog.

Za svaka dva protivrecna sistema recicemo da su ekvivalentna.

Dakle, dva sistema linearnih jednacina su ekvivalentna ako i samo ako su im
skupovi resenja jednaki.

Kako se mogu naéi sva reSenja sistema linearnih jednacina? Cilj je da
polaze¢i od datog sistema, dodemo do njemu ekvivalentnog sistema jedno-
stavnog oblika ¢ija se resenja lako uocavaju. To se moze posti¢i vrSenjem
elementarnih transformacija na datom sistemu koje ¢emo sada definisati.

Definicija 2.1.6 FElementarne transformacije sistema linearnih jednacina
su sledece transformacije tog sistema:

1. medusobna zamena bilo koje dve jednacine,
2. mnoZenje bilo koje jednacine brojem razlicitim od nule,

3. dodavanje jedne jednacine pomnozZene bilo kojim brojem nekoj drugoj
jednacing.
Dokaza¢emo da elementarne transformacije prevode dati sistem u ekvi-

valentan sistem.

Teorema 2.1.1 Vrsenjem konacnog broja elementarnih transformacija na
sistemu linearnih jednacina (2.2) dobija se sistem ekvivalentan sa datim.
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Dokaz. Ocigledno je da se zamenom dve vrste dobijaju ekvivalentni sistemi
i da se mnozenjem jedne jednacine brojem razlicitim od nule dobija takode
ekvivalentan sistem.

Pretpostavimo, odredenosti radi, da je prva jednacina sistema (2.2) pomnoze-
na brojem k i dodata drugoj. Dobija se sistem

a1 + a12T9 4+ ...+ A1nTy = bh
(a9 + kayr)xy + (age + kaio)zs + . .. + (ag, + kay, )T, = by + kb,

Am1T1 + Am2T2 + ...+ Aynn = bm
(2.4)
Ako je (ki, ks, ..., k,) resenje sistema (2.2), onda su tacne i jednakosti
(2.3), pa odatle sledi da su i jednakosti
a11k1 + Cllng + ...+ alnk’n = bl,
CL21]€1 + (1221{32 + ...+ agnkn + k‘(ank'l + ...+ alnkn) = bg + kbl, (2 5)
CLmlkll + a'kaQ + ...+ CLmnk;n = bma
tacne, tj, (k1, ka,...,k,) je reenje i sistema (2.4).
Obrnuto, ako pretpostavimo da je (ki, ko, ..., k,) resenje i sistema (2.4),

tj. da su jednakosti (2.5) tacne, onda dodavanjem prve od tih jednacina
pomnozene sa —k drugoj, dobijamo da su tacne i jednakosti (2.3) a to znaci
da je (ki, ks, ..., k,) reSenje i sistema (2.2).

Dakle, sistemi (2.2) i (2.4) su ekvivalentni.

g

Moze se desiti da se posle vrsenja odredenog broja elementarnih transfor-
macija dode do sistema u kome su u jednoj jednacini svi koeficijenti jednaki
nuli. Ako je i slobodan ¢lan te jednacine jednak nuli, onda je svaka n-torka
brojeva reSenje te jednacine, pa se izostavljajuci tu jednac¢inu dobija sistem
ekvivalentan sa polaznim. Ako je slobodan ¢lan te jednacine razli¢it od nule,
onda ona uopSte nema resenje pa je dobijeni sistem protivrecan, a takode i
polazni sistem.

2.1.2 Gausov algoritam

Neka je sistem jednacina (S) konjukcija jednaé¢ina Ji, ..., J,, sa pon
promenljivih. U k-tom koraku algoritma ¢emo eliminisati po jednu promenlji-
vu iz svih jednacina k + 1,k + 2,...,m, ukoliko je to moguce. Algoritam se
zavrsava kada nije moguce eliminisati ni jednu promenljivu ili kada je k = m.
k-ti korak algoritma se sastoji u slede¢em:
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1. Pronadi proizvoljan koeficijent razli¢it od nule u nekoj od jednacina
Jiy ..., Jm.  Ukoliko takav koeficijent ne postoji, tada se postupak
zavrsava. Ukoliko takav koeficijent postoji, neka je to a;; u jednacini
J; gde je i > k.

2. Promeniti redosled jednacina Jg,...,J,, tako da se na k-tom mestu
nalazi jednacina J;. Promeniti redosled promenljivih z;, ..., z, tako
da je promenljiva x; k-ta po redu. Ne gubeci na opstosti, promenljivu
x; u nastavku oznacavamo xj. Sada se koeficijent a,; nalazi na poziciji

kk.

3. Svakoj od jednacina J; za k+1 < i < m dodati jednac¢inu J; pomnozenu
brojem —ay, - a;,. Tada ée koeficijenti na poziciji ik biti

-1
Qi — Qpp * Qik * Ak = 0,
¢ime smo eliminisali koeficijente uz zj u jednacinama Jy1, ..., Jpy,.

4. Ukoliko je k = m, postupak je zavrSen. U suprotnom se k uvecava za
1 i postupak se ponavlja.

Jasno je da se ovaj postupak mora zavrsiti u najvise m koraka. Na osno-
vu Teoreme 2.1.1 sledi da se svakim korakom dobija sistem ekvivalentan
polaznom sistemu. Razmotricemo karakter resenja sistema jednacina u zavi-
snosti od tacke u kojoj je algoritam zavrsio sa radom.

e Ukoliko se postupak zavrsi u koraku 4, tada je polazni sistem ekvivalen-
tan trougaonom sistemu u kome je poslednja jednacina ., T, = bm,.
MnoZenjem te jednacine sa a,! koje postoji jer prema uslovu prvog
koraka @, # 0, dobijamo z, = b, - a.l . Sada zamenom z,, u

jednacini J,,_; dobijamo jedinstvenu vrednost za x,, ;. Ponavljajuéi

ovaj postupak dolazimo do jedinstvenog resenja jednacine.

e Ukoliko se postupak zavrsi u prvom koraku, tada su svi koeficijenti a;;
za k <i<mik <j<n jednaki nuli. Razlikujemo dve moguénosti.

(a) Svi slobodni ¢lanovi b; za £ < i < m su jednaki nuli. Tada
¢e sistem biti zadovoljen za proizvoljne vrednosti promenljivih
Tk, --.,Tm, jer ostale promenljive mozemo odrediti tako sto za-
menimo proizvoljne vrednosti xy, ..., x,, u jednacine Jy, ..., Jy_1
¢ime se sistem svodi na trougaoni sistem iz prethodnog slucaja 1.
Posto vrednosti m — k + 1 promenljivih mozemo birati slobodno,
kazemo da je sistem neodreden i ima m — k + 1 stepeni slobode.
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(b) Jedan od slobodnih ¢lanova je razlicit od nule, neka je to ¢clan
b;. Kako su leve strane svih jednacina jednake 0, jednakost J; ne
moze biti zadovoljena, pa je sistem protivrecan.

2.2 Sistemi linearnih jednacina i matrice

Sistem linearnih jednacina (2.2) se moze u matri¢nom obliku pisati na
slededi nacin:

AX = B,

gde je A = [a;;] matrica tipa m x n,

T b1
T b
X=|"71], B=|"
Tp b

Matrica A naziva se matrica sistema (2.2) (ili matrica koeficijenata), a
matrica

a1 a2 ... Qip bl
qA— G21 Q22 agn by
m1  Gm2 Qmn bm

naziva se prosirena matrica sistema (2.2).
Sistem (2.2) moze se napisati i u slede¢em obliku:

ai a2 A1n by

21 a22 Q2n, by
I + . i) 4+ ...+ . Ty —

am1 Am2 Amn bm

Sledeéa teorema daje kriterijum po kome se moze utvrditi da li je sistem
linearnih jednacina saglasan ili ne.

Teorema 2.2.1 (Kroneker-Kapelijeva teorema) Sistem linearnih jednacina
(2.2) je saglasan ako i samo ako je rang matrice sistema jednak rangu prosire-
ne matrice sistema.

Dokaz. (=) Pretpostavimo da je sistem (2.2) saglasan i dokazimo da je

rang(A) = rang(A). Posto je sistem saglasan on ima bar jedno resenje, tj.
postoje elementi ¢, co, ..., c, polja P takvi da je
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a11 a12 A1n by
21 22 A2p, by

c + ) Co+ ...+ . Cp, = , . (2.6)
am1 Am2 Amn bm

Poslednja kolona matrice A jednaka je linearnoj kombinaciji njenih prvih n
kolona, pa ako prvu kolonu te matrice pomnozimo sa —c; i dodamo poslednjoj
itd., na kraju n-tu kolonu pomnozimo sa —c¢, i dodamo poslednjoj koloni,
dobi¢emo matricu

a1y a2 ... Qipn 0
O - 21 A2 az, 0
Am1  Gm2 Qmn 0

Matrica C' je dobijena od matrice A vrsenjem elementarnih transformacija,
dakle rang(C) = rang(A). S obzirom da poslednja kolona matrice C, koja se
sastoji samo od nula, ne utice na maksimalan broj linearno nezavisnih vektora
kolona te matrice, tj. na rang matrice C, sledi da je rang(C) = rang(A).
Prema tome, rang(A) = rang(A).

(<) Pretpostavimo sada da je rang(A) = rang(A) = r i dokazimo da je
sistem (2.2) saglasan. Dakle, u skupu kolona matrice A postoji r kolona koje
¢ine maksimalan linearno nezavisan skup, a te iste kolone ¢ine i maksimalan
linearno nezavisan skup kolona matrice A (jer bi u suprotnom dobili da je
rang(A) > rang(A)). Poslednja kolona matrice A jednaka je nekoj linearnoj
kombinaciji ovih 7 kolona, a to znaéi da je poslednja kolona matrice A jednaka
i linearnoj kombinaciji svih kolona matrice A. Prema tome, postoje skalari
C1,C, ..., C takvi da vazi (2.6), pa je (¢1,¢9,...,¢,) jedno reSenje datog
sistema, tj. sistem je saglasan.

O

2.3 Pokazivanje egzizstencije resenja sistema
linearnih Diofantovih jednacina racuna-
njem Smitove normalne forme matrice si-
stema

Osnovno pitanje koje se postavlja u vezi sa sistemima linearnih Dio-
fantovih jednacina je
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Da li sistem linearnih Diofantovih jednacina ima resenje? Ako postoje
resenja, kako ih moZemo pronaci? ()

Posmatrajuéi sistem linearnih jednacina Ax = b, gde je A = [a;j] celo-
brojna matrica tipa m x n, i b vektor kolona tipa m x 1 sa celobrojnim
komponentama , pitamo se da li sistem ima celobrojno resenje, tj. da li
postoji n x 1 vektor x sa celobrojnim komponentama?

Teorema 2.3.1 (van der Waerden) Postoji celobrojno resenje datog sistema
ako i samo ako za svaku vektor vrstu v sa racionalnim komponentama tako
da vA ima celobrojne komponente, vb je ceo broj.

Oznacimo sa M,,,(G) skup svih matrica tipa m x n sa elementima iz
domena glavnih ideala G, a sa My (G) oznacavamo skup svih kvadratnih
matrica tipa k x k sa elementima iz G. Za dve matrice A, B € M,,,(G)
kazemo da su ekvivalentne ako postoje invertibilne matrice P € M,,(G)
iQ € M,(G), takve da je B = PAQ. Sada ¢emo posmatrati problem
pronalazenja matrice specijalnog oblika ekvivalentne sa matricom A.

Teorema 2.3.2 Ako A € M, ,(G), G je domen glavnih ideala, onda je
matrica A ekvivalentna matricit oblika

diag{dl, dQ, ce ,dr,O, ce ,0}

"d; 000 ... 0 0 ... 0]
0 dy O 00 ...0

=0 00 ..4d 0..0 (2.7)
0 00 ..0¢0..0

0 00 ... 00 ...0]

gde d; # 0 i d;|d; akoi < j.

Matrice P i () pomoc¢u kojih transformisemo matricu A u matricu obli-
ka (2.7) dobi¢emo kao proizvode matrica nekih posebnih oblika koje ¢emo
sada definisati. Uvodimo prvo odredene invertibilne (kvadratne) matrice sa
elementima iz G tipa m x m ili n X n, koje ¢emo zvati elementarnim, i
posmatracemo posledice levih i desnih mnozenja matrice A ovim matricama.
U nastavku ¢e postati jasno koje dimenzije matrica uzimamo. Oznac¢imo sa
1 jedini¢nu matricu.
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Prvo, neka b € G i neka je i # j. Neka je T;;(b) = 1 + be;; gde je e;;
matrica sa svim nulama osim na poziciji (¢,7) gde je 1. T}; je invertibilna
matrica jer je

Tij(b)Ti5(—b) = (1 + bey ) (1 — bey;) = 1

Sledece, neka je u invertibilan element iz G i neka je D;(u) = 14+ (u—1)e;;.
D;(u) je dijagonalna matrica sa u na poziciji (4,7) dok su ostali dijagonalni
elementi 1. Onda je D;(u) invertibilna sa D;(u)~! = D;(u™!). Kona¢no, neka
je Pij =1 —e; —e;; +e;; +ej. I ova matrica je invertibilna jer je P =1

Lako se proverava da

I Levo mnozenje matrice A sa m x m matricom 7T;;(b) daje matricu ¢ija

je i-ta vrsta dobijena tako Sto se j-ta vrsta matrice A pomnozi sa b i
doda i-toj vrsti matrice A, dok su ostale vrste identi¢ne kao u matrici
A.
Desno mnozenje matrice A sa n X n matricom 7;;(b) daje matricu ¢ija
je j-ta kolona dobijena tako sto se i-ta kolona matrice A pomnozi sa
b i doda j-toj koloni matrice A, dok su ostale kolone identicne kao u
matrici A.

IT Levo mnozenje matrice A sa mxm matricom D;(u) predstavlja mnozenje
i-te vrste matrice A sa u, ostavljajuci ostale vrste kao u A.
Desno mnozenje matrice A sa nxn matricom D;(u) predstavlja mnozenje
i-te kolone matrice A sa u, ostavljajuc¢i ostale kolone kao u A.

IIT Levo mnozZenje matrice A sa m x m matricom F;; menja mesta i-toj i
j-toj vrsti matrice A, ostavljajuéi ostale vrste kao u A.
Desno mnozenje matrice A sa n x n matricom F;; menja mesta -toj i
j-toj koloni matrice A, ostavljajuéi ostale kolone kao u A.

Nazvac¢emo matrice T;;(b), D;(u), P,; elementarnim matricama tipa I,
IT i III, redom. Levo (desno) mnozenje matrice A sa jednom od ovih ma-
trica zvatemo elementarnom transformacijom vrsta (kolona) odgovarajuéeg
tipa. Takve elementarne transformacije daju matrice ekvivalentne matrici A.

Dokaz Teoreme 2.3.2. Prvo ¢emo dokazati specijalan slucaj kada je
G Euklidov domen sa funkcijom 6 iz G u skup N (Definicija 1.1.10). Ako je
A =0, onda je dokaz zavrSen. Inace, neka je a;; nenula element matrice A
tako da je d(a;;) minimalno. Elementarnim transformacijama vrsta i kolona
ovaj element dovodimo na poziciju (1,1). Neka je k > 11 a1 = ay1by +
bik, gde 0(b1x) < d(ai1). Sada oduzmimo prvu kolonu pomnozenu sa by
od k-te. Ova elementarna transformacija menja element aq, sa by,. Ako
je byr # 0 dobijamo matricu ekvivalentnu matrici A za koju je minimum
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funkcije 0 za nenula elemente manji od minimuma u matrici A. Ponovimo
ovaj postupak za novu matricu. Sli¢no, ako je ax; = a11bg + by, gde by #
01 6(bk1) < 0(asn), onda elementarnom transformacijom tipa I na vrste
dobijamo ekvivalentnu matricu za koju je minimum funkcije 0 za nenula
elemente smanjen. Posto je ”stepen” funkcije § nenegativan ceo broj, konacan
broj koraka ovog postupka daje ekvivalentnu matricun B = [b;;] takvu da
b11|b1x 1 b11|br1 za svako k. Zatim, elementarnom transformacijom na vrstama
i kolonama tipa I dobijamo ekvivalentnu matricu oblika

b1 O 0
0 C22 Con (2 8)
0 Cm2 Cmn

Mozemo napraviti da by|ck za svako k,l. Jer ako by 1 ¢ onda mozemo
dodati k-tu vrstu prvoj i dobiti novu prvu vrstu (bi1, Cka,- -, Ckis -« -y Ckn)-
Ponavljanjem prvog postupka ¢ menjamo za nenula element za koji funkcija
0 ima manju vrednost nego za by;. Konacan broj koraka navedenog postupka
daje matricu (2.8) ekvivalentnu matrici A u kojoj je b1y # 01 byy|cy za svako
k,l. Sada ponovimo postupak na podmatricu [c]. Dobijamo ekvivalentnu
matricu oblika

by 0O O ... O

0 Co2 0 e 0

0 0 dyg ... dsp (2.9)
0 0 dm3 dmn

za koju cag 1 dp, za svako p,q. Stavise, elementarne transformacije kolona
i vrsta podmatrice [cy] koje daju matricu (2.9) ne uti¢u na uslov deljivosti
elementom by;. Dakle, byy|cog 1 b11|d,,. Ponavljajuéi ovaj postupak dobijamo
ekvivalentnu dijagonalnu matricu diag{d;,ds,...,d,,0,...,0} gde d;|d; za
i < j (dy = by1,dy = c99,itd.).

Dokaz u opstem slucaju je slican prethodnom. Ovde koristimo indukciju po
duzini nenula elementa ¢ € G u §(a). Definisemo duzinu elementa a # 0,
l(a), kao broj prostih faktora u njegovoj faktorizaciji a = pips---py, p; su
prosti brojevi , i € {1,...,7}. Uzimamo da je l[(u) = 0 ako je u jedinica.
Pored elementarnih transformacija koje su bile dovoljne u slucaju kada je G
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bio Euklidov domen potrebno je da koristimo i mnozenje matricama oblika

L -
y t 0

] (2.10)

gde je [ i i } invertibilna matrica. Kao u prethodnom sluc¢aju mozemo

pretpostaviti da je a1; # 01 l(a11) < l(a;;) za svako a;; # 0. Pretpostavimo
a;1 1 ajx. Menjanjem mesta drugoj i k-toj koloni mozemo pretpostaviti
a1 1 a;a. Neka je a = aj1,b = apid = NZD(a,b) tako da je I(d) < I(a).
Postoje elementi 2,y € G takvi da ax+by = d. Neka je s = bd~ ', t = —ad ™.
Onda iz matri¢ne jednakosti

—t s r s| |10
=B
sledi da su obe matrice invertibilne (posto je G komutativan). Onda jei (2.10)
invertibilna, pa desnim mnozenjem matrice A ovom matricom dobijamo ma-
tricu ¢ija je prva vrsta (d,0, a3, ..., a1,) 1 1(d) < l(aj1). Sliéno, ako ay1 f ax
za neko k, elementarnim transformacijama zajedno sa levim mnozenjem ma-
tricom (2.10) dobijamo ekvivalentnu matricu u kojoj je duzina nekog nenula
elementa manja od I(a;;). Na ovaj na¢in mozemo dobiti da ajq|ay, i aiq|ag
za svako k. Elementarnim transformacijama dobijamo matricu oblika (2.8).

Ostatak dokaza je u sustini isti kao za Euklidov domen. Jedina razlika je da
nastavljamo da smanjujemo duzinu umesto stepen funkcije 9.

O

Dijagonalna matrica iz Teoreme 2.3.2 je jedinstveno odredena i nazivamo
je Smitova normalna forma matrice A.

Ozna¢imo sa M, ,,(Z), 1 < m < n, prsten svih celobrojnih matrica tipa
m X n, a sa SLg(Z) skup invertibilnih celobrojnih kvadratnih matrica tipa
k x k. Onda prethodnu teoremu mozemo zapisati i u sledec¢oj verziji:

Teorema 2.3.3 Neka A € M,,,(Z). Postoje P € SL,,(Z) i QQ € SL,(Z)
takve da
PAQ =D = diag{dl,dg,...,dr,O,...,O},

gded; >0,i=1,...,7, i dildipq zat=1,...,7 — 1.
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Matrice P i () odgovaraju kompozicijama elementarnih transformacija na
vrstama i kolonama matrice A, redom.

Napomenimo da Teoremu 2.3.3 mozemo iskoristiti da bismo odgovorili na
pitanje (x). Sistem linearnih jednacina Ax = b zapisimo kao Dy = c, gde je
Qy =x, PAQ = D i Pb = c. Resenje dijagonalnog sistema Dy = c se lako
odreduje.

Pitanje pronalaska odgovarajuceg algoritma za racunanje Smitove no-
rmalne forme za celobrojnu matricu nije trivijalno i postoje razni algoritmi
za njeno racunanje. Za vise detalja, videti [1] i [13].

Teorema 2.3.2 ima interesantnu istoriju. Pitanje (x) nije bilo u potpunosti
postavljeno sve do sredine 19-tog veka. Neki posebni sluc¢ajevi su se pojavili
1849-1850. godine u Hermitovim istrazivanjima u teoriji brojeva [20]. Heger
je formulisao uslove resivosti sistema Ax = b u sluc¢aju kada je matrica A
punog ranga nad Z. 1861. godine ovaj problem je u potpunosti resio Smit
(Henry John Stephen Smith) [16]. Teorema 2.3.2 se pojavila u slicnom obliku
kao gore navedenom 1868. godine u jednoj raspravi Frobeniusa [4], koji je
uopstio Hegerov problem i istakao unimodularnost transformacija.

Do tada su bili otkriveni mnogi rezultati iz oblasti abelovih grupa. Gaus
je predstavio ideju o abelovoj grupi koja se razvila zajedno sa studijama
Gausa, Seringa, Kronekera i Dirihlea iz oblasti teorije brojeva, i studijama
Gausa, Abela i Jakobija o elipticnim funkcijama. 1879. godine Frobenius
i Stickelberger [5] su otkrili i koristili vezu izmedu teorije kona¢no gene-
risanih abelovih grupa i Smitove teoreme. Iste godine, Frobenius pokazuje
da Smitova teorija moze biti koriStena za klasifikaciju kvadratnih matrica nad
poljima, do na slicnosti. Prica nas podseca da su mnogi osnovni pojmovi i
¢injenice iz linearne algebre bili otkriveni u kontekstu teorije brojeva.

Sada ¢emo dokazati teoremu koja sadrzi i dokaz Teoreme 2.3.1.

Teorema 2.3.4 Neka su A, P,Q, D definisani kao u Teoremi 2.5.3, b € Z"
1 ¢ = Pb. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(1) Sistem linearnih jednacina Ax = b ima celobrojno resenje
(2) Sistem linearnih jednacina Dy = ¢ ima celobrojno resenje

(3) Za svaki racionalan vektor u takav da je uwA celobrojni vektor, ub je
ceo broj

(4) Za svaki racionalan vektor v takav da je vD celobrojni vektor, vc je
ceo broj.

Dokaz. (1) & (2): Ax = b & (P7'DQ)x = b & D(Q 'x) =
ce Dy =c,glejey = Q 'xic= Px. Posto Q € SL,,(Z), onda i
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Q'€ SL,,(7Z). Dakle, x € Z" &y = Q 'x € Z".

(3)& (4): vD e Z" & v(PAQ) € Z" < (VP)AEZ"Q™ ' =Z" < uA €
7", gde jeu = vP. P € SL,(Z), ondau € Q" < v € Q™ i, zbog (3),
ub € Z. Aliub € Z & (vP)(P'¢c) € Z & ve € Z. Dakle, (3) implicira (4).
Obrnuto, uA € Z" < vD € Z™ i vc € Z < ub € Z. Dakle, (4) implicira

(3).

(2) & (4): Dy = c implicira v(Dy) = vc za svaki vektor v € Q™,
odakle je (vD)y = vec. Ako vD € Z", onda vc € Z. Dakle, (2) impli-
cira (4). Da bismo dokazali da (4) implicira (2), prvo zapazamo da je
c=(c,...,¢,0,...,0). Pretpostavimo suprotno, ¢; # 0, j > r. Posma-
trajmo vektor v = (0,...,0,1/(2¢,),0,...,0), gde se 1/(2¢;) nalazi na j-toj
poziciji. Posto je vD = 0 € Z", onda zbog (4) vc = 1/2 € Z, kontradikcija.
Dakle, ¢; = 0 za j > r. Sledece, za ¢ = 1,...,r, posmatrajmo vektore
vi =(0,...,0,1/d;,0,...,0). Kako v;D € Z", onda zbog (4), vic € Z i stoga
Cz/dz € Z. Neka jey = (yl,...,yr,(),...,()), gde y; = Ci/dz‘, 1 =1,...,r.
Onday € Z", i Dy =c.

O

Sa notacijom u Teoremi 2.3.4, umesto resenja sistema Ax = b mozemo
traziti reSenje sistema Dy = ¢ primenom elementarnih transformacija (nad
Z) vrsta i kolona matrice A. Matrice P i () mozemo dobiti mnozenjem ma-
tricama koje odgovaraju ovim transformacijama. Sistem Dy = c ima resenje

ako 1 samo ako ¢,.1 = ... = ¢, = 0,1 d;|¢c; zai = 1,...,r. OpSte resenje
sistema Dy = ¢ mozemo zapisati u obliku y = (y1,...,yr, t1,. .., tm_r), gde
yi = ¢/d;, it = 1,...,7r, i ty,...,tym_r su proizvoljni celobrojni parametri.

Onda je opste resenje sistema Ax = b samo Qy.

Teorema 2.3.5 Neka A € M,,,(Z), i b € Z". Onda sistem linearnih
jednacina Ax = b ima celobrojno resenje ako i samo ako odgovarajuci sistem
kongruencija Ax = b (modn) ima reSenje za svaki pozitivan ceo broj n.

Dokaz. Ocigledno, prvi iskaz implicira drugi. Pretpostavimo sada da sistem
kongruencija Ax = b (mod n) ima reSenje za svaki pozitivan ceo broj n. Neka
su P,Q, D,y ic definisani kao u Teoremi 2.3.4, i neka je N € Z takav da
promena iz Ax = b u Dy = c koristi cele brojeve ¢ije su apsolutne vrednosti
manje od N. Onda za svako n > N, Ax = b (modn) < Dy = ¢ (modn) <
dyy; = ¢;(modn), i = 1,...,r. Poslednji sistem kongruencija je resiv u
sluéaju kada je n umnozak od d,. Posto d;|d,. za svako i, 1 < i < r, ovo
implicira d;|(d;y; — ¢;), pa d;|c; za svako @ = 1,...,r. Dakle, Dy = ¢ ima
celobrojno resenje, onda i Ax = b ima celobrojno resenje.
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g

Primer 2.3.1 Resiti sistem linearnih Diofantovih jednacina Ax = b, gde je

T
3 15 12
PSS P b N
T3

U cilju istovremenog odredivanja invertibilnih matrica P i @), tako da je
PAQ = D, stavimo kao pocetne vrednosti

100
P:HH,Q: 010
001

i sve transformacije nad vrstama ponovimo na tekucoj matrici P, dok sve
transformacije nad kolonama ponovimo na tekuéoj matrici ). Kada matrica
A bude dovedena na Smitov oblik (PAQ = D) matrice P i () dobice svoju
pravu vrednost.

{10H315} cl N{lo][l 35} O
01 -6 3 4 00 1 01 3 —6 4 00 1

{1 0“1 0 0} 2_;) _g
0 1][3 =15 —11]|, o |
{10“1 0 01 (1)_; _(5)
=3 1[0 =15 1] o]
{10“1 0 0] (1)_;) :;
=3 L]0 =15 4] ]
[10“100} (1)__1? :;
-3 1|[01 4 0 41
1olftoo]? 20U
~1 51 llo 1ol |F 11 42
[ ~ AN ~ J/ 0 4_15
P D > ~~ d
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Resavajuéi jednacinu Dy = c, dobijamo y = (12,—43,t)T, gde t € Z.
Konacno,
129 + 11¢
x=Qy = 485442t | , t € Z.
—172 — 15¢



Glava 3

Pokazivanje nepostojanja
resenja sistema linearnih
Diofantovih jednac¢ina pomocu
testera

3.1 Uvod

U ovoj glavi bavimo se metodom koji pruza direktan dokaz da ne po-
stoji resenje za neke familije sistema linearnih Diofantovih jednacina sa istim
zavisnim a razli¢itim nezavisnim promenljivama. U poredenju sa drugim
metodama koje se koriste za resavanje ovih sistema, ovaj metod pruza je-
dnostavniji na¢in pokazivanja neresivosti ovih sistema. Definisa¢emo testere,
linearne funkcije, pomocu kojih dolazimo do zakljucaka da odredeni sistemi
linearnih jednac¢ina nemaju reSenja. Pokazatemo metod za pronalazenje
ovakvih funkcija i primeni¢emo na neke primere.

3.2 Sistemi linearnih Diofantovih jednacina

Problem sa kojim se susre¢emo definiSemo ih kao trazenje celobrojnih
vrednosti x1, ..., z) koje ispunjavaju skup linearnih jednacina, kao Sto sledi:

a11r1 + a2 + ...+ G Tv = Y1,

a21T1 + Q99T + ... + Qo Ty = Yo,

39
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gde su a;; 1 y; celi brojevi, koje redom nazivamo zavisnim i nezavisnim
promenljivama jednacina.

Problem mozemo izraziti preko matrica, kao pronalazenje x1, xo, ...,z €
Z tako da
air a2 ... Qim I Y1
=1 + |. (3.1)
ani an2 ... aNM Tm YN

Oznaci¢cemo sa M broj nepoznatih, a sa N broj jednacina. Dodelji-
vanjem razlicitih vrednosti nezavisnim promenljivama, dobijaju se razliciti
sistemi. Oznaci¢emo sa K broj takvih sistema. Fokusira¢emo se na pro-
blem utvrdivanja da li postoje celobrojne vrednosti koje su resenje jednog
od tih sistema. Koriste¢i matrice, poslednji problem uklju¢uje pronalazenje
X1, To, ..., Ty € Z takvih da

i a2 ... iy 1 Y Y1k
€ : e : (3.2)
aNi an2 ... ONM Tm Yn1 YNK
gde Vaij eZi Vy” € 7.
U izrazu (3.2) N x M matricu sa zavisnim promenljivama oznaci¢emo sa

A:

a1 a12 e a1 p

aniy ane2 ... aNMm
gde Va;; € Z, a
Y = {(3/11, ce >yN1)> cee (yuo e 7yNK)}agde Yij € 4.

Kazemo da (3.2) ima reSenje koje odgovara (yi,...,yn) € Y, ako postoje
x1,%, ..., Ty € Z tako da vazi (3.1).

3.3 Testeri

Da bismo utvrdili da ne postoji resenje za problem (3.2), koristi¢emo
tehniku koja se zasniva na testerima, ¢iju ¢emo definiciju sada dati.

Definicija 3.3.1 (Tester) Neka je R prsten Q ili Z,, (gde n € N).
Funkcija f : ZV — R je tester nad R sistema jednacina (3.2) akko ispunjava
sledece uslove:

o Vk,z1,....,28 €Z f(kz1, ..., kzy) = kf(z1,...,2N)
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o Vzy, ..., 2N Wiy wN EZ f(z1twi, 2y Fwn) = [z, 2n) +
f(wl,...,wN)
L] f(au,...,a]\q):O,...,f(alM,...,CLNM) :0

Zmnacaj testera lezi u ¢injenici da obezbeduju jednostavan nacin odredivanja
da 1i sistem jednacina (3.2) ima reSenje koje odgovara (y1,...,yn) € Y.

Teorema 3.3.1 Neka je f tester nad prstenom Q ili Z,,. Ako postoje x1,xs,. ..,
Ty € Z takvi da

a1y + a12x2 + ...+ a1 = Y1,
2171 + Q22T + ...+ Qo T = Yo,

anN1Ty + an2®2 + ... + aANMTn = YN,

onda
f(yl,...,yN) :O

Dokaz. f(yl, RN ,yN) = f(CL11{E1+. . .+CL1MIM7. .. ,CLN1{E1+. . .+CLNMIM) =
flanzy, anzy, ... aviz1)+. . A flamTar, .. anpxa) = 21 f(an, ... an1)+
e —l—me(alM, e ,CZNM) = 0.

g

Definicija 3.3.2 Element (y1,...,yn) € Y je nekompaktibilan sa testerom
f akko f(yi,...,yn) # 0.

Prema prethodnoj teoremi, kada je element u Y nekompaktibilan sa tes-
terom, onda ovaj element moze biti uklonjen iz skupa Y. U slucaju da ne
postoji nijedan element u skupu Y, onda ne postoji ni resenje za sistem (3.2).
U cilju dokazivanja nepostojanja resenja za sistem (3.2), pokusac¢emo pronaci
testere pomocu kojih ¢emo ukloniti sve elemente skupa Y. To znaci da nas
ne interesuju testeri koji su kompaktibilni sa svim elementima skupa Y.

Definicija 3.3.3 (Beskoristan tester) Tester f je beskoristan akko za svako

(y1,--syn) €Y f(y1,--.,yn) =0.
KazZemo da je tester f koristan akko nije beskoristan.

Sada se postavlja pitanje kako pronadi testere. Uvodimo sledec¢e oznake:
e W - skup testera definisanih nad prstenom Q

e W, - skup testera definisanih nad prstenom Z,
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Svaki tester u W je preslikavanje oblika
f(z1,...,28) = z100 + ... + zZyan.

Zapravo, u nastavku ¢emo testere u Q obelezavati kao uredenu N-torku
(ala s 7O~/N)7 gde o € Q
Na isti nac¢in, svaki tester u W), je preslikavanje oblika

f(z1,...,28) = z100 + ... + zyay mod n.

U nastavku ¢emo testere u Z,, obelezavati kao uredenu N-torku (aq, ..., ay),
gde o; € Z,.

Teorema 3.3.2 Skup W (zajedno sa uobicajenim operacijama + i - defini-
sanim na funkcijama) je konacéno dimenzionalni vektorski prostor nad poljem
Q. Na isti nacin, ako je p prost broj, skup W, (zajedno sa uobicajenim ope-
racijama + i - definisanim na funkcijama) je konacno dimenzionalni vektorski
prostor nad poljem 7Z,,.

Dokaz. (W, +) je komutativna grupa. Zaista, sabiranje elemenata iz W je
unutrasnja operacija u W, asocijativna i komutativna (osobine slede iz odgo-
varajuéih osobina racionalnih brojeva), neutralni element je tester (0,0, ... ,0),
a za svaki element (aq,...,ay) iz W, (—aq, ..., —ay) je suprotni element u
odnosu na operaciju +. Da vaze i osobine 1 — 4 iz definicije vektorskog pro-
stora jednostavno se pokazuje na osnovu odgovarajuc¢ih osobina racionalnih
brojeva.

Na isti nacin se pokazuje i za W,

3.4 Nalazenje korisnih testera

U ovom delu upozna¢emo se sa metodom pronalazenja testera nad
Q1 Z, (gde je p prost broj). Prvo ¢emo se upoznati sa nekim specijalnim
testerima (trivijalni tester i tester izveden iz W).

Definicija 3.4.1 (trivijalni tester) Trivijalni tester nad Q ili nad Z, (gde je
p prost broj ) je tester takav da vazi

Va1, 2N €Z f(z1,...,28) =0

Ovaj tester je generisan vektorom (0,...,0).
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Definicija 3.4.2 (Tester izveden iz W) Tester (o, ..., an) € W, je izveden
iz testera f = (By,...,0n) € WNZN (tj. f €W iVB; € Z) akko

Vie{l,...,N} a; = (f;mod p).

Koristicemo oznaku (f modp) da oznacimo (aq,...,ay) € W,.

Sledeca teorema daje karakterizaciju beskorisnih testera nad Q i nad Z,
(gde je p prost broj).

Teorema 3.4.1 Vazi sledece:
i) Trivijalni tester nad Q i nad Z, (gde je p prost broj) je beskoristan.
] p \gacj 7) ]

(i) Skup beskorisnih testera w W (W,) je vektorski potprostor vektorskog
prostora W (W,).

(iii) Ako je f € WNZN beskoristan tester, onda je i (f mod p) € W, takode
beskoristan tester.

Dokaz. Ocigledno je da vazi (i), a vazi i (iii) zbog osobina kongruencija. Sada
¢emo proveriti (ii). Ako ozna¢imo sa W, skup beskorisnih testera iz skupa W,
iz Teoreme 1.4.2 sledi da je dovoljno pokazati da za svako f, g € W i za svako
keQ f+geW,ikfeW, Nekasu (aq,...,ay)i(f1,...,0x) generatori
testera f i g redom, gde «;,3; € Q,Vi = 1,...,N. Kako f,g € W, to
znaci da za svako (y1,...,yv) €Y f(y1,-..,yn) =01 g(y1,...,yn) =0, tj.
yron+. .. +yvay =01y f1+. . .+ynby = 0. Sadavazi (f+9)(y1,...,yn) =
yi(ar+B1) +...+yn(an +Bn) = yiar +... +yvan + 181 + ... FynBn =
0+0=0.

Sada ¢emo pokazati da kf € Wy, tj. za svako (y1,...,yy) € Y vazi
(f)(y1,- - yn) = 0. Kako je (kf)(y1,...,yn) = yikan + ... + ynvkay =
k(yrai+. . .+yvayn) = k-0 = 0, sledi da je W, vektorski potprostor vektorskog
prostora W.

Analogno se pokazuje za skup W,

g

Kako nas interesuju samo testeri koji uklanjaju bar jedan element skupa
Y, ne¢emo se baviti trivijalnim i testerima izvedenim iz W,

Sada ¢emo proucavati vezu izmedu vektorskih prostora W i W,. Kako
bismo pojednostavili sledece korake, uveséemo slede¢u notaciju.
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Definicija 3.4.3 Neka je B = [b;;], bi; € Z proizvoljna matrica nad Z i neka
je p prost broj, definisacemo matricu nad Z, :

B, = Bmod p = [b;; mod p].

Napomena. Postoji bijekcija izmedu minora matrice B, i minora matrice
B. Svaki r x r minor matrice B, d = |b;;|, je povezan sa r X r minorom
matrice B, na sledeci nacin:

d, = |b;; mod p| = dmod p.

Teorema 3.4.2 Neka je B matrica nad Z. Tada je rang(B,) = r akko za
svaki m X m minor matrice B, d, (gde je m > r), vazi (dmod p) = 0.

Dokaz. Ako je rang(B,) = r onda je rang(B) > r. Na osnovu Teoreme
1.5.3 postoji r x r minor matrice B, razlicit od nule, a svi minori matrice
B, reda r+1 x 41 su jednaki nuli, pa tada i za svaki minor m x m matrice
B, d, (gde je m > r) vazi (dmod p) = 0.

Pretpostavimo sada da je za svaki m X m minor matrice B, d, (d mod p) = 0,
tj. d, = 0, gde je d, proizvoljan minor matrice B, reda m x m. Tada na
osnovu Teoreme 1.5.3 sledi da je rang(B,) < m, §to je i trebalo pokazati.

O

Sledeca teorema je korisna za odredivanje vektora koji predstavljaju testere
u Wili u W,

Teorema 3.4.3 VazZi sledeée:

(i) f=(a1,...,an) € W akko su tacne sledece jednacine:
ai; Qg1 ... QnN1 (e %1 0
= (3.3)
aipy Qop oo ANM QN 0
AT
(i) f, = (ai,...,an) € W, akko su tacne sledeée jednacine:
ajymodp asymodp ... ayimodp aq 0
: : : : = | i | modp.
ajymodp asymodp ... aypymodp an 0
Af

(3.4)
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Dokaz. Sledi direktno iz definicije testera, jer tre¢i uslov kaze da je
flair,...;an1) =0,..., flaip, - - - any) = 0, a kako znamo da je
f=(aq,...,ay) to je ekvivalentno sa

a1 + a9 + ...+ anyian :0,

a1 + agpps + ...+ anyrany =0,

a to je ustvari (3.3).
Analogno se pokazuje za (3.4).

Teorema 3.4.4 Vazi sledece:
(i) dim(W) = N —rang(A)
(ii) dim(W,) = N —rang(A,).

Sledeca teorema je kljuc¢na za izvodenje vaznih posledica koje ¢emo ko-
ristiti u algoritmu za pronalazenje korisnih testera.

Teorema 3.4.5 Neka je p proizvoljan prost broj i neka je r = dim(W) < N.
Tada postoje testeri fi,..., f, € W, tako da su fi,..., f, linearno nezavisni
1 svi su izvedent iz W.

Dokaz. Dokaz ¢emo dati indukcijom pom Vm <r3fy,..., f,, € W, takvi
da su fi,..., f linearno nezavisni i svi su izvedeni iz W.

(Baza indukcije) m=1<r <N

Neka je g = (au,...,an) € WNZYN tako da g # 0 (jer skup koji se sastoji
samo od jednog vektora jednakog nuli je linearno zavisan) i neka je d =
NZD(ay,...,ay). Tadasledi ¢’ = g/d € WNZ"Y i (¢ modp) # 0. Dakle,
(¢’ mod p) € W, je izveden iz W i ¢’ # 0.

(Indukcijski korak) m 4+ 1 <r < N

Zbog indukcijske hipoteze, postoje g1, ..., gm € W NZYN takvi da:

(91 modp), ..., (gmmodp) su linearno nezavisni u W,. Mozemo definisati
(hy), niz elemenata u W N Z" tako da

(i) g1, -, gm, ho sulinearno nezavisni u W (jer je dim(W) > mig, ..., gm
su linearno nezavisni, pa postoji hg € WNZN tako da su g1, ..., gm, ho
su linearno nezavisni).

(ii) Ako su (g3 modp),..., (gm modp), (h; modp) linearno nezavisni u W,
onda
hiv1 = hi.
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(ili) Ako su (g;modp),...,(gnmmodp), (h;modp) linearno zavisni u W,
onda postoji linearna kombinacija L = 791 +. . . + Ty gm + Toh; mod p =
0,gdeT; € Z,i € {0,1,...,m} i1 nije deljivo sa p, jer su (g; mod p), ...,
(gm mod p) linearno nezavisni u W, (indukcijska hipoteza) i ako bi 7
bilo deljivo sa p onda bi (g; modp), ..., (g, modp), (h; mod p) bili line-
arno nezavisni. Kako je p prost broj, onda je NZD(1y,p) = 1 pa
postoje celi brojevi a1 8 takvi da ary+ Bp = 1. atg = 1 mod p pa sledi
da postoji k € Z tako da aty = pk + 1. Imamo da je al = amg; +
ot aTGm + atoh; = amigy + . . .+ aTmgm + (pk + 1)h;. Posmatrajuéi
ovu jednakost po mod p dobijamo 0 = A\jg; + ... + Angm + h; mod p,
gde \; = ar; (mod p), i € {1,...,m}, odakle sledi

hivi = (Mg1+ ...+ Angm + i) /D

Oznacimo sa C; = (g1,--.,9m, hi), Vi € N, matricu ¢iji su vektori kolone

gi, - .- ;gmahi‘
Neka su {d;1,...,d;s} (m+ 1) x (m + 1) minori matrice C;.
Ako su (g3 modp), ..., (gm modp), (h; mod p) linearno zavisni u W, tada je

(a) Vd;; (m+1) x (m+1) minor matrice C;, d;; mod p = 0 (Teorema 3.4.2).

(b) (m+ 1) x (m 4+ 1) minori matrice Cj1 su {d;1/p,....d;s/p}. Ovo je
ZbOg éinjenice Ci+1 = (91, ) hi+1) = (gl, ce s 9m, ()\1/]))91) +...+
(915 s Gms (A /P)Gm) + (G15 - -+, G (1/P) i)

Zbog (b) sledi da In € N tako da za neko d, (m+1) x (m+ 1) minor matrice
Cp, dmodp # 0.

Dakle, zbog Teoreme 3.4.2, vazi da je rang(C,) > m + 1 sto je ekvivalentno
da su (g; mod p), ..., (gm modp), (h; mod p) € W, linearno nezavisni.

0
Posledica 3.4.1 Neka je p prost broj.
(i) 3f € W takav da f nije trivijalan tester < dim(W) > 0.
(i) 3f, € W, takav da f nije izveden iz W < dim(W,) > dim(W).

Ova posledica je znacajna za odredivanje da li postoje netrivijalni testeri
u W i testeri u W, koji nisu izvedeni iz W.

Posledica 3.4.2 Vazi

(i) 3f € W takav da f nije trivijalan tester < rang(A) < N.
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(ii) 3f, € W, takav da f nije izveden iz W < Vd,r X r minor matrice A,
gde je r = rang(A), vazi p|d.

Dokaz.

(i) Zbog (i) iz Posledice 3.4.1, sledi da 3f € W takav da f nije trivijalan
< dim(W) >0 N —rang(A) >0 < rang(A) < N.

(ii) (=) Zbog (ii) iz Posledice 3.4.1, imamo
3f, € W, koji nije izveden iz W < dim(W,) > dim(W) < rang(4,) <
rang(A) < za svaki r X r minor matrice A,, d, vazi da je d = 0. Dakle,
pld.
(<) Zbog Teoreme 3.4.2 imamo da za svaki r X r minor matrice A, d,
vazi pld < rang(A,) < rang(A) & dim(W,) > dim(W) < 3f, € W,
takav da f nije izveden iz W.

g

Sumirajuci sve, Teorema 3.4.3 pruza metod za pronalazenje svih testera
u Wi W, gde je p prost broj. Ako su neki od ovih testera korisni, onda nam
mogu pomodi u resavanju problema tako Sto ¢emo eliminisati neke elemente
iz skupa Y. Medutim, neki od ovih testera mogu biti beskorisni. Zaista,
prema Teoremi 3.4.1, trivijalni tester, (0, ...,0), je jedan beskoristan tester,
i ako f € W beskoristan tester, onda je izvedeni tester (fmodp) € W,
takode beskoristan tester. Dakle, ne interesuju nas ovakvi testeri.

Posledica 3.4.2 postavlja neke uslove vezane za matricu A za pronalazenje
testera u W iu W), koji nisu trivijalni niti izvedeni iz W. Imajuci u vidu ovu
teoremu, predlazemo sledeéi algoritam. Ulaz ovog algoritma je izraz oblika
(3.2) sa skupom mogudéih nezavisnih promenljivih skupa Y, a njegov izlaz je
podskup Y* C Y koji sadrzi elemente iz Y kompaktibilne sa svim testerima
iz W iiz W, (gde je p proizvoljan prost broj).

Koraci 1, 2, 314 u algoritmu grade bazu testera u W, {by,...,bs}, i elimi-
nisu elemente iz Y koji su nekompaktibilni sa ovom bazom. Kada smo elimi-
nisali sve elemente iz Y nekompaktibilne sa bazom, testeri u W, {by, ..., bs}
postaju beskorisni. Dakle, svi testeri u W su beskorisni (dimenzija vektorskog
potprostora beskorisnih testera u W je jednaka dimenziji vektorskog prostora
W). Dakle, sada svi testeri u W), izvedeni iz W su beskorisni (Teorema 3.4.1).

Koraci 5 1 6 su namenjeni da pronadu testere u W), gde je p prost broj.
Zbog (ii) Posledice 3.4.2, znamo koji prosti brojevi su moguéi za pronalazenje
korisnih testera u W, (tj. testera koji nisu trivijalni niti izvedeni iz W). Kada
pronademo bazu {by, ..., b} skupa W, i eliminisemo sve elemente u Y koji su



48

POKAZIVANJE NEPOSTOJANJA RESENJA SISTEMA

nekompaktibilni sa ovom bazom, mozemo re¢i da nema viSe korisnih testera
u W, (dimenzija vektorskog potprostora beskorisnih testera u W), je jednaka
dimenziji vektorskog prostora W,).

Algoritam.

1.
2.

s:=N

Rac¢unamo sve s X s minore matrice A, dy,...,d,,

. Ako su sve determinante jednake nuli onda

3.1 s:=s5—1
3.2 Vratiti se na korak 2

. Ako je s # N onda,

4.1 Izracunati bazu skupa W, by, ..., b

4.2 Eliminisati y € Y pomocu testera by, ..., b
I[zra¢unati d kao d := NZD(dy,...,dy)
Za svaki prost broj, p, takav da p|d

6.1 Izracunati bazu skupa W), by,..., b

6.2 Eliminisati y € Y pomocu testera by, ..., b;

Kroz ovaj algoritam pronalazimo sve testere u W ili W, gde je p proi-
zvoljan prost broj, ne trazimo testere u W,, gde n nije prost broj. Pored
toga, efikasnost ovog algoritma dosta zavisi od veli¢ine matrice A. Sledeca
teorema je korisna, jer nam pokazuje kako brzo mozemo pronaci testere u
nekim specijalnim slucajevima.

Teorema 3.4.6 VazZi sledeée:

(i) AkoVie{l,...,N}Vje{l,...,M} a;; = an;, onda

{(1,0,0,...,0,-1),(0,1,0,...,0,—1),...,(0,0,...,0,1,—1)} C W.

(i) Ako 3d € Z* tako da Vi € {1,...,N}Vj € {1,...,M}d|(ai; — an;),

onda

{(1,0,0,...,0,—1),(0,1,0,...,0,—1),...,(0,0,...,0,1,—1)} C W,.
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(iii) Neka su o, B € Z takvi da | — 8| > 1.
AkoVie {1,...,N}Vje{l,... ., M}b; € {o, 8}, onda

{(1,0,0,...,0,—1),(0,1,0,...,0,—1),...,(0,0,...,0,1,=1)} C Wja_.

(iv) Nekai e {1,...,M}.
AkoVj e {l,...,N}3d; € Z" d;|b;;, onda

f(Zl, .. .,ZN) = (Zj moddj) S de.

(v) AkoVj e {l,... , M} byj+ ... +by; =0, onda

(1,1,...,1) € W.

(vi) Ako 3d € Z* takvo daVj € {1,...,M},d|(by; + ...+ bn;), onda

(1,1,...,1) € W,

Dokaz.

(i) Sistem jednacina koji posmatramo je sledeéi:

ani anz2 ... AGNM T Y1

ani anz2 ... AaNM Tpm YN

Sve vrste matrice koja sadrzi zavisne promenljive su jednake, pa da bi
bilo moguce resavati ovaj sistem moraju i sve vrste matrice kolone koja
sadrzi nezavisne promenljive yq, ..., yy biti jednake, recimo yy. Dakle,
mora vaziti uslov

Y1 =YnN
Y2 = YN
YnN-1 = YN
Uslov y; = yy nam daje tester oblika f(z1,...,2x) = 21—2n, tj. vektor
koji generise tester je (1,0,...,0,—1), itd. uslov yx_1 = yy nam daje
tester oblika f(z1,...,2ny) = 2v_1 — 2N, tj. vektor koji generiSe tester

je (0,0,...,1,—1). Dobili smo da skupu testera W pripadaju testeri
{(1,0,0,...,0,—1),(0,1,0,...,0,—~1),...,(0,0,...,0,1,—1)}, sto je i
trebalo dokazati.
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Uslov Vi € {1,...,N}Vj € {1,...,M}d|(a;; — an;) je zapravo a;; =
an; mod d, pa posmatrajudi sistem jednacina po (mod d) slucaj se svodi
na (i).

Neka vazi dati uslov. Funkcije fi(z1,...,2x) = 21 — zy mod|a — 5],
fa(z1,. -, 28) = 22 — zymod|a — B, itd. fx_1(21,...,28) = 2nv-1 —
zny mod|a— | zadovoljavaju prva dva uslova Definicije 3.3.1. O¢igledno
je da vazi i treéi uslov ove definicije jer je fi(bi1,...,bn1) = bjg —by1 =
|CE—6| =0 (m0d|a—ﬂ|), itd. fi(b1M7 Ce ,bNM) = biM_bNM = |Oé—ﬁ| =
0 (mod|ae — f|) zai € {1,...,N —1}.

Matricu sistema sa zavisnim promenljivama oznac¢imo sa B = [b;;|nx -
Dati uslov nam kaze da postoje brojevi dy,...,dy € Z* takvi da d;
deli prvu vrstu matrice B, dy deli drugu vrstu matrice B, itd. dy deli
poslednju vrstu matrice B. f(z1,...,2y) = (2;modd;) jeste tester
u Wy,. Provericemo tre¢i uslov Definicije 3.3.1. f(by, b, ..., bni) =
(bjjmodd;) =0,gdeie {1,.... M}ije{l,...,N}.

Posto je f tester, onda vazi

f(bll,...7bN1):0:b11+...+b]\[1
f(bi2, ..., bn2) =0 =Dbio+ ...+ by

f(blM7"'7bNM) :0:b1M++bNM
a to znacida (1,1,...,1) € W.
Ako vazi uslov

dlbll‘f‘...—l—le (b11+—|—bN1)modd:0
d|b12+...—|—bN2 N (b12—{—...—|—bN2)modd:0

d’blM‘F‘i‘bNM (b1M+—|—bNM)modd:O

onda je ocigledno da (1,1,...,1) € Wj.

3.5 Primeri

U ovom delu pokazac¢emo primenu metoda za pokazivanje nepostojanja

reSenja sistema linearnih Diofantovih jednac¢ina kroz neke primere.
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Primer 3.5.1
2 =2 1 1 —25 [ 20 132
1 1 2| |a|= 18], 17],] —28
3 1 1| 5] | -35 —97
. 2 =2
|A| = 0, a postoji minor reda 2 x 2, 11 = 0 pa na osnovu Teoreme

1.5.3 sledi da je rang(A) = 2. Onda je dim(W) = N —rang(A) =3—-2=1
Sto znaci da se baza vektorskog prostora W sastoji od samo jednog vektora
koga mozemo dobiti reSavajuci sledeci sistem jednacina:

2 1 -3 7 0
2 1 1 2o | =10
1 -2 1 T3 0

Resavajudi sistem Gausovim postupkom dobijamo sistem koji je ekvivalentan
polaznom sistemu:

2 1 =310 2 1 =310 21 =310
-2 1 1]0|~|0 2 =2|0|~|02 =210
1 -2 1|0 0 -2 =210 00 010

Ovde je najpre prva vrsta dodata drugoj, a zatim pomnozena sa —% i dodata
tre¢oj. U slede¢em koraku je druga vrsta pomnozena sa % i dodata trecoj.
Dobili smo sistem ekvivalentan polaznom koji je neodreden i ¢ija resSenja
zapisujemo u obliku

RS = {(z3, 23, 23)|z5 € Q}.
Baza vektorskog prostora W je {(1,1,1)}, odnosno
(21,22, 23) = 21 + 22 + 23.

Bazu vektorskog prostora W smo mogli lako pronaci primenjujué¢i Teoremu
3.4.6 (v). Sada ¢emo eliminisati elemente iz skupa Y koji su nekompaktibilni
sa testerom f:

f(=25,18,5) = =25+ 18 +5 = —2 £ 0,
£(20,17,—35) =204+ 17 — 35 = 2 £ 0,
£(132,—28,—97) = 132 — 28 — 97 = 7 £ 0.

Posto smo eliminisali sve elemente skupa Y, zakljucujemo da nijedan od 3
sistema nema reSenje.
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Napominjemo da ne postoji nijedan koristan tester u skupu W,, gde je p
prost broj. Zaista, na osnovu (ii) Posledice 3.4.2 postoji f, € W, koji nije
izveden iz W akko p deli svaki » X » minor matrice A, gde je r rang matrice
A. U ovom primeru ra¢unajuéi sve 2 x 2 minore matrice A dobijamo:

2 1 2 —3 -2 1 -2 1 2 1
—2 1 |'l=2 1]’ 1 =20 11p]1 =2
2 -3 1 -3 1 -3 11
1 1"1 1] =2 1” —21}_{3’_3’4’_4’5’_5}

pa ne postoji prost broj koji deli sve ove minore.

Primer 3.5.2
-3 2 2 T 15 —10 16 105 79
2 =3 2 Ty | = 4 |, 31,1 -9 |, ™o, 33
2 2 -3 T3 41 —23 5% 792 0

|A| = 25 # 0 pa sledi da je rang(A) = 3. Onda je dim(W) =3 -3 =
0 8to znaci da nema testera u W. Na osnovu (ii) Posledice 3.4.2 kako je
|A| = 25 jedini prost broj koji deli 25 je broj 5. Dakle, trazimo testere u
Ws. Primenjujuéi Teoremu 3.4.3, bazu skupa W5 racunamo resavajuci sledeci
sistem jednacina:

2 2 2 1 0
2 2 2 s | =10
2 2 9 T3 0
Kako je
2 2 210 2 2 210
2 2210 ~[000O01]0
2 2 210 00010

sledi RS = {(—x9 — x3, 29, x3) mod 5| z9, 23 € Z}. Ako uzmemo da je x5 =
xg = lsledi (=2,1,1)mod5 = (3,1,1),ixy = 1,23 = Osledi (—1,1,0) mod 5 =
(4,1,0). Ispitacemo da li su ovi vektori linearno nezavisni. 1z

a(3,1,1) + B(4,1,0) = 0

sledi
3a+45 =0
a+p=0
a=20

pa je a = = 0. Dakle, vektori su linearno nezavisni. Treba joS pokazati da
generisu prostor Wis.
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Neka je (a, b, ¢) proizvoljan vektor iz Wi, tj. on je oblika (—b— ¢, b, ¢) mod 5.
Vektorska jednacina

a(3,1,1)+ p(4,1,0) = (a,b,c)

je ekvivalentna sa sistemom od tri skalarne jednacine

3a+48=a
a+p=>.
a=c

Odavde sledi da je @« = ¢, B = b — ¢, a jednacina 3a + 40 = a & 4b —
¢ = a(modb) & —b—c = a(modb) §to znaci da postoji resenje ovog
sistema za svako (a,b,c) € W;. Dakle, baza vektorskog prostora Ws je
{(4,1,0),(3,1,1)}. Odnosno,

fa(z1, 29, 23) = (421 + z) mod 5

fg(zl, 29,23) = (321 + 29 + 2z3) mod 5

Sada ¢emo eliminisati elemente skupa Y koji su nekompaktibilni sa testerom
f5:
f3(15,4,41) =4-15+4mod 5 = 64mod 5 = 4 # 0,

f2(—10,3,-23) =4 (—10) + 3mod 5 = —37mod 5 = 3 # 0,
f2(16,-9,58) =4-16 — 9mod 5 = 55mod 5 = 0,
£2(105,75,792) = 4 - 105 4+ 75mod 5 = 495 mod 5 = 0,
£4(79,33,0) =479+ 33mod 5 = 349 mod 5 = 4 # 0.

Tester f3 je uklonio elemente (15,4, 41), (—10, 3, —23) i (79,33,0) iz Y. Sada,

pomocu testera f2 :

f2(16,-9,58) =3-16 — 9 + 58 mod 5 = 97mod 5 = 2 # 0,

f2(105,75,792) = 3- 105 + 75 + 792mod 5 = 1282mod 5 = 2 # 0

uklanjamo i elemente (16, —9,58) i (105, 75,792) iz skupa Y.
Posto su testeri f3 i f2 uklonili sve elemente iz skupa Y, imamo da polazni
sistemi nemaju resenje.

Primer 3.5.3
1 1 -2 47 ™ 36 1 —23 20 56 1 —61
1 -2 1 2| ™ |= 130, 35 || —41 || =35 || &7
2 1 1 —2| 8 —49 —8 21 || =21 0
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rang(A) = 2 jer je

1 1 -2 4 1 1 -2 4 1 1 =2 4
1 -2 1 -2|~]10 -3 3 —-6|~]0 -3 3 —6
-2 1 1 =2 0 3 -3 6 0O 0 0 O

dim(W) = N —rang(A) = 3—2 = 1 pa sledi da se baza vektorskog prostora
W sastoji od jednog vektora. Primetimo da je zbir svake kolone nase matrice
A jednak nuli, pa primenjuju¢i Teoremu 3.4.6 (v) zakljucujemo da je baza
od W jednaka {(1,1,1)}, odnosno

f(Zl, 29, 2’3) =21 + Z9 + zZ3.

Sada ¢emo eliminisati elemente skupa Y koji su nekompaktibilni sa testerom
I
f(36,13,—49) =36 + 13 — 49 = 0,

£(—23,35,—8) = —23+35 —8 =4 £ 0,
£(20,—41,21) = 20 — 41 + 21 = 0,
£(56,—35,—21) = 56 — 35 — 21 = 0,
f(—61,87,0) = —61 + 87+ 0 = 26 # 0.

Tester f je uklonio (—23,35,—8) i (—61,87,0) iz skupa Y. Sada racunamo
sve 2 X 2 minore matrice A.

1 1 1 -2 11 1 -2 1 1

1 =271 1’| -2 1|"|-2 1|14 =2
1 -2 1 -2 -2 1 -2 1
4 —2" -2 =2 4 =2 ' 4 =2 }_{0’3’_3’6’_6}

Jedini prost broj koji deli sve 2 x 2 minore matrice A je 3. Na osnovu
Posledice 3.4.2 trazimo testere u Ws3. dim(W3) = N — rang(A3) =3 —1 =
2. Primenjujué¢i Teoremu 3.4.3, bazu skupa W5 racunamo resavajuci sledeci
sistem jednacina:

111 0
11| o
111 217 19
111 3 0

Kako je
11110 11110
11110 00010
1110l 7]l0001]0
11110 00010
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sledi RS = {(—x2 — x3, 22, x3) mod 3 | z2, 23 € Z}. Ako uzmemo da je xo =
xg = lsledi (=2,1,1)mod3 = (1,1,1),i29 = 1,23 = Osledi (—1,1,0) mod 3 =
(2,1,0). Dakle, baza vektorskog prostora W3 je {(2,1,0),(1,1,1)}. Odnosno,

f§(217z2723) = (221 + z2) mod 3

f??(zbz%zi’)) = (Z1 + 20 + 23) mod 3

Primetimo da je tester f2 izveden iz testera f. Sada ¢emo eliminisati elemente
iz Y koji su nekompaktibilni sa testerom f3:

f3(36,13,—49) = 2-36 + 13mod 3 = 85mod 3 = 1 # 0,
f3(20,—41,21) =220 — 41mod3 = —1mod 3 = 2 # 0,
f(56,—35,—21) =256 — 35mod 3 = 77mod 3 = 2 # 0.

Posto smo pomoc¢u testera f i f; eliminisali sve elemente skupa Y, za-
kljucujemo da polazni sistemi nemaju resenje.
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Glava 4

Pokazivanje egzistencije resenja
sistema linearnih Diofantovih
jednac¢ina pomocu testera

4.1 Uvod

U ovoj glavi proucavamo moguénost pronalazenja resenja odredene fami-
lije sistema linearnih Diofantovih jednacina sa istim zavisnim i razli¢itim
nezavisnim promenljivama koriste¢i metod koji je zasnovan na testerima sa
kojima smo se upoznali u prethodnoj glavi. Ispitivanje egzistencije resenja
sistema linearnih Diofantovih jednac¢ina moze se vrsiti pomoc¢u Smitove norma-
Ine forme za datu matricu. Racunanje Smitove normalne forme pomocu
klasicnog metoda zasnovanog na Gausovom postupku eliminacije je ekspo-
nencijalne slozenosti, potrebno je mnogo vremena. Upoznali smo se sa meto-
dom zasnovanom na linearnim funkcijama koje se nazivaju ”Testeri” i koje
su davale odgovor nepostojanja resenja odredenih sistema linearnih Diofan-
tovih jednacina. Takode smo se upoznali i sa metodom dobijanja testera
definisanih nad prstenima Q i Z,, gde je p prost broj. Medutim, nije raz-
matrano pitanje racunanja testera nad prstenom Z,,, gde m nije prost broj.
Osim toga, testere nismo koristili za dokazivanje postojanja resenja sistema,
ve¢ iskljucivo za dokazivanje nepostojanja resenja.

U ovom delu ¢emo pokazati kako testeri mogu biti korisni za pokazi-
vanje i egzistencije resenja, kao sto ¢emo pokazati u nastavku, egzistencija
reSenja familije linearnih Diofantovih jednac¢ina je uvek odredena odredenim
skupom testera. Pored toga, proucavac¢emo i neke metode za pronalazenje
odgovarajucih testera nad prstenom 7Z,,, gde m nije prost broj.

57
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4.2 Kompletan skup testera

U prethodnoj glavi upoznali smo se sa problemom sa kojim se susre¢emo
(3.1). Definisali smo testere, ¢iji znacaj lezi u ¢injenici da pruzaju jednostavan
na¢in odredivanja da li sistem jednacina (3.1) ima reSenje koje odgovara
Y1,---,Yn € Z, o ¢emu je govorila teorema 3.3.1. U primerima 3.5.1, 3.5.2
i 3.5.3 videli smo kako testeri mogu biti korisni u pokazivanju nepostojanja
reSenja odredenih sistema linearnih Diofantovih jednacina. Medutim, neka
pitanja u vezi testera se sama namecu:

e Ako sistem linearnih Diofantovih jednacina nema resenje koje odgovara
(y1,---,yn), da li uvek postoji tester f takav da je f(yi,...,yn) # 07

e Da li postoji konacan skup testera {fi,..., fix} takav da, ako je
filyr, .. yn) = ... = fe(y1, ..., yn) = 0, mozemo zakljuéiti da sistem
linearnih jednacina ima resenje koje odgovara (y1,...,yn)?

U nastavku ¢emo se uveriti da je odgovor na oba pitanja pozitivan. Sada
¢emo dati definiciju kompletnog skupa testera.

Definicija 4.2.1 Neka su fi,..., fr testeri koji odgovaraju matrici A.

{f1,---, fx} je kompletan skup testera matrice A ako i samo ako vazi sledeca
osobina:
Sistem jednacina (3.1) ima resenje koje odgovara yy,...,yn € Z
=
filyr, - yn) = fo(vr, -y yn) = .. = felya, - yn) = 0.

Sada ¢emo pokazati egzistenciju kompletnog skupa testera za dijagonalnu
matricu.

Teorema 4.2.1 Neka je

"d; 0 0 ... 0 0 ... 0"
0 db 0O ... 00 ...0
B=|0 0 0 d, 0 0
0 0 0 0 0 0
0 00 ...00 ...0.

dijagonalna matrica tipa N x M takva da ¥i € {1,2,...,r} d; # 0.
Neka je g;(y1,...,yn) = y;modd;, gdei € {1,2,...,1}.
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Neka je fi(ya,...,yn) =y; gde j€ {r+1,...,N}.
Tada imamo da je {g1,92,---,9r, fri1,---, [n} kompletan skup testera ma-
trice B.

Dokaz. Lako se pokazuje da su ¢1,9s, ..., 9, fri1,-.., [n testeri. Posto je
A = diag(dy,ds,...,d,,0,...,0) dijagonalna matrica, onda sistem linearnih
Diofantovih jednacina izgleda:

dy -1 =11
dy - 29 = Yo

dr Ty =Yy
0= Yr41
0= Yr42

0= YN -
Ovaj sistem ima resenje ako i samo ako

dl’yla dg‘yz, e ;dr|yr7 Yri1 = 0, YN = 0
~

gy, yn)= =g, yn)=fra (s - un)=- = fn(yr, - yn)=0.
Dakle, {¢1,92,---,9r, frs1,---, [n} je kompletan skup testera.

i

Pomoc¢u Smitove normalne forme matrice mozemo dokazati da za svaku
celobrojnu matricu postoji kompletan skup testera.

Teorema 4.2.2 Postoji kompletan skup testera za svaku matricu A nad
prstenom Z..

Dokaz. Neka je A proizvoljna celobrojna matrica tipa N x M. Na osno-
vu Teoreme 2.3.3 matricu A mozemo zapisati u obliku A = LDR, gde
je L invertibilna N x N matrica, R invertibilna M x M matrica a D =
{di,...,d,,0,...,0} dijagonalna matrica. Tada vazi:

Sistem (3.1) ima reSenje koje odgovara y € Z" <

Ix € ZMtako da Ax =y &

dx € ZMtako da LDRx =y &<

Ix € ZM tako da D(Rx) = L™y &

Jz € ZM tako da Dz = wgdew = L~ 'y. Prema Teoremi 4.2.1, postoji kom-
pletan skup testera {g1,92, ..., 6r, fri1,--., fn} za matricu D.
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Dakle, sistem (3.1) ima reSenje koje odgovara y € Z" <

gw)=...=¢g(w)=fra(w)=...= fx(w)=0&
a(L7y)=...=¢Ly)=frin(l7ly)=... = fn(L7y) = 0.
Odnosno, {gi,...,95, [;1,---, fx} je kompletan skup testera sistema
Ax =y, gde:

g:(Y) = gi(L_1Y) gde i € {17 s ,T}, 1
fily)=fi(L'y)gdeie {r+1,...,N}.
O

Teorema 4.2.2 nam pokazuje da egzistencija reSenja sistema (3.1) moze
biti lako odredena pomoc¢u odredenog skupa testera koji smo nazvali kom-
pletan skup testera. Prema dokazu te teoreme, ovaj kompletan skup testera
mozemo dobiti racunajuéi Smitovu normalnu formu matrice A.

Ipak, rac¢unanje Smitove normalne forme za celobrojnu matricu moze se
dugo izvrsavati i zauzeti veé¢i deo memorije koja moze premasiti memoriju
jednog procesora. Rac¢unanje Smitove normalne forme matrice A ukljucuje
transformacije njenih vrsta i kolona. Vrsta r; u matrici A moze biti zame-
njena vrstom r; + kr;, gde je k ceo broj, a r; neka druga vrsta matrice A.
Analogno, kolonu ¢; matrice A mozemo zameniti kolonom ¢; = kc;, gde je k
ceo broj, a ¢; neka druga kolona matrice A. Transformacije kolona i vrsta
odgovaraju matricama L i R iz dokaza Teoreme 4.2.2, redom. Glavni pro-
blem nastaje kada treba da izracunamo Smitovu normalnu formu za matricu
velikih dimenzija, jer je to previSe naporan posao.

Zato ¢emo u nastavku proucavati kako da izracunamo kompletan skup
testera ne racunajué¢i Smitovu normalnu formu matrice.

Primer 4.2.1 Rac¢unamo kompletan skup testera matrice A koriste¢i Teoremu
4.2.2.

1 2 21000 1 2 2| 1000
2 0 1,010 0 0 —4 3| 2100/
2 1 —-1/00 10 0 -3 =5| =20 10
2 -1 1|00 01 0 -5 =3[ 200 1

) By
1 0 0] 1000] [1 0 0] 1000
0 —4 =3/ 2100 |0 -1 -3/ -2100]_
0 -3 =5| 2010 0 2 5| -20 10
0 -5 3| -2001] [0 -2-3]-2001

1 0 o] 1t 000] [1 0 O] 1 000

0 -1 3| -2 100| [0-1 0|-2 100/

0 0 —11| 6 2 10 0 0 —11| =6 2 10

0 0 3| 2-201] [0 0 3| 2 -201
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1 00 1 000 1 00 1 0 0 0

0 -1 0 -2 100 . 0O -1 0 -2 1 0 0

0 01 2 -6 1 4 0 01 2 -6 1 4

0 03 2 -2 01 0O 00| -4 16 -3 —-11
D L

Testeri su slededi:

9?(91792,93794) = 9;(917?/2,93794) = 9;(91792793794) =0

fa(yr, vz, y3,ya) = (0,0,0, 1)L (Y1, Y2, ys, ya) T = —4y1 + 16y2 — 3ys — 11y,
Dakle, kompletan skup testera je {f4}.

4.3 Veza izmedu testera 1 minora matrice A

U ovom delu pokazac¢emo neke veze minora matrice A i egzistencije kom-
pletnog skupa testera. U Teoremi 4.3.5 ¢emo dokazati egzistenciju kom-
pletnog skupa testera matrice A nad Z i Z4, gde je d najveéi zajednicki
delilac svih r x r minora matrice A (r je rang matrice A).

U ovom delu koristi¢emo sledece oznake:

e Neka je r = rang(A) gde koeficijenti matrice A pripadaju prstenu Z.
e Neka je d najvedi zajednicki delilac svih r X r minora matrice A.

e Neka je B r x r minor matrice A:

aiy ... Qip

Ary oo Qpp

Pretpostavicemo da je B # 0 (ovo mozemo dobiti transformacijama
na vrstama i kolonama matrice A, jer ako je r = rang(A) onda mora
postojati minor reda r X r koji je razli¢it od nule).

e Neka je By, (gde j € {1,...,r} ik e {1,..., M}) sledeéi r x r minor
matrice A:

a1 ... Ai145-1 Qi1 A14541 ... Qip

g1 ... Qgj-1 Q2 G2j54+1 ... Q2
Bj = : . :

Qry .. Qrj—1 Qrg Qrj41 - Qpp
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e Neka je A;; (gdei e {1,...,r}ij € {1,...,r} sledeéi minor:

a1q c. ay,5—1 ai j+1 Ce a1y
A — Ai—11 -+ Qi—15-1 Gi—14541 - Gi—1p
] T
Ai+1,1 -+ Aig15-1 Aitlj4+1 oo Giglr
(0751 Ce Arj—1 Qr j+1 e (07

Sledecée teoreme nam govore o povezanosti determinanata Bj; i A;;.
Teorema 4.3.1 Vj € {1,....r} Vk e {1,..., M} vaZi:
Bjk = (—1)k+1A1ja1k + (—1)’”2142]-@% 4+ ...+ (—1)k+TATjark

Dokaz. Sledi iz Teoreme 1.3.7 i definicije determinanata Bj; i A;;.

Teorema 4.3.2 Vj € {1,...,r} Vk € {1,..., M} vazi:
(Bjk mod d) =0.

Dokaz. Razmatra¢emo sledece slucajeve:
e (Slucaj k = j) Vazi B, = B;; = B. Posto je Bmodd = 0, sledi:

J

Bjk modd = 0.

e (Slucaj k > r) Vrednost minora Bj; je jednaka vrednosti r x r minora
(onog koji sadrzi kolone 1,...,7 — 1,7 + 1,...,r k), a d je najveéi
zajednicki delilac svih takvih minora. Zbog toga:

Bjk modd = 0.

o (Slucaj 1 <k <rik+#j) Tada je Bj; = 0 (sledi iz Teoreme 1.3.4 jer
Bji, ima dve kolone jednake). Zato
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U nastavku ¢emo definisati skup funkcija (Definicija 4.3.1), zatim pokazati
da je to skup testera (Teorema 4.3.4), a u Teoremi 4.3.5 pokazati kompletnost
ovog skupa testera. Sledeca teorema je neophodna za definisanje ovog skupa
funkcija:

Teorema 4.3.3 Ako je k € {r +1,...,N} tada Imyy, ..., My, mpp € Z
tako da je:

mgrair + ...+ mypapr + mygag =0

Mg1@i2 + ...+ Mirry + Megarz =0

mr1a1pm + ...+ MprQp M + MerQrpyn — 0

Dokaz. Posto je r = rang(A), to znaé¢i da matrica A ima r linearno nezavi-
snih vrsta (kolona), pa je onda skup vektora nad poljem Q {(a11, ..., a1n), .- -,
(@r1y- -y amnr), (1, - akpr)} linearno zavisan. Zbog toga, postoje qi, ...,
qr, @ € Q takvi da:

QI(a117~";a1M) +--‘+qr<ar17'~‘7arM)+q1€(akl7"'aakM> = (0770)

Neka je ¢; = Z¢, gde di,n; € Z i d; # 0. Tada imamo:

n n, n
—I(CLH, o ,CL1M)+. . .—|——(a7,1, . ,CLTM)—l——k(CLkl, e ,CLkM):(O, - ,0) “dy - - -d,dy,
dy d, dy,

Definisemo my; = n;dx H;:L#i dj € 7Z za svako i € {1,...,r} i my =
n1d1-~dr e 7.

Prethodni izraz je ekvivalentan slede¢em:
my1(ain, -, ain) + - oo Fmge(ap, ..oy aens) + meg(ag, - agar) = (0,...,0).

Zbog toga je
Mp1ai1 + ...+ MprQrp + MppQpr = 0
Mr1a12 + ...+ Mgl + Mppage =0

mr1ains + - .. + Mprarpr + Mypgagar =0

Sto je i trebalo pokazati.

Definicija 4.3.1 Definisemo sledece funkcije:
(i) Funkcije g, : ZV — Zg gde k € {1,...,r}, kao $to sledi:

ge(Y1, -, yn) = Aigyn — Asgya + ...+ (—=1)" ' Ay, mod d
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(ii) Funkcije fr: ZN — Z gde k € {r +1,...,N}:
Se(yr, - yn) = mpayn + -+ MY + My
gde My, ..., My, Mpr, € Z ispunjavaju uslove Teoreme 4.3.35.
Sada dokazujemo da su funkcije iz prethodne definicije testeri.
Teorema 4.3.4 Vazi sledece:
(i) Ako je k € {1,...,r}, funkcija gy je tester u Zq matrice A.
(ii) Akoje k€ {r+1,...,N}, funkcija fy je tester u Z matrice A.
Dokaz.
(i) Imamo da je:
gy, yn) = Ay — Ao + ...+ (=11 Ay, mod d.

Zbog toga, funkcija g ispunjava uslove (i) i (ii) iz Definicije 3.3.1.
Prema Teoremi 4.3.1, vazi:

(a1, ... an1) = Agary — Aggaor + ... + (_]—)r_lArkarl mod d = By

gr(ara, ..., ans) = Ajpa1a — Aggasa +. . .+ <_1)r_1Arkar2 mod d = —Bgs

ge(ainr, - ann) = Agarin+. ..+ (=1 Apparn mod d=(—1)M 1By,
Zbog Teoreme 4.3.2 sledi:
gk(all, s ,U,Nl) = gk(a21a s ,CLNQ), cee 7gk;(a/1M, e ,CLNM) = 0.

To znaci da funkcija g ispunjava i uslov (iii) iz Definicije 3.3.1. Dakle,
gi je tester.

(ii) Imamo da je:
Sy, - yn) = muayn + o+ MY + MY

Zbog toga, funkcija fy ispunjava uslove (i) i (ii) iz Definicije 3.3.1.
Posto je funkcija f definisana tako da myq, . .., mg, 1 myg zadovoljavaju
uslove Teoreme 4.3.3, imamo da je:

fk(an, e aaNl) = fk(am, e 7aN2)7 ce ey fk(alMa .. 7aNM) =0.

To znaci da funkcija fj zadovoljava uslov (iii) iz Definicije 3.3.1, pa je
fr tester.
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g

Pre nego $to pokazemo da je {¢1,...,9r, fri1,---, fn} kompletan skup
testera, dokazac¢emo sledecu lemu:

Lema 4.3.1 Neka yy,...,y, € Z. Ako

g un)= =g yn)= e (- yn)= = fnv (- yn)=0
onda sistem (3.1) ima resenje koje odgovara S(yi, ..., yn).
Dokaz. Uzimajuéi k € {1,...,r}, definiSemo:

(_1)k+1A1ky1 + ...+ (_1)k+TA7‘ky7‘
d

* JR—
Ty =
Vazi sledece:

(i) Posto Vk € {1,...,7} 0 = gx(y1,---,yn) = Auyr — Aogyp + ... +
(—1)"'Aky, mod d, sledi da Vk € {1,...,r}z} € Z.

(i) Sledece, pokazatemo da (z7,..., x5 0,...,0) zadovoljava prvih r jednacina
sistema (3.1) koji odgovara Z(yi,...,yx).
Zaista, x}, mozemo izraziti kao:

amn ... aQik-1 Y1 Ak --- Air
gy ... Q2k-1 Y2 QA2k+1 ... Q2
% Ar1 ovr Qrg—1 Yr Qrgg1 .. Qpp
Ik -
d
ayi; ... G1k—1 Y1 QAQ1g+1 .- Q1r
Az ... Q21 Y2 A2ky1 ... Qo
B - ) . )
Qr1 ov Qrg—1 Yr Qrky1 - Gprp
Bd
By
ai ... Ok-1 —z AGk+1 ... Qi
Bys
agr ... A2k-1 —5  Q2k41 ... Q2
B- ) ) .
By
. ar1 ovv Qprg—1 TT Ark+1 - Qpp
aiy ... Qip
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*

Na ovaj na¢in, pomoéu Kramerovog pravila, (z7,...,z*) je resenje li-
nearnog sistema jednacina:

a1 Q2 ... Qi1r T1 %

Ar1 Qpr2 ... Gpp Ty BC?IJT
Zbog toga, (x%,...,2,0,...,0) zadovoljava prvih r jednacina sistema
(3.1) koji odgovara Z(ys, ..., yn).
Sledeée, pokazacemo da (x3,...,2%,0,...,0) zadovoljava poslednjih
N —r jednacina sistema (3.1) koje odgovara %(yl, C S UN)-

Neka je k€ {r+1,...,N}.

Bfi(y1, ... yn)  B(mgiyr + ... + MirYy + M)

Sy, - yn) d d
_ By, By, Byy,
= My d + o My d + Mgk P
Kao §to smo videli u prethodnoj stavei, (x7,...,2%0,...,0) zadovo-
ljava prvih 7 jednacina sistema (3.1) koji odgovara %(yl, ... YN). Zbog

toga, imamo:

B
0=mgi(anz] +...+a,x))+...+mg(a2]+...+apx)) —|—mkk%
= zi(mpan+. .. +mgaq)+. ..+ (mgag+. . .+mkrar,,)+mkk7

Kako je fi definisano da zadovoljava uslove Teoreme 4.3.3, imamo:

0= —(mkkaklxl + ...+ mkkaerr) + mkkT
= —mkk(aklxl + ...+ (lerr) + mkkT
Kako je my, # 0, (x7,...,2%,0,...,0) zadovoljava k-tu jednacinu si-

stema (3.1) koji odgovara Z(yy,...,yn):

B
a1 + ..+ agx) = %

odakle sledi trazeno.
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U slede¢oj teoremi dokazujemo da je {g1,- .., 9r, fri1,---, [n} kompletan
skup testera.

Teorema 4.3.5 Skup {g1,...,9r, fri1,---, [N} je kompletan skup testera ma-
trice A. Odnosno:

Sistem jednacina (3.1) ima resenje koje odgovara yi,...,yn € Z
54
nrs - yn)= =g, un)= e, o)== Fv (- yw)=0.

Dokaz. =) Sledi direktno iz Teoreme 3.3.1.
<) Kako je d najveéi zajednicki delilac svih r X r minora matrice A, mozemo
pronadi | By, ..., |Bs|, r X r minore matrice A, tako da:

d=M|Bi|+ ...+ Xs|Bs|

Zbog Leme 4.3.1, 3z14, ..., o0 € Z, i € {1,..., s}, takvi da:

B;
Ay, x) " = ld |<y17-~~7yN)T
Neka je 5 = Mg + ... + A\sps, gde k€ {1,..., M}.
Sada ¢emo pokazati da je (z7,...,x},) resenje sistema (3.1) koje odgovara
(Y155 yN)-
* * B Bs
A(:Bl,...,xM)T:Al%(yl,...,yN)TjL...—{—)\sl pi ’(yl,...,yN)T
M|Bi|+ ...+ As| Bs
:(yh”',yN)T 1| 1| y | |
rd T
= (y17"‘7yN> E:(ylw'wyN)

4.4 Nalazenje kompletnog skupa testera

U prethodnom delu smo pokazali kako uvek mozemo odrediti da li si-
stem linearnih Diofantovih jedna¢ina ima resenje koje odgovara (yi, ..., yn)
racunajuéi kompletan skup testera. Ovaj skup testera mozemo lako pronaci
racunajué¢i Smitovu normalnu formu za matricu sistema A. Medutim, racu-
nanje Smitove normalne forme pomocéu Gausovog postupka eliminacije nije
lak posao i ¢esto dovodi do ogromnih racunanja. Iako nam Teorema 4.3.5
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pruza drugaciji nac¢in racunanja kompletnog skupa testera, postupak racu-
nanja koji je opisan u dokazu ove teoreme ukljucuje veliko ra¢unanje. Naime,
prvo je trebalo naci d, najveci zajednicki delilac svih r X r minora matrice A.
Ali, broj minora reda r matrice A je (]X ) . (]\f ), Sto je nepolinomske slozenosti.
Uprkos tome, u ovom delu ¢e postati ocigledno da Teorema 4.3.5 moze biti
korisna za izbegavanje rada sa matricama ogromnih koeficijenata. Zaista,
ovaj metod ¢e biti baziran na operacijama vrsta i kolona matrice u prstenu
Z,, umesto u prstenu Z. Posto su ulazne veli¢ine matrice (njeni koeficijenti)
u Zm ={0,1,...,m—1} onda viSe nije mogu¢ ogroman rast ulaznih veli¢ina
matrice.

4.4.1 Racunanje kompletnog skupa testera za proizvoljnu
matricu

Prema Teoremi 4.3.5, postoji kompletan skup testera definisan u Z i u Z,.
Mozemo pokusati pronaci testere definisane u Z, pomoc¢u Definicije 3.3.1. Na
osnovu ove definicije, tester f u Z je oblika:

fy1,. . yn) = ays + ... + anyn

gde aq,...,ay € Z i vazi uslov (3.3).

Na ovaj nacin, svako resenje (o, ...,ay) u (3.3) oznacava tester u Z.
Posto je rang(A) = rang(AT) = r, postoji N — r linearno nezavisnih resenja
u (3.3) (uzimajudi u obzir da radimo u polju Q) koji daju N —r testera u Z.
Bilo koji drugi tester u Z moze se predstaviti kao linearna kombinacija ovih
N — r testera.

Na isti nacin, mozemo lako pronaéi testere u Z,,, gde je m proizvoljan
prirodan broj. Prema Definiciji 3.3.1, tester g u Z,, je oblika:

9y, yn) = (yr + ... + ayyy) modm

gde a1, ...,ay € Z, i vazi sledece:
ayymodm ... ayiymodm oy 0
: : =1 : | modm. (4.1)
ajpyymodm ... aypymodm an 0
~~ g
ATmodm

Nalazenjem skupa generatora resenja (3.3) i skupa generatora reSenja
(4.1) (gde je m = d najveéi zajednicki delilac svih r X r minora matrice A),
dobijamo kompletan skup testera za matricu A.
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lako odredivanje vrednosti d moze dovesti do komplikovanog racuna,
sledec¢a teorema daje rezultat pomocu kojeg bismo lakse izracunali kompletan
skup testera.

Teorema 4.4.1 Neka je r = rang(A). Neka je d najveci zajednicki delilac
svih v X r minora matrice A. Neka m € N takav da d|m.

Postojgi kompletan skup testera w Z i Zy,.

Dokaz. Neka je {g1,...,6r, fri1,--., fn} kompletan skup testera matrice A
tako da su ¢y, ..., g, testeri definisani u Zg, i f,11,..., fn testeri definisani u
Z. Kako d|m, imamo da je m = d - k za neko k € N.

Neka su testeri g;, i € {1,...,r}, definisani na sledeéi nacin:

gi(yl, e ,?/N) =apy + ...+ a;nvyy modd

Definisemo funkcije g na sledeci nacin:

9; (W, yn) = k- (@ay + ... + aivyny) modm

Posto je ¢i(y1,...,yn) = 0 < g (y1,...,yn) = 0, onda je skup funkcija
{95, -, 95 fre1,- -, fn} kompletan skup testera matrice A.

i

U prethodnoj teoremi, kompletan skup testera matrice A smo odredili
tako $to smo nasli generatorni skup resenja za (3.3) i generatorni skup resenja
za (4.1), gde je m umnozak od d (m ¢ak moze biti i minor reda r matrice
A). U Teoremi 1.5.5 pokazali smo kako se svaka matrica moze transformisati
u stepenastu matricu za koju lako odredujemo rang. Na taj nacin, matricu
AT mozemo transformisati u sledeéu stepenastu matricu BT :

[ a1 ci2 cig ... Cir—2 Cir—1 Cir cee Cin
0 ay c3 ... Cop2 Cop1 Cop ... Cop
BT o 0 0 0 c 0 Ar—1 Cr—1yp ... Cr_1 N
N 0o 0 0 ... 0 0 b1 coe by_ri
o 0 0 ... 0 0 0 ce 0
| 0 0 0 ... 0 0 0 ce 0 |

gdejeVie {1,...,r—1} a; # 0i b # 0. Za matricu BT lako odredujemo
rang(B) = rang(A), 1 umnozak od d,

m = NZD(al&z coeQpobi,arag s ap_1bo, . agay - arflefr+1)
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= a1ag - Ap_1 - NZD(bl, e 7bN—r+1)

Osim toga, pomoc¢u matrice BT lako dobijamo testere matrice A u Z.
Testere u Z,, dobijamo pronalazenjem generatornog skupa resenja (4.1).
U slede¢em delu ¢emo proucavati kako da dobijemo ovaj generatorni skup
resenja.

Primer 4.4.1 Posmatrajmo slede¢u matricu:

1 3 3
2 0 -1
A=15 1 3
2 1 -1

Gausovim postupkom eliminacije, transformiSemo matricu A” u trougaonu
matricu BT

1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2
30 -1 1|~]|0 =6 -7 =5 |~]|0 =6 -7 =5 |~
3 -1 1 -1 0 -7 =5 -7 0 0 2 -
AT
12 2 2
~|0 =6 =7 =5
0 0 19 -7
BT

Prvu vrstu matrice A7 pomnozimo sa —3 i dodamo drugoj i treéoj vrsti.
U slede¢em koraku drugu vrstu pomnozimo sa —% i dodamo trecoj vrsti.
U poslednjem koraku, treéu vrstu pomnozimo sa 6. Pomoéu matrice BT,
odredujemo rang matrice A (rang(BT) = rang(AT) = rang(A) = 3) i
umnozak od d (m=1-6- NZD(19,7) = 6).

Da bismo pronasli generatorni skup testera u Z, reSavamo sledeéi sistem
jednacina:

1 2 2 2 1 0
0 -6 —7 —5 |- 22 =10
0 0 19 -7 3 0
(. - 064
P

Odnosno:
a1+2a2+2a3+2a4:0

—60@ — 7&3 — 50z4 =0
19&3 — 7&4 =0
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Ako stavimo da je ay = a, gde je a = 19 -t i t je proizvoljan ceo broj (a
je ovakvog oblika jer radimo sa celobrojnim matricama, a resenja sistema su
takode celi brojevi), onda je resenje sistema:

4 24 7
RS = {( 0% 19 %0 -a,a)
Kako je rang(A) = 3, onda je N —rang(A) = 4—3 = 1. To znaci da se baza
generatornog skupa testera u Z sastoji od jednog testera. Ako uzmemo da
jet =1, onda je tester u Z oblika:

Fyr, ..o yn) = =4y — 24y + Tys + 19y,

Primer 4.4.2 Posmatrajmo slede¢u matricu:

a:19~t,tEZ}.

213 5
1 01 2
A_1123
02 2 2

Gausovim postupkom eliminacije, transformisemo matricu A” u trougaonu
matricu BT

2110 1 01 2 10 1 2 10 2

1 01 2 2110 01 -1 —4 01 -1 —4

31 2 2 31 2 2 01 -1 -4 00 0 O

5 2 3 2 5 2 3 2 02 -2 =8 00 0 O
AT 5

U matrici AT najpre zamenimo prvu i drugu vrstu. U sledeé¢em koraku prvu
vrstu novodobijene matrice pomnozimo sa —2 i dodamo drugoj vrsti, sa —3
i dodamo trecoj i sa —5 i dodamo cetvrtoj vrsti. Konacno, drugu vrstu
pomnozimo sa —1 i dodamo trecoj, a sa —2 i dodamo cetvrtoj vrsti. Dobili
smo matricu BT ranga 2. Umnozak od d je m =1- NZD{1,—1,—4} = 1.
Dakle, generatorni skup testera u Z ¢ine dva testera, a dobijamo ih resavajuci
slede¢i sistem jednacina:

10 1 2 a1 0
01 —1 —4 ay | |0
00 0l |as| |O
00 0 0 ay 0

Odnosno:
041+043+20é4:0
062—043—4044:0
0=0
0=0
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Ako uzmemo da je a3 = a i ay = b, gde su a i b proizvoljni celi brojevi, onda
je resenje sistema:

RS = {(—a — 2b,a + 4b,a,b)|a,b € Z}.

Baza ovog generatornog skupa testera je {(—3,5,1,1),(—2,4,0,1)}. ReSenje
a; = —3; ap = 5; az = 1; ay = 1 odgovara slede¢em testeru u Z:

filya, - yn) = =3y + 5y2 + Y3 + ya,

a reSenje a; = —2; as = 4; az = 0; ay = 1 odgovara:

fayr, - un) = —2y1 + 4y + ya.

4.4.2 Racunanje testera u 7Z,,

U ovom delu proucavamo kako odrediti testere matrice A po modulu m
(gde je m proizvoljan prirodan broj).
Najpre, razmotri¢emo slucaj kada je A dijagonalna matrica.

Lema 4.4.1 Neka je A = diag(ay,...,a,0,...,0) dijagonalna matrica tipa
N x M.
Neka su g;, i € {1,..., N}, sledeéi testeri definisani u Zoy,:

gi(yla cee 7.7JN) =k; - y; modm

gde
0, 1<i<riNZD(a;m)=1
ki: m, 1§Z§T1NZD(O,Z,m)#1
1, r+1<i<N
Tada vazi:
{g1,...,9n} je generatorni skup testera matrice A u Zyy,
gde

e g; je definisana na sledecéi nacin (1 <i <r i NZD(a;,m) # 1) :

m

Gi(y1, .- yn) = m%’ mod m

e g; je definisana na sledeéi nacin (r+1<i < N):

9i(Y1, .-, yn) = y; modm.
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Dokaz. Neka je f tester u Z,,. Prema definiciji testera,

f=an+.. .ty +a11Y41+ ...+ ayyy modm

je tester matrice A u Z,, ako i samo ako:

Ca; 0 0 0 0 07 - . -
0 as 0 0 0 0 N
0 0 0 a, 0 0 aO‘T
0 0 0 00 0 r

0 0 0 ... 00 o] Lo~

AT

Odnosno, imamo da je:

ajarp = 0 modm

ascro = 0 modm

a,a, = 0 modm

modm
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Uslucajudaje 1 <i<riNZD(a;,m) =1, imamo da je a;a; = 0mod m, i

zato je:

o=

Zbog toga je:

o; = 0 modm

U slucajudajel <i<riNZD(a;,m)# 1, imamo da 3 f; € Z,, tako da:

m
NZD(a;,m)

T N r
f= Zﬂz/ﬂyz + Z QY = Zﬁigi +
i=1 i=1

i=r+1

modm

N
Z a;g;

i=r+1

Dakle, tester f smo izrazili kao linearnu kombinaciju testera g;.

0

Lema 4.4.2 Ako je A matrica tipa N x M nad prstenom 7Z, onda moZemo
pronaci N X N matricu, L, « M x M matricu, R, i dijagonalnu matricu, D,

tako da:

A modm = LDR modm

Pored toga, L modm ¢ R modm su invertibilne matrice u Z,.
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Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.3.2 o Smitovoj normalnoj formi, matricu A
mozemo napisati kao A = LDR, gde je L invertibilna N x N matrica, R
invertibilna M x M matrica, i D je dijagonalna matrica. Zbog toga je

A modm = (LDR) modm = (L modm) - (D modm) - (R modm)
Pored toga, posto su L i R invertibilne matrice, L- L™ =1 = R- R7!, sledi:
(L modm) - (L™ modm)=(L-L" modm) =1 modm = I,

(R modm) - (R~ modm) = (R-R™* modm) =1 modm = I.

O

Teorema 4.4.2 Neka je A matrica tipa N x M takva da je A modm
LDR modm, gde su L i R invertibilne matrice i D = (ay,...,a,,0,...,0)
je dijagonalna matrica.

Neka su g, 1 € {1,..., N}, sledeéi testeri definisani u Zy, :

g1 (y) = k1(1,0,0,...,0) - L'y" modm

95(y) = k2(0,1,0,...,0) - L™'y" modm

gde
0, 1<i<riNZD(aj;,m)=1
ki: m, 1§Z§7“1NZD(CL“m)§£1
1, r+1<i<N
Tada je {g5,...,95} generatorni skup testera matrice A u Zup,.

Dokaz. Imamo da je:

g*(y) =z -y’ modm je tester matrice A u Z,, <

z-A=0modm <

z-LDR =0 modm <

w-DR=0modm, gde w=zL &

g(y) = w-y? modm je tester matrice D.

Odnosno, uzimajuéi tester g(y) = w -y mod m matrice D u Z,,, dobijamo
tester g*(y) = wL 'yT modm matrice A u Z,,.

Zbog toga je {g1,...,gn} je generatorni skup testera matrice D u Z,,, gde:
g1(y) = w1y modm, gde wy = k1(1,0,0,...,0)

g2(y) = woy modm, gde wy = k(0,1,0,...,0)
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Skup {g7,...,9~n} je generatorni skup testera matrice A u Z,,, gde:
gﬁ)’) = kl(L 0,0,... 70) ’ LilyT mod m
95(y) = k2(0,1,0,...,0) - L~'y" modm

Primer 4.4.3 Posmatrajmo matricu A iz Primera 4.4.1:

1 3 3
2 0 -1
A= 2 -1 1
2 1 -1

U Primeru 4.4.1, izracunali smo da je m = 6 i nagli smo matricu B7:

1 2 2 2 1o o]
B"'=|0 -6 -7 =5 | = g:g 18
0 0 19 -7 5 5 o

d ~ .

Racunajuc¢i Smitovu normalnu formu matrice B, mozemo izracunati testere
matrice A definisane u Zg (matrice A i B imaju iste testere):

10 01000 1 00100 0]
2 0 0]010O0 . 2 0010100 _
2 -1 1{10010 2 -11,0010
|2 1 -1,0001 4 00,0011,
Bmod6 Eimod6
1 0 0] 1000 1 00 1 00 0]
2 0010100 . 0 00 -21200 _
2 -1 00010 0 -1 0} -220120
|4 0 0] 0011 0 00 —-401T1]
1 00 1000
0 -1 0 -220120
0 00 -21200
0 00| -4011
Dmod6 L1 mod6

Imamo da je ky = 0; ko = 0; k3 = 1; ks = 1. Dakle,
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91(91;y2;y3ay4) 92(9171/2,?/37%) 0
93(y1, Y2, y3,ya) = (0,0,1,0) L (y1, Y2, Y3, y4)" mod 6 = —2y; + yo mod 6
91(y1, Y2, Y3, ya) = (0,0,0, 1) L7 (y1, y2, y3, ya)* mod 6 = —4y; + y3 + ys mod 6

Primer 4.4.4 U Primeru 4.4.2, posmatrali smo matricu:

S = =N
N = O =
N — W
N W DN Ot

i izracunali da je m = 1 §to znadi da je d = 1 i da postoji kompletan skup
testera matrice A definisanih u Z. U Primeru 4.4.2 smo pronasli testere f; i
fo u 7Z, sto znaci da oni ¢ine kompletan skup testera matrice A.

4.4.3 Racunanje testera u Z,

U slucéaju da je m prost broj p, mozemo i lakse i mnogo brze pronaci
testere sistema (4.1) u Z,, = Z,.

Veé smo pokazali da svako resenje (ay, ..., an) u (4.1) predstavlja tester u
Z,. Kada je m = p prost broj, Z, je polje i mozemo dobiti N—rang(AT mod p)
linearno nezavisnih resenja sistema (4.1) koji daju nezavisne testere u Z,. U
prethodnoj glavi smo pokazali da su r testera od ovih N —r testera u Z, izve-
deni iz testera u Z, koji se smatraju beskorisnim, i zato nam nisu potrebni
za gradenje kompletnog skupa testera.

Sumirajudi sve, lako pronalazimo testere u Z i Z,, gde je p prost broj. U
sledecoj teoremi, pokazujemo kako, uz neke uslove, mozemo dobiti kompletan
skup testera u Z i u nekim specijalnim poljima, 7Z,.

Teorema 4.4.3 Neka je r = rang(A). Neka je d najveéi zajednicki delilac
svth v X r minora matrice A.

(i) Akojed =1p;i---pq, gde sup,...,p, razli¢iti prosti brojevi, onda posto-
Ji kompletan skup testera matrice A definisanih u prstenima Z, Zy, , . . .,
L, -

(ii) Ako postoji r x r minor matrice A koji ima vrednost p, gde je p prost

broj, onda postoji kompletan skup testera matrice A definisan u prste-
nima 7. i Zy,.

(iii) Ako postoji v x r minor matrice A koji ima vrednost 1, onda postoji
kompletan skup testera matrice A definisan u 7.



4.4. NALAZENJE KOMPLETNOG SKUPA TESTERA 7

(iv)

Ako je r = rang(A) = N i postoji N x N minor matrice A vrednosti
1, onda sistem (3.1) uvek ima resenje bez obzira na (y1,...,Yyn).

Dokaz.

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Na osnovu Teoreme 4.3.5, postoji kompletan skup testera definisan u
Zgq i Z.. Prema Kineskoj teoremi o ostacima, Zg ~ Zy, X -+ X 7, . Zato,
svaki tester definisan u Z,; moze se prikazati kao ¢ testera definisanih

U Zy,, - Ly, redom.

Kako d|p, prema Teoremi 4.4.1, postoji kompletan skup testera defi-
nisan u Zy, i Z.

Zbog Teoreme 4.3.5, {g1, ..., gr, fra1,- .-, [n} je kompletan skup testera,
gde su ¢q,...,9, testeri u Zyg a f.41,..., fn testeri u Z. Posto pos-
toji 7 X r minor matrice A vrednosti 1, imamo da je d = 1. Kako je
9i(y1,-..,yn) = i +...+ayyymod 1 =0, {g1, ..., g} su beskorisni
testeri. Dakle, {f..11,..., fn} je kompletan skup testera definisanih u
7.

Zbog Teoreme 4.3.5 (kako je r = N), {¢1,...,gn} je kompletan skup
testera u Zy. Kako postoji r X r minor matrice A vrednosti 1, imamo
da je d = 1. Posto je g;(y1,.-.,yn) = cay1 + ... + ayyy mod1 = 0,
prema Teoremi 4.2.2, imamo da sistem (3.1) ima resenje koje odgovara

Y-y YN-

g

Primer 4.4.5 U Primeru 3.5.2 posmatrali smo matricu:

-3 2 2
A= 2 =3 2
2 2 =3

Zakljucili smo da nema korisnih testera u Z i pronasli testere u Zs:

Kako je rang(A) = 2 i postoji minor reda 2 x 2, ' B

f5 (21, 22, 23) = (421 + 29) mod 5,

f52(217 29, 23) = (321 + 22 + 23) mod 5.

3 2

9 _3|= 5, a b je prost

broj, na osnovu Teoreme 4.4.3 (ii) zakljucujemo da je {f3, f2} kompletan
skup testera.
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Primer 4.4.6 U Primeru 3.5.1 posmatraju¢i matricu:

2 =2 1
1 1 =2
-3 1 1

pronasli smo jedan tester

f(z1,20,23) = 21 + 22 + 23

1 . .
31 ‘ =5, a b je prost broj, pa

osnovu Teoreme 4.4.3 (ii) sledi da postoji kompletan skup testera u Z i Zs.
Racunamo testere u Zs:

u Z, rang(A) = 2 i postoji minor 2 X 2, ‘

211 1 31 1 3 1
31 1| ~|1311|~]1]0 =8 =2
1 31 21 2 0 -5 0

AT mod 5

Kako je rang(Amod5) = 3, dimenzija vektorskog prostora Wy jednaka je
nuli, odakle sledi da nema korisnih testera u Zs. Dakle, kompletan skup
testera je {f}.

Primer 4.4.7 Posmatrajmo sledeci sistem linearnih Diofantovih jednacina:

r1+ 219+ 3x3= 1
To + 213+ 314 = Yo
T3 + 2[E4 + 31‘5 = Y3
TN+ 2TNn41 + 3TN12 = YN

Imamo da je:

12300 0000
01230 0000
A= . -
000O0O0...0123 Nx(N42)
Sledeé¢i minor matrice A reda N x N je vrednosti 1:
12300 ... 00
01230 ...00
00123 ...00[=1N
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Dakle, rang(A) = N izbog (iv) u Teoremi 4.4.3, sledi da uvek postoji resenje
sistema bez obzira na vrednosti yy,...,yn, tj. kompletan skup testera ma-
trice sistema je prazan.

4.5 Doprinosi metoda zasnovanog na testerima

U drugoj glavi ovoga rada pokazali smo kako egziztenciju resenja si-
stema linearnih Diofantovih jednacina mozemo ispitati racunanjem Smitove
normalne forme za matricu sistema. U ostatku ovoga rada bavili smo se
metodom zasnovanim na linearnim funkcijama koje smo nazvali testeri. U
praksi, pitanje koje se samo namece, kada imamo dva razli¢ita metoda, koji
metod je bolji? Za koji metod je rac¢unaru potrebno manje vremena za izvrsa-
vanje i samim tim manje prostora u memoriji racunara? U sledecoj tabeli
prikazana su poredenja ova dva metoda na matricama tipa N x M sa, random
izabranim, celim koeficijentima iz skupa {1,2,...,1000}. (Videti [7])

Metod baziranna | N=M=5| N=M=20 | N=M=30 | N=M =50
Smitovoj formi 0.016 s 10 min 37 s | 50 min 12 s | 6h 11 min
testerima 0.016 s 8 min 56 s | 40 min 43 s | 4h 27 min

Mozemo videti da metod baziran na testerima daje bolji rezultat.
Definisimo slede¢i rekurzivan niz matrica A(n,x) gde je x ceo broj:

Al z) = [ L _"’i]

X

Matricu A(n+1, x) definisemo induktivno tako sto dodamo 2 vrste i 1 kolonu
tako sto kopiramo poslednju vrstu i kolonu prethodne matrice ali sa 4 nova
elementa:

Aln+1,z)=| b (=1)* (=1)~*!
1

Dakle,

[ 1 T r| x| x i

rz —1|—-1|-1|-1

T 11-1|-1|-1

z 0 1 1 1

A+ L) = \=—GT=11 1] 1

z 0 0|—-1]-1

z 0 O 1]-1
|z 0] 0 O] 1 ]

U sledecoj tabeli poredimo metode na matricama A(n,z). (Videti [7])
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Metod baziranna | x=4n=3 |x=4;,n=20 |2z =4;n= 100
Smitovoj formi 2.164 s 3 min 22 s 1h 23 min
testerima 2.026 s 30.245 s 28 min 39 s
r=4;n =256
4 h 48 min

Kao sto se moze videti, metod baziran na testerima i u ovom slucaju
se pokazao boljim i brzim u smislu vremena izvrSavanja operacija, i cak
uspesSnim za racunanje matrica ve¢ih dimenzija za koje je primena drugog
metoda zasnovanog na Smitovoj normalnoj formi nemoguca.



Zakljucak

10. Hilbertov problem iz 1900. godine, da li postoji algoritam koji bi za
svaku Diofantovu jednacinu odlucivao da li ona ima reSenja, reSen je nega-
tivno 1970. godine. Medutim, upravo zbog toga Diofantove jednacine i jesu
fascinantno polje istrazivanja u teoriji brojeva. Sistemi linearnih Diofantovih
jednacina, iako teski za reSavanje, jer reSenja trazimo iskljucivo u skupu celih
brojeva, posebno su vazni u poljima celobrojnog linearnog programiranja i
u reSavanju nekih zagonetki [10]. Do sada su pronadeni razni algoritmi za
trazenje minimalnih resenja sistema oblika Az = 0, gde je x > 0 [1, 3, 15, 19].

U ovom radu bavili smo se ispitivanjima egzistencije sistema linearnih
Diofantovih jednacina. Najpre smo, ispitivanja vrsili racunanjem Smitove
normalne forme za matricu sistema pomocu klasi¢nog metoda zasnovanog na
Gausovom postupku eliminacije. Medutim, iako pomocu takvog oblika si-
stema lako dolazimo do resenja, samo svodenje matrice na dijagonalni oblik
predstavlja komplikovan posao. Naime, za matrice sistema velikih dimen-
zija memorija potrebna za njihovo izvrSavanje premasuje memoriju jednog
procesora.

Koristili smo i jednu novu metodu zasnovanu na linearnim funkcijama
u Qi Z,, gde je p prost broj, koje smo nazvali testeri, pomocu kojih smo
prvo pokazivali nepostojanje resenja ovih sistema. Ali, neka pitanja su ostala
otvorena. Ako sistem nema reSenja da li uvek postoji tester pomocu kojeg
bismo to pokazali? 1 da li postoji konacan skup testera za svaki sistem
pomocu kojeg mozemo zakljuciti da sistem linearnih Diofantovih jednacina
ima resenje? Na ova pitanja odgovorili smo pozitivno. Pricu smo prosirili
na trazenje testera i u skupu Z,,, gde m nije prost broj. Dokazali smo
da za svaku matricu sistema postoji kompletan skup testera. Proucavali
smo vezu izmedu ovog skupa i minora matrice sistema i naveli algoritam za
racunanje kompletnog skupa testera zasnovanog na ovoj vezi. Novi algori-
tam uspostavio se uspesnijim, jer trazeci testere u Z,, izbegli smo racun sa
ogromnim koeficijentima matrice, sto je upravo i predstavljao glavni problem
kod svodenja matrice na Smitovu normalnu formu, i na kraju zakljucili da je
metod zasnovan na testerima bolji.
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