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Predgovor

U master radu posmatramo familiju optimalnih numerickih postupaka Cetvrtog reda
konvergencije za numericko reSavanje nelinearne jednacine sa jednom nepoznatom f(x)=0.

Pretpostavljamo da u posmatranom intervalu [a,b] funkcija f ima jednostruko resenje «, tj.
da je f'(a)#0. Ova familija kao specijalne slucajeve sadrze neke dobro poznate postupke,
kao Sto je postupak Ostrovskog. Polaze¢i od Njutnovog postupka, koji je drugog reda

konvergencije, u mnogim radovima date su modifikacije ¢iji je red konvergencije 4, [2], [3],
[6] [7], [8], [9]. Osnovni princip za konstrukciju familije postupaka prisutan je i u radu [4],
gde je konstruisana familija postupaka tre¢eg reda konvergencije. Postupajuéi na sli¢an nacin

i koriste¢i rezultate rada [4], dajemo familiju postupaka Cetvrtog reda konvergencije.

Master rad je podeljen u Cetiri dela. U prvom delu rada dajemo oznake definicije 1
teoreme koje ¢emo koristiti u daljem radu. Drugi deo rada sadrzi prikaze i teoreme koje se
odnose na iterativne postupake cetvrtog reda konvergencije za reSavanje nelinearnih jednacina
datih u radovima [1], [6], [7], [8], [9]. U tre¢em delu, kao originalni rezultat posmatramo
familiju optimalnih iterativnih postupaka cetvrtog reda konvergencije. Za izabrane postupke,
pod odredenim pretpostavkama, dokazujemo konvergenciju i odredujemo asimptotsku
konstantu greSke. U poslednjem delu rada prikazacemo numeri¢ke eksperimente uradene u
programskom paketu Mathematica. Primeri su uzeti iz navedenih radova, a najvise [3].

Zahvaljujem se svom mentoru dr Dragoslavu Hercegu na korisnim sugestijama i
savetima.

Novi Sad, 25. avgust 2015. Dendi Granjak



1 Neke oznake, definicije i teoreme

1.1 Oznake
R
{xk}
D = [a,b]
C*[a, b]
Lip,[a, b]
a
_ 9@
T i (@)
(r
170
r!
G = f(O)(a)

en =Xp—«

ent1 = Cey? + 0(e,P*h)

C — €n+1
enP

skup realnih brojeva
niz brojeva x,, x4,...
interval kojem pripada niz {x;}

skup k-puta neprekidno diferencijabilnih funkcija na intervalu
[a, b]

skup funkcija koje na intervalu [a,b] zadovoljavaju LipSicov

uslov sa konstantom y

reSenje jednacine f(x) = 0

konstanta

konstanta

konstanta
greska u n-toj iteraciji
jednacina greske

asimptotska konstanta greske



p red konvergencije iterativnog postupka

m broj funkcionalnih evaluacija datog postupka
pt" indeks efikasnosti postupka

f” f (xn)

fr £(x,)

E =0) (0{)

u(x) f(x)

1.2 Definicije
Definicijal. Za dve jednacine kazemo da su ekvivalentne na intervalu [a, b] ako su

reSenja koja pripadaju intervalu [a, b] jedne jednacine resenja druge jednacine i obrnuto.

Definicija2. Svaki realan broj a, za koji vazi da je f(a) =0, nazivamo resenje
jednacine f(x) = 0.

Definicija 3.  Broj a je resenje visestrukosti k jednacine f(x) = 0 ako je

fO) = (x—a)g(x)

pri cemu je funkcija g ogranicena u o i vazi g(a) # 0. Za k se uvek uzima pozitivan ceo
broj. Ako je k = 1, onda kazemo da je koren prost ili jednostruk, a ako je k > 1 onda je
visestruk.

Definicija4. Neka je ¢:D — R neprekidna funkcija. Broj @ € D za koji vazi a =
o (a) je resenje jednacine x = @(x) i naziva se nepokretna tacka funkcije .

Neka je x, proizvoljan broj iz intervala [a, b]. Formirajmo niz brojeva x,, x4, ... prema

Xee1 = @(xp), k=0.1,..

Ovaj niz je moguce formirati samo ako ¢(x;) € [a, b], k = 0,1, ... zbog definisanosti
funkcije ¢ na intervalu [a, b]. Ocigledno, ako funkcija ¢ preslikava interval [a, b] u samog
sebe, vazi @(x;) € [a,b], k =0,1,... AKo je niz xg, x4, ... dobro definisan i ima grani¢nu
vrednost, tj. za neko a € [a, b] vazi ’11_{1010 X, = a, onda je a resenje jednadine x = ¢ (x) ako je

funkcija ¢ neprekidna na intervalu [a, b]. Naime, iz ¢(x) € [a, b], za svako x € [a, b] sledi
a € [a, b], a zbog neprekidnosti funkcije ¢ vazi



@ = Jim xesr = lim @Ce) = ¢ (Jim ) = p(@).

Dakle, ako niz x, x4, ... konvergira, njegova grani¢na vrednost a je reSenje jednacine
x = @(x), a ¢lanovi tog niza aproksimiraju to resenje.

Ovaj postupak, u kome racunamo vrednosti x, x4, ... prema
Xee1 = @(x), k=0,1...

se naziva iterativni postupak (postupak sukcesivnih aproksimacija), gde je xy;1 = @(xi)
iterativno pravilo, funkcija ¢ je funkcija koraka, a niz x, x4, ... je iterativni niz. Prvi ¢lan tog
niza je pocetna aproksimacija. Kada iterativni niz konvergira kazemo da iterativni postupak
konvergira.

Definicija5. Funkcija ¢ zadovoljava Lipsicov uslov na intervalu D ako postoji
konstanta y takva da za svako x,y € D vazi

lo(x) — )| <vlx —yl.

Konstanta y se naziva LipSicova konstanta. Ako je y < 1 onda se ova konstanta
naziva konstanta kontrakcije, a funkcija ¢ se naziva kontrakcija ili kontraktivno
preslikavanje.

Definicija6. Neka je Igim X, = a. Ako postoji konstanta C € [0,1) i ceo broj K >
0 takav da za k > K vazi

|Xk+1 — al < Clxy —al
kaze se da je niz x, x4, ... linearno konvergentan.
Ako postoje konstante p > 1,C > 0 i ceo broj K > 0 takav da za k > K vazi
|xXp+1 — al < Clxy — al?

kaze se da niz x,,x,... KOnvergira ka a sa redom bar p. Za p = 2 konvergencija je
kvadratna, a za p = 3 kubna.

Definicija 7. Red konvergencije iterativnog postupka jednak je redu konvergencije
iterativnog niza dobijenog posmatranim iterativnim postupkom.

Da bi se odredio red konvergencije Cesto se posmatra konstanta

|xgy1 — af
n = lim ————.
k—oo |xk—a|p

Ukoliko ovakva konstanta postoji postupak je bar reda p. Ako je n # 0, postupak je
reda p i n se naziva asimptotska konstanta postupka.

Definicija 8. Jednacina greske postupka je



€ = Cef + O(erfm)

gde je e, =X, —a greSka u n-toj iteraciji, C asimptotska konstanta greske i p red
konvergencije.

Definicija9. Indeks efikasnosti iterativnog postupka je p"", gde je p red

konvergencije iterativnog postupka, a m broj izracunavanja vrednosti funkcija po iteraciji.
Definicija 10. Optimalni red konvergencije postupaka bez memorije koji koriste n
izracunavanja funkcije po iteraciji je 2" .
1.3 Teoreme

Za reSavanje jednacina oblika f(x) = 0 posmatracemo ekvivalentne jednacine oblika
x = @(x) 1 odgovarajuce iterativne postupke oblika

Xes1 = @(x), k=0,1, ...

Navodimo nekoliko teorema iz [4] koje se odnose na jednacinu x = ¢(x) i teoremu o
redu konvergencije jednokora¢nog postupka.

Teoremal. Neka je g(x) #0 za x € [a,b]. Tada su jednacine f(x) =0 i x =
p(x) sa p(x) = x — g(x)f(x) ekvivalentne na intervalu [a, b].

Teorema 2. Neka je ¢ neprekidna funkcija na intervalu [a,b] i ¢(a), @(b) €[a,b].
Tada postoji  €[a,b] takvo da je ¢(a) =«.

Teorema 3.  Funkcija koja zadovoljava Lipsicov uslov na intervalu D je neprekidna
na tom intervalu.

Obrnuto ne mora da vazi, tj. neprekidna funkcija na intervalu D ne mora da
zadovoljava LipSicov uslov na istom intervalu.

Teorema 4.  Ako funkcija ¢ ima u intervalu [a,b] prvi izvod za koji na tom intervalu
vazi |@'(x)| <y, onda ¢ € Lip,[a,b].

Teorema5. Neka je ¢ kontrakcija na intervalu [a,b] i neka preslikava taj interval u
samog sebe. Tada iterativni niz {x, } odreden sa

Xi+1 = @ (xx), k=0,1,..

sa proizvoljnim x, € [a,b], konvergira ka jedinstvenom resenju a € [a,b] jednacine x =
@(x) ivazi

k
4 4
lxpy —al < Elxk — X1l < P Iy, —xol, kK =1,2,....
gde je y Lipsicova konstanta kontrakcije funkcije .
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k
Vrednosti 1%)/ I — x| i 1’/_—]/ |x; — x| definisane u prethodnoj teoremi nazivaju se

aposteriorna i apriorna ocena greske.

Pored apriorne i aposteriorne, ¢esto se koristi i slede¢a ocena greske koja ne zavisi od
iterativne funkcije ¢.

Teorema6. Neka f € C1(D) i |f'(x)]=m >0 za x € D. Ako je a € D resenje
Jjednacine f(x) =0ix, € D,k =0,1, ..., onda je

|f (il

X, —al < .
e — ] < =

Ova ocena se naziva Lagranzova ocena greske
Teorema 7.  [14] Red konvergencije jednokoracnog postupka
Xn+1 = @(x,), n =01, ...
je pozitivan ceo broj. Ovaj postupak ima red konvergencije p ako i samo ako je
a=p@), @ (@)=0, j=12,..,p-1 ¢ (a)=0.

Red konvergencije 1 asimptotske konstante greske svih postupaka koje posmatramo u
ovom radu odredujemo koriste¢i prethodnu teoremu. U zavisnosti od p za asimptotske

konstante greSke uzimamo

" (a)
p!

a dobijeni rezultat izrazavamo preko konstanti

c_ f(j)(a)

— 2 j=2,3,....
()

Kako su funkcije koraka posmatranih iterativnih postupaka sloZene 1 izraCunavanje
njihovih izvoda nije jednostavno, taj posao smo prepustili programskom paketu Mathematica.



2 Iterativni postupci Cetvrtog reda konvergencije

Kada se posmatraju postupci Cetvrtog reda konvergencije posebno se obraca paznja na
optimalne postuke, tj. postupke kod kojih je broj izraCunavanja funkcije u jednom iterativnom

koraku tri. Indeks efikasnosti ovih postupaka je 4/° =1.5874....

Da bi se dobio visi red konvergencije i indeks efikasnosti predlozeni su mnogi
postupci. Vecina tih postupaka ¢ini grupu postupaka zasnovanih na poboljSanju Njutnovog

postupka, &iji je red konvergencije dva a indeks efikasnosti je 2 =1.4142.... U ovom delu
posmatra¢emo neke od tih postupaka.

2.1 Kou-Li-Wangov postupak

U radu [9] posmatrana je linearna kombinacija postupaka Potra-Ptéka i Stefensena

f(x,)+f(y,) f(x)2
X,y =X,—0 - - (1-0)— n (1)
' f (Xn) f (Xn)(f(xn)_f(yn))
gde je
f (%)
=X — 0 2
yn n f’(Xn) ( )
postupak Potra-Ptak definisan funkcijom koraka
_y o))
Xn+l - Xn f ,(Xn) (3)
a Postupak Stefensena sa
2
Xn+l =X _M (4)



a @ je proizvoljan realan broj. Ovaj ostupak je u [9] nazvana Njutn-Stefensen-Potra-Ptakov
postupak. Ocigledno je, kada 8 = 1 iz (1) se dobija (3) & = 0 iz (1) se dobija (4).

Postupaci Potra-Ptak i Stefensena su tre¢eg reda konvergencije sa indeksom
efikasnosti 3"° =1.4422....

Teorema 10. [9] Pretpostavimo da funkcija f: D € R — R ima prost koren a € D,
gde je D otvoreni interval. Ako je f(x) dovoljno gladka u okolini korena «, onda je red
konvergencije postuak definisan sa (1) najmanje tri, a ako je 8 = —1 red konvergencije je
Cetiri.

Dokaz. Nekajee, =x, —a | d,=y,—a,gdejey, =x, — f(x,)/f (x,) . Koriste¢i
Tejlorov razvoj i uzimajuci u obzir f(a) = 0, imamo

f(x,)=f ’(a)[en +ce?+ce’rce’+ O(eHS)J (5)

f'(x,)=f '(a)(1+ 2c,e +3c,e’+4c,e’ + O(en“)). (6)

Iz ove dve relacije dobijamo

=e,—Ce’ +2(c,’ — ¢, ), +(7c,c,—4¢c,’ -3¢, )e, +O(e,’) )

d =e — f(x,) =ce,’ —2(c,’—c,)e,’ —(7c,c,—4¢c,’ -3¢, )e, +O(e,°).  (8)

Postupajuci analogno, dobijamo
f(y,)=f'(a)(d, +c,d,” +cd,* +cd,* +0(d,*)) 9)
a zatim iz (8)
f(y,)="f ’(oz)[czen2 -2(c,’ —c;)e,* —(7c,c,—4c,’ -3¢, )e,* +O(en5)] . (10)
Sadaiz (5) i (10) sledi prvo
f(x,)+ f(y,) = f(a)e, +2c,e,’—(2c,” —3c,)e,’ —(7c,c, —5¢,° —4c,)e.* +O(e,’)]

a zatim
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FO)+ F(va) e, —2¢,%¢,° —(7¢,c, - 9¢,°)e, + O(e,’) (11)

F(x)
S druge strane, posto iz (5) i (10) sledi

) = fOm) = f(@)[en + (2¢22 — c3)en> + (Tcpe3 — 5¢2° — 2¢4)e,* + 0(e,)],

imamo

0010, 2(e, oo +3(6t - 2u)el 0(e) (12

f(xn)_ f (yn)

Stoga, iz (7)1 (12) dobijamo

f(x“)z =e —c2’®-3(c,c,—c,)e*+0(e’
TR 3(c,0—¢;)e," +O(e,”). (13)
Kako je na osnovu (1)
6 —e _ f(xn)+f(yn)_ ~ f(xn)2
00T RO - T 0)

to iz (11) i (13) sledi

e(n+l) = en - [en - 20229n3 - (7CZC3 - 9023)en4] - (1_ 9) [en - CZZen3 - 3(CZC3 - Czs)en4] + O(ens)

= (1+0)c,’e,’ +[(40 + 3)c,c, — 3(20 +1)c,*)]e,* +O(e,*)

To zna¢i da je postupak definisan sa (1) kubno konvergentan za bilo koje 6 € R. Stavise,
kada je 8 = —1 red konvergencije je Cetiri, a odgovarajuca jednacina greske je

e(n+1) = (?’C:Z3 - CZCS)en4 +O(en5)'
Indeks efikasnosti postupka Njutn-Stefensen-Potra-Ptaka je 4° =1.5874....

2.2 Chunov postupak
U radu [1] posmatrana je linearna kombinacija
O(x)=x=G[x=4(x)]-0,[ x=¢ (x) |- O] x=n(x)] (14)

tri postupka ¢, i n reda tri, gde 6; € R, i =1,2,3, 6, + 0, + 6; = 1. Ocigledno, kada je
6,=10,=60;=0i6,=1, 6, =65 =0 vazi ®(x)=¢(x) odosno ®(x)=¢(x), a za

11



Teorema 8. [1] Neka je a € I prosta nula dovoljno diferencijabilne funkcije f: 1 —
R za otvoren interval I. Neka su 6;, i = 1,2,3 nenula realni brojevi tako da 6, + 6, +
6; =11 ¢, ¢ in suiterativne funkcije reda tri. Tada je iterativna funkcija definisana sa
(14) reda najmanje tri, a iterativni postupak definisan sa x,,; = ©@(x,) zadovoljava
jednacinu greske

1 3 3 3 3 4
emlzg[@¢“(a)+@;(wa)+am(Kag}% +0(e,*) (15)

Stavie, iterativna funkcija definisana sa (14) je reda najmanje cetiri za svaki izbor
parametara (6,,6,,05) za koje je koeficijent uz e, u (15) jednak nuli, a iterativni
postupak definisan sa x,,.; = ®(x,,) zadovoljava jednacinu greske

€1 = 2—14[0@(‘” (@)+60.5" (a)+ 00" (@) |e,* +O(e,’) (16)

Dokaz. Posto su ¢, ¢ in iterativne funkcije reda tri, imamo

Ha)=¢ (@) =n(a)=a

#(a)=¢' (@) =¢" (@) =¢" (@) =n'(a) =n" () =0

Koriste¢i Tejlorovo razvijanje dobijamo

#(x) =+ (x-a) +4(x-a)' +O((x-a)’) (17)
{()=a+g(x-a) +4,(x-a)' +O((x-a)’) (18)
n(x):a+773(x—a)3+774(x—05)4+O((X—a)5) (19)

gde je

1 K 1 Kk 1 k
h=t(@), G=7¢" (), =50 (a), k=34,

Posto je 8, + 0, + 6; = 1, koristeci (17), (18) i (19) iz (14) dobijamo
(D(X) = 0£+[01¢3 +6,0,5+ ‘92773]()( _05)3 +[¢91¢4 +6,5, + 92774](X—a)4 +O((X—0{)S)

Sto znaci da je iterativna funkcija definisana sa (14) reda najmanje tri, i da jednaéina greske
definisana sa (15). Ako postavimo uslov da je koeficijent uz (x — a)? jednak nuli i odredimo
koeficijente 6,, 0, i 85 kao resenje sistema

12



6+06,+0,=1
O, + 0,05 + 0,17, =0

dobi¢emo da je iterativna funkcija definisana sa (14) reda najmanje Cetiri i da iterativni
postupak definisan sa x,,.; = ®(x,) zadovoljava jednac¢inu greske

6= e 099 (@) + 0.6 (@) + 0 (@) e, +O(e,?). (20)

Time je teorema dokazana.

Da bismo konstruisali iterativni postupak cetvrtog reda preko koriste¢i rezultate
prethodne teoreme, razmatramo sledece iterativne funkcije tre¢eg reda ¢, ¢ i n definisane sa

(21)

Sto je Potra-Ptakova iterativna funkcija,

)= x—— ()
ST 00 1] @

Sto je Njutn-Stefensenova iterativna funkcija,

MWL) (23)

§to je iterativna funkcija dobijena u [1].
Kako je, prema [1],
¢ (o) =12¢,? #") () = —216¢," +168c,c,
¢ () =6c,} W (a)=72(c,es - c,%)
n® (@) =12c,? n'“ () = 24c, - 216¢,® + 168c,¢,
Po po teoremi 8 dovoljno je odrediti 6,, 8, i 65 kao resenja sistema

6,+6,+6,=1

9 (2)6,+ £ ()6, 47 ()0, =0 (24)
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da bismo dobili iterativne funkcije Cetrvrtog reda oblika (14).
U sluc¢aju da biramo ¢ = ¢,,{ = ¢, 1 n = ¢, prethodni sistem jednacina postaje

6,+0,+0,=1
12¢,°6, +6¢,°0, +12¢,°0, =0

Resenje ovog sistema je
6=-1-p4, 6,=2, 6,=0,

gde je B € R. lterativna funkcija definisana sa (14) sada daje familiju neograni¢eno mnogo
novih iterativnih postupaka cetvrtog reda

)T Pl [ P (3)
R e TS R ) A PR T n ) |

gde y,, = xn — f(xn)/f' ().

Odgovarajuéa jednacina greske je
e, =(Ac,+3c,°~c,c;)e, +0(e,°),

Sto dokazuje konvergenciju Cetvrtog reda za bilo koji realni broj .
Kao posebne slu¢ajeve posmatrane familije izdvajamo sledece:

e za [ = 0 dobijamo postupak ¢etvrtog reda

. L F2(x) + f20m)
LTI e ) () — F)]

e zaf = —1, dobijamo novi postupak éetvrtog reda

X —x. —2 f2(xn) n f(xn) n ') f ()
T TR Oa) = FO] () f2(n) + ()

e za [, = —2 dobijamo novi postupak cetvrtog reda

fC) +fOn) | £Cn) f20n) 4L Gn)fOm)

el = T T fGn) F O C) = FOI T F20en) + 2 ()

§to se moze smatrati unapredenim Potra-Ptdkovim postupkom. Indeks efikasnosti
ovog postupka je 47° =1.5874....
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2.3 Kingov postupak
U [7] je posmatran iterativni postupak

w,=x—f /f'
X =W, — F(w,)/ f'(w,)

kod kojega je prvi izvod f'(w,) zamenjen sa

¥ _ 1 fn+7f(Wn)
Frlw) =1 £+ At (w,)

pri ¢emu su S i y paarametri. Da bi se odredila jednacina greske, prvo posmatramo Tejlorove
razvoje:

! FZ F3 F4
fo = f'(@) (Sn +?sn2 +g€n3 +ﬁgn4 + )

l I F3 2 F4- 3
fn:f(a)<1+F2£n+?£n +€£n +"'>'

fwn) = f'(a) (S(Wn) + %SZ(WTL) + %83(Wn) +§_184(Wn) + ) =

= f'(a) (;en + 3(2F3 — F, e, +ﬁ(—14F2F3 + 15F,° + 3F)e,* + )

Sada je
fn

e(wy) = &, — - =
_ FZ 2 1 2 3 1 3 4
=&’ g(2F3 —3FR%)e,’ + ﬁ(—szFg + 12F,° 4+ 3F,)ep,* + -+,
Ocigledno, da bi se postigla konvergencija ¢etvrtog reda, neophodno je uzetiy = -2, u
ovom slucaju jednacina greske postaje

e :2_14(_2|:2|:3+[3+ 6] F23)3n4 +O(gn5)

n+1

a odgovarajuc¢a familija postupaka cetvrtog reda sa jednim parametrom je

Wn = xn_fn/f,n
fwn)  fo+ Bf(Wn)
f’n fn + (,B - Z)f(wn)-

Xp41 = Wp —
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U sledecoj varijanti polaznog postupka uzimamo f'(w,,) kao koeficijent pravca seéice
odredene sa (x,, f,) i (W,, f (W,)) £, do f(w)

n’ 'n

Fr _fn_f(Wn)_ ’ fn_f(Wn)
f(Wn)—m—fn—fn .
Rezultiraju¢i postupak je
Wnp = Xn _fn/f’n
fwy) fu + f(wy)

e T T = F )
sa vode¢im ¢lanom greske
1 3
ﬁ(—zea +9F,%)ey*,
Sto znaci da je posmatrani postupak cetvrtog reda konvergencije.
Ako se f'(w,,) odredi tako da vazi

f’(Wn) +f'n =fn — f(wy)

2 Xp — Wy
dobija se
. , fo = 2f (wy)
f (wy) = f nnf—n
n
a polazni postupak postaje novi postupak ¢etvrtog reda
Wn = Xp _fn/fln
_ f(wy) fa
Xn+1 = Wnp —

f’n fn - zf(Wn).

Ovo je poznati postupak, Traub [13], a njegov vode¢i ¢lan greske je
1
—(=2F,F; + 3F,%)e,* .
Nove postupke Cetvrtog reda mozemo dobiti i na slede¢i na¢in. Pretpostavimo da je

Zn = Xn — 6(fa/f'n)

pri ¢emu je & neki parametar. Posmatrajmo postupak

16



n
Y 4 VG Vi i &
n+1 n 2 fln 3 fn/f,n
I odredimo parametre §,a,,a, I a; tako da postupak bude reda Cetiri. Ako se greska &,

razvija kao stepeni red po &,, onda izjednacavajuéi koeficijente uz treci stepen od &, sa nulom
dobijamo sledeci sistem jednacina:

a;+ (1 —a)a, + (1 —a)’a; =1,
a, — (@®>+a—1a, + 2a® —a? — 2a + 1)a; =0,
2a; — (4a? + 2a — 2)a, + (a* + 8a® — 6a? — 4a + 2)a; = 0,
2a; + (a® — 3a? — 2a + 2)a, — 2a* — 8a3 + 4a? + 4a — 2)a; = 0.
U [7] je dokazanodasad =11
a, =1, a, =1, as; = 2.

dobijamo postupak cetvrtog reda,

Wy =Xn — fo/f'n
x — . — f W) fo + 2f (Wy)
n+1 n f,n fn '

Odgovarajuci vodeci ¢lan greske je
1 3), 4
ﬁ(—2F2F3 + 15F,%)e,

Sa

fn
fo t 2f (wWy)

Indeks efikasnosti Kingovog postupka je 4"° =1.5874....

frwn) = f'n

2.4 Jarrattov postupak

U [6] je posmatran iterativni postupak

Xy =% — (%)= 6, (X,) (25)

gde je

17



¢1(X) = alwl(xn)+a2W2 (Xn)
¢, (x) = flx)

by f7(x)+b, f'[ x+ 6w, (x)]

po ugledu na postupak Trauba [13]

Xn+1 = Xn _alwl(xn)_azwz (Xn)

w, (x) = o )

B £ x+ow,(x)]

Pretpostavljamo da f(x) ima prostu nulu « . Koriste¢i Tejlorove razvoje za f(x) i
f'(x) oko a dobijamo

c 2’ e\ .
W1(xn):€n—c—6n +2 i €.° + 0(e,%)
1 1 1

wy(x,) =€, — Z—i(l +268)€,% + [22—2(262 +45 +1) —%(362 + 66 + 2)] €S + 0(e,h)
Na osnovu prethodne dve relacije sledi
B1060) = (a1 + a)en 2Ly + 0 (1 + 20)]e? +
2

€2 2 €3 2 3 4
+ ZC—Z(al + (26°+46 +1a,) — C—(2a1 + (36 4+ 66 +2)ay)|e,°> + 0(e,%)
1 1

2
1 (&) P2 C3 P2 P3 P2
¢,(x,) = —€ +<——c —)6 2 + —+<———>c ——c le 3+ 0(e,h
2 P1 " P1 1P12 " P1 P13 pi? ! P12 2) | €n "

gde je

c 2
py=c;(by +by), Py =2c,[by + (14 8)b,], ps=3csby + b, [3c3(1 +6)? — 2%5].
1

Imajuéi u vidu prethodne relacije, vidimo da bi posmatrani postupak bio Cetvrtog reda mora
biti zadovoljen sledeci sistem jednacina
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1

1—a1—a2—b1+b2=0
b, 1

“ b 26
b,* 1
2t T h,)7 257
b, 1

2t b, 352

Ovo je sistem od cetiri jednacine sa pet slobodnih parametara a,,a,, b;,b, 1 8. 1z
druge i poslednje jednac¢ine dobijamo da je § = — g tako da se sistem redukuje na

a1+a2+b1+b2=1
b, 3
az—i_(b1‘|'bz)2:Z
b,” 9
2t 15’ 8

U reSavanju ovog sistema zgodno je eliminisati b; smenom b,/(b; + b,) =0, a za 6 # 0,
0 + 1 opste reSenje je

—1(1+3) —3(1 - ) b= 0-1)
=3\ Tog) 2=\ T 20 ) 2773 '

Poseban slu¢aj & = 1 implicira b; = 0, dok 6 = 0 daje b, = 0. U opstijem smislu, sa
6 + 0, 6 # 1 mozemo da konstruiSemo klasu postupaka ¢etvrtog reda. Biramo vrednosti za

0, tako da ostali koeficijenti budu jednostavni. Na primer, 6 = —% daje a; = 0, a vrednosti
ostalih parametara su onda a, = 110 b, =25, b, =—15. Za 0 = % dobijamo a; = %,az =
0, by = =11 b, = 3, aodgovarajudi iterativni postupak je
f (xn)
Xn+1 = Xn — Ewl(xn) + . k 2
f1Cen) = 3f [0 — 3ws ()]
Ako uzmemo b, = b,, tj. 6 =§ dobijamo a; = 1,a, = % b, =b, = —é odgovarajuci
iterativni postupak
3 3f(xn)
Xnt1 = Xp — Wy (Xp) — EWZ(xn) + ) = 2 .
F1n) + £ | = 5wn ()|

Koeficijent uz €,* u jednacini greSke moze se prikazati u obliku
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1 ;3 ez lcy
Z(21-80) - 22422
9( )c13 2 9¢

Vidimo da vrednost 6 =% pojednostavljuje ovu konstantu otklanjanjem prvog ¢lana.
Odgovarajuc¢e vrednosti parametara su

11 27 1183 1911

%1 aZ = 5_21 bl =

M= 64 by ==

Indeks efikasnosti Jarrattovog postupka je 4”° =1.5874....
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3 Familije iterativnih postupaka Cetvrtog reda

U ovom delu posmatramo tri familije postupaka reda cetiri. Ove familije su
konstruisane na isti nacin, ali sa razli¢itim pomo¢nim funkcijama o, A i x. Zbog toga su
odgovarajuce teoreme o konvergenciji prakti¢no iste, njihovi dokazi isti sem u detaljima gde
se pojavljuju pomoc¢ne funkcije. Dokaza¢emo samo teoremu koja se odnosi na prvu familiji i
ukazati na razlike koje impliciraju pomoéne funkcije. Te razlike se vide u poslednjim
relacijama u (34), (43) i (47) i imaju za posledicu razlike u izrazima za asimptotske konstante
greske.

Ideja za formiranje familija je preuzeta iz [4], a dokaz je izveden na osnovu rada [3].

3.1 Prva familija postupaka Cetvrtog reda

U radu [4] prikazana je familija postupaka treceg reda konvergencije za reSavanje
nelinearnih jednacina. Pokazano je da ovoj familiji pripadaju neki ve¢ poznati postupci kao
§to su Halejev i super Halejev postupak. Prvo je posmatran Njutnov postupak za
izraCunavanje aproksimacije za «

za neku odgovarajucu pocetnu vrednost X,. Njutnov postupak kvadratno konvergira u nekoj
okolini od « ako je f'(a)=#0.

Pod pretpostavkama koje su slicne onim koje postavljamo za Njutnov postupak, u
radu [4] dat je dokaz konvergencije treceg reda za sledecu familiju postupaka. Familija
postupaka se definiSe na slede¢i nacin.

Neka je

gde su funkcije F, oblika
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Sa

i funkcijama ¢, definisanim sa

2

- £ . k=12... (26)
2-s-¢.,(9)

2(s) =5 a(s)

Funkcije ¢, se lako racunaju. Navodimo prvih osam ¢, (S), k=12....7:

2-5s 4-4s 4-6s+s®°  2(4-85+35%)
2(1—-s)" 4-6s+s®’ 4-8s+3s?  —8+20s-12s*+s°
—8+20t —12t* +t° 8(—2+6s —5s% +5°) 16 —565 +60s” —20s° +s*

A(—2+6t—5t° +1°)’  16-565+60s’ —20s° +s*' 16— 64s+84s? —40s® + 5s*

Lako se vidi, [4], da su Njutnova i Halejeva iterativna funkcija specijalni slu¢ajevi sa
F, i F respektivno. Njutnov postupak ne pripada ovoj familiji postupaka trec¢eg reda, ali se

moze posmatrati kao grani¢ni sluc¢aj kada s — 0.

Sada posmatramo iterativni postupak

X = Fi (Xn) (27)
Fo(x)=x- ff ((XX)) o (o(x)) (28)
auyai%%§ﬂ (29)

sa funkcijama ¢, definisanim sa (26). Specijalan sluc¢aj ovog postuka za k =1 je postupak
Ostrovskog, [3].

Teorema 9. Pretpostavimo da funkcija f :(a, b)c R— R ima jednostruku nulu
ae (a,b) i da je f dovoljno neprekidno diferencijabilna u okolini nule « .Tada postupak

(27)-(29) ima Cetvrti red konvergencije. Odgovarajuca asimptotska konstanta greske je
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E - c;—c,C, k=3
“ —C,C;, k>3

Dokaz. Radi jednostavnosti izostavicemo indeks k kod ¢ i F . Jednosatvnim raunanjima

koriste¢i Mathematica dobijamo

0(0)=1 ¢'(0) :% 0'(0)=1 (30)
woy 112 k=3
7" )_4{15 k>3’ (31)
F(a)=a, F'(a)=0, F"(a)=2c, (1—2(0'(0)), -
F"(a)=12(c, (1-2¢'(0))+¢; (4’ (0) - ¢"(0) 1)),
F®(a) = 24c,(3 — 6¢'(0)) + 24c,c5(28¢'(0) — 8¢"(0) — 7) (33)
+16¢,3(6 — 39¢"(0) + 21¢"(0) — 2¢""'(0))
Kako je
o(a)=0,
o'(a)=2c,,
o”(a) =4(-3c; +2¢,), (34)
0" (@) =12(8c; —10c,¢; +¢, ),
i
=0, U(a)=1 u'(a)=-2c¢, u®¥(a)=12(c’-c,),
u(e) u(a)=1 u"(a)=-2¢, u®(a)=12(c;-c,) a5

u“ () = 24(-4c; +7c,c, - 3c, ).

sledece vazi u svim slucajevima: ¢(0) =1, (30), (31), (32) i (33). 1z (30) i (32) sledi

F'(a) _
> =0 (36)
i
F"(a) _
s =0 (37)

Koriste¢i (30), (31) i (33) dobijamo za k >3
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(4)
F (a) — —C2C3 +C§ (5_%¢m(o)j

24
i, u zavisnosti od ¢"(0), iz (31)

F® ()
24

1 k=3
0 k>3

=—C,C, +C5 {
Sada, iz (36), (37) i (39) sledi tvrdenje teoreme.

3.2 Druga familija postupaka Cetvrtog reda

Sada posmatramo iterativni postupak

Xn+1 = I:k (Xn)

F() = x = L2 0, (2(0))
, 2
3 f (x—gu(x)j
l(X):E 1— f’(X)

Teorema 10. Pretpostavimo da funkcija f :(a, b)c R — R ima jednostruku nulu
a <(a,b) idaje fdovoljno neprekidno diferencijabilna u okolini nule « .Tada postupak

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(40)-(42) ima cetvrti red konvergencije. Odgovarajuca asimptotska konstanta greske je

cg—czcg+%c4, k=3

—g%+%q, k>3
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3.3 Treca familija postupaka Cetvrtog reda

Sada posmatramo iterativni postupak

Xn+1 = Fk (Xn) (44)
Fe() = x = L2 0 (ux) (45)
_F0) o, 2
wu(x)= f’(x)2 f (x 3u(x)j (46)
sa funkcijama ¢, definisanim sa (26).
p(ar) =0,
' (a)=2c,,
1" () =4(-3c] + 2c,), (47)
1 (a)=12 (8023 -10c,c, + —c4j,

Teorema 11. Pretpostavimo da funkcija f :(a, b)c R— R ima jednostruku nulu
a (a,b) idaje fdovoljno neprekidno diferencijabilna u okolini nule « .Tada postupak

(44)-(46) ima Cetvrti red konvergencije. Odgovarajuca asimptotska konstanta greske je
1
C —c,C, 3% k=3

E, = 1
—c2c3+§c4, k>3
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4 Numericki eksperimenti

Resavali smo jednaCinu f(x) =0 Kkoriste¢i sledeCe test funkcije iz [3] sa
odgovarajuc¢im startnim vrednostima X, :

0 (X) = Xsinx—cosx, a, ~0.8952060453842319, x, =1.5.

Svi rezultati dobijeni su u programskom paketu Mathematica. Preciznost je povecana
na 20000 cifara sa funkcijom SetPrecision. Koristili smo izlazni kriterijum

X —al<ei|f(x)|<e,

gde je a tacno resenje posmatrane jednacine. U slucajevima gde je tacno reSenje nepoznato
koristili smo njegovu aproksimaciju «*, koja je dobijena sa 30000 cifara. Zbog
jednostavnosti uz svaku jednacinu navedeno je tacno ili priblizno reSenje « o0dnosno a*
samo sa 20 cifara.

Numericki red konvergencije (COC) ra¢unamo prema

In|(X,, —a)/ (%, —a)|

SO (% —a) (s @)
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U svim slucajevima je |COC — 4| <10°, za n=34,.... Dakle, numeric¢ki red
konvergencije je veoma blizak broju 4, §to potvrduje teorijske rezultate.

21 ?, 3 ?, ®s ?s
fi |1111.4 1200.0 11935 11935 1193.9 1193.9
fo | 1213.0 1300.1 1325.1 1323.0 1323.2 1323.2
f5 | 480.4 526.6 527.5 527.5 527.5 527.5
f, | 651.7 935.0 788.6 768.2 763.1 761.8
fs | 722.8 783.2 862.9 840.3 844.8 843.8
fe | 707.2 766.4 849.3 824.7 829.8 828.6
f- | 508.3 736.6 786.0 966.5 875.3 897.6
fg | 407.7 276.2 133.5 73.8 103.5 94.8
fo |961.9 982.1 982.1 982.1 982.1 982.1
fio | 533.4 607.2 609.7 610.0 610.0 610.0

Tabela 1. Uporedenje postupaka —log|xs — a|

U tabeli 1 prikazani su rezultati koje smo dobili sa prvom familijom. Sli¢ni razultati se
dobijajiu i za druge dve familije, odnosno razlika je zanemarljiva. Iz tabela vidimo da se sa

tre¢im ili Cetvrtim ¢lanom svake familije dobijaju najbolji rezultati.

Chun Kin Jarratt

PML | PMN | KW |— 5 - & 5 - 5 5 7
fi | 11124 | 1200.0 | 1009.8 | 1061.1 | 1143.1 | 1551.6 | 1172.0 | 1197.2 | 1063.4 | 980.0 | 1116.3
fo | 1213.0 | 13251 | 99055 | 1084.1 | 1587.3 | 1101.3 | 976.2 | 1347.6 | 1079.7 | 941.3 | 1213.0
fs | 4804 | 5275| 4455 | 4500| 4786 | 517.6| 465.8 | 517.6 | 5006 | 475.4 | 5206
fo | 6517 | 935.0| 507.4| 5423 | 5951 | 5982 | 3931 | 711.3 | 560.9 | 495.4 | 6517
fs | 7228 | 862.9| 4635 | 705.0| 5491 | s587.7| 4782 | 9501 | 5756 | 3163 | 722.8
fo | 7072 | 8493 | 446.0| 709.7| 5248 | 5706 | 4618 | 9522 | 559.4 | 285.9 | 707.2
fr | 5083 | 966.5| 2809 | 581 | 3049 | 4502 | 326.8 | 711.1 | 3944 | 80.2 | 5106
fo | 4077 | 407.7| 2332 | 2582| 3003 | 953| 3133 | 2014 | 2779 | 22655 | 395.1
fo | 9619 | 982.1| 9393 | 9489 | 9619 | 1030.1 | 975.9 | 879.6 | 844.4 | 827.5 | 857.0
fio | 5334 | 6100| 481.8| 5005 | 527.1| 5759 | 576.9 | 651.0 | 523.6 | 488.7 | 555.1

Tabela 2. Uporedenje postupaka —log|xs — «|

U tabeli 2 prikazane su vrednosti —log|xs — a| za sve postupke koje smo testirali. Pri
tom je u koloni PM1 prikazana kolona ¢, iz tabele 1; u koloni PMN najbolji rezultat iz
kolona ¢, — @, iz tabele 1; u kolonama Chun rezultati za § = —1 (Chun 1) i § = —2 (Chun
2); U kolonama King rezultati za g = —1 (King 1) i f = —2 (King 2); u kolonama Jarratt
rezultati za a, = 27/52 (Jarratt 1), a, = 3/2 (Jarratt 2), a, = 9/10 (Jarratt 3) i a, =0
(Jarratt 4).
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Iz svake grupe postupaka izdvojili smo one koji imaju najveée vrednosti za —log|xs —
a| i prikazali na sledecoj slici. Za veéinu posmatranih funkcija najbolje rezultate daje nas
postupak (PMN) i postupak Jarrattal. Prose¢na vrednost za —log|xs — a| za svaku kolonu
tabele 2 prikazana je na slici 2. Vidimo da it u najbolje rezultate imaju na$ postupak i
postupak Jarratta.

Rezultati se razlikuju, za pojedine funkcije neki postupci u odnosu na druge daju bolje
rezultate, a za druge funkcije daju losije, tako da se ni za jedan postupak ne moze reci da je
najbolji.

=0—PMN =ll=KLW ==Chun2 =<=Kingl ==i=Jarrattl

1800

1600 ,/’*\

1400 >§\\

1200

1000

800

600

400

200

0 ; ; ; ;
f1 f2 f3 f4
Slika 1. Vrednost —log|xs — a| za najbolje postupke

1000

900

866.61
800 A 697.22 07.8 N 81 724.94
: 707.85 -
200 72978\
600 \md 63799/

500 579.79 511.72

400
300
200
100

PM1 PMN KLW  Chunl Chun2 Kingl King2 Jarrattl Jarratt2 Jarratt3 Jarratt4

Slika 2. Prose¢na vrednost —log|xs — a| za sve postupke
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5 Zakljucak

U radu smo posmatrali optimalne postupke cetvrtog reda konvergencije za numeri¢ko
reSavanje nelinearnih jednacina sa jednom nepoznatom. Indeks efikasnosti ovih postupaka je
4% =1.5874.... Posmatrani postupci polaze od Njutnovog postupka, koji je drugog reda
konvergencije, a poviSenje reda sa dva na Cetiri postize se ubrzanjem Njutnovog postupka sa
dodatnim korakom. Prikazani su postupak Chuna, postupak Wang&Kou&L.i, postupak Kinga
i postupak Jaratta. Postupajuci na nacin prikazan u radu [4], dobijena je familija optimalnih
postupaka cetvrtog reda konvergencije, kao originalan doprinos. Dokazane su teoreme o
lokalnoj konvergenciji posmatrane familije i odredene su asimptotske konstante greske
koriste¢i rezultate iz [3]. Pod odredenim pretpostavkama dokazali smo konvergenciju
postupaka i odredili asimptotske konstante greske.

U cetvrtom delu rada prikazali smo viSe rezultata izvedenih eksperimenata koji su
uradeni u programskom paketu Mathematica. Numericki rezultati pokazuju da nase
modifikacije i primeri daju dobre rezultate, sli¢éne postupcima na koje smo se ugledali.

Primeri koje smo koristili za numericki eksperiment uzeti su iz relevantnih radova.
Numericki rezultati su u skladu sa teorijskim razmatranjima.
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