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Predgovor

Pojmu dimenzije nekog prostora moze da se pristupi na vise nacina. Kako se svaki
prostor sastoji od tacaka, mozemo postaviti sebi slede¢e pitanje - koji je najmanji broj
parametara pomoc¢u kojih se svaka tacka moze jedinstveno odrediti? Ovakav pristup
problemu poklapa se sa vektorskom dimenzijom euklidskih prostora. Znamo da je svaka
tacka neke prave odredena jednim parametrom, za tacku u ravni koristimo dve koordi-
nate, a za tacku u prostoru tri. Sa druge strane, na ovaj nacin se odreduje dimenzija
povrsi, mnogostrukosti i geometrijskih tela; kazemo da su sfera i torus dimenzije 2, dok je
jediniéna lopta u R? dimenzije 3, prema broju koordinata koji je potreban za opisivanje
neke tacke.

Jos u 19. veku medu nauc¢nicima je pojam dimenzije geometrijskih objekata posma-
tran sa dobrom dozom intuicije, kao i mnogi drugi pojmovi u naivnoj teoriji skupova.
Podrazumevalo se da je interval dimenzije 1, kvadrat dimenzije 2, a kocka dimenzije
3. Medutim, kada je KaHtOIEI 1878. godine pokazao da su interval i kvadrat skupovi iste
kardinalnosti, i nakon Peanovog?|otkri¢a 1890. godine da se interval moze neprekidno pre-
slikati na kvadrat, stvari su postale slozenije. Mnogi su se zapitali da li postoji uzajamno
neprekidno bijektivno preslikavanje izmedu I i 12, da li su ova dva prostora homeomorfna,
odnosno da li se moze pokazati ono Sto nam sugerise intuicija, da generalno vazi I"™ 2 1™,
za n #£ m.

Odgovor na ovo pitanje dato je kroz nekoliko primera u periodu od 1890. do 1910.
godine, ali prvi zvanian dokaz poti¢e od Braueraf] objavljen 1911. godine u [I]. Ovaj
dokaz zasniva se na ideji da se definiSe preslikavanje d koje svakom prostoru dodeljuje
prirodan broj n i pritom za svako n € N vazi jednakost d(I™) = n. Brauer u svom
dokazu ovo preslikavanje nije eksplicitno naveo, a kako mnogi netrivijalni problemi cesto
podsticu razvoj teorije tako je i zadatak trazenja funkcija koje zadovoljavaju ove uslove
podstakao razvoj teorije dimenzije topoloskih prostora.

Vremenom su postale zastupljenije tri takve funkcije, koje ¢e biti predstavljene i ana-
lizirane u ovom radu. To su mala induktivna dimenzija ind, velika induktivna dimenzija
Ind i pokrivajuca dimenzija dim. Prve dve funkcije dimenzije zasnivaju se na principu
matematicke indukcije, dok je pokrivajuca dimenzija definisana preko pokrivaca prostora.
Svaka od ovih funkcija ima posebnu ulogu u razvoju teorije dimenzije.

Nakon Brauerovog otkrica, Lebeskiﬂ je u svom radu [I5] iste godine pokazao jedno
svojstvo kocke I ¢ime je potvrden Brauerov rezultat, iako je dokaz Lebeskog zahtevao
neke korekture koje su kasnije date od strane Brauera 1913. godine u [3] i samog Lebeskog
u [16], 1921. godine. Prema radu Lebeskog, za svako ¢ > 0 postoji konacna familija
zatvorenih skupova dijametra manjeg od e koja pokriva I", takva da je presek svakih
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n+2 elemenata familije prazan, i ne postoji konac¢na familija zatvorenih skupova dijametra
manjeg od 1 koja pokriva I"™ takva da je presek svakih n+ 1 elemenata te familije prazan.
Ovaj dokaz vodio je ka definiciji pokrivaju¢e dimenzije.

Godinu dana kasnije svoj doprinos daje Poenkardﬂ. On je primetio da se sledece geo-
metrijsko svojstvo moze iskoristiti u definisanju nove dimenzije, i to induktivnim putem -
svako telo se moze podeliti uz pomo¢ ravni, svaka ravan se moze podeliti pomoc¢u prave,
a svaka prava se moze podeliti tackom. On je sugerisao da se dimenzija prostora moze
definisati preko razdvajanja prostora nekim drugim prostorom manje dimenzije. Zbog
prirode zurnala za koji je pisao i sopstvene smrti iste godine, Poenkareove ideje nisu
odmah uzete kao podloga za definisanje nove dimenzije. Medutim, Brauer je predstavio
Poenkareov rad u [3] u kome definise dimenziju koja se u klasi kompletnih metrickih
prostora poklapa sa velikom induktivhom dimenzijom i pokazuje jednakost Ind R" = n.

Definiciju male induktivne dimenzije ind uveli su Mengelﬂ u [I7] 1923. godine i Urisonm
u [21] 1922. godine, i to nezavisno jedan od drugog. Oni su zapoceli rad sa dimenzijom u
klasi kompaktnih metrickih prostora i u narednih par godina pokazali su mnoga znacajna
svojstva male induktivne dimenzije ovih prostora. Tumarkinﬂi Hurevidﬂ su kasnije pro-
sirili teoriju na klasu separabilnih metrickih prostora. Hurevi¢ je uspeo da pojednostavi
neke od postojecih dokaza ove teorije, a pomocu teoreme kompaktifikacije mnoge teoreme
koje su vazile na klasi kompaktnih metrickih prostora prosirio je na klasu separabilnih
metrickih prostora.

Jedan od vaznih rezultata teorije dimenzije jeste teorema o poklapanju koja vazi u klasi
separabilnih metrickih prostora. Ovu teoremu su predstavili Hurevi¢ i Valmanm 1941.
godine u [I3] i prema njoj za svaki prostor X ove klase vazi ind X = Ind X = dim X.
Nakon ovog otkri¢a postavljeno je pitanje da li teorema o poklapanju vazi u klasi svih
topoloskih prostora, ili bar unutar klase svih metrickih prostora. Negativan odgovor
na ovo pitanje dao je P. Rojm tako Sto je konstruisao metrizabilan prostor ¢ija je mala
induktivna dimenzija razli¢ita od velike induktivne i pokrivaju¢e dimenzije. Mnogi drugi
primeri topoloskih prostora u kojima se ove tri dimenzije ne poklapaju mogu se na¢i u
[19].

U ovom radu ¢emo definisati i analizirati tri pomenute funkcije dimenzije u klasi
separabilnih metrickih prostora, a na kraju ¢emo pokazati teoremu o poklapanju u klasi
separabilnih metrickih prostora kao i fundamentalnu teoremu teorije dimenzije prema
kojoj je ind R" = Ind R” = dimR™ = n za n € N. Sama definicija funkcije ind u nasem
pristupu ¢e se odnositi na klasu T3 —prostora, a preostale dve na klasu T, —prostora. Neke
teoreme su formulisane tako da vaze i van separabilnih metrickih prostora, pre svega one
¢iji dokazi ne zahtevaju koriséenje ovih osobina.

Prvo od cetiri poglavlja predstavlja uvodno poglavlje u kome su navedene osnovne
definicije, teoreme i ilustrativni primeri iz opste topologije koje ¢italac treba da procita i
razume kako bi mogao da prati ostatak rada. Neke od teorema u ovoj glavi su navedene
bez dokaza, uz referencu gde se dokazi mogu pronadi.

U drugom poglavlju uvodimo pojam male induktivne dimenzije. U prvom odeljku
ove glave dajemo definiciju i osnovne primere, pokazujemo monotonost ovog operatora

®Jules Henri Poincaré (1854-1912), francuski matematicar
6Karl Menger (1902-1985), austrijsko-americki matematicar
"Pavel Samuilovich Urysohn (1898-1924), ruski matematicar
8Lev Abramovi¢ Tumarkin (1901-1974), ruski matematicar
9Witold Hurewicz (1904-1956), poljski matematicar
0Henry Wallman (1915-1992), americki matematicar

HRoy Patrick Kerr (1934- ), novozelandski matematicar




u klasi T3—prostora kao i invarijantnost na homeomorfizme, uvodimo pojam particija i
dajemo dva ekvivalentna uslova za ovu dimenziju preko pojma particija i preko dimenzije
rubova baznih skupova. Drugi odeljak odnosi se na nula-dimenzionalne prostore stoga
dajemo verzije teorema pokazanih u prethodnom odeljku koje se odnose na dimenziju
0, a nakon toga dajemo ekvivalentan uslov nula-dimenzionalnih potprostora prostora R
preko intervala. Pored toga ovaj odeljak sadrzi i dokaze prve i druge teoreme separacije
za nula-dimenzionalne prostore. U tre¢em odeljku pokazujemo teoremu o sumi, prvu i
drugu teoremu dekompozicije i prvu i drugu teoremu o separaciji za dimenziju n. Na
kraju ovog odeljka pokazujemo da je za svako n ind R" < n,ind I < n iind S™ < n.

U tre¢em poglavlju uvodimo pojam velike induktivne dimenzije i pokrivaju¢e dimen-
zije u klasi Ty—prostora. U prvom odeljku dajemo definiciju i osnovne primere velike
induktivne dimenzije, pokazujemo monotonost i invarijantnost na homeomorfizam i da-
jemo jedan ekvivalentan uslov za ovu dimenziju. Na kraju ovog odeljka pokazujemo da
za svaki separabilan metricki prostor X vazi ind X = Ind X. U drugom odeljku ove glave
uvodimo pojam pokrivajuce dimenzije, dajemo dva ekvivalentna uslova za ovu dimenziju,
a na kraju pokazujemo dva ekvivalentna uslova za ovu dimenziju u klasi kompaktnih me-
trickih prostora.

U cetvrtom, poslednjem poglavlju, pokazujemo fundamentalnu teoremu teorije di-
menzije pomocu teoreme kompaktifikacije. U prvom odeljku ove glave uvodimo poj-
move i definicije iz opste topologije koji se odnose samo na ovu glavu, koji su neop-
hodni za dalje razumevanje teksta. Na pocetku drugog odeljka pokazujemo teoremu
kompaktifikacije iz koje kasnije izvodimo teoremu o poklapanju u klasi separabilnih
metrickih prostora. U tre¢em poglavlju pokazujemo teoremu o particijama i navodimo
Brauerovu teoremu, te na kraju pokazujemo fundamentalnu teoremu i pokazujemo da je
ind/" =IndI" =dim " =n =ind S" = Ind S™ = dim S™ za n € N, kao i da je prostor
IN beskona¢ne dimenzije.

Najvedi broj teorema koje su pokazane u drugoj, trec¢oj i cetvrtoj glavi mogu se naci
u [§]. Sustina ovog rada jeste da ¢itaoca uputi u teoriju dimenzije separabilnih metric¢kih
prostora, pokaze raznolikost pristupa ovoj problematici preko tri razlicite funkcije di-
menzije i pokaze nacin kako ove definicije vode do zajednickog rezultata - sve tri funkcije
dimenzije se poklapaju sa pojmom vektorske dimenzije prostora R".




Glava 1

Uvod

Na pocetku ovog rada uvodimo osnovne algebarske i topoloske pojmove i teoreme koje
¢emo koristiti. Neke od teorema u uvodu ¢emo dokazati, a neke samo navesti radi bolje
preglednosti. Dokazi koji nedostaju mogu se naci u 7] i [14].

1.1 Osnovni algebarski pojmovi i oznake

Kako su skupovi osnovni alat koji koristimo u topologiji, na pocetku ¢emo uvesti
oznake koje ¢emo koristiti, a koje se ticu skupova.

Podsetimo se, skup A je podskup skupa B ako i samo ako svaki element skupa A
pripada skupu B. Ako je A podskup skupa B koristimo oznaku A C B. Ukoliko zelimo
da naglasimo da je skup A strogo sadrzan u skupu B, tada pisemo A C B.

Osnovne operacije medu skupovima jesu presek, unija i razlika, koje oznacavamo sa
N, U, \. Sada ¢emo navesti neke osobine ovih operacija, koje ¢emo vrlo ¢esto koristiti:

XNYuz)=(XnY)u(XnZ) (distributivnost N prema U)
XUYnz)y=XuYyY)n(XuUz) (distributivnost U prema N)
X\YU2Z2)=(X\Y)Nn(X\2) (De Morganovl] zakon)
X\YNZ2)=(X\Y)U(X\2Z2) (De Morganov zakon)
XCXiANYCYi=XNnYCX;NnY; (monotonost preseka)
XCXANYCYi=XUYCX,UYy, (monotonost unije)

Ukoliko imamo familiju skupova A, tada uniju i presek svih skupova te familije, u
oznaci JA i N A, definiSemo na sledeci nacin:

UA={z:3XcA@eX)}, NA={z:VXcA(xeX)}

pri ¢emu se presek familije A se definiSe samo za A # (). Za uniju i presek familije A
koristimo i oznake Ugeq A 1 Naca A

Ukoliko je familija A zadata preko indeksirane familije, odnosno dat je skup indeksa
I'i A={A;}ic1, tada se unija i presek familije A definisu na slede¢i nacin:

UA={z:Fiel(zed)}, NA={z:Viel (zcA)}.

Moze se proveriti da za presek i uniju indeksirane familije skupova vaze uopstenja zakona



distributivnosti i De Morganovih zakona:

XuNXi=NXuX) XnUXi=UKXnNX)

i€l i€l i€l i€l
X\x=Ux\x)  x\Uxi=Nx\x)
i€l i€l i€l i€l

Ako je f: X — Y preslikavanje i A C X proizvoljan skup, tada direktnu sliku skupa
A definisemo sa

flAl = {f(z) : = € A}.

Za B C Y definiSemo inverznu sliku skupa B sa

f Bl ={re€X: f(z) € B}.

1.2 Osnovni topoloski pojmovi

1.2.1 Topologija, baza i podbaza

Neka je X neprazan skup. Kolekcija O podskupova skupa X je kolekcija otvorenih
skupova ako i samo ako vaze sledeca tri uslova:

(O1) Prazan skup i skup X su otvoreni, tj. ) € O 1 X € O;

(O2) Presek dva otvorena skupa je otvoren skup, tj. ako O; € O i Oy € O tada
01 N 02 € O,

(O3) Unija proizvoljno mnogo otvorenih skupova je otvoren skup, tj. za bilo koju familiju
{Ol 11 E I} Q O vazi UiEIOi eO

Za kolekciju O kazemo da je topologija na skupu X, za uredenu dvojku (X, Q) kazemo
da je topoloski prostor, dok elemente skupa X zovemo tacke. Nadalje ¢emo topoloski
prostor (X, Q) ¢esto oznacavati samo sa X kada je jasno iz konteksta o kojoj je topologiji
rec.

Za skup F' C X kazemo da je zatvoren ako i samo ako je njegov komplement X \ F’
otvoren skup. Familija svih zatvorenih skupova F zadovoljava sledeée uslove:

(F1) Prazan skup i skup X su zatvoreni, tj. ) € F i X € F;

(F2) Unija dva zatvorena skupa je zatvoren skup, tj. ako F} € F i Fy, € F tada
F1 U F2 c JT";

(F3) Unija proizvoljno mnogo zatvorenih skupova je zatvoren skup, tj. za bilo koju fa-
miliju {F;:i € I} C F vazi e Fi € F

Familija skupova B C O je baza topoloskog prostora (X, Q) ako se svaki neprazan
otvoren skup moze predstaviti kao unija neke podfamilije familije B.

Ako je X neprazan skup, za familiju B podskupova skupa X kazemo da je baza neke
topologije na skupu X ukoliko je kolekcija {Ugep B : B C B} topologija na skupu X,
odnosno zatvorenje familije B u odnosu na proizvoljne unije predstavlja topologiju na
skupu X. Moze se pokazati da vazi sledeca lema:
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1.2 Osnovni topoloski pojmovi

Lema 1.2.1. Neka familija podskupova B C P(X) zadovoljava sledece uslove:

(BN1) Upes B = X;

(BN2) ako By, By € B tada By N By € BU {0}

Tada je familija B baza neke topologije na skupu X.

Familija skupova P C O je podbaza topoloskog prostora (X, Q) ako familija svih
konac¢nih preseka elemenata iz P predstavlja bazu topologije O.

Primer 1.2.2 (Uobicajena topologija na skupu realnih brojeva). U ovom primeru
uvodimo jednu topologiju na realnoj pravoj R koju ¢emo u daljem radu cesto koristiti.
Pokazac¢emo da je familija skupova

B={(a,b):a,be RAa<b}

baza neke topologije na skupu R.

Uslov (BN1) vazi jer je R = Upen(—n,n), gde su skupovi oblika (—n,n) za svaki
prirodan broj n jasno unutar familije B.

Dalje, neka (ay,b1), (az,b2) € B i neka je a = max{ai,as} i b = min{by,bo}. Tada
vazi

0 ako a > b;
ay,by) N (ag, by) = ’ -
(a1,0) 0 (@2, bo) {(a,b), ako a < b.
Dakle, i uslov (BN2) je zadovoljen.

Topologija odredena familijom B naziva se uobicajena topologija na skupu R, a od-
govarajudi topoloski prostor oznacavamo sa (R, Oy.p). Otvoreni skupovi u O, su pro-
izvoljne (konacne ili beskonacne) unije skupova iz familije B, kao npr. (—2,3), (0.25,4) U
(5,8.75), Upen(0,n) = (0, 00).

Primer 1.2.3 (Proizvod konac¢ne familije topoloskih prostora). Neka su dati to-
poloski prostori (X1, 0;) i (X2,0s). Tada je familija

82{01X02101€(91/\02602}

baza neke topologije O na skupu X; x X,. Uslov (BN1) je zadovoljen jer X; x X5 € B,
dok (01 x O2) N (0] x O4) = (01 NOY) x (0,NOY) € B, stoga vazi i (BN2). Za prostor
(X1 x X3, 0) kazemo da je proizvod prostora X i Xs.

Za svaki prirodan broj n se moze definisati proizvod n topoloskih prostora. Naime, ako
su (X;, 0;),1 < n topoloski prostori, onda bazu topologije O na skupu X; x Xy x...x X,
¢ine skupovi oblika O; X Oy X ... x O, gde je O; € O;, za sve i < n.

Sada ¢emo uvesti joS jedan poseban topoloski prostor koji ¢emo koristiti u daljem
radu. Ako u prethodnom primeru stavimo (X;, 0;) = (R, Ou) za i < n, tada dobijamo
topologiju koju nazivamo uobicajena topologija na skupu R". Nadalje ¢emo podrazume-
vati da je topologija na skupu R™ upravo uobicajena topologija, osim ako ne naglasimo
da to nije slucaj.

Ako topoloski prostor (X, Q) ima bazu B koja je prebrojiva, tada kazemo da taj

prostor zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti. Sada dajemo bez dokaza jednu vaznu
teoremu koja se tice ovog svojstva.




Teorema 1.2.4 (LindeleiED. Neka je (X, Q) topoloski prostor i neka postoji prebrojiva
baza B topologije O. Tada vazi:

a) Ako O; € O, i € I, tada postoji prebrojiv podskup J C I takav da je

Uoi=Uo

iel ieJ

b) Ako je B’ neka druga baza topologije O, tada postoji prebrojiv podskup skupa B’
koji je takode baza topologije O.

Primetimo da, prema prvom delu ove teoreme, za svaku familiju otvorenih skupova
{0; i € I} gde X = U, O; postoji prebrojiv podskup {O; : i € J} tako da X = U;e; O;.
Kazemo da je familija {O; : i € I} otvoren pokriva¢ skupa X, a familija {O; : i € J}
njen potpokrivac.

1.2.2 Topologija odredena metrikom

Neka je X neprazan skup. Svaka funkcija d : X2 — [0, c0) takva da za sve z,y,2 € X
vazi

(M1) d(z,y) = 0 akko je x =y,

(M2) d(z,y) = d(y, )
(M3) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y)

je metrika na skupu X. Uredeni par (X,d) se naziva metricki prostor. Broj d(z,y)
nazivamo rastojanje tacaka x i y. Ako je x € X i e > 0, onda skup

B(z,e)={y € X : d(x,y) < &}

zovemo otvorena lopta sa centrom u tacki x i poluprecnikom €. Pomoc¢u metrike se na
skupu X na prirodan nac¢in moze uvesti topologija, te iz tog razloga navodimo sledec¢u
teoremu Cije je dokaz dat u [14].

Teorema 1.2.5. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada je familija svih otvorenih lopti,
By ={B(z,e): x € X Ne > 0}, baza neke topologije na skupu X.

Topologiju definisanu u prethodnoj teoremi ¢emo oznacavati sa Q4. Kazemo da je ova
topologija odredena (ili indukovana) metrikom d. Topoloski prostor (X, Q) je metrizabi-
lan ako i samo ako postoji neka metrika d na skupu X tako da je O = Q.

Primer 1.2.6 (Prostori R i R” su metrizabilni topoloski prostori). PokaZzimo da se
na skupu R moze definisati metrika koja indukuje uobic¢ajenu topologiju. Za preslikavanje
d : R? — [0,00) definisano sa d(z,y) = |z — y|, za sve z,y € R lako se moze pokazati,
zahvaljujuéi osobinama apsolutne vrednosti, da vaze uslovi (M1)-(M3). Potrebno je jos
pokazati da je By = By, gde je Buoy = {(a,b) : a,b € R A a < b}.

Primetimo prvo da su uslovi d(z,y) < iy € (x — €,x + £) ekvivalentni, stoga vazi
jednakost B(x,e¢) = (z—e,x+¢). Dakle, By C B,o. Medutim, vazi i obrnuta inkluzija jer
(a,b) = (x —e,x +¢) gde je x = “T*b ie= b_T“ Odavde sledi da je uobicajena topologija
na R upravo topologija O, indukovana metrikom d.

2Ernst Leonard Lindelsf (1870-1946), $vedski matematicar
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1.2 Osnovni topoloski pojmovi

Na slican na¢in moze se pokazati da preslikavanje na skupu R", za x = (z1, 2, ..., z2),
y=(Y1,Y2,-,Yn), T,y € R" definisano sa

n

d(z,y) = Z(iﬁz —Yi)?,

i=1

indukuje uobic¢ajenu topologiju na skupu R". U literaturi ova metrika se naziva i Euklid-
ska metrika.

Za dva metricka prostora (X,dy) i (Y,dy) kazemo da su izometri¢na ako postoji
sirjektivno preslikavanje koje je izometrija, odnosno preslikavanje f : X — Y takvo da
za svako xq, 1y € X vazi

dx(z1,72) = dy (f(21), f(22)).

Dijametar nepraznog skupa A, sa oznakom 6(A), metrickog prostora (X, d) je najma-
nje gornje ogranicenje rastojanja svih tacaka skupa A, tj.

0(A) = sup{d(x1,x2) : X1, 20 € A}.

Ako je A prazan skup, tada §(0)) = 0.
Neka je dat skup A C X, gde je (X, d) metricki prostor. Udaljenost tacke x od skupa
A, u oznaci d(z, A) definiSemo na slede¢i naéin:

d(z,A) = inf{d(z,a) : a € A}, ako A#0, i d(z,0) = 1.

1.2.3 Okoline, osnovni operatori i separabilnost

Ako je z € X i U otvoren skup topoloskog prostora X za koji vazi x € U C X, tada
kazemo da je U okolina tacke z. Sada ¢emo pokazati jednu lemu na koju ¢emo se cesto
pozivati u daljem radu.

Lema 1.2.7. Familija skupova B je baza topoloskog prostora (X,O) akko B C O i za
svako x € X i svaku okolinu V' tacke = postoji otvoren skup U € B takoda x € U C V.

Dokaz. Neka je B baza prostora X, x € X i V okolina tacke z. Kako je V' otvoren skup,
postoji familija skupova {B; : i € I} C B tako da vazi V = U;c; B;. To znadi da postoji
jeltakodaxr e B; CV.

Obratno, neka je B C O tako da vaze uslovi tvrdenja. Neka je V neprazan otvoren
skup i x € V. Kako je V okolina tacke x, prema pretpostavci postoji U, € B tako
da vazi € U, C V. Tada je unija familije {U, : * € V} jednaka V, odnosno vazi
V = Ugzev Us. O

Za familiju B(x) nekih okolina tacke = kazemo da je baza okolina tacke x u prostoru
(X, O) ako za svaku okolinu V' tacke = postoji U € B(z) tako da z € U C V. Moze da se
pokaze da je familija B = U,cx B(z) baza topoloskog prostora (X, O).

Primer 1.2.8 (Baza okolina neke tacke u prostoru R). Ako x € R, tada je familija
S = {(a,b),a < x < b} baza okolina tacke x. Primetimo prvo da su otvoreni intervali
otvoreni skupovi u uobic¢ajenoj topologiji na R, a kako svi oni sadrze tacku x sledi da je
S familija okolina tacke x. Neka je sada V proizvoljna okolina tacke x. Kako je, prema
primeru , familija svih otvorenih intervala u R baza topoloskog prostora (R, Ouu),
postoji otvoreni interval U tako da z € U C V. Kako je U otvoreni interval koji sadrzi
x,vazi U € S.
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Postoje topoloski prostori u kojima za svaku tacku x postoji prebrojiva baza okolina.
Za takve prostore kazemo da zadovoljavaju prvu aksiomu prebrojivosti. U klasu ovih
prostora spadaju i metricki prostori, sto je pokazano u [14].

Neka je A C X i neka je C4 familija svih zatvorenih skupova koji sadrze A. Presek
svih elemenata familije C4 nazivamo zatvaranje ili adherencija skupa A u prostoru X i
oznac¢avamo ga sa A. Lako se pokazuje da je A najmanji zatvoren skup koji sadrzi A i
da je A = A akko je A zatvoren skup.

Lema 1.2.9. Neka je A C X gde je (X, O) topoloski prostor. Tada z € A akko za svaku
okolinu U tacke z vazi ANU # (.

Dokaz. Neka x € A. Pretpostavimo da postoji skup U koji je okolina tacke x tako da
vazi ANU = (). Skup U je otvoren pa je prema tome skup X \ U zatvoren, i pri tome
sadrzi A. Dakle, X \ U € C. Takode, z € X \ U. Prema pretpostavci vazi z € A = NC,
a kako X \ U € C sledi x € X \ U. Kontradikcija.

Neka je sada x € X i za svaku okolinu U tacke X vazi ANU # (). Pretpostavimo
da z ¢ A, odnosno da postoji zatvoren skup C koji sadrzi A dok z € C. Tada je X \ C
otvoren skup koji sadrzi x pa je prema tome i okolina tacke x. Prema pretpostavci to
znaci da AN (X \ C) # 0, iz ¢ega sledi da C' N (X \ C) # () Sto je nemogude. O

Sada ¢emo dati teoremu koja se tice zatvaranja skupa u metrickom prostoru, a dokaz
se moze naci u [7] ili [14].

Teorema 1.2.10. Za svaki podskup A C X metrickog prostora X vazi

(a) 6(A) = 3(A).
(b) z € A akko d(z, A) = 0.

Neka je A C X i neka je U, familija svih otvorenih skupova koji su sadrzani u A.
Uniju svih elemenata iz & nazivamo unutrasnjost skupa A i oznacavamo sa Int A. Lako
se pokazuje da je to najveci otvoren skup sadrzan u A i da je A = Int A akko je A otvoren
skup.

Lema 1.2.11. Neka je A C X gde je (X, ) topoloski prostor. Tada x € Int A akko
postoji okolina U tacke z tako da vazi x € U C A.

Dokaz. Neka x € Int A. Kako Int A = Upey O, postoji U € U tako da v € U C A. Skup
U je otvoren i sadrzi x, pa je prema tome i okolina tacke x.

Obrnuto, neka je z € A tako da postoji okolina U tako da vazi x € U C A. Skup
U je otvoren i sadrzan u A, prema tome U € U. Stoga U C Upegy O = Int A, pa vazi
x € Int A. O]

Za A C X definiSemo rub skupa A, u oznaci Fr A, na sledeé¢i nacin:

FrA=ANX\A=2A4\Int A (1.1)

Posledica 1.2.12. Neka je A C X gde je X topoloski prostor. Tada z € Fr A akko za
svaku okolinu U tacke z vazi UNA# QiU \ A # (.

Dokaz. Prema ([1.1)) sledi da x € Fr A akko x € AN X \ A, odnosnoz € Aiz € X\ A.
Prema lemi to je ekvivalentno uslovu da za svaku okolinu U tacke x vazi UN A # ()
1UN(X\A) #0. Kakovazi UN(X\A) =U\ (X \(X\A)) =U\A, sledi tvrdenje. [J
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1.2 Osnovni topoloski pojmovi

Sada bez dokaza dajemo jednu lemu koja se tice operatora koje smo upravo uveli, a
dokaz se nalazi u [7].

Lema 1.2.13. Neka je X topoloski prostor i A, B C X. Tada vazi:

(i) ako je A C B tada je A C B.

(i) A=AUFrA
(ii) AUB=AUB

(iv) Int A = A\ Fr A;

(v) Fr(X\ 4) = Fr A

(vi) A je otvoren skup akko Fr A = A\ A
(vii) A je zatvoren akko Fr A = A\ Int A

(vii) A je otvoren i zatvoren akko Fr A = ()

Primer 1.2.14 (Unutrasnjost, zatvaranje i rub otvorene lopte u metrickom
prostoru R" n > 1.). Neka je B(z,¢) otvorena lopta, za neko z € R" i ¢ > 0. Kako
je Int A = A ako i samo ako je skup otvoren, a sve otvorene lopte su otvoreni skupovi,
sledi da je Int B(x,e) = B(x,¢). Dalje, znamo da x € A ako i samo ako za svaku
okolinu U tacke z vazi U N A # (. Kako uvek vazi A C A, ostaje da ispitamo tacke iz
R™\ B(z,e) ={y € R" : d(x,y) > ¢}. Neka je S(x,¢) = {y € R" : d(z,y) = £}, odnosno
sfera sa centrom u tacki z polupreénika . Ako neka okolina U tacke y € R" sefe B(z,¢),
tada postoji skup B € By, y € B C U takav da B sece B(x,¢), stoga ¢emo posmatrati
samo skupove baze B, koji sadrze y. Neka je y € S(x,e). Tada za proizvoljno malo
d > 0 vazi B(x,e) N B(y,d) # 0. Zaista, primetimo da za svaku tacku z koja se nalazi
na duzi odredenoj tackama z i y vazi d(z,2) + d(z,y) = d(x,y) = ¢. Iz neprekidnosti
funkcije d sledi da mozemo odabrati tacku zy sa ove duzi tako da d(y, zy) < 6, a tada
jeid(z,z) < e. Prema tome, S(z,e) C B(z,e). Preostalo nam je da proverimo tacke
y € R™ takve da d(x,y) > . Ako je § = (d(z,y) —€)/2, tada B(x,e) N B(y,d). Zaista,
ako z € B(x,e) N B(y,0), tada d(x, z) + d(z,y) < e+ (d(z,y) —€)/2 = (d(z,y) +€)/2 =
e = d(z,y), sto je u kontradikciji sa (M3). Dakle, B(x,¢) = B(x,e) U S(z,¢). Kako za
svaki otvoren skup vazi Fr A = A\ A, sledi Fr B(z,¢) = S(z, ).

Na kraju, primetimo da upravo pokazano svojstvo za otvorene lopte moze da se pri-
meni za ispitivanje otvorenih realnih intervala. Naime, kako svaki otvoreni realni in-
terval (a,b) moze da se predstavi kao lopta B(z,e) gde z = %2 i e = 23°, sledi da
Int(a,b) = (a,b), (a,b) = [a,b] i Fr(a,b) = {a,b}.

Lema 1.2.15. Ako je AN B =0 i A otvoren, tada je AN B = ().

Dokaz. Neka je A otvoren skup iskup B takav da ANB = (). Tadaje BC X\A= X \ A4,
iz Cega sledi B C X \ A. Sada direktno dobijamo AN B = 0. O

Za skup D C X kaZemo da je gust u X ako i samo ako je D = X. Prostor (X,0)
je separabilan ako i samo ako postoji skup D C X koji je gust i prebrojiv. Bez dokaza
navodimo teoremu koja daje potreban i dovoljan uslov da skup D C X bude gust.
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Teorema 1.2.16. Neka je (X, Q) topoloski prostor i B proizvoljna baza topologije O.
Tada vazi: skup D C X je gust ako i samo ako je BN D # (), za svaki neprazan skup
B eB.

Primer 1.2.17 (Prostor (R, O,.) je separabilan.). Kako bismo pokazali separabil-
nost prostora (R, Q) koristi¢emo poznato tvrdenje da se izmedu svaka dva realna broja
nalazi racionalan broj. Prema primeru jedna baza uobicajene topologije na R je
familija otvorenih lopti

B={B(x,e):x € RAe>0}.

Dovoljno je pokazati da skup Q sece svaku otvorenu loptu B(z,¢). Ako je x racionalan
broj jasno je da tvrdenje vazi, stoga pretpostavimo da je x iracionalan broj. Prema
ranijem primeru znamo da B(x,¢) = (v —¢,x +¢). Kako znamo da se izmedu svaka dva
realna broja nalazi racionalan, sledi da (r — e,z +¢) NQ # 0. Dakle, Q sece svaki skup
iz baze B, $to na osnovu teoreme znadi da je Q gust skup u (R, O,0). Kako je Q
i prebrojiv skup, sledi da je prostor (R, O,.) separabilan.

Teorema 1.2.18. Metricki prostor (X,d) je separabilan ako i samo ako zadovoljava
drugu aksiomu prebrojivosti.

1.2.4 Aksiome separacije, neprekidno preslikavanje i homeo-
morfizam

Za topoloski prostor (X, Q) kazemo da je

e Ty—prostor ako i samo ako za svaki par razli¢itih tacaka x,y € X postoji otvoren
skup O koji sadrzi tacno jednu od tacaka x i y;

e Ti-prostor ako i samo ako za svaki par razli¢itih tacaka z,y € X postoji otvoren
skup O takodax € O iy & O;

o Tyili Hauzdofovﬂ ako i samo ako za svaki par tacaka x i y postoje otvoreni disjunktni
skupovi O; i Oy takvida x € O 1y € Oy;

e regularan ako i samo ako za svaki zatvoren skup F' i svaku tacku z koja mu ne
pripada postoje disjunktni otvoreni skupovi O i O, takvi da je x € O1 1 F C Oy;

e normalan ako i samo ako za svaka dva disjunktna zatvorena skupa F; i F, postoje
otvoreni disjunktni skupovi Oy i O, da je F} C O i F5 C Oy;

e Ti-prostor ako i samo ako je regularan Ti-prostor;

e T-prostor ako i samo ako je normalan 73-prostor.

U sledecoj teoremi data je karakterizacija T;—prostora preko singltona (jednoele-
mentnih skupova).

Teorema 1.2.19. Topoloski prostor X je T)—prostor ako i samo ako su svi singltoni
skupa X zatvoreni skupovi.

3Felix Hausdorff (1868-1942), nemacki matematicar
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1.2 Osnovni topoloski pojmovi

U [14] je pored tvrdenja iz prethodne teoreme pokazano i to da je svaki metricki (pa
i metrizabilan topoloski) prostor je Ty-prostor, svaki Ty—prostor i T3—prostor, a svaki T
i Th—prostor.

Neka su X i Y topoloski prostori i g € X. Kazemo da je preslikavanje f : X — Y
neprekidno u tacki xy ako i samo ako za svaku okolinu V' tacke f(xg) postoji okolina
U tacke zo da je f][U] C V. Ako je funkcija f neprekidna u svakoj tacki x € X, tada
kazemo da je f neprekidna funkcija. Dva potrebna i dovoljna uslov za neprekidnost
funkcije dajemo u sledecoj teoremi.

Teorema 1.2.20. Neka su X i Y topoloski prostorii f : X — Y proizvoljno preslika-
vanje. Preslikavanje f je neprekidno ako i samo ako je inverzna slika svakog otvorenog
skupa otvoren skup ako i samo ako je inverzna slika zatvorenog skupa zatvoren skup.

Slede¢a dva tvrdenja su takode vrlo znacajna kada su u pitanju neprekidna preslika-
vanja.

Teorema 1.2.21. Kompozicija dva neprekidna preslikavanja je neprekidno preslikavanje.

Teorema 1.2.22. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori X = Fy U Fo U...UF,,
gde su Fi, Fy, ..., F, zatvoreni skupovi, f; : Fy — Y, k < n neprekidna preslikavanja
takva da je za k,l < n fr(z) = fi(x) za x € F, N F;. Tada je preslikavanje f : X — Y
dato sa

fi(z), zaz € F
folz), zax € Fy

fr(x), zax€ Fy

neprekidno. Preslikavanje f se naziva kombinacija neprekidnih preslikavanja fi, k& < n.

Neka su X i Y topoloski prostori. Kazemo da je prelsikavanje f : X — Y homeo-
morfizam ako je f neprekidna bijekcija i f~! neprekidno preslikavanje. Prostori X i YV
su homeomorfni ako i samo ako postoji homeomorfizam f : X — Y, sto se oznacava sa
X 2Y. Lako se pokazuje da je = relacija ekvivalencije na klasi svih topoloskih prostora.

Kazemo da je peslikavanje f otvoreno ako i samo ako je slika svakog otvorenog skupa
otvoren skup. Analogno, preslikavanje f je zatvoreno ako i samo ako je slika zatvorenog
skupa zatvoren skup.

Sada ¢emo navesti teoremu koja daje vezu izmedu homeomorfizma, otvorenog i
zatvorenog preslikavanja.

Teorema 1.2.23. Neka su X i Y proizvoljni topoloski prostori i neka je f : X — Y
neprekidna bijekcija. Tada je f homeomorfizam ako i samo ako je otvoreno preslikavanje
ako i samo ako je zatvoreno preslikavanje.

Kazemo da je osobina P topoloskih prostora invarijanta neprekidnih preslikavanja
ako i samo ako za svaka dva topoloska prostora X i Y i svaku neprekidnu sirjekciju
f: X — Y vazi: ako prostor X ima osobinu P, onda i prostor Y ima osobinu P. Invari-
jante homeomorfizama zovemo topoloske osobine.
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1.2.5 Potprostor

Neka je dat topoloski prostor (X, ) i skup M C X. Posmatrajmo skupove oblika
M NU, gde je U € O. Da familija ovih skupova zadovoljava uslove (O1)-(03) lako se
pokazuje. Naime, iz ) = M N0 i M = M N X sledi osobina (O1), dok iz jednakosti

(MNU)N(MNU)=Mn(Uinls), JMNU)=Mn|JU
seS seS
slede osobine (02) i (03). Dakle, kolekcija {MNU : U € O} je familija otvorenih skupova
na skupu M. Na ovaj nacin definiSemo indukovanu topologiju na M koju oznacavamo sa
Oy, a uredeni par (M, Oy) nazivamo potprostor prostora X. Ako je skup M otvoren u
prostoru X kazemo da je M otvoren potprostor, a ako je zatvoren, kazemo da je zatvoren
potprostor prostora X.

Primer 1.2.24 (Potprostori / C R, [ C R" i S™ C R"™). U ovom radu ¢emo
najvise raditi sa uobicajenom topologijom na R i R™, pa ¢emo u ovom primeru navesti
neke potprostore ovih prostora koje ¢emo takode koristiti.

Zatvoreni interval I = [0, 1] prostora R je zatvoren potprostor. Svi otvoreni skupovi
topologije Oy su oblika [0,1] N O, gde O € Oye. Neki od njih su otvoreni i u R, ali u
opStem slucaju ne vazi Oy C Oy jer (5,1] = (3,2) NI € Of \ Oyep. Slicno, na prostoru
R™ mozemo posmatrati uobicajenu topologiju na skupu 1™ = [0, 1] x [0,1] x ... x [0, 1].

Jos jedan znacajan primer je uobic¢ajena topologija na jedini¢noj sferi S™ u prostoru
R™*! koju definiSemo na sledeéi naéin:

S™ ={(x1, 22, ..., Tpi1) GR”7$%+IE%+---+!L‘Z+1=1}.

U prostoru R? sfera S! je zapravo jedini¢na kruzZnica.

Primer 1.2.25 (Baza okolina neke tacke u potprostoru prostora R). Neka je
M potprostor prostora R i € M. Iz primera znamo da je familija intervala
S = {(a,b),a < = < b} baza okolina tacke x u prostoru R. Pokazademo da je tada
SNM={SNM:S e S} baza okolina tacke = u prostoru M. Neka je V), okolina tacke
x u prostoru M. Kako je V), otvoren skup u M, postoji V € O, tako da Viy = M NV.
Kako je V okolina tacke x, a S baza okolina tacke x u prostoru R, tada postoji U € S
takodax € U C V. Tada je Uy =UNM € SN M okolina tacke x u prostoru M tako
da vazi x € Uy C Vyy. Dakle, familija S N M jeste baza okolina tacke x u potprostoru
M.

Kazemo da je topoloska osobina nasledna ako za svaki prostor X sa tom osobinom
vazi: ako prostor X ima tu osobinu, tada i svaki potprostor prostora X ima tu osobinu.

Teorema 1.2.26. Osobine Ty, 11, Ts, T3, Ty, separabilnost, prva i druga aksioma prebro-
jivosti su topoloske osobine. Sve ove osobine, osim separabilnosti, su i nasledne osobine.

Ako je (X, d) metricki prostor i A C X, moZe se pokazati da je funkcija dy = d[A?
(preslikavanje ¢iji je domen A x A, kodomen isti kao kod d i na svom domenu se poklapa sa
d) metrika na potprostoru A i da vazi (4, O4) = (A, O4,). 1z ovoga mozemo zakljuciti da
je potprostor metrickog prostora zapravo metric¢ki prostor sa metrikom koja se razlikuje
samo u domenu.

Sada dajemo teoremu koja se tice potprostora metrickog prostora, koju ¢emo u daljem
radu cesto koristiti.

Teorema 1.2.27. Separabilnost je nasledna osobina u klasi metrickih topoloskih pro-
stora.
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1.2 Osnovni topoloski pojmovi

Dokaz. Ako je X separabilni metricki prostor, prema teoremi[I.2.18 on zadovoljava drugu
aksiomu prebrojivosti. Ako je A potprostor prostora X, A je metricki prostor, te prema
teoremi|1.2.26| on zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti takode. Iz teoreme|1.2.18/sledi
da je prostor A separabilan. O]

U narednom tvrdenju podrazumevacemo da je [0, 00) potprostor prostora R sa uobi-
¢ajenom topologijom. Za dokaz videti [7].

Teorema 1.2.28. Za svaki skup A C X, gde je (X,d) metricki prostor, funkcija
f X — [0,00) definisana sa f(x) = d(z, A) jeste neprekidno preslikavanje na skupu
X.

Sada ¢emo pokazati lemu o zatvaranju skupa unutar nekog potprostora.

Lema 1.2.29. Neka je X topoloski prostor i M potprostor prostora X. Skup A C M
je zatvoren u M akko postoji zatvoren skup F unutar prostora X tako da A = M N F.
Ako je A zatvaranje skupa A u prostoru X i A zatvaranje skupa A u okviru prostora M,
tada vazi jednakost A = M N A.

Dokaz. Ako je A= M N F, gde je F zatvoren skup prostora X, tada je
M\NA=MN(X\A)=MNX\MNF)=MnN(X\M)UX\F)=Mn(X\F).

Tada je prema definiciji otvorenog skupa u potprostoru, skup M N (X \ F') otvoren u M,
stoga je skup A zatvoren. Sa druge strane, neka je A zatvoren skup unutar potprostora
M. Tada postoji otvoren skup U prostora X tako da M\ A= M NU. Tada je

A=M\(M\A) =M\ (MNU)=Mn(X\(MAU)=Mn(X\U).

Tada je A= MNF, gde je FF = X \ U zatvoren skup u prostoru X.

Sto se tice drugog dela tvrdenja, znamo da je po definiciji A jednako preseku svih
zatvorenih skupova prostora M koji sadrze A, a prema upravo pokazanom svi su oni
oblika M N F, gde je F' zatvoren skup prostora X koji sadrzi A. Oznac¢imo ovu familiju
zatvorenih skupova sa C. Tada

A=MNF=Mn(F=MnA
FeC FeC

O

Neka su X i Y neprazni skupovi, f: X — Y i A C X. Za preslikavanje g : A — f[A]
dato sa g(x) = f(x), za svako x € A, kazemo da je sirjektivna restrikcija preslikavanja f
na skup A i ozna¢avamo ga sa f|A. Lako se pokazuje da je sirjektivna restrikcija bijekcije
takode bijekcija.

Teorema 1.2.30. Neka su X i Y topoloski prostori i A C X neprazan skup. Tada za
proizvoljno preslikavanje f : X — Y vazi:

a) f je neprekidno = f|A je neprekidno;

b) f je otvoreno = f|A je otvoreno.
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1.2.6 Povezanost prostora

Prostor X je povezan ako i samo se ne moze predstaviti kao unija dva neprazna
otvorena disjunktna skupa. Skup A C X je povezan skup ako i samo ako je potprostor
(A, O4) povezan. U [14] se pokazuje da je prostor X povezan ako i samo ako su @) i X
jedini otvoreni i zatvoreni skupovi prostora X, kao i da je prostor R povezan.

Teorema 1.2.31. Povezanost je invarijanta neprekidnih preslikavanja (pa time i topo-
loska osobina).

Primer 1.2.32 (Realni intervali su povezani skupovi). Prvo ¢emo pokazati da je
interval I = [0,1] je povezan skup. Preslikavanje f : R — R dato sa f(x) = sin(x) je

neprekidno, pa je, prema prethodnoj teoremi, f[R] = [—1, 1] povezan skup. Preslikavanje
g :[-1,1] = [0,1] dato sa g(z) = ! je neprekidno preslikavanje tako da g[[—1,1]] =
[0,1], pa je stoga i I = [0,1] je povezan skup. Na slican nacin se moze uspostaviti

neprekidno preslikavanje izmedu svaka dva zatvorena realna intervala pa tako dobijamo
da je svaki zatvoren interval [a,b],a,b € R povezan skup. Dalje, kako je preslikavanje
h(z) : (=1,1) = R, h(z) = tg(%) homeomorfizam izmedu R i (—1,1), sledi da je i
prostor (—1,1) povezan. Lako se pokazuje da su svi otvoreni intervali takode povezani,
kao i intervali oblika (a, b}, [a,b),a,b € R.

1.2.7 Topoloski proizvod

Sada bismo zZeleli da definiSemo proizvod prebrojive familije topoloskih prostora. Kako
bismo to ostvarili, navodimo slede¢u teoremu, gde smo sa m; oznacili preslikavanje koje
elementu oblika (a1, as, ..., a;,...) dodeljuje a;.

Teorema 1.2.33. Neka je I neprazan skup, a {(X;,O;) : i € I} familija topoloskih
prostora. Tada vazi:

a) Kolekcija P svih podskupova skupa [ X; oblika 7; '[0;], gde je i € I proizvoljan
indeks, a O; € O; otvoren skup u prostoru Xj;, je podbaza neke topologije na skupu
[T X;. Oznacimo tu topologiju sa O.

b) Familija B svih kona¢nih preseka elemenata kolekcije P je baza topologije O.

Topologiju O na skupu [];c; X; definisanu na ovaj nacin zovemo topologija Tihonovalﬂ. U
daljem radu ¢emo za ovaj topoloski prostor koristiti oznaku nosaca [];c; X;.

Ako je n konacno i dati su topoloski prostori (X;, O;), i < n prema primeru na
skupu X7 x X5 X ... x X,, mozemo posmatrati topologiju koju nazivamo proizvodom ovih
topoloskih prostora. Sa druge strane, prema prethodnoj teoremi mozemo definisati topo-
logiju Tihonova na istom tom skupu. U [14] je pokazano da su ovi prostori homeomorfni.
Prema tome, uobic¢ajena topologija na R™ uvedena kroz primer i upravo definisana
topologija na [];" ; R se poklapaju. Slicno vazi i za prostore I"™ i S™.

Primer 1.2.34 (Proizvod prebrojive familije prostora). Ako su (X;,0;), i € N
topoloski prostori, j € Ni O; € O;, onda je

O] = X1 x Xy x . x X1 x O x Xjug X ..

Baza topologije na skupu [] X; sastoji se od konac¢nih preseka oblika

4Andrei Nikolaevi¢ Tihonov (1906-1993), ruski matematicar
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1.2 Osnovni topoloski pojmovi

0L N O] N N O]

11 in
gde iy, ..., 1, € Ni Oy, € Oy, zasve j < k.

Ako je X; = R,i € N, na ovaj nacin definiSemo prostor RY. Ako je X; = I,i € N,
gde je I = [0, 1] prostor sa uobi¢ajenom topologijom, tada dobijamo prostor I koji éemo
nazivati kub HilbertaPl

Za topologku osobinu kazemo da je multiplikativna (resp. prebrojivo multiplikativna)
ako i samo ako proizvod svake familije (resp. svake prebrojive familije) topoloskih prostora
(Xi, O;) sa osobinom P ima osobinu P.

Teorema 1.2.35. Osobine Ty, 17, T5 i T3 su multiplikativne osobine, dok su prva i druga
aksioma prebrojivosti, separabilnost i metrizabilnost prebrojivo multiplikativne osobine.

Primetimo da su, prema tome, prostori RY i I metrizabilni prostori u kojima vazi
druga aksioma prebrojivosti, pa stoga i separabilni.

Teorema 1.2.36. Neka su X, Y] i Y5 topoloski prostorii f; : X — Y, 7 = 1, 2 neprekidna
preslikavanja. Tada je preslikavanje f : X — [[,_;,Y;, dato sa f(x) = (fi(2), fa(x))
neprekidno preslikavanje.

Teorema 1.2.37. Ako su A, B C X razdvojeni skupovi, gde je (X.d) metricki prostor,
funkcije f,g : X — [0,00) date sa f(x) = d(z, A), g(x) = d(z, B), tada je funkcija
h:X — R, h(z) = f(x) — g(x) neprekidna funkcija.

Dokaz. Na osnovu teoreme znamo da su f(x) i g(x) neprekidna preslikavanja.
Prema teoremi je i preslikavanje ¢ : X — [0,00) X [0,00) definisano sa ¢(x) =
(f(z), g(z)) neprekidno preslikavanje. Realna funkcija k : R? — R definisana sa k(z,y) =
xr — y je neprekidna, Sto je poznato tvrdenje iz matematicke analize. Sada, kako je
h(z) = k o ¢(x) kompozicija dva neprekidna preslikavanja, prema teoremi o kompoziciji
neprekidnih preslikavanja, ona je neprekidno preslikavanje. O

Teorema 1.2.38. Ako su A i B zatvoreni, disjunktni skupovi u metrickom prostoru
(X, d), tada je preslikavanje f : X — [0, 00) definisano na sledeéi nacin

d(z, A)

1@ = A 1 dw B) (1.2)

neprekidno preslikavanje.

Dokaz. Pokazuje se sli¢no kao i prethodno tvrdenje. Koristise & : [0,00)xR\{(0,0)} — R
gde k(z,y) = I‘TTy koje je realno neprekidno preslikavanje, i ¢injenica da je imenilac u ((1.2)
uvek razli¢it od nule jer su A i B disjunktni zatvoreni skupovi. O]

®David Hilbert (1862-1943), nemacki matematicar
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Glava 2

Mala induktivna dimenzija
topoloskih prostora

U ovom poglavlju uvodimo definiciju male induktivne dimenzije definisane u topolo-
skim Ti—prostorima. U prvom odeljku ¢emo pokazati da je dimenzija ind invarijantna
u odnosu na homeomorfna preslikavanja, kao i da potprostori imaju dimenziju manju ili
jednaku dimenziji prostora. Nakon toga dajemo potreban i dovoljan uslov da prostor ima
dimenziju n preko pojma particije, a na kraju dajemo potreban i dovoljan uslov koji vazi
u separabilnim metrickim prostorima. U drugom odeljku pokazujemo osnovne teoreme
koje vaze u nula-dimenzionalnim prostorima, pored toga i prvu i drugu teoremu o sepa-
raciji za dimenziju 0, dok u tre¢em odeljku pokazujemo opsti sluc¢aj ovih teorema, kao i
teoreme o sumi i o dekompoziciji. Na kraju treceg poglavlja pokazujemo da dimenzija
prostora R™, I™ i S™ nije vec¢a od n.

2.1 Mala induktivna dimenzija

Na pocetku ¢emo dati definiciju male induktivne dimenzije za Ts-prostore, a nakon
toga sledi teorema o dimenziji potprostora.

Definicija 2.1.1. Neka je X topoloski T5-prostor. Mala induktivna dimenzija prostora
X u oznaci ind X je ceo broj vedi ili jednak od -1 ili beskonac¢an broj (sa oznakom ,00%)
koji zadovoljava slede¢e uslove:

(MD1) ind X = —1 ako i samo ako X = {);
(MD2) ind X <n, gde n =0,1,..., ako za svaku tacku € X i svaku okolinu V tacke x
postoji otvoren skup U C X tako da vazi
reUCYV, indkFrU <n-—1;
(MD3) ind X = n ako je ind X < n iako ne vazi ind X <n —1;
(MD4) ind X =oc akoind X >nzan=-1,0,1,...

Primetimo da iz (MD3) sledi da, ako Zelimo da pokazemo da je ind X = n, dovoljno
je pokazati da za svako x € X, svaku okolinu tacke V' i svaki otvoren skup U takav da
xr e U CVwvaziind FrU = n—1. Ovaj dovoljan uslov ¢emo koristiti u slede¢em primeru.



2.1 Mala induktivna dimenzija

Primer 2.1.2 (Dimenzije nekih potprostora prostora R). Neka je dat konacan
potprostor X = {z1,xs,...,z,} prostora R. Kako je

1 T+ x
{LEI}:XQ($1—§,I1+ ! B 2)7

n— n 1
{xn}_Xm(xn_xl;"f,anrz),

sledi da je svaki podskup skupa X otvoren u prostoru X kao unija singltona koji su
otvoreni skupovi, odnosno Ox = P(X). Ovakvu topologiju, koja je jednaka partitivnom
skupu nosaca, nazivamo jos i diskretnom topologijom na skupu X. Primetimo da, za
svako A C X vazi A = X \ B, gde B C X, stoga su svi podskupovi skupa X otvoreno-
zatvoreni u prostoru X. Neka je x € X i V okolina tacke x u prostoru X. Kako su svi
podskupovi skupa X otvoreni, uzmimo proizvoljan skup U C X takav dax € U C V.
Kako je skup U otvoreno-zatvoren, prema lemi znamo da FrU = (), pa je prema
(MD1) ind FrU = —1. Dakle, ind X = 0. Moze se pokazati da je topologija na skupu N,
kao i na svakom podskupu skupa N, diskretna, pomocu ¢ega se na slican na¢in pokazuje
da su ovi prostori takode nula-dimenzionalni.

Pokazimo sada da je ind R = 1. Za svaku tacku z i svaki otvoren skup V' koji sadrzi
x postoji otvoren interval (a,b) takav da = € (a,b) C V. Kako je Fr(a,b) = {a,b}, na
osnovu prvog dela ovog primera sledi da je ind Fr(a, b) = 0, stoga iz (MD2) sledi ind R < 1.
Ostaje da se pokaze da je ind R > 0. Pretpostavimo suprotno, neka je ind R < 0. Neka
je dalje x € R i skup V otvoren skup razli¢it od R takav da = € V. Prema (MD2) tada
postoji otvoren skup U takav da x € U C V i indFrU = —1, odnosno vazi FrU = .
Dakle, skup U je neprazan otvoreno-zatvoren skup razli¢it od R, sto je nemoguce jer je
R povezan prostor. Prema tome ind R = 1.

Jedna od vaznih osobina male induktivne dimenzije jeste invarijatnost u odnosu na
homeomorfna preslikavanja. Kako bismo pokazali da je ind X = n prema tome topoloska
osobina, prvo ¢emo pokazati dve pomocne leme.

Lema 2.1.3. Neka su X i Y topoloski prostori tako da X =Y i f odgovaraju¢i homeo-
morfizam. Ako je M potprostor prostora X, tada je M = f[M].

Dokaz. Pokazaéemo da je sirjektivna restrikcija f|M homeomorfizam izmedu prostora
M i f[M]. Prema teoremi dovoljno je pokazati da je f|M neprekidna otvorena
bijekcija. Zaista, f|M jeste bijekcija kao sirjektivna restrikcija bijekcije, a i druge dve
osobine vaze na osnovu teoreme [1.2.30 O

Lema 2.1.4. Neka su X i Y homeomorfni topoloski prostori, gde je f odgovarajuci
homeomorfizam. Za svaki skup A C X vazi f[Fr A] = Fr f[A].

Dokaz. (C) Neka y € f[FrA]. Tada postoji x € X tako da f(z) = y i pritom vazi
x € FrA. Kako x € Fr A, prema posledici [1.2.12] za svako U € U vazi UN A # 0 i
U\ A # (. Kako je f bijekcija, sledi

FIUNA] = fIUINfIA] 0 1 fIUNA] = fIUI\ fIA] # 0. (2.1)

Ako je V okolina tacke y tada je f~![V] okolina tacke z, jer je zbog neprekidnosti presli-
kavanja f skup f~![V] otvoren ivazi x = f~1(y) € f~'[V]. Tada svaku okolinu V tacke y

21



mozemo predstaviti kao sliku neke okoline tacke z, odnosno V = f[f~![V]], te na osnovu
(2.1) vazi VN F[A] # 01V \ f[A] # 0. Dakle, y € Fr f[A].

(D) Neka y € Fr f[A]. Kako je f bijekcija, tada postoji x € X, f(x) = y. Kako
y € Fr f[A], za svaku okolinu V tacke y vazi VN F[A] # 01V \ f[A] # 0. Tada, kako je
f~! takode bijekcija, imamo

RV ASAL = VINf AL = fFHIVINA#0, (2.2)
SV SIAL = fHVINSIAL = fHVIVA # 0. (2.3)

Za svaku okolinu U tacke x skup f[U] je okolina tacke y, jer je f kao homeomorfizam i
otvoreno preslikavanje, a vazi i y = f(x) € f[U]. Dakle, svaka okolina U tacke x moze
da se predstavi kao inverzna slika neke okoline tacke y jer U = f~![f[U]], stoga prema

2.2) i R3) vazi UNA#AD iU\ A=#0. ZakljuCujemo da x € Fr A. O
Sada pokazujemo da je ind X = n topoloska osobina medu T3—prostorima.

Lema 2.1.5. Akosu X 1Y Ts—prostori i vazi X 2 Y tada je ind X < n ako i samo ako
indY <n,zane&N.

Dokaz. (=) Neka je X = Y, gde su X i Y Ts-prostori, neka je ind X < n i neka je
preslikavanje f : X — Y odgovaraju¢i homeomorfizam. Tvrdenje pokazujemo indukcijom
po n. Ako je n = —1 tada je prema (MD1) X prazan skup, pa isto vazi i za Y jer su
prostori homeomorfni, stoga indY = —1 = ind X.

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za ind X < n — 1 i pokazimo da vazi i za ind X < n.
Neka je y € Y iV, C Y okolina tacke y. Kako je f bijekcija, postoji z € X tako da
f(z) = y. Kako je f neprekidno preslikavanje, V,, = f~'[V,] je otvoren skup u X. Jasno,
x € V,, stoga je V, okolina tacke x, pa kako je ind X < n tada prema (MD2) postoji
okolina U, tacke x da vazi

reU, CV,, indFrU, <n —1.

Kako je U, C V,, vazi f[U;] C f[Vi] =V,, a kako je f kao homeomorfizam i otvoreno
preslikavanje, U, = f[U,] je i otvoren skup u Y. Kako je y € U, C V,, dovoljno je jos
pokazati da ind Fr U, < n — 1 kako bi (MD2) bilo zadovoljeno. Kako je prema lemi[2.1.4]
fIFrU,] = Fr f[U,] = Fr U, prema lemi[2.1.3|vazi Fr U, = Fr U,. Sada prema induktivnoj
hipotezi imamo ind Fr U, = indFr U, < n — 1. Dakle, sledi ind Y < n.

(<) Analogno prethodnom smeru.

Teorema 2.1.6. Ako su X i Y T3—prostoriivazi X Y tada jeind X =indY.

Dokaz. Slucaj za n = —1 je ve¢ obuhva¢em prethodnom lemom. Ako je ind X = n,
za n > 0, tada vazi i ind X < n, stoga je, prema prethodnoj lemi, indY < n. Ako je
indY < n, tada je indY < k za neko k£ < n, te prema prethodnoj lemi vazi ind X <
k < n, $to je nemoguée. Dakle, indY = n. Ako je ind X = oo i pretpostavimo da
indY =n < oo, tada iz upravo pokazanog sledi ind X = n, sto daje kontradikciju. O

Sada ¢emo pokazati teoremu o potprostoru prema kojoj je dimenzija potprostora
manja ili jednaka dimenziji prostora.

Teorema 2.1.7 (Teorema o potprostoru). Neka je X T;—prostor i M potprostor
prostora X. Tada je ind M < ind X.
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2.1 Mala induktivna dimenzija

Dokaz. Neka je X Tiz—prostor. Ukoliko je ind X = oo tada tvrdenje trivijalno vazi.
Pretpostavimo da je ind X = n, n > —1 . Indukcijom po n ¢emo pokazati da tvrdenje
vazi za svako n.

Ako je n = —1 tada je prema (MD1) X = (), pai M = (), te tvrdenje vazi. Pretpo-
stavimo da tvrdenje vazi za n —1 > —1 i pokazimo da vazi i za n. Neka je M potprostor
prostora X gde ind X = n, x € M i V okolina tacke x u prostoru M. Tada postoji
otvoren skup Vj u prostoru X tako da vazi V.= M NV;. Kako je ind X < n tada postoji
otvoren skup U; u prostoru X tako da vazi

reU, CVi, indFrU; <n-—1. (2.4)

Tada je skup U = M N Uy otvoren skup u prostoru Mivazi x € U CV. Ako sa Fry, U
ozna¢imo rub skupa U u prostoru M, sa U zatvaranje skupa U u prostoru M, a sa U
zatvaranje skupa U u prostoru X, tada na osnovu leme [1.2.29| vazi

Fry U=UNM\U=MNUNM\U=MNMOU,NM\U.

Dalje, iz monotonosti operatora zatvaranja i prethodne jednakosti sledi

FryUCMNU NM\U, C XN NX\U; =FrU;.

Sada, iz (2.4) na osnovu indukcijske hipoteze sledi da je indFry, U < n — 1, iz Cega
direktno sledi da ind M < ind X = n. O

Primedba 2.1.8. U dokazu prethodne teoreme pokazali smo jedno tvrdenje o rubu
skupa u potprostoru na koje ¢emo se pozivati u nekim od dokaza koji slede. Naime, za
potprostor M prostora X i skup U = M NUy, Uy C X, vazi Fry, U C FrU;. lako u
dokazu radimo sa Ts—prostorom i skup U; je otvoren, u ovom delu dokaza ovi uslovi
nisu koris¢eni, stoga ova relacija vazi u za proizvoljan prostor X i proizvoljan podskup
U, prostora X.

Sada ¢emo dati jos dva ekvivalentna uslova za odredivanje male induktivne dimenzije
topoloskog Ts3—prostora. Pre toga uvodimo definiciju particije dva skupa.

Definicija 2.1.9. Neka je X topoloski prostor, A i B par nepraznih, disjunktnih skupova
u prostoru X. Kazemo da je skup L C X particija skupova A i B ako postoje otvoreni
skupovi U, W C X tako da vaze uslovi

ACU, BCW, UnW=0 i X\L=UUW. (2.5)

Ako je neki od ova dva skupa jednak singltonu, npr. A = {z}, tada kazemo da je L
particija izmedu tacke x i skupa B. Jasno, u oba slucaja particija L je zatvoren skup u
prostoru X.

Propozicija 2.1.10. Za T3—prostor X vazi nejednakost ind X < n, n > 0 ako i samo
ako za svaku tacku x € X i svaki zatvoren skup B C X takav da = ¢ B postoji particija
L izmedu tacke x i skupa B tako da ind L < n — 1.

Dokaz. (=) Neka je X Ts—prostor tako da vazi ind X < n, n > 0. Neka je z € X i
B zatvoren podskup prostora X tako da x ¢ B. Tada postoji okolina V' C X tacke x
tako da V' C X \ B. Podsetimo se sada da je Ty—prostor po definiciji T} i regularan

prostor. Zbog regularnosti prostora X, za tacku x i skup B postoje otvoreni disjunktni
skupovi O; i O, tako da =z € O 1 B C Oy. Tada O; € X \ O, C X \ B. Kako
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je X \ Oq zatvoren skup i zatvaranje monotona operacija u odnosu na podskup, vazi
O; C X\ Oy =X\0, C X\ B. Prema tome, skup O; zadovoljava date uslove, $to znaci
da trazeni skup V' svakako postoji.

Dalje, kako je ind X < n, za tacku z i skup V' ¢ije smo postojanje upravo pokazali,
postoji otvoren skup U tako da x € U C ViindFrU < n — 1. Tvrdimo da je particija
izmedu tacke z i skupa B skup L = FrU, gde su skupovi U i W = X \ U skupovi koji
zadovoljavaju uslove . Primetimo prvo da su oba skupa otvorena; skup W je otvoren
jer je komplement skupa U koji je zatvoren po definiciji, a za skup U ve¢ je reeno. Kako
UCUvaziUNX\U=0. Jasnoxz € U,a BC X\UvaZijerjeU CV C X\ B pa
imamo B = X \ (X \ B) C X \ U. Na kraju, kako je U otvoren skup, na osnovu leme
1.2.13/imamo FrU = U\ U, pavazi X \FrU = X\ (U\U) = X\ (UN(X\U)) =
(X

VU XN\ (X\U)) = (X\U)UU.

(<) Sada, pretpostavimo da Ts—prostor X zadovoljava uslove teoreme. Neka je
x € X iskup V okolina tacke z. Tada je skup B = X \ V zatvoren i x ¢ B. Prema
pretpostavci, tada postoji particija L izmedu tacke x i skupa B, tako da ind L < n — 1.
Neka su U i W otvoreni disjunktni skupovi takvidax €e U, BC W i X\L=UUW.
Tada vazi

reUCX\WCX\B=V.

Dakle, skup U je otvoren, i vazi x+ € U C V. Dalje, prema definiciji ruba skupa i
zatvaranja skupa kao i ¢injenice da je skup U otvoren, dobijamo

FrUCX\U=X\U. (2.6)
Sli¢no, kako je W otvoren skup i kako je prema lemi [1.2.13| U = FrU U U, dobijamo

FRUCUCX\W=X\W. (2.7)

Sada, na osnovu (2.6)) i sledi
FrUC(X\UNX\W)=X\(UUW)=L.

Sada, na osnovu teoreme dobijamo ind FrU < ind L < n — 1, te je prema (MD2)
ind X <n.
O

Primedba 2.1.11. Primetimo da smo u dokazu prethodne teoreme pokazali sledece:
ako su U i W otvoreni disjunktni skupovi u prostoru X, tada vazi relacija

FrU C (X \U)N(X\W)=X\(UUW).

Na ovo relaciju ¢emo se pozivati u nekom od narednih dokaza.

Sada ¢emo dati potreban i dovoljan uslov za odredivanje male induktivne dimenzije
separabilnog metrickog prostora. Podsetimo se da je svaki metricki prostor Ty—prostor,
a svaki Ty je i Ty—prostor, pa je stoga za separabilni metricki prostor X dimenzija ind X
dobro definisana.

Teorema 2.1.12. Separabilni metricki prostor (X,0,) zadovoljava nejednakost
ind X <n, n >0 akoisamo ako X ima prebrojivu bazu B tako da indFrU <n — 1 za
svako U € B.
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2.2 Nula-dimenzionalni prostori

Dokaz. (=) Neka je dat separabilni metricki prostor X za koji vazi ind X < n, n >
0. Tada za svako x € X i svaku okolinu V tacke x postoji otvoren skup UY tako da
T E UX CViindFr UX < n — 1. Sada za svako x € X definiSimo familiju A, otvorenih
skupova sa A, = {UY : Vje okolina tacke x}. Tvrdimo da je skup B = U,cx A baza
topologije O4. Dovoljno je pokazati da je B C Oy i da se svaki element iz Oy moze
predstaviti kao unija neke familije skupova iz B. Kako je B = {UY : x € X A Vje okolina
tacke z}, sledi da su svi elementi iz B otvoreni skupovi. Dalje, neka je O € O, neprazan
skup. Ako je x € O, tada je O okolina tacke z, i vazi O = U,co US (smer (C) je jasan
jer za x € O vazi z € U?, dok smer (D) vazi jer je U C O za svako x € O).

Dakle, B je baza prostora (X,O,) pri ¢emu za svako U € B vazi indFrU < n — 1.
Kako je prostor (X, O,) separabilan metricki prostor, tada on zadovoljava drugu aksiomu
prebrojivosti. To znac¢i da mozemo primeniti teoremu Lindelefa, prema kojoj postoji
prebrojiv skup B’ C B koji je takode baza, $to je i trebalo pokazati.

(<) Neka je (X, O,) separabilni metricki prostor koji ima prebrojivu bazu B tako da
za svako U € B vazi ind FrU < n — 1. Neka je z € X i neka je V okolina tacke x. Tada
prema lemi postoji otvoren skup U € B tako da v € U C V. Kako U € B, vazi
indFrU < n — 1, sto daje upravo ind X < n. O

2.2 Nula-dimenzionalni prostori

Kazemo da je Ts—prostor X nula-dimenzionalan ukoliko je ind X = 0. U prethodnom
delu dali smo neka opsta tvrdenja o maloj induktivnoj dimenziji, a sada ¢emo izvesti
formulacije tih tvrdenja koja se odnose na nula-dimenzionalne prostore.

Propozicija 2.2.1. T;—prostor X je nula-dimenzionalan ako i samo ako je X neprazan
skup i za svaku tacku x € X i svaku okolinu V' C X tacke x postoji otvoreno-zatvoren
skup U C X takodaz e U CV.

Dokaz. (=) Ako jeind X = 0 tada jeiind X < 0 te po definiciji znamo da za svaku tacku
x i svaku okolinu V' tacke x postoji otvoren skup U takoda x €e U C V iindFrU = —1.
Prema tome, FrU = () a iz leme znamo da to vazi ako i samo ako je U otvoreno-
zatvoren skup.

(<) Neka je X neprazan T3—prostor za koji vazi ovaj uslov. Tada prema istoj lemi, za
svaku tacku x i svaku okolinu V' tacke x postoji otvoren skup U tako da Fr U = (), odnosno
ind Fr U = —1. To znaci da je, prema definiciji, ind X < 0, ali kako je X neprazan skup,

vazi ind X = 0. O
Primedba 2.2.2. U prethodnom dokazu pokazali smo ekvivalentan uslov koji vazi za sve
potprostore U nekog T3—prostora: ind Fr U = —1 ako i samo ako je U otvoreno-zatvoren
skup.

Propozicija 2.2.3. Ako je Ts—prostor X nula-dimenzionalan i M C X neprazan skup,
tada je i M nula-dimenzionalan prostor.

Dokaz. Prema teoremi o potprostoru M C X implicira ind M < ind X = 0, a kako je
M # () sledi ind M = 0. O

Propozicija 2.2.4. T;—prostor X je nula-dimenzionalan ako i samo ako je X neprazan
skup i za svako x € X i zatvoren skup B C X tako da = ¢ B prazan skup je particija
izmedu tacke x i skupa B.
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Dokaz. (=) Neka je X Ty—prostor i ind X = 0. Neka je x € X i B C X zatvoren skup.
Tada jeiind X < 0 pa prema propoziciji postoji particija L izmedu tacke x i skupa
B tako da ind L < —1, odnosno L = .

(<) Neka je X Ts—prostor i neka vazi uslov tvrdenja. Kako za svaku tacku z € X
i svaki zatvoren skup B C X gde z € B postoji particija L = (), tj. particija L tako da
ind L. = —1, tada prema propoziciji mora da vazi ind X < 0. Kako je X neprazan,
ind X =0. O

Primedba 2.2.5. Primetimo da, ako je u prostoru X prazan skup particija skupova A i
B, tada postoje otvoreni disjunktni skupovi U i W takoda A CU, BCWiX = X\ =
UUW. Prema tome, vazi W = X \ U. Kako je W otvoren skup, sledi da je U zatvoren,
odnosno otvoreno-zatvoren skup. Sa druge strane, ako za disjunktne skupove A i B
postoji otvoreno-zatvoren skup U tako da je A C U i B C X \ U, tada je prazan skup
particija skupova A i B jer za skupove U i W = X \ U vazi da su otvoreni i disjunktni, i
zadovoljen je uslov X \ () = X = UUX \ U. Prema tome, vazi sledeéi ekvivalentan uslov:
prazan skup je particija skupova A i B ako i samo ako postoji otvoreno-zatvoren skup U
takoda ACUiBC X \U.

Propozicija 2.2.6. Separabilni metricki prostor X je nula-dimenzionalan ako i samo
ako je X neprazan skup i ima prebrojivu bazu B tako da je svaki skup U € B otvoreno-
zatvoren skup.

Dokaz. Pokazuje se slicno kao prethodno tvrdenje koriste¢i teoremu [2.1.12] ¢injenicu da
je ind Fr U = —1 ako i samo ako je U otvoreno-zatvoren skup, kao i uslov X # (). m

Primer 2.2.7. U ovom primeru pokaza¢emo da je neprazan potprostor M realne prave
R sa uobicajenom topologijom nula-dimenzionalan ako i samo ako ne sadrzi interval.

(=) Bez umanjenja opstosti pretpostavimo da M sadrzi otvoren interval I = (a,b).
Kako je prema primeru ind(a,b) = 11 (a,b) C M, prema teoremi [2.1.7) sledi da je
1 =ind(a,b) <ind M < indR = 1. Prema tome, ind M = 1.

(<) Sada, neka je M neprazan potprostor prostora R koji ne sadrzi interval. Prema
primeru familija By(z) = M N B(x), gde je B(z) = {(a,b),a < x < b}, je baza
okolina tacke x € M u prostoru M. Tada, za svako V.= M N (a,b) € By(x) postoji skup
UY koji je otvoreno-zatvoren u M tako da x € UY C V. Naime, neka je U = M N (¢, d),
gdec € (a,z)\Mid € (z,b)\ M. Kako M prema pretpostavci ne sadrzi interval, ovakav
izbor tacaka c i d je dobro definisan. Skup U jeste otvoren u M, a pokazac¢emo da je i
zatvoren. Naime, kako ¢, d & M, vazi M N [c,d] = M N ((¢,d) U{c,d}) = (M N (e,d)) U
(Mn{e,d})=(Mn(c,d)Ud=Mn(c,d) =U. Kako je [¢c,d] =R\ ((—o0,c) U (d, x0)),
to je zatvoren skup u R, pa je stoga U zatvoren skup u M. Dakle, moZemo uzeti UY = U.

PokaZimo sada da je familija By, = {UY : € M AV € B(x)} baza prostora M.
Kako je svaki element ove familije otvoren skup u M, dovoljno je pokazati da se svaki
otvoren skup O prostora M moze prikazati kao unija neke podfamilije iz B,;. Neka
je x € O. Kako je BN M, gde B = U,cx B(x), baza potprostora M, tada postoji
L, = (a,b)NM € BN M tako da x € L, C O. Primetimo da tada L, € By(x), stoga
postoji UL+ € By tako da z € Uk= C L, C O. Tada je O = Uyeo UL=.

Kako prostor M ima bazu koja je otvoreno-zatvorena i kako kao potprostor prostora
R zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti, prema teoremi Lindelefa moze se izvuéi pre-
brojiva familija ove baze koja je takode baza prostora M. Tada prema propoziciji [2.2.6
direkno sledi da je M nula-dimenzionalan prostor.
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2.2 Nula-dimenzionalni prostori

U ovom primeru smo na nesto drugaciji nac¢in dosli do zakljucka da su svi konacni
podskupovi skupa R nula-dimenzionalni. Takode, svi prebrojivi podskupovi skupa R, ali
i skup R\ Q koji je neprebrojiv, jesu nula-dimenzionalni jer ne sadrze interval. Pokazimo
sada da je dvotackast potprostor M = {a,b} prostora R? takode nula-dimenzionalan.
Naime, prave p(a,b) i R su homeomorfne jer je preslikavanje ¢(z,y) : p(a,b) — R,
¢(r,y) = x homeomorfizam. Tada je prostor M homeomorfan nekom dvotackastom
potprostoru prostora R koji je nula-dimenzionalan. Kako je dimenzija ind invarijantna
na homeomorfna preslikavanja tako je i prostor M nula-dimenzionalan.

Prema propoziciji u nula-dimenzionalnom T3—prostoru X svaku tacku z i za-
tvoren skup B takav da x ¢ B razdvaja prazan skup. Sada ¢emo pokazati da u nula-
dimenzionalnim separabilnim metrickim prostorima vazi i nesto jace tvrdenje.

Teorema 2.2.8 (Prva teorema separacije za dimenziju 0). Ako je X nula-dimenzio-
nalni separabilni metricki prostor, tada za svaki par disjunktnih, zatvorenih skupova A
i B prazan skup je particija skupova A i B, odnosno postoji otvoreno-zatvoren skup U
takoda ACUiBC X \U.

Dokaz. Na pocetku ¢emo pokazati da za svaku tacku z € X postoji otvoreno-zatvoren
skup W, C X tako da x € W, i vazi ta¢no jedna od dve jednakosti

ANW,=0, BnW,=40. (2.8)

Naime, razlikujemo tri slucaja: = € A, z € Biliz € X \ (AU B). Primetimo prvo da
je prostor X metricki, pa prema tome i Ty, pa i T3—prostor. Ako x pripada A, to znaci
da x € B, a kako je B zatvoren, prema propoziciji [2.2.4] prazan skup razdvaja tacku x i
skup B, sto znaci da postoji otvoreno-zatvoren skup U tako dax € Ui B C X \U. Tada
je jasno BNU = (), te mozemo uzeti W, = U. Ako x € B, tada se analogno pokazuje da
postoji otvoren i zatvoren skup W, tako da x € W, 1 ANW, = 0. Slu¢aj x € X\ (AUB)
mozemo svesti na jedan od prethodna dva slucajeva, jer vazi x ¢ Aix ¢ B.

Na ovaj na¢in smo formirali otvoren pokriva¢ {W, : x € X} prostora X. Kako
prostor X zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti, prema teoremi Lindelefa ovaj otvoren
pokriva¢ ima prebrojiv potpokriva¢ {W,, : i € N}. Posmatrajmo sada familiju skupova

Ul = W:rl
U2 - WZ’Q \ Wml g WZ’Q
U3 = Wx?) \ (Wml U WSL’Q) Q Wxg

Ui:Wzi\Uij CW,,1eN
j<i
Primetimo da su svi skupovi U;, ¢ € N otvoreni. Zaista, kako su svi skupovi iz

{W,, i € N} zatvoreni, tako je i U;.; W,, kao konacna unija zatvorenih zatvoren skup.
Dalje,

X\ = X\ (W \ U Way) = X\ (W, 0 (X \UWL,) = (X \ W) U W,

7<t J<i J<u

Kako je X \ W,, takode zatvoren skup, sledi da je X \ U; kao unija dva zatvorena zatvoren
skup, pa je U; otvoren skup.
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Sada ¢emo pokazati da familija {U; : i € N} jeste pokriva¢ prostora X, odnosno
da za svako x € X postoji [ € N tako da x € U;. Naime, ako x € X, tada postoji
i € N tako da je v € Wy, jer je {W,, : i € N} pokrivac. Neka je W, takav skup sa
najmanjim indeksom. Ako x € U, tada je U;, trazen skup. Ako = ¢ U;, tada postoji
J <o tako da w € W,,. Ako ponovo x ¢ U; tada postoji k < j tako da x € W,,. Ako
bismo pretpostavili da za svako Uy, k < i postoji W,,,l < k tako da = € W, to bi bilo u
kontradikciji sa pretpostavkom da je skup {W,,,s < i} konacan. Dakle, postoji U, tako
dazxeUixgW,, 6 s<lI.

Prema tome, familija {U; : i € I} je otvoren pokrivac¢ prostora X. Neka su sada U i
W skupovi definisani na slede¢i nacin:

Kako je {U; : i € I} pokriva¢ prostora X, a U predstavlja uniju svih skupova iz ove
familije koji seku A, sledi A C U. Kako je U; C W,., a svaki skup iz {W,, : i € N} na
osnovu seCe najvise jedan od skupova A i B, sledi da su svi skupovi iz {U; : i € I}
koji seku B obuhvaéeni sa W. Dakle, B C W. Dalje, iz konstrukcije familije {U; : i € I}
vidimo da su skupovi ove familije uzajamno disjunktni, stoga U N W = ). Kako vazi
X =UUW,sledi W = X\ U. Kako su skupovi U i W po konstrukciji otvoreni skupovi,
na osnovu upravo recenog sledi da je U i zatvoren skup, i da vazi B C X \ U, §to je i
trebalo pokazati.

O

Jedna od vaznijih teorema vezanih za nula-dimenzionalne prostore jeste druga teorema
separacije za dimenziju 0, koja vazi u klasi metric¢kih prostora. Kako bismo pokazali ovu
teoremu potrebno je da uvedemo pojam razdvojenih skupova; kazemo da su podskupovi
Ai B u prostoru X razdvojeni ako

ANB=0=ANB.

Sada ¢emo dati potreban i dovoljan uslov za razdvojenost dva skupa.

Lema 2.2.9. Podskupovi A i B u prostoru X su razdvojeni ako i samo ako su disjunktni
i otvoreni u potprostoru M = AU B.

Dokaz. (=) Neka su A i B razdvojeni skupovi u prostoru X, odnosno vazi ANB = =
ANB. Kakoje ANB C AN B = (), sledi da su skupovi A i B disjunktni. Neka je A
zatvaranje skupa A u prostoru M = AU B, a A zatvaranje skupa A u prostoru X. Tada
prema lemi o zatvaranju skupa u potprostoru vazi

A=MNA=(AUB)NA=(ANA)U(BNA) =(ANA)UD= A

Dakle, skup A je zatvoren u prostoru M, a kako je B = M \ A, to znadi da je B otvoren
u prostoru M. Analogno se pokazuje da je skup A takode otvoren u prostoru M.

(<) Neka su Ai B podskupovi u prostoru X koji su disjunktni i otvoreni u potprostoru
M. Kako je B otvoren u M, tada je A = M \ B zatvoren u M, pa vazi A= A. Tada je

A=A=MNA=(AUB)NA=(ANA)U(BNA) =AU(BNA).

Prema tome, BNAC Apavazii BNAC ANB =0. Dakle, AN B = (). Analogno se
pokazuje da vazi AN B = (). O
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2.2 Nula-dimenzionalni prostori

Sada ¢emo pokazati dve leme koje prethode drugoj teoremi separacije za nula-dimenzio-
nalne prostore.

Lema 2.2.10. Za svaki par razdvojenih skupova A, B C X, gde je (X, d) metricki pro-
stor, postoje otvoreni skupovi U, W C X tako da

ACU, BCW i UnW =0.

Dokaz. Definisimo funkcije f,g : X — [0,00) sa f(z) = d(z, A) i g(x) = d(z, B). Tada
je funkcija h : X — R, h(z) = f(z) — g(x) = d(z,A) — d(x, B) je neprekidna, kao
kompozicija neprekidnih preslikavanja. Posmatrajmo skupove

U={zeX:h(zr) <0}, W={zxeX:h(x)>0}

Kako je h™'[(—00,0)] = U i h7'[(0,00)] = W, a (—00,0) i (0,00) otvoreni skupovi u
(R, Ouop), tada su i skupovi U i V otvoreni, jer je h neprekidno preslikavanje. Kako je
A= {r e X :d(x,A) = 0}, to znaci da f~1(0) = A i slicno, g~'(0) = B. Dakle, za
svako z € A je h(z) = f(x) — g(x) = —g(z). Kako zbog razdvojenosti skupova A i B
vazi ANB = 0, vazi g(z) # 0, iz ¢ega sledi h(z) = —g(z) < 0. Prema tome, A C U.
Analogno se pokazuje B C W. Disjunktnost skupova U i W sledi iz dobre definisanosti
funkcije h.

O

Lema 2.2.11. Neka je M potprostor metrickog prostora X, a skupovi A, B C X dis-
junktni i zatvoreni. Za svaku particiju L’ u prostoru M skupova M NV, i M NV, gde
su Vi i V5 otvoreni skupovi u prostoru X takoda A C Vi i B C Vo i VNV, =0, postoji
particija L u prostoru X skupova A i B tako da vazi M N L C L'.

Dokaz. Neka su dati potprostor M C X, skupovi A i B i otvoreni skupovi V; i V5 tako
da vaze uslovi tvrdenja. Neka je L’ particija skupova M NV i M NVy u prostoru M, a
U’ i W’ otvoreni skupovi u prostoru M takvi da vaze sledeéi uslovi:

MOV, CU, MNV, CW, UNW =0i M\ L' =U"UW". (2.9)

Primetimo da tada ANW’ =0 i BNU' = (. Zaista, kako Vi NW' = MNV,NW' C
UNW' =, te kako je V; otvoren skup, prema lemi Vaii ViNnW’ = (. Dalje, kako
je AC Vi, vazi ANW’ = (. Sli¢no se pokazuje da BN U’ = (.

Pokazimo sada da su U’ i W’ razdvojeni skupovi. Ako S = U'UW’, tada je U' = SNU’
iW' =SnNW’', te kako su U’ i W’ otvoreni u prostoru X, oni su otvoreni i u S. Kako su
U’ i W’ jos i disjunktni, sledi da su i razdvojeni, prema lemi[2.2.9] Dakle, za skupove U’
i W’ vaze jednakosti

Unw =0, Wnu =9. (2.10)

Pokazimo sada da su i skupovi AU U’ i BU W' takode razdvojeni. Naime, kako su A i
B disjuntni i zatvoreni, na osnovu prethodno pokazanog vazi

(AUUNYNBUW' = (AUUYN(BUW') = (ANB)U(ANWHUU' NW)U U NW') = 0.

Slicno se moze pokazati da vazii AUU' N (B UW') = (. Sada, na osnovu prethodne
leme, postoje otvoreni skupovi U i W u prostoru X tako da vazi

AUU CU BUW' CWiUNW = 0. (2.11)
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Skup L = X \ (U U W) je particija skupova A i B u prostoru X. Kako vazi
MNL=MN(X\(UUW)) =M\ (X\(X\(UUW))) = M\(UUW) C M\ (U'UW') =L/,
sledi tvrdenje. O]

Sada konac¢no dolazimo do teoreme koju smo zeleli dokazati.

Teorema 2.2.12 (Druga teorema separacije dimenziju 0). Ako je X metricki pro-
stor i Z nula-dimenzionalni separabilni potprostor prostora X, tada za svaki par A, B
disjunktnih zatvorenih podskupova skupa X postoji particija L skupova A i B tako da
LNZ=0.

Dokaz. Neka su Vi, Vo C X otvoreni skupovi tako da vazi A C Vi, B C Vi ViNVs, = 0.
Kako je prostor Z separabilan, prema prvoj teoremi separacije za nula-dimenzionalne
prostore za disjunktne skupove Z NV, i Z NV, koji su zatvoreni unutar 7, skup
L’ = () je particija izmedu ova dva skupa u potprostoru Z. Prema prethodnoj lemi tada
postoji particija L izmedu skupova A i B unutar prostora X tako da ZNL C L' = (.
Dakle, ZNL =i L je traZena particija. O

Komentar 2.2.13. U dokazu prethodne teoreme koristili smo tvrdenje da u metrickom
prostoru za dva zatvorena disjunktna skupa A i B postoje otvoreni skupovi V; i V5 takvi
da AC Vi, BCV,iVinV,=0. PokaZimo sada postojanje ovakvih skupova. Naime,
kako su A i B zatvoreni i disjunktni u T,—prostoru, tada postoje otvoreni disjunktni
skupovi Uy i Uy takvi da A C Uy i B C U,. Dalje, kako su A; i X \ U; zatvoreni
disjunktni skupovi, postoje otvoreni disjunktni skupovi Wi i Wy takvi da A; C Wy i
X\ U; C W,. Prema lemi znamo da, kako je W5 otvoren skup i W, N W, = () tada
je Wi N Wy = (). Tada vazi i

WinU, CWinX\Uy=W,N(X\U;) CWNWy=10.

Kako je pored toga A C W7 i B C Us, sledi tvrdenje.

Sada dajemo karakterizaciju nula-dimenzionalnih separabilnih potprostora metrickih
prostora preko okolina u celom prostoru.

Propozicija 2.2.14. Separabilni potprostor M metrickog prostora X je nula-dimenziona-
lan ako i samo ako je neprazan, i za svaku tacku x € X i svaku okolinu V tacke = u
prostoru X postoji otvoren skup U C X takoda z € U C V tako da M NFrU = ().

Dokaz. (=) Neka je potprostor M separabilan i nula-dimenzionalan. Neka je x € X i
V' C X okolina tacke xz. Tada su skupovi A = {z} i B = X \ V zatvoreni i disjunktni
skupovi (skup A je zatvoren jer je prostor X kao T;— prostor ujedno i T} —prostor). Tada
prema prethodnoj teoremi postoji particija L skupova A i B tako da L N M = (). Neka
su otvoreni skupovi U i W takvi da vazi

xelU BCW, UnW=0, X\L=UUW. (2.12)
Kako su skupovi U i W otvoreni i disjunktni, prema primedbi [2.1.11| vazi
FrUCX\(UUW)=L (2.13)

Tada FrUNM C LN M = (. Dalje, kako je U C X \ W C X \ B =V, sledi tvrdenje.
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(<) Neka je M separabilan potprostor tako da vaze uslovi tvrdenja. Neka je x € M i
neka je V' C M okolina tacke x u M. Tada je skup V i otvoren u M, prema tome, postoji
otvoren skup V; C X tako da V = M N V,. Prema pretpostavkama tvrdenja, kako je V;
okolina tacke z u X, postoji otvoren skup U; tako da xz € Uy C Vi MNFrU; = (). Tada
je skup U = M N U; otvoren u prostoru M, i vazi x € U C V. Ako sa Fry; U oznacimo
rub skupa U u prostoru M, prema primedbi sledi Fry; U C FrU;. Dalje, kako je
Fry, U C M, sledi

Frp,U C MNFrU, = 0. (2.14)

Dakle, skup U je otvoren i zatvoren u prostoru M, te prema propoziciji sledi da je
M nula-dimenzionalan prostor. O

Na kraju dajemo karakterizaciju nula-dimenzionalnog potprostora separabilnog me-
trickog prostora preko baze.

Propozicija 2.2.15. Potprostor M separabilnog metrickog prostora X je nula-dimenzio-
nalan ako i samo ako je M # () i X ima prebrojivu bazu B tako da M NFrU = () za
svako U € B.

Dokaz. (<) Neka je M # () potprostor separabilnog metrickog prostora X koji ima
prebrojivu bazu B koja zadovoljava date uslove. Primetimo da je i prostor M separabilan,
kao potprostor separabilnog metrickog prostora. Kako za svako z € X i svaku okolinu V'
tacke x postoji U € B tako da x € U C V, a prema pretpostavei M NFrU = (), tada je
prema prethodnoj propoziciji prostor M nula-dimenzionalan.

(=) Neka je M # () nula-dimenzionalan potprostor separabilnog metrickog prostora
X. Prema prethodnoj propoziciji, za svako x € X i svaku okolinu V' tacke z postoji
otvoren skup UY C X tako dax € UY CV i M NFrU) = (). Pokazimo da je familija
B = {UY : z € X A Vje okolina tacke z} baza topologije O. Kako su svi elementi iz B
otvoreni skupovi, dovoljno je pokazati da se svako O € O moze prikazati kao unija neke
familije skupova iz B. Neka x € O. Kako je O okolina tacke x, tada postoji otvoren skup
U% e Btakavdax e U? CV i MNFrU? = (. Tada je O = U,ex US. Sada, kako je B
baza, prema teoremi Lindelefa postoji prebrojiv skup B’ C B koji je takode baza, a kako
za svako U € B vazi uslov M NFrU = (), sledi tvrdenje. O

2.3 Teoreme sume, dekompozicije i separacije topo-
loskih prostora

U ovom delu éemo dati nekoliko vaznih teorema o maloj induktivnoj dimenziji koristec¢i
pojam sume topoloskih prostora. Za datu familiju {X;}scs topoloskih prostora takvih da
su im nosaci po parovima disjunktni skupovi, posmatrajmo skup X = U,cq X, i familiju
O skupova U C X takvu da je U N X, otvoren u X, za svako s € S. Lako se proverava
da familija O zadovoljava uslove (O1)-(03), stoga je O topologija na skupu X (videti [7],
glava 2). Topoloski prostor (X, O) nazivamo suma topoloskih prostora {X}es.

Prva teorema koju ¢emo pokazati jeste teorema o sumi, a kako bismo je uveli posebno
pokazujemo slucaj kada je prostor nula-dimmenzionalan kao zasebnu teoremu.

Teorema 2.3.1 (Teorema sume za dimenziju 0). Ako se separabilni metricki prostor
X moze predstaviti kao suma zatvorenih nula-dimenzionalnih potprostora Fi, F», .. ., tada
je X nula-dimenzionalan prostor.
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Dokaz. Prema propoziciji dovoljno je pokazati da za svaku tacku x € X i zatvoren
skup B C X, tako da = & B, postoje otvoreni disjunktni skupovi U i W, tako da x € U,
BCWiX =UUW. Mi ¢emo pokazati nesto jace tvrdenje - da za svaka dva zatvorena,
disjunktna skupa A i B postoje otvoreni skupovi U, W C X tako da

ACU, BCW, UnW=0, X=UUW, (2.15)

sto je dovoljno jer su singltoni u 7T)—prostoru zatvoreni skupovi, prema tome i skup
A = {x}. Kako smo pokazali u komentaru , za proizvoljne zatvorene i disjunktne
skupove A i B u Ty—prostoru X postoje otvoreni skupovi Uy i W, prostora X tako da
vazi

ACU,, BCW, UnW,=0. (2.16)
Neka je Fy = (). Tada je Fy, Fy, Fy, ... niz zatvorenih potprostora prostora X. Sada
¢emo induktivno definisati dva niza otvorenih podskupova Uy, Uy, Us, ... 1 Wy, Wy, W, ...
prostora X, tako da za ¢ = 0,1, 2,... vaze sledeci uslovi:

U1 CU, Wi 1 CW; za i>1, UNW;=0, F,CUUW,. (2.17)

Skupovi Uy i Wy, koje smo definisali na pocetku, zadovoljavaju ovaj uslov za ¢ = 0.
Pretpostavimo da su skupovi U; i W; koji zadovoljavaju ovaj uslov definisani za i < k i
definisimo ih za 7 = k.

Posmatrajmo skupove Uj_1 N Fy i Wi_1 N Fy, koji su zatvoreni i disjunktni. Kako
je potprostor Fj nula-dimenzionalan, prema teoremi [2.2.8] postoji skup V' C F}, koji je
otvoreno-zatvoren u Fj, tako da vazi

Uy 1 NF,CV, Wi1NE, CF\V. (2.18)
Primetimo da tada vazi
(U UV) N (Wi U\ V) = (VN W) U (Uga N (FR\ V) = 0. (2.19)

Dalje, kako je V' zatvoren u prostoru F}, tada postoji V; C X koji je zatvoren u X, tako
da V = F, N'Vj. Prema tome, skup V je zatvoren skup u X. Kako je V' i otvoren u Fj,
tada je F) \ V zatvoren u Fy, pa se slicno pokazuje da je i Fy \ V zatvoren skup u X.
Prema tome, skupovi (Uy_1 UV) i Wy U (F; \ V) su zatvoreni skupovi u prostoru X.
Kako su oni, prema i disjunktni, tada postoje otvoreni skupovi Uy i W} za koje
vazi
(Up 1 UV) C U, Wi U(EL\V)C Vi, UeNWy=0.

Skupovi Uy i W, zadovoljavaju uslov (2.17)), sto znac¢i da su nizovi Uy, Uy, Us,... i
Wo, W1, W5, ... dobro definisani. Tada iz i sledi da skupovi U = U;2, U;
i W = U2, W; zadovoljavaju uslove . Naime, kako je A C Uy i B C W, sledi da
ACUiBCW. Dalje, UNW = () jer ako x € U N W tada postoje j,I € N takvi
da z € U; N W;. Ako je j = [ tada dolazimo do kontradikcije jer U; N W; = 0, a ako je
b.w.o. j <, tada je U; N W, C U NW,; =, $to ponovo daje kontradikciju. Na kraju, za
svako i > 1 vazi F; CU;UW,; CUUW, a kako je X suma prostora Fi, Fy, ... sledi da je
X=UUW. ]

Slede¢u lema govori o tome da se svaki separabilan prostor dimenzije < n moze
predstaviti kao suma dva prostora odredenih osobina, i nju koristimo prilikom dokazivanja
teoreme o sumi.
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Lema 2.3.2. Ako separabilni metricki prostor X moze da se predstavi kao suma dva
potprostora Y i 7, gde indY <n —11iind Z <0, tada je ind X < n.

Dokaz. Neka je x € X inekaje V C X okolina tacke x. Tada je B = X\ V zatvoren skup,
kaoi A = {z},ivazi ANB = (). Prema teoremipostoje otvoreni disjunktni skupovi
UW C Xtakodaxz € U, BC Wi(X\(UUW))NZ =0. Tadavaziz €e U C X\W C V|,
a kako prema primedbi2. 1.1 Fr U C X\ (UUW),sledi Fr U C X \(UUW) C X\Z CY,
te je na kraju ind FrU < n — 1. Dakle, ind X < n. O]

Teorema 2.3.3 (Teorema o sumi). Ako separabilni metricki prostor X moze da
se predstavi kao suma niza zatvorenih potprostora Fi, F5,..., tako da ind F; < n, za
1=1,2,..., tada ind X < n.

Dokaz. Dokaz sprovodimo indukcijom po dimenziji n. Prema teoremi [2.3.1] tvrdenje vazi
zan = 0. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za dimenzije manje od n i neka je X = U2, F;,
gde su prostori F; zatvoreni i vazi ind F; < n,n > 1, za ¢ = 1,2,.... Prema teoremi
2.1.12, uzimajuéi u obzir da su potprostori F; kao potprostori separabilnog metrickog
prostora X takode separabilni, za svako i = 1,2,... postoji prebrojiva baza B; prostora
F; tako da indFr; U < n — 1 za svako U € B;, gde je sa Fr; U oznacen rub skupa U u
prostoru F;. Prema induktivnoj pretpostavci, potprostor Y = U{FrU : U € U2, B;}
prostora X zadovoljava nejednakost indY <n — 1.

Sada posmatrajmo prostore Z; = F; \ Y, i = 1,2,.... Prema propoziciji , kako
potprostor Z; separabilnog metrickog prostora F; ne sece rub nijednog baznog skupa
prostora Fj, sledi da je prostor Z; nula-dimenzionalan, stoga vazi ind Z; < 0. Neka je
Z =2, Z; = X \Y potprostor prostora X. Kako vazi relacija Z; = F;\Y = F;NZ, sledi
da je potprostor Z; zatvoren u Z za svako i, pa stoga prema teoremi [2.3.1] potprostor
Z prostora X takode zadovoljava nejednakost ind Z < 0. Dakle, prostor X je suma
dva prostora Y i Z tako da indY < n —11iindZ < 0, pa iz prethodne leme sledi
ind X <n. ]

Teoremu koja sledi ¢emo nazivati prvom teoremom o dekompoziciji i ona daje potreban
i dovoljan uslov o predstavljanju prostora X dimenzije < n preko sume dva potprosora
odredenih dimenzija. Dovoljan uslov ve¢ je dat u lemi[2.3.2

Teorema 2.3.4 (Prva teorema o dekompoziciji). Separabilni metricki prostor X
zadovoljava nejednakost ind X < n, n > 0 ako i samo ako moze da se predstavi kao suma
dva potprostora Y i Z tako daindY <n—-11iind Z <0.

Dokaz. (<) Sledi direktno iz leme [2.3.2]

(=) Neka je X separabilni metricki prostor za koji vazi ind X < n, n > 0. Prema
teoremi prostor X ima prebrojivu bazu B tako da ind Fr U < n—1 za svako U € B.
Tada na osnovu teoreme o sumi sledi da je prostor Y = U{FrU : U € B} dimenzije
< n—1. Sada, kako potprostor Z = X \ Y prostora X ne sece rub nijednog baznog skupa
iz B, iz propozicije sledi da ind Z < 0. Dakle, X je suma prostora Y i Z tako da
vaze uslovi tvrdenja. O

Na osnovu prve teoreme o dekompoziciji indukcijom se lako dobija sledec¢a teorema.

Teorema 2.3.5 (Druga teorema o dekompoziciji). Separabilni metricki prostor X
zadovoljava nejednakost ind X < n, n > 0 ako i samo ako se moze predstaviti kao suma
n + 1 potprostora 2y, Zs, ..., Z,41, takodaind Z; <0zat=1,2,...,n+ 1.
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Podsetimo se da smo u prethodnom odeljku pokazali prvu i drugu teoremu separacije
za dimenziju 0. Sada slede uopstenja ovih teorema za proizvoljnu dimenziju n.

Teorema 2.3.6 (Prva teorema separacije). Ako je X separabilni metricki prostor
tako da ind X < n, n > 0, tada za svaki par A, B disjunktnih zatvorenih skupova X
postoji particija L skupova A i B tako da ind L <n — 1.

Dokaz. Kako dimenzija separabilnog metrickog prostora X manja ili jednaka n, prema
prvoj teoremi dekompozicije (2.3.4)) postoje potprostori Y i Z prostora X gde X =Y UZ
tako da indY <n —11iind Z < 0. Tada, prema drugoj teoremi separacije za dimenziju
0 , za par disjunktnih zatvorenih skupova A i B postoji particija L skupova A i
B takoda LNZ = (). Tada je L C X \ Z C Y, stoga prema teoremi o potprostoru
vazi ind L <n — 1. O

Teorema 2.3.7 (Druga teorema separacije). Neka je X metricki prostor i M sepa-
rabilan metricki potprostor prostora X takav da ind M <n > 0. Tada za svaki par A, B
disjunktnih zatvorenih skupova prostora X postoji particija L skupova A i B takva da
ind(LNM) <n-—1.

Dokaz. Kako je M separabilan metricki prostor, prema prvoj teoremi dekompozicije
on moze da se predstavi kao suma prostora Y i Z takvih da indY < n —1
iindZ < 0. Neka su A i B zatvoreni podskupovi prostora X. Kako je Z nula-
dimenzionalan separabilan potprostor prostora X, tada prema drugoj teoremi separacije
za dimenziju 0 postoji particija L skupova A i B takva da L N Z = (). Tada je
LNMC(X\Z)NM CYNM =Y, stoga, prema teoremi o potprostoru, sledi
ind(LN M) <indY. O

Na kraju ovog poglavlja pokazacemo da mala induktivna dimenzija jeste saglasna sa
intuitivnim pojmom dimenzije kada su u pitanju prostori R™, S™ i I". Pre toga pokazu-
jemo jednu pomoc¢nu lemu.

Lema 2.3.8. Nijedan povezan T3—prostor X koji sadrzi neprazan otvoren skup razli¢it
od X nije nula-dimenzionalan.

Dokaz. Neka je X povezan prostor V neprazan otvoren skup razlicit od X. Pretpostavimo
da je prostor X nula-dimenzionalan. Tada za x € V' i njegovu okolinu V' postoji otvoren
i zatvoren skup U tako da x € U C V. Ali, kako zbog povezanosti prostora X za skup U
mora da vazi U = () ili U = X, ovo nije moguce. O

Primer 2.3.9 (Za n € N vazi indR” < n, ind S <n iind I" < n). Neka jen =1. Iz
primera znamo da ind R = ind I = 1. Pokazimo da isto vazi i za sferu S*.

Ako z € S* C R?, iV je okolina tacke x u S*, tada postoji otvoren skup Vi u R? tako
da V = S'NV;. Tada postoji dovoljno malo € > 0 tako da = € B(xz,e) C V; i da rub lopte
B(x,¢) sece sferu S* u dvema razlicitim tackama, a,b € S'. Tada je U = B(z,e) N S!
otvoren skup u S! tako da x € U C V. Primetimo da je tada U jednak kruZnom luku na
sferi S* od tacke a do tacke b, stoga U # S*. Kako je skup

Frg1 U C S'N FrB(z,e) = S'NS(x,¢) = {a,b},

a skup {a,b} dvotackast skup u R?, iz primera znamo da je taj potprostor nula-
dimenzionalan, pa iz teoreme o potprostoru sledi da je ind Frg: U < 0. Dakle, vazi
ind S < 1. Dalje, kako je preslikavanje f(z) : [0,27] — S! dato sa f(z) = (sin(z), cos(z))
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neprekidna sirjekcija, a znamo da je povezanost invarijanta neprekidnih preslikavanja,
sledi da je sfera S! povezan skup. Kako je U jedan neprazan otvoren skup u S! tako da
U # S', prema lemi sledi ind S' > 0. Dakle, ind S! = 1.

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n — 1. Neka je x € R* i V' C R” okolina tacke x.
Tada postoji lopta B(x,e) C R" takva da z € B(x,¢) C V. Kako su sve sfere u prostoru
R"™ homeomorfne, sledi da je ind Fr B(z,¢) = ind S"! < n — 1. Tada je, prema teoremi
2.1.12, ind R™ < n, a kako je I C R" sledi i ind I"™ < n.

Neka je sada x € S™ i V C S™ okolina tacke . Tada postoji dovoljno mala lopta
B(z,e) C R""! takva da za skup U = B(x,e) N S" vaziz € U C Vi U # S™. Tada je
Frgn U C 8" N FrB(z,¢e) avazi i Fr B(x,e) = S(x,e) = S™. Kako je U # 5" sledi da
je S(z,g) N S™ # ), a kako je neprazan presek dve sfere u R"™! homeomorfan sferi S" !,
prema teoremi [2.1.7] o potprostoru i indukcijskoj hipotezi dobijamo ind Frg» U < n —1 te
na kraju prema teoremi [2.1.12[sledi ind S™ < n.

U samom zacetku razvoja teorije dimenzije, mala induktivna dimenzija je bila najza-
stupljenija zbog svoje efikasnosti. Upravo to je dovelo do razvoja Citave teorije bazirane
na ovoj dimenziji, dok su preostale dve funkcije dimenzije za to vreme imale samo spo-
rednu ulogu i nisu bile eksplicitno definisane. Tek kada se teorija dimenzije 50-tih godina
proslog veka prosirila na sire klase prostora uoceno je da mala induktivna dimenzija nema
veliki znacaj van klase separabilnih metri¢kih prostora.

Kao sto smo imali priliku da vidimo u ovom poglavlju, mnoge korisne teoreme su
pokazane kada je ovaj operator u pitanju, i za nula-dimenzionalne i za n-dimenzionalne
prostore. Teoremu o potprostoru su pokazali Urison u [21] 1922. godine i Menger
u [1I7] 1923. godine i oni se ubrajaju u prve radove koji se ti¢u male induktivne dimenzije.
Prvu teoremu separacije za dimenziju 0 (2.2.8]), teoremu o sumi za dimenziju 0 i
kasnije teoremu o sumi za dimenziju n pokazao je Menger 1924. godine i objavio
u [18] 1926. godine kao i Urison u [22] iste godine, dok su Tumarkin u [20] 1926. godine i
Hurevi¢ u [I1] 1927. godine prosirili ove teoreme sa kompaktnih metrickih na separabilne
metricke prostore. Drugu teoremu separacije za dimenziju 0 i drugu teoremu se-
paracije za proizvoljnu dimenziju ([2.3.7) pokazao je Menger u [18] za kompaktne metricke
prostore, a kasnije prosirio Hurevi¢ u [II]. Prvu i drugu teoremu dekompozicije ,
pokazao je Urison u [22], a prosirili su Tumarkin i Hurevi¢ u [20] i [11].

[ako rad sa malom induktivhom dimenzijom nije preterano zaziveo van klase sepa-
rabilnih metrickih prostora, njena uloga u teoriji dimenzije nije zanemarljiva. Zapravo,
zahvaljujuci teoremi o poklapanju u klasi ovih prostora, koju ¢emo pokazati u cetvrtoj
glavi, znamo da sve teoreme koje vaze za malu induktivnu dimenziju, od kojih smo neke
pokazali i u ovom radu, zapravo vaze i za veliku induktivnu i pokrivaju¢u dimenziju sepa-
rabilnih metrickih prostora. Dakle, itekako imamo koristi od male induktivne dimenzije,
jer se mnoge teoreme koje se odnose na nju zbog njene jednostavnosti i induktivne prirode
lakse pokazuju u odnosu na iste te teoreme koje se odnose na druge dve dimenzije.
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Glava 3

Velika induktivna dimenzija i
pokrivajué¢a dimenzija topoloskih
prostora

U ovom poglavlju uvodimo dve nove definicije dimenzije - veliku induktivnu dimenziju
Ind i pokrivajuéu dimenziju dim. U prvom odeljku nakon definicije i osnovnih primera
velike induktivne dimenzije slede teoreme koje se odnose na ovu dimenziju a predstavljaju
odgovarajuci analogon teorema [2.1.6] [2.1.71[2.1.10] koje vaze za dimenziju ind. Na kraju
¢emo pokazati da se dimenzije ind i Ind u klasi separabilnih metric¢kih prostora poklapaju.
U drugom odeljku dajemo definiciju dim preko pojmova pokrivaca kao i profinjenja i
suzavanja pokrivaca nekog prostora, pokazujemo invarijantnost ove dimenzije u odnosu
na homeomorfizam kao i jos neke teoreme koje se ticu ove dimenzije. Na kraju dajemo
ekvivalentne uslove za dimenziju dim u klasi Ty—prostora i kompaktnih prostora.

3.1 Velika induktivna dimenzija

Na pocetku uvodimo pojam velike induktivne dimenzije u klasi T,—prostora.

Definicija 3.1.1. Neka je X T)-prostor. Velika induktivna dimenzija prostora X u
oznaci Ind X je ceo broj vedi ili jednak od -1 ili beskonacan broj (sa oznakom ,,00%) koji
zadovoljava sledece uslove:

(VD1) Ind X = —1 ako i samo ako X = {);

(VD2) Ind X < n, gde n = 0,1,..., ako za svaki zatvoren skup A C X i svaki otvoren

skup V' C X tako da A C V postoji otvoren skup U C X tako da vazi
ACUCYV, IndFrU <n —1;

(VD3) Ind X =n ako je Ind X < n iako ne vazi Ind X <n — 1;

(VD4) Ind X = o0 ako Ind X >nzan=-1,0,1,...

U slede¢em primeru koristicemo dovoljan uslov da je Ind X = n koji se moze pokazati
na slican nacin kao i odgovarajuéi uslov za dimenziju ind, koriste¢i (VD2) i (VD3). Naime,
ako za svaki zatvoren skup A C X, svaki otvoren skup V' C X i svaki otvoren skup U
takav da A CU CV vazi IndFrU =n — 1, tada je Ind X = n.



3.1 Velika induktivna dimenzija

Primer 3.1.2 (Dimenzija Ind nekih potprostora prostora R). Neka je X C R
konacan potprostor. Iz primera znamo da je Ox = P(X) i da su svi podskupovi
skupa X otvoreno-zatvoreni u prostoru X. Neka je A C X zatvoren skup a V' C X
otvoren skup u prostoru X takav da A C V. Neka je U C X proizvoljan skup takav da
A C U CV. Kako je U otvoreno-zatvoren skup tada je FrU = (), stoga je Ind Fr U = —1.
Prema tome, Ind X = 0. Kako je topologija na svim konac¢nim podskupovima skupa R
i svim podskupovima skupa N diskretna i prema tome svi elementi topologije otvoreno-
zatvoreni, na slican nacin se pokazuje da je velika induktivna dimenzija ovih prostora
jednaka 0.

Sada ¢emo pokazati da je Ind X = n topoloska osobina u klasi Tj—prostora.

Lema 3.1.3. Ako su X 1Y Ty-prostori i vazi X =Y tada je Ind X < n ako i samo ako
IndY <n,zaneN.

Dokaz. (=) Neka su X 1Y Ty—prostori i neka je preslikavanje f : X — Y homeomor-
fizam. Tvrdenje pokazujemo indukcijom po dimenziji Ind X < n. Ako je n = —1, tada
je prema (VD1) X prazan skup, pa isto vazi i za Y jer su prostori homeomorfni, stoga
IndY = -1 =1Ind X.

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za dimenziju n — 1 i pokazimo da vazi i za n. Neka
je B CY zatvoren skup u Y ineka je Vg C Y otvoren skup tako da B C Vg. Kako je f
neprekidno preslikavanje, skup A = f~1[B] C X je zatvoren, a skup V4 = f~1[V3] C X
otvoren skup u prostoru X. Tada prema (VD2) postoji otvoren skup Uy, prostora X tako
da

ACULCVy, IndFrUy <n-—1.

Tada vazi poredak B = f[A] C f[U4] C f[Va] = V. Dalje, kako je f otvoreno pre-
slikavanje, skup Ug = f[U4] je otvoren skup u prostoru X, a kako je prema lemi m
flFrUa] = Fr f[Ua] = FrUp, prema lemi vazi FrU, = FrUp. Sada prema induk-
tivnoj hipotezi imamo Ind Fr U4 = Ind FrUg < n — 1. Dakle, IndY < n.

(<) Analogno prethodnom smeru. O

Teorema 3.1.4. Ako su X i Y T3—prostoriivazi X =Y tada je Ind X =IndY.

Dokaz. Slucaj za n = —1 je veé¢ obuhvacem prethodnom lemom. Ako je Ind X =n >0
tada vazi i Ind X < n, stoga je, prema prethodnoj lemi, IndY < n. Ako je IndY < n,
tada je IndY < k za neko k < n, te prema prethodnoj lemi vazi Ind X < k < n, sto je
nemoguce. Dakle, IndY = n. Ako je Ind X = oo i pretpostavimo da IndY = n < oo,
tada iz upravo pokazanog sledi Ind X = n, sto daje kontradikciju. O]

Sledeca teorema govori o tome da je dimenzija Ind potprostora manja ili jednaka
dimenziji prostora.

Teorema 3.1.5 (Teorema o potprostoru za dimenziju Ind). Neka je X T)—prostor
i M potprostor prostora X. Tada je Ind M < Ind X.

Dokaz. Dokaz je potpuno analogan dokazu teoreme o potprostoru za dimenziju
ind. O

Sledeéa propozicija je verzija propozicije [2.1.10] prilagodena dimenziji Ind, odnosno
daje potreban i dovoljan uslov za veliku induktivnu dimenziju u klasi Ty —prostora pomoc¢u
particija skupova.
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Propozicija 3.1.6. Za T,—prostor X vazi nejednakost Ind X < n, n > 0 ako i samo
ako za svaka dva zatvorena, disjunktna skupa A, B C X postoji particija L skupova A i
BtakodaInd L <n —1.

Dokaz. (=) Neka je X T,—prostor tako da vazi Ind X < n, n > 0. Nekasu A,B C X
zatvoreni, disjunktni skupovi prostora X. Tada postoji otvoren skup V' prostora X tako
da ACViV C X\ B, jer je X Ty—prostor. Dalje, kako je Ind X < n, za skup A i skup
V' postoji otvoren skup U takoda A CU C VilndFrU < n—1. Tvrdimo da je particija
skupova A i B skup L = FrU, gde su skupovi U i W = X \ U skupovi koji zadovoljavaju
uslove iz definicije particije. Primetimo prvo da su oba skupa otvorena; skup W
je otvoren jer je komplement skupa U koji je zatvoren po definiciji, a za skup U veé je
receno. Kako je U C U, vazi UN X \U = 0. Da A C U to je jasno; a da je BC X \ U
vazi jer je U CV C X \ B paimamo B = X \ (X \ B) C X \ U. Na kraju, kako je U
otvoren skup imamo FrU = U\ U, pavazi X \FrU = X\ (U\U) = X\ (UN(X\U)) =
(X\O)U(X\(X\U))=(X\U)uU

(<) Sada, pretpostavimo da T,—prostor X zadovoljava uslove teoreme. Neka je
A C X zatvoren i skup V otvoren skup tako da vazi A C V. Tada je skup B = X \ V
zatvoren i AN B = (). Prema pretpostavci, tada postoji particija L skupova A i B, tako
da Ind L < n—1. Neka su U i W otvoreni disjunktni skupovi takvidada A CU, BC W
i X\ L=UUW. Tada vazi

ACUCX\WCX\B=V.

Dakle, skup U je otvoren, i vazi A C U C V. Dalje, kako su U i W otvoreni disjunktni
skupovi, prema primedbi [2.1.11] sledi

FrUCX\(UNW)=L.

Sada, na osnovu teoreme [3.1.5/ 0 potprostoru za dimenziju Ind sledi IndFrU < Ind L <
n — 1, te je prema (VD2) Ind X < n. O

Primer 3.1.7 (Dimenzija Ind prostora R). U ovom primeru pokazacemo da je
IndR = 1. Neka su A i B zatvoreni disjunktni skupovi prostora R. Kako smo u prethod-
noj glavi pokazali da je ind R = 1, prema prvoj teoremi separacije , za skupove A
i B postoji particija L takva da ind L < 0. Tada postoje i otvoreni skupovi U i W takvi
da ACU,BCWiX\L=UUW. U prethodnoj glavi takode smo pokazali da za
neprazan potprostor X prostora R jednakost ind X = 0 vazi ako i samo ako X ne sadrzi
interval. Lako se pokazuje da rub otvorenog skupa u prostoru R ne sadrzi interva,l kao
i to da je neprazan, prema tome vazi ind FrU = 0. Kako je FrU C L, iz monotonosti
operatora ind sledi 0 = ind Fr U <ind L < 0, odnosno ind L = 0.

Pokazimo sada da je IndL = 0. Neka su Ay i By zatvoreni disjunktni skupovi
prostora L. Kako je ind L = 0 tada prema teoremi postoji particija Z skupova Ap
i By takva da ind Z = —1, odnosno Z = (). Tada je prema (VD1) Ind Z = —1, te na
osnovu propozicije dobijamo Ind L = 0. Sada mozemo primeniti propoziciju [3.1.6
na skupove A, B i particiju L i direktno dobijamo IndR < 1.

Ostaje da se pokaze da je IndR > 0. Pretpostavimo suprotno, neka je IndR < 0
i neka je A neprazan zatvoren skup i V' otvoren skup razli¢it od R takav da A C V.
Tada prema (VD2) postoji otvoren skup U takav da A C U C V i IndFrU = —1,
odnosno FrU = (). Dakle, U je neprazan otvoreno-zatvoren skup razlicit od R, §to je u
kontradikciji sa ¢injenicom da je prostor R povezan. Prema tome, vazi Ind R = 1.
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3.2 Pokrivajuéa dimenzija

Sada ¢emo pokazati da se dimenzije ind i Ind poklapaju na klasi separabilnih metrickih
prostora. Ovu teoremu pokazujemo iz dva dela, a prvo ¢emo pokazati da vazi nejednakost
ind X < Ind X u svim Ty—prostorima.

Teorema 3.1.8. Za svaki Ty—prostor X vazi ind X < Ind X.

Dokaz. Kako je svaki Ty—prostor ujedno i T5—prostor, dimenzija ind za T,—prostore je
dobro definisana. Dokaz sprovodimo indukcijom po dimenziji Ind. Primetimo, ako je
Ind X = oo, tvrdenje trivijalno vazi. Neka je n = —1. Tada je prema (VD1) X = ),
stoga prema (MD1) vazi ind X = —1 = Ind X. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n — 1
i pokazimo da vazi za n. Neka je x € X i B zatvoren skup tako da x ¢ B. Tada, kako
je X T)—prostor, skup A = {z} je zatvoren, te su skupovi A i B zatvoreni i disjunktni.
Prema propoziciji za skupove A i B postoji particija L tako da Ind L < n —1. Kako
prema indukcijskoj pretpostavci vazi ind L < Ind L < n — 1, koristec¢i propoziciju [2.1.10
dobijamo ind X < n. O]

Teorema 3.1.9. Za svaki separabilni metric¢ki prostor X vazi ind X = Ind X.

Dokaz. Kako je svaki metricki prostor Tj—prostor, prema teoremi [3.1.8| vazi ind X <
Ind X, stoga je dovoljno pokazati obrnutu nejednakost. Dokaz sprovodimo indukcijom
po ind X. Primetimo, ako je ind X = oo tada tvrdenje trivijalno vazi.

Neka je n = 0. Neka su A, B C X disjunktni, zatvoreni skupovi. Kako je ind X = 0,
prema prvoj teoremi separacije za dimenziju 0 , L = () je particija skupova A i B,
te vazi ind L = —1. Sada prema propoziciji [3.1.6| sledi da je Ind X < 0, pa je zadovoljeno
Ind X <ind X =0.

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve separabilne metricke prostore male induktivne
dimenzije manje od n, n > 0, i pokazimo da vazi kada je ind X =n. Neka su A, B C X
zatvoreni, disjunktni skupovi. Prema prvoj teoremi separacije postoji particija L
skupova A i B tako da ind L < n—1. Tada prema induktivnoj hipotezi vazi Ind L < n—1,
te primenom propozicijie dobijamo Ind X < n. Dakle, vazi Ind X < ind X. O

3.2 Pokrivaju¢a dimenzija

Sam naziv ovog odeljka govori nam da je sastavni deo ovog pristupa pojmu dimenzije
topoloskog prostora upravo pojam pokrivaca nekog prostora. Podsetimo se, familija A
nekih podskupova prostora X je pokriva¢ prostora X ako i samo ako je Uyecq A = X.
Ako je familija B C A takode pokrivac¢ prostora X, kazemo da je B potpokrivac¢ pokrivaca
A.

Vrlo vazan pojam kada je u pitanju pokrivaju¢a dimenzija jeste i pojam reda neke
familije skupova. Ako je X prostor i A familija podskupova prostora X, kazemo da je
red familije A jednak n, u oznaci ord A = n, ako postoji n + 1 skupova unutar familije A
koji imaju neprazan presek i ako je to maksimalan broj skupova koji zadovoljavaju ovaj
uslov. Ako konacan broj n ne postoji, kazemo da je red familije A jednak oo. Dakle,
ako je red familije A = {A}scs jednak n, to znaci da za svaka n + 2 razli¢ita indeksa
S1,89, ..y Sppo VazZi Ay N A, N...N A, = 0. Familija reda —1 sadrzi samo prazan
skup, dok se familija reda 0 sastoji od uzajamno disjunktnih skupova.

Neka je familija A podskupova prostora X pokriva¢ prostora X. Za pokriva¢ B
prostora X kazemo da je profinjenje pokrivaca A, odnosno da B profinjuje A, ako za

39



svako B € B postoji A € A tako da B C A. Primetimo da je svaki potpokriva¢ pokrivaca
A zapravo profinjenje pokrivaca A.

Sada, kada smo uveli pojam reda neke familije i profinjenja pokrivaca topoloskog
prostora, uvodimo definiciju pokrivajuc¢e dimenzije topoloskog prostora.

Definicija 3.2.1. Neka je X Ty—prostor. Pokrivaju¢a dimenzija prostora X u oznaci
dim X je ceo broj veéi ili jednak od -1 ili beskonac¢an broj (sa oznakom,00%) koji zadovo-
ljava sledecée uslove:

(PD1) dim X < n, gde n = —1,0,1,... ako svaki konacan otvoren pokriva¢ prostora X
ima konacno otvoreno profinjenje reda < n;

(PD2) dim X =n ako dim X <nidimX > n — 1;
(PD3) dim X = oo ako dim X > n za svakon = —1,0,1...

Primedba 3.2.2. Primetimo da smo, u sklopu definicije male i velike induktivne di-
menzije, uvodili kao poseban uslov tvrdenje da je topoloski prostor X dimenzije —1 ako
i samo ako je X = (). Ovde taj uslov sledi iz osobine (PD1). Naime, ako je X = 0 i
familija A otvoren pokrivac¢ prostora X, kako je prazan skup jedini otvoren skup pro-
stora X, mora da vazi A = {0}. Dakle, familija A je reda —1. Jasno, njeno jedino
otvoreno profinjenje jednako je A, stoga prema (PD1) sledi da je dim X = —1. Sa druge
strane, ako je dim X = —1, to znaci da svaki konacan otvoren pokriva¢ A prostora X
ima konac¢no otvoreno profinjenje B reda —1, Sto znaci da B = {0}. Kako je profinjenje
pokrivaca topoloskog prostora i samo pokriva¢ tog prostora, sledi da je X = ().

Sada ¢emo pokazati da je dim X = n takode topoloska osobina.

Lema 3.2.3. Neka su X i Y Ty—prostori i vazi X = Y. Tada je dim X < n akko
dimY <n,zaneN.

Dokaz. (=) Neka je dim X = n. Ako je n = —1, tada je prema upravo pokazanom X
prazan skup, a kako su X i Y homeomorfni prostori Y je takode prazan skup, stoga vazi
dimY = —1 = dim X.

Pokazimo sada da tvrdenje vazi za n > 0. Neka su X 1 Y homeomorfni T—prostori
gde je f homeomorfizam izmedu X i Y i neka je dimX < n. Neka je familija A =
{A;}F_, konacan otvoren pokriva¢ prostora Y. Tada je familija B = {f~'[A;]}*_; konacan
pokrivac prostora X, a kako je f homeomorfizam, inverzna slika otvorenog skupa otvoren
skup. Dakle, familija B je otvoren pokrivac.

Kako je dim X < n to znaci da postoji konacano otvoreno profinjenje Vg = {B;}5_;
pokrivaca B reda n. Kako je f bijekcija, familija Va = {f[B;]}}-, je konacan pokrivac
prostora Y, a kako je f i otvoreno preslikavanje, pokriva¢ V4 je otvoren. Pokazimo da
je V4 profinjenje pokrivaca A. Neka f[B,;] € V4 za neko j < s. Kako B; € Vg, a Vg je
profinjenje pokrivaca B, postoji i < k tako da B; C f~'[A;]. Kako je f bijekcija, vazi
f[B;] € flf'Ai]] = Ai. Dakle, familija V4 je kona¢no, otvoreno profinjenje pokrivaca
A. Kako je f bijekcija, slika preseka konacno mnogo skupova je jednaka preseku slika,
te iz toga sledi da je slika proizvoljne familije reda n takode jednaka n. Dakle, familija
V4 je takode reda n. Dakle, dimY < n.

(<) Analogno prethodnom smeru.

Teorema 3.2.4. Ako su X i Y Ty—prostoriivazi X =Y, tada je dim X = dimY.
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3.2 Pokrivajuéa dimenzija

Dokaz. Neka je dim X = n. Slucaj za n = —1 veé je obuhva¢em prethodnom lemom.
Ako je dimX = n,n > 0, tada vazi i dim X < n, stoga je, prema prethodnoj lemi,
dimY < n. Ako je dimY < n, tada je dimY < k za neko k£ < n, te prema prethodnoj
lemi vazi dim X < k < n, sto je nemoguce. Dakle, dimY = n. Ako je dim X = oo i
pretpostavimo da dimY = n < oo, tada iz upravo pokazanog sledi dim X = n, Sto daje
kontradikciju. O]

U sledec¢oj propoziciji dajemo dva ekvivalentna uslova vezana za pokrivajucu dimenziju
prostora, ali pre toga uvodimo jos jedan pojam koji se tice pokrivaca topoloskog prostora.
Za pokriva¢ B = {B;}cs kazemo da je suzavanje pokrivaca A = {A,}scs prostora X
ako za svako s € S vazi By C A,. Suzavanje je otvoreno (zatvoreno) ako su svi elementi
familije B otvoreni (zatvoreni) podskupovi prostora X.

Primetimo da je suzavanje B pokrivaca A takode i refinement pokrivaca A. Takode,
vazi i ord B < ord A. Naime, ako je n = oo tvrdenje trivijalno vazi, stoga pretpostavimo
da ord A < n. Kako za svakih n + 2 razlicitih indeksa iz S vazi Bs, N Bs, N...N B
AgNA,N...NA ,, =0, sledi ord B < n.

Propozicija 3.2.5. Za svaki Tj—prostor X sledeéi uslovi su ekvivalentni:

Sn4+2 =

Sn+2

(a) Prostor X zadovoljava nejednakost dim X < n;
(b) Svaki konacan otvoren pokriva¢ prostora X ima otvoreno profinjenje reda < n;

(c) Svaki konacan otvoren pokriva¢ prostora X ima otvoreno suzavanje reda < n.

Dokaz. Implikacija (a) = (b) sledi iz (PD2), a kako svako suzavanje mozemo posmatrati
kao profinjenje dobijamo i (¢) = (a). Stoga, pokazimo jos da vazi (b) = (c).

Neka je {A;}*_, konac¢an otvoren pokriva¢ prostora X i B njegovo konacéno profinjenje
reda < n. Za B € B odaberimo broj i(B) < k tako da B C A i definiSimo skupove
B; = U{B :i(B) = i}. Ako postoji j < k koje ovim postupkom nije odabrano, neka
je B; = 0. Pokazimo da je familija {B;}F_; otvoreno suZavanje pokrivaca {A4;}% | reda
< n. Jasno, za svako ¢ skup B; je otvoren, kao unija otvorenih skupova ili kao prazan
skup. Takode, prema konstrukciji vazi B; C A; za svako i. Dalje, pretpostavimo da je
ord{B;}}_, > n. Tada postoji n + 2 skupa ove familije ¢iji je presek neprazan. Medutim,
prema konstrukeiji elemenata familije { B;}*_; tada postoji n + 2 skupa famlije B ¢iji je

presek neprazan, $to je nemoguée jer ord B < n. Prema tome, ord{B;}*_, < n. O

U sledecoj teoremi navodimo jedan nacin za proveru da li je dim X < n, pri ¢emu je
dovoljno posmatrati samo pokrivace sa n + 2 elementa.

Teorema 3.2.6. Za topoloski Tj—prostor X vazi nejednakost dim X < n ako i samo
ako svaki otvoren pokriva¢ sa n+ 2 elementa {U; }"+2 prostora X ima otvoreno suzavanje
{W;}42 reda < n, odnosno tako da vazi N F2W; = 0.

Dokaz. Da je ovaj uslov potreban sledi na osnovu propozicije Kako bismo pokazali
da je uslov i dovoljan, dovoljno je da pokazemo da u svakom T);—prostoru X takvom
da dim X > n postoji otvoren pokriva¢ {U;}?*? prostora X tako da za svako njegovo
suzavanje {W; 42 vazi N2 W, # 0.

Kako je dim X > n, prema propoziciji m postoji otvoren pokriva¢ V = {V;}¥_,
prostora X koji nema suzavanje reda < n. Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti
da pokriva¢ V ima slede¢u osobinu: ako je V' = {V/}%_| njegovo otvoreno suzavanje, tada

VinNVin...nV] #0 kadagod V;,NV,,N...NV,, #0, (3.1)
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pri ¢emu je {i1, 2, ...,im} C {1,2,...,k}. Ako postoji neki skup indeksa {iy,is,..., %}
za koji je presek elemenata iz V' odreden ovim skupom indeksa prazan, dok je odgova-
rajuci presek iz V neprazan, tada mozemo skup V zameniti sa }V'. Tako smo neprazan
presek zamenili praznim, te kada posmatramo preseke suzavanja familije V' u odnosu
na preseke familije V' on vise ne ulazi u proveru uslova (3.1)). Kako je partitivni skup
skupa {1,2...,k} konac¢an, odnosno svih preseka iz V ima kona¢no mnogo, tada se i ovaj
postupak popravljanja skupa V zavrsava u konac¢no mnogo koraka. Primetimo da, ako je
V" otvoreno suzavanje familije V', tada je ono i otvoreno suzavanje familije V jer je V"
familija otvorenih skupova sa k elemenata, i za svako V" € V" vazi V! C V! C V, i < k.
Prema tome, sva suzavanja familije koja se dobija na kraju ovog postupka jesu suzavanja
pocetne familije V, stoga uslov da trazeni konacan otvoren pokrivac¢ prostora X nema
suzavanje reda < n nije narusen.

Kako familija ¥V nema suzavanje reda < n, a trivijalno svaka familija je takode suza-
vanje same sebe, sledi da ordV > n. Tada postoji podskup skupa V sa n + 2 elementa
Ciji je presek neprazan, te ako izvrsimo odgovarajuc¢u prenumeraciju skupa ¥ dobijamo

n-+2

Vi#0 (3.2)

Neka je sada familja U = {U;}?4 otvoren pokriva¢ prostora X sa n + 2 elementa tako
dalU;=Vizat<n+1iU,s= Uf:n+2 V;. Pokazimo da je to trazeni pokriva¢ prostora
X. Neka je {W’Z}fj proizvoljno otvoreno suzavanje pokrivaca U. Tada je pokrivac

Wi, Wa, oo Wi, Wago N Vo, Woo N Vs, oo, Wpa NV} (3.3)

otvoreno suzavanje familije V (primetimo samo da je W, 1o C U2, stoga U 1o Whga N
Vi=W,aN Uf:nﬁ Vi = Wyhio NUpio = Wyyo, iz Cega sledi da je familija data u (3.3))

pokriva¢; ostalo se lako proverava). Tada je prema (3.1]) i (3.2)

n+2 n+1

Wi 2 ([ Wi) N (Whgo N Viga) # 0,
i=1 i=1

sto je i trebalo pokazati. O

Kazemo da je prostor X kompaktan ako je Hauzdorfov i svaki otvoren pokrivac¢ pro-
stora X ima konacan potpokriva¢. U narednom poglavlju koristicemo ekvivalentan uslov
za pokrivajucu dimenziju kompaktnog metrickog prostora, ali pre toga moramo da uve-
demo nov pojam koji se tice pokrivaca prostora.

Neka je A familija podskupova metrickog prostora X. Mreza familije A, u oznaci
mesh A, je najmanje gornje ogranicenje dijametara svih elemenata iz 4, odnosno

mesh A = sup{d(A) : A € A}.

Primetimo da je mesh A = a € R ili mesh A = oo.

Sada dajemo lemu koja se u literaturi navodi kao pokrivajuca teorema Lebeskog (videti
[7], glava 4).

Lema 3.2.7. Za svaki otvoren pokriva¢ A kompaktnog metrickog prostora X postoji
e > 0 tako da je pokriva¢ { B(x,¢)},ex profinjenje pokrivaca A.

42



3.2 Pokrivajuéa dimenzija

Dokaz. Kako je A pokrivac, za svako x € X postoji A, € A tako da x € A,. Dalje,
za tacku x i skup A, postoji dovoljno malo €, > 0 tako da B(x,2¢,) C A,. Otvoren
pokriva¢ {B(z,e,)}sex prostora X ima konacan potpokriva¢, odnosno postoji konacan
skup {z1,x9,..., 21} C X tako da

X = B(1,62,) U B(x2,64,) U ... B(Tg, s, )-

Pokazimo da ¢ = min{e,,, €4,, - . ., s, } zadovoljava uslov tvrdenja, odnosno da je pokri-
va¢ { B(x, €) }zex profinjenje pokrivaca A. Neka zy € X. Kako je familija {B(z;, €.,) }i<k
pokriva¢ prostora X, tada postoji j < k tako da xy € B(xj,e,,). Dalje, za svako
v € B(wo,e) vazi d(x,x;) < d(v,20) + d(w0,75) < €+ &, < 26,,. Dakle, B(zg,¢) C
B(wj,2e,,) C Ay, iz ¢ega sledi da familija { B(,€)}.cx jeste profinjenje pokrivaca A.
O

Broj € > 0 koji zadovoljava uslove prethodne leme naziva se broj Lebeskog za pokrivac

A.

Teorema 3.2.8. Za svaki kompaktan metrizabilan prostor X slede¢i uslovi su ekviva-
lentni:

(a) Prostor X zadovoljava nejednakost dim X < n;

(b) Za svaku metriku d na prostoru X i svako € > 0 postoji konacan otvoren pokrivaé¢
U prostora X tako da meshid < eiordU < n;

(c) Postoji metrika d na prostoru X tako da za svako € > 0 postoji konacan otvoren
pokriva¢ U prostora X tako da meshif < e i ordU < n.

Dokaz. (a) = (b) Neka je X kompaktan metricki prostor tako da dim X < n. Neka
je d metrika na prostoru X i e > 0. Zbog kompaktnosti prostora X otvoren pokrivac
{B(x,5)} zex ima konacan potpokrivac. Dalje, iz (PD1) dobijamo konacno otvoreno
profinjenje ovog pokrivaca koji je reda < n. Time smo dobili pokrivac¢ koji zadovoljava
uslove pod (b).

(b) = (c) Trivijalno vazi.

(¢) = (a) Neka je d metrika kompaktnog prostora X koja zadovoljava uslove pod (c) i
neka je A = {A;}_, konacdan otvoren pokriva¢ prostora X. Neka je £ > 0 broj Lebeskog
za pokriva¢ A. Kako se svaki podskup skupa X dijametra manjeg od ¢ moze pokriti
nekom loptom B(z,¢), pri ¢emu je, prema lemi[3.2.7, {B(,€)},ex profinjenje pokrivaca
A, to znaci da se svaki podskup skupa X dijametra manjeg od ¢ nalazi u nekom od
elemenata familije A. Prema (c), za € postoji konac¢an otvoren pokriva¢ U prostora X
takav da meshif < ¢ i ordd < n. Kako je meshif < e, to znaci da je U i profinjenje
pokrivaca A, stoga sledi dim X < n. O

U ovom poglavlju uveli smo dve nove funkcije dimenzije u klasi separabilnih metrickih
prostora - veliku induktivnu dimenziju i pokrivajuéu dimenziju dim. Velika induktivna
dimenzija u mnogome podseca na malu induktivnu dimenziju sa kojom deli neke osnovne
osobine dok se pokrivajuca dimenzija zasniva na potpuno drugacijem pristupu putem
pokrivaca prostora.

Kao sto smo spomenuli u predgovoru, velika induktivna dimenzija predstavlja ekvi-
valent prve funkcije dimenzije koju je konstruisao Brauer 1913. godine u [3]. Za uvodenje
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formalne definicije zasluzan je Ce koji je svoje prve rezultate u vezi ove dimenzije dao
1931. godine u [4]. U ovom odeljku smo pokazali i prvi vazan korak ka teoremi o pokla-
panju, a to je da za svaki separabilni meticki prostor X vazi ind X = Ind X. Primetimo
da je ova teorema direktna posledica teoreme o separaciji iz prethodnog poglavlja.
Ovu jednakost pokazali su Menger i Urison u [18] i [22]. U klasi separabilnih metrickih
prostora teoremu o poklapanju male i velike induktivne dimenzije pokazali su Tumarkin
i Hurevi¢ u [20] i [11].

Poceci pokrivajuée dimenzije vezani su za rad Lebeskog [15] iz 1911. godine u kojem
je pokazao posebno svojstvo n-dimenzionalne kocke preko pokrivaca, iz ¢ega je sledilo da
I" 2 1™, za n # m. Formalnu definiciju ove dimenzije takode je uveo Ceh u [5] 1933. go-
dine. U ovom poglavlju smo takode pokazali teoremu koju je pokazao Hemingsenﬂ
1946. godine u [10] i nju ¢emo koristiti u sledecoj glavi u dokazu teoreme o particijama.
Poslednju teoremu u ovoj glavi, teoremu [3.2.8] koristi¢emo za dokazivanje teoreme o kom-
paktifikaciji koja je klju¢na za dokazivanje teoreme o poklapanju, teoreme koja potpuno
definise odnos izmedu sve tri dimenzije u klasi separabilnih metrickih prostora.

Kada je u pitanju odnos dimenzija Ind i dim van klase separabilnih metrickih prostora,
moze se pokazati da se ove dve dimenzije poklapaju na svim metrickim prostorima ali
ne i na svim kompaktnim prostorima. Sa druge strane, dimenzije ind i dim se u opstem
sluc¢aju razilaze kada su u pitanju i metricki i kompaktni prostori. Vise detalja vezanih
za ovu problematiku ¢italac moze pronaéi u [§].

"Eduard Cech (1893-1960), Ceski matematicar
2Erik Hemmingsen (1917-2012), danski matematicar
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Glava 4

Fundamentalna teorema teorije
dimenzije

Sada kada smo uveli pojam topoloske dimenzije na tri razli¢ita nacina - preko male i
velike induktivne dimenzije kao i pokrivaju¢e dimenzije, i pokazali da za sve separabilne
metricke prostore vazi ind X = Ind X, pitamo se da li se pokrivaju¢a dimenzija dim
znacajno razlikuje od prve dve dimenzije u klasi ovih prostora. Odgovor na ovo pitanje
nam daje teorema o poklapanju - sve tri dimenzije se poklapaju u klasi separabilnih
metrickih prostora. Kako bismo to pokazali, u prvom odeljku ove glave uvodimo osnovne
pojmove koji se ticu kompaktifikacije, kompletnosti, kao i totalno ograni¢ene metrike
nekog metrickog prostora, a u drugom odeljku pokazujemo teoremu kompaktifikacije koja
ima posebnu ulogu u dokazivanju teoreme o poklapanju. U tre¢em odeljku pokazujemo
fundamentalnu teoremu teorije dimenzije prema kojoj su sve tri dimenzije prostora R"
jednake n, da isto vazi i za separabilne metricke prostore I i S, a da je Hilbertova kocka
IN beskona¢ne dimenzije.

4.1 Osnovni pojmovi

Sadrzaj ovog odeljka prema svojoj slozenosti vise odgovara uvodnom delu ovog rada.
Medutim, kako se pojmovi i teoreme navedene na ovom mestu direktno nadovezuju na
ovo poglavlje, radi bolje preglednosti dajemo ga na pocetku ovog poglavlja. Kompletni
dokazi teorema koje su samo navedene mogu se naéi u [7] i [14], odakle su preuzete i
definicije.

Topoloski prostor (X, Q) je metrizabilan ako postoji metrika d na skupu X tako da
se topologija indukovana metrikom d poklapa sa topologijom O, odnosno O; = O. Ako
metrika d indukuje topologiju O kazemo da je d metrika u prostoru X.

Kazemo da su metrike d; i ds na skupu X ekvivalentne ako indukuju istu topologiju
na skupu X.

Za niz xq, x4, ... tacaka prostora X kazemo da konvergira ka tacki x € X ako i samo
ako za svaku okolinu U tacke z postoji prirodan broj ny tako da za svako n > ngy vazi
r, € U, i pri tome koristimo oznaku lim; .., x; = x. Za niz koji ima bar jednu granicu
kazemo da je konvergentan. Moze se pokazati da u Hauzdorfovom prostoru niz moze
imati najvise jednu granicu. Kako su prostori sa kojima radimo metricki, a svi metricki
(metrizabilni) prostori Tj—prostori, pa time i Hauzdorfovi, pod pojmom konvergencije
niza podrazumevac¢emo da granica postoji i da je jedinstvena.



Sada ¢emo dati teoremu koja daje potreban i dovoljan uslov za konvergenciju niza
u metrickom prostoru, a nakon toga teoremu koja govori o ekvivalenciji dve metrike u
istom metrizabilnom prostoru.

Teorema 4.1.1. Ako je (X,d) metricki prostor i {z,}°°, niz u X, z € X, tada je
lim,,_,~ x,, = x ako i samo ako vazi:

Ve >0 Ing €N Vn>ng d(z,,z) <e.

Teorema 4.1.2. Metrike d; i dy na skupu X su ekvivalentne ako i samo ako za svako
x € X isvaki niz xq, xs, ... tacaka prostora X vazi
Zlgglo di(z,z;) =0 ako i samo ako 1li>r<r>lo do(z, ;) = 0.

Sada ¢emo uvesti poseban pojam po pitanju kompaktnosti topoloskog prostora, a
to je kompaktifikacija prostora. Ako je X topoloski prostor, kazemo da je kompaktan
prostor X kompaktifikacija prostora X ako X sadrzi gust potprostor koji je homeomorfan
prostoru X.

Neka je (X, d) metricki prostor i {x;}52; niz tacaka u prostoru X. Kazemo da je niz
{z;}2, Kosijev u (X, d) ako za svako € > 0 postoji prirodan broj ng tako da za svako
m,n > ng vazi d(x,,z,) < e. Svaki konvergentan niz je Kosijev. Ako u prostoru X
svaki KoSijev niz konvergira, kazemo da je taj prostor kompletan. Vrlo vazan primer
kompletnog prostora jeste i prostor R.

Za dati metricki prostor (X, d) postoji vise kompletnih metrickih prostora (Y, o) koji
sadrze potprostor izometrican potprostoru prostora (X,d). Medutim, prostor (Y, o) je
jedinstveno odreden (do na izometriju) ako dodamo uslov da potprostor prostora (Y, o)
izometri¢an prostoru (X, d) jeste gust u (Y, o).

Teorema 4.1.3. Za svaki metricki prostor (X, d) postoji tacno jedan (do na izometriju)
kompletan metricki prostor (X d) tako da X sadrzi gust potprostor izometrican prostoru
(X,d). Prostor (X,d) zovemo kompletiranje prostora (X, d).

Kazemo da je skup A e—gust u metrickom prostoru (X, d) ako i samo ako za svako
x € X postoji 2’ € A tako da d(x,2') < e.

Metricki prostor (X, d) je totalno ogranicen ako za svako € > 0 postoji konacan skup
A C X koji je e—gust u (X,d). Metrika d je totalno ogranicena na skupu X ako je
prostor (X,d) totalno ogranicen. Kazemo da je topoloski prostor X je metrizabilan
totalno ograni¢cenom metrikom ako postoji totalno ograni¢ena metrika na prostoru X.

Primer 4.1.4. U ovom primeru pokazacemo da je metrika d;(z,y) = |z — y|,z,y €
totalno ogranicena na prostoru I sa uobicajenom topologijom, pri ¢emu ¢emo koristiti
tvrdenje iz [14] prema kome su svi zatvoreni realni intervali kompaktni, pa prema tome
i interval I. Za ¢ > 0 familija {B(x,¢)},er je pokriva¢ prostora I. Kako je prostor [
kompaktan, postoji konacan skup {zy,xs,..., 2} C I tako da

I = B(x1,e) UB(xg9,e) U...U B(xy,¢).
Tada je {x1,2s,..., 2} e—gust skup u I jer za svako x € X postoji i < k tako da
x € B(x;,¢), odnosno dy(x,z;) < e.

U ovom poglavlju ¢e nas posebno zanimati veza izmedu kompaktnosti i kompletno-
sti metrickog prostora. U sledecoj teoremi dajemo potreban i dovoljan uslov kada je
metrizabilan prostor kompaktan.
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4.1 Osnovni pojmovi

Teorema 4.1.5. Metrizabilan prostor X je kompaktan ako i samo ako na prostoru X
postoji metrika d koja je totalno ogranicena i kompletna.

Teorema 4.1.6. Kompletiranje metrickog prostora (X, d) je kompaktno ako i samo ako
je (X, d) totalno ogranicen prostor.

U jednom od prethodnih poglavlja smo definisali neprekidnost funkcije preko otvorenih
skupova. Sada ¢emo dati teoremu o neprekidnosti funkcije u metrickom prostoru.

Teorema 4.1.7. Neka su (X,dx) i (Y,dy) metricki prostori i xy € X. Funkcija
f X =Y je neprekidna u tacki zy ako i samo ako vazi uslov

Ve>0 30 >0 Ve e X (dy(z,mo) <d=dy(f(x),[f(xg)) <e).

Jedna vrsta neprekidnosti koja se pojavljuje u metrickim prostorima jeste i uniformna
(ravnomerna) neprekidnost. Ako su (X, dyx) i (Y,dy) metricki prostori, kazemo da je
funkcija f : X — Y je uniformno neprekidna na X ako i samo ako vazi uslov

Ve>0 30>0 Vo,ye X (dx(z,y) <d=dy(f(x), f(y)) <e).

Lako se pokazuje da uniformna neprekidnost na X implicira neprekidnost u svakoj tacki
T € X.

Jos jedna vrsta neprekidnosti koju éemo koristiti jeste sekvencijalna (nizovna) nepre-
kidnost. Neka su (X, Ox), (Y, Oy) topoloski prostori i o € X. Kazemo da je funkcija
f X — Y sekvencijalno neprekidna u tacki xy ako i samo ako za svaki niz {z, }n,en u
prostoru X iz lim,, ., z, = x sledi lim,, . f(z,) = f(z). Kad je u pitanju veza izmedu
neprekidnosti i sekvencijalne neprekidnosti, vazi slede¢a teorema.

Teorema 4.1.8. Neka su X i Y metricki prostori. Funkcija f : X — Y neprekidna u
tacki xy ako i samo ako je sekvencijalno neprekidna u toj tacki.

Sada ¢emo navesti jednu teoremu koja daje potreban i dovoljan uslov da skup bude
gust, koji je opisan preko nizova.

Teorema 4.1.9. Neka je (X, Q) prostor u kome vazi prva aksioma prebrojivosti. Skup
D C X je gust ako i samo ako za svaku tacku = € X postoji niz {d, },en u skupu D, ¢ija
je granica tacka x.

Na kraju dajemo vrlo vaznu teoremu koju ¢emo koristiti u dokazu teoreme kompakti-
fikacije, a koja se tic¢e prosirenja uniformno neprekidnih funkcija sa gustog skupa na ceo
prostor.

Teorema 4.1.10. Neka je (X, d) metricki prostor i (Y, ) kompletan metricki prostor.
Tada svako preslikavanje f : A — Y, gde je A gust skup u prostoru X, koje je uni-
formno neprekidno u odnosu na metriku d na skupu A, moze se prosiriti do preslikavanja
f: X — Y koje je uniformno neprekidno u odnosu na metriku d na X.

47



4.2 Teorema kompaktifikacije i teorema o poklapa-
nju

Teorema kompaktifikacije predstavlja vrlo vazan korak ka dokazivanju fundamentalne
teoreme topoloske dimenzije. Ona spada u grupu teorema koje se pokazuju preko dimen-
zije dim, stoga su pokrivaci esencijalan deo pristupa ovoj teoremi. Iz tog razloga, na
pocetku ovog poglavlja uvodimo tri jednostavne operacije na pokrivac¢ima.

Ako su Ay, As, ..., A pokrivaci topoloskog prostora X, tada je familija svih preseka
AiNAsN...NA, gde A; C A;, zai=1,2,..., k, pokriva¢ prostora X koji obelezavamo
sa A1 A As A ..o A Ag. Jasno, ako x € X, tada za svako i < k postoji A;, tako da
x € A;, € A, jer su A; pokrivaci prostora X, stoga je ova familija zaista pokrivac. Kako
su konacni preseci otvorenih skupova otvoreni, ova familija je otvorena ako su i pokrivaci
A; otvoreni, i konac¢na, ako su i A; konacni.

Neka je f : X — Y neprekidno (sirjektivno) preslikavanje topoloskog prostora X u
topoloski prostor Y i neka je A pokriva¢ prostora Y. Tada je familija svih inverznih slika
f7'A], gde A € A, pokrivac prostora X, jer X = f7'Y] = f"HUacu A] = Uaca [ A]
Ako je A otvoren pokrivac¢ tada je i familija inverznih slika takode otvoren pokrivaé¢ (jer
je f neprekidno preslikavanje), a konacnost se takode prenosi na novi pokrivac.

Ako je M potprostor prostora X i A pokrivac¢ prostora X, tada je familija svih preseka
MnNA, gde A € A, pokrivac potprostora M jer M = MNX = MNUgeca A = Usea MNA.
Pokrivac¢ prostora M dobijen na ovakav na¢in oznac¢avamo sa A|M. Ako je familija A
otvoren pokriva¢ tada su i skupovi M N A otvoreni, pa je pokriva¢ A|M takode otvoren,
a iz konac¢nosti familije A takode sledi kona¢nost familije A|M.

U sledecoj lemi dajemo potreban i dovoljan uslov kada je prostor metrizabilan totalno
ograni¢cenom metrikom, koji ¢emo kasnije koristiti.

Lema 4.2.1. Prostor (X,d) je totalno ograni¢en metrikom d ako i samo ako za svako
€ > 0 postoji konacan otvoren pokriva¢ U prostora X takav da meshif < e.

Dokaz. (=) Neka je prostor (X, d) totalno ogranéen metrikom d. Neka je ¢ > 0. Odabe-
rimo konacan §—gust skup A = {ay,...,a;} C X. Tada je familija {B(a;, $)}_, pokrivac
prostora X jer za x € X postoji i <k tako da d(z,a;) < 5, odnosno x € B(a;, 5). Pored
toga, kako je { B(a, 5) * | konac¢na familija otvorenih lopti, to je konacan otvoren pokri-
vaé prostora X . Jasno, za svako i < k vazi 6(B(a;, £)) < € pa je mesh{B(a;, §)}F, <e.

(<) Neka je (X,d) metricki prostor takav da vazi uslov tvrdenja i neka je ¢ > 0.
Tada postoji konacan otvoren pokriva¢ U = {U;}%_, prostora X takav da meshi < e.
Za svako i < k odaberimo a; € U;, i neka A = {aj,as,...,a;}. Neka je x € X. Tada
postoji U; C U takav da z € U;. Kako meshlf < ¢, tada je 6(U;) < ¢, stoga d(z,a;) < €.
Dakle, skup A je e—gust skup. ]

Primedba 4.2.2. Ako je (X, d) totalno ogranic¢en metrikom d takav da dim X < n, tada,
prema (PD1), postoji konacno otvoreno profinjenje U pokrivaca {B(a;, 5) k| takav da
ordU < n, koji, naravno, zadovoljava uslov meshif < e.

Sada dajemo lemu koju ¢emo koristiti u dokazu teoreme kompaktifikacije.

Lema 4.2.3. Neka je metricki prostor (X,d) totalno ogranicen metrikom d i neka je
dim X < n. Za svaki niz neprekidnih funkcija fi, fo,... fx, koje preslikavaju X na I,
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4.2 Teorema kompaktifikacije i teorema o poklapanju

i svako ¢ > 0 postoji konacan otvoren pokriva¢ U prostora X tako da meshid < e,
ordU <mn,i|fi(x)— f;(y)| <e,i <k, pri ¢emu z iy pripadaju istom ¢lanu pokrivaca U.

Dokaz. Neka je € > 0 i funkcije f1, fo, ..., fr neprekidna preslikavanja iz prostora X u
prostor I. Kako su prostori X i I prostori sa totalno ograni¢enim metrikama, postoje
konacni otvoreni pokrivac¢i ¥V i W prostora X, odnosno [ tako da vazi mesh) < ¢ i
mesh W < e. Kako su V i W konaé¢ni otvoreni pokrivadi, tada je i pokrivac V A f; HW] A
f3 VA, . .Afi W) konadan otvoren pokrivaé prostora X . Pokazimo sada da proizvoljan
potpokriva¢ U ovog pokrivaca takav da ordU < n (jer dim X < n) zadovoljava uslove
tvrdenja.

Posmatrajmo proizvoljan potpokrivac¢ U ovog pokrivaca reda < n. Prema konstrukeiji
pokrivaca U, za svako U € U postoji V € V tako da U C V. Kako je meshV < ¢, sledi
d(U) < €, odnosno meshUf < e.

Sada, neka z,y € U C U i f; jedno od preslikavanja. Tada je U = V N W{ N
Wisn...NW},, zaneko V€ Vi W/ = f'[W)],W; € W. Tada f;(z), fi(y) € fi[U] =
FIVIALW O ALIWIO. .0 fIWE € AW = £ W] © W (er generalno vaui
fIf7'[A]] € A za svako preslikavanje f). Sada, kako je §(W;) < e i fi(z), fily) € Wi,
sledi d; (fi(z), fi(y)) = [fi(z) — fily)] <e. O

Kako bismo prethodnu lemu mogli iskoristiti u dokazu teoreme kompaktifikacije, bez
dokaza dajemo teoremu koja daje vezu izmedu separabilnosti i metrizabilnosti totalno
ogranic¢enom metrikom. Njen dokaz se moze naéi u [7], str 268.

Teorema 4.2.4. Topoloski prostor je metrizabilan totalno ograni¢enom metrikom ako i
samo ako je separabilan.

Teorema 4.2.5 (Teorema kompaktifikacije). Za svaki separabilni metricki prostor
X postoji kompaktifikacija X takva da dim X < dimX. Taénije, za svaku totalno
ogranienu metriku na prostoru X postoji ekvivalentna metrika d na X takva da za
z,y € X vazi d(z,y) < d(x,y), pri ¢emu je kompletiranje X prostora X u odnosu na
metriku d kompaktifikacija prostora X koja zadovoljava nejednakost dim X < dim X.

Dokaz. Neka je dim X = n < oo i neka je d totalno ogranicena metrika na prostoru
X. Sada ¢emo za svako m € N definisati konac¢an otvoren pokriva¢ U,, prostora X
koji zadovoljava odredena svojstva. Prema primedbi za € = 1/2 mozemo odabrati
konacan otvoren pokriva¢c U; = {U1,j}§1:1 tako da meshif; < 1/2 i ordU; < n. Dalje,
definiSimo preslikavanja f;;, 7 = 1,...,k; iz prostora X u prostor I na slede¢i nacin:

_ d(ZE,X \ ULj)
Yt d(z, X\ Ury)

za x € X.

fi(x)

Pokazimo da je preslikavanje f; ; dobro definisano, odnosno da je imenilac u f; ;(z) razlicit
od nule za svako x € X. Primetimo da su skupovi X \ U} ; zatvoreni, stoga prema teoremi
1.2.10] imamo d(x, X \ Uy;) = 0 akko 2 € X \ Uiy, i vazi X \ UL, Uy; = 0. Tada je

k1
S (e, X \Upy) = 0 da, X \Upg) = 0, [=1,....k

=1

kl kl
@xEﬂX\ULl:X\UUu:@.

=1 =1
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Dakle, fi; jeste dobro definisano za svako j. Ovo preslikavanje je i neprekidno, kao
kompozicija neprekidnih preslikavanja.

Sada, prema lemi [£.2.3] za konacan niz neprekidnih funkcija fi1, fiz,..., fie i
e = 1/2? postoji konacan otvoren pokrivac Us = {Us; };?2:1 prostora X tako da meshly <
1/2% ordUy < m, i

1 .
|fri(m) = fri(w)] < o 78 =12k

kad god x i y pripadaju istom elementu pokrivaca Us. Koristeéi lemu [£.2.3] svaki naredni
pokriva¢ U,,, m > 2 definiSemo induktivno: konacan otvoren pokriva¢ U,, = {Um,j}?:"l
prostora X je takav da meshif, < 2%1, ordU,, <ni

za 1<m,ijg=12 ...k

1
| fij(x) = fij(y)] < STE

kad god z i y pripadaju istom elementu pokrivaca U,,, gde

d(fl?, X \ Ui,j)
Sy d(z, X\ Uyy)’

za z € X.

fij(x) =

Sada, kada smo definisali otvorene pokrivace Uy, = {Up,,; }?21 za svako m, sve uredene
parove (i,7),i=1,2,..., 7 =1,2,...k; poredajmo u niz {n(, j) },en na sledeéi naéin:

n(i,7) <n(l,k) akoisamoako i< ili i=1011ij <k,

pri ¢emu n(i, j) oznacava redni broj para (i, 7) u tom nizu. Defini§imo sada metriku d na
skupu X na sledeéi nacin:

dwy) =deg) + > s lhae) = fus)l

n(i,j)=1

Iz osobina (M1)-(M3) metrika d na prostoru X i d; na prostoru I sledi da je d zaista
metrika na prostoru X. Primetimo i to da za sve z,y € X vazi d(z,y) < d(z,y).

Pokazimo sada da su ove dve metrike ekvivalentne. Prema teoremi treba poka-
zati da za svako x € X iniz {z;}3°, u X vazi

Zlgglo d(z,z;) =0 ako i samo ako zliglo d(z,z;) = 0.

Neka lim;_,o d(z,z;) = 0. Kako je niz nenegativnih realnih brojeva {d(z, =)},
ogranicen sa gornje strane nenegativnim realnim nizom koji konvergira ka nuli, tada i niz
{d(z, z;)}$2, konvergira ka nuli.

Neka je sada lim; ,o d(x,z;) = 0 i neka je ¢ > 0. Trazimo ky(¢) € N tako da za sve
k > ko vazi

dar) b Y gy lhisle) — o] <= (4.)

n(i,j)=1

Uzmimo m € N tako da 5 < £. Neka je ko € N takvo da d(z,24,) < 55. Kako za
pokrivac¢ U, vazi meshld,, < 2%7 sledi da za svako k > kg tacke x i x;, se nalaze u istom
elementu pokrivaca U,,. Prema tome, za i < m, j =1,..., k; vazi |f; j(x) — fi;(z1)] < 55-
Neka je sada N = n(m,1). Lako se vidi da N > m. Dalje, koriste¢i prethodno navedeno
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4.2 Teorema kompaktifikacije i teorema o poklapanju

kao i ogranicenja |f; () — fij(y)| <lzai>1,j=1,... k,z,y € X, kaoi > 2, % <1,
sledi da za svako k > kg vazi

o0 N-1
1
> saplfii@) = fui@l = > oazlfia(@) = fig(a)]
on( 2(])
n(i.j)=1 n(w)
+ Z oty (@) = fug (@)l
n(i,j)=N
<Y o+ ——
2 n(ij)=N2(’])
1 =1 > 1 1 2
“gm 2T Ej W<

Sa druge strane, za svako k > ko vazi d(z,r;) < d(v,x1,) < 3, stoga sledi (4.1)).

Dakle, upravo smo pokazali da su metrike d i d ekvivalentne, iz cega sledi da one indu-
kuju istu topologiju na skupu X. Sada éemo pokazati da je metrika d totalno ogranicena,
te ¢e prema teoremi slediti da je kompletiranje (X, d) prostora (X, d) = (X,d) ta-
kode i kompaktno

Neka je meshLI oznaka za mrezu pokrivaca U,, u odnosu na metriku d. Pokazaéemo

da je lim,, meshu = 0. Neka je ¢ > 0. Tada postoji prirodan broj N takav da vazi
1/2N < g/3. Neka je M prirodan broj takav da M > N, M > i kad n(i,j) < N i

1 M1 e

2MZ2Z 3

Neka su z,y € U; € Uy,,, m > M. Tada

Z n(i |f’t]( ) fz,j(y)l = Z ?'flvﬂ(l‘) — fz,j(y)|
2n(d) £ 9n(iy)
n(i,j)=1 n(s,5)=1
> 1
Y Gy ual@) = fuay)l
n(i,j)=N+1
1 X1 1 &l 1 2%

Prema tome, kako mesh,, < 1/2™ < 1/2M < 1/2V < g/3, sledi

1

|fw ) fi,j(y)| < —+ 2£ <€

d(z,y) = d(z,y) + Z om 3

(3,9)=1 271

Dakle, meshl/l < ezam > M, sto po definiciji konvergencue daje hmmﬁoo nfle\zs/hbl =0.

Sada kada smo pokazali da je kompletiranje (X, d) prostora (X, d) zapravo i kompak-
tifikacija prostora (X, d) ostaje da se pokaze i drugi deo tvrdenja, tj. da dim X < dim X.
Ovaj deo pokazujemo tako §to formiramo niz kona¢nih otvorenih pokrivaca prostora X
C¢ija mreza tezi nuli i ¢iji red nije veéi od n kako bismo pomoc¢u teoreme dobili da
dim X < n. PokaZimo najpre da su funkcije f,, , za sve m i sve k uniformno neprekidne
u odnosu na metriku d, odnosno da vazi

Ve > 036 >0V2,y € X (dz,y) <6 = |frni(®) = fur(y)| < &)
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Neka je € > 0. Za 6 = £/2"™%) i d(z,y) < § sledi

s €

d(z,y) = d(w,y) + Z gty Mid (@) = fis Wl < Gy (4.2)

(m)—l

Kako je svaki sabirak u (4.5) nenegativan, sledi da svi sabirci moraju biti ograniceni
odozgo sa £/2"™*) Dakle

1 €
on(m,k) |fm,k(x) - fm,k(y)l < 72n(m,k) = |fm7k($) - fm,k‘(y)| <é&.

Kako su preslikavanja f,,  : X — I uniformno neprekidna u odnosu na metriku d, pro-
stor X gust u prostoru X i prostor I kompletan, prema teoremi ova preslikavanja
mogu se prosiriti do uniformno neprekidnih, pa samim tim i neprekldnlh preslikavanja
fmk X — I. Primetimo da za svako m € N i svako z € X vazi Zk L fmp(z) = 1.
Pokazimo da je tada i Y57, fr.x(2) = 1 za svako 2 € X.

Neka je z € X. Kako je skup X gust u X, tada postoji niz {z;}ien 1z X takav da
lim; . z; = x. Kako su funkcije fmk neprekidne, tada su i sekvencijalno neprekidne,
stoga vazi lim;_ . fmk(xl) = f(x) Kako je niz {z;}ien u X, za svako i vazi fp,x(z;) =
fmk(:ﬁl) Stoga sledi

km
mek thfmk ;) thfmk X _hmemk x;) = 1. (4.3)
k=1 1—00
Defini§imo sada familiju skupova U, = {Unx}im, za m = = 1,2,..., gde Upr =

F£71[(0,1]]. Pokazimo da ova familija jeste otvoren pokrivaé prostora X. Kako Je skup
(0, 1] otvoren skup u prostoru /, a preslikavanje f neprekldno tako je i skup f~1[(0,1]]
otvoren u prostoru X. Dalje, neka je z € X. Kako je Zk 1 fmk( ) =1, sledi da postoji
j < k,, takav da fmj(:v) > 0, iz Cega sledi da = € f~ (0,1]] = Umyj. Dakle, U, jeste
otvoren pokrivac¢ prostora X.
Neka je sada = € X N Umk, za neko m i k < k,,,. Tada je fmk(a:) = foux(x), 1 vazi
sledece
k(@) >0 d@, X \Upi) >0 € X\ Upnir < 2 € Upy. (4.4)

Sa druge strane, ako x € U,,; tada je x € X, stoga fmk( ) = fmk( ), a kako prema
(4.4) vazi frx(x ) > 0, sledi da = € U,, & Dakle, vazi jednakost X N Uy, p = Upy -

Pokazimo sada da je skup U, gust u Umk Neka = € Umk Ako z € U, tada
je stacionarni niz {x;};en takav da z; = x za svako i niz u Uy, kOJl konvergira u Um k-
Pretpostavimo da x & U, . Kako z € X, a skup X je gust u X, postoji niz {x; }ien u
X takav da lim;_,., z; = x. Kako je U, m,k otvoren skup i o € Um,k, postoji € > 0 tako da
B(x,e) C Um,k. Kako niz {z; };en konvergira ka x, postoji dovoljno veliko iy > 0 tako da za
sve i > ig svi ¢lanovi niza upadaju u loptu B(z, €). Dakle, vazi {z;}3°, C XﬁUm,k =Unk-
Dakle, pokazali smo da za x € Umk postoji niz u U, ;, koji konvergira ka z, sto znaci da
je skup U, zaista gust u (NImJg.

=10

Ranije smo pokazali da lim,, rge\siu = 0. Kako je U, gust skup u (?m,k, sledi
Ui = Umk, zasve mik <k, Kako vazi 0(Upmi) = 6(Upmi) = 6(Upr), sledi da je
ae\sflu = meShL{m, stoga hmm_m meShL{ =0.

Podsetimo se da za svako m vazi ordU,, < n. Pokazimo da je i ordU,, < n.
Pretpostavimo suprotno, neka su U, g1 U, oy s U,wn+2 takvi elementi familije U, da
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4.2 Teorema kompaktifikacije i teorema o poklapanju

plas U, j, # 0, i neka x pripada tom preseku. Kako je U, ; gust skup u Upn gzal <n+2,
za svako [ postoji niz {x ten € Uny € X takav da hml_>C>o :vl = x. Kako je Skup
"2 0, , otvoren, za svako | postoji 4; tako da za sve i > i; 2t € B(x,e) € 2 Uy
Neka je iy = max{zl,zg, ey lnaa ) Uznnamm u obzir i to da su svi ovi nizovi u X, za
i>igil <n+2vazizl € Xﬂﬂ”Jr2 Upjy = 2 (U jyNX) = M2 Uy, $t0 je nemogucée
jer ordU,, < n. -
Na kraju, kako lim,, meshljlm =0i ordi;lm <nzam = 1,2,..., to znaci da u
kompaktnom prostoru X za svako € > 0 postoji kona¢an otvoren pokrivaé takav da je
njegov red < n, sto prema teoremi znadi da je dim X < dim X = n. O]

Slede¢a lema prethodi tvrdenju prema kome u separabilnim metrickim prostorima
vazi nejednakost dim X <ind X.

Lema 4.2.6. Neka je X metricki prostor i M potprostor prostora X. Za svaku familiju
{F;}}_, po parovima disjunktnih otvorenih i zatvorenih podskupova prostora M postoji
familija {W;}¥_, po parovima disjunktnih otvorenih skupova prostora X tako da F; C W;
zai=1,2,... k.

Dokaz. Znamo da su funkcije fi(z) : X — R, fi(z) = d(z, F;),i < k neprekidne, iz
¢ega sledi neprekidnost funkcije h”( ) =d(x F) d(x, F;),i,j < k. Prema tome, skup
{x e X:0<d(z,F;)—d(z, F;)} = h™'[(0,00)] je otvoren, kao inverzna slika otvorenog
skupa. Skupovi oblika

W, = ({z € X : d(z,F}) < d(z, F})} (4.5)
i

su takode otvoreni, kao konacni preseci otvorenih skupova, i zadovoljavaju trazene uslove.
Disjunktnost sledi iz stroge nejednakosti u (4.5)), dok za svako z € F;,i < k i svako j # 1
vazi 0 = d(z, F}) < d(z, Fj) jer F; N F; =, stoga © € W;. O

Lema 4.2.7. Za svaki separabilan metricki prostor X vazi dim X < ind X.

Dokaz. Ako je ind X = oo tada tvrdenje trivijalno vazi, stoga pretpostavimo da
ind X < oo. Ako je ind X = —1 tada je prema (MD1) X = (), iz ¢ega sledi dim X = —1.
Razmotrimo sada sluc¢aj ind X = 0. Neka je U = {U;}¥_| konadan otvoren pokrivaé
prostora X. Prema propoziciji [2.2.6] prostor X ima prebrojivu bazu B koja se sastoji od
otvoreno-zatvorenih skupova, iz ¢ega sledi da postoji profinjenje {V;}$2, pokrivaca U koje
se takode sastoji od otvoreno-zatvorenih podskupova prostora X. Naime, kako se svako
U; € U kao otvoren skup moze predstaviti kao unija podfamilije baze B, jedno takvo
profinjenje je familija {B; € B : 3U; € U, B; C U;}. Sada, pomoc¢u profinjenja {V;}32,
definigimo familiju {W;}°, na sledeci nacin:

Wi=W, Wo=Va\Wi, ... Wi=V,\(WiUWoU...UW,_,) (4.6)

Kako je skup W je otvoreno-zatvoren tako je i Wy = V5N (X \ 1) otvoreno-zatvoren kao
presek dva otvoreno-zatvorena skupa. Sli¢no, ako su Wy, za k < ¢ otvoreno-zatvoreni,
tada je i W; = V;N(X\ (W UWLU...UW,_1)) otvoreno-zatvoren skup. Prema konstrukeiji
se vidi da je u pitanju familija uzajamno disjunktnih skupova, da vazi W; C V; za svako ¢
kao i da je {W;}5°, pokriva¢ prostora X. Dakle, familija {1V;}52, je profinjenje profinjenja
{Vi}32, pokrivaca U, pa time i sama profinjenje pokrivaca U. Kako je ord{W;}°, = 0,
prema, propoziciji sledi da je i dim X < 0 =ind X.
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Neka je sada ind X = n > 0 uz pretpostavku da tvrdenje vazi za sve prostore M
gde je ind M < n. Neka je U = {U;}¥_, konacan otvoren pokriva¢ prostora X. Prema
drugoj teoremi dekompozicije X se moze predstaviti kao suma n + 1 prostora cija
je dimenzija ind manja ili jednaka nuli, odnosno

X221UZ2U...UZ,H_1, gde iIlejSOZ&j:].,2,...,n+l. (47)

Iz slucaja teoreme koji smo ve¢ pokazali sledi da je dimZ; < 0za j = 1,2,...,n+ 1.
Tada, prema propoziciji m pokriva¢ U|Z; prostora Z; ima suzavanje {Fj,;}¥ | koje se
sastoji od uzajamno disjunktnih otvorenih podskupova prostora Z;. Stavise, ovi skupovi
su i zatvoreni u prostoru Zj, jer za svako i, Fj; = Z; \ Uy Fjg-

Dakle, familija {F};;}¥ ;| je familija uzajamno disjunktnih otvoreno-zatvorenih sku-
pova prostora Z;. Sada pomocu prethodne leme dobijamo familiju {W;,;}¥ | uzajamno
disjunktnih otvorenih skupova prostora X tako da Fj; C W;,, za i = 1,2,..., k. Tada
skupovi oblika V;; = W;, NU;, gde ¢+ = 1,2,...,k, j = 1,...,n + 1 formiraju otvoren
pokriva¢ prostora X koj profinjuje pokriva¢ ¢. Naime, ako x € X tada postoji ¢ < k i
Jj<n+ltakodaz € Z;ix € F;; CU;NZ; C U;, odnosno x € F;; C W,,. Daklex € Vj;,
te je familija V = {V},;}j<n+1,i<k zaista pokrivac, a kako su W;; 1 U; za svako i i j otvoreni
skupovi, on je i otvoren pokrivac. Jasno, V;; C U;, dakle V je otvoreno profinjenje pokri-
vaca U. Red familije V nije veéi od n jer se u svaka n+2 skupa Vj; nalaze bar dva sa istim
indeksom j, a njihov presek je prazan jer V;;NV;, = W;;NU;NW; .NU, € W;;,NW; ) = 0.
Dakle, kako konacan otvoren pokriva¢ U ima otvoreno profinjenje reda ne veceg od n,
prema propoziciji dim X <n =ind X. O

Sada ¢emo pokazati jednu lemu koja ¢e nam koristiti u nastavku izlaganja.

Lema 4.2.8. U kompaktnom metrickom prostoru (X, d) udaljenost izmedu dva zatvo-
rena disjunktna skupa uvek je pozitivna.

Dokaz. Neka su A i B zatvoreni disjunktni podskupovi prostora X. Udaljenost izmedu
skupova A i B mozemo predstaviti preko udaljenosti proizvoljne tacke skupa A od skupa
B, odnosno

d(A, B) = inf{d(a,b) : a € A,b € B} = inf{d(z, B),z € A}.

Kako je u [I4] pokazano da je podskup kompaktnog prostora kompaktan ako i samo ako je
zatvoren, sledi da je skup A kompaktan skup. Prema tome, preslikavanje f(z): A — R,
f(z) = d(z, B) je neprekidno preslikavanje na kompaktnom skupu i kao takvo dostize
svoj minimum i maksimum na skupu A. Neka je d(A, B) = 0. Tada je

0 = inf{(d(z, B),z € A} = min{d(x,B) : z € A}.

Neka je z € A takvo da d(z, B) = 0. Tada je # € B = B, §to je nemoguce jer su A i B
disjunktni skupovi. O

Primer 4.2.9. U ovom primeru pokazacemo da tvrdenje iz prethodne leme u opstem
slu¢aju ne vazi za metricke prostore koji nisu kompaktni. Posmatrajmo potprostor

C = [-1,0) U (0,1] prostora R. Kako je potprostor prostora R kompaktan ako i samo
ako je zatvoren (videti [I4]), prostor C' nije kompaktan jer nije zatvoren.
Posmatrajmo skupove A = [-1/2,0), B = (0,1/2] koji su zatvoreni i disjunktni u

prostoru C. Pretpostavimo da je do(A,B) = ¢ > 0. Kako je do(z,y) = d(z,y) =
|z —yl,z,y € C, za x = —¢/4,y = /4 vazi do(z,y) = /2 < de(A, B) = inf{dc(a,b) :
a € A b € B}, $to je nemoguée. Dakle, do(A, B) = 0.
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4.2 Teorema kompaktifikacije i teorema o poklapanju

Lema 4.2.10. Za svaki kompaktan metricki prostor (X, d) vazi ind X < dim X.

Dokaz. Ako je dim X = oo tvrdenje trivijalno vazi, stoga dokaz dalje sprovodimo induk-
cijom po dimX = n < co. Ako je dimX = —1 tada je X = ) pa jeiindX = —1,
stoga ind X < dim X. Pretpostavimo sada da tvrdenje vazi sa svaki kompaktan metricki
prostor pokrivajuce dimenzije manje od n. Neka je dimX =n > 0. Nekajex € X i B

zatvoren podskup takav da x ¢ B. Dovoljno je da pokazemo da postoje otvoreni skupovi
K,MCXilL=X)\(KUM)tako da vaze uslovi

reK, BCM, KNM=0 ¢ dimL<n-—1. (4.8)

Tada prema indukcijskoj pretpostavei ind L < dimL < n — 1 jer je L kao zatvoren
podskup kompaktnog prostora takode kompaktan, stoga prema lemi sledi ind X <
n =dim X.

Napre ¢emo pokazati da postoje nizovi Ky, K1, Ko, ... i My, My, Ms, ... zatvorenih
podskupova prostora X tako da za skupove K;, M; i L; = X \ (K;UM;), gdei =1,2,...,
vaze uslovi

1
L; ima konacan otvoren pokriva¢ U; takav da meshlf; < = i ordU; <n —1. (4.10)
)

Neka je Ko = {z}, My = B i pretpostavimo da su definisani skupovi K;, M; za 0 < i < j
takvi da vaze uslovi i . Kako su K;_i, M;_; disjunktni zatvoreni podsku-
povi kompaktnog prostora, prema prethodnoj lemi vazi d(K;_1,M;_1) > 0. Neka je
e =min{l/j,d(K;_1,M;_1)} > 0. Prema teoremi , kako je X kompaktan prostor i
vazi dim X < n, postoji konacan otvoren pokrivac U; prostora X tako da meshif; < e i
ordU; <n. Nekasu K; = X\ H; i M; = X \ Gj, gde

Gj = U{U S Z/{j : Uﬁﬂj_l = @}, (411)

Hj:U{UEUj 3UQM]’,1 #@} (412)

Primetimo da za bilo koji skup U; € U; zatvaranje U sece najviSe jedan od skupova M;_1,
Kj—l- Naime, ako T,y € 7]‘, T € Mj—l, (S Kj—la tada 5(Uj) = (5(UJ) > d(Mj_l,Kj_1>,
iz Cega sledi meshif > d(M,;_1, K;_1), $to je nemoguce.

Sada, neka je S skup svih indeksa skupova U; € U; takvih da U; C G;. Kako je §
konacan skup a zatvaranje konacne unije skupova jednako konacnoj uniji zatvaranja tih
skupova, vazi éj N Mj—l = UiES UZ N Mj—l = UieS UZ n Mj—l = UiES Uz N Mj_l = @

Neka je T' skup svih indeksa skupova U; takvih da U; C H;. Tada H; N K;_; =
Uier UUN K1 = Uier Ui N K1 = Nier(U; N K;_1). Kako za svako U; € U skup U;
sece najviSe jedan od skupova M;_ 1, K, 1, a za svako i € T vazi U; N M;_; # 0, sledi da
UiNK;_1=0,stoga HiNK;_1 =10.

Dalje, iz G; N M;—1 = 0, sledi M;_; C X \ G;. Kako Int M; = M; \ FrM; =
(X\GH\Fr(X\G;) = (X\G))\Fr G; = (X\G;)N(X\Fr G;) = X\(G,;UFr G;) = X\ G,

sledi M;_; C X \ G;. Sli¢no se pokazuje da iz H; N K;_ 1 = (0 sledi K;_1 C X \ H;.

Iz uslova i za konstrukeiju skupova G; i H; i ¢injenice da je U; pokrivac,
sledi X = G; U H;, stoga K; N M; = (X \ H;) N (X \G,) =X\ (G;UH,;) =0. Dakle,
uslov je zadovoljen za © = J.

Posmatrajmo familiju W; = {UNL; : U € U, UNM;_; # 0}, gde L; = X\ (K;NM;) =
Gj N Hj. Kako je UWEWj W = UkGT(Uk N L]) = UkET Uk N Lj = Hj N Lj = Lj, i kako je
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svako U € U otvoren skup, sledi da je W, otvoren pokrivac¢ skupa L;. Kako meshtf < 1/7,
sledi da je meshW; < 1/j. Pokazimo sada da je ord W; < n — 1. Ako to nije slucaj,
tada postoji n + 1 skupova familije U; takvih da N2 (U;, N L;) = N Ui, N L; # 0,
pri demu U;, N M;_y # 0 za k < n+ 1. Neka z € N2 (Ui, N L;) € Nt U;,. Kako
z € L; C Gy, postoji skup U € U; takav da z € U i UN M;_; = . Kako je ordU; < n,
tada je U jednak jednom od skupova U;, , k < n+ 1, iz Cega sledi U N M;_; # (), to daje
kontradikciju. Dakle, ord W; < n — 1, pa stoga vazi uslov (4.12) za i = j.

Sada kada smo pokazali da je konstrukcija skupova Ky, Ky, Ko, ... 1 My, My, Ms, ...
takvih da vaze uslovi i dobro definisana, posmatrajmo skupove K = 2, K;
i M = U;2, M;. Primetimo da su oba skupa otvorena. Naime, ako x € K, tada postoji
1 > 0 tako da z € K; C Int K;;. Kako je skup Int K, otvoren, postoji bazni skup B,
takav da z € B, C Int K;1; C K;41 C K. Dakle, vazi K = ,ecx Bz, iz Cega sledi da je
K otvoren skup. Sli¢no se pokazuje za skup M. Prema konstrukciji skupova K i M lako
zakljuCujemo da su oni disjunktni, i da x € K1 B C M. Dalje, L =X\ (KNM) =
X\ (UZ KiUUE) = (XAUZ K) N(XA\UZ, M) = N2 (XN KN (X M) = N2 L.
Kako je za presek svaka dva skupa koji imaju konacne otvorene pokrivace reda < n + 1
jedan konacan otvoreni pokriva¢ upravo presek ova dva pokrivaca koji je takode reda
< n—1, amreza manja ili jednaka minimumu mreza ova dva pokrivaca, prema konstrukciji
skupa L sledi da je L takav skup da za svako € > 0 moze da se napravi konacan otvoren
pokrivac¢ reda < n—1. Kako je L kao zatvoren podskup kompaktnog prostora kompaktan,
prema teoremi sledi da je dim L < n — 1. Dakle, uslovi su zadovoljeni, iz ¢ega
sledi ind X < n. O

Konac¢no, nakon $to smo pokazali sva neophodna tvrdenja, mozemo da dokazemo
slede¢u teoremu.

Teorema 4.2.11 (Teorema o poklapanju). Za svaki separabilni metricki prostor X
vazi ind X = Ind X = dim X.

Dokaz. Kako smo veé pokazali u teoremi da vazi ind X = Ind X, i u lemi da
je dim X <ind X, ostaje da se pokaze da je ind X < dim X. Iz teoreme kompaktifikacije
sledi da postoji kompaktan metri¢ki prostor X koji sadrzi X takav da dim X <
dim X. Prema prethodnoj lemi vazi ind X < dim X, a kako prema teoremi 0
potprostoru za dimenziju ind vazi ind X < ind X, sledi ind X < dim X. O

4.3 Fundamentalna teorema

Sada, kada smo pokazali da se na separabilnim metrickim prostorima dimenzije ind,
Ind i dim poklapaju, i kako iz primera [2.3.9sledi da je ind R” < n, ostaje da se pokaze da
je ind R™ > n. Za dokaz ovog tvrdenja koristicemo teoremu o particijama, a za dokaz ove
teoreme bi¢e nam potrebna sledeca teorema o postojanju zatvorenog suzavanja konacnog
otvorenog pokrivac¢a normalnog prostora.

Teorema 4.3.1. Svaki konacan otvoren pokriva¢ {U;}¥_, Ty—prostora X ima zatvoreno
suzavanje {F;}%_,.

Dokaz. Dokaz sprovodimo indukcijom po k. Neka je k = 2, odnosno U = {U;,Us}
otvoren pokriva¢ prostora X. Tada su A = X \ U; i B = X \ U, disjunktni skupovi jer
ANB =X\ (U, UU,) =0, aizatvoreni jer je U otvoren pokriva¢. Kako je X normalan
prostor, postoje otvoreni disjunktni skupovi V; i V5 takvida A C V4 i B C V,. Tada
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4.3 Fundamentalna teorema

skupovi F; = X \ V1 1 F» = X \ V4 ¢ine zatvoreno suzavanje pokrivaca U. Skupovi F} i
F, su zatvoreni, a kako F; U F, = X \ (Vi NV,) = X to je i pokriva¢ prostora X. Kako
Fr=X\V C X\ACU,islitno F, C U,, sledi da oni ¢ine zatvoreno suzavanje
pokrivaca U.

Sada, neka tvrdenje vazi za svako k < m > 3 i neka je {U;}7, konacan otvoren
pokrivac¢ prostora X. Definisimo sada skupove

U=U; zai<m-—21 U, =U,_1UUp. (4.13)

Familija {U/}7,' je kona¢an otvoren pokriva¢ prostora X sa m—1 < m elemenata, stoga
prema lndukCIJSkO_] pretpostavci postoji zatvoreno suzavanje {F!/}7 ' ovog pokrivaéa.
Skup {F!, NU,,_1, F!,_NU,} je konacan otvoren pokrivac¢ potprostora F!, _; jer F/ _
A kako je Ty nasledna osobina, potprostor F _, prostora X je Ty—prostor. Prema
ve¢ pokazanom slucaju za k = 2 sledi da postoji zatvoreno suzavanje {F,,_1, F,,,} ovog
pokrivaca. Kako su skupovi Fj,_1, F,, zatvoreni podskupovi zatvorenog potprostora,
mogu se prikazati kao presek dva zatvorena skupa prostora X, pa su stoga zatvoreni
i u prostoru X. Ako je F; = F/ za i < m — 2, tada je familija {F;}", zatvoreno
suzavanje familije {U;}7,. Kako je X = U'Ul = UM F] = UL F/UF,_, =
Ur?FUFE, UF, =U", F;, familija {F;}!", je zatvoren pokriva¢ prostora X, a kako
zat<m-—2vazi F/ CU;iF, 1+ CF NUy1<U,1iF,CF NU, CUm,Sledl

da je i suzavanje pokrivaca {U;}, O

Teorema 4.3.2 (Teorema o particijama). Separabilni metricki prostor X zadovoljava
nejednakost ind X' < n > 0 ako i samo ako za svakiniz (Ay, By), (A2, B2), ..., (Ani1, Bot1)
n+ 1 parova disjunktnih i zatvorenih podskupova prostora X postoji niz Ly, Lo, ..., Lyiq
zatvorenih podskupova takvih da je L; particija skupova A; i B; za svako 1, i vazi

nn—i—lL _@

Dokaz. (=) Neka je X separabilan metricki prostor za koji vazi ind X < n > 0 i
(A1, B1), (A2, Ba), ..., (Any1, Byy1) niz parova disjunktnih i zatvorenih podskupova pro-
stora X. Prema prvoj teoremi separacije , za skupove A; i B; postoji particija
Ly takva da ind L; < n — 1. Sada, prema drugoj teoremi separacije , kako je Ly
separabilan potprostor metrickog prostora X, za skupove A, i By postoji particija Lo
takva da ind(Ly N Ly) < n—2. Ako je L;_1, i — 1 < n + 1, particija skupova A; ; i
B;_1 takva da ind(Ly N Ly N ... N L;1) <n—i+ 1, tada ponovo, prema drugoj teoremi
separacije, postoji particija L; izmedu A; i B; takva da ind(L1 N La N ... N L;) < n —i.
Za i = n + 1 dobijamo ind(N4} L;) < —1, odnosno vazi N=! L; = 0. Svaka particija je
po definiciji zatvoren skup, stoga tvrdenje vazi.

(<) Neka separabilni metricki prostor X zadovoljava uslove teoreme. Pokazac¢emo
da je dim X < n, iz ¢ega Ce, prema teoremi o poklapanju, slediti da je ind X <
n. Neka je {U; }7“r2 otvoren pokriva¢ prostora X. Pokazaéemo da postoji suzavanje
ovog pokrivaca cCiji je presek prazan, te ¢e na osnovu teoreme slediti dim X < n.
Prema teoremi postoji zatvoreno suzavanje {B;}i? pokrlvaca {U;}*2. Neka je
A = X\U;zai =1,2,...,n+ 1. Tada je niz (A1, By), (A2, Ba),...,(Ans1, Bus1)
niz zatvorenih disjunktnih parova prostora X. Tada prema uslovu tvrdenja postoji niz
zatvorenih skupova Ly, Lo, ..., L, takvih da je L; particija izmedu skupova A; i B; gde
vazi N Ly = 0. Neka su skupovi V;, W; C X takvi da vazi

A CVy, BiCW, VinW, =01 X\L;=VinW,, zai=1,....n+1  (4.14)
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Primetimo da

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

UvivUwi=Umiuw)=UX\L)=X\[L=X (4.15)

i=1 =1 =1 i=1

Sada prema (4.14)) i ([£.15)), i kako B,12 C Upnyo, jer je {B; Y7 je suzavanje, sledi

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n-+2

U Wil U U V) = (U WUl n(U WU U V)2 U Bi= X (416)

i=1 i=1 =1 =1 =1 =1
Neka je Wyio = (Unyz DU VG). Kakoje, zai <n+1, W; C X\ V;C X\ A4 =U;

i Wyia C Upnya, prema (£.16) sledi da je familija {W;}/4? suzavanje pokrivaca {U;}2.
Dalje, kako V; N W, =0, i < n + 1, sledi

n+2 n+1 n+1 n+1 n+1

AWi=WinUan Vi) S O\ Win | W; =0.
1=1 =1

=1 =1 =1

Sada, prema teoremi sledi da je dim X < n, te prema teoremi o koincidenciji
dobijamo ind X < n. O]

Jedna od teorema koju ¢emo koristiti jeste i Brauerova teorema o fiksnoj tacki cija je
formulacija vrlo jednostavna, ali dokaz zahteva odredenu dozu kombinatornih i algebar-
skih argumenata. Na ovom mestu teoremu ¢emo samo navesti, a zainteresovan citalac
dokaz moze videti u [7], str. 411.

Teorema 4.3.3 (Brauerova teorema o fiksnoj tacki). Za svako neprekidno presli-
kavanje g : I — I" postoji tacka = € I" takva da g(z) = x.

Sada ¢emo pokazati teoremu koja govori o jednom geometrijskom svojstvu n—kocke
1™, a koja prethodi fundamentalnoj teoremi topoloske dimenzije.
Teorema 4.3.4. Neka su A; i B;, i = 1,2,...,n podskupovi n—kocke I"™ definisani na
slede¢i nacin:

Ai={zel":z;=0} i Bi={zel":x; =1}, gdex = (v1,29,...2,) € I", (4.17)

tj. A; 1 B; su suprotne strane kocke I". Ako je L; particija skupova A; i B;, ¢ < n, tada
je ﬂ?zl Lz = (Z)

Dokaz. Primetimo prvo da je svaki zatvoreni skup prostora R™ oblika F} X Fy X ... X F,,
gde F; € Fuop,t < n. Kako je

A; =10,1] x ... x[0,1] x {0} x [0,1] x ... x [0,1];

B;=1[0,1] x ... x [0,1] x {1} x [0,1] x ... x [0,1];
za i = 1,...,n, sledi da su A; i B; zatvoreni skupovi u R", a kako A; = [" N A; i
B; = I""N B; sledi da su oni zatvoreni i u prostoru I™. Jasno je da je A; N B; = () za svako

1, stoga je particija L; izmedu skupova A; i B; dobro definisan pojam.
Neka su otvoreni skupovi U;, W; C I", za svako ¢ < n, takvi da vazi

ACU, B.CW, UnNW;=01i I"\L,=U;UW,.
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4.3 Fundamentalna teorema

Za i < n definisimo preslikavanja f; : I — I na sledeci nacin:

f(x)—{ YA L)tde Ay T 2 za x € I\ W;,
i - 1 d(z,L;) 1 .
~3d@lideEy) T2 AT eI\ U

Pokazimo da su ovako definisana preslikavanja f; neprekidna. Naime, preslikavanja

d(x,L; . d(x,L; . .
gi(x) = %m + 1,1 hy(z) = —%m + 1 definisana na skupovima

I"\ W; i I\ U; redom su dobro definisana, jer su L;, A; i B; zatvoreni skupovi, te

d(l’,Lz) + d(lL‘,AZ) > 0, d(l’,Lz) + d(ZL‘,Bz) >0 zaxel"

Takode, preslikavanja g;(z) i h;(z) su i neprekidna kao kompozicija neprekidnih preslika-
vanja. Dalje, primetimo da su skupovi I"™ \ W; i I\ U; zatvoreni i da vazi

Kako za svako z € L; vazi d(x, L;) = 0, sledi da je g;(x) = £ = hy(z), za € L;. Prema
tome, upravo smo pokazali da je za svako i preslikavanje f; kombinacija neprekidnih
preslikavanja g; i h;, te je f;, prema teoremi [1.2.22] neprekidno.

Sada, primetimo da za i < n vazi

file) =3 & da L) =0 & veL=L, flA]={1}iAB]={0}. (419

Neka je preslikavanje f : I — I"™ definisano sa f(x) = (fi(x), fa(z),. .., fu(z)),z € I™
Prema teoremi o dijagonalnom preslikavaju preslikavanje f je neprekidno. Pretpostavimo
sada da N_; L; = 0. Primetimo da je tada, prema (4.18), tacka a = (1/2,1/2,...,1/2) €
I" takva da a ¢ f[I"™]. Neka je preslikavanje p : I"\a — B gde B = U} ,(A;UB;), projek-
cija tacke x € I™\ a kroz tacku a na ivicu kocke I". Moze se pokazati da ovo preslikavanje
jeste neprekidno. Tada je kompozicija g(x) = p o f(z) koja preslikava I"™ na I™ takode
neprekidno preslikavanje. Kako je p[I™\ {a}] C B, sledi da je g[I"] C B. Takode, kako je
filx) =1zax € A;, sledidaje f(z) = (fi(x),..., fi—1(2), 1, fixi(z),..., fu(x)) € By, od-
nosno vazi f[A;] C B;, akako p(z) =z za x € B, sledi da je g[A;] = p[f[Ai]] = p[B:] = B:.
Slicno, vazi g[A;] = B;. Prema tome, preslikavanje g sve tacke skupa I preslikava
na stranice n—kocke, pri ¢emu svaku stranicu na suprotnu stranicu, iz cega sledi da je
g(x) # x za x € I"™, Sto je u kontradikciji sa Brauerovom teoremom o fiksnoj tacki. Dakle,

" LA 0. =

Sada kona¢no imamo dovoljno argumenata da pokazemo fundamentalnu teoremu te-
orije dimenzije.
Teorema 4.3.5 (Fundamentalna teorema teorije dimenzije). Za svaki prirodan
broj n vazi ind R” = Ind R” = dim R" = n.

Dokaz. Kako je prema teoremi 4.2.11) o poklapanju ind R" = Ind R" = dim R", a prema
primeru [2.3.9/ind R" < n, ostaje da se pokaze da je ind R™ > n. Pretpostavimo suprotno,
da je ind R™ < n—1. Ako su skupovi A;, B; zatvoreni disjunktni podskupovi prostora R",
za i < n, definisani kao u prethodnoj teoremi, tada prema teoremi o particijama
postoji niz zatvorenih skupova Lq,..., L, gde je za svako ¢ skup L; particija skupova A;
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i B; u prostoru R", takav da N~; L; = 0. Neka su U;, W; otvoreni skupovi u R" takvi da
vazi

Posmatrajmo sada skupove
u=1nu;, w =1"nw,

Li=I"0Li=1"NR"\ (U;UW;)) = I"\ (U; UW;) = I"\ (U; UW]).

Primetimo prvo da su U/, W/ otvoreni skupovi prostora I". Dalje, kako A;, B; C I", sledi
A, CI"NU; =U], B; CI"NW; =W/, a kako U; N W; = () sledi U/ N W/ = . Takode,
I"\ L, =1"\ (I"\ (U UW])) = U/ nW/. Prema tome, skupovi L}, i < n, predstavljaju
jednu particiju skupova A;, B; u prostoru I". Kako N, L; C N, L; = 0, dolazimo do
kontradikcije sa prethodnom teoremom. Dakle, ind R" = n. O]

Na samom kraju pokazacemo da se sve tri topoloske dimenzije koje smo definisali
poklapaju i na prostorima I™, S™ i IV.

Posledica 4.3.6. Za svaki prirodan broj n vazi ind [" = Ind [ = dim I = n.

Dokaz. Kako je I"™, kao potprostor prostora R", separabilni metricki prostor, prema
teoremi o poklapanju dobijamo ind I = IndI" = dim ", a iz primera [2.3.9
ind I™ < n.

Sli¢no kao u dokazu fundamentalne teoreme za R™, pretpostavimo da je ind ™ < n—1.
Tada skupovi A;, B; C I"™ definisani u predstavljaju niz parova uzajamno disjunkt-

nih skupova u prostoru I™. Prema teoremi o particijama [4.3.2| postoji niz Lq,..., L,
zatvorenih skupova koji redom predstavljaju particije skupova A;, B;, < n, takav da
", L; =0, Sto je prema teoremi nemoguce. O

Posledica 4.3.7. Za svaki prirodan broj n vazi ind S = Ind ™ = dim S™ = n.

Dokaz. Slicno kao za prostor ", iz teoreme o poklapanju sledi ind S™ = Ind S™ =
dim S”, a iz primera [2.3.9/ind S™ < n. Pokazimo jos da je ind S™ = n.

Primetimo da je jedna baza metri¢kog prostora R"*! upravo familija svih otvorenih
lopti na ovom prostoru. Prema teoremi lako se moze pokazati da postoji prebrojiva
podfamilija B ove baze koja je takode baza prostora R™"! takva da za svaki element
U € Bvazi indFrU < n, jer indR*"™ = n + 1. Kako su sve otvorene lopte u R"*!
homeomorfne, one imaju istu malu induktivnu dimenziju. Pretpostavimo da je za sve
U e B, indFrU = k < n. Tada je, prema teoremi ndR"™ < k+1<n+1,
Sto je nemoguée. Dakle, za svako U € B vazi indFrU = n. Kako je U = B(0,1), a
na osnovu lema [2.1.3] i 2.1.4] rubovi homeomorfnih prostora su homeomorfni, sledi da
FrU = S" =Fr B(0,1). Tada direktno sledi ind Fr U = ind S™ = n. O

Posledica 4.3.8. Za Hilbertovu kocku IN vazi ind IN = Ind IN = dim IY = .

Dokaz. Kako su prema teoremi [1.2.35 metrizabilnost i separabilnost prebrojivo multi-
plikativne osobine, sledi da je i prostor I separabilan i metrizabilan, jer je prostor
I takode separabilan i metrizabilan. Stoga, prema teoremi o poklapanju vazi
ind I = Ind I = dim I". Ostaje da se pokaze da je ind IV = oo.

Za svako n € N prostor I sadrzi homeomorfnu sliku prostora I™ jer je restrikcija f|I™
preslikavanja f : I" — IN definisanog sa f((x1,z2,...,2,)) = (21,22, ..., Tp,0,...,0,...)
homeomorfizam izmedu prostora I™ i f[I"] C I". Pretpostavimo da je sada ind IN = k <
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4.3 Fundamentalna teorema

co. Kako je ind X = m topologka osobina, sledi da je ind f[I"™'] = n + 1, a kako je
flI™™] C IN, prema teoremi o potprostoru za malu induktivnu dimenziju sledi
n+ 1 =ind f[I"*] < ind I = n, $to je nemogude. O

Moglo bi se reéi da je teorema kompaktifikacije jedna od klju¢nih teorema na
putu ka dokazivanju fundamentalne teoreme teorije dimenzije. Ovaj rezultat objavio je
Hurevi¢ u [12] 1927. godine i time je napravio veliki pomak u razvoju teorije dimenzije.
Kao sto smo mogli videti u drugom poglavlju, Mengel i Urison su razvijali teoriju unutar
klase kompaktnih metrickih prostora, a upravo teorema kompaktifikacije omoguéila je da
se mnoge teoreme pokazane u okviru kompaktnih metrickih prostora prenesu i na klasu
separabilnih metrickih prostora.

Jedna od takvih teorema je i lemafd.2.7 prema kojoj vazi dim X < ind X za separabilan
metricki prostor X, koju su prvo pokazali Menger u [18] i Urison u [22] za kompaktne
metricke prostore a prosirio Hurevi¢ u [I2] na separabilne metricke prostore. Nejednakost
ind X < dim X u klasi kompaktnih metrickih prostora pokazao je Urison u [22], dok je
jednakost dim X = ind X za separabilne metricke prostore pokazao Hurevi¢ u istom radu
u kom je pokazao i teoremu kompaktifikacije. Zajedno sa jednakoséu ind X = Ind X koju
smo pokazali u prethodnoj glavi dobijamo i teoremu o poklapanju .

Sledeca vazna teorema koju smo koristili u dokazu fundamentalne teoreme je teorema
o particijama putem koje je dat ekvivalentan uslov za pokrivajué¢u dimenziju
separabilnog metrickog prostora. Dokaz ove teoreme dat je od strane Ajlenbergal-ﬂi Otaﬂ
radu [0] iz 1938. godine, gde je dat i dokaz geometrijskog svojstva n-dimenzionalne kocke
opisan u teoremi(4.3.4. Poslednji deo slagalice ¢ini Brauerova teorema o fiksnoj tacki koja
je dokazana 1912. godine u [2].

Mozemo primetiti da sam dokaz same fundamentalne teoreme dimenzije, kao i njenih
posledica, jeste neuporedivo jednostavniji od npr. dokaza teoreme kompaktifikacije. Sa
druge strane, bilo nam je potrebno dosta materijala kako bismo mogli da izvedemo dokaz
ove teoreme koja predstavlja jednu od najvaznijih teorema teorije dimenzije. To nam
upravo oslikava samu prirodu rada u matematici - nijednu teoremu nije tesko pokazati
ukoliko imate dovoljno znanja, volje i kreativnosti.

1Samuel Eilenberg (1913-1998), americki matematicar
2Edward Otto (1908-1986), poljski matematicar
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Zakljucak

U ovom radu pokazali smo tri razli¢ita nacina da se pristupi problematici dimenzije
topoloskog prostora, pri ¢emu svaki od njih ima posebna svojstva i specificnosti. Mala
induktivna dimenzija se najvise istice u separabilnim metrickim prostorima, dok velika
induktivna dimenzija i pokrivaju¢a dimenzija dobijaju svoju prednost u odnosu na malu
induktivnu dimenziju van klase ovih prostora. Sve tri dimenzije ispunjavaju zahtev koji je
postavljen sa zacetkom ove teorije - sve tri funkcije dodeljuju broj n euklidskom prostoru
R"™. Mnogo je rada ulozeno kako bi se pokazao ovaj rezultat koji je formulisan u funda-
mentalnoj teoremi teorije dimenzije, a u ovom radu ilustrovan je jedan od nacina da se
ova teorema i dokaze. Tako smo definisali smo topolosku dimenziju euklidskog prostora
koja se poklapa sa vektorskom dimenzijom ovog prostora.

Teorija dimenzije se vremenom prosirila i na druge klase topoloskih prostora. Poka-
zane su mnoge druge teoreme koje navedene funkcije dimenzije zadovoljavaju, i na taj
nacin pocetna ideja se rasirila i na preostale topoloske grane. Radoznalom citaocu pre-
pustamo da samostalno istrazi lepote koje matematika krije u ovom segmentu topologije,
pri ¢emu kao izvor preporuc¢ujemo [8], [9] ili [19].
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