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1.Mpearosop

Hymepuuko pemiaBame HEIUHEAPHUX jJeJHAUMHA je o0JIacT HyMepUuKe
MaTeMaTHKe KoOja Ce Iyro W YCHIEImHO pa3Buja. 3a BehMHy HETMHEApHHUX jeAHAYMHA
Hemoryhe je oJIpeIuTH TauyHO peLIe’ke, [1a Ce OBAKBE jeAHAYMHE PpEIIaBajy CcaMo
npUOJIMKHO, TPUMEHOM HEKOT HyMEpPHUYKOI' ITOCTYTIKA.

MHOrH WTEpaTHUBHH IIOCTYIIMA 33 HYMEPUYKO peElIaBakbe HEITUHEAPHUX
jelHauMHA C jeJTHOM HEMO3HATOM OTKPHBAaHU Cy Bulue myta, [14]. Caku myt je mat u
JI0Ka3 KOHBEPTEHIIH]je, Ma 3a MOjeJUHE MOCTYIKE IOCTOjU BUIIE PAa3JIMYUTUX Jl0Ka3a
KoHBeprenuuje. To je Yecto W OmpaBaaHO, MOILITO Cy MPETIIOCTaBKE IO KOjuMa ce
JI0Ka3yje KOHBEPreHIMja pa3jiuduTe. MHOTM OJ TOCTynaka, Kao mro je IbyTHOB,
M0jaBJbYjy CE M KaO CIEIHUjaTHN CITYy4ajeBH HEKUX IMOCTyIHaKa. Y TaKBUM CIydajeBUMa
ce ¥ JIOKa3 ’UXO0BE KOHBEPIeHIHje J001]ja U3 I0Ka3a KOHBEPIeHIH]e 1iene Gpamuimje.

VY wmacrep pagy mocmarpamo IbyTHOB mocTymak 3a peliaBame HETHHEapHe
jeAHauMHEe ca JeJHOM HEMO3HAaTOM U meroe Moaudukanuje Ttpeher pena
koHBeprenuuje. Ilpukazahemo BuIle MOCTynaka, HUXOBY KOHBEPIE€HLHU]Y U pea
KoHBeprenuuje. Kao opurunamiu pesynarar gajemo moaudukaiyje lbyrHoBor mocrynka
Tpeher peaa KOHBEpreHuuje.

Macrep panx je moaesbeH y 4eTupu Jena. Y YBOJHOM ey /ajeMO O3HakKe
neuHHUIMje U TeopeMe Koje heMo KOpPUCTUTU y NajbeM pany. Hpyru neo campxku
no3Hare moau¢ukanuje bbyrHoBOr mocTymnka, kao mro cy Xanejes, Ojnepos, XaHceH-
[TarpukoB, moctymak OCTpPOBCKOT, IOCTYIaK HWHBEP3HE HWHTEpHOJaNuje, MOCTyMaK
ceuuiie, PancroHoB moctynak, nocrymak MunoBaHoBuha u IlerkoBuha, mocTtymak
Xepuera. KonBeprennuja BehuHe oBHX TOCTymaka ce MOXKE J0Ka3aTh M MPUMEHOM
Teopema u3 paga [4]. Y tpehem nemy mocmarpamo Heke Halle MOIU(HKALuje
BbyraoBor mocrynka. Ilocmarpahemo mocTymke Koju caape TpBH U APYTH H3BOJ
¢yHKLIMje W 3aMEHOM Jpyror M3BojAa OAroBapajyhum ampokcumanujama jaoduhemo
HOBE MMOCTYIKE. 32 OBE MOCTYIKE JI0Ka3yjeMO KOHBepreHIujy Tpeher pena.

VY nocneameM ey paia npukazahemMo HymMepudke eKClepuMeHTe ypaheHe y
nporpamckom makery Mathematica. Ilpumepn cy y3eTH u3 HaBeJIE€HHUX pPajaoBa, a
najuie u3 [9], [10], [12], [13] u [15]. Ha kpajy je HaBeneHa kopuiheHa quTeparypa.
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Benuky 3axBanHOCT ayryjeM cBoMe MeHTOpy, Ap [parocmaBy Xepuery Ha
KOPHCHMM CaBETHMa W CyrecTdjama, Kao M Ha JOOpOHAMEpHUM Ipumendama, a mpe
CBEra Ha pa3yMeBamky Ha MEHTOPCKMM IOCIOBMMA. lmana caM BeJIHMKY 4YacT H
3aJI0BOJBCTBO Ja capalyjem ca mum!

Hcro Tako, 3axBajbyjeM ce W wiaHoBHUMa komucHje aAp Haramu Kpejuh u ap
bBophy Xepuery.

Hosu Can, okto6ap 2012. rogune Hapa bomkoruh



2.YBOAHWU peo

2.1 OsHnake
D= a,b
C*ab - ckyn K —rmyTta HenmpekuaHo audepeHIrjadbuTHuX (QyHKIHja Ha
uHTEpBany a,b
X OpojeBa Xy, X, .-
Lip, a,b ckyn (¢yHKIMja Koje Ha wuHTepBary a,b  3a10BosbaBajy
JInnmmnos ycioB ca KOHCTAaHTOM )
u X _ T
f'(x)
fx f"x
tX =————
f'x
o pememe jeqHaunHe f X =0, OIHOCHO O] €KBHBAJCHTHE jeIHAYMHE
X=¢ X
fl o 23
j_j!f’Ot 1=as

jeHaurHa TperiKe

raeje a=limx,,
k—o

P je pea KOHBEPIreHIM]e UTePATUBHOT IMOCTYIKA
C je acMMINTOTCKa KOHCTaHTa TPEIIKe

ek +1

o k=1,2,...je anpokcuMarinje aCAMITOTCKE KOHCTAHTE TPEIIKE
(]
k



2.2 Jlepunuumje
Hepununuja 1. Jeonauuna nenoxpemne mauxe je jeOHauura oo1uKa

p(x) = x.
Hedpunuuuja 2. bpoj a je Henokpemna mauxka hyHkyuje @ axo je

a=q@(a).

Heka je x, mpousBosban Opoj u3 uHrepBana [a,b]. ®opmupajMo HH3 OpojeBa
Xg, X1, X2, ... IPpEMA

Xer1 = @(x1), k=01,2,..

OBaj uu3 je moryhe dopmuparu camo ako ¢(xi) € [a,b], k = 0,1,2, ... 360r
nedunucanocTy GyHKIMje @ Ha WHTpaBany [a,b]. Ouurneano, ako QyHKIHMja @
npecinKaBa MHTEpBai [a, b] y camor cebe, Baxu @(x) € [a,b], k = 0,1,2, .... Ako je
HU3 X, X1, X3, ... JOOPO JePHUHUCAH U UMa TPaHUYHY BPEIHOCT, Tj. 3a HEKO @ € a,b
BaKH

lim x;, =
k—oo xk @
OHJIA je a pememe jeqHaunne @(x) = X, ako je GyHKIHja ¢ HENPEKUIHA Ha HHTEPBAILY
a,b . Haume, u3 ¢@(x) € [a,b], 3a cBako x € [a,b] cnemn, 360r 3aTBOpPEHOCTH
uHTepBana [a, b], na Tauka a € [a, b], a 360r HEMPEKUTHOCTH QYHKIH]E () CIIEAN

a= ,li_r)goxk+1 = ]11_{{)10 o(x) =@ (;lg?ox") = ¢(a).

Hakne, ako HH3 Xg,Xq,Xp,.. KOHBEprupa Ka «, TaJla jeé HhEroBa TIpaHUYHA
BPEIHOCT, (, peluiemhe jeqHaunte @(x) = X, a WIAHOBH TOT HHU3a APOKCHMHPA]y TO
perieme.

OBaj mocTynak, y KOMe padayHaMo BPETHOCTH X, X1, X3, ... IpeMa X1 = @(xg),
je MpUMep MTePaAaTHBHOI MOCTYNKA (TMOCTYNaK CYKIIECUBHHUX alpoKCUMaluja), TAe je
Xk+1 = @(x;) wWTEpaTHBHO mNpaBWI0, (QyHKIHja ¢ QYHKOHja Kopaka, a HH3
Xg, X1, X2, ... J¢ ATEPATUBHU HU3. [IpBU wiaH TOT HU3A X je MOYETHA AMPOKCUMAIU]ja
(craptHa BpenmHocT). Kama wrepaTMBHM HW3 KOHBEPTHMpa 3a IMPOU3BOJEHY ITOYETHY
BPETHOCT M3 HEKOT CKYTIa, Ka)KeMO J1a MTEPATHBHH MOCTYNAaK KOHBEPrupa.

Nepununmja 3. Dyuxyuja T 3a0oseomasa Jlunwuyos ycnos na unmepeany [a, b
axKo nocmoju Hene2amueHa KOHCMAanma y maxea 0d je

lf(x) = fI < vlx—yl

3a ceaxo X,y € [a, b].



HMedpunuuuja 4. D@yuxyuja f je konmpaxyuja axo 3a006omasa Jlunwuyos ycios
ca KOHCMAaHmMom ¥ Marbom o0 1.

Jebpunnumja 5. Hexa je oam koneepeenman Hu3 Xy, X,... Yuja je eapHuuna
speonocm o . Kaoicemo da je pe 1,0 peo koneepeenyuje moe Husa axko je

fim X~ ¢

k—o _ p !
|Xk+1 6{|

a C je koncmamma paznuuuma 00 myne. Axo je P=1, onoa dodamno
npemnocmasmamo oa je C <1,

Takohe, kaxxe ce na je pel KOHBEpreHLMje HU3A X,, X,... HajMame P aKo

103BOJIMMO Jia KoHctanta C Moxke OMTH jeqiHaKa HYJIH.

ExBuBanieHTaH 3amnuc npeTxoane aAeduHuImje je cienehu.

Jedununmja 6. Koneepecenman nuz X, X,,... uuja je capHuuna epeonocm o , uma
peo komsepzenyuje P 1,0 axo nocmoje konemanmaC paznuuuma 00 nyne u

npupooan bpoj N, maxeu oa je
P

Axko je p =1, onoa 0odammno npemnocmasmamo oa je C <1.

Pen xonBeprenmmje ce KOpUCTH 3a ymnopehuBame Op3uHE KOHBEpIrEeHIH]e
Hu3oBa. IIpernocraBuMo 1a MMaMoO [Ba KOHBEPI€HTHA HU3a Xy, X,... U Zy,Z;,... ca

MCTOM TPaHUYHOM BpeJqHomhy ¢ M HeKa Cy BHXOBU PEJOBU KOHBEpreHuuje P; u p,
pecneKkTUBHO. AKO je P, > P, KaXXeMo Ja HU3 X, X,... aCUMOTOTCKH KOHBeprupa opixe

ol HU3A Zy,Zj,....

Hepununuja 7. Peod xousepeeHyuje umepamuenoz NOCMYNKA JjeOHAK je peody
KOHBepeeHyuje umepamuerHoz Hu3a O000UjeHo2 NOCMAMPAHUM —UMEPAMUSHUM
NOCMYNKOM.

Jedunnunmja 8. Kaowemo Oa je umepamuenu nocmynax ca peoom KoHeepeeHyuje
P, 6porcu 00 umepamueHoz nocmynka ca peoom Koueepeenyuje P, axoje p,>p,.



2.3 Teopeme

HTepaTHBHH MOCTYIIAK CE€ MOXK€E KOPUCTUTH M KOJI PelllaBarba jeJHaunHa 00IrKa
f(x) = 0. Ako Tpaxxumo Hyse pyHKHje f Ha uHTepBaTy [a, b] moTpeOHO je oxpeauTu
GyHKIMjy @ Tao na cy jenHaunne X = @(x) u f(x) = 0 ekBUBaJIEHTHE HA MHTEPBAIY
[a, b]. Yci10B eKBHBaJIEHTHOCTH OBHX jeIHAYMHA HaM Jaje cieneha Teopema.

Teopema 1. Hexa je ¢pynkyuja § oepanuuena na unmepsany |a, b] u nexa je
g(x) #0 3a x € [a,b]. Taoa cy jeonauune f(x) =0u x = @(x) ca p(x) = x —
g(x)f (x) exeusarenmne na unmepsany a, b].

Teopema 2. Dynxyuja xoja ucnywasa Jlunwuyos ycios na unmepsaiy [a,b)
Jje HenpeKuoHa y mom uHmepeaiy.

OGpHyTO HE BaXkH, Tj. HempekuaHa GyHKIMja Ha WHTEpBaly [a,b] He Mopa na
3a710B0JbaBa JIMNIINIIOB yCIIOB HA 1aTOM MHTEPBAIY.

Teopema 3. Axo npemnocmasumo da je ¢ynxkyuja f oughepenyujadbuina Ha
unmepsany [a, b] u axo easrcu

| f') <y, x€lab],

onoaje f elip, a,b .

Teopema 4. [3, 8] Heka f:D — R, 20e je D omeopen unmepsan u nexa f'

3a0060masa Jlunwiuyoe ycnoe na unmepsany D ca koncmanmom y. Tada 3a ceaxo
X,y € D eaowcu

FO) = fO) = -0 <T@ -2

Teopema S. [8] Hexa je ¢ roumpaxyuja na unmepsany [a,b] u nexa
npecaukasa maj unmepsan y camoe cebe. Taoa umepamusnu nuz {x;} oopehen ca

X1 = @(x), k=012,..

ca npoussomHom X, € [a,b], xoneepeupa ra jeouncmeenom pewery « € [a,b]
jeonauune x = @(x) u saxicu

k
14 )4
X —a| < —|xp —xp_1| S —|x; — x k=12,..
| k |_1—)/|k kll—l_yll Ol! IR
2oe je y Jlunwuyosa xoncmanma Kkoumpaxyuje oynkyuje @.

k
Y .Y
AnpuopHa OlleHa TpelIke je p— |x; — x|, a amoctepropHa je — [ — xp_1].



Yecto ce mopen ampHOpHE M alOCTEPHOPHE OILIEHE TpeliKe KOPUCTH H
Jlarpan:xoBa olieHa TpelIKe Koja je 3acHOBaHa Ha JlarpaHxoBoj TeopeMH.

Teopema 6. [8] Hexka je f oughepenyujabunna na unmepsany [a,b| u nexa je
sam >0

If')l=zm,  x€lab]
Ako je a € [a, b], nyna pynxyuje f, onoa 3a céaxo x € [a, b easxcu

|f ()l

|x —al| < )
m

[Tox mpermocTaBkaMa Jia je UTEpATHBHH MOCTYMAK X, =¢ X, KOHBEPreHTaH,
na je limX =o wu pa je dyHkuuja ¢ Jg0BoJbaH Opoj IyTa HENPEKUIHO
nN—o

nudepenijaduana, Baxu cieaeha Teopema, [15].
Teopema 7. [15] Peo konsepeenyuje jeonoxkopaunoe nocmynka

Xon =@ X, , n=0,1,...,

je nozumuean yeo 6poj. Osaj nocmynax uma ped KOH8ep2eHyuje p aKo u camo axKo
je
i

a=¢p a, @' a=0 j=12..,p-1, ¢" a =0.



2.4 Hcak IbyTH

Hcak Ibyru (Sir lIsaac Newton, 1642-1727.) 6uo je eHriecku (uzmyap,
MaTeMarhyap, acTpoHOM, anxemudap u ¢uno3od mpupoze, Koju je maHac 3a Behuny
JbYIM jetHa o7 HajBehuX JTMYHOCTH Y
HCTOPUjH HAYKE.

Pohen je na boxuh 1642. y
Enrneckoj, cey Boncrpomy,
rpodoBuju JIMHKONH, y MOPOAMIIH
dapmepa. Jom ox AeTHmCTBa 0ABHO
Ce U3paJOM pa3HUX MEXaHUYKUX
cnpaBa. Y OCHOBHO] IIKOJIA OWO je
npoceyaH Yy4YeHHWK, JIOK Cc€ Ha
Yuusep3utety y KemOpuny mokazao
Kao jefaH oj HajOOJbUX CTyAEHaTa. . ‘g&

HakoH CTyaMja NMOCBETHO Ce HAyIH. \W&ZZiill) -

basehu ce mpoOiieMuma KpeTama IUIaHeTa Pa3MHUIILIBAO j€ U O 3EMIbHHO] TEXKH U TaKO
noja3d Ja OoTKpuha 4YyBEHOI 3aKOHA TpaBHTAalMje, KOjU TOBOPH O Yy3ajaMHOM
npuBiadery u3Mel)y nBa HeOecka Tena uiau OWUIO Koja JaBa apyra Tena. BbyTH je Ha
OCHOBY 3aKOHa KpeTama, Koje je mocraBuo [amwmiej, popmynucao oOmmTe 3aKOHE
MeXaHUKe U BbUX JBOjUIA CE CMaTpajy OCHMBauuMa KiacuyHe gusuke. OCUM 3aKoHa y
MexaHulM, FbyTH je mpoyuaBao M CBETJIOCHE T0jaBe, a YBEO j€ W HOBE 0O0JaCTH Yy
MaTEeMaTHIIH.

VYV marematunu, BbytH nenu 3acnyre ca ['otdpunom Jlajonunom 3a otkpuhe
MHOUHUTE3UMAIHOT padyHa. Pa3BHo je cBOj METOA 3a alpoKcuMalije Hyjaa GyHKIuje 1
JIONIPUHEO MpOoyyaBamwy pasjarama QyHKIMja y peioBe.

I'maBHo peno MWcaka IbytHa je Mamemamuuxu npunyunu npupooue
gunozoghuje (Principia mathematica philosophiae naturalis). buo je unan KpasbeBckor
HAYYHOT ApymTBa y JIOHIOHY, a 3aTUM M HETOB BUILIETOAUIIHH MTPEICETHUK.

Enrnesu cy uzpasunu 3axansoct tbyTHy oBUM peunma:
“YoBeyaHCTBO c€ TIOHOCH THME IITO j€ MOCT0ja0 TaKaB M TOJIMKU yKpac JbYICKOT poaa‘.

[Mpemunyo je 31. mapra 1727. roguHe, a Ha HAaArpOOHO] IUIOYM je YKIJIECaH
HaBCJICHU TUTAaT.

10



3. byTHOB NoCTynak u kerose Mmogugukauuje

EbyTHOB mocTymak je Apyror pena KOHBEPreHIUMje M Yy jeIHOM HTEPaTHBHOM
KOpaKy MOTPeOHO je M3padyHaTH jeJHY BpeIHOCT (DYHKIHjE U jeHY BPEIHOCT HEHOT
u3Bona. Moaudukamnuje lbyTHOBOr moctynka Mo)KeMo rpymnucatu y aBe kiace. [IpBy
YUHE TIOCTYNIH KOJ KOJHX je IWJb JIa TMOBUCHUMO pei KOHBEPreHIHje y3 IITO Mambe
nosehame Opoja M3payyHaBamba BPEJHOCTH (YHKLHjE U HEHUX H3BOAA. Y OBY IpyIy
Moxemo cBpctatn XainejeB, OjnepoB, XaHnceH-IlarpukoB, moctymak OCTpOBCKOT,
HOCTyNaK WHBEp3He uHTeprnonauuje, [4], mocrymak Xepuera, [9]. Jpyry kiacy uune
NOCTYNIIM KOA KOjUX je HWJb Jla C€ H3padyHaBamka H3BOJA 3aMEHH pavdyHAmbEeM
BpeaHoCTH (DyHKIHMje y JBE WM BUILE Tadaka. Y OBY JAPYTY IpyIly MOCTyIaKa Criajajy
MOCTYTIaK MOCTyMaK ceuwniie, [§], PascroHoB nmocrymak, [15], mocrymak MunoBanosuha
u [letkoBuha, [13]. Hamr opuruHamHu 1onpHHOC Y KOjeM H3BOA 3aMemYyjeMo hopMyom
3a ONTUMAJIHO JU(epeHIHpame Takole ce MoXKe CBPCTaTH y OBY JAPYTry Ipymy.

3.1 IbyTHOB nmocTynak

BbyTHOB mocTynak je jenaH O] HAjIOMYJapHMjUX IMOCTYyNaka 3a pellaBame
jeaHaunHa. Y ocHoBM IbyTHOBOr mocrymnka je ampokcumanuja ¢yHkuuje f, uuje ce
HyJle Tpaxke JTuHeapHoM ¢yHKuHjoM. OBa anpoKcUMalija ce mocMaTpa y OJIM3UHU HyIe
Koja ce Tpaxku. Kao anpokcuManmona QpyHKIHMja ce€ KOPUCTH JMHEapHa (PYHKIHja YHUjU
rpaduk je TanrenTa ¢pyukuuje f y uzadbpanoj tauku (X, f (x,)). [Ipecek x; TaHrenre ca
X OCOM c€ IocMaTrpa Kao MpHUONMKHA BPEeJHOCT Hyne (QyHuMje f, a 3aTUM Ce€ TauyKH
(x4, f (x1)) mocTaBsba HOBA TAHTEHTA UT/I.

Jennauwmna tanrente y tTauku (X, f(xg)) je

y(x) = f(xo) + f(x0) (x — xo).

Axo je f'(x,) # 0, HapemHa ampokcuMalMja X; ce a00Hja Kao pelieme
jenHaunue y(x) = 0
)
! ° f(xo)

Axo je x, k —rta ampokcuMmanuja pemiema rmocMmarpaHe jenHaunHe, cienche
arpoKcuMaliije ce 100ujajy mo UTepaTUBHOM MPABHITY

f ()

k=0,1,2,..

11



BbyTHOB mOCTymak ce MOXe MOCMaTpaTy Kao MOCTyMaK o0nMuKa Xp,q = @(Xg),
rie je

f)
jaleo)

px) =x—

0] TPETHOCTaBKOM J1a je f'(x) # 0 Ha HHTepBaly y KOM Ce TPaKd PEIICHE jeIHAYNHE
f(x) = 0. Takie, cBe TeopeMe Koje ce OJHOCE Ha TOCTYIaK

X1 = Q(xx)

MOKeMO npuMeHuTH U Ha IbyrHOB nmocrynak. IIpu Tome ce JInmmunosa KOHCTaHTa Y
MOXK€ OIPEIUTH U3

y = max{|o'(x)|:x € [a, b]}
KaKo je

f{@? = fOIf" () _ ff" ()
f1(x)? f'(x)?

p'(x)=1-
ciaean

y = max{%:x € [a, b]}.

BbyTHOB mocTymak ce Moke MmocMaTpaTH U Kao mocedaH ciaydyaj UTepaTUBHOT
MOCTYIKA

X =@ Xy
ca
f x
P X =X-——G x,
f' x
nG x =1.

Jla 6u ce IbyTHOB MOCTyIaK MOTao CIIPOBECTH, MOTPEOHO je ga NpBU U3BOA f'
MOCTOjU y CBUM Tauykama MOCMaTpaHor uHTepBaia u aa je f'(x) # 0 3a cBako x U3 TOr
WHTEpBaJIa.

Ako je mpsu wu3Box f' HenpekuaHa ¢QyHkiuja u ako je f'(x) #0 Ha
MIOCMATPaHOM HHTEpBaly, OHIA je f' WM MO3UTHBHA WM HEraTHBHA (QYHKIHUja Tj.
Baxku f'(x) > 0w f'(x) < 0 3a x u3 mocmarpasor uaTepBaia. Kao mocmemuia oBora
nobujamo na ¢yHkuMja f MOXKE HMaTH HajBUIIE jJeJHY HYJIY y IOCMaTpaHOM
WHTEPBAIY.

Crnenehu npumep unycrpyje lbyrHoB nmoctynak.

12



Ipumepl. Heka je nata gpynxuumja f(x) = x3 + x? — 3. [Ipukaxxumo Ha 1aToj
¢Gyukuuju BbyTHOB mocTymak 3a penraBame jeanaunne f(x) = 0.

I[Ipe Hero ImITO MOYHEMO Jia TPAKHUMO HYITy AaTe QyHKIHje Ha ciumd 1. je mar
rpaduuku npukas pyuakuje f (x).

T L g
-1 0 1 x2 [ x1 2 3

Cnuxka 1.
Buanmo na je jenunu xopeH oBe Gpynkuuje Ha uarepsaity (1,2). Ilocmarpajmo

TAHTEeHTY 3ajare QyHKIMje Koja caapxu Tauky (xo, f(x0)), 1j. (2, f(2)). Jennaunna te
TAHTCHTE je JaTa ca

y(x) = f(x0) + f (x0) (x — x0), 1.
y(x) = f2)+ £ (2)(x - 2).

Kao ampokcumariujy pemiemha @ jeanaumbe f(x) = 0 y3uMamo pelieme Xq
jennaunne  y(x) = 0.

To pewmieme ce n3padyHasa u3

f(xo) + f(x0) (x — x)=0

U riacu

o = o — f(xo)
! 0 f'(xo)

13



Iox npermoctaBkoM ga je f (xo) # 0. 3a u3abpaHo X, = 2 HAa OBAj HAUMH
nobujamo na je x; = 1.4375. Kako je canga

F(x,) =2.03687 u f'(x;) = 9.07422 # 0.

Omnycanu MoCTynak MOKEMO MOHOBHTH Ca TaHMEHTOM Ha (GyHKIHMjy f y Tauku
(x4, f(x1) ). Tako moGujamo

X, = X fOa) _ 1.21303 ...

2 v f'(x1)

JacHO je ma oBaj moCTymaKk MOXeMO Ja TIOHaB/baMo CBe 0K je f (xi) #
0. [Tocne yeTBpTOT UTEPATUBHOT KOpaka nqo0uja ce tabena 1.

k Xk f (k)

0 2.000000 9.000000

1 1.437500 2.036865

2 1.213033 0.256363

3 1.175555 0.006463

4 1.174560 4.47907-107°
TaGemna 1.
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3.1.1 JlokajiHa KOHBepreHuuja

Teopema 8. (Jlokanna romneepeenyuja, [3, 8]) Hexa cy ¢gynxyuja f u mwen
uzeo0 f' oedunucanu na unmepsany [a,b] u nexa t' zadoeomasa Jlunwuyos

yenos na ucmom unmepsany. Heka je 3a nexo nozumueno m
If'()l=m,  x€lab]
u nexa jeonauuna f(x) = 0 uma pewerse a € (a,b). Taoa nocmoju maxeo p > 0

oa je (¢ —p,a+p) C [a,b] u oa je 3a céaxo xy, € (@ — p,a + p) umepamusnu
HU3

f
Xppg = X — % k=012, .

")

000po deqhunucan u 0a KOH8ep2upa Ka & U 8axCu

|xp41 — ] < % lx, —al?>, k=012 ...

Joka3. Heka je q € (0,1) u Heka je T Hajsehm Opoj 3a KOjU BaXxu
a—t,a+1 < D. Jlepuanmmmo

o]
p = miniyt,——
14
U Y3MHMO X, TaKo Jia BaXu |xo, — a| < p. Tpeba nokaszatu aa Baxu
[Xk+1 — al < qlx —al <p,

mTo 3HauM faa je Hu3 {x;} mobpo meduHMCaH (CBM WIAHOBH TOT HH3a MPHUINAIA]y
unTepBany (@ — p, & + p)) U 1a je KOHBEPreHTaH ca IPaHMYHOM BpenHomhy a, jep u3
MIPEAXOHE peTaluje Ciaeau

X1 — al < qlxg — al < ¢%lxgy —al < -+ < q* P xp — al,

OJTHOCHO
lim |x,,, — a| = 0.
k—co

Kaxo je f(a) = 0 u3 urepaTUBHOT HpaBmiIa 100HjaMO

LT ) - f(@)
frog)  F frxg)

Xe+1 — A& = X —

Tj.
e (f@) - fx) — F (@ — x)
Xk+1 “—f,(xk)f“ fOa) = 1O (@ — x) ).

15



Cana Ha ocHoBy Teopema 4 nobujamo

14

sr — ] € =———— 12
fort 2| f" (x|

lx; —
Ha ocHOBY mpeTrocTaBke 0 IIPBOM H3BOLY HMaMo J1a je

)4
|Xp41 — ] < ﬁlxk — al®.

Penanujy | x4 — a| < qlx, — a| < p mokazahemo HHIYKIIHjOM.

3a k = 0 umamo

Kako je q € (0, 1), u3 penauuje

Y
| Xk 41 — @l S%Wk—az

no0ujaMo

Y q q
|x; — a| S%|Xo_a|2 S;|Xo—0—’|2 S;plxo—al =qlxg—al < qp <p.

Hakne Baxu |x; — a| < qlx, — al < p.
[IpeTnocTaBuMO 13 BaXku
%41 — al < qlx —al <p.

JIOKQKHUMO J1a BaXH |Xj4p — | < qlxpeq — a| < p. U3

|4 q
|Xp42 — ] < %lxk+1 —al* < Eplxk+1 —al =qlxgs —al <qp <p,

crenn
Xz — Al S qlxgpr —al <p

ITO je U Tpebano f1oka3aT.
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3.1.2 I'tob6aiHa KOHBepreHuMja

Teopema 9. (I'nobanna roneepeenyuja) Hexa je D = [a,b], f:D - R u
f € C?(D). Axo cy 3ad060menu credeliu ycnosu
f@f() <0,

f'(x) =0, x €D,
f"(x) <0wum f"(x) 203a x €D,

xo €D, f(xo)f"(x0) >0,

onoa FEbymnose umepamuenu nocmynax KOHEep2Upa Ka jeOUHCMECHOM peulerby o
jeonauune f(x) =0uszak =0,1,2,... eaxcu credehe

X €D F1(x) > 0 F1(x) < 0
f'(x)>0 Xg = Xp41 Xk = Xpg1
f"(x) <0 Xp < Xgg1 Xk = Xp41

Joka3. Ha ocHOBY MpeTIOCTaBKH 3ak/bydyjeMo 1a jeaHauwna f(x) = 0 uma
Ta4HO jeIIHO peleHe y mocMaTpaHoM uHTepBany. O3Haunmo ra ca a. [TocmaTpajmo
cama ciydaj f (x) > 0wu f (x) > 0,3a x € [a,b]. Y npeocrana Tpu ciydaja ce mocTymna
AHAJIOTHO.

Kako je f'(x) > 0 umamo na ¢yHKIHja f pacte Ha mHTepBanry D, ma Mopa ja
oyne f(a) < 0. U3 unrepBana [, b], rie je a jenuna Hyna u3 uHrepBaia D y3umamo
IPOU3BOJBHO Xj.

[Tpema JlarpanxoBoj TeOpeMu UMaMo
0= f(a) = f(xo) + f'(6)(a — xo)
ca neknM 6 € (a, x,). U3 oBe penarnuje 1o6ujamo

o — f(xo)

O}
36o0r f"'(x) > 0 ¢yukuuja f' je pacryha, ma u3 x, > 6 cinequ f'(x,) > f'(8). Kaxko je
u f(xy) > 0, umamo

— _f(xo)<x _f(x°)=x
N IC) R AICS B

3Haun mobmm cMo @ < x; < X.

17



Kako je cama f(x;) > 0, mocrymajyhm kao y NpeTXOAHOM CIIy4ajy A00HjaMO
a < X, < xq utA. UTepaTUBHU HU3 KOJH CMO JIOOUIIM OBUM IOCTYIKOM Xg, X1, Xg,... j€
MOHOTOHO Omnaiajyhu u orpaHuueH, a ©Ma rpaHHYHY BPEAHOCT. 300T HEMPEKUIHOCTH
dyHkumja f ¥ f ciemu Aa je Ta TpaHWYHA BPEAHOCT HyIa QYHKIHjE f, Tj. jeHAKa je ca
a.nm

Ipumep 2. Heka je f(x) = xsinx + cosx u D = [2,3]. IbyrHOBEM HOCTYIKOM
ozipeauMo Hyny GyHKIHje f ca rpemkomM Mamom o 1077,

[Ippo hemMo MpoBepuTH 1@ 1M Cy 3a0BOJLEHU YCIOBH MPEIXOIHE TEOPEME.
Ounrsienno je 1a je f € C2(D).

Kako je f(2) = 1.4 u f(3) = —0.57 cnenm ma je f(2)f(3) <0,
f'(x) = xcosx <0, x €D,

f"(x) = cosx — xsinx <0, x €D,

3axy = 3 Bawu f(x0)f"(x0) = f(3)f"(3) > 0.

Kako cy ucnymeHu CBU YCJIOBU MPEAXOJHE Teopeme cieau na HbyTHos

UTEpPaTUBHU IOCTYNAK Ca Xg = 3, Xpyq = X — % ,k=0,1,2,... xouBeprupa Ka
k

jemuHCTBEHOM peniey @ jennaunne f(x) = 0 na marepsany [2,3]. 'paduun nmpukas

OBOT ITOCTYIIKA JIAT j& Ha CIIUIIHN 2.

Cnuka 2.
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Nmamo nma je |f'(x)|=1f'(2)]=0.83>0.8=m, 3a x €D, ma Ha OCHOBY
Jlarpan:xoBe OILIEHE IPEIIKE CIEAN

|f (i)l

m

|x —a| < k=012,..

TpaXkuMo X, TaKo 1a Baxu Wmﬂ <107°.

Cneneha Tabena caap)ku 4iaHOBE WTEPAaTHBHOT HU3A KOjU je oapeheH HaBeneHUM
IbyTHOBMM MOCTYIIKOM.

k Xk |f Gl
m
0 3.0000 0.708291000
1 2.80921 0.035801900
2 2.79843 0.000135899
3 2.79839 2.00339% 107°
TaGemna 2.

Jaxuie 3a Hyny @ QyHKIMje f y3UMaMo BpEAHOCT apokcumanuje x, = 2.79843.

Npumep 3. Heka je f(x) =x%—13. Tama je TO3WTHBHO pELIEHE
jemnaunne f(x) = 0 kBagpatHu KopeH Opoja 13. IbyTHOB mocTymak y OBOM ciiydajy
riacu

x2—-13 1 13

Xp41 = X ————==(x +—).
k+1 = Xk 2%, 2<k e

OuwurnenHo je 1a 3a MO3UTUBHO X BaXKU
f'(x)=2x>0uf"(x) =2>0.

Bupajyhu @ u b Tako na Baxu 0 < a <13 < b ycnoBu TeopeMe O TIOGANHO]
KOHBEpreHiyju Ouhe HcnymeHH ako je Xo € [\/ﬁ, b). Kako cy ycioBu HaBejeHe
TEOpeMe HCIYEHCHHU, CIEAM Aa HHU3 Xg,Xq,X,, .. onpeheH IbyTHOBUM wnTeaTMBHUM
nocTynkoM kouBeprupa ka v13. Heka je x, = 4, Taga no6ujamo Tadeny 3.
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k Xk f ()

0 4.00000 3.00000

1 3.62500 0.140625

2 3.60560 0.000376226

3 3.60555 2.72196% 107°

4 3.60555 -1.77636x 10715

5 3.60555 -1.77636x% 10~1°
TaGemna 3.

Kako je x, = x5 ca HaBejeHuM Opojem mmdapa, ma ka0 KOHAYHY BpeIHOCT 3a V13
y3UMaMo BPEIHOCT ampokcuMarmje x, 1j. V13 = 3.60555.
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3.2 Heke no3HaTte Mmoaudukanuje

3.2.1 XauejeB nmocrynak

Togune 1694. Xanej je o6jaBuo pan [6] Ha TaTHHCKOM je3HKY, I MPEACTaBIba
HOBY METOAY 3a padyyHame KOpeHa IOJMHOMA. Xayej TeHepalu3yje HUTEepaluoHy
dbopmyny 3a m3padyHaBame KyOHOT KOpeHa HEKOr Opoja W Tako J00Huja WTepanujy 3a
padyHame KopeHa mnoiuHoMa. OmmcaheMo y MOAEPHOj] MaTeMaTH4KO] HOTAIWjU
XasejeB OpUrHHAIHYU Pajl.

Heka je f € C?> u x, anpokcumanuja Hyle o OQyHKOHje f. 3aMeHHMO
jemnaunny f(x) =0 ca T(h) =0, rue je T TejmopoB IOJUHOM APYrOr CTEIEHA
dyskumje f

Th=Ffx +f x h+¥h2
u h=x-—x, Axo je X, noOpa ampokcumanuje Hylde « (QyHKuHje f, Taga
3aHeMapuBameM h?, 1061jamo u3
0=f x, +f" x. h
BbyTHOBY KOpeKuujy

e
T

Y HOBY alipOKCUMAaIHjy

fox,
frx

Xy =X +h=Xx, —

PemaBajyhu jemnaunny T h =0 mo6ujamo

f ()

h=-— - .
o + LG,

Axo h y umenuony 3ameHuMo EbyTHOBOM KOpekIHjoM, 1o0rjamMo XasejeBy KOpeKIujy

h:— f(xk)
f” f
’ Xk + Xk (Xk)
2F'(x)

21



u XaJiejeB UTEPaTUBHU MIOCTYIAaK
« —x — f(x) 2
ST, X )
f'(%)’

VY cBoMm pany Xaiej oBy popmyny Ha3uBa parpioHanHa Gopmyna.

Xanej takohe paszmatpa OjiiepoBy KOPEKIH]y TOOHjEHY pellaBamkbeM jeTHAUYNHE
T h =0

PO E -2 X 1(x,)
£(x)

N UTCPATHUBHU ITIOCTYIIAK

f(x,) 2

X, =X, — .
LT (%) 14 1= 2t(x,)

OBy popmyny Xasej Ha3uBa upanroHaiHa popMmya.

XarnejeB MoOCTyMak MpHIMaaa Kiach jJeTHOKOPAuYHMUX IOCTyMmaka 0e3 memopwuje,
[16] oGmuka

Xper1 = F(xp).

[TocmaTpaheMo HEKOJNMKO MO3HATHUX IMOCTYyNaka KOjU Ce€ MOTry 3alucaTH y
00JIMKY JeTHOKOPAYHOT MOCTYIKa 6€3 MeMopHje ca PYHKIIM]jOM Kopaka y OOIHKY

— e J@
F(X) =X f’(x)G(x)’

rze je G ¢pyHkuuja ca onpeh)ernm ocobrnHama.

[TpermocTaBuMoO Ja je « jeIWHCTBEHA HyJda GyHkumje f u na yakauje f u G
UMajy J0BOJbaH Opoj HEMPEKUIHUX M3BOJIAa Y HEKOj OKOJIMHU « . Ha ocHOBY Teopema 7
UTEPaTUBHU NOCTyNaK X,,, = F X, je Apyror pera KOHBEpreHIHje aKko je

F'(a)=0wu F'(a) # 0

fx)
£

Heka je u(x) = . Tama umamo na je u'(x) = 1 — t(x) na cnequ aa je

u(a) =0 u u'(a) =1.

Hudepenuupamem ¢pynkuuje F godujamo
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F'(x)=1—-u(x)G(x) —u(x)G'(x)
unF o =1-G o .
Teopema 10. HUmepamusnu  nocmynax X, =F X, , npu uemy je

f x
F x :X_f.—G X , je opyzoz peda axo u camo ako je G(a) = 1.
X

V ciyuajy kazga je G(x) = 1 umamo BbyrHoB nmocrynak 3a jegnauuny f(x) = 0.

Amnanorno, kopucrehu ce pesynratom Teopema 7 pgokasyje ce u crueneha
Teopema.

Teopema 11. Hmepamusnu  nocmynax X, =F X, , npu uemy je
f x
F X =x———G X, je mpehez peda axo u camo axo je G a =1 u
f"
e
2f' (@)

Joka3s. [TocmaTpanu uTepaTUBHU NIOCTYIIAK je Tpeher pesa ako U camo ako je
F'a =F" a =0, F" a #0
Kakoje F' ¢ =1-G a u

F'"(x) = —-u"(x)G(x) — 2u'(x)G'(x) — u(x)G" (x).

clenu nia je
PN B C)) 2f" (x)? _f”’(x)>
w00 = =) =~ 100 (S~ )
na je
U i CO
W' (@) = = s =t @)
u
we S (@) o
F'(a) = —f’(a) G(a) — 2G'(a).
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f "(a)
2f' (@)
Oap pena Tpu. Axo je F” o #0, nmocrynak je pena Tpu.

Ouwurnenno, mopa 6utn G o =1 u G’ o = Ja OM UTepaTUBHU MOCTYTaK 01O

[IpernocTaBke y MPETXOIHUM TeopeMama Tpake Mo3HaBame (yHkiuje F u
BeHUX u3Boja y Hynu ¢ynkuuje f. Kako To Huje nmako o0e30emuTH, mocMarpa ce
cnenehu n3bop pynkuuje G

G(x) = H(t(x))

ca mpou3BoJbHOM (GyHKIHMjoM H 3a Kojy Tpeba Ja Baxu

G(a) = H(0)
n
G'(a) = H'(0)t'(a).
360r Tora hemo npernocraske Teopema 11 jemHoctaBHUje 3ammcaT Ha cienehu
Ha4YuH

H() =1uH'(0) = %

Ha ocHOBY oBoOTI pa3maTpama J07a3uMo J10 cienehe Teopeme.

Teopema 12. Heka je a jeouncmeena myna ¢yukyuje F u H npouszeomna
dyuryuja 3a xojy eancu oa je H(0) =1, H'(0) = % u |H'(0)| < 0. Umepamusnu

nocmynak Xn4+q = F(x;,) ca ¢pynxyujom F degpunucanom na cnedehu nauun

R AC))
F(x) =x— [0 H(t(x))
20e je
_f@)f"(x)
W=
je mpehee peoa.

Ipumep 4. Dyukuuja f wma Hyay Ha uHTepBanry D.XaiejeBUM MMOCTYIKOM
u3padynajmo Hyiny pyrkumje f(x) = x? — 20sinx, axoje D = [2.7,2.8].

Kako ce u Buau Ha ciuuu 3. jeaHa ox Hy’na QyHKuuje f ce Hajlla3u y MUHTEpBaIy
[2,3].
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Ciuka 3.

Hexa je xo = 2.7. Kopucrehu XanejeB urepaTuBHU NOCTYHaK

= - f () 2
TR () 2 _ f(’}k)(f")(;fk)
! xk

npu yemy je f'(x) # 0, nobujamo crienehy Tadmuiy.
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" X £
0 2.70000 -1.257600000
1 2.75292 -0.000627026
2 2.75295 -6.83897x 10714
3 2.75295 -4.44089x 10715
4 2.75295 -4.44089% 10715
Tabemna 4.

Kako je x3 = x4, cnenu na 3a Hyny QyHkuuje f y3uMaMo BPEIHOCT allOKCUMAIje
X4 ,Tj. @ = 2.75295.
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3.2.2 Moctynuu ca cnenujajanoM pynkumjom H

Ha ocHoBy mperxomne Teopeme yTBplyjy ce Ja cy MOCTYNIH KOje€ HaBOIUMO
Tpeher pena koHBepreHiyje. 3a CBakd Off THX MOCTymnaka najeMo ¢yHkiujy H u men
TejnopoB pa3Boj, [4]. TejmopoB pa3Boj mokasyje, Ha M3BECTaH HAYWH, CIMYHOCT OBHX

byHkIHja.
3.2.2.1 XaJejeB nmocrynak

H(t)—(l 1t)_1—1+1t+1t2+
B 2 B 2 4 '

3.2.2.2 OjiepoB nocrynak

1 1
Hit)=2(1+V1-2t)t= T+ot+ot?+

3.2.2.3 Xancen-IlaTpukoB nocrynak

-1 1 a+3
H(t)=(a+1)(a+ 1—(a+1)t) =1+§t+Tt2+m’

a je peanas 6poj.

3.2.2.4 Tloctynak OcTpoBcKOT
1 3
H(t) = (1 — t)—O.S =1 +Et+§t2 + .

3.2.2.5 MlocTynak MHBEpP3He HHTEPMOJIALINje

1
H(t) =1 +§t.
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3.2.3 Moctynak ceunue

[Toctynak ceumiie ce Moxke TMocMmaTpaTd kao Moaudukanuja HbyTHOBOr
UTEPATUBHOT MOCTYIIKa

X, = X, —#, k=012,...
k

Kaja ce MpBH U3BOJ (DYHKIIHjE 3aMebyje MPBUM M3BOJIOM MHTEPIIOIAIMOHOT TIOJIMHOMA

npBor crenena. Marepnonannonu nojuuoMm Gpynkuuje f onpehen raukama X, f X,

u X, f X, ,nomnmnpernocraBkom X # xp_1 U f(x) # f(xk_1) je
px=Ffx, +F X_,% (X=X_)

TI€ Xp_1, X TPEACTaB/bajy IBE Y3aCTOIHE amnpokcumanuje pemema f(x) =0 a
flxk—1, X ] je monemena pasnuka npsor pena. Cana je

_ f X — f(Xk—l)
X = X

!
P' x =1 XX

3amemyjyhu f’ X, ca p’ X, moOujamo UTEPaTHBHU MOCTYIAK

X X
fx —-f x

X = X — fx , k=12....

OBaj mocTymak Ha3WBaMO IMIOCTYNKOM ceuuile. [‘eoMeTpujcko TyMademe
MOCTYIIKa CeuuIile aTo je Ha cienehu HauuH. [locMaTpajMo mpaBy Koja capiKu Tauke
(X, f(x)) 1 (x—1, f(xr—-1)). Ona je nara ciaenehom jeqHaYHHOM

y= flq)+ f(x;z :;Eicf_l) (e — x).

[Ipecex mpaBe y ™ anciucHe oce je pememe jeqHaunHy =0 uw TO je
VIIPaBO Xp,q W Ty BPEIHOCT IOCMAaTpaMO Kao MPHOIIKHY BPEIHOCT peliema «o
jennauune f(x) = 0. Kpos tauke (xp4q1, f(Xks1)) ¥ (X, f(x;)) mocraBbamMo ceuyuiry
¥ Tako J00MjaMO Ta4yKy Xj 4, Kao HOBY ampokcumanujy 3a «. [lonaBspajyhu onucanu
HOCTYyIIaK oxpehuBarma nmpeceka mpasux Kpo3s tauke (X, f(xx)) u (Xp—1, f(Xk—1)), (ca
JIaTHM X, M X; ) Ca ammmcoM ocoM, jobuhemo Hu3 {x,}. OBaj Hu3 mox oapehenum
ycioBMMa KOHBeprupa ka pemewy jeanaunde f(x) = 0. I'paduukn mpukas oBor
MOCTYTIKA j€ JIaT Ha CIUIM 5.
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x1 X x0 X

f(x2)

f(x1)

Cmnka 5.

Teopeme 0 JOKaaHO) M TN100ATHO) KOHBEPIeHIIMjU OBOTa MOCTYINKA CIUYHE CY
onrosapajyhum teopemama 3a BbyTtHoB moctymak. OBae HaBogumo 0e3 Joka3a camo
TEOpEMY O JIOKAJTHO] KOHBEPTCHITH]jH.

Teopema 13. [8] Hexa je f € C?(D) maxsa da je
|f'(x))=m>0, xeD.

Axo jeonauuna f(x) = 0 uma pewere a € D, onoa nocmoju n > 0 makeo oa 3a
cee X, x1 € Dy (@), xXo # X4, 20e je

D,(a) = {x € D: |x — af <7}

nocmynak ceduye Koneepeupa Kka @ u easxce oyeHe

| (<2 R k=23
Xk a_qu, =23, ..
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M,
X, — o <—\xp_1 —xp||xp_» — x|, k=23,..
k | 2m|k1 kel 1X—2 k|
2oe je

M, >

f"(x)|, xeD, qz%rxl,

a Fy, cy @ubonauujesu bpojesu,
Fob=F =1, Fyy1=F,+F,_1, k=23,..

unu ce nocmynak npekuoa 36oe f(x;) = 0.
Kako 3a ®ubonaunjeBe OpojeBe BaKu
K+ K+
1((1+5)" (1-B)"
Fo=—r - ==
NI 2

1 k+1
. + . .
6p0] ( 5 J MocTa)€ JOMHMHAaHTAaH 3a BCJIMKO k , I1Ia C€ MOJKE ITOKA3aTH a J€ pca

+5

KOHBEPI'CHIIN]je MOCTYIKA CEUHIIC =1.618..., [15].
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3.2.4 PajiCTOHOB MOCTYNaK

VY xwusu [15] npeanoxena je moaudukaiija lbyTHOBOTr OCTYIKA TAKO IITO CE
y Moau(HKanMji 3aCHOBAHO] HAa MHBEP3HO] HHTEPIIONAIMH H3padyHABame IPYyror
U3BO/Ia 3aMemyje W3pauyHaBamkeM H3pa3a y KojeM (QUrypHUIly caMO BpEIHOCTH
¢ynkuuje. Haume, mocMatpa ce HTepaTHBHH MTOCTYIIAK

o _f(xk>(1+t(xk))
TRl 2

xoju je tpeher pena konseprenuuje. Y [15] je npyru usBox f” X, y t X, 3amemeH

ca

- f x —f X 2f" x, +f' x
" k k-1 k k-1
f" x, =—6 —+2

Xk_xkl Xk_Xk—l

Taxko je moOujeH mocTymnaxk

f .Fn
o 0 00
(%) 2'(%,)

OBaj noctynak, kao u HbyTHOB caapxu camo (QyHKIHM]Y M HEH NPBU U3BOJ.
MebhyTtum, 3a u3pauyHaBame HOBOT YjlaHA UTEPATUBHOI HHU3a MOTPEOHO j€ MO3HABambe

nperxogHor wiaHa Hu3a. Ca m3aOpaHuMm X, Moxe ce uspauyHatu X, IbyTHoBUM
MOCTYIKOM

ajm ce X; Mo)ke OMpaTH IPOU3BOJBHO.

Jloka3 KOHBepreHiffje oBor moctymnka aat je y [15]. Tamo je nokaszano aa je pen

KOHBCpFeHHI/IjC OBOT" IIOCTYIIKa 1+ \/é .3a ACUMIITOTCKY KOHCTAHTY T'PCHIKE, 3aKJbYUCHO

. . 13
je, ald He ¥ JJOKa3aHo, J1a je |12C4| .
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3.2.5 Mocrynak MunoBanosuha u IlerkoBuha

VY pany [13] mocmarpa ce MoaudHKaIHja UCTOT TIOCTYIKA Kao u 'y [15]

IRICOIPIRICALIRY
Pl 2F ()" )

Xie1 = X
W oBxe ce npyru M3BOJ 3aMemyje allpOKCUMAIIM]OM Y KOjO] C€ MOjaBJbyjy caMo
(GyHKIIMja ¥ BEH MPBH U3BOJI, Ca IMJbEM J1a ce 1001je KOHBEpreHiyja peaa seher ox 2.

ATpokcuManujom

fl(xn + gn) _f,(xn)

&n

£ ()~

y MOCMaTpaHOM MOCTYIIKY, Tae &, — 0 kaga n = +oo, 1odujamo

_ f(Xn) . f(Xn)2 f' X, + &, _f’(xn)

n=0,1,...
f'x, 2f’(xn)3 &,

n+l = n

AKO MpeTHocTaBuMO 1a je pemewme a jemHauune f(x) =0 u30J0BaHO Yy
uHTepBaly [a,b] u na je X, € a,b , noyerna anpoxcumanuja 3a , nuzabpaHa Tako Ja

UTEPATUBHU HU3 JePUHUCAH MOAM(PUKOBAHUM HTECPATHBHUM ITOCTYITKOM KOHBEpPTHpa
Ka a Kajja n — +o00, OHAa MOXKEMO JI0Ka3aTu cienehy Teopemy.

Teopema 14. Hexa je f € C3[a,b] u muexa je &, =2x,—%x,_1. Taoa
umepanmueru nocmynakx

LR FO) f X+ s — (%)

n=01,...
frx, 2f'(x,)° g,

n+1 n

uma ped konsepeenyuje 1+ 2 mj.

|xn+1_a|~A|xn_a|1+\/§: (n—>+oo),
2oe je
" 1+V2
a
po @
4f ()

PajncToHoB uTepaTUBHU MOCTYyNaK MMa Behu pesl KOHBEPTeHLIM]€ O/l MOCTYIKE U3
nperxonHe TeopeMe. Mehytum, PajacToHoB mocTtynak Tpaku BUIIE HM3pauyHaBamba O]
noctynka MunoBanoBuh&IlerkoBuh.

32



Ako ce y moctynky MwmtoBanosuh&lletkoBuh y3me €, = f(x,) noduja ce HoBa
moudukaiuja tbyrHoBor nmocrynka uuju je pea 3. Y pany [13] nokasana je cieacha
Teopema.

Teopema 15. Hexa je f € C3[a,b] u nexa je &, = f(x,). Taoa umepamuenu
nocmynak

) f(x,)? T x+f x —f(x)

Xn+1_ n 3 n=0,1,...
frx, 2f'(x,) f x

n
uma peo KoHeepzenyuje mpu, mj.
|xn+1_a|~B|le_a|3r (n—>+oo),

2oe je

B 3f(@)? - f"" (@) + 2f (@) - f" (@) — 6f " (a)?l.

T 12f(a)?
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3.2.6 IMoctynak Xepuera

VY pany [9] npukazana je dhamunuja nmocrymnaka Tpeher pejga KOHBEpreHIHje 3a
pelaBame HEJIMHEApHUX jenHaunHa. [lokazaHo je ma oBOj (aMMIIMjU NPUMNAAajy HEKH

Beh mo3HaTtu mocTymnuu: XajejeB MOCTyMak M MOoCTynak u3 paaa [2] u cymep XaiejeB
HOCTYyTaK U3 paza [5].

Qdamuiidja UTEpaTUBHUX TMOCTYyMaKa 3a H3pauyHaBame jEIHOCTPYKOI pelleHa
HeJMHeapHuXx jeanaunna f (x) = 0 mocmarpa ce 1o npeTnocTaBkama

feC®ab, f'x <0, xeab, fa>0>fbh.
ITox oBuM TipernocTaBkama GpyHkuuja f wMa jeany u camo jenHy Hyny o € a,b .

ITpBo je mocMatpan tbyTHOB nocTynak 3a U3pauyHaBamwe alpoKCUMAalMje 32 o

B fx, o1
xnﬂ_xn—f’X , n=01,...
n

3a HeKy ojromapajyhy nodeTHy BpemHOCT X,. Ako je f” x >0 mmiu f" x <0 3a
xe a,b , 6upamo x, tako ma je f x, f” x, >0, 1. X, € a,¢ wwm X, € a,b .
EbyTHOB mocTymak KOHBEprupa KBaJapaTHO y HEKOj OKoyiuHH on ¢ ako je f' a #0,

Teopema 9.

XasejeB Ki1acuyaH MOCTyMaK

fx,
X ., =X — ,

o fx f"x

f ! n n
X, — -

21" x,
MOJKE ce 3amMcaTi 1 Ha ciegehn Haunn

f x 2

rze je
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[Ton mpermocTaBKkama Koje Cy CIMYHE OHUM KOje TOCTaBjhamo 3a IbyTHOB
nocrynak, y pany [9] mar je nokas rnobanHe MOHOTOHE KOHBepreHimje tpeher peaa 3a
jenny dhamunmjy nocrynaka. ®@amuiuja mocrymnaka ce qeuHuUIIe Ha ciiefehn HaunH.

Heka je
Xn+1:Fk X, n=01,...,
rie cy ¢pynkuuje F, obnuxa
FoX =Xx-——— g tx , k=12
k A= % Py o K=44
ca
fx f"x
t X = 5
f'x
u pyskuujama ¢, neduHucaHNM ca
S=1 g S=— 2" k=12
¢O d ¢k 2—S-¢kil S y yLyeonn

dynkuuje ¢, ce nako pauyHajy. HaBogumo npeux ocam ¢, s , k=1,2,...,8:

2 2-5 4 —4s 4-6s+s®  2(4-8s+35%)
2-s' 2(1-s) 4-6s+s’ 4-8s+3s®  —8+20s-12s’ +s°
—8+20s-12s% +5° 8(—2+65—5s% +5°) 16 —56s + 60s” —20s® +s*

A(—2+65-55°+5°)  16-565+60s2—20s>+s* 16— 64s+84s? —40s® +5s*

Jlako ce Buau aa cy IbyrHoBa n XanejeBa uteparuBHa (DYHKIMja CHELUjaTHU
caydajesu ca F, u F pecnextuBHO. IbyTHOB mocTynmak He mpumajga oBoj (GamMuIHju

nocryrnaka tpeher pesa, a ce MOXe MoCMaTpaTH Kao rpaHudHu ciryvaj kaga S — 0.

VY pany [2] xoHCTpyHCaH je HOBHM IMOCTYIaK, KOjH je 3acHOBaH Ha HbyTHOBOM
MOCTYIIKY | JIaT je ca
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f x 1‘xnzf”xn

T 2 1 x, P2t x, f'x, f"x,

n

[Tocne jegHocTaBHUX TpaHChOpMAaIMja OBaj MOCTYHAK C€ MOXKE 3alucaTd U Ha
cnenehu HaunH

«  —x f x, 2-t X, y fox, t x
n+l = n f’ X 21—t Xn — Mn f, Xn §02 n

n

To 3Haum /12 je oBaj METO WIaH MocMaTpaHe Gpamuiimje ca

Fx—xfx t X
2 = f'X%
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3.3 Hexe HoBe Moaudukaunuje bbyrnoBor mocrynka

VY panoBuma [15] u [13] nocmarpa ce MoaudUKaIHja KCTOT MOCTYITKA

f(xk)[1+ f(x)f" x, ]

X, 4 =X, —
k+1 k f r(xk) 2 f /(Xk)Z

Jpyru u3Boj 3aMemyje ce ampoKCHMAIlMjoM Y KOjoj ce M0jaBibyjy caMo (pyHKUH]ja U
EH MPBU U3BO/I, Ca IMJbEM J1a ce 100Mje KOHBEepreHiuja pena seher ox 2.

3.3.1 OnrumanHo qudepeHIUpaAe

Y pany [l] pmara je onTtuManHa —ampoKCHMalldja TpPBOT  HM3BOJAA, Tj.
anpoKcHUMallvja mpBor u3Bojaa Tpeher pena

_32f x+3n —27f x-2h —5f x+6h 4f" 7 |

f' x +
120h 3 4l

€ je 7 HEKe BPEIHOCT M3 MHTEpBaia Koju caapku X, X+ 3h X —2h, x + 6h u Ha kojem
je dyukmuja f detupu myra HempekuaHO qUpepeHInjabuIHa.

Kopucrehu ontumanny anpoxcumanujy mnpsor u3zBoga ca h=f x | nobujamo

cienehy anpokcumariijy Ipyror u3Bojaa

32f" x+3f x -27f' x-2f x -5f’" x+6f x
120f x

.f"Xz

[Toctynajyhu xao y ciyuajy PancToHoBor noctymnka, go6ujamo cienehu nocrymnak

. —x _ f(x,) 1+ f(x,) 32f" x +3f x, -27f" x -2f x  -5f" x +6f X,
TR )T 2F(x)? 120f x,

OJHOCHO

f(x) 32f" x+3f x, —-27f" x-2f x, —-5f" x+6f Xx,
X =X — 0 1+ — :
/(%) 2401'(x,)
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Heka je

F x =x

f(X) 1 32f" x+3f x —-27f" x-2f x —-5f" x+6f X
f'(x) 240 f '(x)?

Jlako ce mpoBepasa J1a je

a=F a, F a=F"a =0, F"a =2¢—c,.

Kako je F" « y ommreMm ciydajy pasidudTO OJf HyJe, MOCTYIaK 3aCHOBaH Ha
ONTHMAJTHO] allPOKCHMAIIHjH TIPBOT U3BOJA je pera 3.

Teopema 16. Hexa je f € C*(D) maxsa 0a je

|f'(x))=2m>0, xeD.

Ako jeonauuna f(x) = 0 uma pewere a € D, onoa nocmoju n > 0 makseo oa 3a

C8aKO
XOED,] a = XeD:|X—0¢|S77
nocmynax
X = X, - f(x,) 1+32f' X +3f x, —27f’ xk—2f2xk -5f" x, +6f X,
(%) 2401 "(x,)

KOHGepaupa Ka « ca mpehum peoom. Acumnmomcka KOHCMAwma epeuike je
2
2¢; —C,.

Hoka3s. 13 ycioBa Teopeme cienn na jennaunaa f X =0 wmma y uaTepany D
jenHo u camo jeaHo pememe. Kako je f o =0, mocroju x>0 TakBo ma 3a
D, « cD. ®ynkmmja x+Af x (32 6uno koju ¢uxcHm peaman 6poj 1) je

HENPEKUIHA Y o , 1a 3a cBako & >0 mocroju @ >0 TakBo ja BaXu

X+Af X —a—-Af « |=|X+ﬁ,f X —a|<8

3acBako X€ D, o .Hekaje e=min b—a,a—a . Tama nocroju p >0 TakBo na je 3a

CBAKO X € Dp a ute -2,3,6

a<a—e<X+Af x <a+e<b.
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To 3HauM /12 je 3a CBAKO X € Dp a X+3f x ,x=-2f x ,x+6f x e€D.

Heka je qe 0,1 . OsnauumMo ca M KOHCTaHTYy 3a KOjy Baxu

M .
|F'” X |£ s xeD.36or feC*D) cnenu na oBakBa koHcTanTa M moctoju. Heka

. . f6 . .
je m=ming i, p, Mq . Tana je 3a xe D, @ =D u dynkuuja kopaka mocMaTpanor
UTEPATUBHOT MIOCTYIIKA J00pO AepUHHUCAHA.

Ha ocnoBy TejmopoBor pa3Boja u ocobmHa (yHKIMje F crienu ma mocroju
TE D” O TaKBO Ja3a X, € D” a Baxu

F" r 3
Xx—-a=F X, —-F a = Xo—
3!

Opatie ciaenu
T M
__||x0—0¢|3 s?ﬂﬂxo —a|<q|x, —al<|x, —a|<7n,

o 3Haun 1a X, € D, o . Tloctynajyhn Ha uctu Haynn nobujamo ga ca X, € D, «

Baxu X, €D, a , k=0,1.... Koneprenuuja Husa cieu u3
2 k+1
X —a| < a|x —a| <9 %, —a| << g x, —
jepje ge 0,1 . [laje pen kouBepreHuuje 3 cieau Ha ocHoBy Teopema 7.

Cneneha TeopeMa ce Joka3yje Ha HOTIYHO UCTH HaYMH Ka0 U MPETXO/IHA.

Teopema 17. Hexa je f € C*(D) maxsa 0a je

|f'(x))=m>0, xeD.

Axo jeonauuna f(x) = 0 uma pewere a € D, onoa nocmoju n > 0 makeo oa 3a
CB8aKO

X% €D, a = xeD:|x—a|<n

nocmynax
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32f’[xk +31 %) j—Z?f’[xk EPRICY J-5f’[xk +61 %) J
(%) (%) (%)

£'(x,) 2401 '(x, )

KOHBepeupa ka « ca mpehum pedom. AcumMnmomcka KOHCMAHMA 2peuike je
2
2¢C, —C,.

N oBme KOpUCTHMO ONTHUMAJHY alpOKCHMAallM]y MPBOI H3BOJA Qi ca
f X

!

h= 1 100mjamo cienehy anpokcuMaIijy Ipyror u3Boaa

v 1| RN NP VY (VPR S Y21 (VPSR
f’ x f' x f' x

1201 X
f' x

f" x ~

3.3.2 Moaudukanuje 4eTHPU NOCTYNKA

VY mperxomHoMm maparpady, kao u y pamoBuma [15] u [13], mocmarpa ce
Mo (UKALMja UCTOT MOCTYIKA

X1 = X

IO IPRLICO LA
(%) 21'(x)" )

Hpyru u3BOJ 3aMemyjeMO alpoKCUMAIIMjOM y KO0jO] c€ T0jaBJbyjy camo (pyHKIMja U
IBEH TPBHU HM3BOJ, Ca IUJbEM Ja ce JnoOuje kouBepreHnuja pena 3. Kopucrehu nctu
MOCTYTaK, CBaKH O] clieJiehux mocTynaka

. f(x 2
XanejeB X, = X, — f’((xk)) [2 e ]
k k

OjnepoB X, =X, — F (%) 2
J p k+1 k fy(Xk) 1+\/1—2t Xk
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Xancen-IlaTpukoB X, = X, — (%) a+l , a je peanan 6poj,
T (%) at1- a+lt x,

OCTpPOBCKOT X, ,; = X, — ff,(())((k))[ \/1 :tL - ]
k - k

MOkeMO MOAU(UKOBATH KopucTehn

32f" x+3f x -27f' x=-2f x —=5f'" x+6f x
120f x

f”Xz

U cTaBJbajyhu

32f" x+3f x, -27f" x-2f x, —-5f" x+6f X,
120 f'(x,)?

yMecTo

_f X, F"(X.)

t X
k ' 2

(%)

AHajiorHo AO0Ka3y TeopeMa 16 MoxeMo JaTvu O0Ka3 3a KOHBepreHHI/ij CBaKor of

4YCTUPU OBAKO MOI[I/I(I)I/IKOBaHa IMOCTYIIKA. HpI/I TOMCE I[O6I/IjaMO Cﬂez[ehe ACHUMIITOTCKEC

KOHCTAHTC I'pCIIKE:

ITocTymax XanejeB Ojnepos Xancen-Ilarpukos OcTtpoBckor
KoncranTa 2 _ —C l1-a 1
C2 =G 3 ——cl-c, =cl-c,
2 2
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3.3.3 Jenna ¢pamuinja nocrynaka peaa 3

Kon mocrtymaka rae ce KOpPHCTH ONTHMalHa anpoKCcHManuja HpBOT H3BOJA
noTpeOHO je y CBAKOM UTEPATHBHOM KOpAKy M3pauyHaTH BPEIHOCT (PYHKIM]e U YSTUPH
IyTa BPEIHOCT MPBOT M3BOJA (3a pasMuuTe BPEIHOCTH MpoMeHsprBe). Ca nuibeM Ja
cMamuMO Opoj M3padyHaBama (YHKIHM]E M HEHOT H3BOZAA, MMOCMATpaMo (QYHKLHU)Y
Kopaka JiepuHucaHy ToMohy LIecT napamerapa

E oy —y_ () (Half(blf(x)+x)—a2f(b2f(x)+x)—a3f(b3f(x)+x)j.
f'(x) 2f(x) F'(x)?

OuwuriieHO, U OBJIE CE allPOKCUMUPA ApYyTrH U3BoA GpyHKuuje f y

E oy —y f(x)[1+ f(x)f" x j
f'(x) 2f'(x)?

Kao0 U y IPETXOJHUM pa3MaTpamuma. J[a OMCMO UCITYHWIIH yCIIOBE
a=F a, F a =F"a =0,

JIOBOJBHO j€ J1a BaXKU

a-a,-8,=0

bla, _bia, bia,
2 2 2
v, bla, ba,
6 6 6

b131 - bzaz - bsas =0

Pememe oBor cucrema (modmjeno momohy Mathematica-e) mMoxxemMo u3pa3HTH Kao
¢ynkuuje 18a mapamerpa b u b,. Tako no6ujamo

2 2 2
= . a,=- ST VP E—
T T bbb 2T i ishb 20’ T b2+bb, — 20

b, =t ~b,

Ca mpou3BOJBHMM BpeIHOCTHMA 3a mapameTrpe D u b, mobujamo mocrymak 3a xoju

2
BaXXu TeopeMa 16 ca HCTUM aCUMIITOTCKOM KOHCTaHTOM TpCUHIKE 2C2 - C3.
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Jla Ou koedunujeHtd a;,a, U a, OwnIn AepUHHCAHU, OUHUINIEHO HE MOry o00a
nmapamerpa b, u b, Outn jenmakm mymu. Axo msabepemo b =0 u b,=1 nobujamo

a=-2, a=-1 a=-1 b,=-1uodyskuujy kopaka

2f x +f x—f x +f x+f x
2f" x °
f' x

F x =x-

Y CcBakOM HMTEpPAaTMBHOM KOpakKy ca OBOM (YHKIIMJOM KOpakKa IOTPEOHO je
padyHaTH BpEIHOCT (DYHKIIM]€ U TPH IyTa BPEIHOCT MPBOT U3BOJIA.

Kako je

f x 2f x +f x=Ff x +f x+f x
F X =x-— 1+ 5
f' x 2f x f' x

BUJIUMO J1a je

2f x +f x—f x +f x+f X
2f x f' x°

1+

n00MjeHo U3

t x f x f" x
1+ —=1+——
2 2f" x

anpOKCUMALIMjOM JPYror U3BoJa (LEHTPAIHU TU(EPEHITHN KOJTUYHHK )

f x—Ff x =2f x +f x+f x

fox’

fIIX ~
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4.NMpumepu

Y oBOM Jeny NpHKa3yjeMo pe3yiTaTe HalluX eKCIIepHMEHaTa ca OIMHCaHUM
nocrynuuma. CBa padyHama cy ypahena y Mathematica-u 8. Ilpeunsnocr je moBehana
Ha 10000 mudapa ca SetPrecision dynkiujom. Kopuctunu cmo cienehu mznasHu
KPUTEpUjyM: |X —a|<& u ‘f X, ‘< £ THe je o TayHO peIICHE IoCMaTpaHe

jenHauynHe. Y cllydajeBMMa KaJa TadyHO pEHICHe HHUje JIOCTYITHO, KOPHUCTHIIA CMO
IErOBY allpoOKCHANM]y « ™, Koja je pauyHarta ca 10000 mudapa, amu cMo mpukKazaiu
camo 20 nudapa.

Hymepuuku pen kouseperennuje (COC) je pauynara mpema

In| x,,—a | X, -«
COC =

In| x,—a | X -al|
VY nammm monugukanujama COC je yBek 6mo 3.

PemaBanu cmo jenqnaumny f X =0 kopucrtehu crnenehe Tect dyHkumje m 3a
BHUX oAroeapajyhe cTapTHe BpeIHOCTH X, M TayHa pellemha « WIH alpOKCUMAlHje

TaYHUX pelewma o, *:
f, X = %— sinx, [9, 15], o>~ 0.5235987755982988731, x, =1,

f, x =x*-10, [10], a,*~ 2.1544346900318837218, %, =2,
f, x =x*+4x%-10, [10], &, * ~1.3652300134140968458, X, = 2
f, x =esinx+In x*+1 ,[12], &, =0, x,=2,

f, x = x-1"-1,[10], o, =2, %, =18,
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f.x = x-1°-2,[10], & ~2.259921049894873, x = 2.0,
f, x =x’sinx—cosx, [12], a, ~ 0.8952060453842319, x, =1.5,
f, X =70 _1 [10], @, =3, X, =3.2,

f, X =x—cosx, [10], & ~0.7390851332151606, X, =2,

[Ipukazyjemo camo Heke o1 oOujeHux pesyaraTta. Pesynraru 3a Tect QyHKIHje
f, f;, f, u f, ce He pasnukyjy MHOro ox pesynrara 3a tect Gpynkumje f,, f, u f,,

na ux HeheMo HaBOINUTH.

[IpBy rpymy pe3ynraTa 1ajeMo 3a IMOCTYIKE KOjeé CMO IOCMaTpaid Kao MOo3HaTe
momudukanuje HbyrtHoBor mocrymnka. ¥ oBy rpymy cBpcTaBamo Xaneje, Ojnepos,
Xancen-IlarpukoB, moctynak OCTPOBCKOT, TOCTYNaK HHBEP3HE HWHTEpHOJanHje |
nocrynak Xepuera. [pyry rpyne uuHe nosHare moaudukanuje BbyTHoBOr mocrymka,
PancronoB u nocrynak MunoBanosuha u [letkoBuha.

Tpehy rpyny unne monudukanuje byrHoBor mocrynka onucane y naparpady
3.3.1. IToctynak u3 Teopeme 16 Hazusamo ODI u oH je nat ca

f(x) 32fF" x +3f x, —-27f" x, —2f x, —-5f" x, +6f x,
Xt =X =0 1+ —
f'(x,) 2401'(x,)

[Toctynak u3 Teopeme 17 nazuamo OD2 u oH je nat ca

32f’[xk+3 f(xk)j—zﬂ'[xk—z f(xk)J—Sf'[xk+6 f(xk)J
(%) f'(x) f'(x,)

(%) 240 "(x,)

VYV maparpady 3.3.3 omucaHa je jeaHa JaBomapameTapcka Qamuinja MoauduKaimja
ByTtHoBOr nocrynka. Kao cnenujanan ciyyaj oBe paMuiIfje U31BOJHIN CMO ITOCTYIIAK

X = X

~Fx) 1+—2f X +F x —f(x) +f x +7f(x)
f’(Xk) 2f % f’(Xk)z

u o3Haumiu ra kao ODcdk (onmtumanHo nudepeHnupame mMoMohy LIEHTpaIHOT
TUQepeHITHOT KOJIMYHUKA APYTOT pesia).

VYV maparpady 3.3.2 mocmarpanu cmo Moaudukarnuje Xaiuejeror, OjiepoBor,
noctyka XaHceH-IlarpukoBor u moctynka OCcTpOBCKOT 100HjeHe 3aMEHOM JTYyTor
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M3BOJIa M3Pa3oM KOju cMo kKopuctwiu kon moctrymaka ODI, OD2 u ODcdk, Tj.

KOPUCTUIIX CMO

f” x ~

32f’(x+3

f x
f' x

J—Z?f'[x—z

X —-5f’ x+6f X
f' x f' x

|

120 f

f' x

OBy rpyImy nocrymnaka o3HagaBamo Kao 4eTBpPTY.

VY cnenehoj Tabenu npukasaHe cy BpeIHOCTH 3a |X8 - a| 3a HaBe/ICHE MOCTYIIKE.

Ipu ToMe je o3Haxa 1.4(-180) ymotpe6ibena 3a 6poj 1.4-10™%, ura. U3 taberne BuanmMo
na noctynu OD1, OD2 u Odcdk 3a nzabpane crapTHE BPpeIHOCTH HE KOHBEPTHPA]Y.

MocTynak f) f, f, f, fy
tbyTHOB 1.4 (-180) | 4.5(-288) | 3.7 (-154) | 5.8(-423) | 4.0(-28)
Xanejes 1.3(-3431) | 3.1(-7986) | 4.8 (-4287) | 2.8 (-2059) | 2.3 (-1299)
Ojnepos 3.7 (-5038) | 3.3(-9070) | 1.7 (-5207) | 4.1 (-1527) | 5.7 (-207)
XaHceH-MaTpuKoBs 7.0 (-5792) | 5.1 (-7223) | 3.9 (-2456) | 7.5 (-1020) | 1.5(-158)
OcTposcKor 4.4(-4146) | 0.0(0) | 1.1(-5610) | 1.8(-1744) | 9.4 (-1439)
nsepsne 2.4(-2171) | 1.4 (-6567) | 2.4 (-3371) | 1.5 (-5114) | 1.6 (-574)
WHTepnosauuje
PancroHoB 6.1(-1318) | 1.4 (-6567) | 2.4 (-3371) 1.0 (4) 2.0 (-318)
MwunosaHosuWh-

NetkoBuh 3.8(-687) | 2.1(-1502) | 8.6(-911) | 3.0(-351) 1.0 (-214)
oD1 1.7 (-2151) | 1.4 (-6567) | 2.4 (-3371) | 4.2 (3) -
0D2 3.9(-2398) | 1.4 (-6567) | 2.4 (-3371) | 2.5 (1) -
ODcdk 4.8 (-2195) | 1.4 (-6567) | 2.4 (-3371) | 4.7 (-2206) -
Xanejes+0D2 3.4 (-3735) | 3.1 (-7986) | 4.8 (-4287) 3.2 (0) 2.5(-2)
Ojnepos+0D2 2.4 (-6669) | 3.3(-9070) | 1.7 (-5207) | 5.9(-71) 9.5 (-19)
XaHceH-MaTpukoB+0OD2 | 1.5(-5078) | 5.1 (-7223) | 3.9 (-2456) | 4.9 (-14) 2.6 (-20)
Octposckor+0D2 4.6 (-4652) 0.0 (0) 1.1 (-5610) 1.2 (-37) 1.5(-12)

TaGena 5. Bpesoctn 3a |X, — ¢

W3 tabene BUAMMO Ja Cy 3a MPBHU IMPUMEpP MOCTYIIIN CBUX Tpymna A00pH U Ja ce
pe3yiTaTu MpBe M YETBpPTE Ipyle Malo pa3iukyjy. Hame moauduxanmje, mocTymiu
Tpehe rpyme, edukacHuje cy oa mocrymnaka apyre rpymne (PancTtoHoB moctymak u
noctynak MwunosanoBuha u IlerkoBuha). 3a apyrum mpumep cMo JOOMIM CIMYHE
pesynrare. Y Tpehem nmpumepy Hema pasiivke u3Mmel)y mocTymnaka mpBe Tpyre U leHUX
MoaudUKaIHja U3 4yeTBpTe rpyne. UeTBpTH nmpuMep mnokasyje na byTHOB mocrtymnak u
EroBe Mo3HaTe MoudHKalmje, HOCTYIIH MIpBe rpyrne, KoHBeprupajy. [loctymax

Pancrona n mocrynimu OD1 u OD2 nHe xouBeprupajy. [loctymmum MunoBanoBuha u
[TerkoBuha u ODcdk xonBeprupajy mo06po kao u mocTyniu npse rpyne. Iloctymnim
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rpylie 4eTUpH TMokKa3zyjy paznuunte ocoomHe. IToctymak Xanej+ OD2 He koHBeprupa,
npeocTana TpHU IOCTYIKa OBE Ipyle KOHBeprupajy. M3aOpaHa moueTHa BpPEIHOCT je
TaKkBa Jia je TpelKa y TOYEeTKY pEeIaTUBHO BEJIHMKA, alld je HYMEPUYKH pej
KOHBepreuuuje mnocie Tpehe urepanuje unak 3. OcMu npumep nokasyje Aa MOCTYIIH
ODI1, OD2 u ODcdk He koHBeprupajy 3a uzabpaHy crtapTHy BpeaHocT. Ocranu
MOCTYIIIH MOKa3yjy 0COOMHE Kao U Y MPETXOAHOM, YeTBPTOM IpuMepy. 300r Tora cMo
rmocMaTpaiii ocMu ipumep u Behu Opoj urepanuja. Y tadenu 6 nmpukazaHu Cy A0JaTHU
pesyaratu 3a ocMu npumep. Hamme, mocne ocam urepanuja yuHHiIo ce aa HbyTHoB
MOCTYyMaK Jaje 0oJbe pe3ynTare o IMOCTYIIaKa HACTAMX HETOBOM MOIM(HKAIIM]OM.
Mehytum, nocne 12 u 14 urepauuja BUAUMO Aa cy Moaudukamnuje 6ope. OuurieaHo,
u300p CTapTHHX BPEIHOCTH HE MOpa OWUTH jeaHako nobap 3a HbyTHOB mocTtymak u
MOCTYTIKE HACTaJIe leroBoM Moaudukanujom. To moka3yje u mpuMep Kajaa cMO YMECTO

X, =32 y3emu X,=31 wu jpobunmm KoHBeprennujy moctynka OD2 ca
|X8 - a| =4.0 -293 .
Moctynak |X8—a| |X12 —a| |X14—a|
HoyTHOB 4.0 (-28) 8.4 (-427) | 1.4(-1702)
PancroHos 2.0 (-318) 8.6 (-2368) | 1.9 (-17664)
MwunosaHosuh-
Nerkomh 1.0 (-214) | 4.3(-3001) | 3.4 (-17484)
OoD1 - - -
0OD2 - - -
ODcdk - - -
Xanejes+0D2 2.5(-2) 1.9 (-75) 1.2 (-668)
Ojnepos+0D2 9.5(-19) | 5.2(-1402) | 2.1 (-12606)
XaHceH-MNaTtpukos+0OD2 2.6 (-20) 3.1(-1513) | 6.4 (-13606)
Octposckor+0OD2 1.5(-12) 4.8 (-923) 4.2 (-8298)

Ta6ena 6. Bpennocru 3a f
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5. 3aK/by4yak

VY paxy cMmo mocmatpanu HbyTHOB mocTymak M HEeKe HeroBe MoauduKanuje.
Opurnnanae moaudukanuje npukasanm cMmo y tpehem neny u y teopemama 16 u 17
JIOKa3aly HHUXOBY JIOKAJTHY KOHBepreHuuje. Hymepudku pesynratu mokasyjy Aa Haiie
Mo uduKanmje aajy nodpe pesynrare, CIMYHO Mo3HaTUM Moaudukanujama HbyTHOBOT
nocrynka. CBakako, W300p CTapTHE BPEJHOCTH KOJ| JIOKAJIHE KOHBEPreHLHUje uMa
BaxHy yiory. IIpukasamu cmo pesynate camo ner npumepa. CIuuHHM pe3ynTaTd Cy
NOOMjeH! U 3a OCTajle HaBe/ICHE IIOCMATPaHE CITydajeBe.

Hymepuuku pesynTatu mokasyjy a ce He MOXE HH 3a jeqHy Moaupukainujy

pehu na je HajOoospa. MehyTum, cBe Haile MoauduKalnje UMajy pel KOHBEpreHiuje 3,
IITO CMO M YTBPIMIN Y OAroBapajyhumM Teopemama.
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YHUBEP3UTET ¥V HOBOM CA1Y
IMPUPO/JIHO - MATEMATHUYKH OAKVIITET
JNEITAPTMAH 3A MATEMATUKY U UTHOOPMATUKY
K/JbYYHA JOKYMEHTAIIMICKA THO®OPMALINJA

Pemau 6poj:

PEP

Wnentnduxanmonu 6poj:
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T

Tun 3anmca: TekcTyanHH MITaMIIAHU MAaTEPHjall
T3

Bpcra pana: Mactep pan

BP

Ayrop: [lapa bomkosuh

AY

Mewnrop: np Hparocnas Xepuer

MH

Hacnog pana: lbyTHOB nocTynak u merose Moaudukanuje Tpeher pea KOHBEPIreHIUje
MP

Jesuk myonukanuje: Cprcku (hupunmna)

JII

Je3uk u3Bo/A: CPIICKU U EHIJIECKU

JU

3emspa myOmkoBama: Cpouja
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W3Boxa: Y pany ce mocmarpa HbyTHOB mocTymak 3a peliaBame HEIMHEapHe jeTHAYMHE Ca jeTHOM
HEMO3HATOM W HeroBe Momudukanuje Tpeher pema kouBepreHmuje. [lpukazano je Buie
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