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[Ipearosop

Y 0oBOM MacTep pany ce Ipe3eHTy]y pa3HU acleKkTu 0ojema rpadoBa, Kao MTO Cy 0ojema
YBOpPOBa, 00jema rpaHa u 00jema 00IaCTH.

[IpBa rnaBa je yBOJHOT KapakTepa M caJp>Ku OCHOBHE IOjMOBE U AeUHUIMjEe Teopuje rpa-
(doBa Koje cy moBe3ane ¢ npodseMuma Oojema. Takohe, nar je ucropujar mpodiaema 6ojema rpa-
(doBa mel)y kojuma je mpobsiem 4 6oje — jes1aH oJ1 TJIaBHUX IMOKpeTaya pa3Boja Teopuje rpadona.

Jlpyra rnaBa ce 6aBu 00jem-eM YBOPOBA M OBJIE C€ YIIO3HAJEMO ca MOjMOM XPOMAaTCKU Opoj,
Kao U 00jemeM YBOPOBA MOjEIMHUX KapaKTepHUCTHYHHX rpadosa. Jlar je mperieq HeKuX of] Ba-
KHUJUX TeopeMa Koje roBope 0 00jery YBOpOBa, Kao MTo ¢y TeopeMe bpykca n Teopema Munu-
esbekor. Kpaj riase je mocBeheH XpoMaTCKUM KPUTHUHUM TpadoBUMA.

Tpeha rnasa je hokycupana Ha 60jeme rpaHa ma y okBUpy me je o0yxBaheHa mpuya o Xpo-
MaTCKOM MHJIEKCY (KJIacu) U EBEroBHM OCHOBHHMM pesyntatuma. /lajemo yBuza y teopemy Kenn-
Hra, kao 1 BuszunroBy teopemy. baBumo ce u kiacudukaiujom rpadoBa y 0JJHOCY Ha XpOMAaTCKU
WHJICKC.

YerBpra rnaBa ce Qokycupa Ha Oojeme IiaHapHuX rpadosa u O6ojeme Mamna. Y OBOM ey
TrOBOpPHUMO O Tpobsemy 4 6oje, anu je 3a pa3iuKy O]l MpBe IIaBe IJe je aKIeHaT Ha UCTOPHU]jCKO)]
CTpaHH OBOT MpoOIIieMa, OBJIe TOBOPUMO O KOHKPETHOM IpoOJIeMy U peliaBamy HCTOT.

OBoM mpUIMKOM OMX 3axBajuiia CBOM MeHTopy, np BojucnaBy IlerpoBuhy, He camo Ha
o/1abupy 3aHUMJbUBE TeMe, Beh W Ha MOAPIIIM U KOPHUCHUM CaBeTHMa Y TOKY MPHUIpPEMe OBOT
Mactep pana. Benmky 3axBaiHOCT AyryjeM U wiaHoBuUMa komucwuje, ap bopucy lloboty u ap
bojany bamuhy.

Ha kpajy, HajBehy 3axBajHOCT AyryjeM CBOJUM POJIUTEIbHMA M CECTPH Ha MOJPUIIM TOKOM
CBHUX TOJIMHA MOT IIKOJIOBaka, KA0 M HA CBEMY OCTAJIOM IIITO Cy MU Y KUBOTY TPYKHIIH.

lanxa Byjanay
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YBOn

Jeman o rmaBHUX y3pOKa 3a HACTAHAK W MOJCTHUIIAja 3a Pa3BOj TeopHje rpadoBa, CBAKaKoO je
13B. [Ipobnem uetupu Ooje. [Ipobnem je 1852. rogmHe younmo JOHAOHCKH CTyaeHT DpeHcuc
Tatpu® koju je, m3meljy ocTaor, GHO aHTaKOBAH Ha GOjeH-IMA KAPTH JOHIOHCKHX OKpyra. 36or
MPErJIEAHOCTH, KaKO C€ TO M JIaHAC YMHU IMPH NPaBJbEHY MOJUTHYKHX KAPTH, CBAKH OKPYT je
00jeH 1moceOHOM 00jOM M MPUTOM CY CYCETHH OKPY3H (OHHM KOjU MMajy 3ajeJHUYKY T'PAHHILY)
00jeHH paznuuuTHM Oojama. ['aTpu je mpuMeTHO Aa NMpU THUM YCIOBUMa Mame on 4 0oje Huje
OUJI0 TOBOJBHO, JIOK je ca 4 60je Morao 6e3 npobyiema 000jUTH KapTy. 3aMHTEPECOBAJIO I'a je LITa
je ¢ IpyruMm Kaprtama, Tj. Ja JIM Cy U 3a BuX J0oBoJbHE 4 60je. He MoraBmu na Halhe oarosop
obpatno ce cBom Opaty Dpenepuky, a oBaj mpodecopy MaTeMaThKe Ha YHHUBEP3UTETY Y
Jlonnony, Ayrycrycy ne MopraHyz.

[IpBu mucanum Texcr o IIpobiemy vetupu 6oje je mucmo koje je 23. oktoOpa 1852. [le
Mopras nociao Cep Bumjam Poyan Xamunrony® y koM je 06jacHHO mpo6iIeM, U 3aTPaskKHo
noMoh y leroBoM pa3zymeBamy U peliaBamy.

Wnak, npobnem je mocrao mo3Har Tek nocie Jle Mopranose cmptu 1878, xana je Aptyp
Kejuu® Ha cacranky JIOHZOHCKOT IpYIITBa MaTeMaTH4apa 3amuTao aa ju je Llpobiem 4 Goje
pelieH, W Hexyro MOTOM Hamucao 3aluc y KOjeM je MOKYIIao Ja 00jaCHH y 4YeMy je TEeKHHa
npobiema.

IIpBi 03GHIBaH IOKYIIA] TOKa3WBama mpodieMa wdeTHpu Goje je Haumumo A. B. Kemme®,

aJBOKaT M MaTeMaThyap-amarep Koju je Omo OyarajHUK a KacHHje W mpeiaceaHuk JIOHTOHCKOT
npymTBa MmateMaruyapa. ['onune 1879. je 06jaBuo noka3 y, Taga HOBOM, YacOIuUCY ,, American
Journal of Mathematics ““, u Butie ox 10 ronuna ce Taj 10ka3 y3uMao kao Banuaad. 1890. ronune
je II. J. XuByx® Hammcao pax y KoM je ykasao Ha rperke KeMmreoBor mokasa, HaKko je MOrao
JoHeKse criacuTh KemmeoBe apryMere U HCKOPUCHTH MX Y JIOKAa3MBamy J1a CE€ CBaKa Mara MOXe
obojutu ca mer 60ja. Hekonmko HapeTHUX TOAMHA Ipellka HUje CXBaTaHa Kao 030MJbHA, alH
KaKO Cy TO/MHE IMpoja3uie U HUKO HHUje HaJa3u0 HauWH MpPeBa3MJIaKema Ipellke, M0CTalo je
OUHUIJIEIHO Jia je TpoOjeM O030WMJbHHMJHU HEro ImTo ce ouyekuBano. O Tana je BETUKH Opoj

' F. Guthrie (1831. - 1899.)

> A. De Morgan (1806. — 1871.)

* W. R. Hamilton (1805. — 1865.)
* A. Cayley (1821. — 1895.)

> Ser A. B. Kempe (1849. — 1922.)
®Pp. ). Heawood (1861. - 1955.)
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MaTeMaTudapa TOKyIlao Ja JoKake TBpheme, aau mpBuUMa je TO Momwio 3a pykom Kenery
Arneny’ u Bongrany Xejkeny® Tex 1976. roauue.

VY mocneamux CTO TOAWHA C€ MaKkha KOHIIEHTpHcaia Ha 00jeme YBopoBa rpadoBa u 60jeme
Mmara. ['maBHu paszior 3a To je [Ipobsem yetnpu 60je, ajii 1 MHOTH MTPOOJIEMHU YHje CE pelllaBambe
CBOIWIIO Ha 00jeme yBopoBa. IIpBU pagoBH KOjU Cy TOBOPHIN O 0Ojemy IpaHa Cy ce MOjaBUIH
Tex 1880, kaza je Tejr’ n3mao pax y KoM je mokasao 1a ako je TBphetse dernupu 60je TauHO, OHIA
ce rpaHe CBaKor 3 — peryJiapHoT IUIaHapHoT rpada mory obojutu kopucrtehu camo tpu 60je. OBoO
je moceGan ciydaj Teopeme Kennra'® koja je noxasana 36 romuna xacuumje, 1916. romune, Kojy
heMo y 0BOM pajy rmoka3aTH.

Y oBom pamy hemo ce 0aBUTH pa3nMUUTHM MpoOieMuma Oojema rpadoBa, Kao IITO Cy
00jeme YBOpOBa, O0jere IrpaHa U 00jeme 00JIACTH TUTAHAPHUX TpadoBa.

7K. 1. Appel (1932. -2013.)
® W. Haken (1928. )

°P. G. Tait (1831. — 1901.)
D, Kénig (1884. -1944.)
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['maBa 1. OcHOBHM noOjMOBH rpada

Nepunnumja 1.1. I'pag G je ypehenu nap (V(G), E(G)) rae je V(G) xoHauan HempaszaH CKyI
elieMeHaTa Koje Ha3uBamo ugsoposuma, ok je E(G) konauan ckym naposa enemenara u3 V(G)
KOj€ Ha3uBaMo epaHe.

VYkonuko je rpana onpehena usoposuma U u V, Taga ymecto (U, V) MOKEMO MHcaTh UV, WU
camo e, rie je e = (U, V). 3a rpaHy e Kaxemo oIl U Ja ,,craja U u V”, ,,KpajeBu rpaHe € cy U u V”,
,»€ ]€ MHIIUJICHTHO ca U 1 V*...

HMepununuja 1.2. I'pane koje crajajy UCTH map YBOpPOBa Ce HA3UBA]y napanente epane. I'paHa
KOja Criaja 4Bop ca caMuM co0OM ce Ha3uBa nem.va (yna).

Hepunnumja 1.3. Yronuko y ckymny rpada rpada G, E(G), Hema HUTH mapajelHuX TpaHa HUTH
neTJbH, Taga rpad 30BeMo npocm epagh. Mynmuepagom HazuBamo rpadoBe y KOjuMa ce MOTY
10jaBJHUBATH MapaJICIIHE TPAHE WK TETIbe (JIyIe).

VY oBoMm pany hemo ce yriiaBHOM OaBUTH IPOCTUM TpadoBUMa.

V(G) = {v1, V2, V3, V4, Vs, V6}
E(G) = {ea, €2, €3, €4, €5, €6}

€1 =V1Vo— meTspa(iiymna)
€3, 84— TIapaJIeIHe TpaHe
Vg — M30JI0BaH YBOP

V3 —Bucehu yBOp

Cauka 1. Mynturpad

Nepununuja 1.4. J[a uBopa moBe3aHa rpaHOM HA3UBAMO CYCEOHUM YB0pPOSUMA. Y CYMPOTHOM
cy uBopoBHU Hecyceonu. Ckyn cBux cycena uBopa V €V(G) oszmauaBamo ca Ng(V), u muireMo
Nc(v) = {u eV(G)| uv eE(G)}.

Nepunnumja 1.5. Cmenen ueopa v €V(G) je Opoj cycena Tor uBopa, u To 3anucyjemo ca dg (V) =
ING (v)|. MunumMaan cteren cBux uBopoBa rpada obenesxaBamo ca 6(G), a makcumanan ca A(G).
[Tumemo 6(6) = min, eVv(G) d(V) H A(G) = MmaXy ev(G) d(V)
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Hepununuja 1.6. Ysop koju HEMa cycena ce Ha3UBa U30.106aH Y80p, TOK YBOP Ca TAYHO jeTHUM
CycenoM je sucehu (kpajmou) ueop Wi aucm.

Hepununuja 1.7. Yronuko cBaku 4BOp y rpady mMa MCTH Opoj cycena, Taga rpad Ha3uBaMo
peaynapuum 2pagom. Ilocebno, ako je 6poj cycena jemnak K, onma je rpad K — peeyrapan. 3a
rpad koju je O — perynapan KaxxeMo J1a je npasar, a 3a 3 — peryiapaH Kakemo Ja je Kyouu epag.
3a ocraine K — perymnapse rpadoBe He OCTOje MOCCOHU HA3HBH.

JacHo, y perynapaum rpadosuma je 6(G) = A(G).
" Y ! Y
k. LI LI v % Y%
L] v oW P L Vs
v W v, v
2-perayapas rpad 3-perypaiian rpad 3-perynapau rpa¢ 4-perynapas rpag

Cauka 2. Perynapuu rpadosu

Kapakrepuctuunu rpagosu cy:

e Kowmmneran rpad K, — rpad ca n uBopoBa y koM uzmely cBaka qBa 4Bopa ocToju IpaHa;

e Ilpaszan rpad K, —rpad ca N uBOpoBa y KOM HUKOja JBa YBOPA HUCY [OBE3aHA,;

e Kk —maprutan rpad G(Xi, Xy, ..., Xk) — rpad y kom uBopoBe aenumo y K kiaca, Xi, Xa, ..
Xk, IOK TpaHe MoBe3Yjy UCKJbYYMBO YBOPOBE U3 PA3IMYUTUX KIIaca;

e bumaprutan rpad G(X, Y) — Bpcra k — maptutHor rpada ca ase kinace, X u Y;

e Kowmmmreran k — maprutan rpad K(ng, ny, ..., Ny) — K — mapturtan rpad takas na usmelhy
CBaKa J[Ba YBOpa M3 Pa3IMUMTHX KJ1aca IOCTOjU TPaHa.

b

Y

[ ] V4
‘é "'.'5 \Jl
® 3 —
K ¢ K
e
ke Y
Vi 1) 1
G(XY)
K(2,2,2) X={w, v, w5}
Y=1 uj
%) Vi

Cauxa 3. Heku kapakTepucTu4Hu rpad)oBu
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Hepununuja 1.8. H je nooepagh epagpa G ako cy CBU HETOBH YBOPOBH U CBE HETOBE I'paHE
canpxkane y rpagy G.

Hepununmja 1.9. Ilooepagh epagpa G unoyxosan ckynom usoposa ' cV(G) mpexacrassba rpad
G' ca ckynom uBopoBa V(G') = V' u ckynom rpana E(G' ) = {uv| u €V', uv eE}. O3nauaBahemo
raca G[V'].

HMepunnumja 1.10. I1looepagh epagpa G unoykoean ckynom epana E' ¢ E(G) npencrasipa rpad G'
ca ckynoM uBopoBa V(G' ) = {u| I uv €E' } u ckynom rpana E(G' ) = E'. O3nauaBahemo ra ca
G[E'].

12 C"] li 1:)3 Y € Y
2} 2 ()
(2 G (,3 G 4
v Vv, V
4 . 4 : 4
K q K q " &}
G G =l » il G"=[14.¢.4}]

Cauka 4. I'pad u merosu HHAYKOBaHH MoATpadoBU

Hepunuuuja 1.11. Komnremenm G zpagha G je rpad ca uctum cKyrmom 4BopoBa kao kox G u ca
ckynom rpana E(G) = {uv| u,v eV(G), uv ¢E(G)}.

Nedunnmmja 1.12. ITlym Py y rpady G je HU3 uBOpoBa V1Vy ...V (K > 2) KOjU Cy CBH PaTHYUTH U
nputoMm Vi Vi+1 €E(G)3ai =1, 2, ..., k— 1. UsopoBu Vi u Vi cy kpajesu myta Py xoju hiemo joru
3Batu (V1—Vk) — iyt win (Vk—V1) — TyT. yosrcuna nyma Py je Opoj rpaHa Tora myta, Tj. K — 1.

HMepununuja 1.13. Konmypa C y rpady G je myt ca 6ap 3 uBOpa ca J0JaTHOM TPaHOM Koja
craja kpajie uBopoBe. KouTypy ca n (n > 3) uBopoBa o3HauaBahemo ca Cp. I'pad je ayuxmuuan
YKOJIMKO HEMa KOHTYpa.

N

P=vyn.y C=vnvs.. vy

Cauka 5. [lyt u koHTYpa
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Hepununuja 1.14. JIsa uBopa cy nosezana y rpady G ako y G moctoju myT Koju ux craja.

VY3 mpeTnocTaBKy Jia je CBaKM YBOp IMOBE3aH ca CaMHM COOOM, MOBE3aHOCT YBOPOBA je
penaiyja eKBUBaJICHIIH]C.

Hepunnumja 1.15. Komnonenma nosezanocmu epaga G je xiaaca eKBUBAJCHIU]jC Y OJHOCY Ha
MOBE3aHOCT.

Hepununuja 1.16. I'pad G je nosezar ako cy cBaka JaBa 4YBOpa IMOBE3aHa, Tj. 32 CBaKa JIBa YBOpa
MOCTOjH MYT KOjU WX crnaja. ['pad je moBe3aH ako uMa camo jeIHy KOMITIOHEHTY ITOBE3aHOCTH.

[
| .A
] KOMIIOHEHTA MOBE3aHOCTH 2 KOMIIOHEHTE [10BE3aHOCTH 3 KOMIIOHEHTE MOBE3aHOCTH
noeesaH rpadg HeroBe3aH rpad

Cauka 6. KoMItoHeHTe ITOBE3aHOCTH

Hepunummja 1.17. Vrrarwarwe ueopa vV €V(G) u3 rpada G ce Bpuiu tako mto ce u3 G yKIOHH
YBOp V U CBE TpaHe Koje cy MHIUACHTHE ca V. Jlooujenu rpad ce o3HauaBa G — V 1 TO je, CXOIHO
nebununmju 1.9, uaaykosan noarpad G[V(G) — vl.

V onmtajeM ciydajy, ykiarware ckyna yeoposa V' cV(G) u3 rpada G ce Bpuix Tako MITO ce U3
G yxiione cBu uBopoBH u3 V' m cBe rpaHe uyuju je Oap jeman kpaj y V'. Jlobujeru rpad ce
o3navaBa ca G — V' u no nepununmju 1.9 je G —-V' = G[V(G) — V'].

Y v

*y o%

1

G G-y G- vyl
Cauka 7. [Ipumep rpada, rpada ca yKIomeHUM YBOPOM U I'pada ca yKIOHEHUM CKYIIOM YBOPOBa

Nepunnumja 1.18. Vraarware epane € €E(G) u3 rpada G ce Bpmu Tako mto ce u3 G ykjIoHH
rpaHa €, JIOK ’eHU KpajeBH ocTajy. Jlooujern rpad ce o3HadaBa ca G — € u TO je, CXOaHO nedu-
Hunuju 1.10, uagykosan noarpad G[E(G) — e].
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Vknawamwe cxyna epana E' ¢ E(G) u3 rpada G ce Bpum tako miro ce u3 G ykjIoHe cBe IpaHe U3
E', mox muxoBu kpajeBu octajy. Jlooujenu rpad ce o3nauara ca G — E' u u To je, mo nedunmm-
ju 1.10, uaayxosan noarpad G[E(G) — E'].

5

G G-wys G - (Vv Wy, 13}

Cauxa 8. [Ipumep rpada, rpada ca yKIomeHOM TpaHOM U rpada ca YKIOBEHNM CKYTIOM IpaHa

Hepunnumja 1.19. Usop v €V(G) je apmuxyrayuonu usop y rpady G ako ce ykiamameM TOT
yBopa noeehaBa 6poj KOMIIOHEHTH MOBe3aHOCTH rpada G.

Nepunnumja 1.20. I'pana e €E(G) je mocm y rpady G ako ce yknamameM Te rpaHe nmoBehasa
Op0j KOMIIOHEHTH MoBe3aHoCcTH rpada G.

Vg, V5 — APTUKYJIIAaIUOHU YBOPOBU
V4Vs, V3V4, ViV4 — MOCTOBH

Cauka 9. MOCT ¥ apTHKYJIallHOHU YBOPOBH

Hepunnumja 1.21. Ckyn uBoposa U, U cV(G), je usopnu cenapamop epagha G axo ce yknama-
BeM ckyna yBopoBa U no6uja HemoBesaH rpad, 1j. rpad G — U je HemoBe3aH.

Jepunnumja 1.22. Munumanan 6poj uBopoBa rpada G unjum ce ykiamameM 1001ja HETOBE3aH
rpad wnu Ky Ha3uBa ce ueopHa nosezanocm n o3Ha4asa ca k(G).

k(G) = 0 axo u camo ako je G Henoesan wi je G = K
k(G) = 1 axo u camo ako je G moBe3aH U UMa apTUKyIanuoHu yBop wm je G = K;

Nepunnumja 1.23. I'pad G je ueopno k — nosezan axo u camo ako je k(G) = K, omHOCHO ako
OCTaje TIOBe3aH yKIIamambeM Mambe 0] K 4BopoBa.

HNepunnumja 1.24. Ckyn rpana F < E(G) je epancku cenapamop rpada G ako ce ykiamameM
ckyma rpana F mobuja HerosesaH rpad, 1j. ako je rpad G — F Hemose3aH.
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Nepununuja 1.25. Munumanan 6poj rpana rpada G uujum ce ykiamameM J100Hja HEeIoBe3aH
rpad wim K; Ha3uBa ce eparcka nosezanocm v o3Ha4yapa ce ca k1(G).
k1(G) = 0 ako u camo ako je G Hernosesan uwin G = K;
k1(G) = 1 ako u camo ako je G moBe3aH ¥ ©UMa MOCT

Nepunnumja 1.26. I'pad G je epancku k — nosesan ako u camo ako je k1(G) = K, onHocHO ako
0CTaje MOBE3aH yKJIamhamheM Mambe 0/1 K 4BopoBa.

Jepunnunmja 1.27. /Ise rpa"e kKoje HE U3/1a3€ U3 UCTOT YBOpA HA3UBAMO HE3ABUCHUM 2PAHAMA.
Ckyn Mel)ycoOHO HE3aBHCHUX I'paHa ce Ha3uBa MeyUHe.

Jepunnumja 1.28. Usop je nokpusen y meuunry M axo je Kpaj HeKe rpane uz M. Y mpoTHBHOM
j€ Henoxpuegen.

HMedpunuuuja 1.29. Meuunr M je maxcumanan y rpady G ako 3a cBaku Apyrd MeUuHT M' Baxu
M| = |M'|. MeuuHT KOju OKpUBa CBE YBOPOBE rpada 30Be Ce caspuier U NEPOEeKman MeuuHe
ni 1 — gpaxmop.
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[1aBa 2. bojewse YyBOpOBa

Hedpununuja 2.1. bojere usoposa epaga G je nonepuBame 1o jeaHe 00je cBakoM 4Bopy rpada
G. [Ipeuusnuje, To je npeciukapame f : V(G) — C, rue je C = {cy, Cy, ..., Ck} ckym 0oja.

Kako he y oBoj rmaBu OMTH pa3zMaTpaHO UCKJBYYHBO 00jere YBOpOBa, KaJ KaKeMo 0o0jeme,
noapaszymeBaheMo 0ojeme YBOpOBa.

Hepunuuuja 2.2. Ilpasunno dojerwe epagpa G je 6ojeme y KojeM Cy CyCeIHU YBOPOBH 000jeHU
paznuuuTeM 00jama, Tj. ako UVeE(G), Taxa je f (u) = f (V).

Jlasbe hemo ce 6aBUTH MCKJbYYHMBO MPABMIIHUM 00jemuMa, 1ma he ce atpulyT ,,IpaBUITHO™ TI0-
HEKaJl H30CTaBJbATH.

Nepunnumja 2.3. bojeme y kojem ckym 60ja C uma K wnanona, |C| =K, 30Be ce k — bojerve.
Nepunnnmja 2.4. I'pad G je K — o60jus ako noctoju S — bojerve rpada G, 3a s < k.

OuwnrnenHo je ma je cBaku rpad ca N yBopoBa N — 0060juB. MehyTum, N 4ecTo HUje MUHU-
Mayian 6poj moTpedHux 00ja 3a MPaBHITHO 00jeHmHE YBOPOBa. Tako J01a3uMo 1o cieneher mojma.

HMepununuja 2.5. Muanmanau 6poj 060ja KOjuM ce MOKe TTpaBmIHO 000jutu rpad G ce Ha3mBa
xpomamcku 6poj epagha G n obenexana ce ca y(G).

Hepunnumja 2.6. I'pad G je kK — xpomamceku, ako je y(G) = k.

Teopema 2.1. y(K,) = n.

[
Teopema 2.2. 3a H C G je y(H) < x(G).

[
Teopema 2.3. Axo cy Gi, Gy, ...Gs kommonente rpada G, tana je y(G) = maxy <i <s x(Gi).

[
Teopema 2.4. x(Cox) =2; ¥(Cx+1) = 3.

[
Teopema 2.5. y(K(ny, ny, ..., Ny)) =K.

[

AKO ce u3y3My Heke CIielldjaHe Kiace, He MOCTOju epuKkacaH MOCTymaK (aaropuTam) 3a of-
pehuBame xpomatckor 6poja mpou3BoJbHOT Tpada. CTora ce 4ecTo 3aJ0BOJbABAMO HATAXKECHEM
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ropme rpanuie 3a y(G). 30or teopeme 2.3, y THM W APYTUM pa3MarTpamHMa MOXeMo, 0e3
yTHUIIaja Ha OMIITOCT, Y3€TH J1a je JOTUYHHU Tpad MmoBe3aH.

Teopema 2.6. 3a cBaku rpad G Baxu y(G) <1 + A(G).

Joxka3. Uunykuujom 1o 6pojy uBoposa |[V(G)| =n.3an=1je A(G) =0u y(G) =1 =0+ 1,
[IpernoctaBuMO Ja TBpheme Baku 3a CBaku rpad ca Mame o1 N YBOpoBa U nocmarpajmo rpadp G
ca N YBOpOBA.

Heka je G' = G — v, v €V(G). Tana je npema uHayKuujckoj npernocrasim y(G') < 1 +
A(G"). To 3uauu ma ce uBopou rpada G' mory obojutu ca 1 + A(G' ) 6oja. Kako je A(G') <
A(G), moctoju u (1 + A(G)) — 60jeme rpada G'. Heka je 1 + A(G) = k. Kaxko je dg(v) < A(G) <K,
roctoju Oap jeaHa 6oja kojoM HUje 000jeH HUjenaH cycen uBopa V y G. bojehu Tom 60jom uBOp V
noowuja ce (A(G) + 1) — 6ojeme rpada G. Oryna je y(G) <1 + A(G).

[

JloGujeHa oreHa, Mako HEKaj BpJo rpyda, Hajooska je moryha. Hamme, 3a Kj , je Makcuma-
nan crenen N, 1ok je x(Kin) = 2. C apyre crpane, 3a N Hemapuo je y(Cp)) =3 =1+2=1+
A(C,). CanuHo je 3a KoMIuieTHE rpadoBe.

HWcrnocraBuhe ce 1a cy HemapHe KOHTYpe M KOMIUIETHH rpadoBH jeIWHH HM3Y3€IH, Tj. Ja
jenuHO 3a mux Baxw 13 je y(G) = 1 + A(G). To je nokasao amepuuky Matematiuap Bpykc'.

W3mely Bumie nokaza BpykcoBe TeopeMe onpenesinim cMo ce 3a J0Ka3 UHIIYKIIH]jOM.

Teopema 2.7. (bpykc, 1941) Ykomnuko je rpad G nose3an rpad Koju HUje HUTH HeMapHa KOHTypa
HUTH KoMIuTeTaH rpad, taga je y(G) < A(G).

Joka3. Uuayknujom o |V(G)| = n. 3a n < 5, nupektHOM mpoBepoM ce yTBphyje na TBpheme
BaXXU 3a cBe rpadoBe ca N YBOpOBa KOJU HCIyWaBajy yciaoBe Teopeme. IlpermoctaBumo na
TBpheme BaXKH 3a CBe moBe3aHe rpadoBe ca Mame o1 N (N = 5) 4BOpoBa KOjU HUCY HU HEMApHE
KOHTYpe HU KomIuteTHH rpadoBu. Heka je G Takas rpad ca n uBoposa u Heka je A(G) =r.

IMpernioctaBumo aa nocroju uBop V €V(G), Takas na je dg(v) < r. Heka je G' = G — v. Ako
G' Hyuje HU HemapHa KOHTYpa, HA KomIuieTaH rpad, G' ce Moxe, Ha OCHOBY WHAYKITH]CKE TPETIIO-
craBke, obojutn ca A(G' ) 60ja. Kako je A(G') < A(G) =1, G' ce moxe obojutu ca I 60ja. C
o63upom Ha dg(V) < I, jemHa ox  6oja HUje ymoTpebibeHa 3a 0ojere cycena uBopa V. Tom 60jom
ce 000ju uBOp V. PesynTar je r — 60jeme, Tj. A(G) — 6ojeme rpada G u3 vera cienu y(G) < A(G).

VY3mumo aa je G' HenapHa KOHTYpa, oqHOCHO Baku G' = Cyc+1, (K= 1). Tama je A(G) =r = 3
(Caku cycen uBopa v uma crenet 6ap 3y G). 3ak = 1 umamo G' = C3= K3 n y(G') =3, 1j. G’
ce Moke obojutu ca 3 60je. Ako je dg(V) < 3, Tama V HHje cycen ca jeqHuM of uBopoBa rpada G'
U MOXXe ce 000juTi ucToM 0ojoM Kao Taj uBop. JJobuja ce 3 — 6ojeme rpada G, onakie je x(G) <

"R, L. Brooks (1916. -1993.)
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3 =<r=A(G). (VY crBapu je y(G) = 3). 3a ds(v) = 3 umamo G = Ky, 111to je cynmpoTHO mpeTmocra-
BIIU.

3ak > 1wu name je y(G') = 3. Axo je dg(v) < 3 uBopoBu koHTYpe Co + 1 MOTY ce 000jUTH ca
3 0oje, Tako J1a HUjeIaH OJ] Cyceaa yBopa V HHje 000jeH jeaHom of 0oja. Tama je y(G) =3 <r =
A(G). Ykomuko je dg(v) = 4, a Tana je u A(G) = 4, uBop V ce 60ju HOBOM, YETBPTOM 0OOjOM.
Jlo6wuja ce 4 — 6ojeme rpada G, ogaxie je y(G) < 4 < A(G). V cBakom ciy4uajy je y(G) < A(G).

VY3mumo caz aa je G' komrmieran rpad. Taga je A(G)=r=n-1,u y(G') =n- 1. C 063u-
poM Ha dg(V) < r=n-1, u3 (n—1) — 6ojemwa rpada G' nako ce nobuja (N — 1) — 6ojeme rpada G.
Caemu y(G) =n-1=A(G).

Tako octaje dg(v) = A(G) = r 3a cBako vV €V(G). JIpyrum peunma G je r — perynapan rpag.
C o63upom na G Huje KoHTypa, cienu I = 3. Heka je G' = G — V u Heka ¢y Vi, Vy, ..., Vr cycenu
yBopa Vy G.

G' Huje HenapHa KOHTypa. Y MPOTUBHOM je I = 3 U V je cycen ca cBUM uBopoBuma u3 G'.
Cnemu G = Ky, a TO je KOHTpaAMKITHja ca YCIOBOM TEOpEME.

G' nuje xommnetan rpad. Y npotuBHoM je G' = K, a tana je G = K, 1, mTo je Takohe KoH-
TpaIuKIFja ca yCIOBOM TEOpEME.

Haxne rpad G' = G — Vv 3ai0BOJbaBa yCIOBE TEOpPEeME M Kako uMa N — 1 yBopoBa 3a mera
npema uHAyKIujckoj xunore3u Baxu x(G') < A(G"). Ho, kako je A(G') = A(G) =T, G' ce moxe
00ojuTH ca THX I 60ja.

AKo je ipu 6ojery uBOpoOBa Vi, Vo, ..., Vy Tpada G', cycena uBopa V y rpady G, jenna ox 60ja
1, 2, ..., r ynorpebJbeHa BHIIE O] jeJaHIyT, Taja jeaHa 0oja HUje ynorpebsbeHa. TakBy 00jy
3Bahemo cno6ogHoM. bojemem uBopa V ciioboanoM 60jom go6uja ce 6ojeme rpada G ca r 60ja,
YHMe je J0Ka3 3a 0Baj Cly4yaj 3aBpIICH.

IIpernocraBuMo J1a ¢y y cBakoM I — 60jemy rpada G' cBu UBOpoOBH Vi, Vo, ..., Vy PA3INIUTO
obojeHu. be3 yruiaja Ha OMIITOCT MOXKEMO Y3€TH JAa je Vi 00ojeH 6ojom 1, Vo 60joM 2, ..., Vr
oojom r. O6enexumo ca Hj;, {i, j} c {1, 2, ..., r}, moarpad rpada G' uHIYKOBaH YBOPOBHMA 000-
jeruM 0ojom | i 6ojoM J. JacHo, Vi, Vj €V(H;). Kapaktepucriuna cy n1Ba ciydaja.

| 3a nexo {i, j} c {1, 2, ..., '} usoposu Vi, Vj npunadajy pasnuuumum KOMnOHEHMama epa-
¢a Hij. Perumo, vi eV(Hji' ), a vj eV(Hij" ). Axo y kommonenTn Hj;' uBopoBu 3ameHe 0oje,
TaKBa oIepalirja 30Be ce anTepHauja 6oja i u j. Jlako ce Buam na ce antepHanujom 0oja i
" j omeT n1obuja mpaBuiIHO Oojere komnoHneHTe H;j', a Tume u nenor rpaga G'. Mehytum,
HAaKOH Tora 4BOp Vi 100uja 00jy j, unMme Ooja I mocraje cmoboana. Hujenan on yBopoBa
Vi, Vo, ..., V; BHUIIIE HHje 000jeH OojoM I, Tj. 60ja | mocTaje cioboana. bojemeM yBopa V
6ojoM I m006wuja ce I — Gojeme rpada G.
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Ysoposu Vi u Vjcy y ucmoj komnonenmu epaga Hij 3a ceaxofi, j} c {1, 2, ..., r}. [Iperno-
craBuMo ga ce rpa¢p G He Moxke obojutu ca I 60ja 1, 2, ..., r. Obenexumo ca Gj
KOMIOHEHTY ol Hjj koja cazxpxu uBopose Vi u Vj. Ilokasahemo na rpadosu Gjj umajy
cienehe ocobune.

(@) Gijje (vi—Vj) — nym. Heka je P = ViX1 X2 ... XkV;, (K = 0) myT koju cniaja Vi u V; y Gi;.
[TpumernmMo na je 4Bop Vi 000jeH 00joM i, X1 60joM |, ..., Xk O0joM | M Haj3ax Vj
OojoM ], u3 4era ciequ aa je K mapaun 6poj. Obenexumo ca dij(x) u d'(X) crenene
uBopa X €V(G;j) y Gijj onrocHo G'. [Tokazahemo na je dij(vi) = dij(vj)) = 1 u dij(x1) =
dij(Xz) == dij(Xk) =2.

[IpernocraBumo na je dij(vj)) = 2. Tapa cy 6ap aBa cycena uBopa Vi y Gjj (X1 u Gap
jour jeman) obojera 6ojom j. Usop Vi uma r — 1 cycema y G', jep je dg(Vi) = r u viv
€E(G). Kaxko cy 3a V; u 6ap /1Ba merosa cyceaa ynorpedsbene 6ap ase 6oje i u |,
3a 060jeme nmpeocranux Mame o I — 3 cycena uckopuirheno je r — 2 6oje. [Ipema
TOME OCTOjHu 00ja, perumo |, kojoMm HHje 000jeH HHUjeaaH cycen yBopa Vi. AKO ce
9YBOD Vi, yMecTo 60joM i, 060ju 60jom |, mobuja ce omer r — Gojeme rpada G'.

Ho, HakoHn Tora 6oja i moctaje cio60aHa, BOM ce 00ju 4yBOp V U 100Hja I — O0jeme
rpada G. To je koHTpaguKklMja ca HamoM npernoctaBkoM o G. W3 Tora cnenu
dij(vi) = 1. Cimuno je dij(v;) = 1. dakue, Vi u Vj cy Bucehu uBoposu y Gi;.
[Toxaxumo na je dij(Xs) = 2 3a cBako s €{1, 2, ..., k}. IIpernocraBumo na je dij(Xs)
> 3 3a Heko S €{1, 2, ..., k}. Younmo Hajmame TakBO S. 300r MUHUMAIHOCTH S
noxarpad Gijj unaykosat ca {Vi, Xi,..., Xs— 1} je IIyT, eBEHTyaJIHO TPUBHUjaaH. ¥Y3-
MHMO J1a je 4BOp Xs 000jeH 6ojom i. Tana cy 6ap Tpu merosa cycena y Gij (1Ba Ha
nyty P u jou jenan) o6ojena 6ojom j. Kako je G r — perynapan rpad u XV ¢ E(G)
jep Xs &{V1, Vo,..., i}, Xs uMa I cycena 'y G'.

VY r — 6ojewy rpada G' 3a Xs u 6ap Tpu HBerosa cyceaa uckopuiihere cy 6oje i u .
Ocrano je r — 2 60je Ha mpeocTaje cycelae YBopa Xs, KOjJUX MMa Mawme o I — 3.
Kaxko y npenxonHom ciy4ajy, 0ap jeaHoMm 6ojom, peuumo |, Huje 00ojeH Hujenan
cycen o1 Xs y G'. Ako ce Xs 000ju ca |, a Ha myTy Vi X; ... Xs_ 1 U3BPIIN aNTepHALHja
0oja i u j, mobuja ce omet jeaHo I — 6ojemwe rpada G, a TO je KOHTpPaTUKIHja ca
npernocraBkoM. Otyna dij(X1) = dij(x2) = ... = dij(x) = 2.

Haxie, y nosesanoM rpady Gjj Baxu dij(vi) = dij(vj)) = 1 u dij(x1) = dij(x2) = ... =
dij(xx) = 2. Oryna je Gj; myt P.

(b) V(Gij) N V(Gi) = {vi} 3a csaxo {i, }, K} c {1, 2, ..., r}. Kao mro je yrBpheno nox
(@), Gij n Gj cy myreBu. Heka je Gj;= ViX1...XsVj 1 Gik = Viy1...YsVk. IIpernocraBumo
na Gjj u Gy ocuM V; umajy 6ap jou jegaH 3ajeqHudku uBop. To moxe na Oyne
camo 4BOp 000jeH 60joM i, Jakie paznuuaut o Vj u V. Heka je Xg, 1 < ( < S, 1mo-
CIEbY TaKaB YBOP HA MYTY ViX1...XsVj. Apyrum peunma {Xq + 1, Xq + 2,-.-, Xs, Vi} M
V(Gik) = <. 3a uBOop Xq M 4YeTHpH HeroBa cycena — 1nBa Ha Gj, na Ha Gi —
uckopuithene cy tpu 6oje: i, J, K. Kaxo je d'(Xq) = r, ca npeoctamux r — 1 60ja
obojeHo je HajBume I — 4 cycena uBopa Xq y G'. Ilpema Tome, jerHoMm 6ojoMm,
peunmo |, Huje 000jeH HUjenan cyce.
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O60juMo 4BOp Xq 60joM |, a Ha YTy Xq+ 1 Xq +2 ... Xs Vj H3BPIIMMO aITEPHALH]Y
0oja i u J. lobujamo HOBO I' — Gojeme rpada G' y kojeM cy U Vi 1 Vj 060jeHH 60joM
I. Cama 6oja ] moctaje cio6oana. Fbom ce 60ju uBOp V 1 Tako 100ujamMo ' — Oojerbe
rpada G. Konrpanukuyja.
[Moarpad rpacda G' maayKOBaH YBOpPOBUMA V1, Vo, ..., Vy HUjE KOMILIETaH. Y MPO-
THBHOM je G = K +1. Ctora mocroje HecyceiHH YBOPOBH Vi U Vj. YOUUMO MOATpa-
¢ose Gj; u Gi. Carnacno ca (@), To cy myreBu Gjj = Vi X1 ... Xs Vj, S = 1, u Gy =
ViVi...YiVk, t = 0, rme je K # i u kK # j. Ako ce Ha nyty Gj U3BpIIM alTepHAIHja
00ja I u K, mobuja ce HOBO I — Gojerme rpada G' y kojeM uBop Vi uma 00jy K. Heka
cy y ToM 60jewy Gjj' 1 Gik' KOMIIOHEHTe Koje caJprKe UBOPOBE Vi U Vj, OZHOCHO Vi 1
Vk. Ho, Tana X1 eV(Gj;' ) N V(Gi¢' ) wTo je y xonTpanukuuju ca (b).
U tako cBako I — 6ojeme rpada G' Moxe ce mpomupuTH Ha I' — Gojeme rpada G.
To je npotuBHO mpernoctaBuu. Tako je cioydaj |l kommierupan, yume je a0ka3
TEOopeMe 3aBpIIICH.

[

N3 BbpykcoBe Teopeme cieau Aa CBU rpadoBH, CEM HEMApHUX KOHTYpa M KOMILJIETHUX

rpadoBa, ©Majy Majio 00Jby IpaHHIly 3a Xpomarcku 6poj ox A(G) + 1.

Nepununmja 2.7. I'pad G je kpumuuan K — xpomamcxu yxomuko je y(G) =ku y(G-v) =k -1

3a cBaku 4Bop V €V(G).

Nepunnumja 2.8. I'pad G je munumannu K — xpomamcku yxonuko je y(G) =ku y(G—-e)=k-1
3a cBe € €E(G).

Tako je, Ha mpuMep, HeNapHa KOHTypa KpUTHYaH 3 — XpOMAaTCKH, IOK je komIuieTaH rpad K,

KpUTHYaH N — XpOMAaTCKH.

Cauka 10. [Ipumep KpuTUYIHOT 4 — XpOMATCKOT Tpada Koju HUje MUHHMaNaH 4 — XpoMaTcKu

13 HaBeneHux Ae(UHMIM]A JIAKO C€ U3BOIU Ja Cy KpUTHYHH K — XpomaTcku rpad)oBH moBe-
3aHu. [Ipyre ocoOMHe TaKBUX ¥ MUHHUMAIHUX K — XpoMaTckux rpadoBa 1aTe Cy y HapeJIHUM Teo-

peMama.

Teopema 2.8. CBaku kputnyan K — xpomatcku rpad je (K — 1) — rpancku nmoBesan 3a K = 2.
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Hoxa3. Heka je G kputuuan K — xpomarcku rpad, K > 2. Ako je k =2 wmu K = 3 tana je G = K,
win je G HemapHa KoHTypa, pecriektuBHo. Onatiie je rpad G 1 — rpancku moBe3aH uiam 2 — rpa-
HCKH MTOBE3aH.

ITpernocraBumo 1a je K > 4 u na G auje (K — 1) — rpancku mose3an. Taxa MocToju MUHUMA-
naH rpaHcku cemnaparop E', takas na je |E'| < k— 1. Heka cy G; u G, xommnonente rpada G — E'
Kaxko je G xpurnuan Kk — xpomarcku rpad, noarpadosu G; u G, cy (k — 1) — o6ojuBu. O6ojumo
npaBuiaHO yBopoBe rpada G ca kK — 1 60ja, a morom ca uctux K — 1 60ja 000jUMO IIPaBUITHO
yBopoBe Trpada Gy. Ako je cBaka rpaHa u3 E' mpaBmio o6ojeHa (kpajeBu 000j€HH Pa3Iu4HTO)
n06uu cMo npaBuiiHO Oojeme rpada G ca K — 1 6oja, a TO je KOHTPAJAUKTOPHO YUEHCHHUIIU 1A je
x(G) = k. U3 Tora cnemu na mocroju Oap jenna rpaHa u3 E' uuju cy kpajeBu 000jeHH UCTOM
0ojom. Ilokazahemo na ce k — 1 6oja kojuma cy 06ojenn uBopoBu rpada G; Mory nepmyroBarw,
tako na G; ocraHe mpaBWIHO 000jeH W Ja cBaka rpaHa m3 E' Oyme Ttakohe mpaBuiHO 000jeHa.
Tume ce modbuja (k — 1) — Gojeme rpada G, mro je kourpaauknuja ca y(G) = k, uume hemo
KOMILUIETHPATH J0Ka3.

Hexka cy y (kK — 1) — 60jemy rpada G; kopumnihene (e obaBe3no cse) 6oje 1, ..., kK — 1. O3Ha-
gumo ca U, 1 =1, ..., k— 1, ckym (kimacy) uBopoBa u3 Gi Koju ¢y o0ojern 60jom I. YKomauko 60ja i
Huje kopumheHa, taaa je U; = J. Mely kimacama Uj, ..., Ux_ 1 younMo oHe umju je O6ap jenan
YBOp cyceq ¢ HekuM uBopoM u3 Gy. C o63upom na je |E'| < k — 1, 1j. na usmehy G u G, uma
HajBuIie K — 2 rpaHa, TakBUX Kiaca uMma Hajsuine K — 2. Y3mumo aa ¢y to Uy, ..., U, toeje 1 <t

<k — 2. Heka u3 xiace Uj Boau k;, ki > 0, rpana y G,. OunriienHo je Zf= 1 ki=sk-2.

Axo 3a cBaku uBop n3 U; Baxku 11a Cy CBU HeroBH cycenu y Gy 000jeHn 60jama pa3IiauTHM
on 1, Tana He MemaMo NMpBOOUTHO Oojewe G1. [IpernoctaBuMo Aa nmocroju yBop U; €U koju uma
Oap jemHor cycena y G, obojenor 6ojom 1. Kako u3 U; unasu k; rpana y Gy, HajBumie K; uBopoBa
n3 G, Mory OutH cycean HekuMm uBopoBuMa u3 U;. CxomHo Tome, cycenu uBopoBa u3 U; y G
,,TIOKpHBajy* HajBuIIe Ky 0oja (ykpyuyjyhu 060jy 1 xojoM je obojen cycen Up). Cama U3BpIIMMO
nepmytanujy K — 1 60ja y 6ojemy G1, Tako Ja Kiiace OCTaHy ¥cTe, anu aa kinaca U; nobuje jeany
ox npeoctanux (K — 1) — k; 60ja. To je moryhe, jep je (k—1) — ki >k -2 —k; > 0.

Taxo no6ujamo HOBO (IIpaBUIIHO) 60jeme G1 y KojeM cy cBe rpaHe u3 ckyna U; koje Boze ka
G, mpaBuiHO o6ojeHe. 3aTuM mocmarpamo npehammsu ckyn Up. YV HOBoM Oojemy Uz moxe
nobutu 00jy ¢ pa3auUMTy Of 2 U, HapaBHO, pa3nuuuty o O0oje U;. Axo Hujeman uBop u3 U;
HeMma cycena y G, obojeHor 60joM ¢, 3a/ipikaBaMO HOBO Oojeme W mpenazumo Ha kmacy Uz, V
IIPOTUBHOM, NocToju uBOp Uy €U, koju uma cycena y G, ob6ojenor 6ojom c¢. Clu4HO Kao y mpe-
TXOJHOM pa3MaTpamy, ¢ 003upoM na kinaca U, ,,okpuBa‘“ Hajpuie K, 60ja, mepmyryjemo 60je y
HOBOM Oojemy G, Tako na kmaca U; 3ampku moctojehy 0ojy, a ma kmaca Up; noOuje jemHy of
npeoctanux 0oja. To je moryhe, jepje (K—1)—-1—-ky>(k—1) —k; —ky > (k—2) —k; —k,>0.
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Hacrassbajyhu oBaj nporec nooujamo (mpasmino) (K — 1) — 6ojeme rpada G y kojem cy cBe
rpane koje Boje oa Gy ka G, mpaBuiHo o6ojene. To je ucroBpemeno u (K — 1) — 6ojeme rpada G.
Konrpanuknuja ca y(G) = k.

[

[Tomro cBaku moBe3aH MHHUMAIHKU K — XpoMaTcku rpad je KpuTuuHu K — xpoMaTcku rpad
cienehu pe3ynTar je jacaH.

Teopema 2.9. Ako je G moBe3an MunumainHu K — xpomarcku rpad 3a k > 2, onga je G (kK — 1) —
IPAHCKH TTOBE3aH.
n

Teopema 2.10. Axko je G kputnuan K — xpomarcku rpad, Taaa je creneH cakor yBopa 6ap kK — 1,
1. 0(G) = k- 1.

Hoxa3. IIpernocraBumo aa je G kputudan K — xpomarcku rpad u ga mocroju uBop V €V(G)
takaB 1a je d(v) < k — 1. Kako je y(G — V) < x(G) =k, rpap G — v mosxe 1a ce 060ju ca k — 1 60oja.
Kaxko je d(v) < k — 1 mocroju 6ap jeana 60ja KojoM HHUje 000jeH HHjeaaH cyce uBopa V. AKO TOM
6ojom obojumo V, nobujamo k — 1 Gojeme rpada G. To je KOHTpaAMKIHja ca MPETIOCTABKOM
x(G) = k. Haxe, d(v) > k — 1 3a cBako veV(G), ognocuo 6(G) = k — 1.

[

Teopema 2.11. Cpaku K — xpomatcku rpad G caapxu kputruan K — xpomarcku noarpad H.

Hoxas3. Heka je y(G) = k. Tana je [V(G)| = k. ITocmarpajmo npousBossan uBop V €V(G). Axko je
x(G —V) <x(G), tana je H=G. Y nporuBaoMm je x(G — V) = y(G). Oznaunmo ca G; rpap G —v u
youumo uBop Vi €V(G1). YV cayuajy y(G1— V1) < x(G1) = x(G) umamo H = G;. Axo je y(Gi1— Vi) =
x(G1) HacraB/baMO Ha WCTH Ha4yMH. Y KpajbeM Cliydajy CTkemo a0 rpada Gj, TakBor na je
[V(Gj)| = k. C o63upom na je x(Gi) = K, Gj je Tparkenun kputudan K — xpomarcku moarpad H.

[

'panuILy Koja je mpelmsHuja o1 oHe y Teopem 2.6 ¢y nobwmn cy Cexepenr™” n B,

Teopema 2.12. (Cekeperr, Bund, 1968) 3a cBaku rpad G Baxu y(G) < 1 + max §(G') rae je ma-
KCHMYM y3€T HaJl CBUM MHIyKoBaHUM mnojarpadosuma G' rpada G.

Hoxka3. Tepheme je TauHO 3a mpa3He rpadose, Tako 1a hemo mpeTmocTaBuTH Aa 3a rpad G Baxku
x(G) = k = 2. Heka je H unnykoBan kputudan K — xpomarcku moarpad ox G. Kako je H
unaykoBaH noarpad ox G, Baxu 6(H) < max 6(G' ) rae je MakcuMyM y3€T HaJl CBUM MHIyKOBa-
uum noarpadosuma G' ox G. 3namo u3 Teopeme 2.10 ma 3a kputHuHu K — XpoMaTcku rpad Baku

12 G. Szekeres (1911.— 2005.)
B H.S. Wilf (1931.- 2012.)
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0(H) = k—1. Oryna je max 6(G') = k— 1 = y(G) — 1, rae je MakCUMyM y3€T HaJ CBUM HHIyKO-
BaHuM noarpadosuma G' ox G. 13 nocnenme HejeJHAKOCTH TBPhEHE HEMOCPETHO CIISIH.
[

JlokazaHa TeopemMa HaM TOBOPH Ja je TOpma TpaHulla Xxpomarckor 0poja rpada K; , jeqHaka
2, ITO ¥ jecTe TauyHa BPEJIHOCT XpoMaTcKor Opoja Tor rpada. [Tomro cBaku muaHapan rpad mma
MUHUMAaJIaH CTETICH HAjBUIE 5, a cBaku moArpad IIaHapHOT rpada je miaHapaH, ClIeau Jaa je
XpoMaTcku Opoj TuraHapHor rpada HajBHIie 6.

Caakaxko, rpanuna y Teopemu 2.12 je 6ospa o1 npeTxoaHux. YKoiuko je G perymnapan rpad
cTeneHa I, Taga ode Teopeme 2.7 u 2.12, najy ropwy rpanuiy, I + 1. Mnak, u oBa rpanuna je aa-
JIeKO 0J1 1o0pe 3a Heke I' — perynapHe rpadoe, kao Ha mpumep 3a K, .

. 14
Cnenehu uHTepecanTan pe3yaTaT notuue oa Mahapckor Mmatemaruyapa ["ananja™.

Teopema 2.13. (I'anau, 1968) 3a cBaku rpad G je y(G) <1 + I(G) rue je I(G) nyxuna Hajayxer
nyray G.

Hoxka3. Pesynrar je ounrnenan ako je G mpaszan rpad, Tako Ja MOKEMO MPETIIOCTAaBUTH Ja je
X(G) =k = 2. Heka je H xputnuan k — xpomarcku noarpad rpada G, na no reopemu 2.10 je 6(H)
> k — 1. 3uamo na noarpad H, na omatie u rpad G, caapxu nyt ayxune K — 1. Onasne je 1(G) =
k—1=yx(G)— 1, mro aaje TpaKeHU pe3yJTar.

n

Cana heMo makmky yCMEpPUTH Ha JIOK-€ TpaHulle XxpoMarckor Opoja. Crneneha Teopema je au-
peKTHa nocueauna teopema 2.1 n 2.2.

Teopema 2.14. Axo je K, C G, Tana je x(G) > n.
[

Hepunuuuja 2.9. Knuka epagpa G je najsehn xommuteran nmoarpad rpada G. Beruuuna kiuxe je
Opoj uBOpoOBa Koje KiuKa caapxu. O3nagaBahemo je ca o(G).

W3 nedpurnnmje xiavke u teopeMe 2.14 3akipydyjeMo Jia je XpoMarcku Opoj cBakor rpada
Behu mim jegHak o1 BEIMUMHE KIIMKE, OJJHOCHO J1a BaXKHU

Teopema 2.15. y(G) > o(G).

Haxo je 3a maore rpadose y(G) > o(G), moctoje rpadoBu 3a Koje BaKH jeTHAKOCT.

Teopema 2.16. y(G) = 1 ako u camo ako je G npazan rpad.

1. Gallai (1912. -1992.)
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Teopema 2.17. y(G) = 2 ako u camo ako je G HeTpuBHjaiaH OumapTuTad rpad.

Hoka3. (=) ¥(G) = 2 u neka je ckyn 6oja C = {1, 2}. Jlebunumemo ckynose A u B Tako na y
cKym A ymajiajy CBU YBOPOBH KOju Cy 000jeHH 60jom 1, a y B 60jom 2, ogrocHo A = {v €V(G)|
f(v) =1}, B = {v eV(G)| f(v) = 2}. Tana je xy eE(G) = x €A,y eB mim x €B, y eA = G(A, B).

(&) IpernocraBumo na je G(A, B) nerpuBujanan Ounaprutan rpad. Taga E(G) + @ kao u

1,ved — (G) =2

x(G) > 1. Taga npaBumo 6ojeme f (V) = { 2 v B

Jlajemo jori jeiHy OLIeHY JIOH-€ TPAaHMIIe XPOMATCKOT Opoja jenHe kiace rpadosa.
Teopema 2.18. y(G) > 3 ako u camo ako G cajip>ku HEMMApHY KOHTYPY.

Hoka3. (=) y(G) > 3. Ilo nperxoanum aBeMa teopeMama G HHje Ipa3aH W HHUje OUIAPTHTAH
rpad. C 063upom /1a HenpasaH OumapTuTad rpad He caapKu HemapHy KOHTYpY, rpad G cagpxu
TAaKBY KOHTYpY.

(&) IlpernocraBumo aa G caapku Henapuy kKoHTypy C. Kako je y(C) = 3 u xako u3 teopeme
2.2 Baxu y(G) > y(C), cequ y(G) > 3.
[

Nepununmja 2.10. I'pad G je caspuen (neppexman) epagh axo je y(H) = o(H) 3a cBaku unmy-
koBanu noarpad H rpada G.

ITpumepu caBpiieHux rpagoBa cy OMIapTUTHU TpadoBU.

HMepununuja 2.11. I'pad G HazuBamo memusnum ako cBaka kourypa y G myxxune Behe o 3 uma
TETUBY, OJIHOCHO TpaHy KOja MoBe3yje Ba YBOpa K0ja HUCY CYCEAHA Y TOj KOHTYPH.

3a tetuBHe rpadoBe Baxe cieneha TBphema.

Teopema 2.19. Ako je rpad teruBan, ouaa je x(G) = o(G).

Joka3 Teopeme 2.19 oBne nehemo momumaru, a Moxke ce Hahu y [8].

Teopema 2.20. Caku TeTuBaH rpad je caBpiieH.
[

Crneznche TBpheme, Koje je mokazao Jlosac'®, moTBpaa je xumorese Kojy je mocraBno Bepik.
Jloka3 ce moxke Hahu y [14].

. Lovész (1948. -)
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Teopema 2.21. (JIosac, 1972) I'pad G je caBpiueH ako u camo ako je G caBpuIeH.

Takohe Baxku

Teopema 2.22. I'pad G je caBpuien ako u camo ako Hujenan of rpadosa G mimu G He canpku
HEeTNapHy KOHTYPY Ty)KHHE HajMame 5.

Teopema 2.22 je noka3anay [9].

Kao miro je Beh koncraroBano, HejeanakocT y(G) > o(G) Baxu 3a cBaku rpad. OTyna, ako
rpad G canpxu Ks xkao moarpad, caenu y(G) > s. Mehyrum, o6paTtHO He mMopa na Baxku. Ha
npuMep, KoHTypa He caapku Ks, a unaxk je y(Co + 1) = 3. UzHenalyyjyhe je, anu mocroje rpadosu
ca TPOM3BOJHHO BEJIMKHM XPOMATCKUM OpojeM KOju He cajapke, Kao moarpad), HUKaKaB
komruieTal rpad Ks3a s > 3. To je pe3yarar noJbckor MaTeMaTiuiapa MUIHEIbCKOT.

Teopema 2.23. (Muunesscku'®, 1955) 3a caku npuponas 6poj K mocroju K — xpomarcku rpad
koju He canpxku Kz kao moarpad.

Joxa3. Jloka3 ce u3Boau nuayknujom mo K. 3a K jeanako 1, 2 wiu 3 TpaskeHu rpadoBU Cy peaom
K1, K2 u Cs. Heka je H k — xpomarcku rpad koju Hema Tpoyriiosa, riae je K > 3. ITonazehu ox H
koHctpyucahemo (K + 1) — xpomarcku rpad G, koju Takohe Hema TpoyriIOBa.

Hexka je V(H) = {vy, Vo, ..., Vo }. Y3mumo aa je V(G) = V(H) U {u, uy, ..., un}, tae cy u, Uy, ...,
Un HOBHM 9BOpOBH. [Ipu TOME je 4BOp U cyces ca CBAaKUM OJ1 YBOPOBa Uy, ... , Up, JIOK j€ CBAaKH YBOP
U, i=1,2,...,n, cycen je ca cBuM cyceauma uBopa Vi y H. I'pane rpada H 3aapxkane cy y G.
Tepaumo na G Hema TpoyriioBa u aa je x(G) = k + 1.

| G nema mpoyznosa. Hukoja nsa 4Bopa U; ¥ Uj HUCY cycelu, Ia U HUje HU Yy JETHOM
tpoyray. Kako H Hema Tpoyrmosa, jenuHo 4BOpOBH Ui, Vj, Vi 3a Heko i, j, | Mory na
o6pa3yjy tpoyrao y G. Tana je, npema koHCTpyKumju rpada G, i # J, i # | u viv;, viv, vjv
€E(H). To noBnaun na je Vivjv; Tpoyrao y H, IITO je KOHTpaJMKIHKja ca HPETIIOCTABKOM
na H Hema Tpoyriosa.

Il ¥(G) =k + 1. U3 x(G) = k cnenu na moctoju k — 60jeme rpacda H. Heka je uBop Vi 060jeH
60jom c(V;). [Tpomrmpumo To K — 60jeme rpada H nHa (K + 1) — 6ojeme rpada G, Tako mro
4yBOp Ui 000jumo 6ojom C(Vj), a uBop U HoBOM (K + 1) — oM Gojom. TakBo Oojembe je mpa-
BUJIHO, jep UiUj, Uiv; ¢E(G). U3 Tora cniequ x(G) < k + 1.

[Mokaxumo na je y(G) > k. IIpernocraBumo na ce rpad G moxe obojutu ca k 6oja, 1, 2,
..., kK. Taga, 360r uu; €E(G), Baxu c(u) # c(u;), 1 =1, 2, ..., n. Pertumo 1a je uBop U 060-
jen 60ojom k, c(u) = k. Kako je y(H) = k, veku ox uBopoBa noarpada H takohe je obojen
0ojom k. O6enexxumo ca Hy ckym cBux uBoposa V; €V(H), taksux aa je ¢(vi) = k. Youumo

1% ). Mycielski (1932. —)
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cax HOBO Oojeme C' rpada H, y xojem cBu uBoposu u3 V(H) — Hy 3ampikaBajy crape 6oje
u3 Oojema C, 0K cBaku 4Bop Vi €Hy no6mja 60jy €'(vi) = c(U;). TBpauMoO 1a je C' mpaBHIIHO
0ojeme rpada H.
I[IpernocraBumo na y H mocroje cycemtn 4BOpoBH Vi 1 Vj ucto obojenu y C', €'(vi) = €'(vj)
Kaxko Hukoja aBa uBopa u3 Hy HUCY cycenHa, a 60jeme C je IpaBUIIHO, jeIaH O]l THX YBO-
posa je y Hy, a apyru y V(H) — Hy. Permmo v; eHy, v; €V(H) — Hy. Kako je c(vj)) =c¢' (vj) n
c(ui) = c'(vi) = c'(vj), cmemu c(u;) = c(v;). Kako u;v; eE(G), T0 je koHTpaguKIHja ca IpeTHo-
CTaBKOM /1a je C mpaBUIIHO Oojeme rpada G.
Jakie, C' je npaBuwiHo 00jeme rpada H. Kako He cagpxku 00jy K, €' je jenno (K — 1) —
0ojeme, a To je KoHTpagukija ca npernoctaBkoM y(H) = k. Oryna je y(G) > K, mro
3ajenno ca y(G) < k + 1 maje y(G) =k + 1.

[

Axo ce xoHTypu Cs = V1V,V3V4Vs, KOja je 3 — XpoMaTcku rpad, 101ajy 9BopoBH U, Uy, Uy, Us,
Us, Us M HOBE rpaHe, kao y Teopemu Muumenckor, nobuja ce I'peucos’’ rpad. To je 4 —
xpomarcku rpad 6e3 Tpyrmnosa. lltaBume, I'peueoB rpad je kpuruyan 4 — xpomarcku. ['pedeoB
rpad je mpukaszaH Ha cauny 11.

Cauka 11. I'pedeoB rpad

Onmtuju pesynrar je nat y cienehoj reopemu.

Teopema 2.24. (Epnemn 1961, Jloac 1967) 3a cBaka aBa npupoana 6poja kK u | mocroju rpad
4Hju je Xxpomarcku Opoj Oap K u umja je myxuna Hajkpahe koHType Beha o |.
n

Jloka3 oBe TeopeMe ce M3BOJIM TAaKO3BAaHOM BEPOBATHOCHUM METOJaMa KOje Cy U3BaH OKBHpa
OBOT pajia M CTOTa je N30CTaB/beH. 3aMHTEPECOBaHU JI0oKa3 Mory Hahu y [8].

7.C. H. Grotzsch (1902. —1993.)
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[1aBa 3. bojewe rpaHa

HMedpununuja 3.1. bojerwe epana epagha G je nonepuBame 1o jeane 6oje cBakoj rpanu rpada G.
[Tpeuunsnuje, To je npeciukabamwe f: E(G) > C, rae je C = {cy, Cy, ..., C} ckymn 6oja.

Hepunuuuja 3.2. Ilpasunno Oojerwe epana epaga G je 060jeme TakBO Ja Cy CBE TpaHe Koje
M3J1a3e U3 UCTOT YBOpa 000jeHEe pa3inyuTuM Oojama, Tj. ako cy €1, €, €E(G) cycenne rpaue, Taga

je f(e1) #f(e).

Jlasme hemo ce 6aBUTH HUCKJbYYHBO MPABUIHUM 00jemUMa, 1a hemo aTpulyT ,,IpaBUIIHO TIO-
HEKaJl U30CTaBJbATH.

Hepununmja 3.3. bojewe y kom ckyn 60ja C uma K wranosa, |C| =k, ce nasusa k — 6ojeme.
Nepununmja 3.4. I'pad G je epancku K — o60jus axo nocroju S — 6ojeme rpada G, 3a s < K.

Kao u kox Gojema uBopoBa, rpad ca m rpana je m — o0ojuB, anu M HHUje YBEK M HajMarbH
Opoj 60ja KOjuM MOKeMO MpaBUIHO 000juTH TpaHe rpada. Tako qoma3uMo 0 MOjMa XPOMATCKU
WHJICKC.

Jepunnumja 3.5. Munumanau 6poj 0oja KOjuM ce MOry mpaBwIHO 000juTH rpaHe rpada G ce
Ha3uBa xpomamcku unoexc epaga G u obenexana ce ca y1(G).

Nedpunnmmja 3.6. I'pad je epancrku k — xpomamcku, axo je y1(G) = k.

XpoMaTcku MHJEKC ce MOXe MocMaTpaTH M Kao HajMamM Opoj IUCjYHKTHHX MEUYHHra Ha
KOje ce MOoXe pa30ouTu cKyn rpaHa rpada. Te MeunHre Ha3uBaMo xpomamcke Kiace.

Ouurnenne cy cnenehe reopeme.

Teopema 3.1. y1(G) = A(G).

Teopema 3.2. 3a H C G je y1(H) < x1(G).
[

Teopema 3.3. Axo cy Gy, Gy, ..., Gs kommnonenre rpada G, taga je y1(G) = maxy < <s y1(Gi).
m

Teopema 3.4. y1(Ca) = 2; x1(Cax+1) = 3.
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Teopema 3.5. (Kenur, 1916) Ako je G ounaprutan rpad ca makcumaaaum crenenom A(G), taaa
je x1(G) = A(G).

Hoxka3s. 36or Teopeme 3.3 moxkemo y3etu na je rpad G moesan. Jloka3 M3BOAMMO MHIYKIIA]OM
o 6pojy rpana, m. 3am =1 je G = Ky, na je y1(G) = A(G) = 1 u tBphemwe Baxku. [IpeTnocraBumMo
11a TBphere Baku 3a CBaKku OumapTuTaH rpad ca Marmbe oJ M rpaHa.

Hexka je G(X, Y) ounapturtan rpa¢ ca kiacama X u Y Koju uma M rpana. Heka je € = xy (X
eX,y eY) rpanay G. I'pad G' = G — e je Takohe OUMapTUTaH M KaKO UMa jeJIHY IPaHy Mambe HEro
rpad G, 3a mera Baku HHAYKIHUjCKa mpeTnocTaBka, Tj. ¥1(G') = A(G"). I'pane rpada G' mory ce
obojutu ca A(G') 6oja. Kako je A(G') < A(G), mory ce o6ojutu u ca A(G) 60ja. [Tokazahemo na
ce ca A(G) 60ja mory obojutu rpane rpada G.

Heka je A(G) =r u Heka ¢y y I — 60jewy rpana rpada G' kopumihene 6o0je 1, 2, ..., I. Ako je
0ojom i 0bojeHa Heka rpaHa Koja M3Jla3d U3 4Bopa V, KakeMo 1a je 6oja | npucymna wia na ce
00ja i nojaswyje y v. Kaxo je dg' (X) = dg (X) — 1 < r, 6ap jeana 60ja, pertumo 00ja i, OACyTHA je y
yBopy X. CiauuHo, ocToju 00ja j Koja je 0JCcyTHa Y YBOPY Y.

Axo je 60ja | ICTOBPEMEHO OJICYTHA U Y YBOPY Y HJIH aKo je 00ja j 07CyTHA U y YBOPY X, Taja
0ojemeM rpaHe € 60joM | y TIPBOM, OJJHOCHO 00jOM j y IpyroM ciy4ajy, 1o0ujamo 0ojeme rpaHa
rpada G ca r = A(G) 60ja.

V3mumo 1a je 6oja i mpucytHa y Y, a 60ja j y X. Heka je Hij moarpad rpada G' unnykoBan
rpaHama o6ojeHnM 6ojoM | mmm 60jom j. Kommonenre rpada Hij cy myreBu mim KoHType 4ymje cy
rpaHe ajJTepHaTHBHO 00ojeHe Oojama i u j. 3BaheMo MX aNTepHATHBHU MYTCBH W AJTEPHATHUBHE
KoHType. TBpANMO 1a Cy UBOPOBU X M Y Y pa3sIMYUTUM KOMITOHEHTama o1 Hij.

[MpernocraBuMo cynpoTHO. Taga cy YBOPOBH X M Y Y HCTOj KOMITIIOHEHTH M TIOCTOjU (X —Y) —
aNTepHATUBHH MyT P = XV1Vi ... VY. Y cTBapu, untaBa kommnoHeHTa je myt P. Kako je 6oja i ox-
CyTHa y X, rpaHa XVi obojeHa 6ojom J. Jlasbe, rpana ViV, 00ojeHa je 60joMm I, TpaHa VoV3 60joM |,
uta. Ha kpajy, rpana Viy obojeHa je 6ojom I, jep je 6oja j oncytHa y y. To 3Haum na je myt P
napHe ayxkuse. (['paHe ce anTepHATUBHO MEHajy, a IpBa U MOCIe/mka ¢y panuuute 6oje.) Kako
je G Gunaptutan rpad u X €X, cinenu aa je y €X, WTO je KOHTpaaukuja cay €Y.

Tako 4BOpOBH X M Y MPHUNAAAjy pa3IMIUTHM KOMIOHeHTama rpada Hj. Ako ce y kommoHe-
HTH KOja CaJp>kKu X M3BPLIM anTepHaiuja 0oja, rpaHe obojeHe 06ojoMm i 00oje ce 6ojoM j u oOpa-
THO, 00Hja ce oreT mpaBUIHO Oojeme rpaHa rpada G'. Melyyrum, y Tom Gojemy 60ja | je ,,cito-
oomna®“. OacyTHa je Uy 4BOpY X M y uBOpy Y. bojemem rpane 60joM | moctmke ce I — 0ojerbe
rpana rpada G. Otyna je y1(G) =r = A(G).

Teopema 3.6. y1(Kax) = 2k — 1.
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Hoxa3. [To3naro je ma je rpad Kok 1 — dakropabunan, Tj. Baku E(Kx) = M1 & My @... & My 1,
rae cy My My, ..., My 1 mucjyaktau 1 — dakropu. Ako ce rpane ¢dakropa M; o6oje 6ojom i,
nobwuja ce (2k — 1) — 6ojeme rpana Kok daxite, y1(Ka) < 2k — 1. C 063upom na je A(Ky) = 2k — 1,
cean y1(Kok) = 2k — 1.

Teopema 3.7. y1(Kok 1) =2k — 1.

Hoxas3. IIpBo hemo mokaszatu aa je y1(Kok 1) = 2k — 1. IIpernocraBumo cympotHo, Tj. y1(Kak - 1)
=s<2k—2. Tanaje E(Kx_ 1) =E1 ® E; &... ® Es, rae cy Ej xpomarcke kiace, 0THOCHO JTUC]y-
HKTHU MeunH3M Yy Kok 1. Kako cBaku meunnr y Kok 1 mma HajBume K — 1 rpana, ciemu |E(Ko_1)|
<s(k-1)<(2k-2)(k-1)<(2k-1)k-1) = (Zkz_ 1) = |E(K21)|. Korrpaaukmuja.

Ca npyre crpane, (2k — 1) — 60jeme rpada Ky -1 Moxe ce u3BecTH Ha cieaehu HauuH. Jlona
ce HOBHU 4YBOp V U MOBeXe rpaHama ca cBuM 4yBopoBuma u3 Ky — 1. Jlobuje ce Ky, unje ce rpane
Mory obojutu ca 2k — 1 6oja. 3atum ce uBop V ykinonu. Octaje rpad Ko 1 000jen ca 2k — 1 Goja
u3 yera ciean y1(Ko — 1) < 2k — 1. C 063upom Ha rope mokasaHy HejegHakocT (Teopema 3.1),
Baxku Y1(Kak-1) = 2k— 1. Oryna je y1(Kak-1) = 2k -1.

[

Cge 10 1964. rogune, cBe mMTO ce MO0 pehr 0 XpOMaTCKOM MHJEKCY onmiter rpada Oomio
: 3 . : : :
je A(G) = x1(G) = > A(G). JleBa HejemHAKOCT je TPUBHjaiHa, JOK je JCCHA JOKa3aHa OJ CTpaHe

Ilenona®® 3a onurrn Mysnturpad. Busunr™ je 1964. roause mokasao ja 3a npocte rpadoBe Baxu
Teopema 3.8. (Busunr, 1964) Axo je G Henpasau rpad, taaa je A(G) < y1(G) < A(G) + 1.

Hoxa3. [loka3 ce u3BoaAM MHAYKIMJOM TI0 Opojy TpaHa, M. 3a m = 1 tBpheme OunriIeHO BaxHu.
[IpermocTaBuMoO 1a Baku 32 CBakM rpad ca Mame oJ1 M rpaHa u mocmarpajmo rpad G ca m rpana.
Kaxko nejennakoct A(G) < x1(G) yBek Baxu, JOBOJBHO je MoKa3aTu Ja ce rpane rpada G mory
obojutu ca A(G) + 1 60ja.

Heka je A(G) =r = 1 u Heka je € = ViV, rpada y G. [1o WHAYKIIU]CKOj TPETHOCTABIM IPaHe
rpada G' = G — e mory ce obojutu ca A(G' ) + 1 60ja. Kako je A(G') < A(G) = r rpane ox G’
Mory ce obojutu ca r + 1 60ja. [Tokazahemo na ce u rpane rpada G mory o6ojutu ca r + 1 60ja.

Youumo jeano (r + 1) — 6ojeme rpana rpada G' 6ojama 1, 2, ..., r + 1. Kako dg (v1) = dg(v1)
—1<r-1,06apjenna ox 6oja 1, 2,..., r + 1 je oxcyrHa y uBopy Vi. U3 uctor paznora jeana 60ja
je oicyTHa y Vo. AKO je y Vi U Vo oficyTHa ucTa 60ja, peuumo C, Tajga 6ojemeM rpaHe € 60jom C,
nooujamo (r + 1) — 6ojeme rpana rpada G u 1okas3 je roTos.

'8 C. E. Shannon (1916. —2001.)
V. G. Vizing (1937. -)
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Crora y3MuMo 7a je 00ja Koja je ojJicyTHa y Vi IPUCYTHA Yy V2 U J1a je UCTOBPEMEHO 00ja Koja
je oncyTHa y V, mpucyTtHa y V1. Heka je y Vi oncytHa 60ja 1, a y vV, 60ja 2. IIpu Tome je 6oja 1
MIPUCYTHA Y V7, IOK je 00ja 2 mpucyTHa y Vi. Heka je rpana Vi1V o60jeHa 6ojom 2. 3a 4BopoBe Vi U
V3, Kao 3a Vi U Vo, KapaKTepUCTUYHA Cy ABa ciaydaja. [IpBu je kaga ucra 6oja, C, HeIOCTaje U Y Vi
ny Vs. Tama ce 60jom C ymecto 60joM 2 6oju rpaHa ViVs. Tume ce ocinobaha 60ja 2 kojom ce 60ju
HeoOojeHa rpana ViVo. Pesyirar je omer (r + 1) — 6ojemse rpana rpada G.

VY npyrom ciydajy 60ja 1, koja HeocTaje y V1 MpUCyTHA je y V3, 0K je 00ja Koja HeAoCTaje y
V3, peruMo 3, IpUCyTHA y V1. YOUHUMO Taja rpaHy ViVs 000jeHy 60joM 3, UT/I.

Osga nporierypa He MOXKe HEOTPAaHHUYCHO Jla ce TIOHaBJba. Hanme, U3 4yBOpa Vi U3i1a3u HajBH-
e A(G) = r rpana, a 6oja uma r + 1. Kako y Vi Hegoctaje 6oja 1 Hajaabe y I — TOM KOpaKy H0-
Ja3MMO Yy CUTYAIMjy J1a Ce y Vi He MojaBJbyje HOBOOOOjeHa rpaHa. Penumo aa ce To TOroauio y i
— TOM Kopaky. I'paHa V1Vj + 1 o06ojeHa je 6ojom i. C 003upoM Ha Hampe] peueHo, MOT'y HACTaTH
cieneha qBa KapaKTEpPUCTUYHA CITydaja.

|V usoposuma Vi u Vy + 1 Hedocmaje ucma 60ja. Heka je To 60ja €. Taga ce rpaHa ViV + 1,
ymecto 60joMm i, 60ju 60jom C. Hakon Tora, ocioboheHoMm 60joM i ce 60ju rpaHa ViV Koja
je mperxoano 6mia obojena 6ojom i — 1. Jlasbe, HOBoOCOOOh)eHOM G0joM | — 1 Goju ce
rpaHa ViVj 1 UTA. Y TOCIEAmEeM KOpaKy rpaHa ViV, 00ju ce HemocpeaHo ocioboheHoM
60jom 2. Tako ce mocTuxe 1a cy ce rpane rpada G obojene ca r + 1 60ja.

Il YV usopy Vj+1 npucymna je 6oja 1, anu neoocmaje 6oja j. To 3Haun na je 6oja j mprcyTHa
y 4BOpPY V1 M BbOM je 000jeHa rpaHa V1V + 1. Cana ce rpaHa ViV + 1 32 TPSHYTaK OCTaBH HEO-
OojeHomM, a 6ojama J, j — 1, ..., 3, 2 oboje ce yHa3ap, kao y |, rpane ViVj,V1Vj 1, ..., V1V3,
V1V, peaoMm.

Osnaunmo ca G" tako o6ojen rpap G — vV + 1. Heka je Hyj moarpa¢ rpada G" nngyxo-
BaH rpaHama o6ojeHuM 6ojama 1 wim j. OumrnenHo, Vi, Vi+ 1, Vj + 1 €V(Hy;j). Kako u3 cBa-
KOT 4BOpa rpaga usiase JBe rpaHe, KOMIIOHEHTe rpada Hij cy anTepHaTHBHU IyTE€BU WK
aNTepHATUBHE KOHTYpPE y KOjUMa Ce HAM3MEHHYHO CMEHY]y rpaHe obojeHe Oojama 1 u j.
V 4BopoBHMa Vj + 1 H Vj + 1 HeJocTaje 0oja j, a y uBopy Vi 60ja 1. Crora je dy 1].(Vl) =
iy V102) = s, (42) = 1
W3 Tora cneau 1a cy KOMIIOHEHTE KOjHMa MPUIAajy YBOPOBH V1, Vj+ 1, Vj+1 aITEepHATHB-
HU myTeBH. Kako myT mMa TauHo J1Ba Kpaja, ABa YBOpa CTerNeHa 1, HajBuIIe Ba O/ YBOPO-
Ba Vi, Vi+1, Vj+1 Cy Y HCTOj KOMIOHEHTU. TO 3HAUM J1a WK V1 U Vi + 1 J€XKE y Pa3TUIUTHM
KOMIIOHEHTaMa WJIU TO BaXH 3a Vi U Vj+ 1.
(@) V1 u Vi + 1 npunaoajy paziuuumum xomnonenmama cpaga Hij. Axo ce 'y
KOMITOHEHTH KOja CaJIp’KU YBOp Vi + 1 M3BpIIM antepHanuja 6oja 1 u j,
nobuja ce mpaBUWIHO Oojeme rpaHa rpada G" y koM y 4BOpoBUMa Vi U Vi + 1
HeqocTaje 6oja 1. YMmecto 6ojoM I, rpaHa V1V; + 1 60ju ce 60jom 1. Ocobo-
henom Gojom i Goju ce rpana ViVi. Hakon Tora ociobaha ce Goja i — 1
KOjOM ce 00ju TpaHa ViVj_ 1 UTHA. Y TOCIEIHEM KOPAaKy HEMOCPETHO OCIO-
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6ohenom Gojom | + 1 60ju ce HeoOOjeHa rpaHa ViVi + 1. [IpuMeTumo aa je y
rpady G" y uBopy Vj + 1 HenocTajy 6oje j u j + 1. Tume nobujamo (r + 1) —
60jeme rpana rpaga G.

(0) vi u Vj + 1 npunaoajy pasnuuumum xomnonenmama epaga Hij. Anre-
pHanujoM 0oja y KOMIIOHEHTH KOja caipxkHu Vj + 1 ociaobaha ce 6oja 1y
4BOPY Vj + 1, HAKOH 4era ce HeoOojeHa rpaHa VqVj+ 1 60ju 6ojom 1. Omer cy
cBe rpane rpada G ob6ojene ca r + 1 60ja.

U3 cBera HaBeneHor cienu y1(G) <r + 1 < A(G) + 1, yume je 10Ka3 TeopeMe 3aBpIlicH.
[

Ha ocHoBy Teopeme BusuHra, 3akpydyjemMo fa ce cBH rpadoBH MOTY TIOJCIIUTH y JIBE KJlace
npema XxpomarckoM uHiaekcy. Kaxemo fa je nernpasan rpad kimace 1 ykomuko je y1(G) = A(G), a
kiace 2 ykomuko je y1(G) = A(G) + 1. Kapakrepusanuja rpadoBa mpBe, OIHOCHO JIpyre Kiace,
T3B. ,,p0o0Oaem Kracuguxkauuje”, jom yBek je orBopeH npobiem. [lo BuszuHroBoj treopemu je
XPOMAaTCKU UHIIEKC I — perynapHor rpada wim I win I + 1. Ha npumep, koutypa Cy je xiace 1 3a
k mapan 6poj, a kiace 2 ako je K vemapan; K, je kimace 1 ako je n mapas, a kinace 2 ako je N Herna-
pan. ['eHepanHO Baxku Jla je CBaKW perysiapaH rpad ca HemapHuM OpojeM uBoposa, kiace 1. C
Jpyre cTpaHe, HE MOpa CBaKu perynapal rpad ca mapaum Opojem uBopoBa Outu kiace 1. Ha
npumep, Ilerepcenos rpad je kmace 2.

Cauka 12. Ilerepcenos rpad

I'padoBu knace 1 npeosnalyyjy Hax rpadoBuma kiace 2. Epﬂem20 u Buncon®! Cy AOKa3aJu
na BepoBatHoha /1a cirydajan rpad ca N yBopoBa Oy/e Kiace 2 TeXH HyJIM Kajaa N TexXu OecKoHa-
yHOCTH. [11]

Toranau nepunut rpada G xoju je uma N yBopoBa U M rpana je 6poj N-A(G) — 2m. Kopucre-
hu mojam TOTamHOT AEPHUIIMTA MOKEMO TOOWTH HEKe JOBOJHHE yCiIOBe jaa rpad Oyme kmace 2.
[IpBO HaBOAMMO jeAHY IOMOhHY JieMy.

°p_Erdés (1913.-1996.)
IR J. Wilson (1943. —)
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Jlema 3.1. Ako je G rpad ca n usopoBa, M rpana u makcumainaHor crenena A(G), tana je G kimace

2 ao je m > A(G)-[% nl.

Hoxa3. IIpermocraBumo 1a je G kmace 1, 1j.1a je x1(G) = A(G). Csako A(G) — 6ojeme rpana
rpada G Bpim naptuiyjy rpana Ha A(G) meuunra. (CBe rpane o0ojeHe HCTOM 00jOM YHHE jeaH

1 1
MmeuuHr.) bpoj rpana y cBakom ox A(G) meumHra je HajBuine [ 2 n]. Oryna je m < A(G)[ 2 nj,

HITO je KOHTPAJHUKIKja C YCIIOBOM JIeMe.
[

Teopema 3.9. Ako je G rpad ca Hemapaum GpojeM 4BopoBa, MakcumaiHor crernena A(G), u To-
tanHor aeduuura Mamer o A(G), taga je G kiace 2.

Joka3. Ako G uMa N yBopoBa W M rpaHa, Tajaa je TotanHu aepunut jemHak N-A(G) — 2m. Ilo
1 1
ycioBy teopeme je N-A(G) — 2m < A(G). U3 tora cieau m > 3 (n-1) A(G) = A(G)[ 2 n](n - 1),

na TBpheme cieau us geme 3.1.

Teopema 3.10. Axo je G perynapan rpad ca HemapHUM OpojeM YBOPOBa, Taja je Kiace 2.

Hoxa3. Toranuu nedurmr rpada G jenHax je Hy M U pe3ynrar ciean u3 reopeme 3.9.
[

Teopema 3.11. Axo je G perynapan rpad koju nMa apTUKYJIAIIMOHU YBOP, Taaa je G kiace 2.

Hoxa3. Heka je G k — perymnapan rpad. Axo uma HemapaH Opoj YBOpOBa, Taja TBpHCHE CIeau 13
teopeme 3.10. Heka G mma mapan Opoj 4BOpOBa W HEKa je V apTUKyIanuoHW uBop. Tama ce G
MOke mpencraButd kao yHuja rpadosa H u K, G = H U K, npu 1emy je H n K = {v}. Moxemo
y3etu 1a H numa nenapan 06poj uBopoBa h. Tama cBaku uBop u3 H, pasnuuur oz Vv, uma creneH K y

1
H. Crenen uBopa V y H je mamu o k. 13 Tora cnenu na je 06poj rpana y H jeanax 2 {(h- 1)k +

du(V)} >k [%h] N3 neme 3.1 cenu na je H kmace 2, y1(H) = A(H)+1= k+ 1. Kakoje H < G,

cienu %1(G) > x1(H) =k + 1 = A(G) + 1. 360r Busunrose teopeme je x1(G) = A(G) + 1, 1j. G je
KJace 2.
[

OgBaj pesynarar Moxe Outh moOosbimaH. Hawmwme, mpema teopemu 3.10 perymapan rpad ca
HermapHUM OpojeM 4BopoBa je kiace 2. McrmocrtaBsba ce J1a ce MOKe YKIOHUTH ojapehen 0poj
rpaHa, Tako Ja J00H1jeHu rpad ocTaHe Kiace 2.

Teopema 3.12. Heka je H k — perynapan rpad ca memapuum Opojem uBopoBa. Ako je G rpad

. 1 .
nobujex o H yknamameM Mambe 01 2 k — 1 rpana, Tana je G kiace 2.
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Hoxas3. ITomro je Toramuu aedunut rpada G najBuine K — 2, TBpheme ciequ TUPEKTHO M3
Teopeme 3.9.
[

. . . 1
OBaj pe3ynTar je HajOosbu Moryhu. Moske ce moka3aTu Ja ce yKIambambeM 2 k — 1 wu Buiie

rpaHa y HEKUM cllydajeBUMa Moxke 100uTH rpad kmace 1.
JHpyru HaunH nobujama rpada kiace 2 je naT y cienehoj Teopemu.

Teopema 3.13. Axo je H perynapan rpad ca mapaum 6pojem uBopoBa u G rpad nobujen ox H
ybalmBameM HOBOT YBOpa Ha HeKy rpany on H, rana je G kace 2.

Hoxa3. Heka je A(G) = k u nputom je H k — perynapan rpad ca n usoposa. I'pap G uma n + 1

1 +1
gyBopoBa. Oryma G numa m = 2 n-A(G) + 1 rpana. 360r mapHocTH N je [nT = E] = g ,majem=

1 1
A(G) [% +1>A(G) [%] . TBpheme cana ciaenu us neme 3.1.

Nako je mpobiieM knacuduKalyje TeHepaiHO HePEIIeH, 3HaYajaH pa3yJiTar je MOCTUTHYT KO/
rtaHapHux rpagosa. Axo je G muianapad rpad 4dju je MakCUMallaH CTereH HajBuiie 5, taga G
Moke Outu u kinace 1 u kinace 2. Ha mpumep, mapHe KOHType U rpadoBH TeTpaeapa, OKTaeapa u
ukocaenpa cy kiace 1. C apyre crpaHe, HellapHE KOHTYpe U TpadOBU KOjH HACTA]y J0JaBambEM
4yBOpa y jeAHy TrpaHy rpada terpaenpa, oKTaenpa, OIHOCHO MKocaeapa (kao y teopemu 3.13) cy
KJace 2.

Jepunnumja 3.7. I'pad G je kpumuuan axo je moBesaH rpad Kiace 2 U ako ce yKJIambambeM OuiIo
KOje IpaHe cMamyje XpoMaTcku uHaekc. Ykomuko je A(G) makcumanan creneH rpada G, taaa
kaxemo n1a je G A(G) — kpumuuan.

Notetots

Cauka 13. 3 — kputnunu rpadoBu ca 5 u 7 UBopoBa
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Cauka 14. 3 — xputnunu rpagoBu ca 9 yBopoBa

Cnenehu pesynrar, T3B. TeopeMa CycelCTBa, KOju mpumana Busunry najemo 0e3 gokasa.
Joka3 ce moxe Hahu y [12].

Teopema 3.14. (Busunr, 1965.) Heka je G A(G) — kputuvan rpad, 1 Heka ¢y V U W CyCeIHH
yBopoBu y G ca dg(v) = k. Taga Baxu

(@) axo je k < A(G), tama je w cycen ca 6ap A(G) — k + 1 uBoposa crenena A(G);
(b) axo je k = A(G), Tanma je W cycen ca 6ap nBa uBopa cterneHa A(G).

Teopema 3.15. Ykonuko je G ruranapan rpad ca A(G) > 10, taga je G kiace 1.

Hoxa3s. IIpernoctaBuMo aa TBphewe HHje TauHO, OJTHOCHO Jia MIOCTOjU TIaHapaH rpad kiace 2 ca
A(G) = 10. Mehy koHTpampuMepuMa yOUUMO OHaj ca HajMamiM OpojeM rpana. Heka je To rpad
G. ITo mpermnocrasuu, G je mianapan, A(G) = d = 10 u y1(G) = d + 1. ITomro je maanapan, G
caJpxu Oap jemaH yBop crerneHa Hajpuie 5. Heka je S ckym TakBuxX uBopoBa M Heka je H = G —
S. Kako je u H mianapan, 1 OH cajip>ku 4BOp cTerneHa HajBuine 5. Heka je To W u Heka je dy(w) <
5. Momrto je dg(w) > 5, uBop W je cycen ca 6ap jemaum uBopom u3 S. Heka je vV €S, TakaB 1a WV
€E(G). C o63upom Ha nepunnnmjy ckyna S, Baxu dg(v) = K < 5. [Tomro je G rpad ca Hajmamum
OpojeM rpana, ciaeau aa je on A(G) — kputuyaH, na mo teopemu 3.14, W je cycen ¢ Hajmame O —
k + 1 uBopoBa crenena d. Kako je d —k+1>10—-5+ 1 =6, W je cycen ca HajMame MIECT
yBopoBa cterneHa d. [Tomro je d > 10, W je cyceman ca Gap mect uBopoBa rpada H, mro je y
KOHTPAJIMKIIMjHU ca mpeTnocTaBkoM dy(w) < 5.

BusuHr je monpaBuo 0Baj pe3ynraT gokaszasinu cieaehe tBpheme [22].
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Teopema 3.16. Ako je G mranapan rpad ca A(G) = 8, tana je G kiace 1.
[

[Ipobnem oxpehuBama Kinace iaHapHor rpada Yuju je MaKCUMAaJIHH CTeTeH 6 Wi 7 U Jajbe
je otBopeH. Busunr [23] je moctaBuo cienehy xumoresy.

Xunore3a. CBaku 1uiaHapat rpad) ca MakCUMaJIHUM cTeneHoM 6 mim 7 je kiace 1.
. . : 14!
Hepunnumja 3.8. 3a rpad kaxxemo na je npenyn ykonuko je |[E| > A(G) |
Cumyp? [19] je mpermocraBro 1a je mmanapas rpad kimace 2 ako ¥ caMo ako G caapiku

npenyn noarpad H takas na A(G) = A(H). Ykonuko ce gokaxe aa je Tauna, CHUMypoBa XHIIOTE3a
Ou UMIUTAIMpaia 1a CBaky miaHapad rpad G takas aa Baxu A(G) = 6 je kiace 1.

?2p. Seymour (1950. —)
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['1aBa 4. bojewe nmaHapHUxX rpa¢oBa u
0ojere Mana. [IpobsieM yeTUpU 60je

Kao mro je Beh peueno y npBoj riaasu, npoodsiem yetupu 00je 010 je jeaH of] TJIaBHUX MHH-
1yjaTopa pasBoja teopuje rpadona. [lomro je cam mpobiieM morekao oj 60jema Mama y KapTo-
rpaduju, a 3aBpIIMO y MaTeMaTHIIM, MPOIIA0 je Kpo3 onapehene momudukanuje u npehopmy-
namnuje. Ciieu KpaTak OCBPT Ha IVIaBHE €KBUBAJICHTE U MOCIICTUIIEC TPOOieMa YeTupu 0oje.

HNedpunuuuja 4.1. Mana vnu kapma je moBe3aH IUTaHapaH rpad Koju HEMa MOCTOBA, OJHOCHO
IPaHCKH 2 — TIOBE3aH IuiaHapaH rpad.

Cauka 15. Ilpumepu mana

Cgaka mama cMmemtTeHa y paBas (cdepy) aenu paBas (cdepy) Ha HeKoJIUKO obsactu. [[Be 06-
JIACTH Cy cyceOHe YKOIMKO UMajy Oap jeIHy 3ajeTHUYKY UBUILY.

Jepunnumja 4.2. bojerve mane je npuapyxkuBame 00ja 00JacTUMa Mare Tako J1a Cy CyCeTHUM
obnacTuMa puApyKeHe pa3nuaute 0oje.

Nedunnmmja 4.3. [nanapaun rpad G je obracno K — o6ojus ako ce obmacti Mory o00juTH ca
HajBuie K 6oja.

Teopema 4.1. (IIpobaem uetupu 60je) CBaka Mana je odbmacHo 4 — 00ojuBa.
n

Jedunnunja 4.4. O6nacru xpomamexu 6poj x (G) mnanapsor rpada G je MuanManHo K 3a Koje
je G obmacuo k — 060juB.

CBakom noBe3aHoM IutaHapHoM rpady G moxe ce npuapyxutu myaturpad Ggy.
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Hepununuja 4.5. /[yarn Gq je rpad xoju ce mobuja u3 rpada G, Tako MTO Ce CBaKO] 00JaCTH
rpada G monmenw mo jegan oaromapajyhu uBop, a usmely nBa uBopa y Gy mMocToju rpaHa ako u
camo ako cy oxrosapajyhe odnactu rpada G cycenne, Tj. UMajy 3ajeTHUUKY I'paHy (MBHILY).

U3 nedununmje nyana Buaumo ga Gy caapku MET/bY ako W camo ako G caap’ku MOCT.
Takohe, u3 nepununuje cieau aa je Gy manapan u 1a je (Gq)g = G.

[Tomro je 6poj rpana uzmehy aBa uBopa y Gy jenHak Opojy 3aje JHUYKUX I'paHa (MBUIIA) Of1-
roBapajyhux obnactu, Gy moxe xa Oyne mynarurpad.

Tepunnunja 4.6. IToosyuen epagd Gy je rpad xoju ce nobuja u3 myama Gg, TAKO IITO CE CBAKHU
CKyII apayie’aHux rpana y Gy 3aMeHU jeTHOM T'PaHOM H CBE TETJbE YKIIOHE.

Cauxka 16. IIpumep rpada, \meroBor qyana, U HoABy4YeHOT rpada

W3 nedununmje nyana HEMOCPEAHO Clieie TBphema.

Teopema 4.2. Mana G je ob6nacHo K — 060juBa ako u camo ako je ayan Gg uBopHo K — 060juB.
[

Teopema 4.3. Heka je G moBe3an ruanapad rpad 6e3 nerspu. Tana je G uBopHO K — 000juB aKo u
caMo aKo je mweroB ayan Gy obiacHo K — 060juB.

Kako je u3 nperxonne teopeme ' (G) = x(Gq), ounrieaHo ciemm TBphemse.

Teopema 4.4. Cpaku 1utanapas rpad je o6racHo 4 — 000jUB aKO U caMO aKo j€ CBaKM IJIaHapaH
rpa¢ uBopHO 4 — 060juB.
[

Y Teopuju rpadosa je npobiem ueTupu 6oje yenrhe moMumaH Kao mpodieM 6ojerma YBOpOBa
U TpaHa ymecTo Oojema obmactu. Cneneha Teopema, mocnenuia teopema 4.1 u 4.4, ekBUBaJICHT
je mpobieMa yetupu 00je, U3pakeH MpeKko 00jema YBOPOBA.

Teopema 4.5. (Teopema uetnpu 60je) Caku mnaHapas rpag je YBopHo 4 — 000jUB.
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[Tomenynu cMo Ha moyeTky Ja je Kemmneos noka3 npobiema yetupu 60je Ono cMaTpaH Kope-
kTHUM BuIe ox 10 roguHa. OcHOBHA nzeja je Ouna y Kopumhemy TaKO3BaHUX AITEPHATHBHUX
myTeBa, KacHWje HazBaHuX KemmeoBum nanmmma. Mebhyrum, 10 roguHa HakoH o0jaBJbHBamba
XUByZ je yKa3ao Ha Ha TpEIIKy y KOpHIIhemy Te METoAe Koja ce, HaKaloCT, HUje Moria
nonpaButu. Mnak, kopuctehu ucty uzaejy, XuByn je qokazao cieache Tepheme.

Teopema 4.6. Caku ru1anapas rpad je Y4BOpHO 5 — 000juB.

Hoxa3. Heka je G nnanapan rpad. be3 ymamema ONImToCTH MOXKE C€ Y3€TH J1a je rmoBe3aH. Jloka3
hemo matm muAyKIMjoM 1o O6pojy uBopoBa N. 3a N < 5 ouurienHo je aa TBpheme Baku. 3aTo
y3muMo fa je G mranapan rpad ca n > 6 yBOopoBa U Ja TBpHewme BaKU 3a CBAaKH IIaHapaH rpad
ca Mame 01 N YBOPOBA.

Ciauka 17.

3Hamo Ja cBaku IutaHapad rpad G caapxu 4Bop V creneHa Hajuire 5, d(v) < 5. Younmo
rpad G' = G — v. OH je maHapaH, ¥ Kako UMa Mambe 07 N YBOPOBA, FHETOBH YBOPOBH CE€ 10 HH]TY-
KIIMjCKO] TPETIIOCTaBIM MOTy o0ojutH ca 5 60ja. Heka cy y 6ojemy uBopoBa rpada G' ymo-
Tpebssere 0oje 1, 2, 3, 4, 5. Axo je de' (V) <5, tama jeqHoM o 00ja HHje 000jeH HUjeAaH Cyce
gyBopa V. bojemeM uBopa V Tom 60joM n00Hja ce 5 — 6ojeme uBopoBa rpada G u 10Ka3 je TOTOB.
3aro y3mumo 1a je dg (V) = 5.

Hexka cy Vi, Vo, V3, Vg4, V5 cycenn uBopa V' y G kao Ha cimi 17. Be3 yruiaja Ha OmmrocT
MO>KEMO y3€TH Jia je uBop Vi, 3a i = 1, 2, 3, 4, 5 obojen 6ojom i. O6enexumo ca Hij, {i, j} c {1, 2,
3, 4, 5} monrpad rpada G' mHIYKOBaH YBOpOBHMA 000jHMM OOjoM | mim 6ojoM J. IIpermocra-
BUMO IIPBO J]a 32 HEKO | ¥ | YBOPOBM Vj M Vj IpUNaJajy pa3IMIUTHM KOMIOHEHTama rpada Hi.
AnrtepHainjoMm 00ja y KOMIIOHEHTH KOja CaJp>KH 4YBOp Vi IMOCTHXE Ce Ja YBOp V; Takohe Oyne
obojen 6ojom j. Ha Taj Haunn n00uja ce HOBO Oojere uBopoBa rpada G' y KojeM HHjemaH cyce/
4yBOpa V HHjE 000jeH 6ojom I. bojom i Ooju ce uBop V uume cy cBu uBopoBHU rpada G obojeHu ca
5 6oja.
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I[IpernocTaBUMO 12 3a CBAaKO | M | YBOPOBH Vi U Vj IPHIIaajy UCTOj KOMIOHEHTH rpada Hij. Y
TOM CIIy4ajy anTepHanuja 6oja He momaxe. [lokazahemo na je TakaB ciydaj Hemoryh. Younmo
koMmoHeHTy His. Heka cy uBopoBm Vi 1 V3 moBe3anu myreM Pi3. UBopoBu myta P13 060jeHu cy
antepHaTuBHO 6ojama 1 u 3. Kako je G mmanapan rpad KOHTypa Koja ce cacToju o] TpaHa VWi
V3 1 mmyta P13 pazaBaja uBopoBe Vo 1 V4. JenaH je y ’eHO] YHYTPAIIBOCTH a IPYTH Y CIIOJbAIlh0-
ctu. Ako ca Py4 o3Haummo (Vo — V) — iyt y moarpady Hos, Tana ce Ha ocHoBy JXKopaanose Teope-
Me nyteBu P13 u Py cexy. C o063upom Ha mianapHocT rpada G, Taj mpecek je HEeKH 4Bop U.
Melyrum, uBopoBu mmyta P13 060jeHu cy 6ojama 1 u 3, a uBopoBu myta P4 60jama 2 uinu 4. Hema
00je 3a YBOp U, IITO j& KOHTPAIUKITH]a.

[

Jeman ox Hajmo3HATHjUX €KBHBaJIeHaTa TeopeMe 4 60je Koje ce OJIHOCH Ha 0ojeme rpaHa je
TBphemwe Tejra.

Teopema 4.7. (Tejr, 1880) Teopema uetupu 0oje je ekBHBajIcHA TBphewY Ja ce rpaHe CBaKe
KyOHe (3 — perynapHe) mare Mory o0ojutu ca 3 6oje.

Hoka3. (=) Csaxa mana ce modice (o6nacno) obojumu ca 4 6oje. Heka je G kyOHa mama. thene
00J1acTH ce mpema MpeTHoCTaBUIl MOTy 06ojutu ca 4 6oje. Heka cy 1o 60je Co = (0, 0), ¢; = (0,
1), ¢, =(1,0), c3= (1, 1) rae cy 60je npeacraBbeHe Bekropuma. bojeme rpana rpada G ca 3 6oje
peanusyje ce Ha ciaeehu HauMH. AKO je rpaHa IpaHHLa JBe o0nacTu 0b6ojeHe 60jama Ci U Cj, Tana
ce Ta rpaHa 0oju 6ojoM C; + Cj. Cabupame KoopAKrHaTa BEKTOpa Ci U Cj je o Moayiy 2. bojeme je
MpUKa3aHo Ha ciuny 18.

Ha nmpumep, ako je rpana € rpanuia odgacti o0ojeHux 6ojama Cq U C3, Tajaa ce € 00ju 60jom
c1+c3=(0,1)+(1,1) =(1, 0) = (1, 0) = cp. JTako ce KoHCTaTyje Ja MPH TOM HHUjeIHA I'paHa HE
nobuja 60jy Cp ¥ Aa Cy CBaKe TPH T'paHe UHIIUJICHTHE Ca UCTUM YBOPOM YBEK Pa3IMYUTO 000jeHE.
Ha taj HauuH cBe rpane rpada G cy nmpaBuiHo obojeHe 0ojama Cq, Co U Cs.

Cauka 18.

(&) I'pane ceaxe kyone (3 — pecynapne) mane ce mocy obojumu ca 3 boje. IlpeTnocTaBuMo 1a
MOCTOJH Mara 4uje ce o0JacTH He Mory 000juTH ca 4yetmpu 0oje. Ako ca G o3HaumMo rpad
JyajaH Toj Mamu (KOjH je Takohe TuTaHapad), Taja ce 4yBopoBHU rpada G He Mory o0ojuTH ca
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yetupu 0oje. [Ipema nperxoanoj teopemu je y(G) = 5. Heka je H tpuanrymamnuja ox G. Tazaa je
Hgy, myan on H, xyona mana. Ilo npermocrasuwm, rpane rpada Hy mory ce obGojutu ca tpu 60je.
Hexka cy To 60je Cy, Co, C3. [Tocmarpajmo nmoarpad (Hij)q mEAykoBan 60jama C; u Cj. Kako je Hg 3 —
peryiapat rpag, y CBakOM 4BOpy Cy IpucyTHe cBe Tpu 6oje. Crora je (Hjj)q 2 — perynapan rpad,
Tj. yHHja AUCjyHKTHUX KOoHTypa. Omasne je (Hij)q obmacHo 2 — 06ojuB. CBaka obnact rpada Hg
npecek je jeane obaactu rpada (Hiz)g u jenne obmactu rpada (Hazs)g. Heka cy obmactu (Hiz)g
obojene 6ojama a u b, a obmactu (Hy3)g 60jama ¢ u d. Ako je f obmact rpada Hy xoja nexu y
npeceky Heke obnactu rpada (Hiz)g ob6ojere 6ojom X, X €{a, b} u Heke obnactu rpada (Haz)g
obojene 6ojom Y, Y €{c, d}, o6ojumo obact f 6ojom (X, y). C 063upom na je Hyg = (H12)g U (Hzs)d,
JIaKO Ce€ BU/IM Ja je 0BO IpaBuiIHO 4 — 6ojeme obnactu rpada Hy. dakie, )(*(Hd) <4,

I'pad G je noarpad rpada H. Oryna je ¥(G) < x(H). C apyre crpane, u3 y(H) = y (Hg) < 4
cienu x(G) < 4. Ho, T0 je koHTpaauKiunja ca npermoctaBkom y(G) = 5.

Mocaenuua. CBaku KyOHU TUTaHApHU rpad KOjH HEMa MOCT UMa XPOMATCKH WHAEKC 3.
WurepecanTtHa cy u ciencha TBphema.
Teopema 4.8. Mana G je 2 — 060juBa ako u camo ako je G OjnepoB rpad.

Hoxka3. (=) Hexa je G 2 — obojusa mana. Tana je y(Gq) = 2 o teopemu 4.2, u nyan Gq je Ouna-
prutan rpad. Kako je Gy rutanapan rpad umje cy cBe obiactu mapHor crereHa (jep cy cBe
KOHTYpe y OMIMapTUTHOM rpady MapHe JyKHHE), CTEleH CBakor 4Bopa ayana ayana (Gg)g je
napaH. A kako je nmose3saH, (Gg)q je Ojnepos rpad. I1a u3 (Gg)g = G cnenu na je G Ojnepos rpad.

(&) G je Ojnepos epag. Tana je u rpad (Gg)g Ojnepo. Kako je (Gg)g ayan ox Gy, Gy je
ounaptutan rpad. Crean y(Gq) = 2. Ha ocHoBy Teopeme 4.2, obnactu marie G Mory ce 000juTH
ca 2 Goje.

[

Teopema 4.9. Ako je G mmanapan OjnepoB rpad yuje cy cBe 0bgacT TpoyrioBH, taaa je y(G) =
3.

Hoxka3. Ouurnenno, G je mana. Ha ocHOBy mpeTxoaHe Teopeme, obnactu rpada G mory na ce
oboje ca 2 60je, peumo 1pBeHO U MmiaaBo. [Tokasahemo kako ce caga uBopoBH rpada G mory
npaBwiIHO o0ojuTH ca Tpu 00je @, b, c. Heka je f upBena obmact. O6ojumo uBopoBe obnactu f
0ojama @, b, C, Tako n1a Tpoyrao abc uma no3utuBHy opujeHTanujy (CynpoTHO cMepy Ka3aJbKe Ha
cary), kao Ha ciaunm 19. Tama cy Tpu Tpoyraone obaactu (i, 0z, U3 cycenne ca f, mmase. lbuxose
HeoOojeHe YBOpoBe 00juMo mpeocTanoM 6ojom a, b mnm €. Jlako ce BHIM Ja Cy OpHjeHTAIH]je
TpoyriioBa abc koje unHe rpanuiie 061acTH (i1, J2 ¥ §J3 HEraTUBHE (CMEp Ka3zajbKe Ha caTy).
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Ciuka 19.

Hame npuMemyjemo uctu nocrymak. Cycenu o gi, g2, J3 Cy MOHOBO IpBeHE oOyiactu. boje
IbUXOBHX HEOOOJEHUX YBOPOBA jeHO3HAUHO Cy ojapeheHe 0ojama mpeTxoHO 000jeHuX YBOPOBA
uta. C 063upom aa je G mosesan rpad, Ha oBaj HauuH Ouhe 06ojeHu cBu uBopoBu. [Ipu Tome ce
KOJI IIPBEHUX TPOYIJIOBa TeMeHa 00ojeHa ca @, b, C pehajy y mo3uTuBHOM cMepy, JOK je KOI
IUIaBUX TPOYIJIOBA Taj cMep HeraTuBaH. Tako ce mocTke aa cy 4BopoBH rpada G obojenu ca
Tpu 60je, u3 yera ciean y(G) < 3. Kako je Kz ¢ G, cieau y(G) = 3.

u

Teopema 4.10. Kyona mamna G je o6macHo 3 — o0ojuBa ako M caMO aKo je CBaka 00JiacT mapHOT
CTEICHA.

Joka3. (=) G je 3 — obojusa kyona mana. Heka cy obnactu mane G obojene 6ojama 1,2 u 3 u
Heka je f jemna ox mux. Y3mumo na je f o6ojena 60jom 1 1 orpaHrnydHa KOHTYPOM Vi Va ... Vi 1V
V1.

)

2
A

Cauka 20.

Hexa cy fi, fo, ..., fx oOmactu koje ca f umajy 3ajeHuYKe TpaHe ViVy, ..., Vk - 1Vk, VkV1, PEIOM.
Tana cy one o6ojene 6ojama 2 uim 3 kao mro je npukazano Ha ciunm 20. Kako je d(vi) = 3,1 =1,
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2, ..., k, obnactu f;_; u f; cy cycenne, ma cy crora painyuto obojeHe. To 3Hauu aa ce 6oje 2 u
3 aNTepHATUBHO CMEHY]Y, oakiie cieau aa je K mapan 6poj. Obnact f je mapHor crerneHa.

(&) Csaxa obnacm kyone mane G je napnoe cmenena. Tana je Gy OjnepoB rpad uuja je cBaka
obmact Tpoyrao. Ha ocHoBy Teopeme 4.9 je Gy uBopHO 3 — 000juB, a Ha OCHOBY Teopeme 4.3, G
je obsmacuo 3 — 060juB.
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3aKJ/by4yaK

I'padoBu Cy HaNUIM BEIUKY IPUMEHY Y MHOTUM MaTEeMAaTUYKUM aJH U APYrUM, HEeMaTeMaTH-
gkuM obmactuma. CpeheMo ux y obiactuma momyT KOMOMHATOPHKE, KOMOMHATOPHE ONTHMH3a-
11je, OTepallMOHNX UCTPaKUBamba, TMHEApHE alredpe, KOMIJICKCHE aHAJIN3€, alld U y eIeKTpoTe-
XHHILH, caoOpahajy, nHpOpMaTHIIH, padyyHApCTBY, XeMUjH, (PU3HLIN, COLUOTIOTHjH, BOJHUM HayKa-
Ma. [ 1aBHM pa3jior 3a TO je BUXOBAa PEJIATHBHO jeHOCTaBHA CTPYKTypa U, UCTOBPEMEHO, H3Yy3e-
THO OoraT cajpkaj Koju oMoryhapa ImMpoKe U pPa3HOJIMKE TPUMEHE.

Jenna on ienmx mpuMeHa 0ojema rpana rpada je marta y paxy Kiox llleHoHa o eleKkTpuaHIM
Mpexkama u3 1949. rogune. lllenon je pasmatpao cienehu npoOGiem: ,, [Ipemnocmasumo oa
UMAMO eleKMPUdHY jeOUHUYY, Heuwmo Kao nanel 3a peiej, u Ha wemy oopehenu bpoj peneja, npe-
Kkuoaua, u opyeux ypehaja A, B, ..., E koju cy mehycobno nogezanu. llosesane sicuye cy npso cn-
ojene y Kaba, maxko oa cy dcuye Koje cy cnojene ca ypehajem A nosesane y jedan ucmu xaoi,
acuye cnojene ca B y opyeu, u maxo damwe. ¥V yumy mwuxosoe uzosajara je HeonxooHo oa ce cee
Jcuye Koje ce nojasmyjy us ucmoe kaoaa 6yoy paziuuumo obojene. Koju je najmarou 6poj boja
Heonxooan 3a yeny mpexcy? “ llleHOH je mao pemieme OBOr mpodiieMa Kopuctehu pesynrare u3
0ojema rpadoBa JI0 KOjHX j& caM JIOIIao0.

3HavajHH cy U pobieMu pacriopeljuBama U3 00JaCTH ONEPAMOHUX HCTPAXKHUBAKHA KOJU Ce
Mory ¢opMmynucatu y3 noMmoh TtepmuHoJOruje Teopuje rpadoBa, a Kao TakBU, U PEIICHU Y3
nomoh merona 6ojema rpana. [Ipumep oBux mpobiiema je JlykacoB mpobsem yuenuna: ,, Ceaxu
oan 2K yuenuya wema y K naposa. Koauxo nyma mo2y da wiemajy mako 0a ce dOuno koje ose
oesojuuye nehe wemamu 3ajeono guute 00 jeonom? * OaroBop Ha oBaj npodiem je 2K — 1, mro je
CKBUBAJICHETHO YHEHEHHIIN J1a j& XPOMATCKU MHIEKC KoMIuTeTHOT Tpada, Ko, jennak 2K — 1.

HpO6HeMI/I CJINYHU OBHUMaA, U3PAKEHU CY U KPO3 OKBUPC TeOpI/Ije Marpouaa.

Konun MCKI[I/IapMI/IJI23 je Heke on pe3ynarara 0ojema TrpadoBa KOPUCTHO y TpobiIeMUMa
TeOpHje MaTpHIla.

JlaTuHCKM KBajpaTH c€ YecTo Kopucte y craructuii. [lo3Har je mpobnem onpehuBama
yCJI0Ba MOJ] KOJUM Ce JIaTH CUMETPUYHHU K X K JTaTHHCKHM KBaapar Moxke "MOTOMUTH" y CHMETPH-
YaH N X N JaTUHCKH KBajpart, rae je K < n. Xurrou® je mokaszao aa ce npo0jaeMu OBe BpPCTE MOTY
3roHO (OpMYJIHMCATH U Pa3MaTpaTu y TepMHUHUMA O0jera rpaHa rpadosa.

bojema rpadoBa cy HalllIu IPUMEHY M CBAKOJAHEBHO] MPAKCH Kao HITO CYy: MPaBJbEHE PacIio-
pena 4acoBa, IPaBJbEHE PEIA BOXKILE UIIU Pefia JIETEHA U CII.

%3 Colin McDiarmid
**A.J. W. Hilton (1941 —)
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YHUBEP3UTET ¥ HOBOM CAlY
[MPUPOJHO - MATEMATUYKHU OAKVIITET
JEITAPTMAH 3A MATEMATUKY U UHOOPMATUKY
KIbYYHA JOKYMEHTAIIMICKA UTHOOPMAILIMIA

Pennu 6poj:

PBP

Wnertudukammonn 6poj:

nbP

Tun nokymenranuje: MoHorpadcka JOKyMeHTAaIIH]a
Ta

Tun 3anuca: TekcTyanHu mTamMnaHu MaTepujain
T3

Bpcra pana: Macrep pan

BP

Ayrop: Jlanka Byjanarn

AY

Menrop: np Bojucnas IlerpoBuh

MH

Hacmos pana: bojeme rpagosa

MP

Jesuk myOmukanuje: cprcku (hupumuiia)
JI

Je3uk U3BOJA: CPIICKU U €HIJIECKU

JU

3emupa myonukoBama: Cpbuja

311

Ve reorpadeko moapydje: Bojoanna
yru

Tomnna: 2015.

ro

WznaBau: AyTOPCKH PEpUHT

n3

Mecro u aapeca: Hoeu Can, [lenapTman 3a MateMatiky u uHGopmaruky, [IpupogaHo-maremaruuku GpakyinTer y
Hosom Cany, Tpr Jocureja O6panosuha 3

MA

®dusnuku onuc paaa: 4 mornasisa/ 41 crpana / 25 nuteparypal 20 ciukal/ 1 dpotorpaduja

0

Hayuna obmact: MaTemartuka

HO

Hayuna nucuurumiga: JluckpeTHa MaTeMaTHKa, TeopHja rpadosa

HJY

Kipyune peun: bojema, xpoMarcku 6poj, XpoMaTCKH UHJIEKC, TIPOOIeM YeTHpH 00je

no

YIK:

Uyga ce: bubnmoreka [lemapTmana 3a MateMaTuky 1 HHGOPMAaTHKY

qy

Baxxna Hanomena:

BH

W3Boa: ¥ oBoM pany ce 6aBuMo pobiIeMoM IpaBHITHOT O0jera YBOpOBa, rpaHa 1 obsactu rpagosa. 36or
HerocTojama eUKacHOT TOCTYIIKa 3a oipehuBame XpoOMaTCKOT Opoja MPOM3BOJBHOT rpada, aHAIN3Upa ce TropHha U
JI0ba OLIeHa XpoMaTcKor Opoja ommrer rpada. [lat je XpoMaTcKi HHAEKC MojeIMHUX rpadosa, 3a Koje je To Moryhe.
I'oBopu ce 1 0 npoGiiemMy kiacu(uKanuje Kao o joll OTBOPEHOM IIMTamYy, alld U O pe3yJiTaTiMa MOCTUIHYTUM Ha
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pemaBamy npobiriemMa Kiacu(uKanyje Kaja cy y nutamy mianapau rpagosu. Ha xpajy pana ce 6aBumo mpoGiaeMom
yetrpu 00je, OTHOCHO 00jemeM IDTaHapHUX rpadoBa U Marma. Jlatu cy u pa3HHu eKBHBaJICHTH Teopeme 4 Ooje.

us3

Hatym npuxBatama teme ox ctpane HH seha: 04.03.2014.

Al

Hatym onOpane:

A0

YnaHOBU KOMUCH]E:

KO

IIpencennux: ap bopuc Illo6or, nonent [IpuponHo-matemaTudkor ¢axyirera y HoBom Cany

Unan: ap bojan bammh, nouent [Ipuponno-maremariukor ¢akynrera y HoBom Cany

Menrop: Hp Bojucnas [lerposuh, penosan npodecop [Ipupoano-matemarnuxor dakynrera y HoBom

Cany
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