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UvOD

Ovaj master rad je nastao iz Zelje da se znanja iz difererencijalne geometrije
sagledaju, ne samo sa matematickog aspekta, vec i sa aspekta njoj srodne nauke — fizike.
Sam rad ima Sest poglavlja, sa velikim brojem definicija i osnovnih teorema koje su bile
neophodne za bolje razumevanje osnovnih pojmova diferencijalne geometrije na kojima je
izgradena Opsta teorija relativnosti (OTR) Ciji tvorac je Albert Ajnstajn, a kojom su se bawvili
Elvin Kristofel, Stiven Hoking i mnogi drugi fizi€ari. Ono Sto je autora privuklo samoj ideji
pisanja master rada na ovu temu je upoznavanje nekih neeuklidskih prostora, gde neka
tvrdenja koja vaze u Euklidovom prostoru, u neeuklidskom prostoru su neta¢na, a najbolji
nacin za razumevanje takvog prostora je sama primena istog.

U prvom poglavlju rada su date osnovne operacije sa tenzorima, koji ¢ine osnovni
aspekt za shvatanje OTR. Vazna tvrdenja, definicije, kao i slike neophodne za razumevanje
osnovnih pojmova su preuzete i detaljnije dokazane i objasSnjene u [17].

Drugo poglavije je posveéeno kratkom upoznavanju sa specijalnom teorijom
relativnosti, koje je dato viSe zbog istorijskog uvoda u tok nastajanja OTR, stoga se autor
nije previSe zadrzavao na prostoru Minkovskog, vec¢ su date neke osnovne karakteristike.
Specijalna teorija relativnosti je vazna jer je ona podstakla OTR, koja je proSirila revoluciju u
nasim idejama o prostoru i vremenu. Osnovne osobine prostora i metrike, u prostoru
Minkovskog su preuzete iz [20]. Slike u ovom poglavlju su preuzete iz [10].

U poglavlju Osnovi Rimanove geometrije je dokazana fudamentalna teorema koja
govori o postojanju metricki kompatibilne povezanosti na mnogostrukosti, Sto je bitno za
stvaranje uslova neophodnih za proces diferenciranja na mnogostrukostima. Pojmovi iz
datog poglavlja su detaljnije objasnjeni u [13].

Cetvrto poglavije je logicki sled prvog i treéeg poglavija. Tu je objasnjeno detaljnije
kovarijantno diferenciranje, da su geodezijske linije izuzetno vazne u Rimanovoj geometriji
jer za zakrivljen prostor predstavljaju isto Sto i prave u Euklidskom prostoru. Tvrdenja iz
datog poglavlja se mogu pogledati u [20] i [13].

Peto poglavlje daje bitnu razliku izmedu Euklidovog i Rimanovog prostora, da samo u
sluCaju kada je Riman-Kristofelov tenzor jednak nuli, prostor je ravan. Za detaljnija
objasnjenja i tvrdenja koja nisu izvedena u ovom poglavlju, autor upucuje Citaoca na [20],
[3], [16].

U Sestom poglavlju se vidi direktna primena diferencijalne geometrije na izvodenje
Anstajnovih jednacina. Tvrdenja Ciji dokazi nisu dati u ovom poglavlju, Citalac mozZe
pogledati u [20], [16].

Ovo je bilo samo kratak pregled rada, u samom radu su svi prethodni pojmovi
objasnjeni detaljnije.

Na samu ideju za pisanje master rada na ovu temu, autor je doSao u saradnji sa
profesorkom dr Nevenom Pusi¢, kojoj bih se ovom prilikom zahvalila za svu neophodnu
podrdku koju mi je pruZila, ne samo pri pisanju master rada, vec i tokom studija. Takode se



zahvaljujem i profesoru dr Milanu Panticu i profesorki dr Sanji Konjik na korisnim
sugestijama pri nastajanju rada. Zahvaljujem se roditeljima Mileni i RadusSku, bratu i sestri
Aleksandru i Dragani, za pruzenu podrsku u dosadasnjim zivotnim pobedama i porazima.
Za tehniCku podrsku zahvaljujem se Mladenu Karaklicu.

Ime i prezime
Novi Sad, avgust 2012. Danijela Popovié¢



1. OSNOVI TENZORSKE ANALIZE

1.1. Osnovni pojmovi diferencijalne geometrije. Diferenciranje na
mnogostrukostima

Definicija 1.1.1.
Regularna parametrizovana kriva je neprekidno definisana na nekom intervalu I € R, tako

da vazi ¢(t) :%(t) #+0zasvetel.

Definicija 1.1.2.

Regularna kriva je klasa ekvivalencije regularnih parametrizovanih krivin s obzirom na
sledecu relaciju ekvivalencije: neka su c,:1; - R", c,:1, - R™ regularne parametrizovane
krive. Tada je c; ekvivalentno sa c, ako postoji difeomorfizam ¢: 1, — I, (ij. ¢ je bijekcija i ¢,
@ 1sucCl)takvodajec, o =c; i@ >0 (takvo ¢ oéuvava orijentaciju).

R??

I

SLIKA 1.1. PARAMETRIZACIJA KRIVE

Teorema 1.1.3. (Teorema o inverznoj funkciji)

Neka je U € R™ otvoren, f:U - R™ f € C®(U), py €U, yo:=f(py) i Df(py) invertibilno
(det Df (p,) # 0). Tada je lokalno oko p,, f difeomorfizam, tj. postoji U; € U, otvorena
okolina od p, i V; otvorena okolina od y,, takva da je f:U; — V; bijekcija i f~%:V; - U; je
takode C™ preslikavanje.

Teorema 1.1.4. (Teorema o implicitnoj funkciji)
Neka su U € R™ i V € R™ otvoreni, f:U XV > R™, f € C®, (pg, Vo) EU XV, f(po,yy) =0

neka je g—’;(po,yo): R™ — R™ invertibilno (detg—’;(po,yo) #+ 0). Tada postoje otvorene okoline

Uy S U od py, V; €V od y,, takve da: vp € U;3!y = y(p) € V; i vaZi da je f(p,y(p)) =0.
Preslikavanje p — y(p) je C*.

Pojam mnogostrukosti je izuzetno vazan pojam u diferencijalnoj geometriji i teoriji
relativnosti, jer omoguc¢ava da se komplikovanije strukture izraze i shvate u okviru dobro
razumljivih svojstava jednostavnijih prostora. Krive i povrSi su primeri mnogostrukosti
dimenzija 1 i 2, respektivno. U samom izraCunavanju mnogostrukosti se i polazi od krivih i
povrsi u R™, dok apstraktne mnogostrukosti ne moraju da budu date u euklidskom prostoru.

Definicija 1.1.5.

Neka je U € R otvoren skup i ¢: U —» R™® C®-preslikavanje. ¢ je regularno akko je za sve
x € U rang jakobijana D¢ (x) maksimalan, tj. jednak sa min{k,n}. Tada za rang rk(D¢) od
D¢ imamo rk(De(x)) = dim Im(Dp(x)) = dim(R¥) — dim(KerD¢(x)). Dakle, ako je k < n,



tada je KerDo(x) ={0} i Dep(x) je injektivno za sve x. U ovom slu¢aju se ¢ naziva
imerzijom. Za k = n, Do(x) je sirjekcija sve x i ¢ se naziva submerzija.

Definicija 1.1.6.

Podskup M od R" je k-dimenziona podmnogostrukost od R" (k<n) ako vazi:
Za svako p € M postoji otvorena okolina W od p u R"®, otvoreni podskup U od R* i imerzija
@:U -» R" takva da je ¢:U — ¢@(U) homomorfizam i ¢(U) =M nW. Takvo ¢ je lokalna
parametrizacija od M.

TN

SLIKA 1.2. LOKALNA PARAMETRIZACIJA

Definicija 1.1.7.

Neka su M € R™ i N € R" podmnogostrukosti. Preslikavanje f:M — N je C*, ako za sve
p € M postoji okolina U, od p u R™ i neko glatko preslikavanje f: U, - R" tako da vaZi
f_anup = flunu,- Ako je f bijekcija, f i f~* glatki, f je difeomorfizam.

Definicija 1.1.8.
Neka je M k-dimenziona podmnogostrukost od R". Karta (y,V) od M je difeomorfizam
otvorenog skupa V € M u otvoren podskup od R¥.

Karte su bitan pojam u diferencijalnoj geometriji, jer se pomocu njih moze preci lokalno
iz nekog nepoznatog prostora u kom se nalazi podmnogostrukost, koji moze da bude
neeuklidski, u prostor R koji je intuitivno bliZi, jasniji, koncept datog prostora i njegove
osobine su poznatije, nego proizvoljni prostor u kom se nalazi podmnogostrukost.

Teorema 1.1.9.

Neka su M™ € RS, N™ € R* podmnogostrukostii f: M — N. Slededi uslovi su ekvivalentni:

1) f je glatko.

2) Za sve p € M postoji karta (¢,U) od M u p, (V) od N u f(p) takva da je domen
o(Unf 1)) lokalne reprezentacije Pofop? otvoren i
pofoplip(Unf1(V)) - (V) je glatko.

3) f je neprekidno i za sve p € M postoje karte (¢, U) od M up, (3,V) od N u f(p) takve da
je lokalna reprezentacija o f o =L (U N F~1(V)) - (V) je glatka.

4) f je neprekidno i za sve p € M, za sve karte (¢,U) od M u p i sve karte (1,V) od N u
f(p), lokalna reprezentacija o f o =1 (U N f~1(V)) - (V) je glatka.



Napomena 1.1.10.

Prethodne teoreme u datom poglaviju su navedene bez dokaza, jer bi njihovo navodenje
ucinilo rad preobimnim. Za dokaze datih teorema pogledati u [17]. Osnovna tvrdenja o
glatkim preslikavanjima i podmnogostrukostima su navedena, radi boljeg razumevanja
aparata diferencijalne geometrije koji ¢e biti koriscen u OTR. U nastavku c¢e biti navedene
teoreme i definicije u kojima se daju neke osnovne osobine i pojmovi vezani za apstraktnu
mnogostrukost, kao i uvodenje pojmova diferenciranja i integraljenja na mnogostrukostima.

Definicija 1.1.11.

Neka je M skup. Karta (¥, V) od M je bijektivno preslikavanje y iz V € M u otvoreni podskup
U od R", y:V - U. Dve karte (1,V;), (¢,,V,) su C*-kompatibilne ako su y,(V; NV,) i
Y,(V; nV,) otvoreni u R®, i promena Karti y,oyprhp,(V,nV,) >y, (V; nV,) je
C>-difeomorfizam (dati uslov je simetrican, po Y, i Y,). C*-atlas od M je familija
A ={(W,, V,)|a € A}, u kojoj su svake dve karte C*-kompatibilne, takva da je M = Uye, V.
Dva atlasa A i A, su ekvivalentna ako je A; U A, i sam atlas od M, tj. ako su sve karte iz
A, U A, kompatibilne. Diferencijabilna mnogostrukost je skup M zajedno sa klasom
ekvivalencije atlasa. Takva struktura ekvivalencije se naziva diferencijabilna struktura na M.

s (Uy N Us)
SLIKA 1.3. DEFINICIJA KARTE

Propozicija 1.1.12.
Neka je M mnogostrukost sa maksimalnim atlasom A ={(y, V,)|la € A}. Tada je
B = {V,|a € A} baza topologije, tzv. prirodna ili topologija mnogostrukosti od M.

Definicija 1.1.13.

Neka su M i N ¢* mnogostrukosti, f: M — N, preslikavanje f je glatko ako je neprekidno,
ako je neprekidno, i za svako p € M postoji karta ¢ od M oko p i karta ¥y od N oko f(p),
tako da je o f o @~ glatko preslikavanje. f je difeomorfizam, ako je bijekcija i f i f~ su
glatki.

w(Un f~1(V))
1.4. DEFINICIJA GLATKOG PRESLIKAVANJA



Propozicija 1.1.14.

Neka je M mnogostrukost. M zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti akko M ima prebrojiv
atlas.

Definicija 1.1.15.

Neka je M mnogostrukost. Nosa¢ bilo kog preslikavanja f:M — R je definisan kao skup
supp(f) = {p € M|f(p) # 0}. Familija podskupova v od M je lokalno konacna ako svako
p € M ima okolinu koja se¢e samo konacno mnogo skupova iz v. Neka je U otvoren
pokriva¢ od M. Particija jedinice koja odgovara U je familija {y,|a € A} glatkih preslikavanja
Xo: M - R* takva da:

1) {suppy.la € A} je lokalno konacna.

2) Za svako a € A postoji neko U € U tako da vazi suppy, S U.

3) Zasvakop € M, vazidaje Y ea xo(p) = 1.

Teorema 1.1.16.

Neka je M Hauzdorfova mnogostrukost koja zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti. Tada
za svaki otvoreni pokrivaé U od M postoji particija jedinice {x;|j € N} koja odgovara
pokrivacu U, takva da je za sve suppy; kompaktan skup i sadrzan u karti.

Napomena 1.1.17.

1) U nastavku ce se pod glatkom mnogostrukoScu podrazumevati mnogostrukost Cija je
prirodna topologija Hauzdorfova i zadovoljava drugu aksimu prebrojivosti.

2) Da bi se uveo pojam diferenciranja na mnogostrukostima, mora se na neki nacin doci do
strukture vektorskog prostora, zato se mnogostrukost mora aproksimirati vektorskim
prostorom (tangentnim prostorom, koji odgovara tangentnoj ravni na povrs). Kada se
formira neophodna vektorska struktura, sam postupak nije nimalo jednostavan, tada se
iskoristi ideja iz R™ za definisanje izvoda preslikavanja. U R" je izvod preslikavanja
odgovarajuca linearna aproksimacija preslikavanja.

Teorema 1.1.18.

Neka je M podmnogostrukost od R™ i p € M. Sledeci podskupovi u R™ se poklapaju:

1) ImD¢(0), gde je ¢ lokalna parametrizacija od M, gde vazi ¢(0) = p.

2) {c'(0)]c:I » M,c>®,I €< R,c(0) =p}

3) KerDf(p), gde je lokalno oko p, M nula skup regularnog preslikavanja f:R" - R**
(k = dimM)

4) graph(Dg(p")), gde je lokalno oko p, M grafik glatkog preslikavanja g i p = (p’, g(p")).

Definicija 1.1.19.

Neka je M podmnogostrukost od R™ i p € M. Linearni podskup od R" koji je okarakterisan u
Teoremi 1.1.18. se naziva tangentnim prostorom od M u p i oznacava se sa T,M. Elementi
od T,M se nazivaju tangentni vektori od M u p. Ako je N podmnogostrukost od R™ i
fiM > N je glatko, tada je T,f:T,M — Tr,)N, c'(0) — (f oc)'(0). T,f je tangentno
preslikavanje od f u p.

Lema 1.1.20. (Lan€ano pravilo)
Neka su M,N,P podmnogostrukosti, f:M - N, g:N - P, f, g C*®-preslikavanja, p € M.
Tada vazi Tp(g o f) = Tf(p)g o Tpf



Definicija 1.1.21.
Neka je M mnogostrukost, p e M i (y,V) karta oko p. Dve C®-krive c¢;,c,:1 > M sa
c;(0) =p=c,(0) se nazivaju tangentnim u p s obzirom na Y ako je

(¥ 2c1)'(0) = (¥ o c;)'(0).

o e u L'(T,\]
Wocly

Slika 1.5. Tangentne krive

Definicija 1.1.22.
Tangentni prostor mnogostrukosti M up € M je T,M = {[c],|c:1 - M,€*,1 € R, c(0) = p}.

Definicija 1.1.23.
Neka su M i N mnogostrukostii f: M — N glatko preslikavanje. Tada je
Tpf: TpM - Tf(p)N
[c]p = [f © clr)

Tangentno preslikavanje od f u p.

Propozicija 1.1.24. (Lanéano pravilo)

Neka su M, N i P mnogostrukosti, f:M—->N i g N—-P glatki i peM. Tada
Tp(g ° ) = Ty g © Tpf - POStO je Ty (idy) = idr,u, za bilo koji difeomorfizam f:M - N, T, f
je bijektivno i (T,£) ™" = Tppyf L.

Lema 1.1.25.

Neka je U € R™ otvoren i p € U. Tada je i:T,U - R", i([c],) == c¢'(0) bijekcija, pa se T,U
moze identifikovati sa R™. S obzirom na ovu identifikaciju, za bilo koje glatko preslikavanje
f:U-V,VcRm"vazidaje T,f = Df(p).

1,U Trip)V
rrn PI® . pm

Slika 1.6. Identifikacija tangentnog prostora sa R*

Propozicija 1.1.26.
Neka je M mnogostrukost, p € M i (y,V) karta oko p. Struktura vektorskog prostora
indukovanog na T,M pomocu bijekcije T,):T,M — Ty,¥(V) = R™ je nezavisna od izbora
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karte (y,V).

Napomena 1.1.27.

i) Bilo koja karta od M daje odgovarajucu bazu od T,M. Neka je (¥,V) karta od M u p, i
P(p) = (x*(p), ..., x™(p)) (x! su koordinatne funkcije od ¥). Za 1 < i <n, neka je e;, i-ti
standardni jedini¢ni vektor od R". Neka je y/(p) = 0. Tada se definiSe

d -1
—| = (T,¥) (e) €T,M.
D

dxt
Preciznije se prethodna formula zapisuje u obliku

] = ) e tedo) = [ e,

p

dxt

Kako je T, linearni izomorfizam, {i } zaista Cini bazu od T,M.

axtly T gxn

p

i) Neka je v = [c], € T,M, f € ¢*(M,R).Tada je definisana operacija d,: C*(M,R) - R sa
d,f = T,f (v). Imamo da vaZi

0,(f) = Tpf (v) = Tpf([c],) = [f © clypy = (f 2 ©)'(0) (1.1)

koja odgovara diferenciranju u pravcu v.
.. 0 - i
Specijalno zav = ﬁL}, vazi (v se piSe umesto d,,):

9]

| = (f eyt te)) (0) = Di(f o) (B () (12)

p

a2 odgovara parcijalnom diferenciranju u karti .
P axtly

Definicija 1.1.28.
Preslikavanje 9:¢*(M) - R je izvod u p € M, ako je d linearno i zadovoljava Lajbnicovo
pravilo:

1) o(f + ag) = 0f + adg.
2)d(f-g)=0f -glp)+f(p)-adg, za sve f,g € C*(M) i za sve a € R. Vektorski prostor
svih izvoda u p se oznacava sa Der,,(C” (M), R).

Teorema 1.1.29.
Preslikavanje
A:T,M — Der,(C*(M),R)
v 0,

je linearni izomorfizam.

U nastavku ¢e biti uvedeni pojam vektorskog polja i tangentnog raslojenja, koji su
neophodni za povezivanje pojedinacnih vektorskih prostora koji su pridruZzeni svakoj tacki
mnogostrukosti, u jednu celinu.

Definicija 1.1.30.
Neka je M glatka mnogostrukost. Tangentno raslojenje (tangentni prostor) od M je definisan

11



kao unija vektorskih prostora T,M (p € M):

T™ = UTpM = U{p} x T, M.

pPEM pPEM

Preslikavanje m,,:TM — M, (p,v) — p je kanonicka projekcija. Ako je f:M — N glatko, tada
je njeno tangentno preslikavanje Tf od f definisano sa Tf(p,v) = (f(p),Tpf(v)).

Lema 1.1.31. (Lan¢ano pravilo)
Neka su f:M - N i g:N - P glatka preslikavanja. Tada je T(go f) =Tgo Tf. StaviSe,
T(idy) = idry, pa za bilo koji difeomorfizam f:M - N vazidaje (Tf) 1 =Tf 1.

Definicija 1.1.32.

1) Lokalno vektorsko raslojenje:
Neka su E, F konacno dimenzioni vektorski prostori u U < E otvoren skup. Tada se U x F
naziva lokalno vektorsko raslojenje sa bazom U. U se identifikuje sa U x {0}. Za u € U,
{u} x F je vlakno nad u. Vlakno ima strukturu vektorskog prostora iz F. Projekcija
mUXxF - U, (u, f) — u se naziva projekcija od U x F. Tada je vlakno nad u bas 7~ (u).
Preslikavanje ¢:U xF - U’ x F' lokalnog vektorskog raslojenja (lokalni vektorski
izomorfizam), ako je ¢ (glatko (difeomorfizam), =zapisuje se u obliku
o, ) = (p.(u), p,(u) - f), gde je @, (u) linearno (linearni izomorfizam) iz F u F' za sve
uedu.

D D

U “ U’

Slika 1.7. Lokalno vektorsko raslojenje

2) Vektorsko raslojenje:
Neka je E skup. Karta lokalnog vektorskog raslojenja od E je (W¥,W), gde je W CE i
Y. W - W'xF' je bijekcija na lokalno vektorsko raslojenje W' x F' (gde W' i F' zavise
od ¥). Atlas vektorskog raslojenja je familija {(¥,, W,)|a € A} lokalno vektorskih karti
takvih da W, pokriva E i bilo koje dve karte vektorskog raslojenja (¥, W,), (¥, W;) u A,
W, N Wy # @ su kompatibilne u smislu da je

Wp oW, W, (W, n W) > W (W, n W)

izomorfizam lokalnog vektorskog raslojenja, i da su ¥, (W, N W) i ¥3(W, n W) lokalna
vektorska raslojenja.
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Slika 1.8. Vektorsko raslojenje

Dva atlasa vektorskog raslojenja A; i A, su ekvivalentna, ako je A, U A, atlas
vektorskog raslojenja. Struktura vektorskog raslojenja v je klasa ekvivalencije atlasa
vektorskog raslojenja. Vektorsko raslojenje je skup E zajedno sa strukturom vektorskog
raslojenja. Kako je svaki atlas vektorskog raslojenja istovremeno i C*-atlas, E je i
C*-mnogostrukost. Za topologiju mnogostrukosti se pretpostavlja da je Hauzdorfova i da
zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti.

Napomena 1.1.33.
U svakom vektorskom raslojenju E postoji podskup B, baza od E, definisana sa:
B :={e € E|3VR — karta (W, W), tako da jee = ¥"(w’,0) za neko w’ € W'}.

Definicija 1.1.34.
Neka je (E,B,m) vektorsko raslojenje. Preslikavanje X:B — E se naziva presek od E
(preciznije od m: E — B), ako je

moX = idg.

Skup svih glatkih preseka od E se oznacava sa I'(B,E) ili I'(E).

Napomena 1.1.35.
Vektorsko polje je presek od TM (n(X,) =pVp). Ako je (¥,V), ¥ = (x%,..,x™) Karta

od M, tada za svako p €V, %L} Cine bazu od T,M. Posto X, € T,M, za svako p postoji

4

jedinstveno odredeno X'(p) € R, takvo da vazi X, = XI-, X i(p)%
14

Propozicija 1.1.36.

Neka je X vektorsko polje na mnogostrukosti M. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

1) X:M - TM je glatko, tj. X € I'(TM).

2)Za svako f € C*, p — X,(f): M - R je glatko.

3) Za svaku kartu (¥,V) od M, ¥ = (x1,...,x™) vaZi da je u lokalnoj reprezentaciji X(p) =

L Xi(p)oo|  Xieco(V.R)zasvei=1,.n.
p
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Definicija 1.1.37
Prostor glatkih vektorskih polja na M se oznac¢ava sa X(M).

Definicija 1.1.38.
R-linearno preslikavanje D:C®(M) —» C*(M) je izvod algebre ¢*(M), ako zadovoljava
pravilo proizvoda:

D(f-g)=f-D(g)+g-D(f).
Prostor izvoda na ¢®(M) se oznaéava sa Der(C*(M)).

Definicija 1.1.39.
Neka su X,Y € X(M). Lijeva zagrada od X i Y je definisana na sledeci nacin:

X, Y1(F) = X(Yf) = Y(Xf), f € C=(M).

Sledi da je [X,Y]:¢*(M) - c*(M) linearno i da zadovoljava pravilo proizvoda, tako da
vazi [X,Y] € x(M).

Propozicija 1.1.40.' (Osobine Lijeve zagrade)

Neka su X,Y,Z € X(M), f,g € C®(M). Tada:

1) (X,Y) — [X,Y] je R-bilinearno.

2)[x,Y] =-[Y,X] ([.] je kososimetricna).

3) [X.[v,Z]] + [v,[z,X]] + [2,[X,Y]] = O (Jakobijev identitet).

4)[fX, g¥]=fglX, Y]+ fX(g)Y — gY(f)X.

5)[,] je lokalno. Ako je V otvoreno u M, tada je [X,Y]l, = [X],. Y]/ ].

6) Lokalna reprezentacija: Ako je (¥,V) karta, ¥ = (x%,..,x"), X|, =2, Xt

; @ ay’ axh\\ @
Yly =, vios, tada: [X, Y], = By (e (X4 2 — vk 25)

axt’ axk) ) axt”

o
axt’

Definicija 1.1.41.
Preslikavanje Alt:T2(E) — T (E)
1
Alt(t)(fl, ,fk) = F Z Sgn(a)t(fa(l), 1f0‘(k))
OESK

se naziva alternator.

Definicija 1.1.42.
Neka je E kona&nodimenzioni vektorski prostor. AKE* := X (E,R)je prostor svih
multilinearnih alternirajuc¢ih funkcija iz EX=Ex .. xE u R.

Lema 1.1.43
Alt je linearna projekcija TP(E) na AE*, tj.

1) Alt je linearno,Alt(TP(E)) S AXE*
2) Alt]| kg = id \kg+

! Dokaz propozicije se moze pogledati u [17].
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3) Alto Alt = Alt
4) Alt (T2(E)) = A¥E".
Definicija 1.1.44.
Neka je dim(E) =n, w € A"E*, w # 0.w se naziva zapreminski element na E. Dva
zapreminska elementa w;1 w, su ekvivalentna ako je w; =c-w,, za neko ¢>0.
Klasa ekvivalencije zapreminskih elemenata na E se naziva orijentacija od E.
Definicija 1.1.45.
Neka je ¢ € L(E,F),a € T?(F). PULL-BACK od «a pod dejstvom ¢ je funkcija
¢*:T(F) - T2(E)
d*(@)(ey, .., ex) = a(pley), .., p(ex)), eq,..,ex EE.
Ako je ¢ bijekcija, tada je PUSH-FORWARD
¢.: TY(E) - T (F)
¢.:=(¢7')" paje
¢.alfi,.. fi) = a(qb_l(fl), ---a¢_1(fk))a fi S €F.
Tada je ¢, = ¢).
Definicija 1.1.46.
Neka je (E,B,m) vektorsko raslojenje, E, = n~1(b) vlakno nad b € B. Tada je

ARE* = ]_[AkE;; = U{b} x AKE}

beB beB
i md: AKE* > B,m2(e) = b, za e € A¥E}. Za A € B vaZi

ARE* |, = UAkE;;.

beA
Definicija 1.1.47.

Neka je M mnogostrukost, A*¥T*M := A*(TM)* se naziva vektorsko raslojenje
spoljasnjih k-formi na TM. Prostor glatkih preseka od A*T*M se oznacdava sa
Nk(M)i njegovi elementi se nazivaju diferencijalne forme reda k ili (spoljasnje) k-
forme na M.Za k =0 vazi da je 2°(M) = ¢*(M).

Definicija 1.1.48.

Neka a € T(E), B € T?(E). Spoljasnji proizvod (eng exterior ili wedge product) a i
B se definiSe kao

k+1)!
( k-!Fl!) Alt(a @ pB).

Zaa€€TQ(E)=NE*=Rjearf=BAa=a-p.
Propozicija 1.1.49.

Neka su a € TQ(E), B € TX(E) i y € TA(E). Tada je:
D anp =Alt(a) AB = a AAlt(B)

2) A je bilinearno

Nanp=CFDFBAa

4) A je asocijativno: a A(BAY) =(aAB) AY.

aNp =

1.2. Skalari, vektori i tenzori

Tenzori su veliCine koje podleZzu odredenim zakonima transformacije. Skalari, vektori,
matrice i nizovi viSeg reda se mogu smatrati komponentama tenzorske veliine. Informacije
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0 ovim transformacionim zakonima su neophodne, da bi se mogli da predstaviti fizicki
zakoni u obliku koji je nezavistan od izabranog koordinatnog sistema. Bi¢e pokazano u
nastavku kako se ove komponente mogu predstaviti u nekoliko koordinatnih sistema.

Pre nego Sto budu uvedeni razliciti tipovi tenzora, bi¢e ispitano Sta se smatra pod
koordinatnim transformacijama. Posmatraju se koordinatne transformacije od sistema
koordinata (x,y,z) u (u,v, w) definisane sistemom transformacionih jednacina

x =x(u,v,w)
y =y, w)
z=z(u,v,w).

Date koordinatne transformacije mogu se generalizovati u viSim dimenzijama. Neka
x',i=1,..,N oznacava N promenljivih. Ove veli¢ine se mogu uzeti za predstavljanje tacke
(x1,...,xN) u N-dimenzionalnom prostoru Vy. Drugi skup od N veli¢inax’,i =1,..,N moze
se koristiti za predstavijanje tacke (x%,...,x") u N-dimenzionalnom prostoru Vy. Postoji
transformacija izmedu koordinata x* i x',i =1,..,N kada su x i ¥ povezani jednacinama
oblika:

xt=xi(xt, ..., xV),i=1,..,N. (1.3)

Kada su relacije (1.3) funkcionalno nezavisne, jednoznacno odredene, imaju parcijalne
izvode takve da je Jakobijan transformacije

oxt  ox?! dxl
xy _(xt o xN  |axt axz v EN
](E)_l %1, %N ) |axN  axN oxN

razli¢it od nule, tada postoji inverzna transformacija
¥t =x(xt, ..., xN),i=1,..,N. (1.4)
Neka je dat niz transformacija iz x u X, a zatim iz x u X. Radi jednostavnijeg zapisa, neka je
X =y,x = z.Neka su saT, i T, oznacene transformacije:
T,: yi= yi(xt, ..., xV),i=1,... N iliT;x=y
T,: z'= z'(yY,..,y"),i=1,.. NiliT,y = z.

Tada se transformacija T; dobijena zamenom T, u T, naziva proizvodom dve
uzastopne transformacije i zapisuje se u obliku:
Ty: z' = zi(yl(xl, e X)L YNl L ,xN)),i =1,..,NiliTy;x =T,T;x = z.

Ovaj proizvod transformacija se oznacava sa T; = T,T;. Jakobijan proizvoda
transformacija je jednak proizvodu Jakobijana koji odgovaraju transformacijama T; i T,,

J3 = J2)1-
1.3. Skalarne funkcije i invarijante
Prvo se uvodi definicija za skalarnu invarijantu odnosno za tenzor nultog reda.

Definicija 1.3.1. (Apsolutno skalarno polje)
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Neka postoji koordinatna transformacija oblka x‘=x(x%,..,xV),i=1,..,N sa

Jakobijanom razlicitim od nule. Neka je skalarna funkcija
f=flt .. xN), (1.5)

funkcija koja zavisi od x%,i = 1,..., N u prostoru Vy. Kada postoji funkcija
f=Ff@i& .., %), (1.6)

koja je funkcija koordinata x!,i = 1,..., N takva da je f = J*f, tada se f zove tenzorom ranga
(reda) nula, velicine W u prostoru Vy. Kada je W=0 skalar f se naziva komponentom
apsolutnog skalarnog polja u odnosu na apsolutni tenzor ranga (reda) nula.

Apsolutno skalarno polje je invarijantni objekat u prostoru Vy s obzirom na grupu
koordinatnih transformacija. Ima po jednu komponentu u svakom koordinatnom sistemu. U
bilo koju skalarnu funkciju koja je definisana jednadinom (1.5), mogu se zameniti
transformacione jednacine (1.3), i dobija se

f=fGt ., x") =f = f(x'(x), .. xN®)) = &, .., xV). (1.7)
1.4. Vektorske transformacije, kontravarijante komponente

Neka je u VyN data kriva c, definisana sistemom parametarskih jednacina

c: x*=x4(t),i=1,..,N, gde je t parametar. Tangentni vektor na krivu ¢ je vektor
jcd 1 N . . . . v . . .
(ddit, ,ddit). U indeksnoj notaciji koja se viSe fokusira na komponente, ovaj tangentni
vektor se oznacava sa T' = ‘Z—"tl,i =1,..,N. Za koordinatnu transformaciju tipa definisanog

jednacinom (1.3), sa svojom inverznom transformacijom definisanom jednaCinom (1.4),
kriva c je predstavljena u prostoru sa koordinatama x! = x!(x'(¢t),...,xN(t)) = xi(t),i =
1,...,N, sa nepromenljivim t.

Tangenta krive u koordinatnom sistemu x je predstavljena na sledec¢i nacin:

dx'  dx' dx/
dt _ox) dt 't 1,..,N. (1.8)

Neka su sa T!i=1,..,N oznatene komponente ovog tangentnog vektora u
koordinatnom sistemu X, jednacina (1.8) se moze zapisati u obliku

it

Ti = —
0xJ

T/,i,j=1,..,N. (1.9

Ova jednacina definiSe transformacioni zakon apsolutnog kontravarijantnog tenzora
prvog ranga (reda jedan). Kada je N=3 matrica ove transformacije je predstavijena na
sledeci nacin:

dxt odx?! 69?1\
_ ox1 0x?% 0x3
T?! | 422 =2 2 | (T!
z d 0 0
T2 | =1 x1 xz X T2 (1.10)
- | 0x1 ax2 3x3 |\ ;s

dx3 0x3 0x3

dx1 0x2 0x3

Definicija 1.4.1. (Kontravarijantni tenzor)
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Neka je N veli¢ina At u koordinatnom sistemu (x!,...,x") povezano sa N veli¢ina A* u
koordinatnom sistemu (x!,...,x") tako da je Jakobijan razlicit od nule. Ako je tada

o _ oxl . . .
transformacioni zakon A = w2 AJ jspunjen, ove veli¢ine se nazivaju komponentama
oxJ

relativnog tenzora prvog ranga (reda jedan) velicine W. Kada je W =0 ove veliCine se
nazivaju komponentama apsolutnog tenzora prvog ranga (reda jedan).

Primer 1.4.2. (Tranzitivha osobina kontravarijante transformacije)
Kompozicija kontravarijantnih transformacija je takode kontravarijantna transformacija.

ReSenje

Neka je data transformacija vektora iz koordinatnog sistema (x1,...,x") u (x%,..., V). Vektor
ili apsolutni tenzor prvog ranga A' = A'(x),i =1,..,N transformisa¢e se kao u jednadini
(1.9), odnosno vazice

Al(x) = axjAf(x). (111)
Druga transformacija koordinata ¥ — x ¢e dati komponente
A7) = 22 1i(x). (1.12)
ox/

Ovde je koriSéena notacija A/(x) da bi bila nagla3ena zavisnost komponenata A’ od
koordinata x. Menjajuci indekse i zamenjujuci jednacinu (1.11) u (1.12) dobija se da vazi

oxt o9x/
—— A™(x). (1.13)

A = 557 gam

Iz ¢injenice da je ax oxl _ ok
J 1€ 5% axm T o

ova transformacija takode kontravarijantna.

ednacina (1.13) se svodi na Ai(%) = %Am(x) i zato je

Napomena 1.4.3.
Iz “pravila lanca” se dobija

ax™ ox/ _ 9x™ o9x'  9x™ 9x% _ 0x™ 9x° _ 9x™ _ om

ax) oxm

axl axm

ax% ox"

9x3 oxn  oxn  om
1.5. Vektorske transformacije, kovarijantne komponente

Neka je data skalarna invarijantaA(x) = A(x) $to je skraceno od jednadine
Alxt, .., xN) = A(xY, ..., xV) koja ukljuCuje koordinatne transformacije (1.3) . Pravilom za
izvod slozene funkcije, diferencira se ova invarijanta i dolazi se do zaklju¢ka da komponente
gradijenta moraju da zadovoljavaju relaciju

04 _ 24 ox (1.14)

axt  ox) oxi

04 A; = %i. , tada se jednacina (1.14) moze izraziti kao transformacioni

Neka su 4; = 5

J T oxd
zakon
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_ o ox)

Ai=a5—. (1.15)

Ovo je transformacioni zakon za apsolutni kovarijantni tenzor ranga ili reda jedan.
UopsStenija definicija je:

Definicija 1.5.1. (Kovarijantni tenzor)
Kada je N veli¢ina A; u koordinatnom sistemu (x,...,x") povezano sa N veli¢ina A; u
koordinatnom sistemu (i1, .. ‘N) pri ¢emu je Jakobijan J razlicit od nule, takoda je

transformacioni zakon A; = ]W zadovoljen, onda se ove veli¢ine nazivaju

9xt ]
komponentama relativhog kovarijantnog tenzora prvog ranga (reda jedan) koji ima velicinu
W. Kada je W=0 ove velicine se nazivaju komponentama apsolutnog kovarijantnog tenzora
prvog ranga (reda jedan). Za apsolutne tenzore prvog ranga (reda jedan) se uzimaju vektori
dok se za apsolutne tenzore prvog ranga (reda nula) uzimaju skalari.

Primer 1.5.2. %(Tranzitivna osobina kovarijantne transformacije)
Neka je data kompozicija transformacija definisanih jedna¢inom (1.15)
_ dx/
X=X Al(f) - A](X)F
- xm

- .0
xX =X Ak(f) = Am(f)ﬁ

Transformacija komponenata s obzirom na koordinatnu transformaciju x -» x se moZe

izraziti u obliku A4, (%) = (A (x) ax]) = A;(x )y
kovarijantne transformacije.

Pl koji pokazuje tranzitivhu osobinu

1.6. Tenzori viSeg reda

Pokazano je da su tenzori prvog reda veliCine koje zadovoljavaju odredene
transformacione zakone. Tezori viSeg reda su definisani na slican nacin i takode
zadovoljavaju osobine grupe. Neka su date transformacije oblika predstavljenog u
jednacinama (1.3) i (1.4), koje su jednozna¢no odredene, neprekidne, sa Jakobijanom J
koji je razli¢it od nule. U nastavku ¢e veli€ine x! i x!,i =1,...,N predstavijati koordinate u
bilo koja dva koordinatna sistema. Sledeéi transformacioni zakoni definiSu tenzore drugog i
treCeg reda.

Definicija 1.6.1. (Kontravarijantni tenzor drugog reda)
Kada je N? veli¢ina AY u koordinatnom sistemu (x1, ..., x") povezano sa N? veli¢ina A™" u
koordinatnom sistemu (x1, ..., xV), tako da su ispunjeni transformacioni zakoni

ox™ ox™
dxt odxJ’

A (x) = AY (x)JV (1.16)

2 Detaljnije o kontravarijantnim i kovarijantnim transformacijama se moze pogledati u [15] i [12].
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onda se ove veli¢ine nazivaju komponentama relativnog kontravarijantnog tenzora drugog
ranga (reda dva) sa velicinom W. Kada je W=0 ove veli¢ine se nazivaju komponentama
apsolutnog kontravarijantnog tenzora drugog ranga (reda dva).

Definicija 1.6.2. (Kovarijantni tenzor drugog reda)
Kada je N? veli¢ina A;; u koordinatnom sistemu (x?, ..., x") povezano sa N2 veli¢ina A,,, u

koordinatnom sistemu (x?, ..., x") tako da je transformacioni zakon ispunjen

dxt dx/
axm oJxn’

A (%) = Ay (x)]¥ (1.17)

tada se ove veli¢ine nazivaju komponentama relativnog kovarijantnog tenzora drugog ranga
(reda dva) velicine W. Kada je W=0 ove velicine se nazivaju komponentama apsolutnog
kovarijantnog tenzora drugog ranga (reda dva).

Definicija 1.6.3. (MeSoviti tenzor drugog reda)
Kada je N? velicina A} u koordinatnom sistemu (x?,...,x") povezano sa N? velicina A} u
koordinatnom sistemu (x?,..., xV) tako da je transformacioni zakon
—m i

@) = A 20 (118)
ispunjen, tada se ove veli¢ine nazivaju komponentama relativnog mesSovitog tenzora drugog
ranga (reda dva) velicine W. Ako je W=0 ove veli¢ine se nazivaju komponentama
apsolutnog mesovitog tenzora drugog ranga (reda dva). Dati tenzor je jedanput
kontravarijantan i jednom kovarijantan.

Tenzori viSeg reda se definiSu na sli¢an nacin. Na primer ako se mozZe naci N3 veli¢ina

N ¢l ax® oxP . o ,
AT, tako da je Aj,(x) = Azﬁ(x)]“’;%-—-—k onda je ovo relativni meSoviti tenzor tre¢eg

reda veli€¢ine W. On je jedanput kontravarijantan i dva puta kovarijantan .

1.6.1. Opsta definicija®

Definicija 1.6.4.

Neka su E;, ..,E,F konacnodimenzioni vektorski prostori. Prostor multilinearnih

preslikavanja iz E; x..xE, u F se oznaava sa L¥(E,,..,E.,F). Za k=1 se dobija

L(E,R) = E*, dualni prostor od E, tj. vektorski prostor linearnih funkcionela na E. Ako je
. . o ; li=j

By ={e;,..,e,} baza od E, tada funkcioneli definisani sa “](ei):5if:{oz¢j'

(j =1,...,n) formiraju bazu od E*, dualnu bazu od Bj.
Napomena 1.6.5.

Za svako e € E vazi e =Y, a'(e)e;, za sve a € E*, dobija se a =Y, a(e)a’. Bidualni
prostor E** = (E*)* je kanonicki izomorfan sa E:

% Teoreme koje su navedene u ovom podnaslovu bez dokaza, detaljnije su obradene u [17].
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i:E - E*i(e) = a— a(e)
E*
Preslikavanje i je linearni izomorfizam.

Definicija 1.6.6.

Neka je E vektorski prostor. Tada Ty (E) :== L'*S (EEEE]R) je prostor r-puta
T N

kontravarijantnih i s-puta kovarijantnih tenzora, ili krace tenzori tipa (Z) Za t; € TS?(E),
t, € T,2(E), tenzorski proizvod t; ® t, je definisan sa:

t @ t(BY o BTV YR fr e fop G101 Gs,y) =
= tl(:Bl’ ’:Brl’fb 1]‘:51) ’ tZ(V11 1VT21 g1 - ,952) (119)

(ﬁj,yj € E*,fj,gj € E)

Napomena 1.6.7.
Iz same definicije proizvoda sledi da je ® asocijativno i bilinearno.

Propozicija 1.6.8.
Neka je dim(E) = n. Tada je dim(T7 (E)) = n™*S. Ako je {ey,..,e,} baza od E i {a?,..,a™}
odgovarajuca dualna baza, tada je

Bl ={e;, ®.Qe ®a"®..Q a1 <iyj, <n}

baza od T{ (E).

Definicija 1.6.9.

Neka je ¢ €L(E,F) bijekcija. Tada je TI (@)=l € L(TE,TTF) definisano sa
@B BT fr ) = (@B 0" (BT 07 (D), 07 () Za tETI(E),
BY,...BT €F*, fi,...fs EF,gde je p* € L(FE*)zaB € F*,e € E, " (B)(e) = B(p(e)).

Napomena 1.6.10.
Prostor T;; je dualan prostor tangentnom prostoru T,, i naziva se kotangentni prostor.

Propozicija 1.6.11.

Nekaje ¢:E = F, y:F - G linearni izomorfizam. Tada je:

1) (e @)s =15 o 5.

2) (idg)s = idrr(g)-

3) @I TYE - T[F je linearni izomorfizam i (¢)~1 = (¢~ 1)7.

4) Ako je t, € TN(E), t, € T.2(E), tada vazZi ¢, 2 (t; @ t;) = ¢ (t) @ ¢ (t,).

S1+S2

Definicija 1.6.12.
Neka je o:UxF ->U' xF', o(u,f) = (p,(u),p,(u)f) LVR (lokalno vektorsko raslojenje)
izomorfizam. Tada se ¢} definiSe na sledeci nacin:

Ql:UXTIF - U XTIF',

0L 6) = (), (9:).©)) (t € T7F)

Definicija 1.6.13.
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Neka je (E, B, ) vektorsko raslojenje, sa E; = n~1(#) je definisano vlakno nad 4. Neka je
17 = | [1re) = | Jter = e
4 EB 4 EB
(Z)-tenzorsko raslojenje nad E. Neka nl:n(E) » B, nl(e) =4 za e € T'(E;) oznacava
konacnu projekciju. Za A < B neka je TY (E)|, = Lsea Te (Ep).

Definicija 1.6.14.

Neka su E i E' vektorska raslojenja i f:E — E'. f je homomorfizam vektorskog raslojenja,
ako za svako e € E postoji VR- karta (¢, W) oko e i VR- karta (¥',W") oko f(e), tako da je
fW)S W' i fyrg:=WofoWw 1l je LVR- homomorfizam. Ako je f difeomorfizam i
flg, Es _’Ef(%) linearni izomorfizam za sve & € B, tada je f izomorfizam vektorskog

raslojenja. Definide se f7:TTE - TYE' sa f |17z, = (fIE&): V4 € B.

Teorema 1.6.15.
Neka je (E,B,m) vektorsko raslojenje sa atlasom vektorskog raslojenja
A ={(W¥,, W,)|a € A}. Tada je (T{E,B,nl) vektorsko raslojenje sa atlasom vektorskog

raslojenja AL = {((¥)%, (TTE)lw,ns)|a € A}. (TTE,B,nl) je tenzorsko raslojenje tipa (Z)
nad E.

Definicija 1.6.16.

Neka je M mnogostrukost. Tada se TJ(M):=T/(TM) naziva raslojenjem r-puta
kontravarijantnih i s-puta kovarijantnih tenzora na M. T*M = T (M) se naziva kotangentno
raslojenje od M.

Definicija 1.6.17.
Glatki preseci od TI'M (. glatka preslikavanja t:M - T/M sa nl ot =id,) Sse nazivaju

(Z)-tenzori (respektivno (:)-tenzorska polja) na M. Prostor I'(M, T M) (Z)-tenzorskih polja

se oznacava sa T (M). Specijalno, 7;'(M) = X(M). Takode se koristi oznaka 0*(M) za
7°(M). Elementi od 02'(M) se nazivaju diferencijalnim formama reda 1 (1-forme,
kovektorska polja).

Napomena 1.6.18.

Ako t e TT(M) i fec®(M), tada je ft:p+— f(p)t(p) € (TpM): tenzorsko polije na M.
T (M) sa operacijama +,f - je C®(M)-modul. Bi¢e posmatran specijalan sluc¢aj opstih
tenzorskih polja 2*(M) = 7,°(M) = r(M, T?M), kako bi bila izvedena lokalna reprezentacija
vektorskog polja u Kkarti.

TO(M) = U(TPM)* = U{p} x (T,M)",

pPEM pPEM

VR (vektorsko raslojenje) karte od T)M = T*M su oblika (Ty)M:T M|, - p(V) x (R*)? =
Y(V) x (R™)*, za bilo koju kartu (¥,V) od M. VR-karte se koriste da bi se definisala baza od

(T, M) Za T,M je baza koja se dobija koriscenjem Karti, data kao skup {%L} |1 <i< n}
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gde je %L} = (Tpl,b)_l(ei) tj. % =p — (TY)'(Y(p),e). Za TM, neka je {a’/|1 <j<n}
dualna baza od {el1<i<n} u (R")*. Tada je za bilo koje p € V familija dxi|p =

[(T¥)1 1 (y(p),a?) (1 < i < n) baza od (T,,M)*. Vazi da je
], =1 e = (p ()] (@) =

= (2 (@»™)) " @)= () @),

Kako je dx/| € (T,M)" i dx'| € T,M, moze se primeniti dx/|_ na% ;
. d s, -1
a0, (3] ) = @) (@) () ) =
=a’ (pr <(Tp¢)_1(ei))> = aj(ei) = 0y
Sledi da je {dxf|p|1 <j< n} dualna baza od {%| |1 <i< n} u (TpM)*.
*p

Definicija 1.6.19.

Neka je f € C*(M). Tadaje df:M - T*M, p — T, f spoljasnjiizvod od f.

Napomena 1.6.20.
1) df € T°(M). Za svako p € M, T,f € L(T,M,R) = (T,M) . Stavise, df je glatko, po3to za
bilo koju kartu ¥ oko p (¥(p) = x), vazi da je:
(T)) o df o~ (x) = (x,((T,9) ) o Tpf) = (. Tpf o (T,) ) =
= (0, Te(fop™)) = (2, D(f o p~)(x))
2) Ako je f € C*(M) i X € X(M), tada za sve p € M, X, € T,M i dfl, € (T,M), tako da je

df (X) := p — dfl,(X,): M - R dobro definisano, vazi da je:
dflp(Xp) = Tpf(Xp) =X(Oly.

Stoga je df (X) = X(f). Specijalno, df (X) € c*(M).

3) Neka je (¥,V) karta, ¥ = (x1,...,x™). Tada, d(x!) u smislu Definicije 1.6.19. je ba3 dx".

d(x)) (%) _ %(xj) = 6y, ti. {d(xj)|p|1 <j< n} je dualna baza od {%L}

svako p € V. Ako je (,V) karta od M, ¢ = (x1,...,x™), tada za svako p € M n-torka

3
b
T,M*. Stoga je za svako p € M, n-torka:

0 0
dxi dxir

1Si£n}za

|1 <i< n} je baza od T,M, a {dxj|p|1 <j< n} Je odgovarajuca dualna baza od
14

® .0 | ® dr| ® .. ® x|
p p

1Sik,ijn}
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baza od (T,,M):. Dakle, ako je t seéenje od TIM, tada postoje jedinstveno odredene

funkcije t}j}: na V, takve da vazi

d d

RX.Q i Rdx' ® .. ® dx’s. (1.20)

iy
th - tf1---fs ® Oxia

Propozicija 1.6.21.

Neka je t presek od T, M. Uslovi 1) i 2) su ekvivalentni:

1) t je glatko, tj. t € T, (M).

2) U svakoj reprezentaciji u karti iz Napomene 1.6.20. pod 3) svi koeficijenti t}j}: su glatke
funkcije.

1.7. Operacije sa tenzorima®

U nastavku su date neke bitne operacije sa tenzorima koje se koriste za izvodenje i
dokazivanje nekoliko identiteta.

1.7.1. Sabiranje i oduzimanje

Tenzori istog tipa i veli¢ine mogu se sabirati i oduzimati. Neka su 4}, i B}, dva
mesovita tenzora treceg reda. Kada se saberu, dobija se neki mesovit tenzor treceg reda.
Njihova suma se oznagava C}, = Aj, + B),. U nastavku se pokazuje da je suma takode
meSoviti tenzor. Po pretpostavci su Al i B}, meSoviti tenzori treeg reda i zato
zadovoljavaju transformacione zakone:

i o= gm dit _axn_axp
kTN gxm - 9x) 9k
5l = gm dit .ax” . dxP
kTP gam 9 9k

Sa C}, = A, + B}, ¢e biti oznatena suma u transformisanim koordinatama. Tada,

sabiranje prethodne dve transformacione jednacine daje
s o\ 0X' 0x™ 0xP
Cik = (Ajk + Bjk) - (Anp + Bnp) ox™ 9% 9xk

Iz prethodnog, se kao posledica dobija da se suma transformiSe kao meSoviti tenzor
treCeg reda.

1.7.2. Mnozenje (spoljasSnji proizvod) tenzora

Proizvod dva tenzora je ponovo tenzor. Rang ili red rezultujuceg tenzora je zbir
rangova tenzora koji u€estvuju u mnozenju. Kao primer Ce biti uzeto da je sa A]"-k oznacen

mesoviti tenzor treceg reda, a sa B}, je oznaten meSoviti tenzor drugog reda. Spoljasnji
proizvod ova dva tenzora je tenzor petog reda

* O operacijama sa tenzorima se moze pogledati detaljnije u [12],[15].
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clk

Hem = Al B, Lj,k,lm=1..N,

Neka su sa A}, i B}, oznatene komponente datih tenzora u (x%,..,x") sistemu
koordinata. Sa C_},im je definisan spoljasnji proizvod ovih komponenata. Treba primetiti da
je C},ﬁm tenzor kada su po pretpostavci A]i-k i Bl tenzori i otuda zadovoljavaju
transformacione zakone
, 0x% 0x ox*

A a — . .

Apy = Aje 53T 378 F%r !
_5 6x‘S ax™
B = maxl 0xe’

Spoljasnji proizvod ovih komponenata je dat u obliku:

s w 0x% dx/ axk 9x% a9x™ o 0x%* dx) oxk 9xS a9x™
Cgo. = A% BS_AI B! . . . =cl . . . .
Bye = “By KEM ol 9x%P 9xY ox! 0xt kM gyl 9xP dx¥ ox! 0xe

Prethodna jednacina pokazuje da se C]km transformiSe kao mesoviti apsolutni tenzor
petog reda.

1.7.3. Kontrakcija tenzora

Operacija kontrakcije bilo kog meSovitog tenzora ranga m se izvodi tako Sto se gornji
indeks izjednacCi sa donjim indeksom, pri ¢emu se koristi konvencija o sumiranju. Kada je
izvedena sumacija preko ponovljenih indeksa, veli€ina koja se dobija kao rezultat je takode
tenzor reda (m — 2). Na primer, neka je sa A]"-k,i,j,k =1,..,N oznacen meSoviti tenzor,
kontrakcija se izvodi tako Sto se postavi da je j jednako sa i.Dobija se

Al = Al + A5 + -+ AN = Ay, (1.21)

gde je k slobodan indeks. Da bi bilo pokazano da je A, tenzor, posmatra se kontrakcija na
transformisanim komponentama od A}, , neka je A}, = A,. Po pretpostavci je A5, meSoviti
tenzor, stoga komponente moraju da zadovoljavaju transformacioni zakon

oxt 9x™ OxP

A]‘k— ATy 7 977 9%k (1.22)

Kada se izvSi kontrakcija, izjednaCavanjem indeksa j sa i, sumiranjem po ponovljenim
indeksima, dobija se sledece:
7t _ ax™ 9xP _ _ _

Ao == A S SR = Al S = ARORTE= AT = Ay -(129)
Otuda se kontrakcijom dobija tenzor ¢iji je rang za dva manji od polaznog tenzora.
Kontrakcije na drugim mesovitim tenzorima se na sli¢an nac¢in mogu analizirati. Novi tenzori
se mogu izvesti od vec postojecih tenzora primenjujuéi kontrakciju na gornji i donji indeks.
Ovaj proces se moze ponavljati sve dok postoji gornji i donji indeks nad kojim se moze vrSiti
kontrakcija. Svaki put kada se izvrSi kontrakcija, rang rezultujeceg tenzora je za dva maniji
od ranga polaznog.
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1.7.4. MnoZenje (unutrasnji proizvod) tenzora

UnutraSnji proizvod tenzora se dobija tako sto se prvo izvrSi spoljasnji proizvod nad
datim vektorima, nakon toga se izvrsi kontrakcija na dva indeksa.

Primer 1.7.1. (unutraSnji proizvod)
Neka su sa A' i B; oznacene komponente dva tenzora prvog reda (vektora). Spoljasniji

proizvod ovih tenzora je C} = A'B;,i,j = 1,...,N.
Unutra3niji proizvod ovih tenzora je skalar C = A'‘B; = A'B; + A%*B, + -+ AVBy.

Zakon koli¢nika
Neka su B} i C§ proizvoljni apsolutni tenzori. U nastavku se posmatra veli¢ina A(ijk), za
koju se smatra da je meSoviti tenzor treeg reda A]i-k. Ako se pokaze da je ispunjena
jednacina

AT, BY = C, (1.24)

tada ce vaziti da A}, mora da bude tenzor. Ovo je primer zakona koliCnika. Ovaj rezultat se
moze generalizovati i primeniti na tenzore bilo kog reda odnosno ranga.

Pokazuje se u nastavku da je 4}, iz (1.24) tenzor. Neka su sa x' i ' oznaceni sistemi
koordinata koji su povezani transformacijama koje su definisane u jednac¢inama (1.3) i (1.4).

U koordinatnom sistemu x¢, i = 1, ..., N se pretpostavlja da je
At BY = C5, (1.25)

gde su po pretpostavci B,ij i Cl, proizvolini apsolutni tenzori, stoga moraju da
zadovoljavaju transformacione jednacine
_qs _ i 0X90%° 0x*

BY =B/ —
r k oxtoxJ oxr
s = ol xS dx™
P M gl 9P

Zamenom B/ i 3 u jednacini (1.25) dobija se jednacina

_ ij 0x%0xS dx¥ 0xs dx™ 1 0x° 0x™
AT _ = ( L —) = A" B —_—
k oxt dxJ oxr ™ dxl dxP am=T gxl gip

Posto su indeksi po kojima se sumira nemi, mogu se zameniti drugim oznakama.
Zamenomlu j, q ui, r uk, prethodne jednacine su sledeéeg oblika:
xS ( _ 0x90x*k ax™
| A" k
dxJ

— A" Bij:
P gxi gx" mgxp |k

Koristeéi unutrasnji proizvod sa -, pOJednostavIJUJe se prethodna jednacina na oblik

axq axk dx —. 0x4 6x dx
n T _ k T _ k in —
5 [A‘H’ dxt 9x" Aim % v] Oili [A‘H’ axt ax” Aim % v] By

Posto je BI* proizvoljan tenzor, veli¢ina unutar zgrade je nula i stoga vazi
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= 0x9 dxk ko9x™ _ 0

av gxi ggr  Cim ggp

oxt ox

Ova jednacina se pojednostavljuje unutrasnjim proizvodom sa 2 9

i dobija se

5q5lAT _ gk axmax‘ axt =0,

im 550 9xJ axk

— gk ax™ ax‘ axt

Al
odnosno 4;, im 3P 327 e

—— Je transformacioni zakon za mesSoviti tenzor treceg reda.

Primer 1.7.2.
MetriCke komponente g;; su kovarijantni tenzori drugog reda.

ReSenje
U koordinatnom sistemu x%,i = 1,..,N kvadrat duZine luka je ds* = g;;dx'dx’ dok se u

koordinatnom sistemu x!i=1,..,N kvadrat duZine luka predstavla u obliku
ds? = gppdx™dx™.

Kvadrat duzine luka treba da bude invarijantan, zato mora da bude ispunjeno

JmndX™dx™ = g;;dxtdx. (1.26)
Ovde se pretpostavlja da postoji koordinatna transformacija data jednacinama (1.3) i (1.4).
Uopsteno, ako je x! = xi(x), tada zai = 1,...,N vazi da je

dx! = a—mdxm i dx) = "—"’ dzn, (1.27)

Kada se ovi diferencijali zamene u jednacinu (1.26), dobija se

_ axt axt s axt axJ -m I=n —
ImndX"dx™ = g;; — Py —dx™dx™ ili (gmn 9ij 5om axn) dx™dx™ = 0.
- . : .. C o axt a
Za proizvoljne promene dx™ iz ove jednacine sledi da je g, = 5 xmaxn, iz datog sledi da se

gi; transformiSe kao apsolutni kovarijantni tenzor drugog reda.

Primer 1.7.3. (Krivolinijske koordinate)
Neka je dat skup generalnih transformacionih jednacina iz pravougaonih koordinata (x, y ,z)
u krivolinijske (u, v, w). Ove transformacione jednacine i odgovarajuce inverzne
transformacije su predstavljene u slede¢em obliku :

x=x(uv,w) u=ulxu,z)

y=yuv,w) v=v(x,u,z)

z=z@u,v,w) w=w(xu,z). (1.28)

Ovde su yl=uxy?=yy3=zixt=ux?=v,x3=w Dekartove i uopStene
koordinate. Presek koordinatnih povrSi u = c¢;,v = c,,w = ¢; definiSe koordinatne krive
krivolinijskog koordinatnog sistema. Zamenom datih transformacionih jednacina (1.28) u
vektor poloZaja 7 = xé&; + yé, + zé; dobija se vektor polozaja koji je funkcija uopstenih
koordinata 7 = 7(u, v,w) = x(u, v,w)é; + y(u,v,w)é, + z(u,v,w)é&;. Iz prethodnog se dobija
d7 = S du + L dv + 2 dw, gde su:
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__OF_OXA+6yA+OzA
LT 9w T au T e
__OF_OXA+6yA+OzA
2790wt T w T w®
. _0Ff _ox _ 0y _ 0z _

=—=—¢; +—é&,+—2¢
379w ow l aw 2 ow 3

tangentni vektori na koordinatne krive.

Kvadrat duzine luka u krivolinijskim koordinatama je dat sa

N N or o7 o7 o7 o7 o7 or or or or
ds? =di-d7 == - Zdudu +Z - L dudv + Z - Zdudw + - Edvdv +E - Zdvdu +
ou Jdu ou Jv ou ow ov 0Ov ov Jdu
or or or or or or or or
—_— + —— + — + — — .
. awdvdw o audwdu o avdwdv o adedW
DefiniSu se veli¢ine:
_oF oF _oF oF _oF oF
91 =50 0w 92 T ou v 9 T au ow
_ 97 oF _oF oF _ o oF
921 =55 0 922 T 5 v 9B T 5u ow
or or or or or o7

931 = 5w ou’ 9 T aw v’ 9B T ow ow
Neka je x! =u,x? = v,x® =w. Tada se kvadrat duZine luka moZe napisati u obliku
- = . . . . .. — — 6" a" 6 ma m
ds? = EiE;dx'dx’ = g;;jdx'dx’ ,i,j =123 gde se g;; = E;-E; = a—;-arj = aj;i %,
slobodni indeksi) nazivaju metrickim komponentama krivolinijskog koordinatnog sistema.
Metricke komponente se mogu posmatrati kao elementi simetricne matrice, posto je

gij = gji- U pravouglom koordinathom sistemu x, y, z kvadrat duZine luka

ds? = dx? + dy? + dz?. U ovom prostoru metricke komponente su date sa
1 0 O]

(i, su

0 10
0 0 1

gij —

Primer 1.7.4. (Cilindriéne koordinate (1,0, z))
Transformacija pravouglih koordinata u cilindricne koordinate se moze izraziti u obliku
x=rcosf,y=rsinf,z=z.0vde suyl=x,y2=y,y3=zix'=rx?=0,x3=zi vektor
polozaja se moze izraziti u obliku
7 =7(r,0,z) =1 cosO&, + r sinfé, + zé;,
— o7 R R
E, = E = cosfe; + sinbé,

— or N R
E,= — = —rsinfé; + rcosé,
a0
— a7
=-—=8
3 aZ 3

Posto je g;; =§i . Ej, metricke komponente ovog prostora su

1 0 O
gij — 0 r? 0.
0O 0 1
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Posto je g;; = 0, za i # j, koordinatni sistem je ortogonalan.

Primer 1.7.5.
Kronekerov delta simbol 5}' je meSoviti tenzor drugog reda.

Dokaz
Neka je data koordinatna transformacija (1.3)i (1.4). Neka su sa & i &/ oznaceni

Kronekerovi delta simboli u x' i x!(i =1,...,N) koordinatnim sistemima. Prema definiciji
Kronekerovog delta simbola vazi

= o _ DOakojei+#j
6 =6; ={

l,akojei=j
Koristeci pravilo lanca za diferenciranje, dobija se
ax™ 9x™ dx' 9x™ dx*

— — . .St
axn  dxt dx"™ dxi dxn &

axm

Po pretpostavci su x!,i =1,..,N nezavisne koordinate i zato vazi — = §* prethodna
axm

ax™m
dxt

. - . = ; axk . L
jednacina se svodi na §;* = 6y, - ﬁ Zato se Kronekerov delta simbol transformiSe kao

mesoviti tenzor drugog reda.

1.7.5. Konjugovani metri€¢ki tenzor

U nastavku se navodi teorema iz algebre, bez dokaza, koja predstavlja osobinu
determinante, a ona glasi:

Teorema 1.7.6.

Determinanta je jednaka zbiru proizvoda elemenata jedne vrste (ili kolone) i njihovih
odgovarajucih algebarskih kofaktora. Neka je A matrica A = [a;j].xn, tada vaZi
|Al = X7, ax; - Aj, 9de je Ay ; algebarski kofaktor koji odgovara elementu a,; matrice A.

Neka je sa g oznaCena determinanta matrice kojoj su elementi metriCki tenzori
gij;1,j =1,..,ninaziva se fundamentalnom determinantom. Prema Teoremi 1.7.6. vaZi

g =9i1Gu1y + -+ GinGin » (1.29)
gde su G; jy algebarski kofaktori koji odgovaraju elementima g;; matrice g.

Ako se elementi i-te vrste zamene elementima k-te vrste, dobija se da je vrednost ove
determinante jednaka nuli, dato se zapisuje u slede¢em obliku:

GGy + -+ GinGimy = 96k
9rkjGajy = g6k
Kada se podeli prethodna relacija sa g i dobija se

Gin
i fg”)=5}(- (1.30)
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(”) = g, relacija (1.30) se zapisuje u obliku g,; g jy = 6i. Pokazuje se da

Neka je

e 9. kontravarljantnl tenzor drugog ranga. Primenom zakona koli¢nika jednacina (1.30)
se moze pisati u obliku

Ikj9Gj) = Ok (1.31)
pri ¢emu je Kronekerov simbol 6. meSoviti tenzor drugog reda sto je pokazano u
Primeru 1.7.5.
Prelaskom na sistem koordinata S’, dobija se

9ikj' " 9ij) = Ok (1.32)

Primenom zakona transformacije na tenzorske velicine g ;' i 5"}, dobija se

dxP oxY _ dx' 9x¢ £
9 @) gk gl IBY = 5x€ gk O

Posle zamene 55 iz jednacine (1.31),tj. 55 = Ggey9y) 1 € > B JEr su € iy nemi indeksi,
dobija se
. 0xP oxY ax'" dx¢ _
9 Gk gxd ~ axE gk IEN | Jer =0

l oxB ax¥  ax'' axP _
Posto je g, proizvoljni tenzor vazi daje : g’ () 90 F o]~ axE 9o IEN) = 0.

,0’

Unutrasnjim mnozenjem ove jednacine sa 2 ol e y, dObIja se
o dx't dx'P .
(679" ¢y = 55 37 9en] 80 =0,
dx't 9x'P
9" w0y = 5% v IET (1.33)

. ax
Na osnovu zakona transformacije Q’W:ax_aa BQ“ﬁ zakljuCuje se da veliCina

”) predstavlja kontravarijantni tenzor drugog ranga g¢? koji se naziva konjugovani

ey —
metricki tenzor.

1.7.6. Asocirani tenzori®

Definicija 1.7.7. (Asocirani tenzor)

Bilo koji tenzor koji nastaje unutraSnjim mnoZenjem datog tenzora sa metrickim ili
konjugovanim metriCkim tenzorom se naziva asocirani tenzor.

Asocirani tenzori su razliciti nacini predstavljanja tenzora. MnozZenje tenzora metrickim
ili konjugovanim metrickim tenzorom utiCe na podizanje ili spuStanje indeksa tenzora. Na

® Detaljnije o asociranim tenzorima se moze pogledati u [20],[12], [15].
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primer kovarijantne i kontravarijantne komponente vektora su razli€ita predstavljanja istog
vektora u razli¢itim oblicima. Ovi oblici su povezani na nacin na koji su povezani metricki i
konjugovani metricki tenzori gYA; = A/, g;; A7 = A;.

Primer 1.7.8.

Neka su 4; i A' oznagene respektivno kovarijantne i kontravarijantne komponente vektora A.
Ove komponente su povezane jednacinama
i Ak = gk 4, (1.35)

gde su g;; i gY metricke i konjugovane metricke komponente prostora.

Dokaz
Neka je jednacina (1.34) pomnoZena sa g™ (unutradnjim proizvodom) i koriste¢i jednacinu
: J
9994 = 8], pojednostavljuje se rezultat na:
gMmA; = g™g Al = §PA™ =A™,

Zamenjujuci i = j,m —» k dobija se jednacina (1.35). Obrnuto, ako se pode od jednacine
(1.35) i pomnozi se sa gy, (unutrasnjim proizvodom) dobija se
GimA* = Gimg”*Aj = 87,45 = Am,

§to je oblik jednacine (1.34) sa promenjenim indeksima. Kao posledica jednacina (1.34) i
(1.35) dobija se da su u Dekartovom pravouglom koordinathom sistemu kontravarijantne i
kovarijantne komponente identi¢ne.

100 I ¢ '
1z g;; =10 1 0|,i g/ =|[0 1 O0fdobijaseA4; = g;A" + g, A* + g;3A*> = A.
0 01 0 01

Primeri asociranih tenzora:
At = gYA;, AT = g™ Ay, Al = g™ g Ay
A; = gAY, ALY = g AYE, Amjk = 9imAljk

Uobicajeno se "taCke” koriste da bi se oznaCio polozaj indeksa koji su podignuti ili
spusteni. Ako je tenzor simetri¢an, polozaj indeksa nije bitan zato tacka nije potrebna. Ako
je A, simetriCan tenzor, tada su A%, i A7} jednaki i zato se moze pisati A%,.

Ako je dat kovarijantni tenzor T;j,, moze se izvesti kontravarijantni tenzor TP4"s
pomocu relacije TPI™S = gPigd grk gsm ijkm- Dati tenzor Cetvrtog reda se moze izraziti kao
mesoviti tenzor. MesSoviti tenzori asocirani sa datim kovarijantnim tenzorom ¢etvrtog reda su

P _ pip  mPA _ qjTP
Tim = 9 Tijkm T o = VT jm -
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2. PROSTOR MINKOVSKOG

2.1. Vektori i tenzori u prostoru Minovskog

Da bi se u potpunosti okarakterisao neki dogagadaj u fizici, neophodno je zadati
prostorne koordinate tog dogadaja i vreme. Zbog toga se fizicki dogadaji u n-dimenzionom
prostoru karakteriSu sa Cetiri broja: trima prostornim koordinatama x,y,z i vremenskom
koordinatom t. Tacka u 3-dimenzionom prostoru karakteriSe se skupom od tri broja x,y, z.
Po analogiji sa ovim mozZe se reCi da Cetiri broja, x,y,zt karakteriSu tacku u
Cetvorodimenzionom (4-dimenzionom) prostoru (svetu).

U 4-dimenzionom prostoru STR, prelaz sa jednog sistema koordinata na drugi
realizuje se pomocu Lorencovih transformacija®. Koordinate tatke (dogadaja) u ovom
4-dimenzionom prostoru Ce biti definisane na slededi nacin:

x'=ctxt=x,x2=y,x3=2z (2.1)

U nastavku se koristi vazna karakteristika prostor-vremena, koju je otkrio Minkovski i
koja se sastoji u tome da je geometrija prostorno-vremenskog kontinuuma
pseudoeuklidska. Naime, rastojanje ds izmedu dve bliske taCke (interval izmedu dva
infinitezimalno bliska dogadaja), odnosno metricka forma u prostoru sa koordinatama
x% x1, x?% x3, jednaka je

ds? = (dx°)? — (dx')? — (dx?)* — (dx?)* = n,p,dx*dx". (2.2)

Kao Sto se vidi, 4-dimenzioni metriCki tenzor 7n,, odreden je dijagonalnom matricom
(dimenzije 4x4)
n=|nwl = diag [1,-1,-1,-1] (2.3)

i o€igledno je da se podudara sa svojim inverznim
(™ HH =0k =1, (24)

ovako definisan 4-dimenzioni prostor naziva se prostor ili svet Minkovskog. Metrika prostora
Minkovskog se nikakvim transformacijama i realnim promenljivim ne moze svesti na sumu
kvadrata diferencijala koordinata ds? = (dx?®)? + (dx)? + (dx?)? + (dx3)?, tj. na euklidsku
metriku. Zbog toga se ovaj prostor, koji je realan ali nije euklidski, ¢esto naziva
pseudoeuklidski ili prostor Minkovskog. On je specijalan slu€aj jednog 4-dimenzionog
neeuklidskog Rimanovog prostora koji je ravan i realan. Sveukupnost svih mogucih
vrednosti x,y,z,t naziva se svetom dogadaja, a svaki odvojeni dogadaj, koji se deSava u
prostornoj tacki x, y, z u trenutku vremena t, naziva se svetskom tackom tog dogadaja.

Zbog specificnosti prostora Minkovskog, definiSu se dve vrste komponenata
4-dimenzionog vektora, koje se oznacavaju slovima A* i A, sa indeksom gore i dole.

VeliCine A* nazivaju se kontravarijantnim, a A,-kovarijantnim komponentama 4-vektora.

® O Lorencovim transformacijama se moze pogledati detaljnije u [5].
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Skup velicina A° A, A% A3, koje se pri Lorencovim transformacijama koordinata
transformiSu na sledeci nacin
oxtH

Atli = Fp V — ag'AV, (25)

naziva se kontravarijantni vektor ili kontravarijantni tenzor prvog ranga. Slicno, skup veli€ina
Ay, A1 A,, A3 (sa donjim indeksima) koji se transformiSu prema pravilu
axV

A;t - ax—tﬂAv - (ZZAV, (26)

predstavlja kovarijantni vektor ili kovarijantni tenzor prvog ranga.

Analogno slu€aju 3-dimenzionih vektora mogu se definisati i vektori, tzv. kvadrivektori

ili Cetvorovektori u prostoru Minkovskog. Tako, kvadrivektor polozaja (ili 4-dimenzioni
vektor) tacke x#* (u = 0,1,2,3) odreden je skupom

xt = (x% x1,x? ,x3) = (ct,x,y,z) = (ct,7) 2.7)

Lorencove transformacije izmedu dva sistema reference u stanju relativhog
uniformnog kretanja duz zajednic¢ke x — x’ - ose, imaju oblik
xP=y-x"—yu/lc-x1+0-x2+0-x3

xt=—yu/ c-x°+y-x1+0-x2+0-x3
x?2=0x"+0-x'+1-x2+0-x3
x?3=0-x"+0-x1+0-x2+0-x3 (2.8)
gdejey = J%Z . Ove transformacije’ se mogu zapisati u konciznom obliku kao
-
3
xtH = Z Ay Xy = al xV; (u=0123), (2.9)
v=0

gde koeficijenti ! definiSu matricu Lorencovih transformacija L koja je odredena sa

yu
[, "o
0

0 0O 1 0 /
0 0O 01
Prema transformacionom pravilu (2.5) i (2.6) za kvadrivektore, moze se uociti da se

koordinate kvadrivektora taCke, pri Lorencovim transformacija, transformisSu kao kovarijantni
vektori sa opétim ¢lanom o = dx'#/dx".

o o

Odgovarajuca inverzna transformacija je oblika

" U radu ¢e biti koris¢ena Ajnétajnova konvencija o sumiranju, koja se sastoji u tome da kada se indeksi
ponavljaju, po njima se vrsi sumiranje.
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y= 9% W= gVy'H <—V = ax") (211)
x—ax,ﬂx —a,x ", \a, = ) .
pri ¢emu je a;; inverzna matrica matrice al. Nije te3ko pokazati da koeficijenti a! koji su
definisani matricom zadovoljavaju relaciju:

ajal =67 (2.12)

Sve $to je reCeno za transformacije koordinata kvadrivektora poloZaja x* moze se
uopstiti. Naime, bilo koji skup A4°, A, 42 A3(A*, 1 =0,1,2,3) koje se transformiSe pri
prelasku sa jednog sistema koordinata na drugi prema zakonu (2.5) i (2.6)

dxtH axV

tu — V — MgV gqv =
At = A = @y AV A = o

A= qyAm, (2.13)

gde su koeficijenti aly definisani matricom (2.9), predstavlja kontravarijantni kvadrivektor u
prostoru Minkovskog.

Navedene transformacione relacije za kontravarijantne vektore se mogu napisati u
eksplicitnom obliku. Na osnovu matrice (2.9) se dobija
A® =AY = adA® + a At + adA? + aA® = y(A° + BAY)
At = alAv = alA® + alA + alA? + ad A3 =y (AT + BA°)
A? =AY = a2A? = A?
AR =alA” =a3A% = A3

Konacno, komponente  kontravarijantnog  kvadrivektora  pri Lorencovim
transformacijama se transformisu prema zakonu:
A =y(A° + BAY), At = y (At + BA°), A2 = A2 A" = A3, (2.14)

Uobicajeno je da se tri prostorne koordinate kvadrivektora (4, A%, A®) objedine u
jedan 3-dimenzioni vektor i da se piSe

AR = (4%, 4) (2.15)

Kontravarijantnom vektoru A* (u =0,1,2,3), mogu se pomoc¢u metrickog tenzora 7,,,
pridruziti kontravarijantne komponente 4-vektora A,, obrazuju¢i njegov unutrasnji proizvod
sa metrickim tenzorom 7, kao

Ay =AY, (2.16)

Za A, i A, eksplicitno se dobija:
Ap = NoyAY = 1NgA® + g1 A" +1gp A% +134% =1+ A°
Ay =0 A = np0A° + AL+ A% A% = -1 AT

Analogno se nalazi A, = —A?, A; = —A3. Prema tome
AO = AO,Al = _Al,Az = _AZ,A3 = _A3, (217)

ili koncizno 4, = (4° —A!, —A2,—A%) = (A%, - 4).

Po analogiji sa slu¢ajem 3-dimenzionih vektora u Euklidskom prostoru, definiSe se
skalarni proizvod dva proizvoljna kvadrivektora u prostoru Minkovskog, kao
(A,B) = A*B, = A°By + A'B, + A?B, + A®B;.
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Imajuci u vidu (2.17), moze se pisati
A#B, = A°B® — A'B* — A?B% — A®B®. (2.18)

Ova veli€ina je skalar, tj ne menja se pri Lorencovim transformacijama, sto je lako
proveriti.

Specijalno, iz (2.18) sledi izraz za kvadrat inteziteta kvadrivektora
A2 = (4H)? = (A* 4,) = (A°)? — (41)? — (42)% — (4%)? (2.19)

| ova veli€ina je takode invarijanta:
(A%)% — (A1)% — (42)? — (4%)? = inwv. (2.20)

Upravo zbog pogodnosti zapisa kvadrata veli€¢ine proizvoljnog 4-vektora u prostoru
Minkovskog, uvode se dve “sorte” komponenata 4-vektora: kontravarijante i kovarijanne
komponente. Specijalno, za kvadrat intenziteta kvadrivektora polozaja x*, gde je
x* = (ct,7) i x, = (ct,—7) dobija se: x*x, = c*t* —x* — y? — z?, §to jasno ukazuje da je
ova veliina invarijantna, jer predstavlja interval izmedu nultog dogadaja sa koordinatama
xH.

Vremenski vektor usmeren prema buduénosti

Mula vektor usmeren prema buducénosti

Prostorni vektor

Vremenski vektor usmeren prema proslosti

Slika 2.1. Svetlosni konus
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3. OSNOVI RIMANOVE GEOMETRIJE

Georg Riman® (1826-1866) je 10. juna 1854. godine izloZio svoj poznati
"Habilitationsvortrag” na simpozijumu na filozofskom fakultetu u Gotingenu. Govor® koji je
odrzao tada se smatra najvazniim u istoriji diferencijalne geometrije. Rimanove
revolucionarne ideje su generalizovale geometriju povrSi, koju su pre njega proucavali
Gaus, Boljai i Lobacevski.

Diferencijalna geometrija koja se koristi u opstoj teoriji relativnosti je rezultat Rimanove
generalizacije Gausovog rada na krivini dvodimenzionih povrSi u bilo kojoj dimenziji. Riman
je 1854. godine generalizovao Gausovu'® formulu za krivinu dvodimenzione povrsi za bilo
koju dimenziju i na taj nacin je nastao tenzor krivine koji je nazvan po njemu. Rimanov rad
su nastavili Kristofel, Ri&i i Levi-Civita. Rimanov doprinos matematici je izuzetan, zato $to je
u potpunosti napustio ideju razmisljanja o krivini kao osobini prostora koji je ugraden kao
potprostor u viSedimenzioni Euklidov prostor. Riman je pokazao da za postojanje Euklidovih
koordinata, sve komponente tenzora krivine, moraju biti jednake nuli. Takode je uveo
“normalni koordinatni sistem” u okolini tacke, koji ¢ini da g;;, bude konstantno u maloj okolini
oko date tacke. Postojanje takvog koordinatnog sistema je sadrzaj principa ekvivalencije u
OTR. Bio je to hrabar potez, razmiSljati o naSem trodimenzionom prostoru ne kao o
homogenom Euklidovom prostoru, vec kao sustinski definisanom zakrivljenom prostoru, Koji
nije povrS nekog viSedimenzionog Euklidovog prostora. Riman je ukazao, u jednom od
svojih radova, da ako se pretpostave homogenost i izotropnost prostora (nezavisnost tela
od pozicije u kojoj se nalazi), prostor je konstantne krivine i mera odstupanja od Euklidovog
prostora se vidi samo na veoma velikim rastojanjima, verovatno, suviSe dalekim da bi se
moglo posmatrati. Ali, ako prostor nije homogen, ne postoji takva restrikcija, i moguce je da,
na beskonacno malim rastojanjima, mogu da se dese odstupanja od Euklidove geometrije,
koja ne moraju biti uocljiva na uobiajenim rastojanjima. Riman predlaze da, ako je
neophodno, €ak se i kvadratna forma linijjskog elementa moze zameniti uopStenijim
izrazom. Takode, tvrdi da je fizicka koncepcija rastojanja zasnovana na krutom telu i
svetlosnim zracima, i da je za ove pojave neophodno preispitivanje za beskonacno malu
skalu.

3.1. Rimanova mnogostrukost

Definicija 3.1.1.

Ako je M data m-dimenzionalna glatka mnogostrukost, g svuda nedegenerisan simetri¢an
kovarijantni tenzor reda 2, tada je M uopStena Rimanova mnogostrukost, a g se naziva
fudamentalni tenzor ili metricki tenzor na M. Ako je g pozitivno definitan, tada se M naziva
Rimanova mnogostrukost. U smislu atlasa {(u,, M,)|a € I}, za svako a € I postoji g,, takvo
da je za dato (a,B) € I x I, ug o uztius(M, N Mp) — ug(M, N Mp) izometrija.

8 Georg Friedrich Bernhard Riemann,nemacki matematicar
% (iber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen”
o) Gausovoj krivini zainteresovani citalac moze pogledati u [17].
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Napomena 3.1.2.
) Neka je (U;x?) lokalni koordinatni sistem na M, tada se metricki tenzor g moZze napisati u
obliku
g = gijdx' @ dx/, (3.1)

na U, gde je g;; = g;; 9latka funkcija na U. Na T,M, g omogucuje bilinearnu funkciju u

svakoj tackip € M. Nekaje X = X' -2 v =vi-Z tadaje

ax? ax?

g(X,Y) = gy X'y/, (3.2)

i) Za tenzor g se kaZze da je nedegenerisan u tacki p, ako vazi X € T,M i g(X,Y) =0, za
sve Y € T,M, mora da bude X = 0. Dato implicira da je g nedegenerisan u p akko sistem
linearnih jednacina g;;(p)X* =0, 1 < j < m ima nulu kao jedino re3enje, tj.det (gij(p)) *
0.

iii) Ako za sve X € T,M vazi:

gX,X) =20 (33)

i ako jednakost vazi samo ako je X = 0, tada se za g kaze da je pozitivho definitan u p.
Iz linearne algebre je poznato da je potreban i dovoljan uslov da g bude pozitivho
definitan ako je matrica [g;;] pozitivno definitna. Stoga je pozitivno definitan tenzor g
obavezno nedegenerisan.

iv)Za uopStenu Rimanovu mnogostrukost M, (3.2) definiSe unutrasnji proizvod na
tangentnom prostoru T,M u svakoj tackip € M. Za svako X,Y € T,M, neka je

XY =gXY)=g;@XY. (34)

v) Ako je g pozitivno definitan, onda je znacajno definisati duzinu tangentnog vektora i ugla
izmedu dva tangentna vektora u istoj tacki, tj.

|X] = /ginin, (35

X-Y
cos<(X,Y) =———. 3.6
X.Y) IXT-T7] (36)
Stoga je Rimanova mnogostrukost diferencijabilna mnogostrukost koja ima pozitivho
definitan unutrasnji proizvod na tangentnom prostoru u svakoj tacki. Neophodno je da
unutrasnji proizvod bude gladak: ako su X i Y glatka tangentna vektorska polja, tada je
X - Y glatka funkcija na M.

Definicija 3.1.3.
Diferencijalna 2-forma
ds? = g;jdx‘dx’ (3.7)

je nezavisna od izbora lokalnog koordinatnog sistema x! i naziva se metrickom formom ili
Rimanovom metrikom. Element duzine luka, ds, je duzina infinitezimalnog tangentnog
vektora.
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Definicija 3.1.4.
Neka je c:x! = xi(1), 1, < T < 74, neprekidna i po delovima glatka parametrizovana kriva na
M. Duzina luka krive c je definisana sa

dxldxf
s—j 9ii gy dT (3.8)

Teorema 3.1.5.
Postoji Rimanova metrika na bilo kojoj m-dimenzionalnoj glatkoj mnogostrukosti M.

Dokaz
Neka je izabran lokalno konac¢an koordinatni pokriva¢ {(U.;x¥)} na M. Neka je {h,}
odgovarajuca particija jedinice, takva da je supp h, < U,. Neka je

m

dsg = ) (dxt)” (39)
= hy-ds?, (3.10)

gde su h, - ds2 definisane sa
h,(p)ds2,p € U,

PEU, (3.11)

(he - ds)®) = {3
Jednacine (3.9) i (3.10) definiSu glatke diferencijalne 2-forme na M. Kako je desna strana
od (2.10) suma kona¢no mnogo izraza u svakoj tacki p € M, formula je smislena. Stavise,
ako se bira koordinatna okolina (U;x") takva da je U kompaktno, tada U preseca samo
konaéno mnogo U, ..., U, jer je familija {U,} lokalno kona¢na. Stoga je restrikcija (3.10) na
U data u obliku

= Z he, - dsZ, = gijdx‘dx/,

gde je
T m
oxk, oxg,
szlhm A (312)

Posto je 0 < h, < 113, h, =1, postoji indeks 8 takav da je hg(p) > 0. Stoga vazi ds?(p) =
hg - dsj. Dakle, ds? je pozitivno definitna svuda na M. m

Napomena 3.1.6.

Postojanje Rimanove metrike na glatkoj mnogostrukosti je izvanredan rezultat. U opStem
slu¢aju, ne mora da postoji negativnho definitna Rimanova metrika na M (Sto je teze za
dokazivanje).

Napomena 3.1.7.
Pomocu fudamentalnog tenzora, moZe se identifikovati tangentni prostor sa kotangentnim
prostorom, i stoga kontravarijantni vektor i kovarijantni vektor mogu se posmatrati kao
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razlidita predstavljanja istog vektora. Stavise, za X € T,M neka je
ay(Y) = g(X,Y), Y ET,M. (3.13)

Tada je ay linearna funkcionela na T,M, tj. ay € T, M. Obrnuto, posSto je g nedegenerisano,
bilo koji element od T,;M moze se predstaviti u obliku ay. Dakle, a uspostavlja izomorfizam
]

ﬁ,

izmedu T,M i T,M. U komponentnom obliku, ako je X = Xt
formule (3.13) da je

ay = X'dx!, tada se dobija iz
Xi = ginj, X/ = ginj' (314)

3.2. Fudamentalna teorema Rimanove geometrije

Definicija 3.2.1.
Neka je (M, g) uops$tena m-dimenzionalna Rimanova mnogostrukost, i V afina povezanost
na M. Ako vazi

Vg =0, (3.15)

tada je V metricki kompatibilna povezanost na (M, g).

Napomena 3.2.2.

i) Uslov (3.15) oznacava da je fudamentalni tenzor g paralelan s obzirom na metricki
kompatibilnu povezanost.

ii) Ako je matrica povezanosti 7 u lokalnim koordinatama x, data sa w = [w/], tada je

Vg = (dgij — Wi gy — w]’-‘gik) R dx! ® dx’. (3.16)
Stoga je (3.15) ekvivalentno sa
dgi; = wf g; + wf gir (3.17)
u matricnom obliku zapisano:
dg=w-g+g-oT, (3.18)
gde g i w predstavljaju matrice
g1 " Yim
Im1 " Gmm
w% cee w{rl
w=]|: . : ] (3.20)
w’})’l cee wTT))”ll

Geometrijsko znacenje metricki kompatibilne povezanosti je da paralelna pomeranja
oCuvavaju metriku.

iif) Na Rimanovoj mnogostrukosti duZina tangentnih vektora i ugla izmedu dva tangentna
vektora su invarijantni pri paralelnom pomeranju. Ako su X(t) i Y(t) paralelna vektorska
polia duz krive c:x!=x(r) (L<i<m) s obzirom na metricki kompatibilnu
povezanost,tada je
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dxt . dxk )

+LLX —=0
d‘L" IS dr }
art kL
dt Jk dr }
stoga vazi
g ned) . XY + gy Y +gUX‘E—

dgij dxh dxh -
B (?_gikl}'ﬁ?—‘g;kﬂﬁg Xtys.

Iz (3.17) sledi da je desna strana jednakosti (3.22) jednaka nuli. Stoga, duZ c vazi
9i;X'Y! = const.

Teorema 3.2.3. (Fudamentalna teorema Rimanove geometrije)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Neka je M m-dimenziona uopStena Rimanova mnogostrukost. Tada postoji jedinstvena,
metriéki kompatibilna povezanost na M, koja se naziva Levi-Civitina povezanost na M ili

Rimanova povezanost na M.

Dokaz

Neka je V metricki kompatibilna povezanost, bez torzije na M. Matrica povezanosti V u

lokalnim koordinatama, neka je oznagena sa w = [w/], gde je

J— i gk
w; = I dx".

Tada vazi da je

_ k K
dgij = Wi gij + Wf Gri»

=1
Lix = gulif, Wik = Grew!.
1z (3.25) i (3.26) sledi da je
ag;;
_axl;i = Tig j + Tk i
Fik,j — Ljk,i

Ciklicno menjajuci indekse u (3.28), dobija se

gk
le = I—;]'vk + I—;(j,ia
09k
a—x]i = L + T j-

Od zbira (3.30) i (3.31) se oduzima (3.28), dobija se

_1(0gjk 9gni 09ij
lijx _§<6xi N axi  oxk )
1 g 09y 09
kK — = ki j i 99ij
Iy = 29 <6xi * oxJ  ox')
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(3.25)

(3.26)
(3.27)

(3.28)
(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)



Iz prethodnog se vidi da je metricki kompatibilna povezanost, bez torzije, jedinstveno
odredena metriCkim tenzorom.

Obrnuto, I"i}‘ definisano u (8.33), zaista zadovoljava transformacione jednacine za
koeficijente povezanosti pri promeni lokalnih koordinata. Stoga, oni definiSu afinu
povezanost V na M. Jednostavnim racunanjem se pokazuje da oni, takode, zadovoljavaju
formule (3.28) i (3.29). Stoga je V povezanost bez torzije i metricki kompatibilna povezanost
naM. m

Napomena 3.2.4.
Neka je data proizvoljna baza (frame field) umesto prirodne baze u okolini Rimanove
mnogostrkosti. Lokalna baza (local frame field) na mnogostrukosti je lokalni presek baznog
raslojenja (frame bundle). Neka je (eq, ..., e,,) lokalna baza (local frame field) sa ko-bazom
(coframe field) (8%, ...,0™). Neka je

Ve, = Gijej, (3.34)
gde je 8 = [9/] matrica povezanosti od 7, s obzirom na lokalnu bazu (e, ..., e,,). Ovde su

L
6t Hij forme dobijene “poviadenjem” (pulling) diferencijalnin 1-formi 8¢ i Hij sa baznog
raslojenja P nazad na lokalne preseke (koristi se ista notacija ovde za 6! i Hij ). |z strukturnih
Jjednacina povezanosti, zna se da je tvrdenje da je V povezanost bez torzije, ekvivalentno sa
tvrdenjem da Hij zadovoljava jednacine

do' — 67 A6} =0, (3.35)
gij = g(eue))
dSz = gUH‘H]
Posto je g = g;;6' ® 6/, vazida je
Vg = (dgij — gubf — 91;6F) @ 6' ® 6. (3.36)

Stoga je uslov da V bude metricki kompatibilna povezanost
dgij = 0Fgr; + 6f gix- (3.37)

Prethodna teorema se moze preformulisati na sledeci nacin.

Teorema 3.2.5."
Neka je (M, g) uopStena Rimanova mnogostrukost, i {6¢|1 < i < m} je skup diferencijalnih
1-formi u okolini U c M, koji je linearno nezavistan svuda. Tada postoji jedinstveni skup od
m? diferencijalnih 1-formi 9]-" na U, takvih da vazi
do' =67 A6} =0,
dgij = 08 gij + 0] gux.,

M bokaz teoreme je dat u [13].
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gde su g;; komponente od g s obzirom na lokalnu ko-bazu (local coframe field) {ei}, tj.
9=9i0' Q6. (3.38)

Napomena 3.2.6.*2
Uslov Vg = 0 u fundamentalnoj teoremi Rimanove geometrije je ekvivalentan sa uslovom
Z<XY>=<VXY>+<XVY>gdesuX,VY,Zex(M).

Definicija 3.2.7.

prostor multilinearnih preslikavanja iz E; % ... X E;, U F.

Definicija 3.2.8.

Neka je E vektorski prostor. Tada se TJ(E):L"*S(E*, .. ,E*,E,...,E;R), gde postoji r-puta
dualni prostor od E,(E*) i s-puta prostor E, naziva r-puta kontravarijantan i s-puta
kovarijantan tenzor, ili krace tenzor tipa (7).

U specijalnom sluCaju za g;; = 6;; se Rimanov prostor svodi na Euklidov prostor.
Kvadrat duzine luka definisan jednacinom ds? = g;;dx'dx’ se naziva Rimanovom metrikom

i bilo koja geometrija koja koristi ovu metriku se naziva Rimanovom geometrijom. Prostor je
ravan ako je moguce naci koordinatnu transformaciju gde je kvadrat duzine luka dat sa

ds? = g;,(dx')’ gde je svako ¢ ili +1 ili -1. Prostor koji nije ravan je zakrivljen.Tangentni
prostor T,M sa na njemu zadatom metrikom p je Euklidov vektorski prostor.

Metri¢ki tenzor g na diferencijabilnoj mnogostrukosti M se naziva takode Rimanovom
metrikom tangentnog raslojenja TM, zato Sto g indukuje Euklidovu metriku na svakom sloju
T,M. MetriCki tenzor na M se naziva jos i Rimanovom metrikom na M. U nastavku c¢e biti
izloZzen nacin izgradivanja Rimanove metrike na diferencijabilnoj mnogostrukosti TM, koja
proizilazi iz metriCkog tenzora na M. Bitno je primetiti da unutradnji proizvod “na
diferencijalni nacin zavisi od p”, tj. preslikavanje p - g(Xp,Yp) se diferencira po svim
diferencijabilnim vektorskim poljima na M, Sto proizilazi direktno iz definicije tenzora.

Napomena 3.2.9.

Rimanova geometrija je uopstenje Euklidove geometrije, jer zadavanje Rimanove metrike
oznaCava na diferencijabilnoj mnogostrukosti, na diferencijabilan nacin zavisnost od tacaka
Euklidove strukture. Svakoj tacki p se dodeljuje funkcija «:TpM° x TpM° - [0, 7], gde je
TpM° = TpM \ {0}, data formulom

g(v, w)

Il Hwll (339)

cosx<(v, w) =

Funkcija <«(v,w) se naziva (neorijentisanim) uglom izmedu v i o, v,weTpM°. Vektori
v,w € TpM su ortogonalni ako vazi < v,w >=0 (v, weTpMP°).

'2 Dokaz teoreme sa ekvivalentnim uslovom je izlozen u [2].
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AKo su c¢;,c:] > M glatke krive, t, €], ¢c;(t,) =c,(t,)i ¢, (t,) #0, c,(t,) #0
ugao «(cy(t,), c,(t,)) je ugao preseka krivih cj,c, u t,. Neka je (x,U) karta na M,
X; = % € X(U). Tada se vektorska polja X,Y € X(U) predstavljaju u obliku X = X", ¢'X;,
Y =Y",y/X; gde su ¢' i y/e€c®(U).Iz bilinearnosti preslikavanja g proizilazi
predstavijanje <X,Y >=3X7,_, ¢'/g;;. Funkcie g;; =<X; X; >€ C*(U) se nazivaju
komponentama tenzora g s obzirom na kartu x. DefiniSe se za tenzore w,, w, tipa (g) i (g)
tenzorski proizvod W, Rw, tj (r +s) —forma zadata formulom
(01 Qwy)(Xq, ... X Y1, Ys) = w,(Xq, . X )w, (Ve .0, Ys), X, Y, € xM),i=1,..,r,
j=1,..,s.Tenzor g se takode naziva “prvom osnovnom formom” Rimanove mnogostrukosti.
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4. KRISTOFELOVI SIMBOLI

4.1. Povezanosti®®

4.1.1. Povezanosti na vektorskim raslojenjima

Da bi se mogao ,diferencirati“ presek vektorskog raslojenja, odnosno vektorsko polje
na mnogostrukosti, u nastavku ¢e biti uvedena struktura koja se naziva povezanost na
vektorskom raslojenju. Afina povezanost je struktura vezana za diferencijabilnu
mnogostrukost, kako bi se mogla ,diferencirati“ njena tenzorska polja. Vektorsko raslojenje i
njegov presek su uvedeni u 1.6.1. podnaslovu.

Definicija 4.1.1.

Povezanost na vektorskom raslojenju (E, B, ) (E je konaénodimenzioni prostor dimenzije n)
je preslikavanje V:T'(E) - I'(T*M @ E) koje zadovoljava uslove:

1) Za sve ty, t, E'(E) V(t, + t,) = Vt, + Vt,.

2) Zasvakot e I'(E) isvako a € C®(M), V(at) = da @ t + aVt.

Neka je X glatko tangentno vektorsko polije na M i t € I'(E). Neka je
Vyt = (X, Vt), (4.1)

gde (,) predstavlja par sa elementima iz TM i T*M. Tada je Vyt presek od E, koji se naziva
kovarijantnim izvodom preseka t duz X.

Napomena 4.1.2.
Neka je « = —1. Tada iz osobine 2) iz Definicije 4.1.1. sledi da vazi
V(-t) = -Vt (4.2)

Stoga V preslikava nula presek u nula presek. Zato je V linearni operator iz I'(E) u
r(T*M Q E).

Napomena 4.1.3.
Neka su X,Y neka dva glatka tangentna vektorska polja na M,t,t,,t, preseci od E i
a € C®(M). Tada vazi:
1) Vyiyt = Vit + Vyt.
Viiyt = (X +Y,Vt) = (X, Vt) + (Y, Vt) = Vyt + Vyt.
2) Vyxt = alyt.
Voxt = (aX,Vt) = a(X,Vt) = aVyt.

3) Vx(t; + t,) = Vxty + Vxt,.
1) izdef V
Vy(ty +6) = (X, V(t; +t3)) 2 (X, Vit +Vty) =(X,Vty) + (X, Vt,) = Vxty + Vyt,.

4) Vy(at) = (Xa)t + alyt.

'3 Umesto termina povezanost se u literaturi koriste termini koneksija ili konekcija. U ovom radu ée u nastavku biti
koriscen termin povezanost. U literaturi na engleskom jeziku, termin glasi: connection.
% Opstija tvrdenja o povezanostima se mogu pogledati u [13].
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Vy(at) =(X,V(at)) = (X, da @ t + aVt) = (X,da @ t) + (X, alt) =
=(X,da ® t) + aVxt = (Xa)t + aVyt.

Napomena 4.1.4.

Kovarijantni presek t duz X(Vyt) ima sledece lokalne osobine:

1) Ako su X;, X, tangentna vektorska polja sa istom vrednoSc¢u u p € M, tada za bilo koji
presek t od E, Vy t i Vy,t, takode, imaju istu vrednost u p. Moze se definisati apsolutni
diferencijalni kolicnik (Vyt) preseka od E s obzirom na tangentni vektor od M u p. Za
X € T,M, Vy:T'(E) > E,.

2) Za preslikavanje Vy: I'(E) - E, (X € T,M), Vxt, = Vxt,, vrednosti na presecima t, i t, na
parametrizovanoj krivoj na M koja je tangentna na X su iste. Povezanost je lokalno data
skupom diferencijalnih 1-formi.

Definicija 4.1.5.

Neka je U koordinatna okolina od M sa lokalnim koordinatama x!, 1 <i <m. Neka je
izabrano n glatkih preseka t, (1 <a <n) od E na U, tako da su oni linearno nezavisni
svuda. Takav skup od n glatkih preseka se naziva lokalna baza (local frame field) od E na
U. U svakoj tackip € U, {dx’ ® t,,1 < i <m,1 < a < n} formira bazu tenzorskog proizvoda

T; ® E,.

Napomena 4.1.6.
Posto je 't, lokalni presek na U raslojenja T*(M) ® E, moZe se pisati

Vt, = Z rfdx' @ tg, (4.3)

m
wf = ) rhdx! (4.4)
i=1
Tada se (4.3) moZe zapisati u obliku
n
Vt, = Z wh @ ty. (4.5)
p=1

U nastavku se uvodi matricna notacija, radi kraceg zapisivanja i lakSeg raCunanja. Neka je
sa S oznacena kolona matrica koju cCini lokalna baza, a sa w je oznacena matrica sa

ty wl - ol
SZ[E], wZ[E ] (4.6)
tn wl n

Tada se (4.5) moZe zapisati u matricnom obliku
VS=w®S. 4.7)

elementima wf, tj.

Matrica w je matrica povezanosti, koja zavisi od izbora lokalne baze.
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Napomena 4.1.7.
Ako je S’ = [t1, ..., t;,]T neka druga lokalna baza na U, pretpostavlja se da je

S'"=A-S, (4.8)
gde je
a% see a{l
A= :
a’}l see a;”ll

U matrici A su a{ glatke funkcije na U i neka je detA # 0. Neka je matrica povezanosti V s

obzirom na lokalnu bazu S’ oznadena sa w'. Tada se iz uslova Definicije 4.1.1. dobija da je
VS'=dAQ®S+A-VS={dA+A - 0)®S={A-AT+4-w-A)KRS". (4.9)

Stoga je
w=dA-A"'+A4-w-A"1 (4.10)

Formula (4.10) predstavlja transformacionu formulu matrice povezanosti pri promeni lokalne
baze.

Teorema 4.1.8.
Povezanost uvek postoji na vektorskom raslojenju.

Dokaz

Neka je dat koordinatni pokriva¢ {U,},c4 0d M. Kako su vektorska raslojenja trivijalno
lokalna, moze se pretpostaviti da postoji lokalna baza S, za svako U,. Zbog dobijanja
lokalne strukture povezanosti treba konstruisati matricu w, reda n x n na svakom U,, tako
da konstruisane matrice zadovoljavaju (4.10) pri promeni lokalne baze. MoZe se
pretpostaviti da je {U,},ca lokalno konacan i {g,},c4 j& odgovarajuca particija jedinice,
takva da supp g, € U,. Kada je U, N Uz # @, tada prirodno postoji nedegenerisana matrica
Aqp glatkih funkcija na U, N U takva da je

Sa - Aa,B : S[g, detAa[g # 0. (411)
Za svako a € A, bira se proizvoljna n x n matrica ¢, diferencijalnih 1-formi na U,. Neka je
peA

gde su izrazi u sumi po g sa U, N Ug # @ jednaki nuli . Tada je w, matrica diferencijalnih
1-formi na U,. Treba samo pokazati da vazi sledeéa transformaciona formula za
U, NUg #+ @

Wo = dAqp - Agp + Aap - 0p - Agp. (4.13)
Ovo ¢e biti uradeno direktnim raCunanjem. Prvo treba razmotriti da kada je
U, NUg N U, # @, sledeca formula je taCna u preseku: A,z - Ag, = Agy -

Na U, NnUg # @, vazi da je

Aap  wp - Aqp = Z Iy Aap * (dApa - Apa + Ay - @y - Agy) - Agp =
UaNUgNUy, #0
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= W — dAgp - Agp.

Sto je i trebalo pokazati. Iz prethodnog se moze videti da postoji velika sloboda u izboru
povezanosti. m

Teorema 4.1.9.
Neka je V povezanost na vektorskom raslojenju E i p € M. Tada, postoji lokalna baza S u
koordinatnoj okolini od p, tako da je odgovarajuca matrica povezanosti w nula u p.

Dokaz
Neka je izabrana koordinatna okolina (U; xi) od p takva da je x‘'(p) =0, 1 <i < m. Neka je

S’ lokalna baza na U sa odgovaraju¢om matricom povezanosti o' = [w’g], gde je
m

Wwh= Il (4.14)
i=1
a F’gi su glatke funkcije na U. Neka je
m
af = 6° — Z '8 (p)xi. (4.15)

i=1

Tada je A = [aﬁ] identiCka matrica u p. Stoga, postoji okolina V < U od p, takva da je A

nedegenerisana na V. Dakle,
S=A-S' (4.16)

je lokalna baza na V. Posto je dA(p) = —w'(p), iz formule (4.13) se dobija da je
w@P)=[dA-A7T+A -0 -A)(p)=-w'(p)+w'(p) =0 (4.17)

Stoga je S trazena lokalna baza. m

Definicija 4.1.10.
N =dw — w A w je matrica krivine povezanosti V na U.

Napomena 4.1.11.

Neka su X i Y dva proizvoljna tangentna vektorska polja na M. Tada matrica krivine
definiSe linearnu transformaciju R(X,Y) iz I'(E) u I'(E). Neka su X,Y € T,M p € U. Tada se
mozZe definisati linearna transformacija R(X,Y) iz vlakna 7=1(p) u n~*(p) pomocéu matrice
krivine 2. Neka je t € m~(p). Koristeci lokalnu bazu S, = [t4, ..., t,]T vektorskog raslojenja
E na U, t se moZe izrazitikao t = ¥;_; 2%t,l,, A* € R. Neka je

n
R(X,Y)t = Z A%X AY, .Qg)t[glp. (4.18)
a,f=1

Posto se 2 = [95] transformiSe prema formuli 2’ =A-02-A™1, pri promeni lokalne baze,

(XY, Qg) je (D-tenzor na linearnom prostoru =~1(p). Stoga R(X,Y), koja je definisana u

(4.18), je linearna transformacija iz 7 '(p) u m *(p) nezavisna od izbora lokalnih
koordinata.
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Napomena 4.1.12.
Neka su X i Y dva glatka tangentna polja na glatkoj mnogostrukosti M, tada je R(X,Y)
linearni operator naI'(E): zasvako t e I'(E), p € M,

(R, NO)(p) = R(X,, Yy )ty (4.19)

Operator R(X,Y) ima sledece osobine:

1) R(X,Y) = —R(Y, X).

2) R(fX,Y) = f - R(X,Y).

3) R(X,Y)(ft) = f - (R(X,Y)t), gde su X,Y € I'(T(M)), f€c>(M), teTl(E). R(X,Y) se
naziva operator krivine povezanosti V.

Teorema 4.1.13.
Neka su X i Y dva proizvoljno izabrana tangentna vektorska polja na mnogostrukosti M.
Tada je

R(X,Y) = VyVy — Wy Vx — Vixy)- (4.20)

Dokaz

Pos&to su apsolutni diferencijalni koli¢nik i operator krivine lokalni operatori, treba razmatrati
operacije u (4.20) sa leve i desne strane na lokalnom preseku. Neka se t € I'(E) moze
lokalno izraziti u obliku t = }7_, 1%t,. Tada je

n

n
Vyt = Z XA%* + Z AB(X, wg) | ta, (4.21)

a=1 B=1

Vy Vgt =

Z Y(X2A%) + Z(X/lﬁ(y, w§) + Y25 (X, wf)) + Z MY (X, wf) + Z (X, )Y, wff) | ¢ ta
a=1 p=1 y=1

p=1
Stoga je
vayt - Vyvxt =
n
Z [, ma+21ﬁ ([X, Y], 0f) + (X A Y, dwf — Zw Aoy | bty =
a=1 B=1 Y=
n
=Vxn + Z X AY, 05, (4.22)
a,f=1

tj. vazi da je

R(X, Y)t - vayt - Vyvxt - V[va]t. |

Teorema 4.1.14.
Matrica krivine 2 zadovoljava Bjankijev identitet.
dl=wAN -0 Aw. (4.23)
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Dokaz
Na obe strane jednakosti 2 = dw — w A w se primenjuje spoljasnje diferenciranje:
dl=—-doAw+owohdo=—Q+wvA)Ao+wAQ+wAw) =
=—NANw+wAdn

Definicija 4.1.15.
Ako presek t vektorskog raslojenja E zadovoljava uslov
Vt =0, (4.24)

tada je t paralelni presek.

Definicija 4.1.16.
Neka je ¢ parametrizovana kriva u M, a X je tangentno vektorsko polje duz c. Ako presek t
vektorskog raslojenja E na ¢ zadovoljava

VyC =0, (4.25)
tada je t paralelan duz krive c.
Napomena 4.1.17.
Neka je kriva ¢ data u lokalnoj koordinatnoj okolini U od M sa x‘'=xi(r), 1<i<n.
Tangentno vektorsko polje od ¢ je x = 37, 42

=1 gr gxi’
t = Yn=1 A%t, paralelni presek duz c akko zadovoljava sledeci sistem jednacina:

Neka je S lokalna baza na U. Tada je

n

dA® dxt
= — a B =
(Xa Vt) Z d,l_ + IBZ I—,Zgl d,l_ A ta 01
,L

a=1

§.

a L
%+qui’;aﬁ=o, l<as<n (4.26)
B

Posto je (4.26) sistem obicnih diferencijalnih jednacina, jedinstveno re$enje postoji za bilo
koje pocetne uslove. Dakle, za bilo koji dati vektor v € E, u tacki p € c, odredeno je
jedinstveno vektorsko polje paralelno duz c, koje se naziva paralelnim pomeranjem od v
duz c. Ocigledno je da paralelna pomeranja duz c definiSu izomorfizam izmedu vlakana
vektorskog raslojenja E u razli¢itim tackama na c.

Napomena 4.1.18.
Povezanost V vektorskog raslojenja E, takode indukuje povezanost (koja se takode
oznacava sa V) na dualnom raslojenju E*. Neka je t € I'(E), t* € '(E*), i par (t,t*) je glatka
funkcija na M. Tada je indukovana povezanost V na E* odredena jednacinom

d(t,t*) = (Vt,t*) + (t,Vt*), (4.27)

gde (,) na desnoj strani oznacava uparivanje elemenata iz E i E*. Neka t, (1 <a <n)
predstavljaju lokalnu bazu na E, i neka je dualna lokalna baza na E*, t*# (1 < g < n), .
(tg tF) = 6F. (4.28)

Neka je
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n
ek = W@ (4.29)
y=1

Tada iz (4.27) vazida je
W = (Vtg,tF) = (£, Vt'F) = —w°E.

Stoga je

n
vk = — Z Wb @t (4.30)
a=1

Ako je presek t* od E* izraZen lokalno t* = Y7 _, x,t*%, tada se iz (4.30) dobija

n n

Vt* = Z dx, — Z x[gwg R t**. (4.31)

a=1 B=1

Prethodne teoreme u ovom podnaslovu su se odnosile na opSte povezanosti, a u
nastavku rada ce biti razmatrane povezanosti na TM, koje se joS nazivaju i afinim
povezanostima, a mnogostrukost sa datom afinom povezano$éu se naziva afin povezani
prostor. Iz prethodnog opSteg razmatranja 0 mnogostrukostima, proizilazi da afina
povezanost obavezno postoji na M.

Napomena 4.1.19.
Neka je (U;x?) bilo koji koordinatni sistem na M. Tada prirodna baza {ti = %, 1<i< n}

formira lokalnu bazu tangentnog raslojenja TM na U. Tada je

gde su I},{ glatke funkcije na U, koje se nazivaju koeficijentima povezanosti V s obzirom na
lokalne koordinate x.

Napomena 4.1.20.

Koeficiienti I}, ne zadovoljavaju transformaciono pravilo za tenzore. Zato se definise
velicina

Ty = T = T (4.33)
. 0 .
T =T}, 7 © dx' ® dx®. (4.34)

koja je (;)-tenzor koji se naziva tenzorom torzije afine povezanosti V. 1z (4.33) sledi da su
komponente tenzora torzije T kososimetricne s obzirom na donje indekse, tj.
Tp = —T: (4.35)

T se moze posmatrati kao preslikavanje iz I'(TM) xI'(TM) u I'(TM). Neka su X i Y
proizvoljna tangentna vektorska polja na M. Tada je T(X,Y) tangentno vektorsko polje na
M, u lokalnim koordinatama dato u obliku

.0
T(X,Y) = TEX'Y? Fp (4.36)
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T(X,Y) = VY — VyX — [X,Y] (4.37)

Definicija 4.1.21.
Ako je tenzor torzije afine povezanosti jednak nuli, povezanost je bez torzije.

Napomena 4.1.22.
Afina povezanost bez torzije uvek postoji. Koeficijenti I“l,’( povezanosti V odreduju
koeficijente povezanosti bez torzije V na sledeéi nacin:

(F’ +1)) (4.38)
Bilo koja povezanost se moze predstaviti kao suma tenzora torzije povezanosti bez torzije.
J= lreap 439
Ije = =5 Tij + 1 (4.39)
Zapisano u obliku vektorskih polja
1 -~
VyZ = ET(X, 7) +VyZ (4.40)

Teorema 4.1.23.
Neka je V afina povezanost bez torzile na M. Tada za svaku tacku p € M postoji lokalni

koordinatni sistem x‘ takav da su odgovarajuci koeficijenti povezanosti I},{ jednaki nuli u p.

Dokaz
Neka je (W; w') lokalni koordinatni sistem u p sa koeficijentima povezanosti I“i,'(j . Neka je
xt= !t + ;I—;k] (w’ wf(p)) (w - wk(p)) (4.41)
Tada vazi
i 2,1
j;j 7 =6 % = I (p). (4.42)
D D

Stoga je matrica [—] nedegenerisana u okolini od p, a (4.41) omogucava promenu lokalnih

koordinata u okolini od p. Formula za transformaciju koeficijenata povezanosti I“k pri
promeni koordinata je
dw’ dxP oxT 9%x?  dw’

Fi I;’T 0x9 dw! dwk awiawk 9xP (4.43)

Iz (4.43) se dobija da koeficijenti povezanosti I“k u novom koordinatnom sistemu x*
zadovoljavaju sledece:
[(p)=0, 1<ijk<mnm

Teorema 4.1.24.

Neka je V povezanost bez torzije na M. Tada vazi Bjankijev identitet
Rz]kz nt Rl]lhk + Rl]hkl =0 (4.44)

Dokaz
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Iz Teoreme 4.1.15. vaZi da je d2} = w¥ A 0] — 0 A w], odnosno

OR j
% ”;l dx" Adx* Adxt = (I"psz)kl — I"] | RD)dx™ Adx® A dxt.

Stoga je

Rl pdx™ Adx* adx! = —(LF RL, — PR}

- Jep)dx" A dx* A dxt =0,

gde je u poslednjoj jednakosti kori§¢ena osobina povezanosti bez torzije. Dakle vazi da je
(Rlin + Rl e * Rl )dx™ Adx* Adx! =0, (4.45)

Posto su koeficijenti u (4.45) kososimetri¢ni s obzirom na k, [, h, vazi
j) j) j)
Rixin + Rinx + Ripg, =0.m

4.2. Kristofelovi simboli prvog reda®

Dati simboli su dobili naziv po Elvinu Brunu Kristofelu, nemac¢kom matematicaru i
fiziCaru, jer je on za odredene kombinacije parcijalnih izvoda uveo posebne oznake. Dati
koeficijenti predstavljaju izvode potencijala gravitacionog polja, ¢ime se manifestuje
gravitacija kroz zakrivljenost mnogostrukosti.

Vaze jednacine prelaza sa jednog sistema koordinata na drugi, tenzora g, i g,

. 0x® dxP
Girv = 9a ok g

Data jednacina ce biti diferencirana po x'?

09uv _ 99ap 0" 9x® dxF Gup 92x*  9xF L oxe 92xP (446

ox'o 0xY 0x'? dx'H ox'v 0x'?dx'"* dx'V  Ox'Hdx'°dx'v
Vellcme ~ se ne transformiSu kao tenzori. Ciklicnom permutacijom indeksa p,v, o

odnosno a, f, y se dObIja

09vs _ 99y 0x* dxP ax” . 9%xP  oaxv N axP  92xY a4

ox'# 0x® dx'" dx'v dx'c Ox'Hdx'V dx'® 0Ox'V dx'Hox'®

99ou _ 99ya dxP ax¥ 9x« . 9%xY  9x“ L oxr 92x®  (a4s)

dx"vV  9xB 9x'Vox'° dx'H Y&\ 9x'vax'e dx'*  9x'° dx'Vox'H

Kada se saberu (4.46) i (4.47) i od njihovog zbira oduzme (4.48), a zatim se dobijena
jednacina podeli sa 2, dobija se:

1 <6glw L 990 ag!m> _
2

ox'c  Jdx'®  ox"

Detaljnija objasnjenja Kristofelovih simbola prvog reda mogu se pogledati u [20], [3], [8]. Drugaciji dokaz za
Bjankijev identitet se moZe pogledati u [20].
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OxY 0x* 0xP 1 (0ges 09p, 09y 0%2x%  9xP
= - + — + g 4.4
0x' 0x'* 0x" 2 ( axv  ax®  0xF ) 9P x'oax' oxv (4.49)
Uvode se sledeée oznake:
_1(09  09ve Ogou
=3+ P S}, (450)

Veli¢ina I3, , se naziva Kristofelov simbol prve vrste.

Iz definicije od I3, , se dobija da je Kristofelov simbol prve vrste simetriCan u odnosu
na prva dva indeksa, tj.
Iopy = Ligy (451)

Na osnovu (4.50), jednacina (4.51) se moze napisati u obliku:

. [0x¥ 0x“ 9%x% '\ axF
four = \gara gam v ™ 946 Gragw ) g (452)

Sto predstavlja zakon transformacije ovih simbola. Ako se izvrSi kontrakcija dobijenog

. ax'V . . . axBoax"™ _ B .
izraza sa —— i uzme u obzir da je -=7—— = &, , dobija se
. 0x"™ _ 0xY 0x“* 0%x*
IG5y 9x7 _ 0x' 9x'* Lyan * Gan X' OxH (4.53)

4.3. Kristofelovi simboli drugog reda®®

Dati simboli se uvode tako $to se izvrSi kontrakcija sa metrickim tenzorom g*”

Ie = 9"y (4.54)

Kada su poznati Kristofelovi simboli drugog reda I“ayﬁ, mogu se naci Kristofelovi simboli
prvog reda:

3 — — — § —
[p9ey = 9 apn9ey = lapn9®" 9y = apnSy = lapy- (4.55)
Zbog simetrije I;,, =1I,,, sledi da je Kristofelov simbol drugog reda simetrican u

odnosu na donje indekse
(4.56)

Formula za transformaciju Kristofelovih simbola drugog reda pri prelasku sa jednog
sistema koordinata na drugi se izvodi na sledeci nacin:

Ly = 9"y e (4.57)
B 2,8 14
. . . 1o — ,6n ax'tox'e . ., _ [9x% 9x 9%x dx .
KoristeCida je g = g 528 oo | Lye = owioam lapy T 9ve S ) gore dobija se

16 Detaljnija objasdnjenja Kristofelovih simbola drugog reda mogu se pogledati u [20], [3], [8].
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[ = gon ox'* 0x'° <6x“ dxh - 0%x$ ) oxY _
9" 9x8 axn \ax'k ax *PY * 9ye ox'*ox" | 0x'®
ox'* Ox® dxF 9%x¢
=49 o 0xo 1 (axrﬂ dx'"v Fa[?y %3 axrﬂaxlv> -
_ [ 0x% oxP 0 0%x% \ox'T _
B ((%c—’ﬂax”’ lap * 9”9y 6x’“6x”’> axb

ox* dxP 0 92x? \ax'T
dx'H ox"v ap + dx'Hax"™ | 9x®

Zakon transformacije za Kristofelove simbole drugog reda, dat je slede¢om

jednacdinom:
. x® oxP o 9%xf \ox'T (4.58)
W\ axm axv P T gxmaxv ) 9xP '
Ako se izvrSi kontrakcija sa XX, o =, dObIja se
ax&  9x® oxP 0%x¢
Lk = rs, + . (4.59)

g 6x’T dx'H dx"™ ap + dx'Hdx"™

Napomena 4.3.1.

Kristofelovi simboli prvog i drugog reda, u opStem sluéaju nisu tenzori. Ako se posmatraju
samo linearne transformacije, drugi ¢lanovi u (4.53) i (4.59) postaju indenti¢ki jednaki nuli i
u tom slucaju su dati simboli kovarijantni i meSoviti tenzori treceg ranga. Dati simboli zavise
isklju¢ivo od metrike posmatranog prostora. Kada je posmatrani prostor Euklidov, u
pravouglim Dekartovim koordinatama sve komponente metrickog tenzora g,, Su
konstantne, pa su svi izvodi ovih veliCina jednaki nuli. Kako se u datom slucaju metricka
forma moze svesti na prostu sumu kvadrata diferencijala koordinata, zaklju¢uje se da u
Euklidovom prostoru postoji bar jedan sistem koordinata u kome su svi Kristofelovi simboli
prvog i drugog reda jednaki nuli.

Definicija 4.3.2.
U lokalnom koordinatnom sistemu, neka je x; = 8;, g;; = g(x;, x;) i [g¥] = [gij]_l, tako da je
g =Y g;jdx' ® dx’. Definide se ;i = ¥, g"g(V;0,,0;). Prethodnom formulom su definisani
Kristofelovi simboli povezanosti.
Napomena 4.3.3.
U prethodnoj definiciji je V; skracena notacija od V. Alternativna definicija za Kristofelove
simbole je data relacijom

V;0; = Z I¥ 0k

k

U nastavku ¢e biti pokazano da su prethodne dve definicije za Kristofelove simbole
ekvivalentne, tj. ako su Kristofelovi simboli na Rimanovoj mnogostrukosti (M, g) definisani
sall =%,9%g(V;0,.0,), i ako je I' definisano sa V;d; = X, [;¥9, tada je I;¥ = [}¥.

54



U I;lic =Zzg”g(\7jak,az) se zamenjuje V;0, sa szj,’glam, koristecCi linearnost od g i
definiciju g(dx, ;) = gi1, X1 9" grs = 8 dobija se

Ge= ) g a0m0) = Y Fho'ga = ) [ksh =T
l Im m

4.4. Kovarijantno diferenciranje®’

Geodezijske linije*® Rimanovog prostora obrazuju familiju krivih, odredenih na
invarijantan nacin zbog svojstva stalnosti intervala izmerenog duz bilo koje od krivih. Zato
date krive ne zavise od posebnih oblika sistema koordinata i predstavljaju jedinstvenu krivu
pri premestanju iz jedne taCke prostora u drugu. Tako se mogu koristiti za raCunanje
promene vektora ili tenzora iz jedne tacke u drugu, moze se zamisliti da se dati objekti
‘prenose” duz geodezijske linije, spajajuci te dve tacke. Neka je x neka tacka na

geodezijskoj liniji, a x + dx susedna tacka, takode na datoj liniji, i neka je A* = % jediniéni

tangentni vektor geodezijske linije. Neka je V# kontravarijantni vektor, njegov kovarijantni
oblik je V,, tada je V,V# skalar. Vektor V*(x + dx) odreduje rezultat prenoSenja V# iz tacke x

u tacku x + dx tako da %(W/l“) = %(ngwi) mora biti skalar, nezavisno od toga kakve
se dve taCke na geodezijskim linijjama posmatraju. Dato razmatranje dovodi do nekog
mesovitog tenzora drugog ranga, koji se naziva kovarijantnim izvodom od V¥,

Ubacivanjem u prethodni izraz, izraze za Kristofelove simbole prvog reda i jednacinu
geodezijske linije, dobija se:

d avy ag

%(‘g‘wyvlﬂ) = [g.uv 0x° VY axH‘: B FGT“‘gWVV] ATAE =
_ avy 09uv _
SN (7P 1

— aVV v v g
o LA

Leva strana date jednakosti je skalar, tada kada je na desnoj strani unutrasnji proizvod
kontravarijantnog vektora A°, kovarijantnog vektora 4, i veliCine Y 4 [ VY tenzor nultog
ax9 an

reda. Prema teoremi o koli¢niku, poslednja veli¢ina mora biti komponenta tenzora drugog
ranga kontravarijantnog po indeksu v i kovarijantnog po indeksu o. Dati tenzor se naziva

kovarijantnim izvodom vektora V# i oznaCava sa V‘;‘V, zapisuje se u obliku:

aVH
vE, = 7+ rpve. (4.60)

UnutraSnji proizvod kovarijantnog izvoda od V# sa jedini¢nim tangentnim vektorom A"
geodezijske linije je kontravarijantni vektor, koji se moze zapisati u obliku

'7 Detaljnije o kovarijantnom diferenciranju se moze pogledati u [20], [5], [4], [22].
18 Geodezijske linije ¢e biti uvedene i detaljnije objasnjene u 4.4.5
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Koy — dv* Hyro
Vi,AY = s + I VoA~ (4.61)
Prethodni vektor se naziva potpunim kovarijantnim izvodom polaznog vektora V#. Ako
se za vektor V# bira jedini¢ni tangentni vektor iz jednacine geodezijske linije, dobija se da je
potpuni kovarijantni izvod jediniénog tangentnog vektora jednak nuli. Na ovaj nacin se
dobija joS jedna definicija geodezijske linije, da su krive Ciji je potpuni kovarijantni izvod
jedini¢nog tangentnog vektora jednak nuli.

Invarijantnost duz geodezijske linije unutrasSnjeg proizvoda kovarijantnog vektora U, i
jediniénog tangentnog vektora, odreduje kovarijantni izvod U,,., od U,. Dato je

& (W) = [T+ g, | v

aU
u;v_axv L Us. (4.62)

Kovarijantno diferenciranje tenzora ranga veceg od jedan sastoji se u tome da se
obrazuje skalar pomo¢u unutradnjeg proizvoda tenzora i jedini€nog tangentnog vektora

geodezijske linije, a zatim se na dobijeni skalar primeni 2 Tada, ako je Y, kovarijantni
ds K
tenzor drugog ranga, veli¢ina Y,, 4#1" je skalar, dobija se

d v aY T T [V )%
%(Yﬂvlﬂl )= [a — — L[5 Y — L5 Y, | ATARAY.,

Zbog teoreme o koli¢niku suma veli€ina

ay,
Y,uv;a = WH: - I:I.‘L;)'YTV - I—;‘Z_YHT, (463)

je kontravarijantni tenzor treCeg ranga i predstavlja kovarijantni izvod od tenzora Y,

uv-
Kovarijantni izvod meSovitog tenzora drugog ranga X je dat sa
)&

Xk, = Ak — LAX] — LoX2. (4.64)

Kovarijantni izvod kontravarijantnog tenzora drugog ranga Z* je
azlv
zn, = i LtzZov — LAz (4.65)
Izjednacavanjem formula (4.63), (4.64), (4.65) sa formulama (4.60) i (4.62) pokazuje
da c¢lanovi, koji uklju€uju Kristofelove simbole u prve tri pomenute formule, zadovoljavaju
sledeca pravila: svaki kovarijantni indeks polaznog tenzora dovodi do pojave Clana, koji
sadrzi Kristofelov simbol, dati ¢lan je takvog oblika kao i odgovarajuéi ¢lan u kovarijantnom
izvodu kovarijantnog vektora. Svaki kontravarijantni indeks dovodi do pojave ¢lana,
analognog ¢lanu u kovarijantnom izvodu kontravarijantnog vektora.

Prethodno pravilo se o€uvava u slu€aju tenzora bilo kog ranga.

Vazan tenzor koji se moze dobiti iz kovarijantnog izvoda nekog zadatog tenzora
drugog ranga se naziva vektorska divergencija. Da bi se pokazalo kako se dobija vektorska
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divergencija, koristi se sledeci rezultat o sumi Kristofelovih simbola. Ako je g determinanta,
koja se dobija iz metrickih koeficijenata, po pravilu za izvod determinante vazi da je:

dg m 1 992
= E 1 = w I
% / (algebarskl kofaktor g;, u g) 99"
uu

agla agva aglv 1 agla
A== Ao < + _ ) —_ Ao —J49
v =29 g T axr T axe) 29 axv
Zato vazi da je

1100 _10J5_ o5
VT2 g0xv \/gaxv oxv

(4.66)

Neka je V* kontravarijantni vektor i V;ﬁ njegov kovarijantni izvod, tada je V;j11 skalar, koji
se naziva divergencijom od V2.
2

/A 7)4

ovt  10\g , 1 d(/gV?)
2 TR TG

T 9x \/gaxv \/5 dxV

Neka je T*¥ kontravarijantni tenzor drugog ranga i T;f{” njegov kovarijantni izvod, tada

(4.67)

se vektor T.g’l, asociran sa TH*Y, naziva vektorska divergencija. Formula za vektorsku
divergenciju ima oblik:

aTHA _ 1 a(/gm)

143 A A
dx? + T+ TH = \/5 dx?

Postoji i druga vektorska divergencija, koja se dobija kontrakcijom po prvom
kontravarijantnom indeksu tenzora T#", odnosno

1 o(gT™)

T;lv = NI, I}LTGA.

\/5 dx*

Date dve vektorske divergencije su jednake, ako je tenzor T*¥ simetri¢an, tj. njegove
komponente su takve da je T =TV*. U drugim sluCajevima, date dve vektorske
divergencije dobijene iz datog tenzora drugog ranga se ne poklapaju.

TH = + AT, (4.68)

4.4.1. Kovarijantni izvod kovarijantnog i kontravarijantnog vektora

Kao Sto je poznato, formule transformacije kovarijantnog vektora pri prelazu sa
sistema koordina S na S’, imaju oblik
,_ 0x“
(i rrd

Diferenciranje po x'V daje
v,  dV, dxP ax*
ax"v  0xBax" dx'*’

(4.69)

U

.- . . . )/
Iz (4.69) se vidi da drugi ¢lan naruSava tenzorski karakter veliine axflv' Samo u

v . . . . . . 0V, . Lo . av,
slu€aju linearnih transformacija, izvodi ax—‘; transformisali bi se kao tenzori. lako ax—‘; ne
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obrazuju tenzor, ipak pomocu njega moze se formirati tenzor. Ako se ranije dobijena
formula (4.58) pomnozi sa V;/, dobija se
<6x“ oxP 92x° >6x” <6x“ oxF 92%x°
I"I‘[VI — !

iy [ . Y Galiitlly [
Ox'™ dx™ B " gx'mox™ ) 9x T Ox'H dx™ P gx'maxv

)vg. (4.70)

Oduzimaijuci (4.70) od (4.69), nehomogeni ¢lanovi se potiru,dobija se

v, — av, P dx* dxB -
=W = (G = T66Ve) G e “71)

Iz ove jednacine sledi da se veli€ine ( I“[ng) transformiSu kao tenzori. Na taj

nagin, se do3lo do definicije kovarijantnog izvoda vektora V, po x#, koji se oznacava sa V. B

oV,

Vaig =55~ TesVe. (4.72)

Kovarijantni izvod V,.; kovarijantnog vektora V, pri prelazu sa jednog sistema
koordinata na drugi, transformiSe se, s obzirom na (4.71), po formuli
. 0x? oxP
WHV - dx'™ dx'v Va;[g.

Iz jednaline (4.72) se dobija da kovarijantno diferenciranje predstavlja uopStenje
obi¢nog diferenciranja. Slicno se mozZe definisati i kovarijantni izvod kontravarijantnog
vektora V*. Ako se pode od jednakosti V, = gaEVf , tada jednacina (4.72) uz koriS¢enje
(4.50), postaje

¢ ¢
Va;ﬁ = aa::.[(g FaQﬁVQ = % ﬁ(gefvg) - agaf gaf gvﬁ Faﬁ,fvg =
V8 1( _0ga; 0gas 0p: agaﬁ
h gaf@-FE(z axP  9xP  9x« 6xf>
ave

— 3 §
= Yas dxB + gafl;ggv = Yas (6 B + I}ggvg>

gas‘ o g - TpsaV* =

Ako se izvrSi kontrakcija poslednje jednacine sa g%, dobija se
oa — oa aVE + I"E V&‘ — ava + I" V&‘
9 ap — Y9 "YGas Ox [g Be Ox [g Be

Na ovaj nacin je definisan kovarijantni izvod kontravarijantnog vektora
ave

Vﬁ 9P

+ Ve,

Kovarijantni izvod kontravarijantnog vektora V' predstavlja meSoviti tenzor drugog
ranga i za njega se u literaturi koriste oznake: VgV i (V7).

4.4.2. Kovarijantni izvod tenzora

Pravila kovarijantnog diferenciranja vektora (tenzora prvog ranga) mogu se analogno
prosiriti i na tenzore bilo kog ranga.

U slu€aju tenzora drugog ranga vaze sledece formule:
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_ aQalaz

Qa1a2;ﬂ - axﬂ - Flilll.QEaz - Féz‘u,Qalga (473)
a1az aQa1az a1 nea a2 Naqe
Q™ = i T Q52 + I Q% (4.74)
o)
gf{f;ﬂ = axoiil - F&gl,u gz + Fg;ngcl- (4.75)

Kovarijantni izvod po x? meSovitog tenzora je

H1--Hs
Ui.ls 1. e Hi.-Hs _ pe Hi-Hs _ .. _T€ Hi.-Us
ay..arc 0x° Fa1GQ£a2...ar FazGQale...ar FaraQalaz...e +
U1 nEU2-Us Uz AH1EU3.. Us Us AH1.-E
+F£0' Qal...ar + F&‘O‘ Qal...ar +.. +F£0' Qal...ar' (4'76)

Kombinovanjem kovarijantnog diferenciranja sa algebarskim operacijama koje su
definisane ranije, dolazi se do formula analognih obi¢nom diferenciranju. Specijalno, kada
su V i W tenzori istog ranga sa istim brojem gornjih i istim brojem donjih indeksa, vazi:

1. Kovarijantni izvod tenzora pomnozenog proizvoljnom konstantom svodi se na
prosto mnozenje konstante i kovarijantnog izvoda samog tenzora
(kV)., = kV,, k = const. @477
2. Kovarijantni izvod sume tenzora sa konstantnim koeficijentima « i § jednak je sumi
kovarijantnih izvoda svakog tenzora:

(aV + BW)., = aV, + fW,,. (4.78)

3. Kovarijantni izvod direktnog proizvoda tenzora V i W izvodi se po Lajbnicovom
pravilu:

VW), =V, W + VW, (4.79)

4.4.3. Kovarijantni izvod fudamentalnog tenzora

1. Kovarijantni izvod kovarijantnog fudamentalnog tenzora g, ., identicki je jednak

nuli.
Na osnovu (4.54) i (4.73), kovarijantni izvod metrickog tenzora jednak je

— a90510(2 _Tre —T¢& — agaﬂxz -T +T —
Jajarn — Oxt al,ugsaz Hazga15 - OxH a o apay T

_ agalaz 1 agalaz agﬂaz agal,u 1 agazul ag,ual agazﬂ
=_—"N1% = + — - + —

OxH 2\ OxH 0x%* 0x%2 2\ OxH 0x%2 0x%*

) =0. (4.80)

2. Kovarijantni izvod meSovitog fudamentalnog tenzora takode je indenticki jednak

nuli. Ako se uzme u obzir da je

_ (0 p#FEv
s=0=l LI,

s obzirom na Cinjenicu da su Kronekelovi simboli §; konstante, onda se moze, na
osnovu (4.75) pisati

w; _ Oa, TE .9:° +To2ge _ 9, g2, +T;2, =0 (4.81)

Yaju — Oxk ~la;ude enYa, = Oxk T lagu ap = )
3. Na analogan nacin se moZze pisati da je kovarijantni izvod kontravarijantnog
fudamentalnog tenzora takode identicki jednak nuli. Naime, polazeéi od jednakosti
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ggf;u = (galﬁgﬁaz);ﬂ =0,

dobija se

9arpud” * Garpg” e =

Kako je, s obzirom na (4.80), g4, 5., = 0, sledi da je gal[ggﬁ"‘?ﬂ = 0. Ako se izvrsi
kontrakcija ovog izraza sa g#*, dobija se
9 9o, p9

Ba, _
U !

ili

e Baz _ _gap _

959 =9 “u=0.
Ova ¢injenica, da je kovarijantni izvod fudamentalnog tenzora identi¢ki jednak nuli,
veoma Cesto se koristi pri izraCunavanjima. Tako na primer, sledi da ako je
kovarijantni izvod bilo kakvog tenzora jednak nuli, onda je kovarijantni izvod
konjugovanog njemu tenzora, takode, jednak nuli. Na primer

0=g%V, =(@"%), =V

Vaznost operacije kovarijantnog diferenciranja proizilazi iz sledeéeg svojstva: ona
prevodi jedne tenzore u druge i u odsustvu gravitacije, tj. kada je FO‘:B = 0 prelazi u obi¢no

diferenciranje.

Tvrdenje 4.4.1.
Kovarijantni izvod Kronekerovog simbola jednak je nuli.

Dokaz
Zaista, na osnovu (4.75) se dobija
a8y
8y = axl; — T8y + Y08 =0Ty + ) =0.m

4.4.4. Paralelni prenos tenzora

Jedna od najvaznijih osobina afinog prostora je mogucnost da se dati vektor prenese
iz bilo koje tatke. Postavlja se pitanje kako se prenos vektora moze realizovati kada je
posmatrana oblast Q data u krivolinijskim koordinatama x!. Neka je dat vektor &, zadat
svojim koordinatama &4 u nekoj tacki M, i neka se prenosi dati vektor u neku drugu tacku
M,. U nastavku ¢e biti objadnjeno kako ¢e se izmeniti &, da bi u lokalnom okviru tacke M;,
one odredivale prethodni vektor ¢,. Bitan je neprekidan prenos vektora &, po nekoj krivoj
M,M,, pri ¢emu se posmatra neprekidna promena njegovih koordinata & na svakom
beskona¢no malom segmentu krive.

Neka je kriva M,M,; zadata parametarskim jednac¢inama x!=xi(t) (i=1,..,n),
to <t <t;, gde su x!(t) neprekidno diferencijabilne funkcije. Koordinate & datog vektora
zavise od parametra t, tj.

&6 = &5(2). (4.82)

Kako su funkcije x‘(t) neprekidno diferencijabilne, dobija se da su duz krive vektori
lokalnog okvira x;(x?, ..., x™), to znaci i &, neprekidno diferencijabilne funkcije po t. U tacki
M(t), s obzirom na lokalni okvir, ¢, se piSe u obliku
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& = E(®)x;(xt, ..., x™). (4.83)

Diferencirajuci prethodnu relaciju po t, pri {, = const, dobija se:
0= dfixi + fidxi. (484)

Da bi se razumeo prethodni rezultat moraju se vektori dx; predstaviti preko vektora
lokalnog okvira. Prema formuli totalnog diferencijala, dobija se
doe;(x?, .., x™) = x;;dx, (4.85)

gde je
_0%x(xt, . x™)
B oxiox/

xij

Vektori x;; koji su definisani u svakoj tacki oblasti Q) (a ne samo duz posmatrane krive)
mogu se razloziti po vektorima lokalnog okvira x; u datoj tacki:
Xij - Fi}‘xk. (486)

Sa I"i}‘ su oznaceni koeficijenti razlaganja. Iz x;; = x;; dobija se
L¥ =rk. (4.87)

I;¥ zavisi od tacke, gde se vrsi razlaganje (4.86), jer je
GE(M) = IF(xt, . x™). (4.88)

Zamenijujucéi (4.86) u (4.85), dobija se:
dx; = L¥xpdx/,

nakon ¢ega jednakost (4.84) dobija osnovni oblik:
0 = d& xy + Ifx&dx/.

Zbog linearne nezavisnosti vektora x;, njihova linearna kombinacija koja je jednaka
nuli oznadava da su i svi njihovi koeficijenti jednaki nuli, dobija se d&* + I[¥¢'dx/ =0,
odnosno

dék = —Lk&ldxl, (4.89)

Formula (4.89) je formula paralelnog prenosa vektora u beskona¢no malom. Ona
reSava pitanje: ako u datoj tacki M(x!) vektor ima koordinate &, kakve ¢e koordinate imati
vektor u beskonacno bliskoj tacki M’ (x! + dxt)?

Odgovor na dato pitanje nece biti dat taéno, vec koriste¢i beskonaéno male viSeg
reda. Diferencijalne koordinate &* se izraZavaju pri prelazu sa M na M'. d¢* linearno zavise
i od datih koordinata ¢' i od diferencijala dx' koordinata tadaka. Koeficijenti I} sluZe da se
pomocu njih povezu vektori iz M sa vektorima iz M', odatle i potiCe naziv “koeficijenti
povezanosti”. Da bi dobijena formula (4.89) mogla da se primeni na prenos vektora po
konaénoj krivoj M,M,, mora se integraliti sistem odgovarajucih diferencijalnih jednacgina. U
specijalnom slucaju, kada su x* afine x(x*,..,x™) = x’e;, x; = e;, x;; =0 iz (4.86) sledi
L =0.
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Obrnuto, ako su u bilo kom krivolinijskom koordinatnom sistemu I“i}‘(xl, ..., x™) identicki
jednaki nuli, to iz (4.86) sledi da je x;; = 0, x; = const. Ako se oznadi x; = e;, dobija se

x = x'e; + xo.

Takav izraz za radijus-vektor (gde je x, = const) pokazuje da su xi-afine koordinate.
Na ovaj nacin je pokazano tvrdenje:

Tvrdenje 4.4.2.
U posmatranoj oblasti 2, da bi krivolinijske koordinate bile specijalni slucaj, prostoafinih,
potreban i dovoljan uslov je da su u tim koordinatama 1}-}‘ indenticki jednaki nuli.

4.45. Geodezijske linije™

Geodezijske linije u prostoru afine povezanosti imaju pribliznu ulogu kakvu imaju prave
linije u afinom prostoru. Imaju istu osnovnu karakteristiku - konstantan pravac.

Definicija 4.4.3.
Kriva u prostoru afine povezanosti se naziva geodezijskom, ako svaki vektor & (= 0), koji je
tangentan na datu krivu u bilo kojoj taCcki M,, ostaje tangentan na nju pri paralelnom
prenosu duz nje. Neka je geodezijska linjja zadata jedna¢inama x* = x'(t), a <t < b, gde
su x‘(t) dva puta neprekidno diferencijabilne funkcije i neka je £i(t) tangentni vektor koji se
paralelno prenosi duz geodezijske linije. Zbog kolinearnosti tangetnih vektora u svakoj tacki
krive, moze se pisati:

dxt

dt

= adé, (4.90)

gde a = a(t) zavisi od tacke na krivoj i nigde nije jednak nuli, u suprotnom bi dd—xti bili jednaki

nuli istovremeno, Sto se isklju¢uje kao slucaj.uvek se moze preci na takav parametar t duz
geodezijske linije, tako da koeficijent a bude identiCki jednak jedinici. Za to je dovoljno staviti
daje t = [ a(t)dt, tako da je

dt = a(t)dt, (4.91)
zato formula (4.90) dobija oblik
e (4.92)
a7 & .

Definicija 4.4.4.

Parametar t na geodezijskoj liniji za koji je d—’i paralelno prenosiv tangentni vektor, naziva
ey dxt . . x .

se kanoni¢kim parametrom. Uslov da se vektor d—’i paralelno prenosi duz zeljene krive,

istovremeno oznalava da je kriva geodezijska i da je t na njoj kanoniCki parametar.

. dxt .
Primenom formule paralelnog prenosa na vektor d—’i, dobija se:

19 0 geodezijskim linijama se moze detaljnije pogledati u [20],[16], [22].
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deljenjem sa dt, dobijaju se diferencijalne jednacine geodezijskih linija
d?xk . dxtdx/

dr2 1y dr dr

(4.93)

S obzirom na kanoniC¢ki parametar.

Tvrdenje 4.4.5.
Jednacine geodezijskih linija (4.93) ne menjaju svoj oblik pri proizvoljnim transformacijama
koordinata, kovarijantne su.

Dokaz

Jednacine geodezijskih linija zadovoljavaju jednacinu (4.93) gde je T neki parametar uzet
duz trajektorije. Oba izraza zajedno u ovoj jednacini imaju tenzorski karakter (tenzor prvog
ranga), dok pojedinacno uzeti nemaju tenzorski karakter. Ovo ¢e biti dokazano direktno.
Jednacina (4.93) je invarijantna u odnosu na proizvoljne transformacije koordinata x"* — x*.
Moze se pisati:

d?x'’* d [0x'* dx® ox'* d?x®  9%2x'% dx*dxP
—_—=— = + . (4.94)
dt? dr\ 0x® dt 0x® dt?2  9x%0xP dr dt
U izrazu za Kristofelove simbole drugog reda
k= 0x* dxP ax'™ o 0%xP 0x'T (4.95)
U 7 ox'ax'ioxP B 9x'idx'i oxP ' '

. . . N , . ax'k gxP
transformi$e se nehomogeni ¢lan. Diferenciranjem jednakosti =— —

dxP ax'J
ox'® 9%xP . dxP dx? 9%x'* B
dxP dx'idx"7  dx'J dx' dxPIx®

= &} po x'*, dobija se

Zbog toga se (4.95) moZe zapisati u obliku:
" dx'® ax™ ax? , O0xP 0x? 9%x'*
rr =

U7 9xP ax'iax'l T 9x'i ox'i dxPax® '

koji se dalje moze zapisati u ekvivalentnom obliku
" dx'tdx" _ 9x'* p dx® dx?  9%x'* dx®dxP
U dxT dxt  9xP 0 dr dtr 0xPdx? dr dtr’

(4.96)

Sabirajuci (4.94) i (4.96) dobija se da leva strana jednakosti predstavlja tenzor prvog ranga
(vektor), tj.

d2x'* " dx'"dx" _ dx'* (dzx“ , axt dx9>

_— T/ = + -
dt? UodxT dxT 0x*\ dt? % dr dr (4.97)

Jednacina (4.91) je kovarijantna. Kako je ova jednacina tenzorske prirode, na osnovu
principa opSte kovarijantnosti, da ako je ona zadovoliena u jednom sistemu
(lokalno-inercijalnom), tada ona vazi i u proizvoljnom gravitacionom polju.m
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Da li geodezijske linije postoje zavisi od toga da li postoje reSenja diferencijalnih
jednacina kojima su zadate geodezijske linije.

Funkcije x*(t) posmatraju se kao nepoznate. Drugi izvod svake nepoznate funkcije je
ovde izrazen preko samih nepoznatih funkcija (koje ulaze kao argumenti u I“i}‘) i preko
njihovih prvih izvoda. Postoji specijalan slu¢aj kanoni¢kog sistema obi¢nih diferencijalnih
jednacCina. ReSenje takvog sistema je na jedinstven nacin odredeno potencijalnim
vrednostima nepoznatih funkcija, i svih njihovih izvoda izrazenih, u diferencijalnim
jednacginama. Mogu se proizvoljno zadati vrednosti nepoznatih funkcija x* i njihovih prvih

. dxk . . .
|zvodad—xT za bilo koju pocetnu vrednost parametra t:

. [dxt .
(x}) = a‘,( ) = bt. (4.98)
T=Tgo dt et

=0

Prema opStoj teoremi o0 egzistenciji reSenja, moze se utvrditi da u nekoj okolini
vrednosti T = 1, postoje i na jedinstven nacin su odredene funkcije x‘(t) koje zadovoljavaju
sistem diferencijalnih jednacina (4.92) i poc¢etne uslove (4.98). Za neizotropne geodezijske
linije, duzina luka s sluzi kao kanoniCki parametar, a svi ostali kanonicki parametri T se od s
razlikuju samo zbog mnozenja konstantom. Geodezijske linije, s obzirom na parametar s,
imaju diferencijalne jednacine

d’x*  dx'dx!
ds2 ~  U'ds ds’

(4.99)

Teorema 4.4.6.
Geodezijska linija, koja prolazi kroz datu tacku M, u izotropnom pravcu, bi¢e izotropna na
celom svom toku.

U nastavku ce biti razmotren problem izraunavanja varijacije duzine luka proizvoljne
neizotropne krive u Rimanovom prostoru, koji je oznacen sa V,,. Data kriva
x'=xi(t) (t; <t <t,) (4.100)

se varira i uklju¢ena je u nekoliko familija krivih
x'=xi(t,a) (t; <t <t,) (4.101)

koje zavise od parametra a. Na ovaj nacin, za odredenu vrednost «a, jednacine (4.101) se
poklapaju sa jednacinama (4.100). Pretpostavka je da za t; <t <t, i u tom intervalu
variranja®, koji prolazi kroz a, funkcije x!(t,a) su dva puta neprekidno diferencijabilne.
DuZina krive iz familije se racuna prema formuli

t2
dxtdx/
s = f 9ugq¢ ar
t1

2% O varijaciji duzine geodezijske linije se moze pogledati u [7].
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Prema dogovoru se oznacavaju parcijalni izvodi po t simbolom d, a parcijalni izvodi po
a simbolom §. Dobijena duzina s krive iz familije krivih zavisi od izbora date krive, tj.
parametra a. IzraCunava se varijacija duzine krive s, tj. njen izvod §s po argumentu a:

ty - t o dxidxj)
dxtdx/ 9i7dt dt

8s = j 8 |9 dX; dji j dt ,dt = d (4.102)
dxdxi
9ij~dt ~dt

Pretpostavka o neizotropnosti krive, duzini luka koja varira je veoma vazna, jer bi u
suprotnom imenilac podintegralnog izraza,koji je jednak 2%, bio jednak nuli.

dxtd v " . .
ObicCan izvod § od invarijante g;; dx d—xt, moze se zameniti odgovarajuéim apsolutnim

diferencijalom D (pri beskona&no malom pomeranju po liniji a pri konstantnom t):

dxtdx/ - dx'dx/ dxtdx/ dxt _ dx/
(‘g” dt dt) (‘g” dt dt>_g”D a ac "9 e Par T
= 2g, 5 (4.103)
Ydt  dt '

Ovde su koridéene jednakosti D gij =01 g;; = g;i- Zbog poslednje jednakosti mogu se

objediniti dva dobijena ¢lana. Zapisano u prosirenom obliku 5d—’d:

5dxj_5dxj I“’dp(Sk—d(Sf I“’(S dxp_D(ij
dr 0 ar ke gr 0% T g0 Tk T T T

U procesu transformisanja je izmenjen redosled parcijalnih izvoda d i §, ispermutovani
su donji indeksi u I, kp, dato vazi jer je Rimanova povezanost bez torzije. Sa D je oznacen

apsolutni diferencijal, koji odgovara beskonacno malom pomeranju dt po krivoj iz familije
krivih (pri konstantnom «).

Sada (4.102) dobija oblik
5 dxtdx’\ dxt DS6x!
Yi“ar ~ac )~ “997ar "ar
Vraéanjem na formulu (4.102), i zamenom brojioca sa dobijenim izrazom, a imenilac
sa 2% . Kao rezultat se dobija
ty e
ds j 9ij 3 Déx/dt. (4.104)

t1

Prosirivanjem dejstva simbola D na svaki podintegralni izraz i oduzimanjem rezultata

zbog ovog dodatnog ¢lana, dobija se:
ty t2

dxt dxt .
55:] 9ii g5 &x’ dt—jgi,-Dgfsx’dt. (4.105)

ty t1
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Pod znakom prvog integrala je apsolutni diferencijal D od invarijanti. Zbog toga, se on
moze zameniti sa obi¢nim diferencijalom d. Integraljenjem se dobija:

i

t2
B dx ; dxt ;
0s = gijg(Sx 2— gijg(Sx 1—jgijD
t1

Brojevi 1 i 2 u (4.106) oznacavaju da se odgovarajudi izrazi raCunaju za t =t, i t = t,,
ti. u pocCetnoj i krajnjoj tacki krive. Kada se od date krive iz familije krivih sa odredenom
vrednoScu parametra a, prede na beskonacno blisku krivu a + da, pri ¢emu svaka tacka
krive a prelazi u taCku krive a + da, sa istom vrednoS¢u t, vektori za beskonacno mala
pomeranja tacke su dati sa 6x!(t,a). Zato su integraljeni ¢lanovi projekcija vektora

dxt
y Sxldt. (4.106)

S

. . ; T dxt . . . .
beskonacno malog pomeranja §x’ na jedini¢ni vektord—’; na pocetku i na kraju krive.

Ako se krajevi krive koja varira fiksiraju, tj.
x'(t;, @) = const, x'(t,, a) = const (4.107)

pri promeni a, 6x! na krajevima krive je nula, integraljeni ¢lanovi nestaju i (4.106) dobija
oblik

xt
6s = — j 9i;D —S(Sx’dt. (4.108)

Neka je posmatrana kriva u (4.90) konstantne duzine. Pod datim se smatra da
variranjem date krive na proizvoljan nacin, ali pod uslovom da se krajevi ne pomeraju, uvek

se dobija §s = 0. Tada iz (4.108) se dobija fttf 9D %5xjdt =0, pri svakom izboru ‘;—’Z,
neprekidno diferencijabilna funkcija po t. Po osnovnoj Lemi varijacionog racuna, sledi
izjednac¢avanje sa nulom datih funkcija po t, koji su koeficijenti za §x/ pod znakom
integrala:
dx!
9D 45 =

0.

Zbog prethodnog, tenzor D %l je jednak nuli:
5 dx'
ds

0.

. . . dxt . <
Data jednakost oznaCava da se tangentni vektor d—’; paralelno prenosi duz krive.

Odavde se dobija da je kriva geodezijska, a duzina luka s sluzi duz nje kao kanonicki
parametar.

Obrnuto, neka je kriva (4.90) neizotropna geodezijska linija. Tada je ‘Z—’: tangentni
vektor koji se paralelno prenosi duz geodezijske linije, tako da

dxt

ds

D =0, (4.109)

i (4.108) daju za svako 6x’ da je §s = 0.
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Zbog ovoga je varijacija duzine geodezijske linije sa fiksiranim krajevima uvek jednaka
nuli.

Teorema 4.4.7.

Da bi neizotropna linija u Rimanovom prostoru imala stacionarnu duzinu, potrebno je i
dovoljno da ona bude geodezijska linjja (u specijalnom slu¢aju, u Euklidovom prostoru R™,
ona bi bila prava).

Napomena 4.4.8.
U sluéaju pravog Rimanovog prostora 1}, sve linije su neizotropne, tako da ustaljenost stanja
duzine moze da se koristi kao definicija geodezijske linije. Za geodezijsku liniju formula
(4.106) dobija jednostavniji oblik

L

dxt . dxt
ds = gijg(Sxf -
2

gi,-gfsx"l : (4.110)

1

Varijacija duZine geodezijske linije u potpunosti odreduje vektore beskonacno malih
pomeranja njenih krajeva. Pri datom ne treba razmiSljati o tome da pri varijaciji geodezijske
linije ona treba ponovo da bude geodezijska, familija kojoj ona pripada ostaje proizvoljna.

Posmatra se formula (4.108) jo$ u slucaju krive op$teg oblika, kada nije geodezijska.

d i i - - . D t . . d i .
Tada d—’; = v}, i po prvoj formuli Frenea d—’; = k,vi, takodaje D d—’; = Kk,vids.

(Dvy i
= K1V
ds !
Dv! .
L= i, Vh + KV
ds
Dv: .
g 2 = il + K3V
ds
i
Dz *Kn_zVp—3 + Kn_1Vp_1
ds
i
Dvy_, .
= i, Vi .
\ dS n n-2

Date formule su Frenove formule za krive u Rimanovom prostoru. Koeficijenti
ki ky, ..., k,_4 SU prva, druga,...,(n — 1)-va krivina krive u datoj tacki.

Sada formula (4.108) ima oblik

S

8s = — j kq(s)gijvidxids. (4.111)

S1

Varijacija duzine krive sa fiksiranim krajevima se dobija na sledeci nacin: projekcija
vektora beskonaéno malog pomeranja §x/ na prvu normalu vi, pomnoZi se sa prvom
krivinom k; i sa ds, integrali se po celoj krivoj i rezultat se uzima sa suprotnim predznakom.

4.4.6. Normalne geodezijske koordinate
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Xt = ‘2—’61 je tangentni vektor krive c. Po definiciji je tangentni vektor geodezijske linije

T
paralelan duZ krive s obzirom na Levi-Civitinu povezanost, zato je duZina tangentnog

vektora X' geodezijske linije konstantna, tj. vaZi % = const. |z datog se vidi da parametar

geodezijske krive na Rimanovoj mnogostrukosti mora da bude linearna funkcija duzine luka
s, f. T=As+u, gde su A(#0) i u konstante. U nastavku ¢e biti razmatran specijalni
koordinatni sistem u datoj tacki, takav da su koordinate bilo koje geodezijske linije sa
pocetkom u datoj tacki linearne funkcije duzine luka.

Neka je sistem funkcija geodezijskih linija u koordinatnom sistemu (U; x!) dat sa
d*xt odxtdx®

gz T g T (4112)

Iz teorije ODJ se dobija da za svako p, € U postoji okolina W c U od p, i pozitivni
brojevi r, § takvi da za bilo koju po¢etnu vrednost p € W i @ € R™ koja zadovoljava ||al| <,
sistem jednacina (4.112) ima jedinstveno reSenje na U:

xt = fi(r,p*, a®),|t| <6, (4.113)

koje zadovoljava pocetne uslove
x'(0) = f1(0,p*,a*) = p'
dxt aft(r,p*, ak)

_ (4.114)
dt ©) = ot

i

-
7=0

Ako je izabrana konstanta c, razliGita od nule, tada ¢e funkcije fi(ct,p*, ak),
(x e w,llall < 7,7 <) i dalje zadovoljavati (4.114), . vazice

[c]
. . ey
fier,p* a®)| _, = p'
aft(ct, p*, ak)
ot

(4.115)

i

=ca

=0

Zbog osobine jedinstvenosti reSenja (4.114) kada je ||all, llcall < rilz| |cz| < &, vazZi
fiet,p*,a¥) = fi(z, p*, ca) (4.116)

Leva strana gornje jednacine je uvek dobro definisana kada vazi x € W, ||a|| <1, || <
5
lel’

funkcija £ (z, p¥, ca®) uvek definisana zax € W, 7 < 1i||la|| < |c|r. Neka je
xt = fi(1,p¥, ak). (4.117)

Prethodno ¢e biti iskoriS¢eno za definisanje desne strane jednacine (4.116). Zato je

Tada je
fi(1,p*,0) = f1(0,p*, a*) = p. (4.118)

Stoga, za fiksno p € W, (4.117) obezbeduje glatko preslikavanije iz po¢etka tangetnog

prostora T, M (= R) u okolinu od p na mnogostrukosti M. Zbog
oft(L,p* ta®)|  _ ofi(1,p* a¥)

ot B oa’ e

7=0 a=0
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i, sa druge strane,
af (1, p*,ta®)
o0t

_Of(z,p*, a¥)
B ot

7=0

dobija se da je

(axi> = & (4.119)

oat
a=0

tj. preslikavanje (4.117) je regularno u poéetku @ = 0. Zato se a' mogu birati da budu
lokalne koordinate od p u M i nazivaju se geodezijske normalne koordinate od p ili
jednostavno, normalne koordinate. PoSto je tangentni prostor linearan, i bilo koja dva
koordinatna sistema u njemu su ista do na nedegenerisanu linearnu transformaciju,
normalni koordinatni sistem tatke na M je odreden do na nedegenerisanu linearnu
transformaciju. Neka je a* = af. Kako se 7 menja, taf opisuje pravu liniju u T,(M) pocevsi
iz poCetka, opisujuci geodezijsku krivu na mnogostrukosti, koja poc€inje u p i tangentna je na
tangentni vektor af. Stoga je jednacdina ove geodezijske krive u normalnom koordinatnom
sistemu «', data sa

ak = tak, (4.120)

gde je aX konstantno.

Teorema 4.4.9.%#
Ako je M prostor afine povezanosti bez torzije (torzija je jednaka nuli), tada su s obzirom na

normalni koordinatni sistem a! u tacki p, koeficijenti povezanosti I},{ jednaki nuli u p.

Dokaz
Posto geodezijska kriva a' = ta} zadovoljava (4.112) u normalnom koordinatnom sistemu
a', za bilo koje af vaZi

L (0)ajag = 0. (4.121)

Posto je I}}; simetri€an po donjim indeksima za povezanosti bez torzije, vazi da je
L(©0)=0  1<ijk<m (4.122)

Teorema 4.4.10.
Za bilo koju tacku p, u prostoru afine povezanosti M, postoji okolina W od p, takva da
Svaka taCka u W ima normalnu koordinatnu okolinu koja sadrzi V.

Dokaz
Neka je (U; x*) normalni koordinatni sistem u tagki p,. Neka je

21 0 normalnoj koordinatnoj okolini se moze detaljnije pogledati u [13] i [21].
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Z l(p) } (4.123)

i=1

U(po:p)={p eV

|z prethodne diskusije reSenja jednacine (4.112), postoji okolina W = U(p,,7) od p, i 6 >0
takav da za bilo koje p € W i @ € R™, ||a|| < 6 postoji jedinstvena geodezijska kriva.
xt = fi(r,p*,a¥),Itl < 2, (4.124)

sa pocetnim uslovima (p, a*). U nastavku ¢e biti koriS¢ena oznaka B(0;§) za obeleZavanje
skupa {a € R™|||«|| < &}. Tada se iz (4.124) dobija preslikavanje ¢: W x B(0;8) » W x U
takvo da je

o(@.a) = (p* f*(Lp' a)), (4.125)

gde p € W, a € B(0; §). Posto funkcija f* zavisi glatko od p i a, preslikavanje ¢ je glatko. Iz
(4.119) se dobija
a(p*, f*)

aplay| 1

(pOVO)

Stoga je Jakobijan preslikavanja ¢ nedegerisan u okolini tacke (p,,0) € W x B(0;6). Iz
teoreme o inverznoj funkciji, postoji okolina V tacke (p,,0) € W x B(0;6) i 0 < a < § takva
daje @:V - U(py, a) x U(py, a) difeomorfizam.

Za bilo koje p € U(py,a), neka je
B, ={a € B(0;a)|(p,a) € V}. (4.126)

Tada preslikavanije
xt = fi(1,p*,a¥),a € B, (4.127)

dato sa (4.124) je difeomorfizam iz B, u U(py;a). Bira se W' =U(p,;a). Poslednja
jednacina pokazuje da za bilo koju taCku u W' postoji normalna koordinatna okolina koja
sadrziWw'. m

Propozcija4.4.11.

Za svaku tacku p, u prostoru afine povezanosti M, postoji okolina W od p,, takva da bilo
koje dve tacke u W mogu biti povezane geodezijskom krivom.

Teorema 4.4.12.
Afina povezanost bez torzije je u potpunosti odredena tenzorom krivine.

Dokaz

Neka je dat normalni koordinatni sistem u nepokretnoj tacki 0. Neka je izabrana prirodna

baza u O i neka se paralelno pomera duz geodezijske krive, poCevsi od tacke 0. Na ovaj

nacin se dobija polje baza (frame field) {e;,1 <i <m} u okolini od 0. Neka je 8' dualna

diferencijalna 1-forma od 1, a*. Kada su a* konstante, 6¢, e{ su restrikovane na geodezijske

krive a‘t. Posto je polje baza paralelno duz geodezijske krive a‘r, vazi da je
0! = atdr(mod dak)}

= 0(mod dak) (4.128)
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odnosno vazi

0! = aldr + 6',6] = ) (4.129)
gde su 8¢ i 8/ delovi od 6! i 6/ bez dx.
Strukturne jednacine povezanosti su date formulama

) 1.
do) — 6% A 6] =§Pk’l€"/\91

. .1 .
do] — 6k no; = Esl.f,dek A6

, (4.130)

gde su funkcije P,fl [ Si’;d nezavisne od izbora lokalnih koordinata, date sa

J — y*iyDPyd
sz =X, Xle Tprq

Sta = Xg XU XEXT R}

prs

Kada se jednacine (4.129) uvrste u strukturne jednacine (4.130), dobijaju se sledece dve
jednacine:
do' —6/ A6} =0
. 1.
do] — 6k no] = Esl.f,dek A6
Uporedujuci izraze sa dt, dobija se

0
da‘—a—+a19i Adt =0,

T
06) -
(6_11 - akSi]k191> Adt = 0.
=i —].'

gde % i % predstavljaju diferencijalne 1-forme, dobijene trazenjem parcijalnog izvoda
koeficijenata 6, é{ , respektivno, po 7. PosSto se dt ne javlja u zagradama, dobija se:

26! izt

— =da'+a’b;

J

or ¥ (4.131)

69i — kol pl |

ar ¢ Sirt J

Ovo je sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina u kojima je t nezavisna promenljiva.
Diferenciranjem prve jednacine ponovo po 7, dobija se:

926" 06! S
972 a O_T] = alak jlklel (4.132)
Posto je baza e; paralelna duz bilo kog pravca koji prolazi kroz tacku 0, vazi da je:
6/l,_, =0 (4.133)
Stavie, po definiciji se dobija:
0],_, = a'dr (4.134)
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Stoga je:
6l _ =o. (4.135)

Zato se iz (4.133) i prve formule iz (4.131), dobija:
00!

- =da’ (4.136)
T T

=0
Za dati tenzor krivine, sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina drugog reda (4.132) ima
jedinstveno re3enje za 8 za pocetne uslove (4.135) i (4.136), é{ je potpuno odreden prvom

formulom u (4.131). Stoga, tenzor krivine u potpunosti odreduje lokalno afinu povezanost
bez torzije. m

Napomena 4.4.13.
Neka je M m-dimenzionalna Rimanova mnogostrukost. Neka je p, € M i neka je izabran
nepokretan ortogonalni okvir (frame) F, u tangentnom prostoru T, (M). Tada se normalni
koordinantni sistem x‘ u p, moZze izraziti sa

xt = ats, (4.137)

gde je (a") Jjedini¢ni vektor u T,, (M) i s je duZina luka geodezijske krive sa pocetkom u p,.
Pomerajuci okvir F, paralelno, duZ geodezijske krive koja pocinje u p,, dobija se
ortogonalna baza u okolini od p,. |z dokaza prethodne teoreme moze se pisati:

6 = alds + 6
gde 8¢ i 4/, ne sadrze diferencijal ds, i zadovoljavaju jednacine
O_H_i =da'+ 0(1'9_]'\
ds i |
00/ - } 4.139
a_sl — aksi]klel | ( )
6] +6i=0 )
sa pocetnim uslovima
. 96" .
0 _,=0  0/]_,=0 S =dd (4.140)
s=0
Ako je
6' = sda' + Alda/, (4.141)
tada A]"- zadovoljava polazne uslove
. A
Al =0, =0 (4.142)
s=0 Js s—0

Stoga se element duzine u okolini tatke O moze izraziti formulom

m m m
do? = Z(Hi)z =ds? + ZdSZ alft + Z(H_i)z (4.143)
=1 i=1 i=1

i
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Posto je X1, alda’ = 0, 8] + 8! =0, vazi

aas(z 191> Z“l(da‘+ialel>:

J
m

2,

i=1

Stoga je
m
Z a'®] =0 (4.144)
i=1
Dakle, iz (4.143), element duzine luka u okolini tacke O je
do? = ds? + Z(e‘i)z. (4.145)
i=1

Teorema 4.4.14.
Za svaku tacku 0 na Rimanovoj mnogostrukosti, postoji normalna koordinatna okolina W,
takva da vazi:

1) Svaka tacka u W ima normalnu koordinatnu okolinu koja sadrzi W.
2) Geodezijska kriva koja povezuje O i tacku u W je jedinstvena najkraca kriva u W
koja spaja date dve tacke.

Dokaz
Primenjujuéi Teoremu 4.4.10. na Levi-Civitinu povezanost na M, dobija se dokaz za 1).

Neka je x! normalni koordinatni sistem tacke 0, dat sa (4.137). normalna koordinatna
okolina W koja se trazi pod 1) je definisana na sledeéi nadin:

) 2
W:{peM|Z{11(x‘(p)) <52}, gde je ¢ dovoljno mail, pozitivan broj. Posto je W

normalna koordinatna okolina, za bilo koju tacku p € W, postoji jedinstvena geodezijska
kriva y u W, koja spaja O sa p. Neka je duzina od y jednaka s,. Prvo Ce biti pokazano da je
vy najkraci put u W koji spaja O i p. Neka je c bilo koja po delovima glatka kriva u W koja
spaja 0 i p. MoZe se pretpostaviti da je parametrizovana jednadina za ¢ data sa x' = x!(s),
gde je s parametar duzine luka od y. Tada je duzina luka od ¢

So So m So
j do = j ds? + Z(e‘i)z > j ds = s,. (4.146)
0 0 i=1 0

Ako je ¢ najkraéi put u W spajajuci 0 i p, tada jednakost (4.146) vazi. Stoga, duz krive ¢
mora biti 8¢ = 0.

Iz (4.141) sledi

> da!
da' + ZAJI T =0. (4.147)
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Posto A} zadovoljava pocetne uslove (4.142), A} = o(s). Kada se pusti da je s >0 u
(4.147), tada je da' =0, a' = const., tj. c je geodezijska kriva koja povezuje O i p. Zato je
c=y.m

Teorema 4.4.15.
Neka je U normalna koordinatna okolina tacke 0. Postoji ¢ > 0 takvo da, za svako 0 < § <
. 2
g, hipersfera X5 = {p € U| >m, (x‘(p)) < 52} ima sledece osobine:
1) Svaka taCka na X5 moze biti spojena sa O jedinstvenom, najkracom geodezijskom
krivom u U.

2) Bilo koja geodezijska kriva tangentna na X je striktno izvan X5 u okolini tangentne
tacke.

Dokaz
Neka je W normalna koordinatna okolina kao u Teoremi 4.4.14. MozZe se pretpostaviti da je

W sferna okolina sa radijusom ¢:
m ' )
Z (xl(p)) < e’

i=1

WZ{pEU

Kada vazi0 <§ < ¢, posto je Zs c W c U i U je normalna koordinatna okolina, osobina 1)
je posledica prethodne teoreme pod 1).

U nastavku dokaza se povecava ¢ tako da 2) date teoreme bude taéno.

Posto je (U, x!) normalni koordinatni sistem sledi iz Teoreme 4.4.9. da je

r;J(0)=0. (4.148)

Jednacina za hipersferu £5 se moze napisati kao

1
F(xt, .., x™) = 5[(x1)2 + -+ (x™)2-6%]=0 (4.149)
Neka je y geodezijska kriva tangentna na Zs u p, i neka je njena jednacina

xt = xi(o), (4.150)

gde je o duzina luka od y, merena od p. Tada je
F(xi@)| =o (4.151)

o=0

Posto je hipersfera X5 ortogonalna na geodezijske krive, koje poc€inju u tacki 0, geodezijska
kriva y tangentna na X5 u tacki p, treba da bude normalna na geodezijsku krivu koja
povezuje O i p. Dakle, vazi

m

s

i=1 g=0

=0. (4.152)

Direktnim raCunanjem se dobija
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m

d . _dx! L dxt
2 Fxie)E =le(a) adl (Y (4.153)
do do| , do|
g=0 i=1 g=0
2 dxt = = dxt\ [dx)
N t = L= k "k R
T CCEANEDY [51, > o) (5) (Fe) - @50
o=0 i,j=1 k=1 0 0

Zato je, dalje,

F(xi(o) = % Z [&-,- - Z x*(p)L¥ (p)
k=1

ij=1

dxt\ (dx7\ | )
<d0>0 <E>Oa +0(c?). (4.155)

Zbog (4.148) mogu se vrednosti od I“i}‘ naciniti proizvoljno malim u okolini tacke 0. Stoga se

moze birati dovoljno malo ¢, takvo da kada je 0 < 6 < ¢, (4.154) je stalno pozitivno. Zbog
toga geodezijska kriva (4.150) leZi striktno izvan Zs u okolini od p, i ima jednu zajednic¢ku
taCku sa Zg5, taCku p. m

Kada se prouava Rimanova mnogostrukost, korisna tehnika je definisanje rastojanja
na mnogostrukosti, kako bi postala metriCki prostor, koji je blizi nasoj intuiciji.

Definicija 4.4.16.
Neka je M povezana Rimanova mnogostrukost, neka su p i q dve proizvoljne tacke u M.
Neka je

p(p,q) = infpg, (4.156)

gde pq oznacCava duZinu luka krive koja spaja p i q Cija je duzina luka merljiva. Tada se
p(p,q) naziva rastojanjem izmedu tacakap i q.

Napomena 4.4.17.
Posto je M povezana, uvek postoji kriva koja povezuje p i q, Cija je duZina luka merljiva.
Stoga je funkcija (4.156) smislena i definiSe realnu funkciju na M x M,

Teorema 4.4.18.
Funkcija p: M x M — R ima sledece osobine:

1) za bilo koje p,q € M, p(p,q) = 0, jednakost vazi samo kada je p = q;

2) p(p,q) = p(q,p);
3) za bilo koje tri tacke p, q,r € M, vazi p(p,q) + p(q,7) = p(p,7).

Stoga je, p funkcija rastojanja na M, pa je (M,p) metri¢ki prostor. Topologija na M, kao
metrickog prostora i polazne topologije na M kao mnogostrukosti su ekvivalentne.

Dokaz

Prema (4.156), Definiciji 4.4.16. dobija se da osobina 2) vazi zbog same definicije od p, jer
je pq duzina luka krive koja spajap i q.

3) Vazi pgq + qr = pr Vp,q,r € M. Treba pokazati da vazi infpq + infqr = infpr. Vp,q,r €
M, vazi pr < pq + qr.
PT —Pq = qr (4.157)

75



pF > infpF (4.158)

Pq < suppq = —pq = —suppq (4.159)
Uvrsti se (4.158) i (4.159) u (4.157) i dobija se nejednakost
infpr — suppq < qr (4.160)
infpq < suppq
—infpq = —suppq (4.161)
Uvrsti se (4.161) u (4.160)
infpr —infpq < qr (4.162)

Kako leva strana nejednakosti (4.162) predstavlja jedno od donjih ograni¢enja za g7, iz
definicije infimuma se dobija
infpr —infpq < infqr (4.163)

Na kraju iz (4.163) se dobija infpr < infpq + infqr, $to je trebalo dokazati.

1) Bice pokazano da je p(p,q) >0, kad god je p # q. Neka su p,q € M, p # q. PosSto je M
Hauzdorfov prostor, postoji okolina U od p takva da q € U. 1z Teoreme 4.4.14., postoji
normalna koordinatna okolina W c U od p, takva da su njene normalne koordinate
ut = a's, gde je Z{’;l(ai)z =11i0<s<s,. Bite izabrano takvo § da vazi 0 < § < s,.
Neka je hiperpovrS takva da vazi £5 c W. Neka je y merljiva kriva koja povezuje p i gq.
Tada je duZina od y najmanje &, tj. p(p,q) = 6 > 0. 1z Teoreme 4.4.15. unutrasnjost od
Ys je skup {q € M|p(p,q) < 6}, tj. unutrasSnjost od X5 je okolina od p, 6-lopta, kada se M
posmatra kao metriki prostor. Stoga su topologija od M, kada se posmatra kao metricki
prostor, i polazna topologija ekvivalentne. m

Napomena 4.4.19.

Treba primetiti da ako je W normalna koordinatna okolina u obliku lopte, u tacki O
konstruisana, kako je objasSnjeno u Teoremi 4.4.14., tada za bilo koju tacku p € W, postoji
jedinstvena geodezijska kriva koja povezuje 0 i p u W ima duzinu p(0, p).

Teorema 4.4.20.

Postoji u-lopta koja je okolina od W u bilo kojoj tacki p na Rimanovoj mnogostrukosti M, gde
je u dovoljino mali pozitivan broj, takav da bilo koje dve tacke u W mogu biti spojene
jedinstvenom geodezijskom krivom.

Dokaz

Neka je p € M. 1z Teoreme 4.4.14. postoji normalna koordinatna okolina U od p u obliku
lopte sa radijusom ¢ takva da za bilo koju tatku q u U postoji normalna koordinatna okolina
V, koja sadrzi U. Neka ¢ takode zadovoljava uslove Teoreme 4.4.15.. Bira se pozitivan broj
U< i Tada je u-lopta okolina u W od p, geodezijska konveksna okolina od p. Biraju se bilo

koje q:,q, € W. Tada je
&
p(1.q2) < p(p.au) + p(p.q2) < 2u <. (4.164)
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Neka je U (ql;g) okolina od g, - -lopta. Tada formula (4.164) ukazuje da je q, € U (ql;g).

Za bilo koje g € U (q1:§) vazi p(p,q) < p(p,q1) +p(q1.q) < %

Stoga, vazi:
. &
U(aiz)cUch, (4.165)

t). %—Iopta je okolina od ¢q; sadrzana u normalnoj koordinatnoj okolini od gq;. 1z

Teoreme 4.4.14. i Napomene 4.4.19., postoji jedinstvena geodezijska kriva y u U(ql;g)

koja povezuje q, i q,, Cija je duzina p(q;,q,). Specijalno, ako r € y, tada je
p(q1,7) < p(q1,.92). (4.166)

U nastavku se dokazuje da geodezijska kriva y lezi u W. PoSto vazi y c U (ql;g) cU,

funkcija p(p,q), (g € y) je ograni¢ena. Ako y ne lezi cela u W, i q,,q, € W, tada funkcija
p(p,q), (q € y) mora dosti¢i svoj maksimum u unutrasnjoj tacki g, € y. Neka je 6§ = p(p, q,).
Tada je § < &, i hipersfera Z5 je tangentna na y u q,. Iz Teoreme 4.4.15., y lezi u potpunosti
izvan Zs u blizini q,, $to je u kontradikciji sa tim da p(p, q), (¢ € y) dostize svoj maksimum u
qo- StogajeycW. m

4.4.7. Segmentna krivina

Neka je M m-dimenziona Rimanova mnogostrukost, €iji je tenzor krivine R kovarijantni
tenzor Getvrtog ranga, i neka je x* lokalni koordinatni sistem na M. Tada se R moze izraziti u
obliku:

R = Rjjjydx' @ dx’ @ dx* @ dx', (4.167)

gde je R;j, definisan kao u svojstvima Riman-Kristofelovog tenzora. Kovarijantni tenzor
Cetvrtog reda se moze posmatrati kao linearna funkcija na prostoru kontravarijantnih
tenzora Cetvrtog reda, tako da u svakoj tacki p postoji multilinearna funkcija
R:T,M x T,M x T,M x T,M — R, definisana sa

RXYZW)=(XQYRZQQW,R) (4.168)
gde je oznaka (,) definisana u poglavlju 1.0snovi tenzorske analize. Ako je
X-xii Y—yii Z_Zii W—wii (4169)
7 axt! 0 oxt 7 axt O 9xt '
tada je
R(X,Y,Z,W) = Riji X'Y'Z'W". (4.170)

Tenzor krivine povezanosti V se interpretira kao operator zakrivljenosti na sledeci
nacin: za bilo koje Z,W € T,M, R(Z,W) je linearno preslikavanje iz T,M u T,M, definisano
sa

_ ]
R(Z,W)X =R} X'ZkW' FPE (4.171)

Ako je V Levi-Civitina povezanost Rimanove mnogostrukosti M, tada je
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R(X,Y,Z, W) = (R(Z,W)X) - Y, (4.172)

gde je operacija - na desnoj strani definisana u Rimanovoj mnogostrukosti, formula
(4.116). 1z Teoreme 5.2.2., 4-linearna funkcija R(X,Y,Z, W) ima sledece osobine:

1) R(X,Y,Z,W)=—-RX,Y,W,Z) = —R(Y,X,Z,W);
2) R(X,Y,ZW)+R(X,Z,W,Y)+R(X,W,Y,Z) =0;
3) R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y).

Definicija 4.4.21.
Neka je g metricki tenzor. Neka je G 4-linearna funkcija definisana na sledeci nacin:
GX,Y,ZW)=gX,2)g(Y, W) — g(X,W)g(Y,2). (4.173)

Napomena 4.4.22.

i) G je 4-linearna funkcija koja ima iste osobine kao funkcija R(X,Y,Z, W), §to sledi iz
osobina metrickog tenzora i same definicije funkcije G.
i) Akosu X,Y € T,M, tada je
GX,Y,ZW) =|X|2-|Y]? = (X -Y)? = |X]|?-|Y]? - sinx(X,Y). (4.174)

Stoga, ako su X i Y linearno nezavisni, G(X,Y,X,Y) je kvadrat povrSine paralelograma,
odredene tangentnim vektorima X i Y. Zbog toga je G(X,Y,X,Y) # 0.

i) Neka su X', Y’ druga dva linearno nezavisna tangentna vektora u tacki p, takvi da oni
odreduju isti dvodimenzioni tangentni potprostor E koji odreduju i vektori X i Y. Tada se
moze pretpostaviti da vazi X' = aX +bY,Y' = cX +dY, gde je ad — bc = 0. Iz osobina 1),
2) i 3) funkcije R, dobija se sledece

R(X",Y' X'.Y') = (ad — bc)?R(X,Y,X,Y),
GX'Y' X', Y") = (ad — bc)’G(X,Y,X,Y).

R(x"Y'x"Y") _ R(XY.X)Y)
GX'Y'X'Y') GXYXY)

Stoga vazi

|z prethodnog izraza se vidi da je R funkcija od dvodimenzionog potprostora £ od T,M, i
da ne zavisi od izbora vektora X i Y U E.

Definicija 4.4.22.
Neka je E dvodimenzioni potprostor od T,M, i X,Y su dva linearno nezavisna vektora u E.
Tada je

R(X,Y.X,Y)

K(E):_G(X,Y,X,Y)’

(4.175)

funkcija od E koja ne zavisi od izbora X iY u E.
Data funkcija se naziva segmentna krivina od M u (p, E).

Teorema 4.4.23.
Tenzor krivine Rimanove mnogostrukosti M u tacki p je jedinstveno odreden segmentnom
krivinom svih dvodimenzionih tangentnih potprostora u p.
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Dokaz

Neka je R(X,Y,Z, W) 4-linearna funkcija, koja zadovoljava osobine 1), 2) i 3) tenzora krivine

R(X,Y,Z, W), i da za bilo koja dva linearno nezavisna tangentna vektora X,Y u p vazi:
R(X'Y' X'Y) RXYXY)

GX'Y' X'Y) GXYXY) (4.176)
U nastavku Ce biti pokazano da za bilo koje X,Y,Z, W € T,M, vazi
R(X,Y.ZW)=R(X,Y,Z W). (4.177)
Neka je S definisano sa
SX,Y,Z,W)=R(X,Y,Z,W)—-R(X,Y,Z,W), (4.178)

tada je S, takode 4-linearna funkcija koja zadovoljava osobine 1), 2) i 3), jer R i R
zadovoljavaju date osobine, zbog (4.176) vaZzi da za bilo koje X,Y € T,M, vaZi
S(x,v,X,Y)=0. (4.179)

Stoga je (4.177) ekvivalentno sa tvrdenjem da je S nula funkcija.

1z (4.179) se dobija
SX+ZY,X+ZY)=0
SX+Z Y. X+ZY)=SX,Y.X+ZY)+S(Z Y X+ZY)=
=S(X,Y,X,Y)+S(X,Y,Z,Y)+S(Z, Y. X +Z,Y) =
=S(X,Y,X,Y) +S(X,Y,Z,Y)+S(Z, Y. X,Y)+S(Z,Y,Z,Y) =
=S(X,Y,Z,Y)+S(Z,Y,X,Y) =
=S(X,Y,Z,Y)+S(X,Y,Z,Y) =25(X,Y,Z,Y)

Iz prethodnog se dobija da je
S(X,Y,Z,Y) =0, (4.180)

gde su X,Y,Z neka tri elementa iz T,M. Stoga je S(X,Y+W,Z Y+ W) =0, daljim
sredivanjem se dobija
S(X,Y,ZW)+S(X,W,Z,Y)=0. (4.181)

Iz osobine 1) vazi da je
SX,Y,ZW)=-SX,W,Z,Y) =SX,W,Y,Z) =
=-SX,Z,Y,W)=S(X,Z,W,Y). (4.182)

Sa druge strane, osobina 2) implicira da vazi:
SX,Y,ZW)+SX,ZW,Y)+S(X,W,Y,Z) =0.

Stoga je
3s(x,Y,Z,w) =0, (4.183)

Sto je i trebalo dokazati. m
Napomena 4.4.24.

Ako je segmentna krivina K(E) u tacki p konstantna (tj. ne zavisi od E), tada se segmentna
krivina od M u p oznacava sa K (p).
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Stoga, za bilo koje X,Y € T,M vaZzi da je
R(X,Y,X,Y)=—-K({p)G(X,Y,X,Y). (4.184)

|z dokaza prethodne teoreme, za bilo koje X,Y,Z, W € T,M vazi
R(X,Y,Z,W)=—-K(@p)GX,Y,Z,W). (4.185)

Stoga je uslov za Rimanovu mnogostrukost da bude segmentna krivina u tacki p konstantna
dat sa

Riju(®) = —K®)(9ugdi — 9u9,x) @),
ili u obliku

1
2;;(p) = ERijkl(p)dxk Adx' = —K(p)6; A 6;(p), (4.186)

gde je
0; = g;;dx". (4.187)
j

Definicija 4.4.25.
Ako je M Rimanova mnogostrukost takva da je segmentna krivina konstantna funkcija na M,
tada je M prostor konstantne krivine.

Napomena 4.4.26.

Sfere, ravni i pseudo-sfere (u svakoj taCki proizvod dve krivine je -1 svuda, u odredenom
smislu su suprotne od uobiCajene sfere) su sve povrsi u trodimenzionom Euklidovom
prostoru, Cija je potpuna krivina konstantna. Stoga su sve one dvodimenzioni Rimanovi
prostori konstantne krivine.

Slika 4.1. Pseudo-sfera
Teorema 4.4.27. (Surova teorema)
Neka je M povezana m-dimenziona Rimanova mnogostrukost koja u svakoj taCki ima
konstantnu segmentnu krivinu. Ako je m > 3, tada je M prostor konstantne krivine.

Dokaz
Posto M ima u svakoj tacki konstantnu segmentnu krivinu, iz formule (4.186) se dobija da je
2ij = —K6; A 6}, (4.188)

gde je K glatka funkcija na M, a 6; je data u (4.187). Spoljasnjim diferenciranjem formule
(4.188) se dobija
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d6; = dgi; Adx’ = (guwf + gijwl) Adx) = (w); + wi) Adx,
gde je wij = g]k(l){( = ik'jdxk.

Posto je Levi-Civitina povezanost bez torzije, vazi da je:
(L)ji N dX] = jk,idxk N dX]
Stoga je
dgi = wij N dx’ = (Ul] N 9]
Sa druge strane, iz Bjankijevog identiteta, se dobija
d0;; = d(Qf - g;) = da} - gy +0f Adg,; =

= Wf Ay + Qy Al

Dakle, vazi da je
d'QU = —wa/\HkAHj—KHi/\Hk /\(1);( =

Uporedivanjem (4.192) i (4.189), dobija se:
dK A 91' A 9] =0.

Posto su {6;} i {dx"} su oba lokalna kookvira, moze se pretpostaviti da je

m
dK = Z ai9i.
i=0

PoSto je m=>=3, za bilo koja tri indeksa 1<i<j<k<m,
dK = 0.

Kako je M povezana mnogostrukost, K je konstantna funkcijana M. m
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5. TENZOR RIMAN — KRISTOFELA

5.1. Promenaredosleda kovarijantnog diferenciranja

Neka je V, dati kovarijantni vektor. Dva puta Ce biti kovarijantno diferenciran.

Postavlja se pitanje: da li se promenom redosleda kovarijantnog diferenciranja menja

rezultat usled date promene redosleda?

Kao Sto je poznato u slu€aju kod obi¢nog diferenciranja funkcije, vrednost svih
mesSovitih parcijalnih izvoda n-tog reda funkcje u datoj tacki ne zavisi od redosleda u kom se
vrSi uzastopno diferenciranje, ako je u toj tacki posmatrana funkcija n-puta diferencijabilna.
U nastavku c¢e biti dokazana vazna teorema o promeni redosleda kovarijantnog
diferenciranja.

Teorema 5.1.1.
MeSoviti kovarijantni izvodi drugog reda, u opstem slu¢aju nisu komutativni, tj. ne moze se
menjati redosled u kom se vrSi uzastopno kovarijantno diferenciranje.

Dokaz

Neka je sa (V,)v, 0znacen drugi kovarijantni izvod od 1, gde se prvo vrsi diferenciranje po

xV, a zatim po x°. Posmatra se razlika (V,),s — (V) ov, dObIja se sledece :

W),y = (), = ((),) —((),).

6(%0 N )y — T () — (”)"

aaVﬁ 0 (O s o (Ve 18y
axa axv GV ) =T (a v Ih”@) A A A <5}5_I}“WJ"

+ T8 (V) + T8, (V) =

2 B 2 B
LY T avﬁ_ra v, wrerfy 0%,  ar P Vg o v,
0x°9xYy ax° P Waxo  HTgyv " HOTavIB T gyvgxo T gxv P T RO gxv T EY gyxo
A A
ar® av, v, B av, a
_ RV B Y'B B o g 7B a By —
T 9xo BT T gy a_rﬁxaa v Flﬁfravvﬁ"' dxV Vﬁ +Fuaaxv+rlﬁ/ﬁ_rﬁvraavﬁ
ary,  arg,
_ uo B B
_<axv _axa + T Tg, T} rﬁ(,)V

92V, _ 92v,
0x%99xV  9xVoxC'

dokaza zamenjena su mesta indeksima o i (o <> B).

U prethodnom delu dokaza je iskori§¢eno da je U pretposlednjem redu

Sa pocetka na kraj se dobija:
_ (%Mo OTwy  p g
), - 0, = (G- G thrf - thig, i GO
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5.2. Svojstva Riman — Kristofelovog tenzora®

Uvodi se oznaka

e~ o OTE,
uve — -

B B
dxvV  0x° + FWFE‘V - Fﬂvrga'

Tada (5.1) ima oblik
(V“")va - (V“")av = RgvaVIx-

PosSto su kovarijantni izvodi vektora drugog reda tenzori treCeg ranga, na osnovu
zakona kolicnika moZe se utvrditi da je Rj,, tenzor Cetvrtog ranga. Dati tenzor se naziva
Riman — Kristofelov ili tenzor krivine, jer definiSe svojstvo Rimanovog prostora analogno
krivini dvodimenzione povrSi. Vaznost datog tenzora se sastoji u tome Sto je on neposredno
povezan sa metrikom Rimanovog prostora i jedan je od najslozenijih tenzora Rimanovog
prostora.

Teorema 5.2.1.%
Da bi metrika prostora bila ravna potreban i dovoljan uslov je da je Riman — Kristofelov
tenzor jednak nuli.

Dokaz (Potreban uslov)

Neka je metrika ravna, tj. metrika ravnog prostora. Tada se moze izabrati takav koordinatni
sistem u kom su svi Kristofelovi simboli u svim taCkama prostora indenticki jednaki nuli.
Tada su u svim tackama prostora sve komponente Riman — Kristofelovog tenzora jednake
nuli. Na ovaj nacin, ako je metrika ravna, tenzor Rj,, indentiCki je jednak nuli u svim
tackama prostora.

Dokaz (Dovoljan uslov)
Neka je u svim taCkama prostora, tenzor Riman — Kristofela indeticki jednak nuli: Rj,, = 0.

Neka u datom koordinatnom sistemu {S} Kristofelovi simboli I}7;, nisu indenticki jednaki nuli.
U nastavku Ce biti pokazano da se pri Rj,, = 0 uvek moze uvesti takav sistem koordinata
{5}, u kome su u svim tackama Kristofelovi simboli [)%, indenticki jednaki nuli. 1z prethodnih
poglavlja je poznato da su formule transformisanja Kristofelovih simbola pri prelazu iz
jednog sistema koordinata u drugi oblik

0x¢ -, 0XP0X° 0%x¢

re, = + .
dx* ™ PVoxrogxv  dxHOxV

(5.2)

Pod pretpostavkom da je potreban sistem koordinata {S} pronaden, dobija se
0%x¢ 0x¢

- 04
dxHoxV Ty 0x%’ (53)

2 Detaljnije o svojstvima Riman-Kristofelovog tenzora se moZe pogledati u [20],[3].
23Drugi dokaz za datu teoremu, koji je dat preko integraljenja po zatvorenoj konturi, zainteresovani citalac moze
pogledati u [3].
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Potrebno je pronadi funkcije € = x€(x°, x1,x2, x3) za koje su date diferencijalne jednacine

(5.3). Date jednacine su iste za sve nepoznate funkcije €, kao Sto za koeficijente indeks ¢

nije uklju¢en. U n-dimenzionom prostoru broj jednacina je @ zan =4 ima 10 jednacina,

nepoznatih funkcija je 4. Broj jednacina je veci od broja nepoznatih, zato sistem moze da
bude neodreden. Zato je neophodno posebno razmotriti pitanje o konzistentnosti sistema
diferencijalnih jednacina (5.3). Postavlja se pitanje: da li se funkcije X€¢ koje zadovoljavaju
sisteme jednacina (5.3) mogu posmatrati kao koordinate sistema u kojim su simboli

Kristofela indenti¢ki jednaki nuli? Pretpostavlja se da funkcije X¥¢ zadovoljavaju uslove
transformacija koordinata koji su predstavijeni u prvom poglaviju. Neka funkcije x€

zadovoljavaju jednatine (5.3). Tada iz (5.2) sledi da je fpg’;—ﬁ% = 0. Vréeéi kontrakciju
date jednagine sa %% dobija se [5,6£67=0 ili [5, =0 3o je ekvivalentno sa

Juv = const. Na ovaj nacin funkcije X* koje zadovoljavaju jednacine (5.3) mogu da se
posmatraju kao koordinate sistema u kojima je fgv =0.

Nepoznate funkcije ¥¢ koje zadovoljavaju jednacine (5.3) su dovoljan uslov da bi date
funkcije bile koordinate sistema u kome su Kristofelovi simboli indenti¢ki jednaki nuli u svim
taCkama prostora.

U nastavku se razmatra pitanje o postojanju reSenja sistema jednacina (5.3).
Odreduju se uslovi saglasnosti (integrabilnosti) datog sistema koji proizilaze iz uslova
poklapanja mesovitih parcijalnih izvoda funkcije x¢. Difererencira se (5.3) po X

9%x¢ 0Ty 0%x° o 0%x¢
0x%9xHoxvV  0x° dx* M oxo0x«

Drugi izvod sa desne strane dobijene jednacine Ce biti zamenjen izrazom iz jednacine
(5.3) i menja se indeks a sa f:
d3%¢ _ aIy, 0x¢ 4+ rere 0x¢
AxCAxHdxYy ~ dx® ax® M B gxa

03x¢ _ 0% (oI, 4 P e
dx°IxHdxY  Ix“ '

Analogno se dobija:

35 ~E [04
d0°x =6x 6Fu0+FB o\
OxHoxvox® 0dx%\ 0x

Potrebna je nezavisnost meSovitih parcijalnih izvoda od redosleda u kom se vrSi
uzastopno diferenciranje. Kada se oduzmu dve poslednje jednakosti, dobija se :

o % (G 0T oo g
oxe\ 9x¢ oxV pvof potvp

0%¢
SR =0 (54)
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Jednacine (5.4) predstavljaju uslove saglasnosti sistema (5.3). Pri indenti¢koj
jednakostl sa nulom tenzora krivine Rj,,, uslovi saglasnosti (5.4) su ispunjeni indenticki, tj.

8

&€
za sve 2 ol

i X€.

U nastavku cCe biti razmotreno pitanje o postojanju funkcija x¢ koje zadovoljavaju

8

sisteme jednacina (5.3). PoCetni podaci ovde su vrednosti funkcija X¥¢ i njihovi prvi |zvod|

u nekim odredenim vrednostima x%, jednakim sa x§. Pretpostavlja se da su funkcije kole se
javljaju u (5.3), analitiCke u nekoj okolini sistema vrednosti svojih argumenata u pocetnoj
tacki x§. Tada, saglasno sa teoremom Kovaljevske iz teorije diferencijalnih jednacina, sledi
postojanje funkcije ¢, koja je analiticka u datoj okolini i zadovoljava sisteme jednacina (5.3)
za sve pocetne uslove. Posto funkcija X¢(x§) predstavlja prelaz iz jednog sistema
koordinata u drugi sistem koordinata, poéetni uslovi moraju biti tako zadati da bi jakobijan

%€ (x()
se nalaze iz (5.3) pri zadatim poc€etnim uslowma. Ovakav izbor pocetnlh uslova je moguc
jer reSenje sistema jednacina (5.3) postoji za bilo koji izbor po€etnih uslova. Na ovaj nacin,
pri indentickoj ispunjenosti jednakosti R7,, = 0, uslovi saglasnosti sistema jednacina (5.3)

ispunjeni su za sve vrednosti X¢ i Zx_“ i postoje funkcije x¥¢(x§) koje zadovoljavaju (5.3) za
sve pocetne uslove. Ove funkcije odreduju prelaz iz datog sistema koordinata {S} u sistem

koordinata {S} u kome su u svim tackama posmatrane okoline tacke x& simboli Kristofela
jednaki nuli.

U zakrivljenom prostoru se uvek moze birati sistem koordinata koji je lokalno-
geodezijski u datoj tacki. Ipak, tenzor krivie Rj},, u toj tacki nije jednak nuli, kao Sto izvodi
Kristofelovih simbola I\, nisu jednaki nuli u toj tacki, iako su vrednosti veliCina I}3, u datoj
tacki jednake nuli.

Zajedno sa tenzorom Rj,, biCe koriSCen i njegov asocirani predstavnik

— a
R,uvap - g,uaRvap .

Teorema 5.2.2.
Tenzor R,,s, ima sledece osobine:

1. Ryvop = —Ruvpo
2. R,uvap Rv,uap
3. Ryvep = Ropuv
4. Ryvop + Ruopy + Ryupve = 0
Dokaz
— 61"8‘,3 arvc ,8 :8
1) Rip = 57 = 52+ Tplfe — Tuolf,
) W) W P
Rﬂ‘pa——axp _ax" +TI, Fﬁp I, Fﬁa
Iz prethodne dve jednakosti se dobija:
Rgap Rgpa
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a a —
R,uvap g,uaRvap g,uaRvpa - _R,uvpa-

2) Za dokazivanje drugog svojstva je neophodno transformisati R, -

— a — ara ar\?c ‘8 ‘8
R,uvap - g,uaRvap = Yua axa ax F Fﬁa F Fﬁp
ary, 5] I\
= g,ua 0x° g,ua Ox Vg + g,uarﬁ Fﬁa g,uarﬁ Fﬁp (5-5)

Kada se transformiSu prva dva ¢lana u prethodnom izrazu,dobija se:
Fﬁa,,u = guar[?a! F[?p,,u = g,uar[l?xp
Racunajuéi parcijalne izvode po koordinatama, dobija se:
v, _ Iy ag,m o
0x° 0x° dxc VP
ar\?c _ arva,,u _ ag,ua r«
Gua 50 ~ gxP axp V°
Parcijalni izvodi metrickog tenzora po koordinatama mogu se izraziti pomodu
Kristofelovih simbola prve vrste.

Yua

a9

axﬂaa = Fa,u,a + Faa,,u (56)
09 pa

axP Dowa + Tappu

0Guv

axp ot lupw

a9

ﬁ = Fva,u + F,uav

U nastavku ¢e biti dokazan prvi i trec¢i od prethodna Cetiri identiteta.

1(0 9
FTy, = % (figw . 99as agaﬂ> - ( or , 99ua 69a0> _

0x° OxH Ox® Ox® 0x° OxH

1 (figw + 9900 agaﬂ> L1 (figw 09as agaﬂ> _ 99ua
2 2

0x° dxH  Ox® 9x°  Oxk Ox® 0x?

Fa,u,a

1 agp,u ag,uv agvp 1 agpv agv,u ag,up _ ag,uv
Bopu + Tupw _§<6x" * dxP  OxH +§ OxH# * dxP  9x' )  oxP
Zato je

ary, 0L,y
Gua g = o0 ( oua
oIy 00y,
Gua'5 = 9xP ( pL.a apu)r\?c
Kada se zameni prethodno u (5.5), dobija se:
or.

+ Faa,u)r\?p

leap av’;” (Fau,a + Fao,u)rv Wﬂ ( Pl ap,u)r\?c +
+Fﬁaurfp - Fﬁp,urfo

Ruvep = 6;;’;“ aar:;# —Typal® + Ty TS, (5.7)

Iz jednakosti (5.6) se dobija:

r,,, = 29w _p

VPR T 5xp upv
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Mppu azgw _arﬂp,v

dx°  0xPdx° 0x°
_ 09w

oK T Gxo pov

arva,,u _ azg,uv _ar,ua,v

dxP ~ 9x%0xP oxP

Iﬂa,u,ocr\?(p = gaBFa,u,ava,ﬁ = FoBqup,[? = Foaurvp,a = Fp(lxorpv,a

L

Iﬂp,u,ocr\?(c = gaBFp,u,aFva,ﬁ = FprVO',,B = Fgurva,a = Fp(lxprav,a
Zamenom prethodnog u (5.7), se dobija:

Ruvep = — 0lp _ Ozg;w B oy 4 azguv +TT,, . —TeT
d0x° dxPaox° JdxP 0x90xP uotpv, uplov,a

ar, ar,
_ up,v uo,v —
Rﬂvap - _< 0x° - dxP + Fp(lxorpv,a - FllepFO'V,a> - _wap

3) Da bi bilo dokazano tre¢e svojstvo, bi¢e transformisana prva dva ¢lana tenzora (5.7):

arvp”u, :1 d agpll. + aglw _ agvp _ 1 azgpﬂ N azgﬂv _ azgvp
0x° 20x°\ 0xV oxP OxH 2\0xVox? 0xPOx® OxH0x°

arva,,u _ 10 (aga,u + ag,uv _ agva) _ 1( azga,u + azg,uv azgva )

dxP ~ 20xP\ dxV 0x? dxt )~ 2\0xvaxP 0x%0xP OxHoxP

Iz prethodnog se dobija da je:

1 0%gpu . 0%guy  0%Gyp  0%Goy  0%Guy . 0%gys

R vop T o + - - - + -
rvop 2\ 0xvox® 0xPOx° O0xH9x° OxVOxP 0x°0xP OxHOxP
_Fa,u,ar\gxp + Iﬂp,u,ocr\?(c

1( azgpﬂ _ azgvp _ azga,u + azgva ) T [% 4T

R“Wp:2 OxVox® OxH0x° 9xVoxP OxHOxP oualvp + Tpualis  (58)

U nastavku ¢e biti izvrSena slede¢a zamena indeksa:

(5 pu')

op UV

Data zamena se primeni na (5.8) i dobija se:
_1(0%g,  0%9py  0%Gus . 0°Gpu

== — — +

PRV 2\ 0xPOxH  O0x%9x* O0xPOx¥  Ox°dxV

Prvi i drugi ¢lanovi tenzora (5.8) i (5.9) su jednaki, preostaje da se proveri jednakost

trecih ¢lanova. Vazi da je:

R — Luoalpy + Tuealpp (5.9)

Iﬂp,u,ocr\?(c = Iﬂp,u,och(B va,S = FprVO',,B = Fgurva,a
Tenzori (5.8) i (5.9) su zaista jednaki, na ovaj nacin je dokazano trece svojstvo.

4) (Rigijev identitet)®*
U proizvoljnoj tacki je moguce uvesti lokalno—inercijalni sistem koordinata. U tom sistemu
su vrednosti Kristofelovih simbola prve i druge vrste u datoj tacki jednaki nuli, dok su

24 Detaljnije o Ricijevom identitetu se moZze pogledati u [20].
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njihovi izvodi razli¢iti od nule. Ako se pokaze da je leva strana jednakosti u Cetvrtom
svojstvu u lokalno — inercijalnom sistemu koordinata jednaka nuli, tada zbog tenzorskog
karaktera veli€ine sa leve strane jednakosti u ¢etvrtom svojstvu, ona ¢e biti jednaka i u
bilo kom drugom sistemu koordinata.

Iz (5.8) se dobija da vazi:

1/ 92 ik 02 ik
uvop = E(axpgav;,u - axagap):,u - axpg;;v + axa%p£v> + gaB(Fva,anHvﬁ - FHG,aFPV,ﬁ)

+R

R +R =

uvop uopv upve
_1 99w _ 09y _ 9’9o, 9°Gpu

(axpax“ 0x°dx* OxPOxV 0x°0dxV

0°9op _ 09y _ °Gup _ 09w
OxVoxH* OxPdx* 0xVox® O0xPdx°

0°9pv _ 9°9op _ °guv , 9°You =0
dx%0x* OdxVox* 0x°0xP 0xVOxP '

U lokalno — inercijalnom sistemu koordinata, jednakost iz Cetvrtog svojstva je zadovoljena
indentiCki. Zbog tenzorskog karaktera data jednakost vazi i u bilo kom drugom sistemu
koordinata. m

5.3. Rigijev i Ajnstajnov tenzor®

Tenzor RiCija R;; Ce biti odreden pomocu formule R;; = R{%,, i predstavlja se u obliku
determinante na sledeci nacin

A I
Rl = |0xt O0x¢%|+ B B
/ A
reo ong| Ml

Posto vazi —ln\/— %, odatle se dobija

_9%nJg O

T axioxt 9x«

Iz prethodnog se zakljuCuje da je tenzor R;; =R;; simetriCan, broj razliCitih
komponenata je @ U Cetvorodimenzionoj mnogostrukosti, ako se uzme da je R;; =0,

dobija se deset diferencijalnih jednacina po parcijalnim izvodima, koje je Albert AjnStajn
uzeo kao jednacine koje opisuju gravitaciono polje u slobodnom prostoru opSte teorije
gravitacije. U razvoju date teorije, vaznu ulogu je imao i drugi uvedeni Ajnstajnov tenzor. Na
jednostavan nacin se dati tenzor moZe dobiti iz Bjankijeve jednakosti

Riim * Ry + Rims = 0. (5.10)

%0 Ricijevom i Ajnstajnovom tenzoru se moze pogledati detaljnije u [20].
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Posto je kovarijantni izvod fudamentalnog tenzora g;; jednak nuli, Bjankijev identitet se

moze zapisati u obliku
Rijkim + Rijimx * Rijmks = 0. (5.11)

Ako se pomnozi jednadina (5.11) sa g'g/* i iskoriste kososimetricna svojstva
Rimanovog tenzora R;j,, dobija se
gijjk,m - gijjm,k - gilRim,l =0.
Dati rezultat se moze predstaviti u obliku R ,, — 2Rf , = 0, gde je R = g”/R;; ili u obliku
1
(Ri‘n _ —5’,;12) =0 (5.12)
2 k
gde je RE = g/*R;,. Tenzor R} —%SJ?R = G/ u zagradi jednacine (5.12) je poznat pod
nazivom Ajnstajnov tenzor.
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6. PRIMENA GAUSOVE TEOREME NA IZVODENJE
AINSTAINOVIH JEDNACINA I1Z VARIJACIONOG PRINCIPA

6.1. Integraljenje na mnogostrukostima

U 1.1 je data definicija PULL-BACK preslikavanja, u sledecoj teoremi su date neke osnovne
osobine PULL-BACK preslikavanja.

Teorema 6.1.1.%°
Neka je ¢ € L(E,F),y € L(F,G). Neka je:

1) ¢*: TA(F) - TO(E) je linearno i ¢*(AXF*) € AKE*.
2) (o) =@ oy’
3) Ako je ¢ = idg, tada je ¢p* = idr,g(E)-
4) Ako je ¢ bijekcija, tada je, takode, i ¢* bijekcija, vazidaje (¢*) 1 = (¢71)*.
5) Ako w € AF*,0 € AlF*, tadaje ¢p*"(wA0o) = Pp*w Ao
6) p*dw = dop*w.
N f)=f-9¢.
Napomena 6.1.2.
Prve dve jednacCine impliciraju da je ¢* potpuno odredena time kako deluje na funkcije.
Poslednja jednacina govori da je na funkciji f ¢* data “zamenom” funkcije ¢ u funkciju f. U
lokalnim koordinatama na M i N, ¢ je dato sa ¢(x?,...,x™) = (¥1,...,y™)
yi=o¢pi(x, ..., x™),i=1,..,n,

gde su ¢' glatke funkcije. Lokalni izraz za PULL-BACK od funkcije f(y?,...,y") sluZi da
zameni ¢' sa y' u izraz za f, da bi se dobila funkcija od x. PULL-BACK na diferencijalnim
formama je definisan za bilo koje glatko preslikavanje, ne samo za difeomorfizme. Ovo je
velika prednost kalkulusa diferencijalnih formi.

Definicija 6.1.3.

Neka je a = fdx! A ... Adx™ n - forma na otvorenom skupu M c R™. DefiniSe se:

jaZ jf(x)dx.

(Smene promenljivih) Ako je ¢ difeomorfizam iz A ¢ R™ u ¢(4) c R". Tada je:

j Fx)dx = j F(6())Idet Do)l dx,
d(4) A

gde je D¢ Jakobijan od ¢.

%% Teorema je dokazana u [17].
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Definicija 6.1.4.
Skup A" ={x € R™*!| ¥l xi = 1,x > 0} se naziva simpleks. Za n =0 po konvenciji se
uzima da je 4° = {0}.

Primer 6.1.5.

Jednodimenzioni simpleks homeomorfan je sa zatvorenim intervalom. Dvodimenzioni
simpleks je homeomorfan sa zatvorenim, popunjenim trouglom, trodimenzioni simpleks je
homeomorfan sa zatvorenim, popunjenim tetraedrom.

Napomena 6.1.6.
Simpleks se takode moZe definisati kao podskup od R™. Prednost posmatranja simpleksa
takode kao podskupa od R"*! je taj $to ima viSe simetrije u koordinatama.

Definicija 6.1.7.

Neka je M n-dimenziona mnogostrukost. Singularni p-simpleks ¢ je preslikavanje g: 47 - M
koje se proSiruje na gladak difeomorfizam iz okoline od 4?7 c R®™ u M. 0O-simpleks je
preslikavanje iz tacke {0} u tacku iz M.

Primer 6.1.8.
Smena promenljivih na po€etku ovog odeljka se moze preformulisati kao:
w= jqb*wdx,
$(4) A

zbog n-forme w, ¢*(w)(x) = det(D¢(x)) w(¢(x)).

Definicija 6.1.9.
Neka je @ p-forma na M i o p-simpleks. Integracija p-forme na p-simpleksu je data sa:

jaZ ja*a.
g AP

6.2. Lanci i granice

Definicija 6.2.1.
U M p-lanac je konaéna linearna kombinacija ¢ = Y}; c;0;, gde su o; p-simpleksi, a c; realni
brojevi.

Definicija 6.2.2.
Integral p-forme «

JF]G*“

AP

se moZe produZiti od simpleksa do lanca linearno$cu:

fo- [ a=Yas

c 2iCi0; t

Definicija 6.2.3.
Zai=0,..,p+ 1definiSu se preslikavanja k;: 47 —» AP*! sa
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kP (x) = (x,..,x710,x%, .., xP),i > 1.
Skupovi k! (4P) se nazivaju strane (faces) simpleksa 47+,

Definicija 6.2.4.

Neka je M mnogostrukost i o p-simpleks, definiSe se da i-ta strana od o da bude
(p — 1)-simpleks ¢! = aokf’_l. Granica od o je definisana kao (p—1)-lanac
o = fzo(—l)iai. Grani¢no preslikavanje (boundary map) se moZe linearno produZiti na
sve p-lance na sledeci nacin:

1) Za]a] ZZa]( 1)‘

Lema 6.2.5.%"
6 06(C) =0 za sve lance c.

6.3. Teorema Stoksa za lance

Sledeca teorema je generalizacija fudamentalne teoreme kalkulusa, koja kaze da vazi
f&ff = fa Df za funkciju na jednodimenzionoj mnogostrukosti. Takode, generalizuje
teoremu Grina u ravni i teoreme Stoksa i Gausa u trodimenzionalnom prostoru.

Teorema 6.3.1. (Teorema Stoksa za lance)
Neka je ¢ p-lanac na mnogostrukosti M i neka je a (p — 1)-forma na okolini od ¢ u M. Tada

je:
jda = ja
c Sc
Dokaz

Zbog linearnosti, dovoljno je da se posmatra slu¢aj gde se p-lanac sastoji od jednog p-
simpleksa. Tvrdenje [ da = [;_a je po definiciji integrala ekvivalentan sa

jd(a a) = Z( 1)t j(a) Q. (6.1)
AP-1

Moze se pretpostavitidajep =2, jerjezap =1
1

j da(6(©))(Do(®))dt = a(o(1)) - (o (0))

fudamentalna teorema kalkulusa.

p+1

Posmatraju se x',..,xP~! koji su koordinate od AP~! zbog x°=1-3%'"7x'. U ovim

koordinatama preslikavanja k{"l: AP~1 - AP su data sa:

%" Dokaz date teoreme se moze pogledati u [16].
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-1 _ _ .
K2t xP ) = 1— ) xF x . %P7 ]i=0

kPN 2P = (a2 0% L 2P i # O

Jedinstveno se moze napisati (p — 1)-forma f = o*a, koja je definisana u okolini od AP, u
obliku g =3%"_ Bjdx* A..Adx) A..AdxP, gde dx/ znati da se ovaj faktor ne nalazi u

odgovarajucem sabirku. Zbog linearnosti moze se pretpostaviti da samo jedan g; nije
jednak nuli, tako da je B = B;dx* A .. Adx/ A ... AdxP.

Leva strana jednacine (6.1) je stoga

(-1)/- 1jaﬁ’d A ... AdxP.

Neka su y!,..,yP"1 koordinate u okolini AP~1, PULL-BACK-ovi od f za grani¢na

preslikavanja kP~ su dati sa :
p—1

K2 B =5 1—23”‘,3/1,..-,3/”‘1 dy' A..AdyPTH

k=1
(K B =0i%)
(kf_l)*ﬁ(y) = ﬁj(yl, Y0y, L yP Ayt AL A dyPTE =
Stoga treba dokazati da vazi:
jaﬁ] (x)dx* A ...AdxP =

k

=(-1)/1 j B (1 — Zyk oy ,yp‘1> — Byt .y 70,y L yPTY) | dyt L dyP
AP—1

Leva strana

Tk

j j 'B]dxf dx..dz’ .. dx?

AP-1 0
koja je posle raCunanja unutrasnjeg integrala jednaka

jﬁj xl,...,xf‘l,l—Zxk,x”'l,...,xp dxt..dx’ ..dxP —

AP—1 k+j

ﬁj(xl, axdT 0 x It ,x”)dx1 ..dxJ .. dxP.

AP-1

U datom izrazu u prvom integralu ¢e biti izvrSena smena promenljive
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(xl, LRI ,xp) — (., yP ) = %%, x0T - Zxk It xP | j#E2
k*j

(xl, LRI ,xp) — (yl,..,yP ) = (1 — Z k x3 .. ,xp>,j * 2

k+2

koja ima Jakobijevu determinantu (—=1)’~1, a u drugom integralu ¢e biti izvrSena smena
promenljive
(xl, LRI ,xp) — (yl,..,yP ) = (xl, oo xd Ty ,xp)

Cija je Jakobijeva determinanta jednaka 1.

Dobija se
p—-1
j (_1)]_1ﬁ] 1_Zyk1y11“-1yp_1 dyl...dyp_l —_
AP—1 k=1
- j ﬁ](yl’ ’yj_la anj+1a 1yp_1)dy1 dyp_l
AP-1

Sto predstavlja desnu stranu jednakosti koju je i trebalo dokazati. m

6.4. Stoksova teorema za orijentisane mnogostrukosti

Definicija 6.4.1.
M, n-dimenziona mnogostrukost je orijentabilna, ako postoji n-forma na M koja nigde nije
jednaka nuli.

Napomena 6.4.2.
Sa @;;:x — y = &;;(x) su oznacene transformacije koordinata iz dve karte (U;, ®;) i (V}, ;)
koje imaju neprazan presek. PULL-BACK od n-forme w = dy* A ... Ady™ je dat sa

®};dxt A .. Adx™ = det(DP;;) w.

Mnogostrukost je orijentabilna akko postoji atlas {U;,®;} od M za koji sve promene
koordinata @;; zadovoljavaju det(D®;;) > 0.

Definicija 6.4.3.
Podskup D od M je regularan domen ako za sve tacke x € 6D c M postoji karta (U, ®) sa
x € U takvada ®(U n D) = &(U) n H", gde je H™ = {x € R"|x; > 0} poluprostor u R™.

Napomena 6.4.4.
Regularni domen D je n-dimenzionalna mnogostrukost sa granicom unutar mnogostrukosti
M.

Definicija 6.4.5.
Kompaktni nosac¢ ima n-forma w, ako je zatvorenje skupa kompaktno, gde je w razli¢ito od
nule.
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Definicija 6.4.6.
Neka je w n-forma sa kompaktnim nosaéem, i neka je D regularni domen u orijentisanoj
mnogostrukosti M. DefiniSe se U, =M \ (supp(w) N D). Neka je kompaktni skup
supp(w) N D prepokriven sa konacno mnogo pokrivaca {U;}*_,. Neka postoje simpleksi g;
takvi da U; c ¢;(4™) ili a(4™) c int(D) ili U; = a(V n 4A™), gde je V c R" otvoren i takav da je
84™ NV otvoren podskup od strane koja je preslikana pomocu o; u U n §(D). Neka je
{9}, particija jedinice koja odgovara pokrivacu {U; Y.

k

=1

fo=3 oo

D L i

DefiniSe se

Lema 6.4.7.
Integral fD w he zavisi od izabranog pokrivaca niti od izabrane patrticije jedinice.

Dokaz

Neka je {V;}\_, neki drugi pokriva¢ i ho,...,h; neka druga particija jedinice i sa 7; ¢e biti
oznadeni odgovarajuci simpleksi. VaZzi da je X'_, h; =1 na supp(w) N D zbog hy =0 na
supp(w) N D. Dobija se

Posto je 0,7 o1; difeomorfizam koji €uva orijentaciju na otvorenom, moguce praznom
skupu, na kom je definisan, i posto je supp(h;g;0) N 6;A" = supp(h;g;w) N 7;A", sledi da je:

j(hjgiw) = jdetD(ai)hjgiw(ai) = jdetD(ai)detD(ai‘lrj)hjgiw(rj) =
o AT AR

jdetD(Tj) (hjgiw(rj)) = j(hjgiw) .

Al Tj

Teorema 6.4.8. (Stoksova teorema za orijentisane mnogostrukosti)
Neka je D regularan domen u orijentisanoj n-dimenzionoj mnogostrukosti M i neka je
w (n — 1)-forma sa kompaktnim nosacem. Tada je

fo-[a

6D

Dokaz
Neka su g,,..,gx i 04,...,0, izabrani kao u definiciji integraljenja. Posto je >¥ , g, =1 na
okolini U od supp(w) N D, vaZidaje d(Xk,g;) =0naUi

K K K
Z d(g;w) = Z d(g) w + Z gidw = dw.
=1 =1 im1

Ako je o; n-simpleks koji se preslikava u unutrasnjost od D, tada
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jgiw:o: jgiwa

§0; 6D

jer supp(g;)w < intD. Neka je sada, g; n-simpleks Cija se slika preseca sa granicom od D.
U ovom sluéaju je g;w jednak nuli na granici od ¢;(A") osim ,mozda, na n-toj strani o}
Sada je o' regularan (n — 1)-simpleks u 6D koji oCuvava orijentaciju ako je n paran, menja
orijentaciju ako je n neparan.

Sledi da je tada
jgiw = (D" jgiw S GV C i jgiw = jgiw-

50’i o‘in 5D 5D

Koriste¢i Stoksovu teoremu za lance, dobija se

[10=3 [a=Y [1w=Y [s0- [a0=[on
D i D i o i 8oy i &D 8D

6.5. Operacija HodZova zvezda (Hodge star operation)

U nastavku ¢e se za

iy <iz<-<iq

koristiti kraca notacija a = ¥ aje!, gde | prolazi kroz sve skupove indeksa {ij,...,i,} sa
i1<i2<"'<iq.

Definicija 6.5.1.

Neka su dati « =Y, ase’, =X, B¢/ € N(E) gde je {e‘} ortogonalna baza s obzirom na
metricki tenzor g € T{(E). Neka je g;=1Ilic;9(e;e;) € {—11}. DefiniSe se takode
g(a,B) = X, g12B;.

Propozicija 6.5.2.
Metricki tenzor na E indukuje metri¢ki tenzor na N1(E) pomocu g(a,B) =Y, g;a,0;.

Dokaz

g je simetriéni tenzor u T (AY(E)). Nedegenerisanost sledi iz nedegenerisanosti tenzora g
na E: neka je g(a,p) =0 za sve . Tada g(a,dx') = g;a; = 0 za sve |, tako da je a; =0 za
svel,pajea=0.m

Definicija 6.5.3.
Neka je g metricki tenzor na E i neka je h metriCki tenzor na F. Formira se metricki tenzor
gh na AY(E,F) na sledeci nacin: ako je fi,...,f; ortogonalna baza u F, moze se pisati

a=Y;a'f'iB=3%;p/f igh(a B) =X hgaiBi, ade su h; = h(f, f;) € {-11}.
Ova definicija je nezavisna od baze odabrane u E i baze odabrane u F.

Propozicija 6.5.4. (Postojanje HodZovog operatora)

96



Neka je E konacnodimenzioni vektorski prostor dimenzije n. Neka je g metrika na E i w
zapreminski element na E s obzirom na E. Postoji jedinstveni izomorfizam

*i/q\(E) - 7\q(E)

takav da vazi a Ax B = g(a,B),,, za sve a,B € NI(E).

Dokaz
Zay € \"9(E) definiSe se linearno preslikavanje @, (a): AY(E) » R
(), = aAy.

Ovo preslikavanje je injektivno. Komparacijom dimenzija dobija se da je izomorfizam. Stoga
za sve B € N1(E), postoji jedinstveno y € A"9(E) takvo da je @, (a) = g(a, B). DefiniSe se
da je * B dato y. Jedinstvenost kao i postojanje * se dokazuje koristeCi koordinate. Neka je
dato el =eit A...Aela € NI(E). Sac; = g(e;, e;) se dobija

xel = (cil, . ciq) (=1)c)l’

gde je Iul'={1,..,n} i o(l,I') je permutacija koja preslikava lul’ u {1,..,n} sa

L ={iy, o igh iy < <igil'={if,...i;}. m

Propozicija 6.5.5. (Osobine operatora Hodzova zvezda)
1) Za a € N1(E) vaZi *+ a = (—1)9(-1)4n-D gy

2) g(a,p) = (=1)9g(a", ")

) *x1l=w, xw=(-1)9

Dokaz
1) Neka je a = e®@*D A . Ae’™),

VaZidaje * a = Ce®® A ... A e?@ za neku konstantu C.

Posto je

aAxq = (—1)‘7(Ca(q+1) Ca(n))w
xe DA LN D =Cpiyy . Corgy (1)@ A A e,
Stoga je
kgD A LA e7@D = (=1)1=D(Cyqy .. Coq)) (1)) 2D A A @ =
= (-1)1-D(—1)9e°D A A e@D,
2) Koristeci tvrdenje pod 1) dobija se
9( ax B)w =+ @ Awx f = (=1)9(~1)1"D x g A B =
(-1)9p A a = (-1)9g(a, pw.

3) Sledi iz definicije i tvrdenja pod 2).

Primer 6.5.6.

Neka je M =R* i g Lorencov unutrasnji proizvod, definisan sa g,; =-1,
922 =933 =Ggaa =11 g;j = g(e; ;) =0 za i # j. Operator HodZova zvezda iz A'(R*) u
A3(R?) je involucija data sa
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xel = —e?2 Ne3 Ne?

xe?=—elpnednet
xed=elNe? Net
xet=—elphe?Ned
Zbog
elA(xel)=—elne?Aednet =g 0
e? AN(xe?)=—e?Aelned et =g w
e3A(xe3) =e3nethe?Net = gz
et A(xe*)=—e*Aelhe?Ned =g w

6.6. Stoksova teorema za Rimanove mnogostrukosti®®

Definicija 6.6.1.

Neka je (M,g) orijentisana Rimanova mnogostrukost sa zapreminskim elementom w.
Tackasti  HodZov  operator . \¥(T,,M) —» A" *(T,, M) definiSe preslikavanje
AE(M) - A"F(M) koje se naziva operator HodZova zvezda na A(M).

Definicija 6.6.2.
Neka je M orijentisana Rimanova mnogostrukost sa zapreminskim elementom w. Za
neprekidnu funkciju f na M sa kompaktnim nosacem definise se

Jf==ll*f=llfw

Neka je M Rimanova mnogostrukost. Metrika g definiSe izomorfizam iz T,M u T, M. Oznake
za dati izomorfizam su

b:TeM - Ti M,

#:TM - T, M,

One poticu iz ¢injenice da u muzici » povecava indeks, a # snizava indeks.

Definicija 6.6.3.
Divergencija div(v) vektorskog polja v je funkcija div(v) =+d v ’.

Teorema 6.6.4. (Stoksova teorema za Rimanove mnogostrukosti)
Neka je dato v € I'(TM) sa kompaktnim nosacéem i neka je D regularni domen u M i n
spoljasnje normalno vektorsko polje na granici 6D. Tada je

j div(v) = j g(v.n).

6D

Dokaz
Koriste¢i Stoksovu teoremu za orijentisane mnogostrukosti i definiciju integrala da vazi

20 Stoksovoj teoremi za lance, orijentisane mnogostrukosti i Rimanove mnogostrukosti se moZe detaljnije
pogledati u [16].
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jdiv(v)=]*d*v/’ =jd*v/’ = j*v/’.
D D D

6D

Na ovaj nacin se tvrdenje svodi na identitet

j*v/’ = jg(v,n).

6D 6D

Bira se u proizvoljnoj tacki u §D karta takva da je n(x) = e, spoljasnji jedini¢ni normalni
vektor. Neka je e,,..,e, ortogonalna baza i neka je el,..,e" dualna baza. Koristeci
odgovarajucu particiju jedinice, moze se pretpostaviti da v ima svoj nosac u karti U koja je
sadrzana u simpleksu o, tako da je o, preslikan u 6D. Sa v’ =Y, v;e’ gde je v; = gV,
dobija se
= Zvl ,,,,, ion€ AL AEEA L Nem = Zgii(—l)iviel Y -LY -
l

i

g1 g1

Primer 6.6.5.
Neka je a 1-forma data sa
a=a,dx' + a,dx? = ((x1)? + 7x?)dx* + (—x* + x? sin((x?)>))dx?

na mnogostrukosti M = R2. Izracunati integral fc“ nad l-lancem ¢ = 20, + 30, — g3, gde su
simpleksi g;, i = 1,2,3 dati sa:
o,:A' =[0,1] » M,0,(t) = (¢,0)
0, A' =[0,1] » M,0,(t) = (1 —t,t)
o3:A' =[0,1] » M,05(¢) = (0,1 —t)

ReSenje

Integraljenje 1-forme na 1-simpleksu o: A — M je definisano sa [ a = [, o*a, koji je integral
1-forme nad podskupom od R, $to je najéeSce integraljenje nad A =[0,1] c R. Neka je
a(t) = (x(t),y(t)), tada je PULL-BACK (o*a)(t)(w) definisan sa a(o(t))(Da(t)u) za bilo
x(t)
y(t)
PULL-BACK od a(x) = a;(x)dx! + a,(x)dx? i o*a(t) = p(t)dt u koordinatama, koristi se
dx1(e,) = 0,dx?(e;) = 0,dx(e;) = 1,dx?%(e,) = 1.

koje u € T,A. A(t) =Da(t):R - R? dat je sa 1x2 matricom [ ] Da bi se dobio

Dobija se sledece:
B(&)(w) = a(a())(A(O)w) = a; (o(1))dx (A()u) + a,(a (1)) dx?(A()u) =
= a;(0(0))dx* ((A(Du) e, + (A(D)u)?e,) + ay(a(6))dx?((A(D)u) e, + (A()u)?e,) =
= a;(a(0)) (AW + a,(a (1)) ((A[Du)?) =
= [a,(a(£))x(t) + a,(a(£))y () u.
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Stoga se integral

j o= j &, (6(0)x(8) + a(c(O))y(D)dt,
o 0

svodi na obi¢an krivolinijski integral nad krivom o: A = [0,1] » R?. Dobija se
N -1 _T0
Doy(®) = ||, Do (0) = | ] Das() = | |

1

g 3
.[a:j(al(a(t))'1+“2(0(t))'0)dt:jt2dt=%|0 :%
0

g1 0

j o= j (ay(0(0) - (=1) + ay (a(0)) - 1)dt =

= - j((—t)2 + 7t2)dt + j((—t) +tsin(t%))dt =
0 0

1

1 7 1
= — — — = i 5 =
373 2+jtsm(t)dt
0
19 2
=—€+jtsin(t5)dt

0

j 2= j ey (o(0))dt = — j (1 - B)sin((1 - £)9) dt.
o3 0 0

Integral fol t sin(t>) dt nema svoju primitivnu funkciju u skupu elementarnih funkcija.

1 1

. “ . . . 1
Dati integral se moze zapisati u obliku = — —— —— :
7 102 3240 186480

Tejlorov red i integraledi svaki ¢lan reda posebno.

.. razvijanjem funkcije sin(t*) u

ja=2-%+3[—%9+jtsin(t5)dt] —j(l—t)sin((l—t)S)dt:
[ 0 0

53
= —€+4Jtsin(t5)dt

0

Definicija 6.6.6.
Zapreminski integral funkcionog polja f nad oblascu G u R3 je dat sa

[rav=+r,
G o

gde je o simpleks povezan sa oblasc¢u G. Desna strana jednakosti je integral 3-forme nad
trodimenzionim simpleksom.
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Primer 6.6.7.
Neka je o 3-simpleks u R3 i a 2-forma u R3. Primenjuje se teorema Stoksa za dokaz
teoreme divergencije (Gausove teoreme), |, so V= fa div(v) (oblast G ¢e se indentifikovati sa

trodimenzionim simpleksom o).

Jdiv(v)dV=j*div(v)=j**d*vb =ld*v/’ = j*v/’ = jde.

o o so 6G
6.7. Izvodenje Ajnstajnovih jednaéina iz varijacionog principa®

U nastavku cCe biti dato izvodenje jednacina gravitacionog polja (AjnStajnovih
jednacina) uz koriséenje Hamiltonovog principa. Dakle, treba naéi vezu izmedu metrickog
tenzora g,,, S jedne strane, i raspodele materije (mase), s druge strane. Za to je
neophodno, najpre odrediti dejstvo S, gravitacionog polja i dejstvo S,, koje potiCe od
materije. Trazene jednacine se tada dobijaju iz principa stacionarnosti dejstva putem
variranja sume dejstava S, i Sp,, kao

8S =68(S; + Sp) = 8S, + 8Sp,. (6.2)

Simbol § ovde oznacava varijaciju. Dejstvo S, za gravitaciono polje treba da bude

integral po 4-dimenzionom prostoru i ono je invarijantno u odnosu na ma kakve
transformacije koordinata. Posto je gravitaciono polje odredeno metrickim tenzorom g,,,, to u

varijacionom principu za gravitaciono polije komponente g,, se tretiraju kao nezavisno
promenljive i po njima se varira.

Stoga se razmotra, najpre, dejstvo S, gravitacionog polja. Uvodi se funkcija
L, —gustina lagranzijana gravitacionog polja. Dejstvo S, ima oblik

Sy = j/:gdv* = j/:g,/—g d*x (6.3)

pri ¢emu se integracija vr3i po nekoj oblasti 3-dimenzionog prostora x!, x?, x° i po
vremenskoj koordinati x° izmedu dva fiksirana trenutka. Veli¢ina g u gornjoj jednadini
predstavlja fundamentalnu determinantu, dok je

av* = [—gdx%dxtdx?dx® = [—gd*x
element zapremine 4-dimenzionog prostor-vremena.

Kao Sto je poznato, gustina lagranzijana odgovaraju¢eg fizickog polja zavisi od
potencijala polja (g,,) i njihovin izvoda. Pri izvodenju jednagina gravitacionog polja
pretpostavlja se da te jednacine ne sadrze izvode metriCkog tenzora (potencijala) g,, vise
od drugog reda. S obzirom da se jednacine dobijaju putem variranja dejstva, to za dobijanje
tih jednacina, prirodno je zahtevati da podintegralni izraz u (6.3) (tj odgovarajuci £,) treba
da sadrZi izvode od metrike (g,,) koji nisu visi od prvog reda. Drugim re¢ima, gustina

29 U [20] se moze pogledati detaljnije o varijacionom principu.
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09 uv 09uv
xS’ axs’
nemoguce je sastaviti invarijantu, jer izborom sistema koordinata (iz lokalno-inercijalnog
sistema koordinata) moguce je uvek udesiti da sve veli€ine er u datoj tacki budu jednake
nuli. Ipak, postoji skalar (invarijanta) R (R krivina 4-dimenzionalnog prostora), koji osim
tenzora g,, I njegovih prvih izvoda, sadrzi joS i druge izvode od g,,, koji ulaze samo
linearno. Zahvaljuju¢i toj linearnosti, kao Sto ¢e biti pokazano u nastavku, integral
[ R\/—gd*x je moguce transformisati tako da

5 [ Ry=gatx =5 [ o =ga'x (6.4)

gde veli€ina Q sadrzi samo tenzor 9y i njegove prve izvode. Izraz na levoj strani jednacine

lagranzijana moze zavisiti samo od g, i 5~ Medutim, iz samih veliCina g, i

(6.4) je skalar, pa je prema tome i izraz na desnoj strani takode skalar (dok sam
integral [ Q,/—gd*x, naravno, nije skalar, ali njegova varijacija jeste).

Prema tome, zbog izbora gustine lagranZzijana £, gravitacionog polja, koji je jednak R
(pri A =0, A -kosmoloska konstanata) ili R — 2A (pri A # 0), to prilikom izvodenja jednacina
gravitacionog polja, jasno je da ¢e one biti diferencijalne jednacine koje sadrze izvode od
Juv Ne viSe od drugog reda.

Uvodi se dejstvo S, na sledeci nacin:

BS, = j (R —20),/—gd*x (6.5)
2k __ 16my

gde je p=—= konstanta koja obezbeduje dimenziju dejstava. Tada je varijacija

¢3!

jednacine (6.5) jednaka
BS, =6 j(R —2A)/—gd*x =6 j(Rm,gﬂv —2A)[—gd*x =
= j[le,/—g(Sg‘“’ +R,,g*8(/—g) —2086(J—g)]d*x + jg‘“’,/—g(SledA'x.

Kako je :
69 =99""69,w = —99,w69"" ©5)
s .
;g = _guvfsgﬂva 5(\/’5) = _%ngvfsgﬂv
(posto je g,,g*" = 4, tada je g9, = —9,,09""), 1O j€
1
pdS, = j [le - ngR + Aglw] SgHv. [—gdix + j 9" S8R, —gdix. (6.7)

Koriste¢i Gausovu teoremu, poslednji ¢lan u jednacini (6.7) moze se transformisati u
integral po hiperpovrsini koja obuhvata 4-zapreminu po kojoj se vrSi integracija u (6.7). U
tom smislu, uvode se pomocne veliine w".

w¥ = —g"'Ty, + g'Ty,. (6.8)

Ocigledno je
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1 o9 owY 1 8=
T (\/ _QWV) = +wV 9 =
/_g oxVv OxV \/_—g OxV
rfB
d G,
T oxv (gua(gm&) + ox? (9“”5%) + (—g““a% + g“%}‘l}f&)]}% =
aglﬂ/ or’ agl“’ ore
= =8I — gME S+ SIS + gt S S+ (—ghSEY, + g OIS ).

Kako je kovarijantni izvod metrickog tenzora jedanak nuli, tj. g“‘;"v =0, i s obzirom na
veC dokazane formule, vazi da je

agh
= —gharly — gPurg,
gt u

axv = —gﬁvl—;ﬁ —gﬁﬂ[{/ﬁ

Uzimajuci u obzir ove jednakosti moze se dalje pisati:
0

1
/—g oxV

(V=gw") = gL 615 + g*P ;381 — gV 156 L% — 9P LpS LG —

v Ha
acv.feou Bov Beou Bev
oLy orx
— ghas 6;‘5‘ + ghv§ 6;‘5‘ _ gﬂalﬁg(gw& +gﬂv11[;511$ —
aevV OU—W,,BHUC

— UV aqg/ 6111%‘ B ora a srB B sra asrbB ) —
= g (5T + 575 1 rf b1 + T8 — RS, — T ) =

or% oL%
=g"é <_ 6;‘: + a;:j + Fa[jtl}?% - 1}%&1;) = g" R,

Dakle,

1 0
gtvoR,, = ﬁaxv (/—gw"), (6.9

odnosno

d
jg‘“’(Sle,/—gd“x = j o (/—gw") d*x. (6.10)

: ] . .
Na osnovu Gausove teoreme, integral | w(,/—gw")d“x moze biti transformisan u
integral od w” po hiperpovrsini 2 koja sadrzi posmatranu 4-dimenzionu zapreminu, tj.

jaiv (J—gw")d*x = £Wvd0'v. (6.11)

Kako su na granici oblasti integracije, varijacije polja jednake nuli, tj. na njoj je

89,» = 0, odnosno S(Z—“:) =0 onda je i vektor w", definisan jednacinom (6.8), takode
jednak nuli (na granici oblasti integracije), tj. w¥ = 0. Prema tome, 952 wVda, = 0, odnosno

jg‘“’(Sle,/—gd“x =0. (6.12)

Konacno, iz jednacine (6.7) sledi da je
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1
BES, = j [le —59wR + Agw] Sg*.[—gd*x = 0. (6.13)
U nastavku se pokazuje da se integral [ R,/—gd*x moZe transformisati u odgovarajuci
integral [ Q./—gd*x, tako da vazi jednacina (6.4), i trazi se ¢emu je jednako Q.
U tom smislu se polazi od sledec¢e poznate jednakosti

org ol g

[-gR = /_gg;lew =./—g <_guv 6;‘: + gt 6;: + g“”FfHF,f‘[; — g"’T}, aﬁ) (6.14)
S obzirom da vaZzi

ore 9
~J=99" 57 = — 5= (V=99""T8) + I, - a(,/ gg™). (6.143)

kao i - )
V90" S = - (790" ) + T o (f=G0™), (6.14b)
Jednacina (6.14) postaje
o= Z’jﬁfgiv (799" 1) + i = (=59 —
)+ \/_g’w e lvg \/—_gg’wffz B
g.
VIR =5 0 ) (J739") -
5 (g™ + ag™ (rhr — r6rs) (6.15)
Poéto je
7z (J=g9") = 52 g + =g % = =gl g = =g (Il 9"’ + [ipgP*)  (6.152)
odnosno

0 0 —g
7 (V=99"") =W \/_ o = —9hpg" - J=3 (" + 137+, (6.15b)
Jednacina (6.15) prelazi u

a v
J—gR = o=91") + =g\ L& g™ — [l gf” — L3I gP" | -

oxV

aef Beu Bev

NJ

~J=9| Lala" ~ Lalpe™ — LaLpe™ |+ V=99* (Ll — LAL)
Beou Bev

Nakon naznacenih prenumerisanja nemih indeksa, odredeni Clanovi se skrate i
konaéno se dobija

a v
J—9gR = (‘/;f)+\/_ w(Lhrs - Lhrg). (6.16)
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Ovde je uvedena sledeéa oznaka
fv=—ghteLy + g"LE,. (6.16a)
Ako se integralno skrati jednacina (6.16) po celom prostor-vremenu dobija se

9]

j\/—_ng“x = j‘/__de4x+Jaxv (V—gfV)ad*x, (6.17)

gde je
— LUV I—'ﬁ a _rrrae (618)
Q 9 witaf ua’vp ). :
Koriste¢i Gausovu teoremu, drugi integral na desnoj strani jednacine (6.17) moze se

transformisati u integral od fY po hiperpovrsini koja sadrzi razmatranu 4-dimenzionalnu
zapreminu.

Prema tome,

9]
j v (JV=gf)d*x = f fvdo,, (6.19)
X
pa jednacina (6.17) postaje:
j,/—ng“x = j,/—de“x + ff"dav.
X
Ako se potrazi varijacija ovog izraza, moze se pisati

5 j J—gRd*x =6 j J—9Qd*x +§ fdeav =6 j J—gQd*x + j)((Sf")dav. (6.20)

Kako je varijacija polja (gm,) na granici oblasti integracije jednaka nuli, tj. 6g,, =0,

kao i S(Z—“:) =0, onda je 6f =0 pa je takode §.(5f")da, = 0. Na taj nacin, jednacina

(6.20) konacno postaje
(SJR,/—gd“x = 5]Q,/—gd4x. (6.21)

Treba primetiti da je dejstvo S; za gravitaciono polje definisano pomocu jednacine
(6.5)

BS; = j(R —2A),/—gd*x.
Neki autori dejstvo S, definiSu jednacinom
ps, = [ @ - 240y =gax

odnosno, uzimaju da je gustina lagranzijana L = (Q — 24). Naravno, pri tome treba imati u
vidu da veli¢ina Q definisana jednacinom (6.18), nije invarijanta. Treba primetiti da je

j(R —2A)/—gd*x # j(Q —2A)/—gd*x
ti. da su odgovarajuci integrali razli¢iti. Medutim i pored toga vazi jednakost njihovih

varijacija, tj.
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5 j (R—24)/—gd*x =6 j (Q — 24),/—gd*x. (6.22)

Razmatra se sada dejstvo S,, koje odgovara materiji. Pretpostavlja se da se stanje
materije karakteriSe gustinom lagranzijana £,,. Takode, pretpostavlja se da £,, ne sadrzi
izvode od g, ViSe od prvog reda. Uvodi se dejstvo S, pomocu jednakosti

1
ESm = ijdV = jﬁm,/—gd“x. (6.23)
Integracija u ovoj jednacini se vrSi po istoj 4-dimenzionoj zapremini kao i u (6.2).

U nastavku se trazi varijacija dejstava materije. Ako se pode od toga da je

gt
= Hv
L=L (g " 0x“ )’

ocCigledno je
155,,1 =6 j Lp[—gd*x = j 8L\[—gd*x =
_ j (£my/~9) ) +2Un=9) (‘gw) dx. (6.24)

agrv P (9’“’) 0x<

Ox®

Drugi ¢lan u ovoj jednacini moze se transformisati koristeci sledeci identitet:

0(Lny/=9) (g‘”): 0 )0Umv=9) ¢ |~ 0 OUEmV=0) s v (625
3

gl“’ ox« xa gHV ox« gHV
9 (ax“) 9 (ax“) 9 (Ox“)
Zamenom (6.25) u (6.24), nalazi se §S,, u obliku:

1 (L — (L —
E5Sm:j ( m g)_ a ( m g) 5gyvd4-x+

agrv ox*| o (g’w)

0x%
o(L,,./
j 3@ (mgw))s g tdtx. (6.26)
Ox“

Poslednji integral u gornjoj jednacini, moze se pomocu Gausove teoreme,
transformisati u povrSinski integral, koji je, zbog uslova §g*¥ =0, na granici oblasti
integracije jednak nuli.

Na taj nacin, za varijacije dejstava materije moze se pisati

8S, = %j Tw6g"’\ —gd*x, (6.27)

gde je

_ 2 [0tn/9) _ 2 (0ny0) 620
Hv H ag,uv ox« P (glw) )

Ox®
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Konacno, sabiranjem jednacina (6.13) i (6.27), i izjednaCavanjem §S sa nulom, dobija
se:

c 1
5S = ﬂj (le — E‘g‘“’R +Ag,, + KTHV),/—gGg‘“’d“x =0. (6.29)

Zbog toga Sto su varijacije 6g*V proizvoljne, ocigledno je da izraz u zagradi mora biti
jednak nuli, pa sledi

(6.30)

1
R,uv - Eg,uvR + Ag,uv = _KT,uva

Sto predstavlja AjnStajnove jednacine gravitacionog polja.

SimetriCni tenzor T,, koji, izmedu ostalih, ulazi u ove jednacine i koji je definisan
jednacinom (6.28), ocigledno zadovoljava jednakost:
T, = 0. (6.31)

Stoga tenzor T,,, moZe biti identifikovan kao tenzor energije-impulsa i zbog toga se on
naziva tenzorom energije-impulsa materije. Ovaj tenzor je razli€it za razne fizicke sisteme
Sto, naravno, zavisi od njihovih struktura i interakcija. Koliko je znacajan ovaj tenzor govori i
¢injenica da je AjnStajn u svome radu o opStoj teoriji relativnosti, iz 1916. godine, posvetio
posebnu paznju upravo tenzoru energije-impulsa T,,,.
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ZAKLJUCAK

Cilj ovog master rada je da sagleda kroz prizmu matematike (konkretno diferencijalne
geometrije) opStu teoriju relativnosti. U samom radu je izloZzen matematicki aparat, koji je
iskoriScen za izvodenje Ajnstajnovih jednacina, na kraju Sestog poglavlja. U vecini modernih
knjiga i udzbenika iz OTR se matematicki pojmovi, tvrdenja, dakle matematicki aparat
neophodan za razumevanje OTR,se ne objaSnjava niSta detaljnije ni u onoj meri koja je
neophodna za bolje razumevanje OTR. Izuzetno je teSko uspostaviti harmoniju u izlaganju
matematicke materije neophodne za funkcionisanje OTR, i same OTR, predstavljene sa
stanovista fizike. Dosta je teSko teoriju OTR predstaviti da ne bude ni Cista matematicka a ni
Cisto teorija iz fizike. OTR je izuzetno zanimljiva oblast fizike, jer je donela revoluciju, kako u
fizici, tako i u geometriji, gde je poljuljala klasi¢no razmisljanje o euklidskom prostoru, za koji
se vise od dve hiljade godina smatralo da je jedina vecita istina, da je to jedini model
prostora koji postoji, ne samo na Zemlji, ve¢ i u Citavom svemiru. AjnStajnove teorije
(specijalna teorija relativnosti, opSta teorija relativnosti) su otvorile vrata za nastajanje novih
teorija, koje su aktuelne u danasnje vreme, kao Sto je teorija struna, teorija multiverzuma,
koje mozda i ne bi nastale da istorijski sled dogadaja nije doveo do nastanka OTR. STR je
pokazala da prostor i vreme nisu nezavisni i apsolutni, ve¢ povezani delovi celine: prostor-
vremena. U OTR je pokazano da prostor-vreme koje sadrzi materiju nije staticno i ravno,
ve¢ dinamiéno i zakrivljeno, ne samo da dati prostor deluje na materiju, veé i materija deluje
na prostor (prema jednacini polja). Posledica rezultata OTR-a je da se euklidska geometrija,
koja se smatrala neprikosnovenom dvadeset vekova, ne moze primeniti na gravitaciono
polie. OTR je specificno nau¢no polje gde je nejasna granica izmedu matematike i fizike,
one se prozimaju medusobno, tu se moze videti simbioza ove dve nauke.

Autor se nada da je ovom master radu uspeo, bar u odredenoj meri, da izvrsi sintezu
znanja iz diferencijalne geometrije, neophodnih za dalje prouCavanje teorije relativnosti,
koja je aktuelna i danas. Sto se ti¢e odredenih pojmova i tvrdenja koja u ovom radu, iz
tehnickih razloga, nisu dostupna, autor upucuje zainteresovanog Citaoca na navedenu
literaturu na kraju rada.
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