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Predgovor

Kombinatorika na reqima je mlada oblast matematike. Norvexki
matematiqar Aksel Tue1 smatra se zaqetnikom te oblasti sa svojim
radovima [23] i [22], koji su objavǉeni 1906. i 1912. godine. U ǌima se
bavio karakterizacijom reqi koje ne sadr�e kvadrate i kubove, i Tue–
Morsova req je proizaxla kao rezultat ǌegovog istra�ivaǌa u toj
oblasti, gde je ona prvi put eksplicitno definisana. Me�utim, Ez-
hen Prue2 se ǌome indirektno bavio 60-ak godina ranije, u svom radu
[19] iz 1851. godine, izuqavaju�i odre�eni problem iz teorije bro-
jeva. Tre�i nauqnik koji je, izuqavaju�i probleme iz diferencijalne
geometrije, doqxao do spoznaje o Tue–Morsovoj reqi jeste Marston
Mors3 u radu [18] iz 1921. godine. Zatim je 1929. godine i xahov-
ski velemajstor Maks Eve4 u [11], rexavaju�i problem u xahu, otkrio
istu req. Interesantno je xto su svi nezavisno doxli do iste reqi
i u potpuno razliqitim oblastima. Req je, oqigledno, dobila ime
po Tueu i Morsu, ali se qesto u literaturi u ǌenom imenu pomiǌe i
Prue, tj. naziva se Prue–Tue–Morsova req. Pojava da se Tue–Morsova
req javǉa u razliqitim oblastima se nastavila, te se ona isposta-
vila kao prirodan odgovor na potpuno me�usobno nepovezana pitaǌa
u oblastima teorije automata, realne analize, teorije grupa, teorije
polugrupa, fizike, fraktala, muzike, ekonomije, itd. Iz svega upravo
reqenog, vidimo da je ova req sveprisutna i krajǌe interesantna, ne
samo u matematici, nego i xire, xto je autoru i bila motivacija za
ovaj rad. Kao xto i sam naslov ka�e, bavi�emo se ve� pomenutom reqi,
pokaza�emo neke ǌene lepe osobine i primeniti je za rexavaǌe odre-
�enih problema u teoriji brojeva, ali i u oblastima van matematike.

Prva glava ovog rada je uvodnog karaktera i posve�ena osnovnim
definicijama iz oblasti kombinatorike na reqima koje �e nam biti

1Axel Thue (1863–1922), norvexki matematiqar, poznat po svojim radovima iz obla-
sti diofantovih aproksimacija i kombinatorike.

2Eugène Prouhet (1817–1867), francuski matematiqar koji je prvi dao rexeǌe Prue–
Tari–Eskotovog problema.

3Marston Morse (1892–1977), ameriqki matematiqar koji se uglavnom bavio matema-
tiqkom analizom, poznat je po svojim radovima iz oblasti diferencijalne topologije,
u kojoj se danas jedna tehnika naziva po ǌemu.

4Machgielis (Max) Euwe (1901–1981), holandski matematiqar i peti po redu svetski
xampion u xahu (od 1935. do 1937. godine).
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korisne kroz ceo rad.
U drugoj glavi definixemo Tue–Morsovu req. Prirodna posledica

velikog broja razliqitih primena ove reqi je vixe ǌenih definicija.
U ovoj glavi navodimo i pokazujemo ekvivalenciju izme�u ǌenih raz-
liqitih definicija. Tako�e, navodimo i ǌeno prirodno uopxteǌe.

U tre�oj glavi se bavimo kombinatornim osobinama Tue–Morsove
reqi. Ovde �emo dokazati ǌenu najva�niju osobinu, a to je da ne sa-
dr�i preklapaǌa, xtavixe pomo�u ǌe prona�i �emo leksikografski
najmaǌu i najve�u binarnu req bez preklapaǌa. Jox jedan bitan re-
zultat ove glave je, koriste�i Tue–Morsovu req, konstrukcija besko-
naqne kvadratno slobodne reqi nad troelementnim alfabetom.

Qetvrta glava posve�ena je primeni Tue–Morsove reqi u teoriji
brojeva. Prvi rezultat je rexeǌe, u specijalnim sluqajevima, jednog
starog problema, tzv. Prue–Tari–Eskotovog problema. Zatim �emo
pomo�u Tue–Morsove reqi prona�i graniqnu vrednost jednog intere-
santnog niza racionalnih brojeva. U tre�em delu ove glave bavi�emo
se q-razvojima, odnosno razvojima u necelobrojnim bazama. Pokaza�emo
da Tue–Morsova req indukuje najmaǌe q za koje je razvoj broja 1 je-
dinstven.

Petu, posledǌu glavu, rezervisali smo za tri kuriozitetne pri-
mene razmatrane Tue–Morsove reqi. Bavi�emo se ǌenom povezanox�u
sa xahom, muzikom i ekonomijom.

? ? ?

Veliku zahvalnost dugujem mom mentoru dr Bojanu Baxi�u, kako za
nesebiqnu pomo� pri izboru teme i pisaǌu rada, tako i za sve preneto
znaǌe, iskustvo i podrxku tokom mog studiraǌa. Tako�e, zahvaǉujem se
i qlanovima komisije, dr Igoru Dolinki i dr Borisu Xobotu, na dra-
gocenim predavaǌima i uqex�u u izradi rada. Zahvaǉujem se i svim na-
stavnicima i profesorima koji su mi tokom xkolovaǌa otkrivali svet
matematike.
Najvixe �elim da se zahvalim mojim roditeǉima, Dragu i Biǉani, kao
i sestri Slavici i tetki �ivki, xto su me podr�avali i verovali u
mene svih ovih godina. Veliko hvala i mom Vladanu i svim mojim prija-
teǉima, na podrxci i razumevaǌu, bez ǌih studentski dani ne bi bili
toliko sre�ni.
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Glava 1

Uvod

Sam naziv rada ukazuje na to da se bavimo reqima i ǌihovim oso-
binama. Stoga, u ovom delu �emo definisati i uvesti osnovne pojmove
kojima �emo se koristiti u daǉem radu. Navedene definicije mogu se
prona�i u svakoj kǌizi koja se bavi kombinatorikom na reqima, a mi
smo se ovde koristili izvorima [2], [21] i [17].

1.1. Definicija. Neka je Σ neprazan skup simbola, nazivamo ga jox i
azbuka. Elemente skupa Σ zovemo slova, a za konaqnan ili beskonaqan
niz slova ka�emo da je req nad azbukom Σ.

Slova alfabelta �emo uglavnom oznaqavati malim latiniqnim slo-
vima a, b, c . . . , dok �emo reqi oznaqavati velikim latiniqnim slovima
A,B,C . . . Skup svih reqi nad alfabetom Σ (konaqnih i beskonaqnih),
oznaqava�emo sa Σ∞, dok �emo skup svih konaqnih reqi oznaqavati sa
Σ∗. Znak ε koristi�emo da okarakterixemo praznu req, odnosno req
bez slova.

1.2. Primeri.

1. Neka je alfabet Σ = {a, b, c}. Slede�i nizovi su konaqne reqi nad
Σ:

a, aba, ccc,

dok je jedna beskonaqna req, na primer:

abababababab . . .

2. Mi �emo u radu uglavnom koristiti alfabet {0, 1} i primeri
reqi nad ǌim su:

0, 01, 000, 010101 . . .

Svaki prirodan broj se mo�e posmatrati kao req nad alfabetom
{0, 1}, tako xto za req koja odgovara broju n ∈ N uzimamo razvoj
broja n u bazi 2.
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GLAVA 1. UVOD 5

1.3. Definicija. Neka su X,Y ∈ Σ∗ dve reqi i

X = x1x2 . . . xk, Y = y1y2 . . . yr,

gde su xi, yj ∈ Σ, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ r neka slova alfabeta (ne obavezno
razliqita). Definixemo operaciju konkatenacije (nadovezivaǌa) sa

X · Y = Z,

gde je
Z = x1x2 . . . xky1y2 . . . yr.

Najqex�e se u prethodnoj definiciji izostavǉa znak · izme�u reqi,
i jednostavno se pixe XY .

1.4. Napomene.

1. Primetimo da je operacija konkatenacije definisana za konaqne
reqi. Xtavixe, ta operacija je i asocijativna i skup svih ko-
naqnih reqi nad bilo kojim alfabetom qini monoid, tzv. monoid
reqi (neutralni element je prazna req). Definicija je dobra i
ako uzmemo da je X konaqna, a Y konaqna ili beskonaqna.

2. Za proizvoǉnu konaqnu req X i n ∈ N oznaqimo sa

Xn = XX . . .X,

gde je req X nadovezana n puta. Sliqno oznaqimo sa

X∞ = XXX . . .

beskonaqnu req dobijenu nadovezivaǌem reqi X beskonaqno mnogo
puta.

1.5. Primer. Jedan pogodan naqin za generisaǌe beskonaqnih reqi je
od nizova. Uzmimo da je azbuka Σ = {0, 1, . . . , 9} i (sn)n∈N niz prirodnih
brojeva. Ka�emo da je beskonaqna req X dobijena od niza (sn)n∈N ako
je

X = s1s2s3 . . . ,

gde prirodan broj si posmatramo kao req nad alfabetom Σ.

1.6. Definicija. Za proizvoǉan alfabet Σ mo�emo definisati funk-
ciju

| · | : Σ∞ → N ∪ {0,∞},

gde je za X ∈ Σ∞

|X| = du�ina (broj slova) reqi X.
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1.7. Napomena. Za req X ∈ Σ∗ du�ine |X| = k ≥ 0 �emo sa Xi ozna-
qavati i-to slovo reqi X, za i ∈ {0, 1, . . . , k − 1}. Dakle, prvo slovo
oznaqavamo sa X0, drugo sa X1, itd. Ovakva numeracija je motivisana
prethodnim primerom, i kasnije u radu �e nam biti korisna. Napome-
nimo da ne treba mexati upravo definisanu oznaku Xi za i-to slovo u
reqi X, i Xi kao qlan nekog niza reqi (Xi)i≥0. Uvek �emo naglaxavati
kada se radi o nizu reqi.

1.8. Definicija. Neka su X,Y ∈ Σ∞, pri qemu je X konaqna req. Ka-
�emo da je req X:

1. prefiks reqi Y , ako postoji req Z ∈ Σ∞ takva da je Y = XZ;

2. faktor reqi Y , ako postoje reqi Z, T ∈ Σ∞, pri qemu je Z konaqna,
takve da je Y = ZXT .

1.9. Primer. Ilustrujmo prethodne dve definicije na primeru reqi
X = 01101001 nad alfabetom {0, 1}. Req X je du�ine |X| = 8. Zatim neki
ǌeni prefiksi su reqi ε, 0, 01, 01101. Svi ǌeni prefiksi su trivijalno
i ǌene podreqi (za req Z biramo praznu req ε), ali to su i 1, 010, 00,
itd.

1.10. Definicija. Za beskonaqnu req X ∈ Σ∞ ka�emo da je:

1. periodiqna, ako postoji konaqna req Y takva da je

X = Y∞;

2. eventualno periodiqna, ako postoje konaqne reqi Z i Y takve da
je

X = ZY∞;

3. aperiodiqna, ako nije eventualno periodiqna.

1.11. Definicija. Neka je X ∈ Σ∗ konaqna req.

1. Kvadrat je req oblika XX. Req koju ne sadr�i kvadrat kao faktor
nazivamo kvadratno slobodna.

2. Kub je req oblika XXX, a req koju ne sadr�i kub kao faktor nazi-
vamo kubno slobodna.

3. Preklapaǌe je req oblika aXaXa gde je a ∈ Σ i req X mo�e biti
i prazna req. Req bez preklapaǌa je ona koja ne sadr�i faktor koji
je preklapaǌe.

1.12. Lema. Neka req X ∈ Σ∗ ima faktor oblika Y ZY ZY , za neke Y, Z ∈
Σ∗, pri qemu Y 6= ε. Tada req X ima preklapaǌe.
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Dokaz. Poxto je Y konaqna neprazna req, postoji k ≥ 1, takvo da je
|Y | = k. Onda se Y mo�e zapisati u obliku

Y = a0a1 . . . ak−1,

gde su ai, za i ∈ {0, 1, . . . , k − 1}, neka sloba alfabeta. Neka je

T = a1 . . . ak−1Z.

Sada je Y ZY ZY = a0Ta0Ta0a1 . . . ak−1, pa req X ima faktor a0Ta0Ta0,
odnosno ima preklapaǌe. 2

1.13. Primeri.

1. Jedna periodiqna req nad alfabetom {0, 1} je

X = 010101 · · · = (01)∞.

2. Jedna aperiodiqna req nad alfabetom {0, 1, . . . , 9} je niz decimala
broja π, ili broja e (ako bi bile periodiqne ili eventualno
periodiqne, to ne bi bili transcendentni brojevi).

3. Posmatrajmo reqi nad azbukom Σ ={A,B,V,...,X}, tj. nad �iri-
liqnim slovima. Na primer req LALA je kvadrat, a req RU�A
nije. Kub bi bila req LAALAALAA, dok je jedno preklapaǌe req
LALAL, ili ALALA. Primetimo da je svaki kub ujedno i pre-
klapaǌe (za slovo a uzimamo prvo slovo reqi X), a da je svako
preklapaǌe ujedno i kvadrat (ponavǉa se aXaX). Primer reqi
koja nije kvadratno slobodna je req KOORDINATA, jer ima po-
dreq OO, ali req MATEMATIKA jeste kvadratno slobodna. Req
MATEMATIKA je ujedno i bez preklapaǌa.

4. Tue–Morsova req, koja je predmet ovog rada, jeste primer ape-
riodiqne reqi koja je kubno slobodna i ne sadr�i preklapaǌa.
Nad dvoelementnim alfabetom ne postoji beskonaqna req koja
je kvadratno-slobodna, ali vide�emo da nad troelementnim po-
stoji.

1.14. Definicija. Ako je X ∈ Σ∗ i X = a1a2 . . . ak, tada req

X̃ = ak . . . a2a1,

nazivamo preokretaǌe reqi X. Ako je X = X̃, onda za req X ka�emo da
je palindrom.

1.15. Primer. Nad azbukom �iriliqnih slova Σ ={A,B,V,...,X}, je-
dan od najpoznatijih palindroma je ANAVOLIMILOVANA ili reqi
RADAR, DOVOD, i sliqne.
Jedan primer palindroma nad azbukom {0, 1} je

0110100110010110

koji i sam u sebi sadr�i neke druge palindrome.
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1.16. Definicija. Za req X nad dvoelementnim (binarnim) alfabetom
{0, 1} definixemo komplement reqi X, u oznaci X, kao req koja se od
X dobija zamenom svih pojavǉivaǌa slova 0 slovom 1, i obratno, svih
pojavǉivaǌa slova 1 slovom 0.

1.17. Primer. Ilustrujmo prethodnu definiciju na primeru reqi
X = 01101001. Za ǌu je komplement X = 10010110. Tako�e, za svaku req
nad binarnim alfabetom je

X = X.

1.18. Definicija. Za niz (Xn)n∈N reqi nad alfabetom Σ ka�emo da
konvergira ako svaka naredna req sadr�i prethodnu kao prefiks, taq-
nije, za svako n ∈ N je Xn prefiks reqi Xn+1.

U nastavku uvodimo jedan od osnovnih pojmova u kombinatorici na
reqima. To je pojam morfizma. Oni se koriste za generisaǌe brojnih
i jako bitnih reqi, me�u ǌima i Tue–Morsove reqi.

1.19. Definicija. Neka su Σ i Ω dva alfabeta. Funkcija α : Σ∗ → Ω∗

naziva se morfizam ako je za sve konaqne reqi X,Y ∈ Σ∞ ispuǌeno

α(XY ) = α(X)α(Y ).

1.20. Napomene.

1. Morfizam je potpuno okarakterisan slikama svih slova iz Σ,
i stoga �emo morfizme uvek tako i odre�ivati. Iz navedenog
razloga, nije grexka pisati α : Σ→ Ω∗.

2. Ukoliko je morfizam α : Σ → Σ∗, onda mo�emo α primeǌivati
vixe puta, i zato definixemo za k ∈ N i X ∈ Σ∗

α0(X) = X i αk(X) = α(αk−1(X)).

3. Ukoliko za morfizam α : Σ → Σ∗ i neko slovo a ∈ Σ va�i da
je a prefiks reqi α(a), odnosno postoji req X ∈ Σ∞ takva da je
α(a) = aX, onda je dobro definisana req

α∞(a) = lim
k→∞

αk(a).

Naime, tada je za sve k ∈ N

αk+1(a) = αk(α(a)) = αk(aX) = αk(a)αk(X),

tj. αk(a) je prefiks reqi αk+1(a) za sve k ∈ N. Ovo znaqi da je li-
mes niza (αk(a))k∈N dobro definisan. Tada je i req α∞(a) fiksna
taqka morfizma α.
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1.21. Primeri.

1. Posmatrajmo morfizam ϕ : {0, 1} → {0, 1}∗ definisan sa

ϕ(0) = 01, ϕ(1) = 10.

Na primer, za req X = 0100 je ϕ(X) = 01100101.
Poxto je za a ∈ {0, 1} slovo a prefiks reqi ϕ(a), mo�emo prona�i
req ϕ∞(a), kao xto smo u napomeni iznad objasnili. Uzmimo za
a = 0, tada je ϕ(0) = 01, zatim je ϕ2(0) = ϕ(ϕ(0)) = ϕ(01) = 0110.
Nastavǉaju�i ovako dobijamo req

ϕ∞(0) = 0110100110010110 . . .

a to je upravo Tue–Morsova req. Navedeni morfizam je Tue–
Morsov morfizam i ovo je jedna od ekvivalentnih definicija
Tue–Morsove reqi. O tome �e vixe biti govora u narednoj glavi.

2. Jox jedan primer poznatog morfizma je α : {0, 1} → {0, 1}∗ defi-
nisan sa

α(0) = 01, α(1) = 0.

Ovaj morfizam naziva se Fibonaqijev morfizam i req

α∞(0) = 010010100100101001 . . .

naziva se Fibonaqijeva req. Veza sa Fibonaqijevim nizom je

αn+2(0) = αn+1(0)αn(0),

za sve n ∈ N. Ovo se lako pokazuje indukcijom.

1.22. Definicija. Neka je definisano neko strogo totalno ure�eǌe ≺
nad slovima auzbuke Σ. Leksikografski poredak na reqima (u odnosu na
to ure�eǌe iz Σ) definixemo sa: za reqi X,Y ∈ Σ∞ je X < Y akko je X
prefiks reqi Y i X 6= Y , ili se one mogu zapisati u obliku X = ZaX ′,
Y = ZbY ′ takvo da je a ≺ b.

1.23. Primeri.

1. Ako me�u �iriliqnim slovima Σ ={A,B,V,...,X} ka�emo da je
ure�eǌe u stvari redosled slova u azbuci, onda je u leksiko-
grafskom poretku najmaǌa req prazna req, zatim req A, zatim
req AA, itd. Na primer, za reqi MATEMATIKA i MATRICA
va�i

MATEMATIKA < MATRICA,

jer su im prva tri slova jednaka, zatim je slovo E u prvoj reqi
maǌe od slova R u drugoj (znamo da je E xesto slovo azbuke, a R
sedamnaesto).
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2. Mi �emo u radu koristiti binarne reqi, tj. alfabet {0, 1} i tu
je poredak jasan (0 < 1). Na primer,

00100110 < 00101110,

jer su iste do petog slova, a onda je u prvoj slovo 0, a u drugoj
1. Primetimo jox, ukoliko imamo req X ∈ {0, 1}∞ koja poqiǌe
slovom 0, onda je sigurno

X < X,

jer �e req X poqiǌati slovom 1 i tu �e ve� biti osigurana
nejednakost.



Glava 2

Definicija Tue–Morsove
reqi

U ovom delu rada �emo na nekoliko razliqitih naqina definisati
Tue–Morsovu req i pokazati da su sve te definicije ekvivalentne.
Osim toga prikaza�emo i jednostavan algoritam za ǌeno generisaǌe.
Oslaǌa�emo se na radove [1] i [24].

2.1. Definicija. Neka je (tn)n≥0 niz nad skupom {0, 1} definisan rekur-
zivno sa

t0 = 0, t2n = tn, t2n+1 = tn, n ≥ 0,

gde je za t ∈ {0, 1}, t = 1 − t. Ovako definisan niz nazivamo Tue–Morsov
niz, a req koju taj niz generixe Tue–Morsova req i oznaqavamo je sa TM
ili T .

Na osnovu definicije je poqetak Tue–Morsove reqi

TM = 011010011001011010010110...

2.2. Napomena. U radu �emo Tue–Morsovu req uvek oznaqavati sa
TM , a ovde uvodimo jox dve oznake vezane za ǌu koje �emo koristiti.
Za slovo na i-toj poziciji, za i ≥ 0 �emo koristiti oznaku Ti. Dakle,
Ti = ti, gde je (ti)i≥0 Tue–Morsov niz iz prethodne definicije. Druga
oznaka koja �e nam biti potrebna je TMi, za i ≥ 1. Sa TMi �emo ozna-
qavati prefiks Tue–Morsove reqi du�ine i. Na primer, TM5 = 01101.
(Primetimo da se ova oznaka, specijalna za sluqaj Tue–Morsove reqi,
razlikuje od opxte oznake iz napomene 1.7.)

2.3. Teorema. Niz (kn)n≥0 nad skupom {0, 1} definisan sa

kn ≡ s2(n) (mod 2), n ≥ 0,

je Tue–Morsov niz, gde je s2(n) zbir cifara broja n zapisanog u bazi 2.

11
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Dokaz. Primetimo da je kn broj jedinica koje se nalaze u zapisu broja
n u bazi 2, po modulu 2. Jasno, k0 = t0. Mno�eǌe broja n sa 2 posma-
trano u bazi 2 samo dodaje jednu nulu kao posledǌu cifru, a broj
jedinica ostaje isti, pa je stoga kn = k2n za sve prirodne brojeve.
Broj 2n + 1 ima jednu jedinicu vixe u svom binarnom zapisu u od-
nosu na binarni zapis broja n (jer 2n ima isti broj jedinica kao i
n i nulu kao posledǌu cifru, a sabiraǌe sa 1 u binarnom zapisu sa
brojem koji se zavrxava sa nulom rezultuje promenom samo posledǌe
cifre sa 0 na 1). Zato su brojevi s2(n) i s2(2n+1) razliqite parnosti,
pa je k2n+1 = 1− kn = kn. Dakle, kn je Tue–Morsov niz. 2

2.4. Teorema. Neka je (X2i)i≥0 niz reqi definisan sa:

X20 = X1 = 0 i X2n = X2n−1X2n−1 , za n ≥ 1.

Onda je X∞ = lim
n→∞

X2n Tue–Morsova req.

Dokaz. Navedeni limes je dobro definisan jer je za svaku req X2n+1

req X2n ǌen prefiks. Jasno, TM1 = X1. Za sve n < 2k−1 se dodavaǌem
broja 2k na n u binarnom zapisu na ǌega samo dopisuje jedinica sa
leve strane, zatim eventualno neke nule, i prepisuje zapis broja n na
kraju. Zato im se broj jedinica razlikuje za taqno jedan, pa su s2(n) i
s2(n+2k) razliqite parnosti, xto implicira tn+2k = tn. Odatle sledi
da je TM2k = TM2k−1TM2k−1 , xto je i trebalo dokazati. 2

Prethodna teorema nam daje jednostavan algoritam za generisaǌe Tue–
Morsove reqi. Naime, poqiǌemo od reqi 0, zatim u svakom koraku na
prethodnu req dopisujemo ǌen komplement. Prvih pet koraka algo-
ritma su:

0

01

0110

01101001

0110100110010110.

2.5. Teorema. Neka je niz (kn)n≥0 nad skupom {0, 1} takav da va�i

∞∏
i=0

(1− x2
i

) =

∞∑
j=0

(−1)kjxj ,

za x takvo da suma i proizvod konvergiraju. Tada je (kn)n≥0 Tue–Morsov
niz.
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Dokaz. Poxto je

∞∏
i=0

(1− x2
i

) = (1− x)(1− x2)(1− x4)...

mno�eǌem bi se mogli dobiti svi stepeni xn, n ≥ 0. Naime, svaki
broj ima jedinstven binarni zapis n = (akak−1...a1a0)2, ai ∈ {0, 1}, pa
�e se za xn iz proizvoda iskoristiti bax oni xi za koje je ai = 1. Na
primer, za n = 5 je n = (101)2 i stoga je x5 = x4x. Time smo pokazali
da je niz (kn)n≥0 dobro definisan. Sada poka�imo da su koeficijenti
bax qlanovi Tue–Morsovog niza. Poxto se xn dobija kao proizvod
onoliko qlanova koliko ima jedinica u ǌegovom binarnom zapisu, a
svi qlanovi su sa predznakom −, onda �e koeficijent uz xn biti −1,
ako n u binarnom zapisu ima neparno mnogo jedinica, ili koeficijent
1, ako n u binarnom zapisu ima parno mnogo jedinica. Odatle je

kn =

{
0, ako n u binarnom zapisu ima paran broj jedinica;
1, ako n u binarnom zapisu ima neparan broj jedinica.

Sada je po teoremi 2.3 ovo zaista Tue–Morsov niz. 2

2.1 Tue–Morsov morfizam
U ovom delu definixemo Tue–Morsov morfizam i preko ǌega po-

kazujemo jox jednu ekvivalentnu definiciju Tue–Morsove reqi. Tvr-
�eǌa se uglavnom odnose na poglavǉe o Tue–Morsovim reqima u [7].

2.6. Definicija. Tue–Morsov morfizam je preslikavaǌe ϕ : {0, 1}∗ →
{0, 1}∗ definisano sa

ϕ(0) = 01, ϕ(1) = 10.

Za Tue–Morsov morfizam i bilo koju req S ∈ {0, 1}∗ va�i da je

ϕ(S) = ϕ(S).

2.7. Teorema. Tue–Morsova req je fiksna taqka Tue–Morsovog morfizma
ϕ, tj. va�i

ϕ(TM) = TM.

Xtavixe, TM i TM su jedine fiksne taqke morfizma ϕ.

Dokaz. Neka je S req nad alfabetom {0, 1} i Sn, n ≥ 0, je n-to slovo
reqi S. Poxto je

ϕ(a) = aa, ∀a ∈ {0, 1} i

ϕ(Sn) = ϕ(S)2nϕ(S)2n+1,
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onda je
Sn = ϕ(S)2n i ϕ(S)2n+1 = Sn.

Ako je S jox fiksna taqka morfizma ϕ onda je ϕ(S) = S, pa je iz
jednakosti iznad

Sn = S2n i S2n+1 = Sn.

Ako je S0 = 0 onda je po definiciji S = TM , a ako je S0 = 1 onda je
S = TM . 2

2.8. Teorema. Neka je ϕ Tue–Morsov morfizam. Tada je

ϕ∞(0) = lim
n→∞

ϕn(0) = TM.

Tako�e je ϕ∞(1) = TM .

Dokaz. Prvo poka�imo da je limes ϕ∞(0) dobro definisan. Za Tue–
Morsov morfizam ϕ je ϕ(a) = aa, ∀a ∈ {0, 1} pa su stoga, imaju�i u
vidu napomenu 1.20, ϕ∞(0) i ϕ∞(1) dobro definisani. Sada poka�imo
da je ϕ∞(0) bax Tue–Morsova req. Poxto ϕ∞(0) konvergira, va�i da
je

ϕ(ϕ∞(0)) = ϕ∞(0),

odakle je ϕ∞(0) fiksna taqka Tue–Morsovog morfizma, a onda je po
prethodnoj teoremi to TM, jer ϕ∞(0) poqiǌe sa 0. Analogno je i
ϕ∞(1) = TM . 2

Posmatraju�i ϕn(0) i ϕn(1) za n ≥ 0 mo�emo dati jox jednu defi-
niciju Tue–Morsove reqi, koja �e nam kasnije biti korisna. Ideja je
sliqna, i u stvari u sebi sadr�i algoritam dat teoremom 2.4.

2.9. Propozicija. Definiximo nizove reqi (Un)n≥0, (Vn)n≥0 nad azbu-
kom {0, 1} sa

U0 = 0, V0 = 1;

Un+1 = UnVn, Vn+1 = VnUn, za n ≥ 0.

Reqi Un i Vn za n ≥ 0 nazivaju se Morsovi blokovi i za ǌih va�i:

1. Un = ϕn(0), Vn = ϕn(1);

2. Un = Vn, Vn = Un;

3. U2n i V2n su palindromi;

4. U2n+1 = Ṽ2n+1;

5. TM = limn→∞(Un).
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Pre nego xto pre�emo na dokaz, ispiximo nekoliko iteracija de-
finisanih nizova.

U0 = 0, V0 = 1;

U1 = 01, V1 = 10;

U2 = 0110, V0 = 1001;

U3 = 01101001, V3 = 10010110;

U4 = 0110100110010110, V4 = 1001011001101001, itd.

Dokaz. Sva tvr�eǌa se dokazuju indukcijom.

1. Jasno je U0 = ϕ0(0) = 0 i V0 = ϕ0(1) = 1. Pretpostavimo da je
Un−1 = ϕn−1(0) i Vn−1 = ϕn−1(1). Tada je

Un = Un−1Vn−1 = ϕn−1(0)ϕn−1(1) = ϕn−1(01) = ϕn−1(ϕ(0)) = ϕn(0),

Vn = Vn−1Un−1 = ϕn−1(1)ϕn−1(0) = ϕn−1(10) = ϕn−1(ϕ(1)) = ϕn(1).

Naravno, koristili smo qiǌenicu da je ϕ morfizam.

2. Va�i da je U0 = 0 = 1 = V0 i V0 = 1 = 0 = U0, qime je pokazana
baza indukcije. Pretpostavimo da je Un−1 = Vn−1 i Vn−1 = Un−1,
i poka�imo da tvr�eǌe va�i i za n:

Un = Un−1Vn−1 = Vn−1Un−1 = Vn,

Vn = Vn−1Un−1 = Un−1Vn−1 = Un.

3. Za n = 0 je U0 = 0 i V0 = 1, xto su oqigledno palindromi. Pret-
postavimo da su U2(n−1) i V2(n−1) palindromi. Tada je

U2n = U2n−1V2n−1 = U2n−2V2n−2V2n−2U2n−2

= U2(n−1)V2(n−1)V2(n−1)U2(n−1),

V2n = V2n−1U2n−1 = V2n−2U2n−2U2n−2V2n−2

= V2(n−1)U2(n−1)U2(n−1)V2(n−1).

Po indukcijskoj hipotezi, imaju�i u vidu jednakosti iznad, onda
su i U2n i V2n tako�e palindromi.

4. Ovo mo�e i direktno da se doka�e koriste�i 3. Naime, poxto su
za sve n ≥ 0 reqi U2n i V2n palindromi, va�i

U2n = Ũ2n i V2n = Ṽ2n.

Stoga je za sve n ≥ 0

U2n+1 = U2nV2n = Ũ2nṼ2n = Ṽ2nU2n = Ṽ2n+1.

5. Koriste�i 1. i teoremu 2.8 imamo

TM = lim
n→∞

(ϕn(0)) = lim
n→∞

(Un).

2
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2.2 Uopxtena Tue–Morsova req
U ovom delu, motivisani definicijama Tue–Morsove reqi, na sli-

qan naqin konstruixemo i uopxtenu Tue–Morsovu req. ǋu je defini-
sao jox Prue u [19], a mi ovde koristimo izvore [1] i [21]. Pokuxavamo
da napravimo analogon definicije Tue–Morsove reqi iz teoreme 2.3.

2.10. Definicija. Neka su k ≥ 2 im ≥ 2 prirodni brojevi i sk(n) je suma
cifara broja n zapisanog u bazi k. Definixemo uopxteni Tue–Morsov niz
(tk,mn )n≥0 sa

tk,mn ≡ sk(n) (mod m), n ≥ 0.

Beskonaqnu req generisanu tim nizom nazivamo uopxtena Tue–Morsova
req i oznaqavamo je sa TMk,m.

2.11. Primeri.

1. Za k = 3 i n = 4 je jasno
t3,40 = 0,

t3,41 = 1,

t3,42 = 2,

t3,43 = 1, jer je 33 = 10 i s3(3) = 1,

t3,44 = 2, jer je 43 = 11 i s3(4) = 2,

t3,45 = 3, jer je 53 = 12 i s3(5) = 3,

t3,46 = 2, jer je 63 = 20 i s3(6) = 2,

i tako daǉe. Nastavǉaju�i ovaj postupak sledi

TM3,4 = 012123230123 . . .

2. Za k = n = 2 je t2,2n ≡ s2(n) (mod 2) za n ≥ 0, xto po teoremi 2.3
znaqi da je

TM2,2 = TM.

3. Za k = n = 3 je
TM3,3 = 012120201120201 . . .

Analogon definiciji Tue–Morsovog morfizma bi bio uopxteni
Tue–Morsov morfizam i ǌega definixemo na slede�i naqin:

2.12. Definicija. Neka su dati prirodni brojevi k ≥ 2 i m ≥ 2.
Definixemo uopxteni Tue–Morsov morfizam ϕk,m : {0, . . . ,m − 1}∗ →
{0, . . . ,m− 1}∗ sa

ϕk,m(a) = aa1a2 . . . ak−1, gde je ai ≡ a+ i (mod m), za a ∈ {0, . . . ,m− 1}.
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2.13. Definicija. Uopxtena Tue–Morsova req TMk,m je fiksna taqka
Tue–Morsovog morfizma ϕk,m i va�i da je

TMk,m = (ϕk,m)∞(0).

2.14. Primer. Radi ilustracije prethodne dve definicije razmo-
trimo xta je ϕ3,4. Dakle, k = 3 i m = 4 i ϕ3,4 : {0, 1, 2, 3}∗ → {0, 1, 2, 3}∗.
Treba odrediti slike elemenata 0, 1, 2, 3. Pratimo definiciju 2.12:

ϕ3,4(0) = 012,

ϕ3,4(1) = 123,

ϕ3,4(2) = 230,

ϕ3,4(3) = 301.

Stoga, ako poqnemo da generixemo (ϕk,m)∞(0), imamo

TMk,m = 012123230123230301 . . .



Glava 3

Osobine Tue–Morsove
reqi

3.1 Preklapaǌe i Tue–Morsova req
U ovom delu pokazujemo da Tue–Morsova req ne sadr�i preklapa-

ǌa, a zatim kao posledicu izvodimo da je ona kubno slobodna i ape-
riodiqna. Xtavixe, ispostavǉa se da je ona takore�i ,,kanoniqki“
primer reqi bez preklapaǌa. Kao bitan rezultat pokaza�emo da je to
leksikografski najve�a beskonaqna req nad dvoelementnim alfabetom
koja poqiǌe sa 0 i ne sadr�i preklapaǌa. Koriste�i ovo svojstvo ne-
preklapaǌa konstruisa�emo kvadratno slobodnu req nad troelement-
nim alfabetom.

U definiciji 1.11 smo rekli da je req bez preklapaǌa takva da
ne sadr�i faktor oblika aXaXa, gde je |a| = 1 i |X| ≥ 0. Narednu
teoremu je pokazao jox Tue u [22], a mi navodimo dokaz koji se mo�e
prona�i u [2].

3.1. Teorema. Tue–Morsova req ne sadr�i preklapaǌa.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da Tue–Morsova req sadr�i pre-
klapaǌe. To znaqi da se mo�e zapisati u obliku

TM = UaXaXaV,

gde je U konaqan prefiks, a V beskonaqan sufiks reqi TM . Oznaqimo
jox sa k = |U | i m = |aX| ≥ 1, i pretpostavimo da je m najmaǌe
mogu�e, tj. da smo uzeli najkra�e preklapaǌe. Tada, za sve 0 ≤ i ≤ m
va�i slede�e

Tk+i = Tk+m+i. (3.1)

Razmatramo dva sluqaja, i u ǌima tri, odnosno dva, podsluqaja.

1. m je paran broj, tj. m = 2m′. Razlikujemo dve mogu�nosti:

18
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• k je paran broj, k = 2k′. Tada (3.1) postaje

T2k′+i = T2k′+2m′+i, 0 ≤ i ≤ 2m′,

pa ako umesto i stavimo 2i′, dobijamo

T2k′+2i′ = T2k′+2m′+2i′ , 0 ≤ i′ ≤ m′.

Kako za TM va�i da je Tn = T2n, n ≥ 0, iz prethodne jedna-
kosti je

Tk′+i′ = Tk′+m′+i′ , 0 ≤ i′ ≤ m′. (3.2)

Me�utim, jednaqina (3.2) implicira da postoji preklapaǌe
maǌe du�ine (m′ ≥ 1), xto je kontradikcija sa tim da smo
uzeli najkra�e preklapaǌe.

• k je neparan broj, k = 2k′ + 1. Tada jednaqina (3.1) postaje

T2k′+1+i = T2k′+1+2m′+i, 0 ≤ i ≤ 2m′,

pa ako umesto i stavimo 2i′, dobijamo

T2k′+2i′+1 = T2k′+2m′+2i′+1, 0 ≤ i′ ≤ m′. (3.3)

Po definiciji TM je T2n+1 = Tn, n ≥ 0, pa je

T2k′+2i′+1 = Tk′+i′ , (3.4)

T2k′+2m′+2i′+1 = Tk′+m′+i′ . (3.5)

Sada koriste�i jednakosti (3.3), (3.4), (3.5) sledi da je

Tk′+i′ = Tk′+m′+i′ , tj.

Tk′+i′ = Tk′+m′+i′ , 0 ≤ i′ ≤ m′.

Posledǌa jednakost je ponovo kontradikcija sa izborom naj-
maǌeg m.

2. m je neparan broj. U ovom sluqaju prvo definixemo pomo�nu req
sa

Sn ≡ Tn + Tn−1 (mod 2), n ≥ 1.

Posmatramo S4n+2, n ≥ 1. Po definiciji je

S4n+2 ≡ T4n+2 + T4n+1 (mod 2).

Brojevi 4n + 2 i 4n + 1 imaju isti broj jedinica u binarnom
zapisu (mno�eǌem sa 4 dopisujemo 00 na kraj binarnog zapisa za
n, a sabiraǌem sa 2 te dve nule postaju 10, dok sabiraǌem sa 1
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postaju 01), xto znaqi da je po teoremi 2.3, T4n+2 = T4n+1, pa je
ǌihov zbir 0 ili 2, xto je po modulu 2 uvek 0. Dakle

S4n+2 = 0, n ≥ 1. (3.6)

Sada posmatramo S2n+1, n ≥ 1. Po definiciji je

S2n+1 ≡ T2n+1 + T2n (mod 2).

Definicija TM ka�e da je T2n = Tn = T2n+1, xto implicira da
je T2n+1 + T2n = 0 + 1 ili T2n+1 + T2n = 1 + 0, ali u oba sluqaja je
zakǉuqak

S2n+1 = 1, n ≥ 1. (3.7)

Razmotrimo odnos Sk+i i Sk+m+i za 1 ≤ i ≤ m. Po definiciji je

Sk+i ≡ Tk+i + Tk+i−1 (mod 2),

Sk+m+i ≡ Tk+m+i + Tk+m+i−1 (mod 2).

Po jednakosti (3.1) su desne strane gorǌih kongruencija jednake,
pa je

Sk+i = Sk+m+i, 1 ≤ i ≤ m. (3.8)

Razmotrimo sluqajeve:

• m ≥ 5: Tada, poxto je 1 ≤ i ≤ m, mo�emo izabrati i takvo da
daje proizvoǉan ostatak po modulu 4, pa mo�emo izabrati i
i takvo da je

k + i ≡ 2 (mod 4).

Za tako izabrano i je k + i = 4s + 2, a po (3.6) je Sk+i = 0.
Poxto je k+i parno, i m neparno, k+i+m je neparno, xto po
(3.7) znaqi da je Sk+i+m = 1. Time dobijamo kontradikciju
sa jednakox�u (3.8).

• m = 3: Tada jednakost (3.8) va�i za 1 ≤ i ≤ 3, pa i daje tri od
mogu�a qetiri ostatka po modulu 4 (ostatke 1, 2 i 3). Zato
izborom i tako�e i k + i daje tri od qetiri mogu�a ostatka
po modulu 4 (ne obavezno 1, 2 i 3). To nam garantuje da k + i
sigurno daje ostatak 2 ili 3 po modulu 4 (mo�da i oba). Ako
k + i daje ostatak 2, kontradikcija sledi kao u sluqaju za
m ≥ 5. U suprotnom, ako k + i daje ostatak 3, tada je k + i
neparno i po (3.7) je Sk+i = 1, a

k +m+ i = k + i+ 3 ≡ 3 + 3 ≡ 2 (mod 4),

pa po (3.6) sledi Sk+m+i = 0. Ovo je ponovo kontradikcija sa
jednakox�u (3.8).
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• m = 1, tj. |aX| = 1: To znaqi da je X prazna req i preklapaǌe
je oblika aaa. Odatle sledi da je za neko n ≥ 0

Tn = Tn+1 = Tn+2. (3.9)

Ako je n parno i n = 2n′, onda je iz prve jednakosti u (3.9)

T2n′ = T2n′+1,

a iz definicije Tue–Morsove reqi je

Tn′ = T2n′ = T2n′+1.

Posledǌe dve jednakosti daju kontradikciju.
Ako je n neparno i n = 2n′ + 1, onda je iz druge jednakosti u
(3.9)

T2(n′+1) = T2(n′+1)+1,

pa kontradikcija sledi kao kada je n bilo parno.

Nakon razmatraǌa svih sluqajeva, uoqavamo da su svi odveli u kon-
tradikciju, te je pretpostavka bila pogrexna. Dakle, Tue–Morsova
req ne sadr�i preklapaǌa. 2

3.2. Posledica. Tue–Morsova req je kubno slobodna.

Dokaz. Ako bi TM imala podreq oblika XXX, |X| ≥ 1 onda bi to
ujedno bilo i preklapaǌe. Naime, req X je oblika X = aY, |Y | ≥ 0, za
neko slovo a ∈ {0, 1}, pa onda TM ima podreq aY aY a xto je preklapaǌe.
To je kontradikcija sa teoremom 3.1. 2

3.3. Posledica. Tue–Morsova req je aperiodiqna.

Dokaz. Ako bi TM bila periodiqna onda bi imala faktor XXX, gde
je X period, xto je kontradikcija sa posledicom 3.2. 2

Jox Tue je tragao za kompletnim opisom reqi bez preklapaǌa, ali
nije uspeo, ali je Fife u [12] dao prvi potpun opis skupa beskonaqnih
reqi bez preklapaǌa. Koristio je automate, i taj dokaz nije jedno-
stavan, ali kao posledicu je pokazao da je Tue–Morsova req leksiko-
grafski najve�a beskonaqna binarna req bez preklapaǌa koja poqiǌe
sa nulom. Dokaz iste teoreme mo�e se na�i i u [6], gde je pokazana
i Lema progresije koju �emo ovde izlo�iti i pomo�u ǌe direktno
pokazati da je Tue–Morsova req leksikografski najve�a beskonaqna
binarna req koja ne sadr�i preklapaǌa.

3.4. Teorema. (Lema progresije) Neka je n ≥ 0 i X = UVWc req nad
alfabetom {0, 1} koja ne sadr�i preklapaǌa, takva da |U | = |V | = |W | =
2n i c ∈ {0, 1}. Tada, ako su U i V Morsovi blokovi, onda je i W Morsov
blok.
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Dokaz. Pokazujemo indukcijom po n. Za n = 0 je X du�ine 4, i W mora
biti samo jedno slovo, pa je to sigurno Morsov blok. Pretpostavimo
da tvr�eǌe va�i za n − 1 i pokazujemo da va�i i za n. Neka je X =
UVWc gde je c slovo, U i V Morsovi blokovi du�ine 2n i W req
du�ine 2n. Ho�emo da poka�emo da je W Morsov blok. Generalno,
svaki Morsov blok je oblika U ′V ′ ili V ′U ′, gde su U ′ i V ′ razliqiti
kra�i Morsovi blokovi. Zato je UV oblika U ′V ′U ′V ′ ili U ′V ′V ′U ′

u zavisnosti od toga da li su U i V isti ili razliqiti Morsovi
blokovi. Tako�e, req W mo�emo podeliti na dve reqi du-�ine 2n−1,
oznaqimo ih sa A i B, i neka je d prvo slovo reqi B. Sada je X oblika

X = U ′V ′U ′V ′ABc ili X = U ′V ′V ′U ′ABc.

Posmatramo podreqi U ′V ′Ad i V ′U ′Ad iz prvog, odnosno drugog oblika
reqi X. One su bez preklapaǌa, du�ine 1 + 3 · 2n−1, U ′, V ′ su Morsovi
blokovi du�ine 2n−1 i |A| = 2n−1 pa po indukcijskoj hipotezi je A
Morsov blok. Analogno sada posmatraju�i podreqi V ′ABc i U ′ABc iz
prvog, odnosno drugog oblika reqi X, po indukcijskoj hipotezi je u B
Morsov blok. Jox nam preostaje pokazati da je AB Morsov blok, xto
�e va�iti ako su A i B razliqiti Morsovi blokovi, tj. ako je

AB 6= U ′U ′ i AB 6= V ′V ′.

• Ako je X = U ′V ′U ′V ′ABc, za AB = U ′U ′ je X = U ′V ′U ′V ′U ′U ′c, a za
AB = V ′V ′ je X = U ′V ′U ′V ′V ′V ′c, pa u oba sluqaja po lemi 1.12
imamo preklapaǌe, kontradikcija.

• Ako je X = U ′V ′V ′U ′ABc, za AB = U ′U ′ je X = U ′V ′V ′U ′U ′U ′c
pa imamo preklapaǌe i kontradikciju. Ako je AB = V ′V ′ onda je
X = U ′V ′V ′U ′V ′V ′c = (U ′V ′V ′)2c, pa da bismo izbegli preklapaǌe,
c ne sme biti prvo slovo ni od U ′ ni od V ′, a kako su U ′ i V ′

razliqiti Morsovi blokovi, jedan mora poqiǌati sa 0 a drugi
sa 1, pa nema izbora za c, xto je kontradikcija. 2

3.5. Teorema. Tue–Morsova req je leksikografski najve�a binarna bes-
konaqna req bez preklapaǌa koja poqiǌe sa 0.

Dokaz. Iz teoreme 3.1 je TM req bez preklapaǌa. Neka je S leksiko-
grafski najve�a binarna beskonaqna req bez preklapaǌa koja poqiǌe
sa 0. Tada zbog toga xto ona poqiǌe sa 0 i leksikografski je najve�a,
prva tri slova moraju biti 011, a poxto ne sadr�i preklapaǌa qe-
tvrto slovo mora biti 0, tj. req S poqiǌe sa 0110. Indukcijom �emo
pokazati da su za svako n ≥ 0 prvih 1 + 3 · 2n slova reqi S ista kao
prvih 1 + 3 · 2n slova Tue–Morsove reqi. Onda, �e to va�iti i za gra-
niqne vrednosti kada n te�i u ∞, tj. bi�e S = TM . Baza indukcije je
praktiqno ve� pokazana, jer su prvih 1 + 3 · 20 = 4 slova i u S i u TM
upravo 0110. Pretpostavimo da to va�i za n, da se u TM i S poklapaju
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prvih 1 + 3 · 2n slova. Znamo iz teoreme 3.1 da je TM bez preklapaǌa,
a iz propozicije 2.9 da je ona sastavǉena od Morsovih blokova, pa je
zato po pretpostavci u S, i u TM poqetak du�ine 1 + 3 · 2n oblika

UnVnVn0.

Sada S mo�emo zapisati kao

S = UnVnVnXY ZWN,

gde su X, Y, Z, W reqi du�ine 2n, prvo slovo u X je 0 i N je besko-
naqni sufiks reqi S. Req S je bez preklapaǌa, pa ako Lemu progresije
primenimo na deo VnVnXa, gde je a prvo slovo reqi Y , sledi da je X
Morsov blok du-�ine 2n koji poqiǌe sa 0, a to mora biti Un. Dakle
X = Un i req S je oblika

S = UnVnVnUnY ZWN = Un+1Vn+1Y ZWN = Un+2Y ZWN.

Znamo da i req TM tako�e poqiǌe sa Un+2 i nastavǉa se sa Vn+2,
a prvo slovo reqi Vn+2 je 1, pa zbog toga xto je S leksikografski
najve�a, da ne bi bila TM ve�a od ǌe, mora prvo slovo reqi Y tako�e
biti 1. Primeǌuju�i Lemu progresije na podreq VnUnY b gde je b prvo
slovo reqi Z, sledi da je Y Morsov blok. Znaju�i jox i da Y poqiǌe
sa 1 sledi da je Y = Vn. Sada req S mo�emo zapisati kao

S = UnVnVnUnVnZWN.

Ako jox dva puta primenimo Lemu progresije, analogno dobijamo da
su Z i W tako�e Morsovi blokovi du�ine 2n. Pretpostavimo Z = Vn.
Tada je

S = UnVnVnUnVnVnWN,

xto implicira (da bismo izbegli preklapaǌe) da je W = Un i

S = Un︸︷︷︸ ︷ ︸︸ ︷VnVn Un︸︷︷︸ ︷ ︸︸ ︷VnVn Un︸︷︷︸N,
ali onda oqigledno imamo preklapaǌe na oznaqenom delu, xto je kon-
tradikcija. Zbog toga mora Z = Un i

S = UnVnVnUnVnUnWN.

Kako je W Morsov blok, u sluqaju W = Vn imali bismo preklapaǌe
na podvuqenom delu:

S = UnVnVnUnVnUnVnN.

Zakǉuqujemo da je W = Un i konaqno je S oblika

S = UnVnVnUnVnUnUnN = Un+1Vn+1Un+1UnN,
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xto znaqi da je u S poqetak od 1 + 3 · 2n+1 oblika Un+1Vn+1Un+10, xto
je isto kao i u TM . Ovim smo pokazali indukcijski korak i komple-
tirali dokaz. 2

3.6. Lema. Neka su X, Y ∈ {0, 1}∞, pri qemu je Y konaqna i X beskonaqna
req. Tada je X leksikografski najmaǌa req koja poqiǌe sa Y akko je X
leksikografski najve�a req koja poqiǌe sa Y .

Dokaz. Neka je X leksikografski najmaǌa req koja poqiǌe sa Y i
pretpostavimo suprotno, da postoji req Z leksikografski ve�a od X
koja poqiǌe sa Y . Tada je

X = Y U0V i Z = Y U1V ′,

za neke reqi U, V, V ′. Me�utim, tada je

X = Y U1V i Z = Y U0V ′,

odakle X i Z obe poqiǌu sa Y , ali je Z leksikografski maǌa od X xto
je kontradikcija sa izborom X. Obratan smer se dokazuje sliqno. 2

3.7. Posledica. TM je leksikografski najmaǌa binarna req bez prekla-
paǌa koja poqiǌe sa 1.

Dokaz. Iz teoreme 3.5 je TM leksikografski najve�a binarna req bez
preklapaǌa koja poqiǌe sa 0, pa po lemi 3.6 je TM leksikografski
najmaǌa binarna req bez preklapaǌa koja poqiǌe sa 1. 2

Naredni ciǉ nam je da prona�emo leksikografski najve�u besko-
naqnu binarnu req bez preklapaǌa. Prvo navodimo dve leme koje je po-
kazao jox Tue u [22], a mi ovde izvodimo dokaze koji se mogu prona�i u
[8]. Zatim jox dve leme i teoremu koje su preuzete iz [3]. Naposletku,
kao posledicu teoreme nalazimo tra�enu req.

3.8. Lema. Neka je Γ = {01, 10}. Za svaku req X ∈ Γ ∗ je aXa /∈ Γ ∗ za
a ∈ {0, 1}.

Dokaz. Svaka req X ∈ Γ ∗ ima jednak broj nula i jedinica. Req aXa
onda sigurno nema tu osobinu i samim tim ne mo�e biti u Γ ∗. 2

3.9. Lema. Neka je X beskonaqna req nad alfabetom {0, 1} i ϕ Tue–
Morsov morfizam. Onda je req X bez preklapaǌa akko je ϕ(X) req bez
preklapaǌa.

Dokaz. (=⇒) Pretpostavimo suprotno, da req ϕ(X) ima preklapaǌe,
tj. da je oblika

ϕ(X) = UaY aY aV.
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Izaberimo req V ′ takvu da je |UaY aY aV ′| paran broj i V = V ′Z.
Naravno, V i Z su beskonaqne reqi, a sve ostale su konaqne. Broj
|aY aY a| = 2 · |aY | + 1 je neparan i |UaY aY aV ′| je paran pa su brojevi
|U | i |V ′| razliqite parnosti. Razmotrimo sluqajeve:

• |U | je neparan i |V ′| je paran. Neka je Γ = {01, 10}. Poxto je |Ua|
paran broj i ϕ(X) = UaY aY aV ′Z, mora ϕ(R) = Ua ∈ Γ ∗ za neku
req R koja je prefiks reqi X. Daǉe je |Y aY a| paran broj, pa i
Y aY a ∈ Γ ∗. Ako bi |Y | bio paran broj, onda Y, aY a ∈ Γ ∗, xto je
kontradikcija sa lemom 3.8. Zato mora |Y | biti neparan broj i
|Y a| paran, xto onda znaqi, imaju�i u vidu da je |Ua| paran, da
je ϕ(S) = Ua za neku req S koja je podreq od X i RSS je prefiks
reqi X. Analognim rezonovaǌem, poxto je |V ′| paran, i za ǌega
je ϕ(T ) = V ′ ∈ Γ ∗ za neku req T takvu da je RSST prefiks reqi
X. Sada, req X je oblika

X = RSSTN,

ali posledǌe slovo reqi R i S je isto (to je slovo a jer ϕ(a) =
aa). Odatle req X ima preklapaǌe, xto je kontradikcija.

• |U | je paran i |V ′| je neparan. Sliqno kao u prethodnom sluqaju,
postoje reqi R, S i T opisane u nastavku. Va�i ϕ(R) = U ∈ Γ ∗.
Broj |aY aY | je paran i ako bi |Y | bio paran, onda aY a, Y ∈ Γ ∗,
xto je kontradikcija sa lemom 3.8, pa je onda |Y | neparan i ϕ(S) =
aY ∈ Γ ∗. Na kraju je i ϕ(T ) = aV ′ ∈ Γ ∗ i

X = RSSTN.

Tada je prvo slovo reqi S i T slovo a (jer je ϕ(a) = aa) i X ima
preklapaǌe, kontradikcija.

Dakle, pretpostavka je bila pogrexna, i req ϕ(X) je bez preklapaǌa.
(⇐=) Ovo je lakxi smer. Ako pretpostavimo suprotno, da X sadr�i
preklapaǌe aY aY a, onda je

ϕ(aY aY a) = aaϕ(Y )aaϕ(y)aa

podreq od ϕ(X), pa ona sadr�i preklapaǌe, kontradikcija. 2

3.10. Lema. Neka je ϕ Tue–Morsov morfizam.

1. Ako X, Y ∈ {0, 1}∗ i postoje a, b ∈ {0, 1} takva da je

U = aϕ(X) = ϕ(Y )b,

onda je U = a(aa)|X|.

2. Ako za X, Y ∈ {0, 1}∗ va�i da je XX = ϕ(Y ), onda postoji req
U ∈ {0, 1}∗ takva da je ϕ(U) = X.
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Dokaz.

1. Va�i da je |ϕ(X)| = |ϕ(Y )| = |U | − 1, pa onda i |X| = |Y | = k. Zato
mo�emo zapisati za slova xi, yi ∈ {0, 1}, i ∈ {0, 1, . . . , k},

X = x0x1 . . . xk, i Y = y0y1 . . . yk.

To daǉe, kada primenimo morfizam, implicira da je

U = ax0x0x1x1 . . . xkxk = y0y0y1y1 . . . ykykb.

Izjednaqavaju�i odgovaraju�a slova dobijamo

a = y0, x0 = y0 = a, x0 = y1 = a, x1 = y1 = a, . . .

. . . , xk = yk = a, xk = b = a,

odakle je jasno U = a(aa)k = a(aa)|X|, xto je i trebalo pokazati.

2. Neka je XX = ϕ(Y ). Razdvajamo sluqajeve:

• |X| je paran broj. Tada je X slika polovine reqi Y , tj.

X = ϕ(U), gde je Y = UU.

• |X| je neparan broj. Tada se req X mo�e zapisati kao X =
aA = Bb, gde su a i b iz {0, 1}. Reqi A i B su sigurno parne
du�ine, pa su slike nekih podreqi od Y , tj.

A = ϕ(R) i B = ϕ(S),

xto daǉe daje
X = aϕ(R) = ϕ(S)b.

Po 1. je X = a(aa)|R|, i

ϕ(Y ) = XX = BbaA = a(aa)|R|a(aa)|R|.

Reqi B i A su slike delova iz Y , pa zbog morfizma to mora
biti i ba i onda slova a i b moraju biti razliqita. Me�u-
tim, to daje kontradikciju u sredini proxle formule, jer
tu stoji aa. Dakle, sluqaj 2 - |X| se ne mo�e ni desiti. 2

3.11. Lema. Neka je X ∈ {0, 1}∗ beskonaqna req, ϕ Tue–Morsov morfizam
i T Tue–Morsova req. Tada

1. 0ϕ(X) je bez preklapaǌa akko je 1X bez preklapaǌa;

2. 00ϕ(X) je bez preklapaǌa akko je 1X bez preklapaǌa i X poqiǌe sa
101;
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3. Reqi 0T, 1T, 0T , 1T su bez preklapaǌa;

4. Reqi 01T , 10T , 110T , 001001T su sve bez preklapaǌa.

Dokaz.

1. Oba smera radimo kontrapozicijom.
(=⇒) Pretpostavimo da req 1X sadr�i preklapaǌe. Razlikujemo
dva sluqaja:

• Preklapaǌe je na poqetku, tj. oblika 1Y 1Y 1, gde je Y 1Y 1
prefiks reqi X. Stoga, poxto je ϕ morfizam, onda je

0ϕ(X) = 0ϕ(Y )10ϕ(Y )10,

pa 0ϕ(X) sadr�i preklapaǌe.

• Preklapaǌe je unutar reqi X. Onda po lemi 3.9 i ϕ(X) ima
preklapaǌe, pa i 0ϕ(X) ima tako�e.

(⇐=) Neka sada req 0ϕ(X) sadr�i preklapaǌe. Onda i req

10ϕ(X) = ϕ(1X)

tako�e sadr�i preklapaǌe. Po lemi 3.9 i req 1X sadr�i pre-
klapaǌe.

2. (=⇒) Neka je 00ϕ(X) bez preklapaǌa. Tada je i 0ϕ(X) tako�e bez
preklapaǌa, pa je po 1. i req 1X bez preklapaǌa. Neka req X
poqiǌe slovima a, b, c ∈ {0, 1}. Tada je

1X = 1abcX ′ i 00ϕ(X) = 00aabbccϕ(X ′),

i poxto druga req ne sadr�i preklapaǌe mora a = 1, a onda poxto
prva ne sadr�i preklapaǌe sledi da je b = 0. Sada je druga req
oblika 001001ccϕ(X ′) i da bismo izbegli preklapaǌe mora biti
c = 1. Time smo dokazali da req X poqiǌe sa 101.
(⇐=) Pretpostavimo suprotno, da 00ϕ(X) sadr�i preklapaǌe.
Poxto je 1X bez preklapaǌa, po 1. je i 0ϕ(X) bez preklapaǌa. To
onda znaqi da se u 00ϕ(X) preklapaǌe dexava na poqetku i da je
oblika 0Y 0Y 0. Pretpostavka je i da X = 101X ′, pa je

00ϕ(X) = 00100110ϕ(X ′). (3.10)

Posmatraju�i gorǌi izraz, zakǉuqujemo da je du�ina reqi |0Y |
bar 7 (npr. ako bi bilo |0Y | = 4 onda bi req morala da bude
sa poqetkom 001000100 xto oqigledno nije, i sliqno za ostale
mogu�nosti). Zato req 10ϕ(X ′) mora sigurno kao podreq da ima
0010011. Ali 10ϕ(X ′) je bez preklapaǌa jer je po jednakosti (3.10)
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podreq od 0ϕ(X), koja je bez preklapaǌa. Sada, mo�e se pisati
da je

10ϕ(X ′) = A0010011B,

za neke neprazne reqi A i B. Ali koje god da je posledǌe slovo
reqi A u 10ϕ(X ′), mora�e da postoji preklapaǌe, a to je kontra-
dikcija.

3. Znamo po teoremi 3.1 da su T i T bez preklapaǌa. Stoga bi pre-
klapaǌe u reqima 0T, 1T, 0T , 1T moralo da se desi na samom po-
qetku. To bi onda znaqilo da T , odnosno T imaju prefiks oblika
Y aY a. Pretpostavimo npr. da T ima prefiks Y aY a i da je iza-
brano najkra�e mogu�e Y . Poxto je iz teoreme 2.7 ϕ(T ) = T i
|Y aY a| je paran broj, onda je Y aY a slika nekog prefiksa reqi T ,
tj.

Y aY a = ϕ(Z).

Po 2. iz leme 3.10 mora i Y a = ϕ(U) gde je Z = UU i va�i U = V a.
To daje da je prefiks reqi T oblika Z = V aV a i on je kra�i od
Y aY a, a to je kontradikcija sa izborom Y .

4. Iz 01T = ϕ(0T ), leme 3.9 i qiǌenice da je iz 3. 0T bez preklapa-
ǌa, sledi da je i 01T bez preklapaǌa. Analogno je i 10T = ϕ(1T )
bez preklapaǌa. Req 110T mo�emo zapisati kao deo reqi

0110T = ϕ(01T ) = ϕ(ϕ(0T )).

Po 3. je 0T bez preklapaǌa, pa su po lemi 3.9 reqi ϕ(0T ) i
ϕ(ϕ(0T )) bez preklapaǌa. To onda daje da je i 110T kao podreq
reqi bez preklapaǌa i sama takva. Posledǌi ciǉ je pokazati da
je 001001T bez preklapaǌa. ǋu mo�emo zapisati kao

001001T = 00ϕ(10T ).

Po 2. je ona bez preklapaǌa akko je 110T bez preklapaǌa (upravo
pokazano) i 10T poqiǌe sa 101 (xto je taqno). Dakle 001001T je
bez preklapaǌa. 2

3.12. Teorema. Neka je za X ∈ {0, 1}∗, α(X) ∈ {0, 1}∗ leksikografski
najmaǌa beskonaqna req bez preklapaǌa (ako takva postoji) kojoj je X
prefiks. Neka je T Tue–Morsova req.

1. Ako α(X) postoji i Y je konaqna req takva da je Y α(X) bez prekla-
paǌa, onda je α(Y X) = Y α(X).

2. α(0) = 001001T .

Dokaz.
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1. Neka α(X) postoji i Y α(X) je bez preklapaǌa. Poxto je za α(X)
po definiciji X prefiks, onda je za Y α(X) req Y X prefiks.
Pretpostavimo da je req Y XA beskonaqna, bez preklapaǌa i

Y XA ≤ Y α(X)

(naravno, u leksikografskom poretku). Poxto su im prefiksi Y
isti, onda je XA ≤ α(X). Po definiciji, α(X) je leksikografski
najmaǌa bez preklapaǌa kojoj je X prefiks, pa je XA = α(X),
odnosno Y XA = Y α(X), i Y α(X) = α(Y X).

2. Konstruiximo poqetak reqi α(0), vodimo raquna da tra�imo lek-
sikografski najmaǌu, bez preklapaǌa:

0 7→ 00 7→ 001 7→ 0010 7→ 00100 7→ 001001 7→ 0010011 7→ . . .

Dakle, ǌen prefiks mora da bude 0010011, pa mi u stvari tra-
�imo α(0010011). Po 4. iz leme 3.11 je 001001T bez preklapaǌa.
Po posledici 3.7 je T = α(1). Sada iskoristimo 1. i imamo da je

α(0) = α(0010011) = 001001T ,

xto je i trebalo pokazati. 2

3.13. Posledica. Leksikografski najve�a beskonaqna binarna req bez
preklapaǌa je 110110TM .

Dokaz. Neka je S tra�ena req, poxto je leksikografski najve�a, ona
mora da poqiǌe sa 1. Po lemi 3.6 je onda S leksikografski najmaǌa
beskonaqna binarna req bez preklapaǌa koja poqiǌe sa 0. Po 2. iz
teoreme 3.12 je S = 001001TM , pa je

S = 110110TM.

2

3.1.1 Konstrukcija kvadratno slobodne reqi nad tro-
elementnim alfabetom

U definiciji 1.11 smo naveli da su kvadratno slobodne reqi one
koje ne sadr�e faktore oblika XX za |X| ≥ 1. Razmatramo problem
koje najmaǌe kardinalnosti mora biti alfabet da bi postojala bes-
konaqna kvadratno slobodna req. Ako je alfabet jednoelementan {0},
jedine kvadratno slobodne reqi su ε i 0. Vide�emo da je nad dvoe-
lementnim tako�e nemogu�a konstrukcija beskonaqne kvadratno slo-
bodne reqi, ali nad troelementnim je mogu�a uz pomo� Tue–Morsove
reqi i bitnu ulogu �e odigrati qiǌenica da ona ne sadr�i prekla-
paǌa. U ovoj sekciji se uglavnom koriste izvori [24], [2] i [7].
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3.14. Teorema. Ne postoji beskonaqna kvadratno slobodna req nad dvo-
elementnim alfabetom.

Dokaz. Neka je alfabet {0, 1}. Pokuxajmo da konstruixemo takvu req
poqevxi od 0:

0 7→ 01 7→ 010 7→

i daǉe ne mo�emo nastaviti. Drugo slovo je moralo biti 1 da bismo
izbegli kvadrat 00, zatim da bismo izbegli kvadrat 11 morali smo
izabrati 0 za tre�e, a onda za qetvrto slovo nemamo izbor, 0 bi na-
pravila kvadrat 00, a 1 bi napravila kvadrat 0101. Sliqno, ako za
prvo slovo stavimo 1:

1 7→ 10 7→ 101 7→

i ponovo se niz ne mo�e nastaviti daǉe. Dakle, nad dvoelementnim
alfabetom je najdu�a kvadratno slobodna req du�ine tri, a besko-
naqna ne postoji. 2

3.15. Teorema. Postoji beskonaqna kvadratno slobodna req nad troe-
lementnim alfabetom.

Dokaz. Konstruisa�emo beskonaqnu kvadratno slobodnu req nad al-
fabetom {0, 1, 2}. Za Tue–Morsovu req TM je tn n-to slovo u ǌoj, za
sve n ≥ 0. Req C definixemo sa: cn je broj jedinica u TM koji se
pojavǉuje izme�u n-te i (n + 1)-e nule, za n ≥ 0. Jasno, poxto je TM
beskonaqna, i C je. Treba pokazati dve stvari, da je C zaista req
nad alfabetom {0, 1, 2} i da je kvadratno slobodna. Prvo, ako bi za
neko n bilo cn ≥ 3 to bi znaqilo da se negde u TM pojavǉuju bar
tri jedinice zaredom, a to bi impliciralo da TM ima preklapaǌe,
xto je kontradikcija sa teoremom 3.1. Dakle, C je dobro definisana.
Slede�e, ako pretpostavimo suprotno, da C nije kvadratno slobodna,
odnosno ima faktor XX za X = x0x1 . . . xk ∈ {0, 1, 2}∗. To znaqi da u
TM postoji faktor oblika

0︸︷︷︸ 1x001x10 . . . 01xk︸ ︷︷ ︸ 0︸︷︷︸ 1x001x10 . . . 01xk︸ ︷︷ ︸ 0︸︷︷︸
jer od C dobijamo TM tako xto stavǉamo 0, pa onoliko jedinica ko-
liko iznosi qlan C, pa opet 0, itd. Onda u TM imamo preklapaǌe
oznaqeno na formuli iznad, a to je kontradikcija. Dakle, C je besko-
naqna kvadratno slobodna req nad troelementnim alfabetom. 2

Konstrukciju iste beskonaqne kvadratno slobodne reqi nad troe-
lementnim alfabetom iz prethodne teoreme dao je jox Tue u [23] na
slede�i naqin. Posmatramo morfizam τ : {0, 1, 2}∗ → {0, 01, 011}∗ defi-
nisan sa:

0 7→ 0, 1 7→ 01, 2 7→ 011.
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Poxto TM ne sadr�i preklapaǌa, a time ni faktor 111 onda se mo�e
pokazati da je

τ(C) = TM.

Tako se req C mo�e konstruisati kao inverzna slika TM definisanim
morfizmom τ . Jox jedna interesantna konstrukcija reqi C mo�e se
prona�i u [7].



Glava 4

Primena u teoriji
brojeva

4.1 Prue–Tari–Eskotov problem
U ovom poglavǉu bavimo se vezom izme�u Tue–Morsove reqi i po-

znatog problema iz teorije brojeva, tzv. Prue–Tari–Eskotovog pro-
blema. Problem je dobio ime po trojici poznatih matematiqara. Prvo
se ǌime bavio E�en Prue u [19] i dao jedno opxte rexeǌe zasnovano
na primeni Tue–Morsove reqi jox davne 1851. godine. Druga dva na-
uqnika su Gaston Tari1 i Edvard Eskot2, koji su se ovim problemom
bavili oko 1910. godine. Mi �emo definisati problem, dati rexeǌe
u nekim specijalnim sluqajevima, a zatim �emo posmatrati i opxtiji
problem i ǌegova rexeǌa. Oslaǌamo se uglavnom na rezutate iz [7] i
[24].

4.1. Definicija. (Prue–Tari–Eskotov problem) Za prirodne brojeve
n i k treba prona�i disjunktne skupove celih brojeva A = {a1, a2, . . . , an}
i B = {b1, b2, . . . , bn} takve da va�i:

a1 + a2 + · · ·+ an = b1 + b2 + · · ·+ bn,

a21 + a22 + · · ·+ a2n = b21 + b22 + · · ·+ b2n,

a31 + a32 + · · ·+ a3n = b31 + b32 + · · ·+ b3n,

...

ak1 + ak2 + · · ·+ akn = bk1 + bk2 + · · ·+ bkn.

1Gaston Tarry (1843–1913), francuski matematiqar-amater, poznat po tome xto je po-
tvrdio Ojlerovu hipotezu da je mogu�e konstruisati grqko-latinski kvadrat dimenzija
6 × 6.

2Edward Brind Escott, ameriqki matematiqar, diplomirao na univerzitetu u Miqi-
genu.

32
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Tada skupove A = {a1, a2, . . . , an} i B = {b1, b2, . . . , bn} nazivamo rexeǌe
Prue–Tari–Eskotovog problema i pixemo

(a1, a2, . . . , an)
k
= (b1, b2, . . . , bn).

Broj n nazivamo veliqina rexeǌa, a broj k je stepen rexeǌa. Ako je n =
k + 1, takva rexeǌa nazivamo idealna.

4.2. Primer. Jedno rexeǌe veliqine 4 i stepena 3 je

(0, 4, 7, 11) = (1, 2, 9, 10).

Zaista, va�e slede�e jednakosti:

0 + 4 + 7 + 11 = 22 = 1 + 2 + 9 + 10,

02 + 42 + 72 + 112 = 186 = 12 + 22 + 92 + 102,

03 + 43 + 73 + 113 = 1738 = 13 + 23 + 93 + 103.

Ovo je ujedno i primer idealnog rexeǌa. Naravno, nisu sva rexeǌa
idealna, npr. vide�emo da je rexeǌe i (0, 3, 5, 6)

2
= (1, 2, 4, 7), a ono je

veliqine 4 i stepena 2, pa nije idealno.

Narednu teoremu je pokazao Honsberger u [13], a zatim kao ǌen
specijalni sluqaj dobijamo rezultat Prua iz [19].

4.3. Teorema. Neka je (tn)n≥0 Tue–Morsov niz. Za k ≥ 0 definiximo
skupove:

Xk = {i < 2k+1 : ti = 0},

Yk = {i < 2k+1 : ti = 1}.

Za svaki polinom f sa celobrojnim koeficijentima i deg(f) ≤ k va�i∑
i∈Xk

f(i) =
∑
i∈Yk

f(i).

Dokaz. Primetimo prvo da skupovi Xk i Yk imaju isti broj elemenata.
To se lako pokazuje indukcijom po k. Za k = 0 je X0 = {0} a Y0 = {1} jer
je t0 = 0 i t1 = 1. Ako pretpostavimo da to va�i za proizvoǉno k, onda
za k+ 1 su qlanovi Tue–Morsovog niza od 2k+1 do 2k+2 po teoremi 2.4
dobijeni jednostavno zamenom 0 sa 1, i obratno u prvih 2k+1 qlanova.
To onda direktno daje, da ako smo imali isti broj 0 i 1 u prvih 2k+1,
onda je isti broj i u prvih 2k+2, xto onda znaqi da Xk+1 i Yk+1 imaju
isti broj elemenata. I tvr�eǌe teoreme dokazuje se indukcijom po k.
Ako je k = 0, tj. stepen polinoma je 0 onda je f = C = const. i suma se
svodi na ∑

i∈Xk

C =
∑
i∈Yk

C,
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odnosno
|Xk| · C = |Yk| · C,

xto je taqno jer smo iznad pokazali da je |Xk| = |Yk|. Sada pretposta-
vimo da tvr�eǌe va�i za sve polinome stepena maǌeg ili jednakog k i
poka�imo da va�i i za sve polinome stepena maǌeg ili jednakog k+ 1.
Neka je g proizvoǉan polinom sa celobrojnim koeficijentima takav
da je deg(g) ≤ k + 1. Definiximo pomo�ni polinom h sa

h(x) = g(x+ 2k+1)− g(x), x ≥ 0.

Primetimo da iz deg(g) ≤ k+ 1 sledi deg(h) ≤ k (qlanovi stepena k+ 1
se potiru). Za polinom h va�i indukcijska hipoteza:∑

i∈Xk

h(i) =
∑
i∈Yk

h(i),

odnosno ∑
i∈Xk

(g(i+ 2k+1)− g(i)) =
∑
i∈Yk

(g(i+ 2k+1)− g(i)),

∑
i∈Xk

g(i+ 2k+1)−
∑
i∈Xk

g(i) =
∑
i∈Yk

g(i+ 2k+1)−
∑
i∈Yk

g(i),

∑
i∈Xk

g(i+ 2k+1) +
∑
i∈Yk

g(i) =
∑
i∈Yk

g(i+ 2k+1) +
∑
i∈Xk

g(i). (4.1)

Iz teoreme 2.4, poxto je T2k+2 = T2k+1T2k+1 , sledi da je ti+2k+1 = ti, za
i < 2k+1. Odatle onda mo�emo zakǉuqiti da

i ∈ Xk akko i+ 2k+1 ∈ Yk+1 \ Yk,

jer i < 2k+1 i ti = 0 akko 2k+1 ≤ i + 2k+1 < 2k+2 i ti+2k+1 = 1. Analogno
se mo�e zakǉuqiti da

i ∈ Yk akko i+ 2k+1 ∈ Xk+1 \Xk.

Sada jednaqina (4.1) postaje∑
i+2k+1∈Yk+1\Yk

g(i+ 2k+1) +
∑
i∈Yk

g(i) =
∑

i+2k+1∈Xk+1\Xk

g(i+ 2k+1) +
∑
i∈Xk

g(i),

∑
j∈Yk+1\Yk

g(j) +
∑
i∈Yk

g(i) =
∑

j∈Xk+1\Xk

g(j) +
∑
i∈Xk

g(i),

odakle konaqno dobijamo∑
i∈Yk+1

g(i) =
∑

i∈Xk+1

g(i),

qime smo dokazali indukcijski korak, a time i celu teoremu. 2
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4.4. Posledica. Za svako k ≥ 1 postoji rexeǌe Prue–Tari–Eskotovog
problema koje je veliqine 2k i stepena k.

Dokaz. Neka je dato k ≥ 1 i neka su skupovi Xk i Yk definisani
kao u teoremi 4.3. Onda oni, kao xto smo ve� pokazali, imaju isti
broj elemenata i ukupno 2k+1 elemenata, pa su oba kardinalnosti 2k.
Definiximo polinome fj(x) = xj, za 1 ≤ j ≤ k. Svi oni su stepena
maǌeg ili jednakog k, pa je po teoremi 4.3∑

i∈Xk

fj(i) =
∑
i∈Yk

fj(i), za 1 ≤ j ≤ k,

∑
i∈Xk

ij =
∑
i∈Yk

ij , za 1 ≤ j ≤ k,

xto po definiciji znaqi da je Xk
k
= Yk, odnosno to je rexeǌe Prue–

Tari–Eskotovog problema veliqine 2k i stepena k. 2

4.5. Primer. Za n = 8 = 22+1 i k = 2 mo�emo koriste�i teoremu 4.3
na�i jedno rexeǌe Prue–Tari–Eskotovog problema. Odredimo sku-
pove X2 i Y2, to su indeksi qlanova Tue–Morsovog niza do 7-og, jed-
nakih 0 i 1, respektivno. Poqetak Tue–Morsove reqi je

0 1 1 0 1 0 0 1 . . .
t0 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 . . .

Stoga je X2 = {0, 3, 5, 6} i Y2 = {1, 2, 4, 7} i po teoremi 4.3 za polinome
f1(x) = x i f2(x) = x2 va�i∑

i∈X2

fj(i) =
∑
i∈Y2

fj(i), za j = 1, 2,

odnosno
0 + 3 + 5 + 6 = 1 + 2 + 4 + 7,

02 + 32 + 52 + 62 = 12 + 22 + 42 + 72,

i ovo je jedno rexeǌe (0, 3, 5, 6)
2
= (1, 2, 4, 7).

4.6. Napomena. Prue se bavio i opxtijim problemom, kako prona�i m
disjunktnih skupova, tako da su svaka dva rexeǌa Prue–Tari–Esko-
tovog problema stepena k. U rexavaǌu tog problema mo�e se iskori-
stiti uopxtena Tue–Morsova req. Imaju�i u vidu posledicu 4.4 sada
razmatramo kako skup X = {0, 1, . . . , nk+1 − 1} da razdvojimo na n dis-
junktnih skupova takvih da svaka dva skupa obrazuju rexeǌe Prue–
Tari–Eskotovog problema stepena k. Raspore�ujemo elemente skupa
X na slede�i naqin. Napravimo krug i na ǌemu numerixemo redom
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n razliqitih taqaka koje �e predstavǉati tra�ene skupove. Zatim
krenuvxi od 0, koju stavimo pored prve taqke, ostale brojeve raspo-
re�ujemo redom po taqkama, s tim xto preskaqemo jednu taqku za svaki
umno�ak broja n, preskaqemo dve taqke za svaki umno�ak n2, itd. za
svaki umno�ak nt preskaqemo t taqaka. Radimo sve dok ne potroximo
sve brojeve iz skupa X. Time dobijamo podelu koja je rexeǌe opxteg
Prue–Tari–Eskotovog problema. Naime, ovakvo raspore�ivaǌe bro-
jeva iz skupa X je ekvivalentno tome da napixemo req TMn,n i u
zavisnosti od vrednosti tn,ns odre�ujemo u koji od skupova stavǉamo
s, za s ≥ 0. Dokaz da je ovo zaista dobro rexeǌe mo�e se prona�i u
[16]. Ilustraciju ovog postupka �emo videti na slede�em primeru:

4.7. Primer. Posmatramo problem za n = 3 i k = 2. Ho�emo skup
{0, 1, . . . , 26} da podelimo u tri disjunktna skupa A,B,C takva da je
A

2
= B

2
= C

2
= A. Opisani algoritam podele po skupovima je da na-

Slika 4.1: Podela skupa {0, 1, . . . , 26}

pravimo krug i na ǌemu tri taqke a, b, c i brojevi koje zapixemo po-
red ǌih �e biti elementi skupova A,B,C, redom. 0 zapixemo pored
slova a, zatim brojeve pixemo redom pored slova, s tim xto za bro-
jeve 3, 6, 12, 15, 21, 24 preskaqemo po jednu taqku, a za brojeve 9 i 18
preskaqemo po dve taqke. Vizuelno je ovo predstavǉeno na slici 4.1.
Istu podelu mogli smo da napravimo posmatraju�i uopxtenu Tue–
Morsovu req

TM3,3 = 012120201120201012201012120 . . .
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i raspore�uju�i brojeve iz {0, 1, . . . , 26} u skupove A,B,C tako xto i
ide u skup A ako je tn,ni = 0, u skup B ako je tn,ni = 1 i u skup C ako je
tn,ni = 2. Prate�i TM3,3 gore napisanu, vidimo da ovo raspore�ivaǌe
odgovara onom sa slike 4.1. Podelom smo dobili skupove

A = {0, 5, 7, 11, 13, 15, 19, 21, 26},
B = {1, 3, 8, 9, 14, 16, 20, 22, 24},
C = {2, 4, 6, 10, 12, 17, 18, 23, 25}.

Neposrednom proverom utvr�ujemo da su taqne jednakosti:

0 + 5 + 7 + 11 + 13 + 15 + 19 + 21 + 26

= 1 + 3 + 8 + 9 + 14 + 16 + 20 + 22 + 24

= 2 + 4 + 6 + 10 + 12 + 17 + 18 + 23 + 25 = 117,

02 + 52 + 72 + 112 + 132 + 152 + 192 + 212 + 262

= 12 + 32 + 82 + 92 + 142 + 162 + 202 + 222 + 242

= 22 + 42 + 62 + 102 + 122 + 172 + 182 + 232 + 252 = 2067,

i ovo je tra�eno rexeǌe.

4.2 Izraqunavaǌe graniqne vrednosti odre-
�enog niza

Problem graniqne vrednosti niza

1

2
,

1

2
3

4

,

1

2
3

4
5

6
7

8

,

1

2
3

4
5

6
7

8
9

10
11

12
13

14
15

16

, . . .

postavio je Vuds u [25], i ispostavilo se da posmatrani niz ima tesnu
vezu sa Tue–Morsovom reqi. U ovom poglavǉu bavi�emo se rexavaǌem
navedenog problema. Oslaǌamo se na radove [1] i [24].
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Prvo pokuxajmo matematiqki preciznije da zapixemo dati niz.
Oznaqimo posmatrani niz sa (sn)n≥0. Onda je ǌegov opxti qlan oblika

sn =

1

2
...

2n
2n + 1

2n + 2
...

2n+1

.

Zapiximo qlanove niza u jednostavnijem obliku:

1

2
,

1 · 4
2 · 3

,
1 · 4 · 6 · 7
2 · 3 · 5 · 8

,
1 · 4 · 6 · 7 · 10 · 11 · 13 · 15

2 · 3 · 5 · 8 · 9 · 12 · 14 · 16
, . . .

Sada mo�emo zakǉuqiti da se 1 i 2 uvek javǉaju sa suprotnih strana
razlomaqke crte, zatim se 3 i 4 javǉaju u obrnutom rasporedu u od-
nosu na ǌih. Naredna qetiri broja su raspore�ena obrnuto od 1, 2, 3, 4,
itd. Dakle, ako znamo gde u odnosu na razlomaqku crtu stoje brojevi
1, 2, . . . , 2n, onda 2n + 1 ide sa suprotne strane u odnosu na 1, 2n + 2 ide
sa suprotne strane u odnosu na 2, i tako do kraja, 2n+1 ide sa suprotne
strane u odnosu na 2n. Napravimo niz nad {0, 1} takav da je k-ti qlan
0 ako je k iznad razlomaqke crte, a 1 ako je k ispod razlomaqke crte
u zapisu niza (sn)n≥0, za k ∈ N, onda taj niz poqiǌe sa

0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, . . .

xto je upravo Tue–Morsov niz. Iz definicije Tue–Morsovog niza
iz teoreme 2.4 i iz zakǉuqka koji smo izveli o tome kako se brojevi
postavǉaju u odnosu na razlomaqku crtu sledi slede�a, formalnija
definicija niza.

4.8. Definicija. Opxti qlan niza (sn)n≥0 je oblika

sn =

2n+1∏
k=0

(k + 1)(−1)
tk
,

gde je (tk)k≥0 Tue–Morsov niz.

Da bismo izraqunali graniqnu vrednost niza, bi�e nam potreban
jox jedan oblik opxteg qlana niza. Naime, ako qlanove niza posma-
trano u slede�em obliku:

1

2
,

1

2
· 4

3
,

1

2
· 4

3
· 6

5
· 7

8
,

1

2
· 4

3
· 6

5
· 7

8
· 10

9
· 11

12
· 13

14
· 15

16
, . . .
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i imaju�i u vidu prethodne zakǉuqke jasno je da se svaki razlomak

u qlanovima niza javǉa u obliku
(

2k + 1

2k + 2

)(−1)tk

, za sve k ≥ 0. Stoga,

jasno je slede�e tvr�eǌe.

4.9. Lema. Opxti qlan niza (sn)n≥0 je oblika

sn =

2n−1∏
k=0

(
2k + 1

2k + 2

)(−1)tk

,

gde je (tk)k≥0 Tue–Morsov niz.

4.10. Teorema. Graniqna vrednost niza (sn)n≥0 je

∞∏
k=0

(k + 1)(−1)
tk

=

∞∏
k=0

(
2k + 1

2k + 2

)(−1)tk

=

√
2

2
.

Dokaz. Oznaqino granicu niza sa

S =

∞∏
k=0

(
2k + 1

2k + 2

)(−1)tk

.

Prvo poka�imo da navedeni proizvod postoji, tj. da niz parcijal-
nih proizvoda (Sn)n≥0 konvergira. Ako na ǌega primenimo logaritam,
proizvod �e pre�i u sumu

log(Sn) = log

( n∏
k=0

(
2k + 1

2k + 2

)(−1)tk)
=

n∑
k=0

log

((
2k + 1

2k + 2

)(−1)tk)

=

n∑
k=0

(−1)tk log

(
2k + 1

2k + 2

)
=

n∑
k=0

(−1)tk log

(
2k + 2− 1

2k + 2

)

=

n∑
k=0

(−1)tk log

(
1− 1

2k + 2

)
= −

n∑
k=0

(−1)tk
(
− log

(
1− 1

2k + 2

))
.

Sada po Dirihleovom kriterijumu, poxto je niz parcijalnih suma

|
∑n

k=0(−1)tk | ograniqen i niz − log

(
1 − 1

2k + 2

)
konvergira ka 0 (jer

opada i niz 1− 1

2k + 2
konvergira ka 1), sledi da je posmatrani loga-

ritmovani niz parcijalnih proizvoda konvergentan. Time smo poka-
zali da postoji i beskonaqni proizvod S. Uvedimo pomo�ni proizvod

R =

∞∏
k=1

(
2k

2k + 1

)(−1)tk

.
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Sliqno kao i za S i on postoji, tj. ǌegov niz parcijalnih proizvoda
(Rn)n≥0 konvergira, jer kada ga logaritmujemo imamo

log(Rn) = log

( n∏
k=1

(
2k

2k + 1

)(−1)tk)
=

n∑
k=1

(−1)tk log

(
2k

2k + 1

)

=

n∑
k=1

(−1)tk log

(
1− 1

2k + 1

)
= −

n∑
k=1

(−1)tk
(
− log

(
1− 1

2k + 1

))
,

a ovaj niz konvergira po Dirihleovom kriterijumu. Sada, napravimo
proizvod

R · S =

∞∏
k=1

(
2k

2k + 1

)(−1)tk

·
∞∏
k=0

(
2k + 1

2k + 2

)(−1)tk

=

∞∏
k=1

(
2k

2k + 1

)(−1)tk

·
∞∏
k=1

(
2k + 1

2k + 2

)(−1)tk

· 1

2

=
1

2

∞∏
k=1

(
2k

2k + 2

)(−1)tk

=
1

2

∞∏
k=1

(
k

k + 1

)(−1)tk

.

U nastavku, proizvod R · S mo�emo da razdvojimo na parne i neparne
qlanove i imamo

R ·S =
1

2

∞∏
k=1

(
k

k + 1

)(−1)tk

=
1

2
·
∞∏
k=1

(
2k

2k + 1

)(−1)t2k

·
∞∏
k=0

(
2k + 1

2k + 2

)(−1)t2k+1

.

Koriste�i iz definicije 2.1 da je t2k = tk i t2k+1 = tk sledi da je

R · S =
1

2
·
∞∏
k=1

(
2k

2k + 1

)(−1)tk

·
∞∏
k=0

(
2k + 1

2k + 2

)(−1)tk+1

=
1

2
·
∞∏
k=1

(
2k

2k + 1

)(−1)tk

·
∞∏
k=0

((
2k + 1

2k + 2

)(−1)tk)−1

=
1

2
·
∞∏
k=1

(
2k

2k + 1

)(−1)tk

·
( ∞∏

k=0

(
2k + 1

2k + 2

)(−1)tk)−1
=

1

2
·R · S−1.

Iz jednakosti R · S =
1

2
·R · S−1, poxto je R 6= 0, sledi da je

S2 =
1

2
,

odakle je, poxto je S pozitivno, konaqno

S =

√
2

2
,
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xto je i trebalo pokazati. 2

4.3 q-razvoji
U ovom poglavǉu bavimo se tzv. q-razvojima (qesto se koristi i

termin β-razvoji), odnosno predstavǉaǌem realnih brojeva u necelo-
brojnim bazama. Bitna razlika izme�u ovakvih i klasiqnih celobroj-
nih razvoja je xto broj ne mora imati jedinstven q-razvoj. Da bismo
pokazali vezu sa Tue–Morsovom reqi, bi�e potrebno prvo pokazati
qetiri pomo�ne leme i jednu teoremu kao ǌihovu posledicu. Tu kori-
stimo izvor [9]. Zatim koristimo [15] i pokazujemo jox tri leme, kao
i teoremu koja odatle sledi. Nakon toga izvodimo odre�eni zakǉuqak
o tra�enoj vezi izme�u β-razvoja i Tue–Morsove reqi. Koristimo i
izvor [1].

4.11. Definicija. Neka je dat realan broj q ∈ (1, 2]. q-razvojem broja x
zovemo svako predstavǉaǌe x oblika

x =

∞∑
i=1

εiq
−i, εi ∈ {0, 1}. (4.2)

Ovaj razvoj kra�e zapisujemo sa (εi)i≥1.

4.12. Napomene.

1. Kada ka�emo q-razvoj i ne naglasimo kog broja x, onda se podra-
zumeva da je to razvoj broja 1, tj. q-razvoj je

1 =

∞∑
i=1

εiq
−i, εi ∈ {0, 1}.

2. Formula za sumu geometrijskog reda je
∞∑
i=0

qi =
1

1− q
.

Stoga je
∞∑
i=0

q−i =

∞∑
i=0

(q−1)i =
1

1− q−1
=

1
q − 1

q

=
q

q − 1
,

odakle je
∞∑
i=1

q−i =
q

q − 1
− 1 =

1

q − 1
.

Imaju�i u vidu jednaqinu (4.2), sledi da je q-razvoj mogu� za

brojeve x ∈
[
0,

1

q − 1

]
.
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4.13. Primeri.

1. Za proizvoǉno q ∈ (1, 2] i x = 0 je uvek jedinstven q-razvoj, svi
εi = 0:

0 =

∞∑
i=1

0 · q−i.

2. Za q = 2 i x = 1 je

1 =

∞∑
i=1

2−i =

∞∑
i=1

1 · 2−i,

odnosno εi = 1 za sve i, i ovo je oqigledno jedini 2-razvoj broja
1.

4.14. Napomena. Videli smo u prethodnom primeru da za q = 2 po-
stoji samo jedan 2-razvoj broja 1, ali prirodno je oqekivati da se za
sve ostale q ∈ (1, 2) mo�e na�i vixe razliqitih q-razvoja broja 1 jer
mo�emo da iskǉuqimo beskonaqno mnogo faktora q−i a da ostatak opet
bude ve�i od 1. Pokazano je da za skoro sve q ∈ (1, 2) postoji 2ℵ0 raz-
liqitih q-razvoja broja 1, ali u radu [10] pokazano je da postoji i 2ℵ0

onih za koje postoji jedinstven q-razvoj. Mi �emo se u ovom poglavǉu
baviti bax takvim. Odredi�emo najmaǌe q takvo da je q-razvoj broja
1 jedinstven.

4.15. Definicija. Za q ∈ (1, 2] i x ∈
[
0,

1

q − 1

]
razvoj

x =

∞∑
i=1

εiq
−i, εi ∈ {0, 1}

nazivamo

1. jaki q-razvoj broja x ako za sve n ∈ N va�i

εn =

{
1, ako

∑
i<n εiq

−i + q−n ≤ x,
0, ako

∑
i<n εiq

−i + q−n > x;

2. slabi q-razvoj broja x ako za sve n ∈ N va�i

εn =

{
0, ako

∑
i<n εiq

−i +
∑

i>n q
−i ≥ x,

1, ako
∑

i<n εiq
−i +

∑
i>n q

−i < x.

4.16. Napomene.
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1. Iz definicije 1.22 znamo leksikografski poredak na reqima, a
razvoj (εi)i≥1 se mo�e gledati i kao req nad azbukom {0, 1}. Stoga,
za fiksirano q, mo�e se uvesti leksikografski poredak me�u raz-
liqitim q-razvojima broja x sa

(εi)i≥1 < (ε′i)i≥1 akko (∃m ∈ N)(∀i < m)(εi = ε′i ∧ εm < ε′m),

gde su (εi)i≥1 i (ε′i)i≥1 dva q-razvoja broja x.

2. Iz definicija se lako vidi da se kod jakog razvoja bira εi = 1
kad god je to mogu�e, a kod slabog se bira εi = 1 samo kad je to
neophodno. Iz tog razloga, kada posmatramo sve q-razvoje broja
x za fiksirane q i x sledi da su jaki i slabi razvoj najve�i i
najmaǌi razvoj, redom u lesikografskom poretku. Odatle mo�emo
zakǉuqiti da je q-razvoj broja x jedinstven akko se jaki i slabi
razvoj poklapaju.

4.17. Lema. Neka su q ∈ (1, 2), x ∈
[
0,

1

q − 1

]
i

x =

∞∑
i=1

εiq
−i, εi ∈ {0, 1}, (4.3)

proizvoǉan q-razvoj broja x.

1. (4.3) je jaki razvoj akko

(∀n ∈ N)(εn = 0 ⇒
∞∑
i=1

εn+iq
−i < 1). (4.4)

2. (4.3) je slabi razvoj akko

(∀n ∈ N)(εn = 1 ⇒
∞∑
i=1

(1− εn+i)q
−i < 1). (4.5)

Dokaz.

1. Oba smera pokazujemo kontrapozicijom.

(=⇒) Neka postoji n0 ∈ N takvo da uslov (4.4) ne va�i. Onda je

∞∑
i=1

εn0+iq
−i = εn0+1q

−1 + εn0+2q
−2 + · · · ≥ 1, i

x =

∞∑
i=1

εiq
−i = ε1q

−1 + ε2q
−2 + . . .

= ε1q
−1 + ε2q

−2 + · · ·+ εn0
q−n0 + εn0+1q

−(n0+1) + εn0+2q
−(n0+2) + . . .

= ε1q
−1 + ε2q

−2 + · · ·+ 0 · q−n0 + q−n0 (εn0+1q
−1 + εn0+2q

−2 + . . . )︸ ︷︷ ︸
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Zatim, poxto je oznaqeni deo ve�i ili jednak od 1, postoji novi
razvoj takav da je ε′i = εi za i ∈ {1, . . . , n0−1} i ε′n0

= 1, koji je onda
po definisanom leksikografskom poretku iz prethodne napomene
ve�i od (εi)i≥1. Samim tim ne mo�e biti jaki razvoj, jer od ǌega
postoji ve�i.

(⇐=) Sada pretpostavimo da (εi)i≥1 nije jaki razvoj. Onda postoji
razvoj (ε′i)i≥1 koji je ve�i od ǌega, odnosno po definiciji postoji
n0 ∈ N takvo da je

εi = ε′i, za i < n0, εn0
= 0, ε′n0

= 1.

Tada je

x =

∞∑
i=1

εiq
−i = ε1q

−1 + · · ·+ εn0−1q
−(n0−1) + 0 · q−n0 + εn0+1q

−(n0+1) + . . .

x =

∞∑
i=1

ε′iq
−i = ε′1q

−1 + · · ·+ ε′n0−1q
−(n0−1) + 1 · q−n0 + ε′n0+1q

−(n0+1) + . . .

Poxto su prvih n0 − 1 koeficijenata jednaki, sledi da je

0 · q−n0 + εn0+1q
−(n0+1) + . . . = 1 · q−n0 + ε′n0+1q

−(n0+1) + . . .
∞∑
i=1

εn0+iq
−(n0+i) = q−n0 +

∞∑
i=1

ε′n0+iq
−(n0+i),

q−n0

∞∑
i=1

εn0+iq
−i = q−n0 +

∞∑
i=1

ε′n0+iq
−(n0+i).

Iz posledǌe jednakosti sledi

q−n0

∞∑
i=1

εn0+iq
−i ≥ q−n0 ,

odakle, mno�e�i nejednakost sa qn0 > 0, sledi
∞∑
i=1

εn0+iq
−i ≥ 1,

a ve� znamo da je εn0
= 0, pa imamo negaciju uslova (4.4).

2. Pokaza�emo da je (4.3) slabi razvoj broja x akko je

1

q − 1
− x =

∞∑
i=1

(1− εi)q−i

jaki razvoj broja
1

q − 1
− x. (εi)i≥1 je slabi razvoj broja x akko

εn =

{
0, ako

∑
i<n εiq

−i +
∑

i>n q
−i ≥ x,

1, ako
∑

i<n εiq
−i +

∑
i>n q

−i < x.
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Ovo je ekvivalentno sa

1− εn =

{
1, ako

∑
i<n εiq

−i +
∑

i>n q
−i ≥ x,

0, ako
∑

i<n εiq
−i +

∑
i>n q

−i < x.
(4.6)

Daǉe razlo�imo uslov∑
i<n

εiq
−i −

∑
i>n

q−i ≥ x
/
· (−1);

−
∑
i<n

εiq
−i −

∑
i>n

q−i ≤ −x;

1

1− q
−
∑
i<n

εiq
−i −

∑
i>n

q−i ≤ 1

1− q
− x;

∞∑
i=1

q−i −
∑
i<n

εiq
−i −

∑
i>n

q−i ≤ 1

1− q
− x;

∑
i<n

(1− εi)q−i + q−n ≤ 1

1− q
− x.

Daǉe mo�emo zakǉuqiti da je (4.6) ekvivalentno sa

1− εn =


1, ako

∑
i<n(1− εi)q−i + q−n ≤ 1

1− q
− x,

0, ako
∑

i<n(1− εi)q−i + q−n >
1

1− q
− x.

(4.7)

Sada po definiciji jakog razvoja i iz ekvivalencije (4.7) je (1−
εi)i≥1 jaki razvoj za

1

1− q
− x, qime smo pokazali ekvivalenciju

koju smo tra�ili. Dakle, (εi)i≥1 je slabi razvoj za x akko je (1−
εi)i≥1 jaki razvoj za

1

1− q
− x, xto je po 1. ekvivalentno sa

(∀n ∈ N)(1− εn = 0 ⇒
∞∑
i=1

(1− εn+i)q
−i < 1),

xto je daǉe ekvivalentno sa

(∀n ∈ N)(εn = 1 ⇒
∞∑
i=1

(1− εn+i)q
−i < 1),

a to je i trebalo pokazati. 2

4.18. Lema. Neka su q ∈ (1, 2), x ∈
[
1,

1

q − 1

]
i

x =

∞∑
i=1

εiq
−i, εi ∈ {0, 1}, (4.8)
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proizvoǉan q-razvoj broja x.

1. Ako je (4.8) jaki razvoj, onda

(∀n ∈ N)(εn = 0 ⇒ (εn+i)i≥1 < (εi)i≥1). (4.9)

2. Ako je (4.8) jedinstven razvoj, onda va�e uslov (4.9) i

(∀n ∈ N)(εn = 1 ⇒ (1− εn+i)i≥1 < (εi)i≥1). (4.10)

Dokaz. Pre svega, naglasimo da (εn+i)i≥1 ne mora biti q-razvoj broja
x. Ovde se nejednakosti odnose na uobiqajeni leksikografski poredak
na reqima nad azbukom {0, 1}.

1. Pretpostavimo suprotno, da uslov (4.9) nije ispuǌen za neko n0.
Tada je εn0

= 0 i (εn0+i)i≥1 ≥ (εi)i≥1. Iz leme 4.17 sledi da je

∞∑
i=1

εn0+iq
−i < 1.

Razlikujemo dva sluqaja:

• (εn0+i)i≥1 = (εi)i≥1: Tada je

1 ≤ x =

∞∑
i=1

εiq
−i =

∞∑
i=1

εn0+iq
−i < 1,

xto je oqigledno kontradikcija.

• (εn0+i)i≥1 > (εi)i≥1: Tada po definiciji leksikografskog po-
retka imamo

(∃k ∈ N)(∀i < k)(εn0+i = εi ∧ εn0+k = 1 ∧ εk = 0).

Zato va�i slede�e∑
i<k

εiq
−i + q−k =

∑
i<k

εn0+iq
−i + εn0+kq

−k ≤
∞∑
i=1

εn0+iq
−i < 1 ≤ x,

xto po definiciji jakog razvoja implicira da je εk = 1, a
to je kontradikcija sa pretpostavkom.

2. Poxto je razvoj jedinstven, on mora biti jednak jakom i slabom
razvoju, pa po 1. va�i uslov (4.9). Pretpostavimo da ne va�i
uslov (4.10), odnosno da za neko n0 ∈ N je εn0

= 1 i (1−εn0+i)i≥1 ≥
(εi)i≥1. Rekli smo ve� da je (εi)i≥1 i slabi razvoj, pa po lemi 4.17
je

∞∑
i=1

(1− εn0+i)q
−i < 1.

Ponovo razlikujemo dva sluqaja:
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• (1− εn0+i)i≥1 = (εi)i≥1: Tada

1 ≤ x =

∞∑
i=1

εiq
−i =

∞∑
i=1

(1− εn0+i)q
−i < 1,

xto je kontradikcija.

• (1− εn0+i)i≥1 > (εi)i≥1: Onda po definiciji imamo

(∃k ∈ N)(∀i < k)(1− εn0+i = εi ∧ 1− εn0+k = 1 ∧ εk = 0).

Sada mo�emo izvesti slede�i niz nejednakosti∑
i<k

εiq
−i + q−k =

∑
i<k

(1− εn0+i)q
−i + (1− εn0+k)q−k

≤
∞∑
i=1

(1− εn0+i)q
−i < 1 ≤ x,

koje po definiciji jakog razvoja impliciraju εk = 1 xto je
kontradikcija jer ve� imamo εk = 0. 2

4.19. Lema. Neka su q ∈ (1, 2), x ∈ [0, 1], y ∈
[
0,

1

q − 1

]
i (εi)i≥1, (δi)i≥1

q-razvoji za x i y, redom, takvi da je

(∀n ∈ N)(δn = 0 ⇒ (δn+i)i≥1 < (εi))i≥1. (4.11)

Tada ako je razvoj za x beskonaqan (ima beskonaqno mnogo jedinica), ili
ako je razvoj za y konaqan (ima konaqno mnogo jedinica), onda je (δi)i≥1
jaki razvoj za y.

Dokaz. Po lemi 4.17 dovoǉno je da proverimo ekvivalentan uslov
(4.4). Odaberimo proizvoǉno n0 ∈ N takvo da je δn0 = 0. Treba po-
kazati da je

∞∑
i=1

δn0+iq
−i < 1. (4.12)

Definixemo pomo�ni niz (nk)k≥0: n0 ve� imamo odabrano, a ostale
qlanove definixemo induktivno: ako je poznato nk i δnk

= 0, po uslovu
(4.11) je (δnk+i)i≥1 < (εi)i≥1, xto znaqi da postoji prirodan broj m
takav da je

δnk+i = εi, za i < m i δnk+m = 0, εm = 1,

i tada za nk+1 biramo
nk+1 = nk +m.
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Za ovako izabranu iteraciju niza imamo

nk+1∑
j=1+nk

δjq
−j = q−nk

m∑
t=1

δnk+tq
−t = q−nk(

m−1∑
t=1

δnk+tq
−t + 0 · q−m)

= q−nk(

m−1∑
t=1

εtq
−t + q−m − q−m)

= q−nk(

m∑
t=1

εtq
−t − q−m)

≤ q−nk(x− q−m)

≤ q−nk(1− q−m)

= q−nk − q−(nk+m)

= q−nk − q−nk+1 .

Ako je razvoj za x beskonaqan, onda je prethodna nejednakost striktna,
jer je prva nejednakost u nizu iznad striktna. Poka�imo sada nejed-
nakost (4.12). Razdvoji�emo sluqajeve.

• Ako je razvoj za x beskonaqan, onda je

∞∑
i=1

δn0+iq
−i = qn0

∞∑
i=1

δn0+iq
−(n0+i)

= qn0

∞∑
i=n0+1

δiq
−i

= qn0

∞∑
k=0

nk+1∑
j=1+nk

δjq
−j

< qn0

∞∑
k=0

(q−nk − q−nk+1)

= qn0q−n0 = 1.

• Ako je razvoj za y konaqan, onda u konstruisanom nizu postoji
qlan ns takav da je za sve i > ns sigurno δi = 0. Sada je, sliqno
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prethodnom sluqaju,

∞∑
i=1

δn0+iq
−i = qn0

∞∑
i=n0+1

δiq
−i

= qn0

ns∑
i=n0+1

δiq
−i

= qn0

s−1∑
k=0

nk+1∑
j=1+nk

δjq
−j

≤ qn0

s−1∑
k=0

(q−nk − q−nk+1)

= qn0(q−n0 − q−ns)

= 1− qn0−ns < 1.

Ovim smo pokazali ekvivalentan uslov za jaki razvoj broja y. 2

4.20. Lema. Neka su q ∈ (1, 2), x ∈ [0, 1], i (εi)i≥1 q-razvoj za x.

1. Ako je ispuǌen uslov (4.9), onda je (εi)i≥1 jaki razvoj.

2. Ako je ispuǌen uslov (4.10), onda je (εi)i≥1 slabi razvoj.

Dokaz.

1. Definiximo y := x i δi = εi za i ∈ N. Onda su oba razvoja is-
tovremeno ili konaqna, ili beskonaqna, a uslov (4.9) je upravo
daje uslov iz leme 4.19, pa po ǌoj sledi da je (δi)i≥1 = (εi)i≥1 jaki
razvoj.

2. Ako je x = 0, razvoj je jedinstven, a samim tim i jednak slabom
razvoju. Ako je x ∈ (0, 1], onda razvoj (εi)i≥1 mora biti beskonaqan.
Ako pretpostavimo suprotno, da je konaqan, tj. da postoji j ∈ N
takvo da su svi εi+j = 0 i εj = 1 (ne mogu svi biti 0 jer je x > 0),
onda bi po uslovu (4.10) moralo

(1− εj+i)i≥1 < (εi)i≥1,

ali (1 − εj+i)i≥1 je niz u kome je svaki qlan jednak 1, pa je ne-
jednakost iznad kontradikcija. Dakle razvoj za x je beskonaqan.
Izaberimo razvoj (δi)i≥1 = (1− εi)i≥1 za

y =

∞∑
i=1

δiq
−i =

∞∑
i=1

(1− εi)q−i =
1

q − 1
− x.
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Jasno, tada, poxto x ∈ (0, 1],

y ∈
[

1

q − 1
− 1,

1

q − 1

)
=

[
2− q
q − 1

,
1

q − 1

)
⊆
[
0,

1

q − 1

]
,

pa je sve dobro definisano. Sada iz uslova (4.10) i definicije
(δi)i≥1 sledi da su ispuǌeni uslovi leme 4.19 i po ǌoj je (δi)i≥1
jaki razvoj za y. U dokazu drugog dela leme 4.17 pokazali smo da
je onda to ekvivalentno s tim da je (εi)i≥1 slabi razvoj za x. 2

4.21. Teorema. Neka je q ∈ (1, 2) proizvoǉno i (εi)i≥1 q-razvoj broja 1.

1. (εi)i≥1 je jaki razvoj broja 1 akko va�i uslov (4.9).

2. (εi)i≥1 je jedinstven razvoj broja 1 akko va�e uslovi (4.9) i (4.10).

Dokaz.

1. (=⇒) Sledi iz prvog dela leme 4.18 za x = 1.
(⇐=) Sledi iz prvog dela leme 4.20 za x = 1.

2. (=⇒) To je drugi deo leme 4.18 za x = 1.
(⇐=) Po prvom delu leme 4.20 je (εi)i≥1 jaki razvoj, a po drugom
delu iste je to slabi razvoj. Onda se jaki i slabi razvoj pokla-
paju, pa je razvoj jedinstven. 2

4.22. Definicija. Niz (εi)i≥1 nazivamo prihvatǉiv niz ako va�e sle-
de�a dva uslova:

1. (∀n ∈ N)(εn = 0 =⇒ εn+1εn+2 · · · < ε1ε2 . . . ),

2. (∀n ∈ N)(εn = 1 =⇒ εn+1εn+2 · · · < ε1ε2 . . . ),

gde se poredak odnosi na leksikografski poredak.

Primetimo da su uslovi za prihvatǉiv niz upravo uslovi (4.9) i
(4.10) za q-razvoje.

4.23. Posledica. Ako se za q-razvoj broja 1 uzima jaki razvoj, onda po-
stoji strogo rastu�a bijekcija izme�u brojeva q ∈ (1, 2) za koje postoji
jedinstven q-razvoj i prihvatǉivih nizova.

Dokaz. Bijekcija je jasna iz teoreme 4.21. Jox treba pokazati da je i
strogo rastu�a. Neka je q1 < q2 za neke q1, q2 ∈ (1, 2), i neka su ǌihovi
jedinstveni razvoji broja 1 nizovi (εi)i≥1 i (ε′i)i≥1 (to su ujedno i
jaki razvoji i va�e uslovi (4.9) i (4.10)). Tada ako pretpostavimo
suprotno, da je (εi)i≥1 > (ε′i)i≥1 (nisu jednaki jer bi onda q1 = q2), onda
postoji n ∈ N takvo da je

(∀i ∈ N)(i < n =⇒ εi = ε′i) ∧ (εn = 1 ∧ ε′n = 0).
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Po definiciji jakog razvoja je onda

εn = 1 ⇐⇒
∑
i<n

εiq
−i
1 + q−n1 ≤ 1,

ε′n = 0 ⇐⇒
∑
i<n

ε′iq
−i
2 + q−n2 > 1.

Dakle, ∑
i<n

εiq
−i
1 + q−n1 ≤ 1 <

∑
i<n

ε′iq
−i
2 + q−n2 ,

i poxto je
∑

i<n εiq
−i
1 =

∑
i<n ε

′
iq
−i
2 (isti su koeficijenti), sledi da je

q−n1 < q−n2 ,

xto je kontradikcija sa q1 < q2. 2

4.24. Lema. Definiximo niz (δi)i≥1 nad skupom {0, 1} rekurzivno sa:
δ1 = 1 i za n ≥ 0 i ve� definisane δ1, . . . , δ2n je

δ2n+k = 1− δk, za 1 ≤ k < 2n,

δ2n+1 = 1.

Tada je (δi)i≥1 = (ti)i≥1, gde je (ti)i≥0 Tue–Morsov niz.

Dokaz. Dodefiniximo niz (δi)i≥1 sa δ0 = 0 i poka�imo da je to onda
bax Tue–Morsov niz. Definiximo reqi

∆2k = δ0δ1 . . . δ2k−1, za k ≥ 0,

i ∆0 = 0. Koristimo definiciju Tue–Morsove reqi iz teoreme 2.4.
Va�i da je ∆0 = T0 = 0. Pokazujemo da je za sve k ≥ 0

∆2k+1 = ∆2k∆2k .

Koriste�i definiciju niza (δi)i≥0, va�i

∆2k+1 = δ0δ1 . . . δ2k−1δ2kδ2k+1δ2k+2 . . . δ2k+1−1

= δ0δ1 . . . δ2k−1δ2kδ2k+1δ2k+2 . . . δ2k+(2k−1)

= 0δ1 . . . δ2k−11(1− δ1)(1− δ2) . . . (1− δ2k−1)

= 0δ1 . . . δ2k−10δ1 . . . δ2k−1

= δ0δ1 . . . δ2k−1δ0δ1 . . . δ2k−1

= ∆2k∆2k .

Sada po teoremi 2.4 je (δi)i≥1 = (ti)i≥1. 2
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4.25. Lema. Niz (δi)i≥1 definisan u prethodnoj lemi je prihvatǉiv niz.

Dokaz. U prethodnoj lemi smo pokazali da je to u stvari Tue–Morsov
niz bez prvog qlana. Stoga, po teoremi 2.3 sledi, ako je broj k ≥ 1
zapisan u bazi 2 sa k = αt2

t + · · ·+ α0, onda je

δk =

{
0, ako s2(k) = αt + · · ·+ α0 paran broj;
1, ako s2(k) = αt + · · ·+ α0 neparan broj.

Pokazujemo po definiciji da je niz (δi)i≥1 prihvatǉiv. Treba pokazati
oba uslova iz definicije 4.22.

1. Neka je δk = 0 za neko k ∈ N. Po razmatraǌu iznad se onda k
razla�e u bazi 2 kao k = αt2

t+· · ·+α0 i zbir s2(k) = αt+· · ·+α0 ≥ 2
je paran broj (ne mo�e biti 0 jer bi onda moralo k = 0, a k ≥ 1).
Zato su bar dva koeficijenta u razvoju k jednaka 1, i mo�e se za
neke m > n ≥ 0 zapisati

k = 2m + 2n + j, 0 ≤ j < 2n.

Ako je j 6= 0, razvoj za broj j u bazi 2 tako�e ima parno mnogo je-
dinica (za dve maǌe od broja k), pa je sigurno δj = 0. Pokaza�emo
da va�i slede�a nejednakost

δk+1δk+2 · · · < δj+1δj+2 . . . (4.13)

Razdvojimo sluqajeve:

• m = n+ 1: Tada za 0 < i < 2n+1 − j va�i

j < j + i < 2n+1,

pa brojevi s2(j + i) i s2(2n+1 + 2n + j + i) moraju biti iste
parnosti. To je zato xto u razvoju j + i u bazi 2 najve�i
faktor mo�e biti 2n. Ako on ima taj faktor, onda j+i = 2n+t
i

s2(2n+1+2n+j+i) = s2(2n+1+2n+2n+t) = s2(2n+2+t) = s2(j+i),

a ako on nema faktor 2n, onda je

s2(2n+1 + 2n + j + i) = s2(j + i) + 2.

Onda se lako zakǉuquje da je

δk+i = δ2n+1+2n+j+i = δj+i,

za sve 0 < i < 2n+1 − j. Za i = 2n+1 − j je

δk+i = δ2n+1+2n+j+2n+1−j = δ2n+2+2n = 0 < 1 = δ2n+1 = δj+2n+1−j .

Dakle u nejednakosti (4.13) prvih 2n+1−(j−1) slova su ista,
pa na slede�em slovu imamo 0 < 1 i cela nejednakost va�i.
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• m > n+ 1: Onda sliqno za 0 < i < 2n − j je

j < j + i < 2n

i u razvoju j + i u bazi 2 najve�i faktor mo�e biti 2n−1 pa
je

s2(2m + 2n + j + i) = s2(j + i) + 2,

tj. oni su iste parnosti. Zato onda sledi da je

δk+i = δ2m+2n+j+i = δj+i,

za sve 0 < i < 2n − j. Ako je i = 2n − j onda

δk+i = δ2m+2n+j+2n−j = δ2m+2n+1 = 0 < 1 = δ2n = δj+2n−j = δj+i.

Gledamo nejednakost (4.13), prvih 2n − (j − 1) slova su ista,
a na slede�em je 0 < 1 i nejednakost ponovo va�i.

Sada, sve dok je j 6= 0 znamo da je δj = 0, pa se isti ovaj postupak
mo�e ponoviti i izvesti nejednakost (4.13), uzevxi za novo k bax
j. Time se neminovno mora do�i do j = 0 (u ǌegovom razvoju u
bazi 2 se svaki put smaǌuju po dve jedinice), a time i do niza
nejednakosti

δk+1δk+2 · · · < δj+1δj+2 · · · < · · · < δ1δ2 . . .

xto je upravo ono xto nam i treba.

2. Neka je sada δk = 1. Onda je s2(k) ≥ 1 neparan broj. Stoga za neko
n ≥ 0 mo�emo zapisati

k = 2n + j, gde je 0 ≤ j < 2n.

Ako je j 6= 0, onda je s2(j) = s2(k) − 1 i to je paran broj, pa je
δj = 0. Sada ho�emo da poka�emo

δk+1δk+2 · · · < δj+1δj+2 . . . (4.14)

Za 0 < i < 2n − j je
j < j + i < 2n,

i u razvoju j + i se javǉa najvixe stepen 2n−1 i va�i

s2(k + i) = s2(2n + j + i) = s2(j + i) + 1,

xto znaqi da su s2(k + i) i s2(j + i) razliqite parnosti. Stoga
zakǉuqujemo da za 0 < i < 2n − j va�i

δk+i = δj+i.
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Za i = 2n − j je

δk+i = δ2n+j+2n−j = δ2n+1 = 1 = 0 < 1 = δ2n = δj+2n−j = δj+i.

Sada su u nejednakosti (4.14) prvih 2n − (j − 1) slova jednaka, a
na narednom je 0 < 1, pa je nejednakost taqna. Ako je j 6= 0, onda
je δj = 0, pa va�i sve izvedeno u 1. i

δj+1δj+2 · · · < δ1δ2 . . .

i onda kombinuju�i to sa (4.14) imamo tra�eno. Ukoliko je ve�
j = 0, onda je (4.14) upravo drugi uslov za prihvatǉivost niza.2

4.26. Lema. Req dobijena od prihvatǉivog niza (εi)i≥1 ne mo�e poqi-
ǌati blokom oblika XX koji se zavrxvava sa 0.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji takav prihvatǉiv niz i
da je req X = ε1 . . . εk. Poxto se X zavrxava sa 0, mora εk = 1 i ε2k = 0.
Pokaza�emo da je onda req koja se dobija od niza (εi)i≥1 periodiqna i
da joj je period XX. Pretpostavimo da ta req poqiǌe sa n ≥ 1 blokova
XX i oznaqimo slede�i blok du�ine k sa Y . Dakle, ta req je oblika

XXXX . . .XXY . . .

Poxto je εk = 1 (kraj prvog bloka X), mo�emo primeniti drugo pra-
vilo iz definicije 4.22. Mora da va�i

XXX . . .XXY . . . < XXXX . . .XXY . . .

⇐⇒ XXX . . .XXY . . . < XXXX . . .XXY . . .

=⇒ Y ≤ X

=⇒ X ≤ Y. (4.15)

Sada primenimo prvo pravilo iz definicije 4.22 za ε2k = 0 (kraj prvog
X bloka). Va�i

XX . . .XXY · · · < XXXX . . .XXY . . .

Odatle sledi da je
Y ≤ X. (4.16)

Sada iz nejednakosti (4.15) i (4.16) sledi da je Y = X.
Pretpostavimo sada da req dobijena od niza (εi)i≥1 poqiǌe sa n ≥ 1
blokova XX i da je slede�i blok XY gde je Y du�ine k. Dakle, req
je oblika

XXXX . . .XXXY . . .
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Ponovo po drugom uslovu definicije prihvatǉivog niza iz εk = 1
sledi da je

XXX . . .XXXY . . . < XXXX . . .XXXY . . .

Sre�uju�i levu stranu to je ekvivalentno sa

XXX . . .XXXY · · · < XXXX . . .XXXY . . .

i odatle mo�emo zakǉuqiti da je Y ≤ X, pa sledi

X ≤ Y. (4.17)

Sliqno, kada primenimo prvo pravilo iz definicije 4.22 za ε2k = 0,
sledi

XX . . .XXXY · · · < XXXX . . .XXXY . . .

xto implicira da je

Y ≤ X. (4.18)

Iz nejednakosti (4.17) i (4.18) sledi da je

Y = X.

Gorǌom diskusijom smo pokazali da, ako req poqiǌe sa n ≥ 1 blo-
kova XX, onda je i naredni blok takav, odnosno ta req je periodiqna.
Odatle sledi da postoji prihvatǉiv niz koji daje periodiqnu req
oblika ZZZZZ . . . , gde se req Z zavrxava sa εm = 0. Me�utim, po
prvom uslovu za periodiqan niz, onda je

ZZZZ · · · < ZZZZZ . . . ,

xto je oqigledno nemogu�e. Dakle, takav prihvatǉiv niz ne postoji i
poqetna pretpostavka je pogrexna. 2

4.27. Teorema. Niz (δi)i≥1 je najmaǌi prihvatǉiv niz u leksikografskom
poretku prihvatǉivih nizova.

Dokaz. Iz leme 4.25 imamo da je (δi)i≥1 prihvatǉiv niz. Preostaje jox
pokazati da je za svaki prihvatǉiv niz (εi)i≥1 ispuǌeno

(εi)i≥1 ≥ (δi)i≥1.

Neka je (εi)i≥1 proizvoǉan prihvatǉiv niz. Ako bi bilo ε1 = 0, onda
po prvom uslovu iz definicije 4.22 bilo bi

ε2ε3 · · · < ε1ε2 . . . , (4.19)
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xto bi znaqilo da je ε2 = 0. Induktivno onda sledi da su svi εi = 0,
ali tada ne mo�e biti ispuǌena stroga nejednakost u (4.19), pa imamo
kontradikciju. Stoga, mora ε1 = 1. Pretpostavimo suprotno, da smo
pronaxli prihvatǉiv niz (εi)i≥1 za koji je

(εi)i≥1 < (δi)i≥1.

Po definiciji leksikografskog poretka postoji n ≥ 1 takvo da je

ε1 . . . εn = δ1 . . . δn i εn+1 = 0 < 1 = δn+1.

Me�utim, onda postoji k ≥ 0 takvo da je 2k ≤ n < 2k+1, pa va�i da je

ε1 . . . ε2k = δ1 . . . δ2k (4.20)

i
ε2k+1 . . . ε2k+1 < δ2k+1 . . . δ2k+1 . (4.21)

Poxto za sve k ≥ 0 imamo δ2k = 1, iz jednakosti (4.20) sledi da je
ε2k = 1, a onda, poxto se radi o prihvatǉivom nizu,

ε2k+1 . . . ε2k+1... < ε1 . . . ε2nk . . . ,

xto implicira da je

ε2k+1 . . . ε2k+1 ≤ ε1 . . . ε2k . (4.22)

Sada, koriste�i definiciju niza (δi)i≥1 iz leme 4.24 i jednakost (4.21),
dobijamo

ε2k+1 . . . ε2k+1... < δ1 . . . δ2k−11 (4.23)

A poxto je u (4.23) stroga nejednakost, mo�emo na kraju staviti 0 i
dobiti nejednakost, a zatim iskoristiti jednakost (4.20):

ε2k+1 . . . ε2k+1... ≤ δ1 . . . δ2k−10 = δ1 . . . δ2k = ε1 . . . ε2k . (4.24)

Sada iz nejednakosti (4.22) i (4.24) sledi da je

ε2k+1 . . . ε2k+1 = ε1 . . . ε2k

xto znaqi da req generisana prihvatǉivim nizom (εi)i≥1 poqiǌe blo-
kom oblika XX koji se zavrxava sa ε2k+1 = ε2k = 0. Me�utim, ovo je
kontradikcija sa lemom 4.26. 2

Sada, koriste�i sve ve� dokazano, izvodimo konaqan zakǉuqak.

4.28. Teorema. Postoji najmaǌe q ∈ (1, 2) za koje postoji jedinstven
q-razvoj broja 1, i ono je jedinstveno pozitivno rexeǌe jednaqine

1 =

∞∑
i=1

tiq
−i,

pri qemu je niz (ti)i≥1 Tue–Morsov niz bez prvog qlana t0 = 0.
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Dokaz. Praktiqno je sve ve� dokazano. lema 4.24 ka�e da je niz (δi)i≥1
Tue–Morsov niz bez prvog qlana. Zatim je po teoremi 4.27 to najmaǌi
prihvatǉiv niz, a po posledici 4.23 postoji strogo rastu�a bijekcija
izme�u prihvatǉivih nizova i brojeva q ∈ (1, 2) za koje je q-razvoj
jedinstven. Stoga, q koje zadovoǉava jednaqinu iz teoreme je ono koje
odgovara prihvatǉivom nizu (δi)i≥1, i kao takvo je najmaǌe za koje je
q-razvoj jedinstven. 2

4.29. Napomena. Pribli�no je mogu�e izraqunati q iz prethodne te-
oreme, koriste�i Tue–Morsov niz i jednakost koju treba zadovoǉiti.
Dobija se procena

1.7872316501 < q < 1.7872316505.



Glava 5

Neke kuriozitetne
primene

U ovom poglavǉu bavi�emo se jox nekim, pomalo neoqekivanim,
primenama Tue–Morsove reqi. Pokaza�emo i objasniti kako je ona
naxla svoju primenu u xahu, muzici i ekonomiji. Koristi�emo izvore
[1], [14], [2], [20].

5.1 Xah i Tue–Morsova req
Tokom istorije xaha, ǌegova pravila su se meǌala u nekoliko na-

vrata. S ciǉem izbegavaǌa beskonaqno dugaqkih partija, jedno vreme
je va�ilo tzv. ,,nemaqko pravilo“, po kom se partija zavrxavala re-
mijem (nerexenim rezultatom) ukoliko se isti niz poteza odigra tri
puta uzastopno. Bez tog pravila bi se lako mogla zamisliti besko-
naqno dugaqka partija: na primer, oba igraqa pomeraju jednog od svo-
jih skakaqa u prvom potezu na jedno od dozvoǉenih poǉa, a u narednom
potezu ga vra�aju na poqetnu poziciju, i to ponavǉaju beskonaqno
mnogo puta. Verovalo se da navedeno pravilo iskǉuquje mogu�nost
beskonaqno dugaqke partije. Me�utim, Maks Eve je u svom radu [11],
koriste�i Tue–Morsovu req, pokazao da se i pored ,,nemaqkog pra-
vila“ mo�e odigrati beskonaqno dugaqka partija xaha.

Slovima 0 i 1 pridru�imo slede�e nizove poteza

1 7−→ Sg1–f3; Sg8–f6; Sf3–g1; Sf6–g8,

0 7−→ Sb1–c3; Sb8–c6; Sc3–b1; Sc6–b8,

tj. skakaqi se pomeraju ,,napred-nazad“ kao na slici 5.1.
Posledica 3.2 ka�e da je Tue–Morsova req kubno slobodna, pa se

prate�i ǌu i opisane poteze nikada ne mo�e desiti isti niz poteza
tri puta zaredom, i takva partija xaha je zaista bez kraja i pored
Nemaqkog pravila.

58
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Slika 5.1: Potezi koji odgovaraju slovima 1 i 0, redom

Umesto ,,nemaqkog pravila“, u danaxǌim pravilima xaha slede�a
dva pravila obezbe�uju konaqnost partije:

1. Partija je remi ukoliko u posledǌih 50 poteza nije uzeta nijedna
figura, i nije pomeren nijedan pexak.

2. Partija je remi ukoliko se u toku partije tri puta pojavi ista
pozicija na tabli, a na potezu je isti igraq.

Jasno je da svako od ovih pravila zaista spreqava mogu�nost besko-
naqno dugaqke partije (zaista, prvo od ǌih zato xto postoji samo ko-
naqan broj mogu�ih uzimaǌa kao i poteza pexacima, a drugo zato xto
postoji samo konaqan broj mogu�ih pozicija). Me�utim, formalno gle-
dano, beskonaqno dugaqka partija je ipak mogu�a, budu�i da pravila
predvi�aju da se remi u gorǌim sluqajevima ne proglaxava automat-
ski, ve� samo ukoliko jedan od igraqa to zahteva; dakle, ipak se mo�e
odigrati beskonaqno dugaqka partija, ukoliko oba igraqa to �ele.

5.2 Muzika i Tue–Morsova req
Kompozitor Tom �onson1 je u svojim kompozicijama spojio matema-

tiku i muziku, taqnije, koriste�i morfizme i reqi koje se dobijaju,
napisao je neke svoje kompozicije. On je 1997. godine napisao kompozi-
ciju pod nazivom ,,Automatska muzika“ i jedan deo je upravo dobijen
od Tue–Morsove reqi. Kompozicija je napisana za xest bubǌeva, i
svi imaju po dva tona (visok i nizak). Za req je onda koristio tri
simbola 1, 2 i 3, pri qemu 1 oznaqava nizak ton, 2 oznaqava visok ton
i 3 oznaqava tixinu. Za deo pod nazivom ,,Hoket“ je koristio slede�i

1Tom Johnson (1939– ), ameriqki kompozitor koji danas �ivi i radi u Parizu, poznat
po svojim kompozicijama baziranim na matematiqkim formulama.
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morfizam:
13 7−→ 1332,

32 7−→ 3213,

pri qemu se poqiǌe od 13. Poqetak te kompozicije je, gledaju�i mate-
matiqki

13323213321313323213133213323213 . . .

Dok je komponovao, nije znao da se u stvari radi o Tue–Morsovoj
reqi. Aluxe mu je ukazao na to, da ako oznaqi da je

0 = 13, 1 = 32

gorǌa req u stvari postaje Tue–Morsova req. Oni su zajedno napisali
i rad [5] koji govori o konaqnim automatima i ǌihovoj primeni u
muziqkim kompozicijama.

Druga interpretacija je da se u Tue–Morsovoj reqi 0 interpre-
tira kao ton ni�e, a 1 kao ton vixe, time se dobija kompozicija sa
notnim zapisom na slici 5.2.

Slika 5.2: Muziqki ekvivalent Tue–Morsove reqi

5.3 Ekonomija i Tue–Morsova req
Posmatrajmo slede�u situaciju, Ana (A) i Bojana (B) treba da po-

dele gomilu kolaqa tako xto �e ih uzimati nekim redosledom. Pri-
tom, ima ukupno osam kolaqa koji su te�ine 10, 20, . . . , 80 grama, re-
dom. Ve�ina bi predlo�ila da je najpravedniji redosled da se baci
novqi� i tako odluqi ko prvi bira kolaq, a zatim naizmeniqno uz-
imaju kolaqe dok ih ne nestane. Primetimo da imamo osam kolaqa,
i tim postupkom �e svaka dobiti po qetiri. Me�utim, svaka od ǌih
�e evidentno sa gomile uzeti najte�i kolaq koji mo�e izabrati u
tom trenutku. Pretpostavimo da je novqi� odluqio da Ana prva bira,
onda su kolaqi birani redosledom

ABABABAB.

Ana �e nakon podele imati ukupno

A = 80 + 60 + 40 + 20 = 200 grama,
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dok �e Bojana imati

B = 70 + 50 + 30 + 10 = 160 grama.

U qemu je problem, zaxto na kraju Ana ima vixe nego Bojana, ako je
deǉeǌe bilo pravedno?

Xta ako bi redosled bio slede�i

ABBABAAB?

I daǉe radimo pod pretpostavkom da je novqi� rekao da Ana prva
bira. Ovakvom podelom bi Ana dobila

A = 80 + 50 + 30 + 20 = 180 grama,

a Bojana
B = 70 + 60 + 40 + 10 = 180 grama.

Ispostavǉa se da su ovakvom podelom dobile istu koliqinu kolaqa.
Primetimo i jox jedan kuriozitet, da je raspored podele bax poqetak
Tue–Morsove reqi.

Navedeni problem pravedne podele se javǉa u mnogo ozbiǉnijim
situacijama od podele kolaqa. To je u stvari problem iz ekonomije,
kako utvrditi raspored takmiqeǌa izme�u dve identiqne strane da
bi takmiqeǌe bilo xto pravednije? Taj problem se javǉa pri lici-
tacijama, politiqkim izborima, svim vidovima takmiqeǌa (raspored
nastupa na takmiqeǌu, redosled xutiraǌa penala u fudbalu, izbor
boje figura u xahovskim meqevima). Na primer, za igraqa koji igra
prvi mo�emo re�i da nastupa rastere�enije, pa ako osvoji poen, onaj
koji igra posle ǌega ima ve�i pritisak. U standardnoj naizmeniqnoj
igri, pod pretpostavkom da prvi igraq poga�a, drugi je uvek u loxijoj
poziciji. Problem je kako napraviti raspored tako da nijedna strana
nema nikakvu prednost (stratexku, psiholoxku i sl). Raspored treba
odrediti unapred, ne mo�e se meǌati u me�uvremenu, u zavisnosti od
rezultata bilo kojeg takmiqara. Postoje dva pogleda na pravednost
redosleda. Prvi, unapred (ex ante), ne znaju�i sa kakvom uspexnox�u
�e strane igrati, dati svima istu prednost (na primer, ako bacamo
novqi�, obe strane imaju istu xansu). Drugi aspekt je ako posmatramo
na kraju (ex post), odnosno kada je takmiqeǌe zavrxeno, analiziraju�i
da li je neko u toku takmiqeǌa imao bilo kakvu prednost, trebalo bi
da ona bude ista za obe strane. Upravo ovaj drugi aspekt se mo�e
popraviti Tue–Morsovom reqi.

Pretpostavimo da su u takmiqeǌu dve strane, A i B. Bacaǌem
novqi�a je odluqeno da prva nastupa strana A, a zatim strana B, i
to je prva runda. Ukoliko je u prvoj rundi bilo koja strana imala
prednost, to �emo popraviti tako xto �emo u drugoj rundi staviti
da prvo nastupa B a zatim A. Time na kraju dve runde su obe strane
imale jednaku prednost. U naredne dve runde �e redosled biti BAAB
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pa �emo time ispraviti sve grexke u pravednosti iz prve dve runde
(ako ih je bilo). Dakle, redosled nastupaǌa je bio

ABBABAAB.

U nastavku preokre�emo sve ponovo, nastupaju u redosledu

BAABABBA.

Vidimo da je raspored nastupaǌa upravo Tue–Morsova req za A = 0
i B = 1.

Loxa strana ovakvog redosleda je xto je uvek potrebno odigrati
2k rundi da bismo mogli re�i da je takmiqeǌe bilo fer. Ali i po-
red toga, ovakav pristup zaista nudi dobro rexeǌe postavǉenog pro-
blema. U stvarnom svetu, najbli�e ovom principu je raspored servisa
tokom taj-brejka u tenisu. Ako je prvi servirao takmiqar A, a zatim
B, onda tre�i servira B, a nakon ǌega A, odnosno redosled je ABBA.
Me�utim, u nastavku se takav redosled ponavǉa, nema novog preokre-
taǌa.
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and American Mathematical Society, 2008.

[8] Berstel, J. Axel Thue’s papers on repetitions in words: a translation.
Publication du LaCIM, 19:1, 1994.
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