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IIpenrosop

Kombunaropuka mHa peunmMa je maama obisact marematwre. HopBemrku
maremaTuuap Axcenr Tye! cmarpa ce 3auerHurOM Te 06JIACTH CA CBOjUM
panosuma [23] u [22], koju cy oGjaBmenn 1906. u 1912. rogune. Y wmuma ce
0aBMO KapaKTEepPU3AIMjOM peun Koje He canap:ke KBaapare u kybose, u Tye—
MopcoBa peu je mpomszamia Kao pe3yiaTaT HBEeroBOT UCTPaKUBAHmA Y TOJ
obracTy, rae je oHA IPBU IyT eKCIauIuTHO nedpunmcana. Mebhyrmm, E3-
xen IIpye? ce mome MEAUPEKTHO 6aBuO 60-aK FONUMHA PaHUje, Y CBOM PaIy
[19] m3 1851. romune, mayuasajyhiu onpebenn mpobiem us teopuje Gpo-
jeBa. Tpehu mayunux roju je, nzyuasajyhu npobneme u3 nudepeHnujastne
reomeTrpuje, moumao mo cuno3uaje o Tye-MopcoBoj peun jecre Mapcron
Mopc?® y pamy [18] m3 1921. romume. 3artum je 1929. rogmEe M maxos-
ckm Besemajcrop Maxc Ese? y [11], pemasajyhu mpo6aem y maxy, oTKpuo
ucty ped. MHTEpecaHTHO je MTO Cy CBU HE3ABUCHO MOILIU [0 WCTE PEeYUn
U y TOTIOYHO Pa3iuyuTuMm obiactuma. Peu je, ouwmrienwo, mobuiaa wmme
no Tyey u Mopcy, anu ce 4ecTo y JuTeparypu y BHEHOM UMEHY MOMUKE U
IIpye, 1j. Hasusa ce [Ipye—Tye—Mopcoa peu. [lojasa ma ce Tye—Mopcosa
pedY jaBiba y pa3nuyuTuM O6JacCTMMa Ce HACTABUIIA, T€ C€ OHA WCIOCTA-
BUJIA KAO MPUPOJAH OATOBOP Ha MOTHyHO MeDhycoOHO HemoBe3aHa muTama
y obiacTuMa Teopuje ayToMaTa, peajiHe aHaJu3e, TEOPHUje rpymna, Teopuje
nosayrpyma, ¢usnke, ppakraia, My3uke, ekoHomuje, uta. VI3 ceera ympaso
pEeYeHOr, BUAMMO A je OBa peY CBENPUCYTHA U Kpajlhe MHTEePECAHTHA, He
caMoO y MaTeMaTul¥, Hero W Mupe, MTO je ayTopy U Ouiaa MOTUBAIja 33
oBaj pana. Kao mro u cam mHacmoB kaske, baBuhemo ce Beh momenyTom peun,
noka3ahemo Heke meHe Jene 0COOMHE M IPUMEHUTH je 3a pemIaBame Oape-
benux mpobaema y teopuju 6pojesa, anu u 'y obIacTUMa BaH MATEMATUKE.

IIpBa raaBa oBOr panxa je yBOOHOT KapakTepa u mocBehena ocHOBHUM
nebuHUNUjaMa 13 0bsacTH KOMOMHATOPUKE HA peunMa Koje he HaMm Outu

! Axel Thue (1863-1922), HOpBemEkM MaTeMATAYAD, TIO3HAT IO CBOjUM DAJOBUMA U3 ObJIa-
CTH IMO(AHTOBUX ANPOKCUMAINja ¥ KOMOMHATOPUKE.

2Eugene Prouhet (1817-1867), ¢ppaniyckn MaTeMaTudap KOju je MpBU a0 pememe [Ipye
Tapr—EckoroBor mpobiaemMa.

3Marston Morse (1892-1977), aMepuukys MaTeMaTUYap KOju C€ YTJIABHOM GABMO MaTeMa-
TUYKOM aHAJIM30M, ITO3HAT je II0 CBOJAM PagoBUMa u3 obsacTu AuepeHnujaIte TOIOJIOrrje,
Yy KOjOj ce maHacC jeqHa TEXHUKA HA3MBA IO HEMY.

4Machgielis (Max) Euwe (1901-1981), XOMaHCKM MaTeMaTHYap U METH TO PELY CBETCKU
maMnvon y maxy (ox 1935. no 1937. romume).



KOPUCHE KPO3 I[€0 PAaL.

Y npyroj raasu nedpuuumemo Tye-Mopcosy peu. Ilpuponsa nmocnenumna
BEJIMKOT Opoja Pa3IMUUTUX IPUMEHa OBE PEUU je BUIIE HeHUX Ne(PUHUNN]A.
Y 0BOj riaBy HaBOAUMO U IOKA3yjeMO eKBUBaJeHIUjy u3MeDhy meHux pas-
anuautux gepuunnuja. Takobe, HABOAUMO M HEHO IPUPOLHO yOUIUITEHE.

Y tpehoj raasu ce 6aBuMo kKombunaTOpHUM Oocoburama Tye—Mopcose
peun. OBne hieMo moka3aTu HmEHY HAjBaKHU]y OCOOMHY, a TO je ma He Ca-
IpP:KU IpEeRJanama, mrasuiae nomohy me npornahu hemo mrexkcurorpadcku
HajMamy u HajBehy OunapHy peu 6e3 mpersamnama. Jom jeman 6uraH pe-
3ynrar oBe riaase je, kopucrehu Tye-MopcoBy peu, koHCTpyEKIUja OeCcKo-
Ha4YHEe KBAAPATHO CJIODOMHE pedu HaA TPOEJIeMeHTHUM ajadaberom.

Yerspra riaBa mocsBehena je mpumenu Tye—MopcoBe peun y Teopuju
Opojesa. IIpBu pesynrar je pememe, y CIENUjaJHUM CIyYajeBHMa, j€THOT
crapor mpobiaema, T3B. [Ipye—Tapu—EckoroBor npobsema. 3atum hemo
nomohy Tye—Mopcose peun npornahu rpaHnyHy BPeIHOCT jeTHOT MHTEPE-
CAHTHOT HM3a panuoHaJHUX OpojeBa. ¥ Tpehem memy oBe riaBe 6asuhemo
ce g-pa3BojuMa, OMHOCHO pa3BojuMa y HemesoobpojuuM 6a3ama. ITorkazahemo
na Tye—MopcoBa peu mHAYKyje HajMame ¢ 3a Koje je pas3Boj 6poja 1 je-
JUHCTBEH.

Ilery, mocnenmy raaBy, Pe3epBUCATIN CMO 3a TPU KYPUO3UTETHE IPU-
Mene pa3zmarpane Tye-Mopcose peun. basuhemo ce menom mosesanomhy
ca maxoM, MYy3UKOM U €KOHOMIjOM.

* ok X%

Beauxy saxeannocm 0yeyjem mom mewmopy 0p Dojany Bawuhy, xaxo 3a

necebuuny nomoh npu usbopy meme u nucany Pada, MaKo U 36 C8E NPENREMO
3Hame, UCKYCMBo u nodpuwky moxkom moz cmyoupamwa. Taxohe, saxsamyjem ce
u waanosuma xomucuje, 0p Heopy Joaunxu u dp Bopucy I[llobomy, wa dpa-
zoyenum npedasamwuma u ywewhy y uspadu pada. 3areanyjem ce u c6uUM Ha-
CMABHUYUMA U NPOPECOPUMA KOJU CY MU MOKOM UKOAOBADHA OMKEPUBAAL CEEM
Mamemamaure.
Hajeuwe acesum da ce zaxarsum mojum pooumenuma, Apazy v Buwanu, kao
u cecmpu Caasuyu u memxu JRueku, wmo cy me noopacasart U 6epo8ast Y
MeHe ceur 08uxr 200una. Beauko zeara u mom Baadany u c8um mojum npuja-
MEHUMA, NG NOOPUWUY U PAZYMesany, be3 BUL cmyoeHmcky 0aHU He Ou OuAy
moauKxo cpehini.

Hosu Cao, cenmembap 2016.

Llanujena Mumposuh
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I'maBa 1

Y Bono

Cam Ha3uB pala yKasyje Ha TO Oa ce DABUMO peunMa U HUXOBUM OCO-
6rnama. Crora, y oBoM geny hemo geprHuCATA U YBECTH OCHOBHE ITOJMOBE
kojuMma hemo ce kopuctuTu y naseM pany. HaBenene nedunuimje Mory ce
nponahu y cBakoj Kmu3U Koja ce 6aBM KOMOMHATOPUKOM HA PEUMMA, 8 MU
CMO ce 0BHe KopucTuau ussopuma [2], [21] u [17].

1.1. Hedpumuanmmja. Hexa je 3 nenpaszan ckyn cumbona, HA3UEGMO 24 jOUL U
asbyxa. Eaemenme crxyna X 308emo cao8a, a 36 KOHAYHGH UAU OECKOHAYAM
HUZ CA08A KaHCEMO 0a je ped Had a3dykom 3.

CioBa andabenra hemo yriaaBHOM 0O3HAYABATUA MAJIUM JIATUHUYIHUM CJIO-
BUMA a,b, c..., Mok hemMo peum 03HAYABATU BEJIUKUM JATUHUIHUM CIIOBAMA
A,B,C ... Crynu cBux peun Han anpaberoM Y. (KOHAUHUX U OECKOHAYHUX ),
osnavasahemo ca X°°, noxk heMo CKyI CBUX KOHAYHUX PEYM O3HAYABATU Ca
3*. 3uak € kopuctuhemMo ma OKapakTEPUIIEMO NMPa3Hy ped, OMHOCHO ped
0e3 caoBa.

1.2. Ilpumepn.

1. Hexa je andaber ¥ = {a,b,c}. Cneneliu HM30BM Cy KOHAUHE peUn HAL
DIE

a, aba, ccc,

IOK je jemHa OecKOHaYHa ped, Ha MpUMepP:

abababababab . . .

2. Mu hemo y pany yrmasaom kopuctutu auadaber {0,1} n mpumepn
peYu Hal BUM CY:

0, 01, 000, 010101...

Csaku mpupogan Opoj ce MOske IIOCMATPATH Kao ped Hax aadabeTom
{0,1}, Tako mTo 3a peu roja omrosapa 6pojy n € N ysumamo pasBoj
Opoja n y 6a3u 2.
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1.3. Hedbununuja. Hexa cy X,Y € ¥* dae peuu u
X = T1x2...Tk, Y =Yiy2..-Yr,

20e cy x;,y; € 2,1 < i<k, 1<j<r nexa crosa aapabema (ne obasesro
pasauwuma). Jedurnuwemo onepayujy xonxamerayuje (hadosesusana) ca

X.Y=2
20e je
Z = X1To ... TRY1Y2 - - - Yrr-

Hajuemrhe ce y nperxonHoj medpuHunmju n30craBiba 3HaK - uaMelhy peun,
u jemHocTaBHO ce mume XY .

1.4. Hamomemne.

1. IIpumeTumo na je omepalyja KOHKATeHAlMje Ne(pUHUCAHA 33 KOHAYHE
peun. HltaBume, Ta omepaluja je U acouujaTUBHA U CKYI CBUX KO-
HAYHMX pedd Hax O0miio KojuM anpabeToM YMHU MOHOWZ, T3B. MOHOWZ
peun (HeyTpasHU ejeMeHT je npasHa ped). lepununuja je nobpa u
akKo y3MmeMo na je X KOHadHA, a Y KOHAUYHA WU OECKOHAUHA.

2. 3a npousBoJbHy KoHauHy peu X u n € N o3Hauumo ca
X'"=XX... X,
rzxe je peu X HamoBesaHa n myta. CIMYHO O3HAUKMMO Ca
X =XXX...

OeckoHaUHy peu nobujeHy HanoBe3uBameM peun X OECKOHAYHO MHOI'O
nyTa.

1.5. IIpumep. Jenan morogan HAUUH 38 T€HEPUCAHE DECKOHAUHUX PEYl je
om HU30Ba. ¥Y3MuMo 1a je azbyka X = {0,1,...,9} u (S, )nen HU3 TPUPOXHIX
6pojesa. Kamxemo na je Geckonauna peu X mobujena om Husa (Sp)nen AKO
je

)(2518233...7
rme IpupomaH Opoj s; mocMaTpaMo Kao ped Hang aidadberom X.

1.6. Hedununuja. 3a npoussonan arfabem X moxncemo dedurucamu @yrk-
Yujy
|-]:3% = NU{0, 00},

2de je sa X € ¥

|X| = dyacuna (6poj caosa) peuu X.
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1.7. Hamomena. 3a peu X € ¥* nyskune |X| = k > 0 hemo ca X; o3na-
vaBaTu i-TO0 Ca0BO peun X, 3a i € {0,1,...,k — 1}. Ilakne, mpBO CIOBO
o3HauaBaMo ca X, apyro ca X, ura. OBaksa HyMepanmja je MOTUBUCAHA
NPETXOIHUM IIPUMEPOM, U KaCHUje y pamxy he mHam 6utn kKopucHa. Hamome-
HUMO ma He Tpeba MemaTu ynpaso medUHUCAHY O3HAKY X; 34 i-TO CJIOBO Y
peun X, n X; ka0 uiaH HeKOr Hu3a peun (X;);>0. Y Bek iemo HarmamasaTu
KaJa ce paId O HU3Y PEeun.

1.8. Hepurummja. Heka cy X, Y € ¥°, npu wemy je X xonauna peu. Ka-
acemo 0a je pew X :

1. npedurc pewu Y, axo nocmoju pew Z € X°° maxea da je Y = XZ;

2. gaxmop pewu Y, axo nocmoje peuu Z,T € ¥°, npu wemy je Z xonauna,
makee da je Y = ZXT.

1.9. IIpumep. MnycTpyjmo nperxonHe nBe nepuHUNUje HA NPUMEDPY pedn
X = 01101001 sax anpaberom {0,1}. Peu X je mysune | X| = 8. 3atum Hekn
wmeHu npedukcu cy peun €,0,01,01101. CBu meHn npeuxcy Cy TPUBKjAIHO
u BeHe noapeun (3a ped Z Gupamo IpasHy ped €), anu 1o ¢y u 1,010, 00,
UTH.

1.10. Hedbununuja. 3a beckonauny pew X € L°>° kaxcemo da je:

1. mepuoduuna, axo nocmoju Konawra pew Y makea 0a je
X=Y>;

2. eseHMYaAno nepuodutHa, aKo nocmoje Kowawne pewu Z u Y maxee 0a

Je
X = 27>,

3. anepuoduuna, axo Huje €8EHMYAAHO NEPUOJUYHA.
1.11. Hedumuunmja. Heka je X € X* xonauna pewy.

1. Keaodpam je pew obauxa X X. Peu xojy ne cadpocu xeadpam xao gaxmop
HAZUBAMO KEAOPAMHO CA0000HA.

2. Ryb je peu obaura XXX, a pew xojy ne cadpacu kybd xao paxmop nasu-
8aMO KYOHO cA0000HA.

3. Ilpexnaname je peyu obauxa aXaXa 2de je a € X u pew X moxce bumu
u npa3na pew. Pew bez npexaanama je ona xoja ne cadpucu paxmop xoju
je npexaanamwe.

1.12. Jlema. Hexa pew X € ¥* uma gaxmop obaruxa Y ZY ZY , 30 nexe Y, Z €
3*, npu wemy Y # €. Tada pew X uma npexaanamwe.
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Hoxa3z. ITomro je Y romauma HempasHa ped, moctoju k > 1, TakBo ma je
|Y| = k. Onma ce Y moske 3ammucatn y o6auKy

Y = apdq ...Ak—-1,
rae ¢y a;, 3a i € {0,1,...,k — 1}, nera cnoba anpabera. Hera je
T = aj . ..ak,1Z.

Cana je YZYZY = agTagTagay . ..agx—1, ma peu X uma dparrop agTagTag,
OIOHOCHO MMa IIPEKJAIame. |

1.13. IIpumepmu.
1. Jemna mepuoauuna peu man andabderom {0,1} je

X =010101--- = (01).

2. Jenna anepuonuuna ped nan andaderom {0,1,...,9} je nus nenumasa
6poja m, uau Opoja e (ako Ou Ouile MEPUOAUYHE WU E€BEHTYAJIHO
neproauyHe, TO He 61 OMiIM TPAHCUEHAEHTHU O6pOjeBn).

3. Mocmarpajmo peunm manx azbyxkom L ={A,B,B,...,Il1}, 1j. vax hupwu-
guuHuM ciaoBuMa. Ha mpumep peu JIAJIA je kBanpar, a peu PY/KA
uuje. Ky6 6u 6una peu JAAJAAJIAA, 1ok je jenHo mpeknaname ped
JAJIAJL, wau AJIAJIA. Tlpumetumo na je cBaku KyO yjemHO U mpe-
KiIaname (3a CJI0BO a y3UMaMO IPBO CJIOBO peun X ), a Ia je CBaKo
npeksaname yjensHo u ksaapar (monassma ce aXaX). IIpumep peun
Koja HUje KBaaparTHO ciaobomua je peu KOOP/IMHATA, jep uma 1mo-
apeu 00, anmu peu MATEMATHEKA jecre kBaapaTHo ciaobomna. Peu
MATEMATHEA je yjenno u 6e3 mpekIanama.

4. Tye-MopcoBa peu, Koja je mpeaMeT OBOT pama, jecTe MpUMEpP ale-
proovuHe peun Koja je KyOHO cio0OmHA W HE CAIP/KU MPEKJIAIADA.
Han neoesmemenTHrM angdaberoM He mocToju OeCKOHAYHA PedY Koja
je kBampaTHO-ciaobonHa, anu BuIeheMo ma HaL TPOEJIEMEHTHUM IIO-
CTOjU.

1.14. Hedumanmuja. Axo je X € ¥* v X = aqa9...ax, mada pey

X:ak...agal,

Haszusamo npeokpemame pevu X. Axo je X = X, onoda 3a pew X wancemo O0a
je nasuropom.

1.15. IIpumep. Han az6ykom hupunuunux cinosa ¥ ={A,B,B,....III}, je-
naH on HajuosHartujux najuaapoma je AHABOJIMMUJIOBAHA nnu peun
PAJTIAP, /IOBO/I, n cauune.

Jenan npumep manurgpoma Hanx asbykom {0, 1} je

0110100110010110

KOjU U caM y cebu Caap:Ku HEKe Apyre MaJUHIPOME.
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1.16. Heduuunuja. 3a pew X nad dsoesemenmmuum (burnaprum) anpademom
{0,1} defunuwemo womnaemenm pewu X, y osnayu X, xao peu xoja ce 00
X Odobuja zamernom ceur nojassrusamwa caosa 0 caogom 1, u obpammo, ceux
nojasrusamwa caosa 1 caosom 0.

1.17. IIpmmep. ManycrpyjMo mpeTxoaHy AepUHULNM]Y Ha IPUMEPY pedn
X =01101001. 3a wy je rommuemernt X = 10010110. Tarkobe, 3a cBaky peu
Han OmHapHUM andaberoMm je

X = X.

1.18. Hedumaunmja. 3a nus (Xp)nen peuu nad aadabemom ¥ xaxcemo 0a
KOMBEP2UPG AKO CBAKA HAPEOHa pew cadpicu npemroony kao npedurc, ma-
nuje, 3a ceaxo n € N je X, npeguxc pevu X, q1.

Y HacTaBKy YBOIWMO jellaH O OCHOBHUX MOjMOBA Y KOMOUHATOPUIA HA
peunma. To je mojam mopdusma. OHU ce KOPUCTE 3a FeHepucame OpOojHUX
u jako OutHuX peum, mebhy muma u Tye—Mopcose peun.

1.19. Hedpurunuja. Hexa cy ¥ u Q dea asgabema. Pynkyuje o @ ¥* — QF
Hazusa ce mopdusam axo je 3a cee konauwne pevwu X,Y € ¥ ucnymeno

a(XY) = a(X)a(Y).
1.20. Hamomemne.

1. Mop¢duzaM je mOTIYHO OKApaAKTEPUCAH CIMKAMa CBUX CJIOBA U3 X,
u crora hemo Mop¢m3Me yBek Tako u oxpebuBaru. V3 HaBemeHor
pasiora, HUje rpemka nucartu « : % — QF.

2. Ykonuko je MopduzaMm « : X — X*, OHZA MOKEMO (¢ IPUMEHUBATU
Buiie myTa, u 3aro gedurumemo 3a k€ Nu X € X

(X)) =X u of(X) = a(a"1(X)).

3. Ykonuko 3a Mop¢usaM « : X — X* ¥ HEKO CJIOBO @ € X BaxXKd na
je a npepurc peun «(a), ogHOCHO mocToju peu X € Y.°° rtakBa na je
a(a) = aX, ouna je no6po nepunucana peu

a®(a) = klinolo o (a).

Hawuwme, Tana je 3a cBe k € N
a1 (a) = o*(a(a)) = o (aX) = o*(a)a”(X),

1j. a¥(a) je mpedurc peun o¥*1(a) 3a cee k € N. OBo 3maun xa je nu-
mec mu3a (af(a))reny m06po medunrmcan. Tana je u peu a™(a) PurcHa
Tayka MoppusMa «.
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1.21. IIpumepmu.

1. MMocmarpajmo moppusam ¢ : {0,1} — {0,1}* nedpurucan ca

©(0) = 01, (1) = 10.

Ha npumep, 3a peu X = 0100 je o(X) = 01100101.

Iomrto je 3a a € {0,1} caoBo a npedurc peun p(a), Mmoxkemo nporahn
peu ¢>=(a), Ka0 WTO CMO y HAIIOMEHU M3HAX OBjACHUIM. Y 3MUMO 3a
a =0, Tama je p(0) = 01, 3atmm je p?(0) = ¢(¢(0)) = ©(01) = 0110.
Hacrasmajyhu oBako mobujamo peu

©>(0) = 0110100110010110. . .

a 1o je ympaBo Tye-MopcoBa peu. HaBenenu mopduzam je Tye—
MopcoB mMopdu3aMm u OBO je jemHa O €KBUBAJCHTHUX Ie(QUHUINjA
Tye—Mopcose peun. O Tome he Bumme 6Gutu roBopa y HapeIHOj TIIaBU.

2. Jom jemam mpmmep mosHaTtor mopdusma je a : {0,1} — {0,1}* medu-
HUCaH ca

a(0) =01, «(1) =0.

Osaj mop¢dusam HazuBa ce PubonaunjeB Moppu3aM U ped
°°(0) = 010010100100101001 . ..
HasuBa ce PubonaunmjeBa peu. Besa ca dubonaunjeBum HU3OM je
a™*2(0) = a"*1(0)a"(0),
3a cBe n € N. OBO ce JaKO NMOKAa3yje WHIYKI]OM.

1.22. HNedununuja. Hexa je defunucano nexo cmpoeo momanano ypehewe <
Haod caosuma aysoyke ¥. Jlexcukoepafcku nopedax na pewuma (Y 00HOCY Ha
mo ypehewe uz ¥) degunuwemo ca: 3a pewu X, Y € ¥ je X <Y axxo je X
npegurc pevuY u X #Y, uau ce one moey sanucamu y obaury X = ZaX',
Y = ZbY' maxeo da je a < b.

1.23. IIpumepmn.

1. Axo meby hwpmmmuanm cnosmma X ={A,B,B,...,I1I} raxkemo na je
ypebeme y cTtBapu penocien ciosa y as3byum, oHZA jeé y JIEKCHUKO-
rpaCcKOM TIOPETKY HajMama ped Ipas3Ha ped, 3aTuM ped A, 3aTum
peu AA, urn. Ha npumep, 3a peuu MATEMATHURKA u MATPUI[A

BaxkU
MATEMATHRA < MATPHUIIA,

jep cy uM mpBa TPU CJIOBA jenHAKA, 3aTUM je CJI0BO F y mpBOj peun
Mame of cioBa Py mpyroj (smamo ma je E mecro caoBo asbyke, a P
ceaMHAeCTo).
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2. Mwu hemo y panmy ropuctutu Gurapue peun, Tj. aapaber {0,1} u Ty
je mopenax jacan (0 < 1). Ha npuwmep,
00100110 < 00101110,

jep cy mcTe OO MeTOoTr CJIOBAa, a OHAA je y mpBoj ciaoBo 0, a y apyroj
1. Ipumetumo jom, ykoauko mmamo ped X € {0,1}*° koja mouumme
caosoM 0, opma je curypHo

X < X,

jep he peu X moummaru ciaoBom 1 m Ty he Beh 6GuTm ocurypana
HEjeTHAKOCT.



I'masa 2

Ilepununmuja Tye—Mopcose
peun

Y oBoM [meny pazna eMo Ha HEKOJIMKO PAa3IUUYUTUX HAYMHA Ne(PUHUCATHI
Tye-MopcoBy ped m mokKa3aTu Oa Cy CBe Te NeDUHUIje€ €KBUBAJICHTHE.
Ocum Tora npukazahemo u jeqaocraBaH aaropuraMm 3a HEHO T€HEPUCAIHE.
Ocnamahemo ce Ha panose [1] u [24].

2.1. Hepuuunmja. Hexa je (tn)n>0 Huz nao ckynom {0,1} dedunucarn pexyp-
3UBHO Ca
to =0, top = tn, tant1 = o, n >0,

20e je sat € {0,1}, ¢ = 1 —t. Osaxo dedunucan nusz nazusamo Tye—Mopcos
HU3, 4 pey kojy maj nus zenepuwe Tye—Mopcosa pew u oznavasamo je ca T M
uau T

Ha ocuoBy ne¢purumnuje je mouerax Tye-Mopcose peun
TM = 011010011001011010010110...

2.2. Hamomena. Y pany hemo Tye—MopcoBy peu yBek O3HavYaBaTu Ca
TM, a oBme yBOIVMMO jOII ABE O3HAKE Be3aHE 3a BY Koje NeMo KOPUCTUTH.
3a cioBO Ha i-TOj mo3uiuju, 3a i > 0 hemo kopuctutu o3zuakry T;. Ilarie,
T; =t;, vae je (t;)i>0 Tye-Mopcos Hu3 u3 nperxonre nedurunuje. Ipyra
o3HaKa koja he mam Outum morpebua je TM;, 3a ¢ > 1. Ca TM; hemo o3Ha-
yaBatu npedurc Tye-Mopcose peun ay:xuse i. Ha npumep, TMs = 01101.
(TIpuMeTnMoO ma ce OBa O3HaKA, ClenujasHa 3a ciaydaj Tye—Mopcose peun,
pasuKyje ol OmmTe O3HAKe U3 HamoMmeHe 1.7.)

2.3. Teopema. Huz (ky)n>0 nad cxynom {0,1} dedunucan ca
kn = s2(n)  (mod 2), n >0,

je Tye-Mopcos nu3, 20e je sa(n) s6up yugapa 6poja n sanucanoz y baszu 2.

11
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Ioxa3z. [Ipumerumo na je k, 6poj jeauHuna koje ce Hajasde y 3amucy Opoja
n y 6asm 2, mo monymay 2. Jacuo, kg = tg. Muoxkeme 6poja n ca 2 mocma-
TpaHo y 06a3m 2 camMo mozaje jemHYy HyJIy Kao Iocielmy Iudpy, a Opoj
jemuHMna ocraje mcTtuy, na je crora k, = kg, 3a cBe mpuponHe Opojese.
Bpoj 2n 4+ 1 uma jenny jemuHuny Buile y CBOM OWHAPHOM 3amucCy y OJ-
HOCy Ha GuHapHU 3amuc 6poja n (jep 2n mma uctyu 6POj jeUHULA KAO U
n ¥ HyJIy Kao mocieqmy mudpy, a cabupame ca 1 y OGuHAPHOM 3amucy ca
OpojeM Koju ce 3aBpIIaBa ca HYJIOM Pe3yITyje IPOMEHOM CaMO IIOCJEIHE
mudpe ca 0 ma 1). 3aTo cy 6pojesu sa(n) u s2(2n+1) pasnuuure mapaocTwu,
na je kopy1 =1 —k, = k,,. Ilaxne, k, je Tye-Mopcos Hu3. a

2.4. Teopema. Hexa je (Xqi)i>0 Hus peuu defurnucan ca:
X20 = Xl =0u X2n = XQn—lXQn—l, 3an Z 1.
Onoa je Xoo = lim Xon Tye-Mopcosa pen.
n—oo

Iloka3. HaBenenn mumec je mobOpo nepuHuICcaH jep je 3a cBaky ped Xonti
peu Xon men npedurc. Jacuo, TM; = X;. 3a ce n < 2k=1 ce momaBameMm
6poja 2F ma n y GuEHApHOM 3amCy Ha Hera caMo JOMKUCYje jeIuHWUIa Ca
JieBe CTpaHe, 3aTUM €BEHTYaJIHO HEKe HyJle, U MpeNnucyje 3anuc Opoja n Ha
Kpajy. 3aTo UM ce OpoOj jeArVHUNIA PA3JMUKYje 38 TAUHO jelaH, na cy so(n) u
s2(n+2F) paszmrunre maprocTu, mTo UMIIMIUPA t, 4 ox = L,,. Onarie ciemn
na je TMyx = TMyk—1T Mgr—1, TO je 1 Tpebaso DOKA3ATH. ]

[Iperxomna Teopema HaM Aaje je JHOCTABAH aJrOpUTaM 3a reHepucame 1Tye—
Mopcose peun. Haume, mounmemo oxn peun 0, 3aTM y CBAaKOM KOPakKy Ha
MPETXONHY peY MONUCYjeMO HeH KomimeMeHT. [IpBux meT Kopaka aJjro-
puT™Ma Cy:

0

01
0110
01101001
0110100110010110.

2.5. Teopema. Hexa je nus (kn)n>0 nad ckynom {0,1} maxae da eaxncu
[[a ) =3 -1k,
i=0 3=0

30 x maxso da cyma u npouzsod xowsepeupajy. Tada je (ky)n>0 Tye—Mopcos
HU3.
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Ioxa3s. Ilomro je

oo

[Ja-2*)=@0-2)@1-2*)1-a*..

=0

MHOKEeHeM Ou ce Morau mobutu cBu cremenum x'', n > 0. Hawmme, cBakm
6poj uma jenuHCTBEH OuHApHM 3amnc n = (apag—1...a1G9)2, a; € {0,1}, ma
he ce 3a =" u3 TPOM3BOJA UCKOPUCTUTHU Oam oHu T 3a koje je a; = 1. Ha
npumep, 3a n =5 je n = (101)y u crora je x° = x*z. Tume cmo mokazamu
na je Hu3 (ky)n>0 D06po meduuncan. Cana MOKAKIMO Ia Cy KOe(UIVjeHTH
bam umnanosu Tye—Mopcosor mmsa. Ilomro ce 2" mobuja Kao MPOU3BOL
OHOJIMKO YJIAHOBa KOJUKO MMa jeIWHUIA Y H,€rOBOM OMHAPHOM 3aIuCy, a
CBU YJIAHOBU Cy Ca IPEI3HAKOM —, OHxa he koeduiujeHt y3 x’ Outu —1,
ako n y ODMHAPHOM 3aIMCy MMa HEIapHO MHOTO jeIMHUIA, UIN KOePUI]eHT
1, ako n y OuHApPHOM 3amucy uMma mapHo MHOro jemuuuna. Onparie je

b — {O, aKo n y OMHAPHOM 3aIUCy MMa mapaH Opoj je IMHUNA;
=

1, ako n y OumHApHOM 3amMCcy UMa HemapaH Opoj jeauHUIA.

Cana je mo teopemu 2.3 oBo 3amcrta Tye—Mopcos Hu3. ]

2.1 Tye-MopcoB moppusam

Y oBoMm pmeny medunaumemo Tye-MopcoB MopdusaM U IPEKO Hera Io-
Ka3yjeMo joir jemHy ekBuBajieHTHY neduruiujy Tye—Mopcose peun. TBp-
bema ce yraasaoM omHOCe Ha moraasipbe o Tye—Mopcosum peunma y [7].

2.6. Hepunummja. Tye—Mopcos mopdusam je npecauxasawe ¢ : {0,1}* —
{0,1}* Odegunucano ca
¢(0) = 01, (1) = 10.

3a Tye-Mopcos Mopduzam u 6uio kojy peu S € {0,1}* Basxku na je

() = ¢(9).

2.7. Teopema. Tye-Mopcosa pew je guxcra mawke Tye-Mopcosoz mopdusma

©, mj. eaxncu
o(TM)=TM.

HImasuwe, TM v TM cy jedune duxcrne mawke mopdusma .

Joxka3. Heka je S peu man anpaberom {0,1} u S,, n > 0, je n-to caoBo
peuu S. ITomTo je
v(a) = aa, Ya € {0,1} u

©(Sn) = ©(S)2np(S)2n+1,
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OHIIA je o
S’ﬂ = 90(5)271 u @(S)2n+1 - Sn
Ako je S jom ¢urcHa Tauka Mopdusma ¢ ouma je p(S) = S, ma je u3

jemHAKOCTU M3HAI

Sn = SQn n SZn—i—l = an

Axo je Sp = 0 ouna je mo medpunumnmju S = TM, a ako je Sy = 1 ouna je
S=TM. O

2.8. Teopema. Hexa je ¢ Tye-Mopcos mopgusam. Tada je

©>°(0) = lim ¢™(0) =TM.

n—oo
Taxohe je >=(1) =TM.

Joxka3. IIpso nokaxxumo ma je mumec ©>°(0) nobGpo medpunucan. 3a Tye—
Mopcos mMopouzam ¢ je ¢(a) = aa, Va € {0,1} na cy crora, nmajyhm y
Buny HamoMeny 1.20, ¢*°(0) u ¢>°(1) nobpo nepunrcanu. Cana TOKAKAMO
na je ¢>=°(0) 6am Tye-Mopcosa peu. ITomro ¢>°(0) KOHBeprUpa, BaKu Oa
je

P(¢™(0)) = ¢>(0),

omarie je p>°(0) ¢purcua Tauka Tye—Mopcosor MopdusMa, a OHZA je TO
nperxonaoj teopemu to TM, jep ¢*°(0) moumme ca 0. Amamorso je u
P> (1) =TM. a

IMocmaTpajyhu ¢™(0) u ¢™(1) 3a n > 0 MokeMO maTu jom jenny nedu-
uurjy Tye—Mopcose peun, koja hie mam racuuje 6utu kopucHa. W neja je
CIMYHA, U Y CTBAPU y ceOU caIp:kM aJropuTaM JaT TeopeMoM 2.4.

2.9. IIponosunyuja. Jegunuwumo nuzoge peuwts (Up)n>0, (Va)n>o Had asby-
xom {0,1} ca
Up=0, Vo =1;

Upy1 =U,V,, Vi1 =V, Uy, 3an > 0.
Pewu U, u'V, 3a n >0 nasueajy ce Mopcosu baokoeu u 3a HUT 8axcu:
1. Up = ¢"(0), Vo =¢"(1);
2. Up = Vi, Vo = Up;

3. Usp u Vo, cy nasunopomu;

4. Uzpy1 = Vonga;

5. TM = limy,_o0(U,).
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IIpe mero mro mpebeMo Ha MO0KA3, UCIUIMUMO HEKOJWKO UTEPAIUja mde-
(UHUCAHUX HU30BA.

Uy=0,Vp =1;
U, =01,V; = 10;
Uy = 0110, Vy = 1001;
Us = 01101001, Vi = 10010110;
U, =0110100110010110, V4 = 1001011001101001, wurm.

Iloka3. Csa tBphema ce mOKasyjy WHIYKIIjOM.

1. Jacuo je Uy = ¢°(0) = 0 u Vy = ¢°(1) = 1. IIpernocrasumo na je
Up_1=0""10) u V,,_; = 0" (1). Tana je

Un = Un-1Va—1 = 9" H(0)" (1) = 9" 7H(01) = "1 ((0)) = ¢"(0),
Vi = Va1Up—1 = 0" 711" 7H0) = 9" 7H(10) = 9" H(p(1)) = ¢"(1).

HapaBHo, koOpucTHIN CMO UMIHEHUILY Aa je ¢ MOpOU3aM.

1
1

"
"

2. Basn naje Uy=0=1=Vyu Vo =1 =0 = Uy, unMe je mokasana
0aza uanayknuje. [Ipernocrasumo na je Up—1 = V,_q u V1 = Up_1,
U MOKa:KUMO Ha TBpbheme Baku u 3a n:

Un = Unflvnfl = anlUnfl = vna

Vn = anlUnfl = Un,1Vn71 = Un

3.3an=0jeUy=0uVy =1, mro cy ounraenno naauaapomu. lIper-
noctaBuMo na ¢y Usp_1) B Vo(p_1) namuaapomu. Tana je
Usn = Uzpp_1Von—1 = Usp_2Von_2Van_2Usn o
= Us(n-1)V2(n—1)Vo(n-1)U(n—1)5
Von = Vap—1Uan—1 = Von—2Uzp—2U2p—2Von—2
= Votn-1)Uztn—1)Uz(n—1) Van-1)-
ITo manyknujckoj xunore3u, nMmajyhn y Buay jeIHaKOCTH U3HAI, OHIA

cy u Us, u Vo, takobe mamungpomu.

4. OBO MO¥Ke U IUPEKTHO ma ce mokaske kopucrehwm 3. Haume, momro cy
3a cBe n > 0 peun Us, u Vs, manuaapomu, Baku

UQnZU;MVQn:/V;;

Crora je 3a cese n >0

—_~—

Uans1 = UpVop, = Uz Van = VanUsp = Vont1.

5. Kopucrehu 1. u teopemy 2.8 mmamo

T = nlggo(QOn(O)) = lim (Uy).
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2.2 Yommrena Tye—MopcoBa peu

Y oBoMm meny, motuBucanu ne¢punuiyjama Tye-Mopcose peun, HA cau-
YaH HAYMH KOHCTpyuemo u yommreny Tye—MopcoBy peu. by je meduru-
cao jou Ilpye y [19], a mu oBae kopuctumo ussope [1] u [21]. ITokymasamo
Ia HAIIDaBUMO aHAJIOroH mepurunuje Tye—Mopcose peun u3 teopeme 2.3.

2.10. Hepununuja. Hexa cy k > 2 um > 2 npupooru bpojesu u sk(n) je cyma
yudapa bpoja n sanucanoz y basu k. HAepunuwemo yonwmenu Tye—Mopcoe nu3
(th™)n>0 ca

th™ = s.(n)  (mod m), n > 0.

Beckonauwny pew zenepucany mum Huzom wasusamo yonwmena Tye—Mopcosa
pew u oznavasamo je ca TMF™,

2.11. IIpumepmn.

1. 3a k=3 un=4 je jacuo

tot =0,
=1,
tyt =2,

t§’4:1, jep je 33:101/1 S3 3

)

(
3,4 L
ty" =2, jep je 43 =11 u s3(4
t2* =3, jep je by =12 u s3(5
(

)
)
)

1
2
3,
2

t2’4 =2, jep je 63 =20 u s3(6)

)

u Tako masse. Hacrasmajyhu oBaj moctymak citenu

TM3* = 012123230123 ...

2. Bak=n=2jet’? = s3(n) (mod 2) 3a n > 0, mro mo Teopemu 2.3
3HA4YU 14 je

TM?*? = TM.

3. 3ak=n=23je
TM33 = 012120201120201 . .

Ananoron nmepuuumuju Tye—Mopcosor mMop¢usma Gu GO yommTeHN
Tye-Mopcos Mmop¢duzam un mera geprHUIIEMO Ha ciaenehn HadnH:

2.12. Hed¢uuunuja. Hexa cy damu npupoowu b6pojesu k > 2 um > 2.
Jedunuwemo yonwmenu Tye-Mopcoe mopduzam o™ = {0,....m — 1}* —
{0,....,m—1}* ca

©*™(a) = aaras . ..ap_1, 20e je a; =a+i (modm), saac{0,...,m—1}.
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2.13. Hedunumuja. Yonwmena Tye-Mopcosa pew TMP™ je Puxcra mavka
Tye-Mopcosoe mopdusma ™™ u eaxncu da je

TMk,m _ (kam)oo(o)

2.14. Ilpumep. Pamu unycTtpamuje mpeTxongHe OBe AeOUHUNUjE DPA3MO-
tpumo mra je >4, IHlakme, k=3 um =4 n p>*:{0,1,2,3}* — {0,1,2,3}*.
Tpeba onpemnutu cnuke exemenara 0,1,2,3. [Iparumo nepumunnujy 2.12:

Crora, ako mounemo aa rerepumemo (™) (0), umamo

TM%™ = 012123230123230301 . ...



I'maBa 3

Ocobune Tye—Mopcose
peun

3.1 Ilpeknaname m Tye—MopcoBa peu

Y oBom menry moka3syjemo na Tye—MopcoBa peu He camp:ku Impekjama-
!ba, a 3aTUM Kao MOCJEIUIly M3BOAMMO Ia je OHa KyOHO ciobomHa u are-
puomnuyna. IllraBumme, nucmocrasmba ce ma je oHa Takopehu ,, KAHOHUYKM
npuMep peum 0Oe3 mpekjganama. Kao butan pesyarar mokaszahemo ma je To
smekcurorpackn Hajseha OeckoHauyHA ped HaL ABOEJEMEHTHUM alpabeToM
koja moumibe ca 0 u He cagp:ku Ipekaanama. Ropucrelin 0Bo cBOjcTBO HE-
npeknanama KoHcTpyucahemo kBanpaTHo cio60AHY ped HaJ TPOEIEeMEHT-
HUM aJIpabeToM.

Y ne¢ununuju 1.11 cMo pernu na je peu 0e3 Ipekjamnama TaKBa Ia
e canpxu paxrop obmumra aXaXa, rae je |a] = 1 u |X| > 0. Hapenny
TeopeMy je mokasao jom Tye y [22], a My HABOAMMO HOKA3 KOJjU CE€ MOKE
npouahu y [2].

3.1. Teopema. Tye—Mopcoga pew we cadpacu npexsanana.

Iloxka3s. [Ipernocrasumo cympoTro, Tj. ma Tye—Mopcosa peu canp:xku mpe-
knaname. To 3HAUM Ha ce MOKE 3a0UCATU Y ODJIUKY

TM =UaXaXaV,

rzue je U konauan npedurc, a V 6eckonavan cydurc peuu T M. O3nauumo
jom ca k = |Ul m m = |aX| > 1, u mpermocTaBuMo na je m HajMame
moryhe, Tj. ma cmo y3enu Hajkpahe npeknaname. Tana, 3a cee 0 < i <m
Baxku cienehie

Titi = Thtm—ti- (3.1)

Pazmarpamo mBa ciydaja, u y ®UMa TPU, OJHOCHO ABA, MOACIYUAja.

1. m je mapan 6poj, tj. m = 2m’. Pasnuryjemo mse moryhnocTu:

18
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e k je mapam 6poj, k = 2k’. Tana (3.1) mocraje
Topr i = Topr42m4i, 0 <0 < 2m/,
ma ako yMecTo i cTaBuMo 2i’, mobujamo
Torry2ir = Toprsomry2ir, 0<i <m/.

Kako 3a T'M Basxkn ma je 1T, = Tv,, n > 0, u3 nperxonHe jeqHa-
KOCTU je
Tk’Jri’ = Tk’+m’+i/7 0 < ’i/ < m'. (32)

MebyTum, jennaumna (3.2) uMoanimpa ga MOCTOJU MPEKIATAHE
Mame gyskuHe (m’ > 1), mTo je KOHTpaauKIuja ca TUM Aa CMO
y3eau Hajrpalie mpekgamame.

e k je memapan 6poj, k = 2k’ + 1. Tana jenmaumnua (3.1) mocraje
o 4141 = Torr142m4i, 0 <@ <2m/,
ma aKko yMecTO i cTaBumo 2i', mobujamo

-/ I
Top42ir+1 = Towrpomi+2i41, 0 <00 <me. (3.3)

ITo mepuunuuju TM je To,41 =T, n >0, na je

Torr 421 +1 = Thr 44, (3.4)

Towrtom +2i+1 = T fm/ 44 - (3.5)

Cana ropuctehn jennakoctu (3.3), (3.4), (3.5) caemu nma je

Ty vir = Thr pm iy TJ-
T yir = Thr 47,0 < 7" <m/.

ITocnenma jemHaKOCT je TOHOBO KOHTPAIUKIMja ca U300POM HAj-
Mamer m.

2. m je Hemapas 6poj. Y OBOM cJiy4ajy IpBO geduHUmeMo momMohny ped
ca
Sp=T,+Th—1 (mod?2), n>1.

TTocmarpamo Syn42, n > 1. Mo nepuuunuju je
Sant2 = Tunyo + Tant1  (mod 2).

Bpojesn 4n + 2 un 4n + 1 nmajy wmctm Opoj jemnHnna y OuHAPHOM
samucy (MHO:KemeM ca 4 momucyjemo 00 Ha Kpaj OUHAPHOr 3amuca 3a
n, a cabupamem ca 2 Te nBe HyjJe nmocrajy 10, mok cabupamem ca 1
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nocrajy 01), mro 3uaum na je mo teopemu 2.3, Typio = Typi1, ma je
®BUX0B 30up 0 uau 2, mro je mo moxyay 2 yBek 0. Jlakie

S4n+2 = 0, n Z 1. (36)
Capna nocmarpamo Son41, n > 1. Ilo nepumunnumju je
Sont1 = Tony1 +Ton  (mod 2).

Hepmuannuja TM raxe na je To, = T, = Toy41, MTO UMININIVIPDA O&
je Tony1 + 1o, =041 nmm Topy1 + 715, =140, anu y oba cayuaja je
3aKJ/bYYaK

Sgn+1 = 1, n Z 1. (37)

Pasmorpumo omaoc Sk u Spym+i 38 1 < ¢ < m. [lo nepmaunuju je
Skvi = Thri + Tryio1  (mod 2),

Sktm+i = Thrmai + Thymyi—1  (mod 2).

ITo jemmaroctu (3.1) cy mecHe cTpaHe TOPHUX KOHIDYEHIMja jeqHake,
na je
Sk+i == Sk+m+ia 1 S ) S m. (38)

Pasmorpumo cayuajese:

e m > 5: Tana, momro je 1 < i < m, MokeMO m3abpaT i TAKBO Oa
naje TpOM3BOJbAH OCTATAK MO MOAYIY 4, ma MOKeMO uzabpaTtu u
1 TAKBO 14 je
k+i=2 (mod4).

3a tako mzabpano ¢ je k4141 = 4s+ 2, a mo (3.6) je Sky; = 0.
ITomro je k44 mapuo, u m Henmapuo, k+i-+m je HemapHO, MTO IO
(3.7) smaum ma je Sgiitm = 1. Tume mobujaMo KOHTDAIUKIU]Y
ca jemmakomhy (3.8).

e m = 3: Tana jemnaxocr (3.8) Bazkm 3a 1 <14 < 3, ma 4 maje Tpu ox
moryha uerupu ocratka mo momyny 4 (ocratke 1, 2 m 3). 3aro
uszbopowm ¢ takobe u k + ¢ maje Tpu om yetmpu Morylia ocrarka
mo monyay 4 (me obasesno 1, 2 u 3). To mam rapanryje na k + i
CUTYpPHO Haje ocTaTak 2 mau 3 no Moxyiay 4 (Mosxna u oba). Ako
k + ¢ maje ocrarak 2, KOHTPAIUKIMUja CIEIA KAaO y CIydajy 3a
m > 5. Y cynporHOoM, ako k + ¢ maje ocrarak 3, Tazxa je k + ¢
Henapuo un no (3.7) je Sy, =1, a

kE+m+i=k+i+3=3+3=2 (mod4),

na 1o (3.6) caemnt Si4m+i = 0. OBO je TOHOBO KOHTPAIUKIMjA Ca
jemmaromhy (3.8).
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e m =1, 1j. [aX]|=1: To 35aun na je X npa3sa ped u npekianame
je obauka aaa. Onmarie ciaenu na je 3a Hexko n > 0

Tn =Tnt1 = Thyo. (3.9)
Axo je n mapuo u n = 2n’, onzna je u3 upse jenmakoctu y (3.9)
Top = Tonry1,
a n3 nepununyje Tye-Mopcose peun je
T = Topr = Tonry.

ITocnemme nBe jemHAKOCTU 1Majy KOHTPAAUKIIA]Y.
Ako je n memapuo u n = 2n’ + 1, onga je U3 Apyre jeqHAKOCTH Y
(3.9)

Tonr41) = Tomr41)+15

IIa KOHTPAaIUKIMja clIeIu Kao Kana je n Ouio mapHO.

Haron pasmarparma CBUX cilyyajeBa, youaBaMO [a Cy CBU OIBEJU Y KOH-
TPAIUKIN]y, T€ je MpeTmocTaBka Owia morpemna. lakme, Tye—Mopcosa
peY He canp:Ku INPERIAIAHA. d

3.2. Ilocaemuna. Tye—Mopcosa pew je xkybro cao0bodHa.

JHoxka3. Axko 6u TM wumauna moapeu obmmka XXX, |X| > 1 owna 6u to
yjenuo ouio u upernaname. Hanme, peu X je obumura X =aY, Y| >0, 3a
Heko cioBo a € {0,1}, ma orma TM nma noxpeu aY aY a mTo je npeknaname.
To je xouTpamgukmnuja ca Teopemom 3.1. ]

3.3. Iocaemuua. Tye—Mopcoea pev je anepuoduyuna.

Ioka3. Axo 6u TM 6Gusna nepuomuuna ouga 6u umana dpakrop X X X, rae
je X mepmon, mTo je KOHTPAAUKIMja CA HOCJIEInIoM 3.2. a

Jom Tye je Tparao 3a KOMIUIETHUM OIMKUCOM pevn 0e3 MpeKIanama, ajlu
Huje ycueo, auu je Pude y [12] nao npsBu DOTIyH ONUC CKyna GECKOHAYHUX
peun 6e3 mpeknamnama. KopucTtuo je ayromare, U Taj AOKA3 HUje j€mTHO-
cTaBaH, ajid Kao mocjequiyy je morasao na je Tye—MopcoBa peu sekcuko-
rpa¢cku Hajeha Geckonauna OGmHapHA ped 0Ge3 HperJanama KOoja MOUNHE
ca myaom. Iloka3 ucre teopeme mo:xke ce Halim u y [6], rme je mokaszama
u Jlema mporpecuje kojy hemo oBme M3IOKUATA W MOMONY e DUPEKTHO
nokazatu ga je Tye-MopcoBa peu nexkcurorpagckn HajBeha OeckorHauHa
OrvHapHA pedY Koja He Caap:KU IPEeKJIAIama.

3.4. Teopema. (Jlema mporpecwuje) Hexa jen >0 u X = UVWec pey nad
aagabemom {0,1} xoja ne cadpacu npexaanamwa, maxea da |U| = |V| = |W| =
2" y ¢ € {0,1}. Tada, axo cy U u V Mopcoeu baoxosu, onda je u W Mopcos
b.10%.
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Iokas. ITokazyjemo unayknujom mo n. 3an =0 je X nyskune 4, u W mopa
Out; caMo jemHo cJa0BO, ma je To curypuo Mopcos 6i0k. IIpermoctaBumo
na tBpheme Baky 3a n — 1 m morasyjemo ma Baxku u 3a n. Heka je X =
UVWe rme je ¢ cimoo, U u V Mopcosu 6morkoBu aysxune 2" u W peu
nysxmae 2. Xohemo nma moraskemo na je W Mopcos 6mok. ['enepasno,
cBaku Mopcos 670k je obauka U'V’ wnu V'U’, roe cy U' u V' paznuuutu
kpahu Mopcosu 6sokoBu. 3aro je UV obmusa U'V'U'V' umu U'V'V'U’
y 3aBucHocTu on Tora ma jau cy U u V mctu unu pasauuutu Mopcosu
onokoBu. Takobe, peu W MOeMO IOIEIUTH HA IBE peud Iy-xuHe 27 1,
ozuaumMo ux ca A u B, u #eka je d npso caoso peun B. Cana je X oGaura

X =UV'UV'ABc umu X =U'V'V'U’' ABc.

IMocmarpamo noapeun U'V’' Ad u V'U’ Ad u3 npBoOr, 0JHOCHO APYTOr OBIMKA
peun X. One cy 6e3 mpeknanama, ayxume 14+3-2""1 U’ V/ cy Mopcosu
6aokoBU myskuHe 271 u |A] = 277! ma mo ummywmmjckoj xumoresu je A
Mopcos 6a0k. Aranoruo cazna nocmarpajyhu noapeun V' ABc u U’ ABc u3
MPBOr, OMHOCHO ApYror obJsuka peun X, MO WHIYKIMjCKOj XUmore3u je y B
Mopcos 6mok. Jom Ham mpeocTaje noka3atu ga je AB Mopcos GOk, mTo
he Basutu ako cy A u B pazauuutu MopcoBu 6J0KOBU, Tj. ako je

AB£U'U u AB£V'V'.

e Axo je X =U'V'U'V'ABc, 3a AB=U'U" je X =U'V'U'V'UU’c, a 3a
AB =V'V'je X = U'V'UV'V'V'¢c, ma y o6a cayuaja o aemu 1.12
“MaMO HpeKJalame, KOHTPAIUKIN]a.

e Axo je X = U'V'V'U'ABec, 3a AB = U'U’ je X = U'V'V'U'U'U'c
a UMaMo IpeKJIaname u KoHTpamukimjy. Axo je AB = V'V’ omna je
X =U'V'V'UV'V'e = (UV'V")2¢c, na na 6ucmo uzberau mpekaname,
¢ He cMme butu npso cnoBo Hu on U’ mu om V', a xako cy U’ u V’
pasauuntu MopcoBu 6J0KOBHM, jeman Mopa mouumatu ca 0 a apyru
ca 1, ma Hema m3bopa 3a ¢, MTO je KOHTPAIUKI]ja. a

3.5. Teopema. Tye-Mopcosa pewy je nexcuxozpadcru najeeha bunaphna bec-
KOKaUHG pey 6e3 npexaanana xoja novumne ca 0.

Ioka3. 13 teopeme 3.1 je TM peu 6e3 npeknanama. Heka je S mekcuro-
rpa¢cku HajBeha Ounapra GeckoHauHa ped 0Ge3 IperJanama Koja MOUNHE
ca 0. Taga 360r Tora mro oHa nounme ca 0 n gekcurorpa@cku je Hajseha,
npBa Tpu ciaoBa Mopajy Oowrtm 011, a momTo He Canp:KM IpeKIanama de-
TBPTO CJ0BO Mopa outu 0, Tj. peu S mouume ca 0110. Munyrmujom hemo
moKa3aTu ma cy 3a cBako n > 0 mpsux 1+ 3 - 2™ cioBa peun S ucra Kao
npBux 1+ 3-2" caosa Tye-Mopcose peuu. Onna, he To BaxkuTu u 3a rpa-
HUYHE BPEIHOCTU KaJa N TeXRU y 00, Tj. buhe S = TM. Basa ungykuuje je
npakTuuso Beh mokaszama, jep cy mpeux 14+3-2° =4 crosauy S uy TM
yupaso 0110. [IpernocraBumo na To Basku 3a n, na ce y T'M u S mokmnamajy
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npBux 1+ 3-2" ciaoBa. 3Hamo u3 Teopeme 3.1 na je T'M Ge3 npernanama,
a u3 mpono3unuje 2.9 ma je ona cacraBbeHa on MopcoBux OJI0KOBa, ma je
3a10 1o mpernocTasiu y S, u'y T M nouerar ay:xkuue 1+ 3 - 2" obaura

U, v, V,0.
Cana S MOkeMO 3ammcaTu Kao
S=U,V,,V,XYZWN,

roe cy X, Y, Z, W peun ny:xune 2", upso ciaoBo y X je 0 u N je Gecko-
HauHu cydpurc peun S. Peu § je Oe3 npernanama, na axko Jlemy mporpecuje
npuMmennmMo Ha neo V,V,Xa, roe je a upBo cnosBo peun Y, caemu ma je X
Mopcos 6s0k ay-swume 2" kKoju mouuime ca 0, a To mopa 6utu U,. Ilakmae
X =U, u peu S je obaura

S = UV Vo UsY ZWN = Uy 1V 1 YZWN = Uy 2 ZWN.

3namo na u ped TM rakobe mouume ca Up,yo u HacTraBma ce ca Vo,
a mpBO CJOBO peun V4o je 1, ma 36or Tora mro je S snekCUKOrpadCcKu
uajBeha, na me 6u 6una TM Beha on we, Mopa npBo cioBO peun Y Takobhe
ontu 1. [Ipnvenyjyhu Jlemy nporpecuje wa nonpeu V,U,,Yb rae je b upso
caoBO peun Z, caemu na je Y Mopcos 6a0k. 3uajyhu jom u na Y nouumme
ca 1l cnemu na je Y =V,. Cana peu S Mo:keMO 3ammcaTy Kao

S =U,V, VU Vi, ZWN.

Ako jom mBa myrta mpumenuMmo Jlemy mporpecuje, aHagorso mobujamo na
cy Z n W rakobhe Mopcosu GsorkoBu ay:xune 2". I[IpernocraBumo Z =V,,.
Tana je

S =U,V, VU, V,V,WN,

mro ummnypa (na 6ucmo mzberau npekianame) ga je W =U, u

~ = ~ =
n VoV Un ViV, Un N,

S=1U,
— — -

aJ OHJA OYUIJIEAHO MMAMO MPEKJIANAhe Ha O3HAUEHOM MeJy, IITO je KOH-
Tpaguknuja. 360r tora mopa Z =U, u

S = U,V VUV, U,WN.

Kako je W Mopcos 670k, v cayuajy W = V,, umaau 6ucMo mperaamame
Ha MOIBYYEHOM HEIy:

S =U,V,V,U,V,,U,V,N.
Sakmyuyjemo na je W = U, u konauno je S ob6iuka

S = U ViV U VUL U N = Un+1Vn+lUn+lUnNa
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mTo 3HauM A2 je y S mouerak ox 1+ 3-2"T! obmuxka Un+1Vn4+1Up+10, mro
je ucto kao u'y TM. OBuM CMO ITOKA3aJIM MHAYKIMjCKA KOPAK U KOMILIEe-
TUPaJIU JOKa3. 0O

3.6. JIema. Hexa cy X, Y € {0,1}°°, npu wemy je Y xonauna u X becronana
pen. Tada je X aexcurxozpafcru najmamwa pew xoja nowumwe ca Y axxo je X
aexcuxozpageru najeeha pev xoja nowumwe ca Y.

IToka3. Hera je X mexcmrorpa(ckum HajMama ped Koja moumme ca Y u
MPEeTIOCTABUMO CYIPOTHO, Ia IOCTOju ped Z sekcukorpadcku seha ox X
KOja moumme ca Y. Tama je

X=YUOW uZzZ=YU1V',
3a meke peun U, V, V'. Mebyruwm, Tana je
X=YULVuZ=YU0V,

omakse X u Z obe moummy ca Y, ajiu je Z JeKCUKOTpadCcKr Mama o1 X IITO
je rouTpamurnuja ca uzbopom X. O6paran cmep ce mokasyje camdao. O

3.7. llocnemuna. T'M je aexcuroepafcru najmamna burnapra pev 6e3 npexaa-
namwa K0ja nowume ca 1.

ITokasz. VI3 reopeme 3.5 je T'M nekcurorpa¢cku najseha 6unapHa peu 6e3
IpekIanama koja noumme ca 0, ma mo azemm 3.6 je T'M mexcuxorpadcku
HajMama OuHapHA ped 6e3 mperaanama Koja moumme ca 1. a

Hapenun mum HaMm je ma mporabemo smercurorpagceku najehly Gecko-
HauHy OMHADHY peu Oe3 npekiamnama. [[pBo HABOAUMO ABE JIeMe KOje je mo-
ka3ao jom Tye y [22], a Mu oBzxe U3BOAMMO JOKa3e Koju ce Mory npouahu y
[8]. Barum jom mBe smeme m Teopemy kKoje cy mpeysere u3 [3]. Hanocuerky,
Ka0 TOCJIEIUILy TEOPEME HAJA3UMO TPAKEHY ped.

3.8. Jlema. Hexa je I' = {01,10}. 3a ceaxy pew X € I'* je aXa ¢ I'* sa
a € {0,1}.

IToka3. Cpaka peu X € I'* uma jemnak 6poj myna m jemuauna. Peu aXa
OHIA CUTYPHO HEMa Ty OCOOMHY WM CaMWUM TUM He MOoyke oumtm y I'*. a

3.9. Jlema. Hexa je X beckonauna pew nad aagabemom {0,1} u ¢ Tye-
Mopcos moppusam. Onda je pew X 6es npexaanawa axko je o(X) pew bes
nPEKAANAMA.

Joxka3. (=) IIpernocraBumo cynpoTHo, na ped ¢(X) nMa nperianame,
Tj. na je obOnuKa
o(X) =UaYaYaV.
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Nzabepumo peu V' rtarxsy ma je |[UaYaYaV’'| mapam 6poj m V = V'Z.
Hapasuo, V u Z cy Oeckonaume peudwm, a CBe OcCTaJjie Cy KoHauHE. Bpoj
[aYaYa| = 2-|aY|+ 1 je menapan u |[UaYaYaV'| je mapan ma cy Gpojesu
|U| u |V'| pasnuunre mapaoctu. Pasmorpumo ciyuajese:

e |U| je menapan u |V’| je napan. Heka je I' = {01, 10}. ITomro je |Udq|
napan 6poj u o(X) = UaYaYaV'Z, mopa ¢(R) = Ua € I'* 3a mery
peu R roja je npepurc peun X. Hame je |YaYa| napan 6poj, na u
YaYa € I'*. Axo 6u |Y| 6uo napan 6poj, ouma Y, aYa € I'*, mro je
KOHTpaUKIMja ca jgemMoM 3.8. 3aro mopa |Y| 6utu Hemapan 6poj u
|Ya| mapan, mro onna 3mauu, umajyhu y suny na je |Ua| napan, na
je p(S) =Ua 3a mery peu S koja je mogpeu ox X u RSS je npedurc
peun X. AmasorauMm pesoHoBameM, nomto je |V'/| mapan, u 3a mera
je o(T) =V’ € I'* 3a mexy peu T tarBy nma je RSST mpepurc peun
X. Cana, peu X je obaura

X = RSSTN,

ayy mocaenme ciaoso peun R u S je ucro (To je cioso @ jep (@) =
aa). Onarie peu X mma Iperganame, MTO je KOHTPAIUKIHjA.

e |U| je mapan u |V'| je menapan. CaudHO Kao y IPETXOIHOM CIyYajy,
nocroje peun R, S u T ounucane y macrasry. Baxu ¢(R) = U € I'*.
Bpoj |aYaY| je napan u ako 6u |Y| 6uo mapan, ouma aYa, Y € I'*,
IITO je KOHTpaquKIuja ca jeMoM 3.8, na je ouza |Y| nenapaun u ¢(S) =
aY € I'*. Ha xpajy jeu o(T)=aV' € [™* n

X = RSSTN.

Tapna je nupso caoso peun S u T cunoso a (jep je p(a) = aa) u X nma
IpEeKIaName, KOHTPAIUKIN]A.

Iakiue, mpermocraBka je Ouaa nmorpemsa, u ped ¢(X) je 6e3 mperianama.
(<) OsBo je narkmu cmep. AKO IPETHOCTABUMO CyOPOTHO, a X CaIap:Ku
mpekyganame aY aY a, oHma je

p(aYaYa) = aap(Y)aap(y)aa

noapeu on ¢(X), ma oHA CaIPIKU MPEKIANAne, KOHTPAUKIIN]A. O

3.10. Jlema. Hexa je ¢ Tye—Mopcos moppusam.
1. Axo X, Y € {0,1}* u nocmoje a, b € {0,1} maxea da je
U =ap(X) = p(Y)b,
11

onda je U = a(aa)

2. Axo 30 X, Y € {0,1}* samcu da je XX = @(Y), onda nocmoju peu
U € {0,1}* makea da je p(U) = X.
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Joxa3s.

1. Baxu nma je |p(X)| = |p(Y)| =|U| -1, na onma u | X| = |Y| = k. 3aro
MOKEMO 3allCaTy 3a cioBa x;, y; € {0,1}, i € {0,1,... k},

X=xpx1...28, Y =YoyY1 ... Yk-
To nasme, kaga TPUMEHNMO MOP(U3AM, UMILIUIUDA Ia je
U = axoTor171 - . . Tk Tk = YoYoY191 - - - Yk YkD-
WN3jennavasajyhu onrosapajyha cmnosa mobujamo

a=%Yo, To=Yo =0, Tp =Y1 =8, T1 =Y =G,...

a, Ty =b=

Q

MR xk = W )
omakie je jacuo U = a(@a)* = a(@a)X!, mro je u rpebamro moxazaru.
2. Hera je XX = ¢(Y). Pazmsajamo cayuajese:

e | X| je mapan 6poj. Tana je X camka monosuHe peun Y, Tj.
X =pU), rae je Y =UU.

e | X| je memapan 6poj. Tama ce peu X Moke 3amucatu kKao X =
aA = Bb, rme cy a u b us {0,1}. Peun A u B cy curypHo napue
Oy>EMHE, Ia Cy CJIMKE HEKUX HOIpedu On Y, Tj.

A=¢(R) u B =¢(5),

IITO OaJbe naje

X =ap(R) = ()b
o 1. je X = a(@a)®, u

o(Y) = XX = BbaA = a(aa) Fla(aa) *.

Peun B u A cy cauke memoBa u3 Y, ma 360r MOpdu3sMa TO MOPa
outy m ba m ouma cioBa a m b Mopajy outu paszmuuura. Mebhy-
THM, TO Oaje KOHTPAIUKIU]Y Y CPEeIUHU IpoIlie (popMmyJie, jep
Ty croju aa. Iaksue, cayuaj 21 |X| ce e moke vy mecutu. O

3.11. Jlema. Hexa je X € {0,1}* 6eckonauna pew, ¢ Tye—Mopcoe mopdusam
u T Tye—Mopcosa pew. Tada
1. 0p(X) je 6es npexaanamwa axxo je 1X besz npexaanama;

2. 00¢(X) je 6ez npexaanamwa axxo je 1X 6es npexaananwa u X nouwuwe ca
101;
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3. Pewu 0T, 1T, 0T, 1T cy b6e3 npexnanama;
4. Pewu 01T, 10T, 1107, 0010017 cy cee bes npexaanama.
Iloxkas.

1. O6Ga cMepa paarMO KOHTPAIIO3UI]OM.
(=) Ipermocrasumo na peu 1X canpsku npernaname. Pazmukyjemo
IBa ciydaja:

e [Ipernaname je Ha mouerky, Tj. obsmkra 1Y1Y1, rme je Y1Y1
npe¢purc peun X. Crora, momro je ¢ Mopduszam, oHIa je

0p(X) = 0p(Y)104(Y)10,

na 0p(X) canp:ku OperIaname.

e Ilpernaname je yayrap peun X. Onga no nemu 3.9 n o(X) uma
npernaname, na u 0p(X) nma takobe.

(<) Hera caga peu 0p(X) canpsxu npexnaname. OHna u ped
10p(X) = ¢(1X)

raxkobe canpsxm npeknaname. [lo memu 3.9 u peu 1X canpswm npe-
KJIAIame.

2. (=) Hera je 00¢(X) 6e3 mpernanama. Tana je u 0p(X) rakobe Ges
npekaamnama, na je mo 1. m peu 1X 0e3 npernanama. Heka peu X
nouuse caosuma a, b, ¢ € {0,1}. Tana je

1X = labcX’ u 00¢(X) = 00aabbcep(X'),

¥ IOWMTO APYTa ped He CaIp:KU MPEKJAname MOpa ¢ = 1, a OHIa IOIITO
npBa HE Camp:Ky mpekaaname ciemu na je b = 0. Canga je apyra peu
obamka 001001cép(X’) u na Gucmo m3bersau mperIaname MOpa OUTH
c=1. Tume cmo mokazanu na peud X mouumme ca 101.

(<) Ipernocrasumo cynportuo, na 00¢(X) canpsku Iperianame.
Moo je 1X 6e3 npeknanama, mo 1. je u 0p(X) 6e3 npernanama. To
ouna 3uaun ga ce y 00¢(X) mpeknaname memasa Ha DOYETKY U Ia je
obauka 0Y0Y 0. IIpernocraska je u na X = 101X’, na je

00p(X) = 00100110p(X"). (3.10)

ITocmarpajyhu ropmu uspas, 3akmydyjeMo na je ayskuaa peun |0Y |
G6ap 7 (amp. ako 6u Guuo |0Y| = 4 omma 6u peu mopasa na Oyne
ca mouetrkoM 001000100 mTOo oumrienHo HUje, W CIWYHO 3a& OCTAJe
moryhroctn). 3aro peu 10p(X’) Mopa curypro Kao moaped ma mMma
0010011. Asm 10p(X’) je 6e3 mpermanama jep je mo jemmaxoctu (3.10)
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nozapeu ox 0p(X), koja je Ge3 mpernanama. Cana, MOke Ce IUCATU
na je

10<p(X/) = A0010011B,
3a Heke Hempasne peun A u B. Anm koje rom ma je mocienme CIoBO
peun A y 10p(X’), mopahe na nocroju npeknaname, a TO je KOHTPa-
UKW .

3. 3mamo 1o Teopemu 3.1 ma cy T u T 6e3 npeknanama. Crora 6u mpe-
kinamame y peunma 07, 17, 0T, 1T MopaJso na ce DeCH Ha CaMOM IO-
uetky. To 6u onma 3Haumno na T, omrocHo T mMajy mpedurc obamka
YaYa. IlpernocraBumo Hup. na T uma npedurc YaYa u na je musa-
6pano majkpahie moryhie Y. Ilomro je u3 teopeme 2.7 o(T) =T u
|YaYa| je mapan 6poj, ouzna je YaYa cauka mekor npedurca peun T,
Tj.

YaYa = o(Z).

ITo 2. n3 neme 3.10 mopau Ya = ¢(U) rue je Z = UU u Basekn U = Va.
To maje ma je npedurc peun T obnura Z = VaVa u ou je kpahu on
YaYa, a To je kouTpamurnuja ca uzdbopom Y.

4. V3 01T = (0T), neme 3.9 u yumeHune na je us 3. 0T Ge3 Ipeksaa-
wa, caequ na je u 017 Ge3 npersanama. Ananorso je u 107" = »(1T)
0e3 mpermanama. Peu 1107 MoskeMo 3ammcaTé Kao AEO pedu

01107 = p(01T) = ¢(p(0T)).

ITo 3. je 0T Ge3 mpeknamama, ma cy no gemu 3.9 peun ¢(0T) u
©(¢(0T)) Ges mpexnamama. To omma maje ma je m 1107 kao momped
peun 6e3 mpekjanama u caMa TakBa. [locaenmu nuib je mokasaTu aa
je 0010017 6e3 mpernamama. by MOKEMO 3aMUCATH Kao

0010017 = 00¢(10T).

ITo 2. je ona Ge3 npeknanama akko je 1107 Ge3 mpexianama, (yn@Bo
nokazano) u 10T nmouume ca 101 (wro je tauno). Hakme 0010017 je
0e3 mperJIanamna. a

3.12. Teopema. Hexa je sa X € {0,1}*, a(X) € {0,1}* nexcurozpadcru
Hajmama beckonawna pew besz npexaanawa (axo maxea nocmoju) xojoj je X
npegurc. Hexa je T' Tye—Mopcosa pew.

1. Axo a(X) nocmoju u'Y je xonauna pew maxea da je Y a(X) ez npexaa-

nawa, onda je a(YX) =Ya(X).
2. a(0) = 0010017

Joxa3s.
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1. Hera «(X) mocroju n Ya(X) je 6e3 npeknanama. ITomro je 3a a(X)
no mepuunmmju X mpedurc, ouma je 3a Ya(X) peu YX mpeduxc.
IIpernocraBumo na je peu Y XA Geckonauna, 6e3 mperjgamnama U

YXA<Ya(X)

(mapasHO, y aekcurorpadcrom mopetry). ITomro cy um npepurcu Y
uctu, ouna je XA < a(X). o nedpuaunmju, a(X) je nexkcuxorpadcru
HajMama 0e3 mpekianama kKojoj je X mpedurc, na je XA = a(X),
omaocHo YXA=Ya(X), u Ya(X) =a(YX).

2. Koucrpyumunmo nouerak peun «(0), BOQUMO padyHa Ja TPAKUMO JIEK-
cukorpadCcku HajMamy, 0e3 mperIanama:

0~ 00 — 001 + 0010 + 00100 + 001001 > 0010011 > ...

[akne, men nmpepurc mopa ma Oyme 0010011, ma Mu y cTBapm Tpa-
swumo (0010011). ITo 4. u3 geme 3.11 je 0010017 Ges mpernanama.
ITo mocnemuim 3.7 je T = a(1). Canma uckopuctumo 1. 1 uMamMo Ia je

a(0) = (0010011) = 0010017,

mTo je m Tpebasio moKa3aTu. a

3.13. Ilocnemuma. Jlexcuxozpagcku najeeha beckonawna bunapra pew be3
npexasanamwa je 1101107 M .

IToka3. Heka je S Tpaskena peu, momro je jdekcurkorpadcku najseha, ona
Mopa ma moumme ca 1. Ilo gemm 3.6 je omma S JTekcukoOrpadckl HajMama
OeckoHayHa OumHApDHA peu 0e3 mpekaamama koja moumibe ca 0. Ilo 2. u3
teopeme 3.12 je S = 001001TM, na je

S =110110TM.

3.1.1 KoucTpyKInuja KBagpaTHO CJIO0OOHE pedyu HAIl TPO-
eJIeMeHTHUM aJjipadbeTom

Y nmedurunuju 1.11 cmo HaBenm na Cy KBaIPATHO CJIODOOLHE DEUYM OHE
Koje He camp:ke (parrope obmmka XX 3a |X| > 1. Pasmarpamo npobiem
KOje HajMalme KapAWHAJHOCTH Mopa butm andaber ma Ou mocrojasa Oec-
KOHAYHAa KBaApaTHO cirobomHa ped. Ako je andaber jemnoenmementan {0},
jenuue kBamparHO ciaobomue peun cy € u 0. Bumehemo na je manm meoe-
seMeHTHUM Takobhe memoryha koHCTpyKIuja OecKOHAUHE KBAAPATHO CJIO-
OomHe peun, ajau HaA TpoedeMeHTHUM je moryha y3 momoh Tye—Mopcose
peun u OUTHY yjaory he omurparu YMImEHWNA O3 OHA HE CAAPIKU IPEKJIa-
nama. Y OBOj CEKIMjU ce yriaBHOM kopucte ussopu [24], [2] u [7].
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3.14. Teopema. He nocmoju beckonawha kK8a0pammo ca0600na ped 1ad 080-
eNeMEHMHUM GAPabemom.

Joxka3. Heka je andaber {0,1}. IlokymajMo na KOHCTpyHUIIEMO TAaKBY peY

noueBmmu on 0:
0+~ 01+~ 010 —

1 gajbe He MOkeMo HacTtaBuTu. JIpyro cmoBo je mopasio butu 1 ma Gucmo
u3beram kBaapar 00, 3atuMm ma 6mcmo m3berau kBamgpat 11 mMopaau cMmo
uzabparu 0 3a Tpehe, a oHga 3a 4eTBpPTO CJIOBO HeMamo u3bop, 0 6u Ha-
npaBuia kBagpar 00, a 1 6m mampasmna kBanpar 0101. Cawnuwno, ako 3a

IPBO CJIOBO CTABUMO 1:
110+~ 101 —

U IIOHOBO Ce HU3 He MOKe HacTaBUTU HaJsbe. Jlakie, HaJ JBOEIEMEHTHUM
anpabeToM je Hajmyka KBaApaTHO CJIOOONHA ped NyKUHE TPHU, a Oecko-
Ha4YHa HE IOCTOjU. O

3.15. Teopema. [locmoju beckonauna K8a0pammo ca0b00Ha pew Had mpoe-
AEMENMHUM asfabemonm.

Iloka3. Koucrpyucahemo GeckoHauHy KBaApaTHO CIOOOMHY ped Ham aj-
paberom {0,1,2}. 3a Tye—Mopcosy peu TM je t, n-To CIOBO y HOj, 3a
cee n > 0. Peu C medpunumenmo ca: ¢, je 6poj jemmuuna y TM xoju ce
nojasmyje usmeby n-te u (n + 1)-e myune, 3a n > 0. Jacuo, momro je TM
becrkonauna, u C' je. Tpeba nokaszaru mse crBapu, ma je C' 3amcra peu
man anpaberom {0,1,2} u ma je kBamparno cnoboxua. IIpso, ako Gu 3a
HEKO n 6mno ¢, > 3 1o Ou 3Haumso na ce merme y 1M mojaBmyjy 6ap
TPpHU jeauHUIlEe 3apemnoM, a TO Oum mMmauiupasso ma 1T'M wmMa mpekgamname,
mTOo je KOHTpaauknuja ca teopemoMm 3.1. Harae, C' je mobpo medurmMCaHA.
Cunenehe, ako npermocrtaBuMo cynpoTHO, na C' Huje KBagpaTHO CI000IHA,
onuocuo uma ¢pakrop XX 3a X = zoxy...x, € {0,1,2}*. To 3mauu na y
TM nocroju paxTop 00IUKA

0 1%°01*'0...01%* 0 1%°01*'0...01** 0
—~ — —~—

jep on C' mobujamo T'M rako mro cra/mamMo 0, Ia OHOJUKO jeIUHUIA KO-
auko wuzHocu unad C, ma omer 0, mra. Owmma y TM wmMamo mpekjanarme
O3HAUEHO Ha (OPMyJIM U3HAML, a TO je KoHTpamuknuja. larme, C' je Gecko-
Ha4YHA KBAAPATHO CIODOIHA PEeY HAJ TPOEJIEMEHTHUM ajdaberoMm. a

Koucrpykmujy mcre GeckoHauHe KBaAPATHO CIODOIHE pPeYU HAI TPOE-
aeMeHTHUM aJsidabeToM u3 IperxonHe TeopeMe nao je jom Tye y [23] ma
caenehn maumn. I[Tocmarpamo mopduzam 7 : {0,1,2}* — {0,01,011}* nedu-
HUCaH ca:

0—0, 1—01, 2~ 011.
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[Tomro T'M e canp:ku nperjanama, a TuMe HI GpaxTop 111 orma ce Moxe
moKa3aTHu Oa je

T(C)=TM.

Taxko ce peu C' MOKe KOHCTPYyUCATU KA0 MHBEP3HA ciauka 1M nedrHucannM
Mop¢uamMoM T. JOom jemHa WMHTEpecaHTHA KOHCTPYEKIHja peum C' MOxke ce
nponalin y [7].



I'masa 4

IIpumena y Teopuju
OpojeBa

4.1 IIpye—Tapu—EckoToB nmpo6isem

Y oBowm moryaBiby OaBumo ce Be3zoMm uaMelhy Tye—Mopcose peun u mo-
3HaTOr mpobisema m3 Teopuje O6pojeBa, T3B. [Ipye—Tapu—EckoToBor mpo-
omnema. [Ipobiem je moOuo MMe MO TPOjUIM MO3HATUX MaTeMaTu4dapa. [IpBo
ce muMe Oasno Exen Ilpye y [19] u nao jexHo ommTe pememe 3aCHOBAHO
Ha npuMmeHu Tye—Mopcose peun jom nasue 1851. rommue. Ipyra nBa Ha-
yunuka cy Lacron Tapu' u Exsapa Eckor?, koju cy ce oBuM mpoGiaeMoM
f6apunu oxko 1910. rogure. Mu hemo medunmcaru npobieMm, DaTU peIIekHe
y HEKUM CIIEIUAjaJHUM CIydajeBUMa, a 3aTUM NEeMO MOCMATPATHA U OIIITUjU
npoGiieM u merosa pememha. OcnamaMo ce yriIaBHOM Ha pe3yTare u3 [7] u

[24].

4.1. Heduaunuja. (IIpye—Tapu—EckoToB npobaem) 3a npupodne bpojese
n u k mpeba nponahu ducjynxmue cxynose yeaux bpojesa A = {ay,ag,...,an}
u B ={by,ba,...,by} maxse da samcu:

ar+ag+--+ap =br+by+ -+ by,
Al ay+ - an = U0+
af+a + oy =B 04+,

A R

1Gaston Tarry (1843-1913), dpamnycks MaTeMaTAIap-aMaTep, MO3HAT IO TOME IITO je To-
tBpano OjiuepoBy xunoresy na je Moryhe KOHCTPYUCATU IPUKO-JATUHCKA KBAAPAT AUMEH3Uja
6 x 6.

2Edward Brind Escott, amepuukn MaTeMaTidap, QAIIOMAPAO HA YHEUBEp3uTeTy y Muan-
TeHy.

32
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Tada ckynose A = {ay,as,...,an} u B = {b1,ba,...,b,} nasusamo pewemwe
Ipye—Tapu—FEcromogoe npobaema u nuwemo

(a1,a2,...,ay,) LS (b1,b2,...,by).

Bpoj n mazueamo eeauvuna pewena, a bpoj k je cmenew pewewa. Axo je n =
k+ 1, maxsea pewemwa Hazusamo udeasna.

4.2. IIpumep. Jenuo pememe Beauumue 4 1 cremena 3 je
(0,4,7,11) = (1,2,9,10).
3awucra, Baske ciaenehe jemmarocTu:
04+4+74+11=22=1+249+10,
02 +424+ 72 +112 =186 = 12 + 22 + 9% + 102,
0%+ 4% +7° +11° = 1738 = 1° + 2% + 9° + 10°.
OBo je yjemHo 1 mprMep WIAEAJHOT peliema. HapaBHO, HUCY CBa peEIIeHma

. 2 .
nneassa, Hop. suxehemo na je pememe u (0,3,5,6) = (1,2,4,7), a oHO je
BeJquYUHE 4 U CTENeHa 2, Ia HUje UIEAJHO.

Hapenny Teopemy je moraszao XoucGeprep y [13], a 3atuMm Kao meH
crenujangHu ciaydaj mobujamo pesyarar Ilpya usz [19].

4.3. Teopema. Hexa je (tp)n>0 Tye—-Mopcos wuz. 3a k > 0 degunuwumo
cxynoae:
X ={i <21 t; =0},

Y = {i<2Ft: ¢, =1},

3a cearu noaurom f ca yeaobpojnum xoeguyujenmuma u deg(f) < k eaxncu

Y@= £

i€Xk i€Yy

Ioxa3s. [IpuMmeTumo pBo aa CKymoBu X u Yy MMajy uctu OPoj ereMeHara.
To ce nako moka3yje nuanyknujom no k. 3a k=0 je Xg = {0} a Yy = {1} jep
jeto=0mut; = 1. Ako mIpeTmoCTaBUMO Ja TO BAKU 34 MPOU3BOJLHO K, OHIA
3a k+1 cy wranosu Tye-Mopcosor muza ox 281 no 2842 mo Teopemu 2.4
nobujenn jemroctasro 3amesoMm 0 ca 1, u obparso y npsux 28! unanosa.
To oHIa OUPEKTHO Aaje, da aKo cMO mMajy ucté 6poj 0 u 1y mpsux 281,
ouma je uctu 6poj u y npaux 2872 mro onma 3maum ma Xy u Yy, umajy
uctu 6poj exemenara. VI rBpbheme Teopeme morasyje ce mHAyKHMjoM 10 k.
Axo je k =0, Tj. crenen nosunoma je 0 ouma je f = C' = const. u cyma ce

CBOJIU HA
Yo=Y ¢

1€Xg 1€Yy
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OJTHOCHO

[ X[ - C = [Yi] - C,
MTO je TauHo jep cMo m3Han nokasanu na je | Xi| = |Yi|. Canma npermocra-
BUMO na TBpDHeme Basku 3a CBe IMOAMHOME CTENEHA MAMET MIIU jeTHAKOT k 1
MOKAKUMO 14 BAKU U 38 CBE MOJUHOME CTENEHA Mamer MU jemHaror k+ 1.
Hera je g mpou3Bo/baH MOJMHOM ca IEJOOPOJHUM KOE(PUIMjEeHTHIMA TaKaB
na je deg(g) < k+ 1. Hepunumummo nomohnu monuuom h ca

h(z) = g(x + 281 — g(x), = > 0.

IIpumerumo na u3 deg(g) < k+ 1 caemu deg(h) < k (unanosu cremena k + 1
ce motmpy). 3a moJMHOM h Basku MHIYKIUjCKa XMIOTE3a:

> h(i) = k),

1€ Xy €Yy

OIIHOCHO

D (gl +28) — (i) = > (g(i +281) — g(i)),

1€Xk €Y
Dol 2" = g(i) = > g(i+25) = > (i),
i€ X i€ Xk €Yy €Yy
gl +25)+ > gy =D gli+2")+ > g(). (41
1€ Xk 1€Yr €Y 1€ Xk

N3 teopeme 2.4, momto je Torte = Tonr1Tor+1, caenu na je t; ow+1 = t;, 3a
i < 281 Omarie oHZa MOMEMO 3aKBYUIATH 2

1 € X}, aKKO i+ ok+1 € Yit1 \Yk,

jep i < 28l m t; = 0 akwo 281 <+ 281 < 242 ¢, oy = 1. Amasormo
ce MOMe 3aKJbyUnuTH 14

i €Yy axko i+ 28 € Xp 0\ Xy

Cana jemmaumna (4.1) mocraje

o gl +25)+ > (i) = Yoo g2+ ) g0,

i+2k+1€Yk+1\Yk 1€EY} i+2k+1€Xk+1\Xk 1€ Xg
S+ D gy = D g+ Y gl),
JEY 41\ Yk €Yy JEX K41\ Xk 1€X )

OJIaKJIe KOHAYHO HO0MjaMo
> ogli)y= > gli),
1€Y11 1€X k41

grMe CMO JIOKa3aJil MHAYKIN]CKA KOPAaK, & TUMe U ey TeOopeMy. a
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4.4. Tlocnemana. 3a caakxo k > 1 nocmoju pewewe I[Ipye—Tapu—Eckomoagoe
npobaema xoje je seauvune 28 u cmenena k.

Iloka3. Heka je mato k > 1 m Herka cy ckymoBu X u Yj nepunHucanu
kao y teopemu 4.3. Onma oHmu, kao mTo cMO Beh mokazanu, mMmajy ucTU
6poj ememenara n yrymao 28T ememenara, ma cy oba kapmumramsocTm 2F.
Ilepuanmumo monmuome fj(x) = 27, 3a 1 < j < k. CBu oHu cy crenena
Mamer uiau jenHakor k, ma je mo teopemu 4.3

DS = £0), sa 1< <k,

i€X % i€Yy
g Z'ng 7, 3a1<j<k,
i€X, €Yy

. . k .
mro o neduHMIMju 3HaUM na je Xp = Yj, OOHOCHO TO je pememe [Ipye—
Tapu-Eckorosor npo6iema emuunse 2F u crenena k. O

4.5. IIpumep. 3a n = 8 = 22+ u k = 2 momemo xKopucrehu Teopemy 4.3
wahu jenno pememe IIpye—Tapu—EckoroBor mpo6iaema. Onppemumo CKy-
noBe X9 u Yo, TO cy uHAekcu uimanoBa Tye—MopcoBor HM3a mo 7-or, jen-
nakux 0 m 1, pecunektuBno. [louerax Tye—MopcoBe peun je

01 1 0 1 0 0 1
to t1 to ty ta ts tg tr

Crora je Xo ={0,3,5,6} u Yo = {1,2,4,7} u no Tteopemu 4.3 3a monunome
filz) =z u folx) = 22 Baskm

SR = f(), zaj=1,2,

1€Xo i€Ys

OOJHOCHO
0+3+5+6=1+2+4+7,

02432452462 =12+22 442472,
n 0BO je jemHo pememe (0,3,5,6) 2 (1,2,4,7).

4.6. Hamomewna. [Ipye ce 6aBuo u onmrujum npobiaemMomM, Kako mponahu m
IVCjYHKTHUX CKYIOBa, TakKO Ia Cy cBaka nBa pemema lIpye-Tapu-Ecko-
ToBOT mIpobJiieMa cremeHa k. Y pemaBamy TOT TpobieMa MOKE Ce MCKOPU-
ctutu yommrena Tye—Mopcosa peu. Umajyhu y Buny nocaenuiy 4.4 cana
pasmarpamo kaxo ckyn X = {0,1,...,n*"! — 1} na paszmsojumo ma n muc-
JVHKTHIX CKyNIOBa TAKBUX Ja CBaka OBa CKyma obpasyjy pememe lIpye—
Tapu—EcrkoroBor npobiema crenena k. Pacmopebyjemo enemenrte ckyma
X ma canemnehu mauvn. HanpaBumo Kpyr u Ha HBEMY HYMEPUIIEMO PEIOM
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N pa3UYUTUX Tadaka Koje he mpencraB/baTé TpaskeHE CKYIOBE. 3aTUM
kpenyBmu o 0, KOjy CTaBMMO MOpen IpBe Tauke, ocTaje OpojeBe pacio-
pebyjemo penom mo TaukamMa, ¢ TUM IITO IPECKAYEMO jeIHY TAYKY 38 CBAKU
YMHO¥aK Opoja n, TpeckaueMo IBe TauKe 3a CBAKW YMHOKAK n?, WUTI. 3a
cBakM yMHOXEaK n' mpeckademo t Tauaka. PammMo cBe DOK HE HOTPOIIMMO
cBe O6pojese u3 ckyma X. Tume mobujamo momesy Koja je pelreme OIITer
I[Ipye—Tapu—EckoroBor mpobaema. Hamme, oBakBo pacmopebuBame 6po-
jeBa m3 ckyma X je eKBUBAJEHTHO TOMe ma Hamumemo peua TM™" u y
3aBHUCHOCTU OJ BpenHocTu ¢y onpeDyjeMo y kKoju on CKyIoBa CTaBJ/LAMO
s, 3a s > 0. Iloka3 ma je oBO 3amcra n00Opo pememe Moske ce npoHahm y
[16]. Maycrpanujy oBor nmocrynka hemo Buzeru Ha cieneliem npumepy:

4.7. IIpumep. Ilocmarpamo npobiem 3a n = 3 u k = 2. Xohemo ckyn
{0,1,...,26} ma momemumo y Tpu mucjymkrHa ckyna A, B,C raksa ma je

A2 p2

2 .
C = A. Onucanum ajgropuraM moneje MO CKyHOBUMA je Oa Ha-

13
8 9 1414620 2 o4

Cnuka 4.1: Tlomena ckyna {0,1,...,26}

NpaBUMO KPYyr U Ha HEeMY TPU Taudke a,b,c u OPojeBu Koje 3amuieMo mo-
pen wux he 6utu emementu crynoa A, B,C, pemom. 0 3anumemo mopen
cJ0Ba @, 3aTUM OpOjeBe HUIIEMO PEIOM MOPEI CJI0Ba, C TUM IITO 3a Opo-
jese 3,6,12,15,21,24 mpecrkauemMo IO jemHy Tadky, a 3a OpojeBe 9 m 18
mpeckadyeMo Mo ABe Tadke. BudyeaHo je oBO mpeacTaBibeHo Ha cauiuy 4.1.
Wcry momeny mMorjam cMO jmga HampaBuMo mocMmarpajyhwm yommreny Tye—
MopcoBy peu

TM33 = 012120201120201012201012120. ..
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n pacnopebyjyhu 6pojese u3 {0,1,...,26} y crkynose A, B,C tako mTo %
nne y ckyn A ako je t;"" =0, y ckyn B ako je ¢;"" =1 ny ckyn C axro je
t"" = 2. Ilpatehiu TM?3?3 rope mamicarny, BUIMMO na 0BO pacmnopebusame
onrosapa onoM ca ciuke 4.1. ITonemoMm cmo mobunu ckymnose

A=1{0,5,7,11,13,15,19, 21, 26},
B ={1,3,8,9,14, 16, 20, 22, 24},
C ={2,4,6,10,12,17, 18,23, 25}.

Henocpennom mpoBepom yTBphHyjeMo ma cy TadHe jeIHAKOCTU:

04+5+7+11+13+15+19 + 21 + 26
=1434+849+14+16+20+22+24
=2444+6+104+12+17+18+23 425 = 117,

0% +5% 4+ 7%+ 112 + 132 + 152 + 192 + 212 + 26
=124+ 32 +824+ 9% +14% +16% + 20% + 222 + 242
=22 447 462 +10% 4+ 12% + 172 + 182 + 232 + 25 = 2067,

U OBO j€ TPaKEHO peIlee.

4.2 H3pauyHaBame TPaHUYHE BPETHOCTU OIpe-
benor musa

[Ipob6aem rpanuvyne BpeaHOCTU HU3A

N | =
A~ o] =
ool ~[o | | wofpo | =
;e i co‘oo\ <o i | sl |

15
16
nocrasuo je Bync y [25], n ucnocraBuiio ce ma mocMaTpaHW HU3 UMa TECHY

Be3y ca Tye—MopcoBoM peun. Y OBOM MOTJIABLY OaBUNEMO Ce PeraBameM
HaBeneHor npoGaema. Ocnamamo ce Ha panose [1] u [24].
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IIpBO HOKyMmAajMO MATEMATUUYKMA IPENU3HMUje [a 3aIuIIeMO JAaTH HU3.
OsraunMo nmocMarpanu Hu3 €a (Sy,)n>0. OHIA je meros ommTy 4ial 0Gauka

~‘[\D\P—‘

2?’7,
2" 41
2n +2

Snp —

2n+1

3anumrMo 4jIaHOBe HM3a y jeIHOCTABHU]EM OOJIUKY:

1-41-4-6-71-4-6-7-10-11-13-15

’2.372-3-5-872-3-5-8-9-12-14-16 """

DO =

Cana MOKEeMO 3aKbYyYNTH Aa ce 1 U 2 yBeK jaBibajy ca CyHPOTHUX CTPaHA
pasyiioMadke npre, 3aTuM ce 3 u 4 jaBibajy y OOPDHYTOM pacIopeny y Ol-
HOoCcy Ha mux. Hapenna yetupu 6poja cy pacnopebena obpuyTo ox 1,2, 3,4,
urn. dakmge, ako 3HAMO Ie y OZHOCY Ha PAa3jOMadYKy IPTY CTOje OpojeBu
1,2,...,2" omna 2" 4+ 1 une ca cynpoTHe cTpaHe y onHocy Ha 1, 2" +2 une
ca CympOTHE CTpaHe y OJHOCY Ha 2, 1 Tako 10 Kpaja, 2"7! ume ca cynmporne
crpane y omaocy Ha 2". Hanpasumo uu3 man {0,1} takas na je k-tu unan
0 ako je k wm3Hanm paszsioMmauke Upre, a 1 ako je k MCIOA Pa3IOMAYKe IPTe
y 3anucy Husa (Sp)n>0, 38 k € N, onna Taj HU3 HoUYnbE ca

07171707]"070717170’07170717]"07'"

mro je ynpaBo Tye-Mopcos mu3z. U3 nedunumnuje Tye-MopcoBor Hu3a
u3 TeopeMe 2.4 U U3 3aKbYUKA KOJU CMO M3BEJIM O TOME KaKO ce OpojeBu
IOCTaBJbAjy Y OAHOCY HA PA3JIOMadKy LpPTy ciemu ciexneha, ¢popmanzuja
nepmHUNVja HU3A.

4.8. Heduuaunmja. Onwmu wiar Huse (Sp)n>0 je 00auKa

2n+1

Sp = H (k+1)0™,

k=0
20e je (ti)k>0 Tye—Mopcos wu3.

Ila bucMo m3padyHaJM TPAHUYHY BPEAHOCT HMU3a, Ouhe mam moTrpeban
jom jeman oOJMUMK ommTer uigaHa Hu3a. Hawmme, ako UnaHOBe HM3A MOCMAa-
Tpano y caenehem obnuky:

0 1 18 15
9 12 14 16"

Q| W~
Wl =~
ol &

7
8

el IEN
DN | =

Q| W~
all o

DN | =
N —

1
9’
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u uMmajyhu y BuAy TPETXOIHE 3aKBbydKe jACHO je Ha Ce CBAKU PA3JIOMAaK
2k +1
2k + 2

(1)
y 4IaHOBMMA HM3a jaBiba y ODJIUKY ( ) , 3a cee k > 0. Crora,
jacuo je cmenehe tBpheme.
4.9. Jlema. Onwmu waar 1u3a (Sp)n>0 je 0bauKa
Qﬁl 2k + 1\ D"

S = —_—

to L\ 2k + 2 ’
20e je (ti)k>0 Tye—Mopcos nu3.
4.10. Teopema. I'panuuna epednocm Husa (Sp)n>0 je

oo o0 (—1)t*
[T+ =] 2k +1 _ V2
o 2k +2 2

k=0

Iloka3. O3HauuHO rpaHUIly HU3A Ca
_ 1)tk
2% +1\ Y
S = H .
2k + 2
I[IpBOo mokaskmMMO na HABEOEHW NPOU3BOJ HOCTOjU, Tj. O& HU3 IAPIN]jaJi-

HUX Ipou3BoAa (S,)n>0 KOHBeprupa. AKO Ha Hmera IPUMEHUMO JIOTaPUTAM,
npousBon he mpehwu y cymy

2k 1\ Y 2k + 1\ V"
log(S")_log<H<2k+2> ) Zl (<2k+2> )

k=0
. 2k +1 - 2k +2—1
o (250 < S (1221)
= 2k + 2 = 2k +2
= zn:(—l)t"‘ log (1 — SELINS B zn:(—l)t’“ —log | 1— 1 .
P 2k +2 = 2k +2

Cana mo IupuxiaeoBOM KPUTEPHUjYyMy, MOIMITO je HU3 NAPIUjaJTHUX CYMa

| > h_o(—1)"*| orparmyen u mn3 —log (1 — rkouseprupa ka 0 (jep

1
2k + 2
omana 1 HU3 1 — ——— KOHBeprupa Ka 1), cienu na je mocMaTpaHU JIoTa-

2k 42

PUTMOBAHM HU3 MAaPIUjaJHUX IPOU3BOLA KOHBEPTEHTAH. 1UMe CMO IMOKa-
3aJI1 18 MOCTOjU U DECKOHAUYHU IMPOU3BOMA S. Y Beaumo noMohHu mpousBom

(~1)t
- 1;[ (2k+1) '
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CunuyHo Kao 1 3a S M OH MOCTOjU, Tj. FHENOB HU3 MAPIW]ATHUX TPOU3BOIA
(Rn)n>0 KOHBEPrUpa, jep Kana ra JOrapUTMyjeMO UMAaMO

log(Ry) = log (kli[l <2k2i 1>(_1)%> = zn:(_lw log (2k2~k+ 1)

k=1

- zn:(_nfk log (1 - %1“> = - En:(—l)“ ( —log (1 - %1+1)>

k=1 k=1

a oBaj HuU3 KOHBeprupa no lupuxsneoBom kpurepujymy. Cana, HAIpaBUMO

MIPOU3BOI
RoG_ 10_0[ 2% (=1)t . lo_o[ 2% + 1 (=1)t
S 2%k +1 i \2k+2
B 10_0[ 2% (1)t IO_OI 2%k +1 (1)t }
B 2k +1 2k + 2 2
71 00 < o )(1)% - } 10_0[( k >(1)tk
2k:1 2k + 2 2k:1 k+1

Y HaCTaBKY, IPOU3BOJ R - S moxeMo oa paS,Z[BOjI/IMO Ha IIapHE U HeIllapHe
YJIaHOBE 1 MMaMO

00 (71)”k oo (=126 oo (—1)t2k+1
1 k 2k + 1
R'S_zkll(lwrl) H(2k+1) 'kl:[()<2k+2> '

Kopucrehu us mnepunumuje 2.1 na je top = tg U tops1 = b ciemu ga je

sl —D™ ﬁ 2% +1\
2k:—|—1 1\ 2k +2

(52 > ﬁ((;ﬁ;)”

1)tk+1

R-S=

’.:1

ES
Il
—

iy

f>1

Il
N
bl
[fam
[\~
w

£
Il
-
L

—3
(Q/-\
[}
o
=+ | =
—
\_/
C
=
7N
=~
g::]S
7N
N N
El IS
+ |+
[N
"
T
=
kol
"
L

N = DN =
=

. 1 . .
N3 jemnaroctu R- S = 3 R-S~! momro je R # 0, cnemn ma je
§? =
23
oJaKJe je, momTo je S MO3UTUBHO, KOHAYHO

V2

527,
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mTo je m Tpebayio MOKA3aTH. a

4.3 ¢-pa3Boju

Y oBOM mormaBmby GAaBUMO Ce€ T3B. g-pa3BojuMa (YecTo ce KOPUCTU U
TepPMUH [S-Pa3Boju), OLHOCHO IPEACTABHAKBEM PEalHUX OpojeBa y Heleso-
Opojuum Gazama. ButHa pasnauka namehy OBaKBUX U KIaCUYHUX [1EI00PO]-
HUX pa3Boja je mTo Opoj HEe MOpa MMATHU jeAUHCTBEH ¢-pa3Boj. Ila Gucmo
noka3aau Be3y ca Tye—MopcoBom peuwm, buhe moTpeOHO TPBO MOKA3ATHU
JyeTupu MOMONHE JieMe U jeIHy TeOpeMy Kao BUXOBY mnociemuiy. Ty kopu-
ctrmo u3Bop [9]. 3arum kopuctrMmo [15] 1 moka3yjemMo jom TpuU ieme, Kao
u TeopeMmy Koja omatie ciaenu. Hakox Tora m3pommmo onpebenn 3akipydak
o TpaskeHnoj Besu uzMmebhy [-passoja u Tye—Mopcose peun. Kopuctumo u
n3sop [1].

4.11. Hedpunurnuja. Heka je dam peanar 6poj q € (1,2]. g-passojem bpoja x
308EMO CBAKO NPEOCMABAHABE T 00AUKA

x = Zsiq_i, g; €{0,1}. (4.2)
i=1

Osaj paseoj kpahe sanucyjemo ca (g;)i>1-
4.12. Hamowmesne.

1. Kana raskeMo ¢-pa3Boj U HE HArJACKMO KOT OpoOja T, OHJA Ce MoIapa-
3yMeBa Ia je TO pa3Boj 6poja 1, Tj. ¢-pa3Boj je

1= Zsiq*i, g; €{0,1}.
i=1

2. ®opmyna 3a cymMy reOMETPHUjCKOT perna je

> 1
i—i

Crora je
o0 o0
. 1 1 q
—i 71’L: — _
q
OJaKJe je
o0
i=1 ¢—1 ¢—1

Nmajyhu y Buny jemmauuny (4.2), caemu ma je g-passoj moryh 3a
1
OpojeBe x € [0, —.
q—1
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4.13. IIpumepmn.

1. 3a mpoussomno ¢ € (1,2] m £ = 0 je yBeK jeMUHCTBEH ¢-pPa3BOj, CBU

EiZOZ
0=> 0-q7".
i=1

2. 3aqg=2unx=1je

1i2iil.2i,

omHOCHO €; = 1 3a CBe 7, 1 OBO je OUUTJIETHO jeAuHU 2-pa3Boj Opoja
1.

4.14. HanmomeHa. Bunenu cmMo y TpeTxomZHOM MpUMEPY ma 3a ¢ = 2 TO-
cToju camo jemaH 2-pa3Boj Opoja 1, aju OPpUPOTHO je OUEKUBATU A CE 3a
cBe ocrate q € (1,2) mosxke maliu Bume pasmuuutux ¢-passoja Gpoja 1 jep
MOKEMO [1a, UCKJLYUUMO GECKOHAUHO MHOTO (hakTopa ¢ ' a Ja OCTaTak OIeT
6yme sehnu on 1. Ilokazamo je ma 3a ckopo cse q € (1,2) mocroju 2% pas-
TUUUTHX ¢-pa3Boja 6poja 1, amm y pamy [10] mokaszano je ma mocroju um 280
OHUX 3a KOje IOCTOjU jeauHCTBEH g-pa3Boj. Mu hemo ce y oBOM morsasimby
baButu G6am TtakBuMm. OnapenuiieMo HajMame ¢ TAKBO 1a je ¢-pa3Boj Opoja
1 jenuHCTBEH.

1
4.15. Hepuaunmja. 3a q € (1,2) u x € [O, J paseoj
q—

(o)
T = Zsiq*i, g; € {0,1}
i=1

Ha3usaMo

1. jaxu q-paseoj 6poja x axo 3a cee n € N gaxmcu

o 1, axo Y, ,eiq " +q " <,
" 0, axo >, ,€q " +q ">

2. caabu q-paszeoj bpoja T axo 3a ceen € N gaxncu

e — O’ axo Zi<n eiq_i + Zi>n q_i Z €T,
n — . o
1, axo ZKneiq ’+Zi>nq t< o,

4.16. Hamomene.
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1. Y3 medwmuumnuje 1.22 3HaAMO JEKCHUKOrpadCKU IMOPENAK HA PeUYnMa, a
passoj (&;);>1 ce MOke riemaru u kao ped Han azbykom {0,1}. Crora,
3a UKCUPAHO ¢, MOXKE CE€ yBECTH JIEKCUKOTpadCcky mopenak mehy pas-
JIMYUTUM @-pa3BojuMa Opoja x ca

(ei)i>1 < (€})i>1 arro (Im € N)(Vi <m)(e; =€} Nem < el,),
rae cy (&;)i>1 u (€;)i>1 mBa g-pasBoja Gpoja x.

2. N3 nmedunmnuja ce IaxKo BUAM Oa Ce KOX jaKOr pa3Boja bupa g; = 1
Kagm rof je To moryhe, a xKox ciaabor ce 6upa €; = 1 camMo Kax je TO
HeonxonHo. V3 Tor passora, Kama mocMaTrpamo CBe g-pa3Boje Opoja
T 3a QUKCUpaHe ¢ U T CJIenu Aa Cy jaku u ciadbu pa3soj HajBehu u
HajMamU pa3Boj, peIoM y JecukorpadckoMm noperky. Onartie MOKeMO
3aK/LYYUTHU IA j€ ¢-pa3Boj Opoja T jeIMHCTBEH aKKO Ce jaKu u ciaabu
pa3BOj IOKJIAIajy.

1
4.17. Jlema. Hexa cy q € (1,2), z € {0, 1] u
q—

x = Zsiq_i, g; € {0,1}, (4.3)
i=1

NPoU3BONHAH -pa3eoj bpoja .

1. (4.3) je jaxu paseoj axxo

(VneN)(e,=0 = ianﬂq*i <1). (4.4)

i=1

2. (4.3) je caabu paseoj axko

(WneN) (e, =1 = Y (1—cni)g ' <1). (4.5)
i=1
ITokas.
1. Oba cmepa morasyjeMoO KOHTPAIIO3UIIN]OM.
(=) Hera nocroju ng € N rakso na ycuos (4.4) ue Basgkn. Onga je

o

—i -1 -2
E Enotid " = Eng41q  FEng42q - >1, m
=1

oo
T = Zsiq_i = 51q_1 + 52(]‘2 +...
i=1

—e1g  eaq 2 Eng @™+ ngr1q” 0D + ep g 0D 4

=e1q P teag P A+ 0T " (pgr1q  F Engr2q 2 Hl)
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3aruM, TOmMTO je o3HaueHu neo Behw wawu jemnak onx 1, mocToju HOBU
pasBoj TakaB na je €; = ¢;3a 1 € {1,...,ng—1} m e, =1, koju je onza
0 Ne(PUHUCAHOM JICKCUKOTPA(CKOM MOPETKY U3 MPETXOIHE HAIIOMEHE
Behn ox (g;);>1. CaMuM TuM He MOke OUTH jaKu Pas3Boj, jep OX mera
noctoju Behm.

(<) Cana npernocrasumo zna (g;);>1 Huje jaku passoj. Ouma mocroju
pa3soj (});>1 koju je Behu on mera, OMHOCHO IO NE(PUHUIM]YU TOCTOJU
no € N TakBo na je

gi=¢l, 3ai<ng, €n, =0, &, =1.

no

Tana je

oo
T = Zsiq_i =e1q ot Eng—1q T 40 g7 + gy p1gm MY L
i=1

(o)
p= Y el =g e, T g e g
=1

IlomTo cy nmpBux ng — 1 rkoedurnujenara jenHaxu, cienu IOa je

0-7" +€ngp1q” ™HD 4. =1-q7"0 el g M) L

0o o
Z 87Lo+iq7(n0+1) = qino + Z 8/7Lo+iq7(n0+Z)’
=1 =1

oo o0
e A L L
=1 =1
N3 IIOCJJaEe e jeI[HaKOCTI/I cJiieamn
o
T Eneiq =g ",
i=1

omakie, MHO)kehu Hejemnaroct ca ¢"° > 0, caemu

o0
Z &—’I’LoJrZ‘q_Z Z 1?
i=1

a Beh 3Hamo ma je €,, = 0, ma nmamo Heranujy ycaosa (4.4).

2. Torazahiemo ma je (4.3) camabu passoj Gpoja x akko je

o0

1 —i
ﬁ*xzz(1*5i)q

i=1

jaxku pa3Boj Opoja — . (€;)i>1 je cnabu pa3soj Gpoja T akko

-1

o 0, ako Y, ,&q "+ > 0,0 " >,
n = . .
1, ako ), _,€q " +> ,,q " <z
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OBO je eKBUBAJIEHTHO Ca

T Zi<n Eiq:: 2o q:: = (4.6)
0, awo Y . &q '+ ;u,q " <.
Ilaibe pasioKUMO YCIOB
e =Y ¢t >a / ~(—1);
<n i>n
=Y et =) gt <
<n i>n
RO EDWEE
1 _ q . ? 2 —_ 1 _ q )
1<n >n
- 1
ITEED DTRE AT
i=1 i<n i>n q
; 1
d(l—e)g'+qg "< -
, 1—gq
<<n
Iame MoxkeMO 3akbydnuTy 1a je (4.6) eKBUBAJEHTHO ca
) 1
17 aKO Zl<n(1 - <C:i)q_l + q—n S 17 -,
l—¢, = ) I 4 (4-7)
0, awo Y, ,(1—&)g " +q "> T4 x.

Cana o mepuuMIMju jakor pas3Boja u u3 exkBusaJsienuuje (4.7) je (1—
1

— I, YIMe CMO IIOKA3aJId €KBUBAJIEHIIN]Y

€;)i>1 JAKH pasBoj 3a .

Kojy cMmo Tpaskuiu. llakne, (g;);>1 je cinabu pa3sBoj 3a x akko je (1 —
1

€;)i>1 jaku pas3soj 3a 1 — &, WTO je Mo 1. eKBUBAJIEHTHO Ca

(neN)(1-e,=0 = > (1-cn)g ' <1),
i=1
mITO je majbeé €KBUBAJIEHTHO Ca
(VneN)(en=1 = Y (I-enpi)g ' <1),
i=1

a TO je m TpebaJio MOKa3aTH. a

1
4.18. Jlema. Hexa cy g € (1,2), z € [1, 1] U
q-—

T = Zsiq*i, g; € {0,1}, (4.8)
i=1
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nPouU3BONHaH -paszsoj bpoja x.
1. Axo je (4.8) jaxu passoj, onda
(Vn eN)(e, =0 = (gnti)i>1 < (€1)i>1)- (4.9)
2. Axo je (4.8) jeduncmeen paseoj, onda samnce ycaos (4.9) u

(Vn € N)(En =1 = (1 — 5n+i)i21 < (81')1'21). (410)

Hoxkas. IIpe csera, HarmacuMo na (£,44);>1 He Mopa OuTH ¢-pa3soj Gpoja
z. OBHme ce HejeAHAKOCTU ONHOCE HA yOOUYAjeHU JIEKCUKOIPAPCKU IMOPENAK
Ha peunma HaX a3bykom {0,1}.

1. IIpermocraBuMO CympoOTHO, Aa yciaoB (4.9) Huje NCHyHmeH 3a HEKO M.
Tana je e, =0 1 (Epg4i)i>1 > (€i)i>1. VI3 meme 4.17 cnenn na je

o]

Zenoﬂ-q*z < 1.

i=1
Pazmukyjemo mBa ciyuaja:

o (eng+i)i>1 = (&:)i>1: Tanma je

o0 o0
1<e=) eq ' =) enrig ' <1,
=1 i=1

IMTO je OUUIJIENHO KOHTPAIUKIN]a.

o (eng+i)i>1 > (€i)i>1: Tama mo meduHUNUjK JIEKCUKOTPa(CKOr LIO-
peTKa “MMaMo

(Fk € N)(Vi < k)(eng+i = €i A €ngrk = L A = 0).

3ato Basku cienche

o
—3 —k —3 —k —1
E €iq ' +q "= E Eno+id "t Engrkd " < E Engtiq <1<,
i<k i<k =1

IMTO MO Ae(UHUIM]U jaKOr pa3Boja MMILUIMIUPA na je € = 1, a
TO je KOHTPAAUKIMja Ca MPETIOCTABKOM.

2. Tlomro je pa3BOj jeAMHCTBEH, OH MOpa OUTU jemHAK jAKOM U CIaboM
pas3Bojy, ma mo 1. Basxku ycnos (4.9). IlpermocraBuMo na He Basku
ycaos (4.10), onzocHo na 3a Hero ng € Nje e,y =1 u (1 —€p44)i>1 >
(€i)i>1. Perum cmo Beh ma je (¢;);>1 1 caabu pas3soj, ma mo itemu 4.17
je

o0
Z(l - Eno+i)q_Z <L
i=1

IlonoBO pas3aukyjeMo mBa ciaydaja:
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o (1 —epyti)i>1 = (€i)i>1: Tana

oo

o0
1<a=) e =) (I-en)s <1,
i=1 i=1
ITO je KOHTPAaAUKIN]ja.

o (1 —engti)i>1 > (€i)i>1: Onma mo medpuHUNAjE IMAMO
(Fk € N)(Vi < k)(1 — engri = £ A1 — engar = 1 A g = 0).

Cagna MoxeMO u3BecTu cienehu Hu3 HejeIHAKOCTU

doag  Ha =) (1—enri)a " + (1 —engrr)g
i<k i<k

o0
<Y (A =engri)g ' <1<,
i=1
KOje IO Ne(pUHUNIN]M jaKOT Pa3BOja UMILUIMIUPAJY € = 1 mTo je
KOHTpamukImja jep Beh nmamo g = 0. O

1
4.19. Jlema. Hexa cy q € (1,2), x € [0,1], y € [O, ql] u (&i)i>1, (0i)i>1
q-passoju 3a T u Y, peoom, maxeu 0a je

(VTL S N)(dn =0 = (5n+i)i21 < (5@))1‘21. (411)

Tada axo je paszeoj 3a © Oeckonauan (UMa HECKOHAUYHO MHOZ0 JEOUHUYA), UAL
aKo je paseoj 3a Yy KOHaUaH (UMG KOKAWHO MHO20 jedunuya), onda je (0;)i>1
jaxu paseoj 3a y.

Hoxka3. Ilo nemu 4.17 mOBOBHO je & TPOBEPUMO EKBUBAJIEHTAH YCJIOB
(4.4). Onabepumo npousBosbHO ng € N Takso na je d,, = 0. Tpeba mo-
Ka3aTu na je

> Oneriq < 1. (4.12)
=1

Hepuummemo nomohuu Hu3 (ng)ir>0: no Beh mmamo omabpano, a ocrale
YJIaHOBE OEe(PUHUIIEMO UHAYKTUBHO: aKO j€ IO3HATO Nk U 6,, = 0, IO yCioBy
(4.11) je (dpyti)i>1 < (€4)i>1, WTO 3HAUM Oa MOCTOjU IpUpOLaH Gpoj m
TakaB Ja je

Onpti =Eiy 3815 <M U Opyym =0, €y =1,

U Tana 3a Ng41 OUpamMo
Nkg+1 = Nk + M.
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3a oBako m3abpaHy wUTepanujy Hu3a UMaMO

NEk41 m m—1
> 6a7 =q S =q () Gnpeg 0™
j=1+nk t=1 t=1

m—1
— q—nk(z th—t + q—m _ q—m)
t=1

m
=q¢ ™ aqt—q™
t=1

<q M(z—q ™)
<qg ™(l-q™)
=q ™ — q—(nk+m)
=q "t —q "
Axo je pasBoj 3a r OeckoHaUaH, OHIA j€ MPETXOAHA HEje IHAKOCT CTPUKTHA,

jep je mpBa HejemIHAKOCT y HU3Y M3HAI CTPpUKTHA. [[oKaskuMoO cazna Hejem-
Hakoct (4.12). Pasmsojuhemo cayuajese.

e Ako je pa3Boj 3a r GeckoHauaH, OHIA je
o0 oo
Z Ono+id " =¢q" Z Ongiq~ "0t
i=1 i=1

o0
=q" Z Siq~

i=no+1
o0 NE+1
S
k=0 j=14ny
oo
<q"™ ) (g™ —q ")
k=0
=q¢"q¢ " =1

e Ako je pa3Boj 3a y KOHAUaH, OHINA y KOHCTPYUCAHOM HMU3Y IIOCTOjU
4JaH Ns TAKAB Oa je 3a cBe i > ng curypuo §; = 0. Cana je, cauyuo
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IPETXOMHOM CJIy4Yajy,
(o] (o]
D Onerid =a" D g
i=1 i=no+1
Ns
=q" Z dig*
1=ngo+1
s—1 MNk+4+1
S S
k=0 j=14n
s—1
< S g
k=0
=q" (¢ " —q )
=1—¢qg" " < 1.
OBuUM CMO TIOKa3aJu eKBUBAJIEHTAH yCJOB 3a jaKu PasBoj 6poja y. O
4.20. Jlema. Hexa cy q € (1,2), v € [0,1], u (&:)i>1 ¢-passoj 3a x.
1. Axo je ucnymwen ycaos (4.9), onda je (g;)i>1 jaxu paseoj.
2. Axo je ucnymwen ycaos (4.10), onoa je (€;);>1 caabu passoj.
Iloxkas.
1. Heduuummmo y := z u §; = ¢; 3a ¢ € N. Ouga cy oba paszsBoja uc-

TOBPEMEHO WJIM KOHAYHA, WM OeckoHauHa, a ycuaoB (4.9) je yupaso
naje ycaos u3 geMe 4.19, ma mo moj caenu na je (§;)i>1 = (€;)i>1 jarn

pasBoj.

2. Axo je x = 0, pa3Boj je jeAMHCTBEH, a CAMMM TUM M jeIHAK CJIabOM
passojy. Axo je z € (0,1], orna pa3soj (&;);>1 MOpa OuTH GeCKOHAYAH.
Axo mpermnocTraBuMO CYIPOTHO, & j€ KOHadaH, Tj. ga mocroju j € N
TaKBO & Cy CBH €;4; = 0 u ¢; = 1 (me mory cBu 6utu 0 jep je z > 0),

onna 6u mo ycaosy (4.10) mopaio

(1 —¢ej14)i>1 < (€i)i>1s

amu (1 —ej44)i>1 je HU3 y KOMe je CBakM 4WiaH jeiHAK 1, ma je He-
jemHAKOCT M3HAA KOHTpamuknuja. lakie pa3Boj 3a x je OeCKOHAUAH.

N3zabepumo pas3Boj (6;)i>1 = (1 —&;)i>1 32

oo

v=3 a =Y e =
=1

i=1
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Jacuo, tama, momro z € (0,1],

S S U WU TS A
Yol 1) T le-vg—1) T g1

na je cse nobpo mepunucano. Cana us ycaosa (4.10) u medpununuje
(0;)i>1 cnemu ma cy ucnymenu ycuosu jgeMme 4.19 u mo m0j je (6;)i>1
jaru pasBoj 3a y. Y mokasy apyror mena jeme 4.17 mokazasu cMO na
je oHIa TO eKBUBAJEHTHO C TUM Ha je (&;);>1 crabu pa3soj 3a x. O

4.21. Teopema. Hexa je q € (1,2) npouszsonho u (€;);>1 q-paseoj bpoja 1.
1. (g4)i>1 je jaxu paseoj b6poja 1 axko eaxmcu ycaos (4.9).
2. (€;)i>1 je jeduncmaen passoj bpoja 1 axko eagxce ycaosy (4.9) u (4.10).
Ilokas.

(=) Cnemu u3s npsor nena neme 4.18 3a z = 1.
(<) Cnenn u3 npsor nena seme 4.20 3a x = 1.

1.

2. (=) To je mpyru neo seme 4.18 3a = = 1.
(«<=) Ilo npeom geny neme 4.20 je (g;)i>1 jaku pas3Boj, a IO APYrOM
mesiy ucte je To caabu pas3soj. OHma ce jaku u ciaabu pasBo] MOKJIa-
najy, na je pa3Boj jeIUHCTBEH. O

4.22. Hepumuaunuja. Huz (g;);>1 HA3UBAMO NPUTEAMADUE HU3 GKO 8ANCE CAE-
deha dsa ycaosa:

1. ("neN)(e, =0 = ept16n42 - <€162...),
2. (VneN)(e, =1 = Epi18nt2 - <€182...),
20e ce nopedak 00HOCU Ha Aekcukozpafcry nopedar.

IIpumeruMo ma Cy ycCIOBM 3a OPUXBATHBUB HU3 yuapaBo yciaosu (4.9) u
(4.10) 3a g-pa3sBoje.

4.23. Tlocnemuma. Axo ce 3a q-paszgoj 6poja 1 ysuma jaxu passoj, onda no-
cmoju cmpozo pacmyha bujexyuja usmely bpojesa q € (1,2) 3a xoje nocmoju
jeodurcmeen q-passoj u npur8amMpUBULT HU30EA.

Ioxa3. Bujekmnuja je jacua u3 teopeme 4.21. Jom Tpeba mokasatu na je u
crporo pacryha. Heka je g1 < g2 3a Heke ¢1,¢2 € (1,2), u HEKa Cy BUXOBU
jemuucTBeHM passoju 6poja 1 HuzoBU (g;);>1 u (€))i>1 (TO cy yjemno u
jaku passoju u Bake yciosu (4.9) u (4.10)). Tanga ako IPETHOCTABUMO
cynporHo, na je (€;);>1 > (£});>1 (Hucy jemmaru jep Oum omza ¢ = ¢2), OHIA
noctoju n € N rakBo na je

VieN)(i<n = egi=¢))A(en=1A¢], =0).
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ITo medpunMnMju jakor pa3Boja je oHIA

en=1<= > &g +q" <1,

i<n
e, =0 < Zagq5i+q5”> 1.
i<n
Iakie,

Doad i Fat <1< eyt + 4
i<n i<n

U TIOMITO je Y . . €iqy ' =D, ,€iGs (MCTH Cy KOedUIujeHTn), cieau na je

" <q"
mTO je KOHTPpaIuKIuja ca q1 < ¢a. O

4.24. Jlema. Jegunuwumo nuz (0;);>1 nad cxynom {0,1} pexypsueno ca:
01 =1wu3an>0 uaseh dedunucane d1,...,0n je

52n+k:1—6k, 3a1§k‘<2n7
62n+1 == 1
Taoa je (0;)i>1 = (ti)i>1, 20e je (t;)i>0 Tye—Mopcoe nus.

Hoxkas. loneduunmumo Hu3 (J;);>1 ca 0o = 0 U DOKWKUMO Ha je TO OHIA
bam Tye-Mopcos uHus. Hedpunnmmmo peyn

AQk = (50(51 e .52k,1, 3a k > O7

u Ay = 0. Kopucrumo nedpuaunujy Tye—Mopcose peuu u3z teopeme 2.4.
Baxu na je Ay =Ty = 0. Ilokasyjemo na je 3a ce k>0

A2k+1 = AQkAQk.
Kopucrehn neduunnujy musa (d;);>0, BAKM

Agier = 6081+ On 10980k 4100k 43 - - Sabn 1
= G081+ D10 B 1O O 2h 1)
=081 By 1(1 = 51) (1= 63) . (1= 6 y)
=001 ...09_1001 ... 0gr_1
= 0001 - 0gx 10001 - - Ogr_y
= Agr Age.

Cana mo teopemu 2.4 je (6;)i>1 = (ti)i>1- O
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4.25. Jlema. Hus (0;);>1 Oedunucan y npemroonoj nemu je npuseamous Hus.

Ilokas. Y mpeTxomHOj JeMu cMO IoKa3aJuu 1a je To y crBapu Tye-Mopcos
Hu3 6e3 mpsor unana. Crora, mo Teopemu 2.3 cienu, ako je 6poj k > 1
3ammcaH y 6a3m 2 ca k = ;2 + -+ + o, onma je

5 — 0, axro sa(k) =a;+---+ ap napan 6poj;
b 1, ako so(k) =y + -+ ap Hemapan Gpoj.

ITorazyjemo mo meduuunuju na je Hu3 (0;);>1 npuxsarius. Tpeba norasarn
oba yciuosa u3 ngedurmnuje 4.22.

1. Heka je 0y = 0 3a meko k € N. Ilo pasmarpamy u3Hanm ce ouga k
pasnaxke y 6a3u 2 kKao k = 2!+ - -+ 1 36up s2(k) = ap+--+ag > 2
je mapan 6poj (ue moske 6utu 0 jep 6u omma mopasio k=0, a k> 1).
3aTo cy Oap mBa koeduirjeHTa y pa3Bojy k jennaka 1, u Moxe ce 3a
Hexke m > n > (0 3anucaru

k=2m+2"44 0<j<2m

Axo je j # 0, pasBoj 3a 6poj j y 6a3u 2 Ttakohe uma nmapHO MHOTO je-
muHUNa (3a ABe Mame on 6poja k), na je curypuo §; = 0. ITokazahemo
na Basku cieneha HejemHAKOCT

Okt10k+2 -+ < 6jy10j42... (4.13)
Paznsojumo cayuajese:
e m=n+1: Taga 3a 0 <i< 2"t — j pamm
j<j+i<2ontt
na 6pojesu so(j + i) u s2(2" T + 2" + j + i) mMopajy GuTu ucte
naprocTu. 1o je 3aTo mTO y pa3Bojy j + ¢ y 6a3u 2 nHajBehm

darTop Moske Outu 2". Ako OH UMa Taj PaKToOp, oHma j+i = 2"+t
u

$o(2" T 42" 4 j+i) = 59(2" T 42" 427 +1) = 59272 4t) = sa(j+i),
a axKo oH HeMa (axTop 2", oHza je
5(2" T 12" 4 i) = so(f + i) + 2.
Omnpa ce yako 3akpydyje na je
Okti = Ogntiponyjyi = 0j4i,
3acBe 0<i< 2"l — 4 3ai=2""—jje
Okgi = Oont1pongjyont1_j = Ognt2gon = 0 < 1 = dgnt1 = 0j4on+1_.

Hakme y nejenmaroctu (4.13) mpeux 27! —(j—1) caosa cy ucra,
na Ha ciaenehem ciaoBy mmamo 0 < 1 u mesna HejeTHAKOCT BarKW.
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e m >n-+1: Onna canuno 3a 0 <i < 2" —j je
j<j+i<2"

u y pasBojy j + iy 6asu 2 Hajselin parrop Moxe Gurm 2" ma
je
522"+ 2"+ 4 i) =s2(j +17) +2,

Tj. OHU Cy MCTE MAPHOCTU. 3aTO OHIA CIEIU Ia je
Okyi = Oamyonyjis = Oj4i,
3a cBe 0 <7< 2" —j. Ako je i = 2" — j ongma
Okti = Oamyonyjyon_j = Ogmygnt1 =0 < 1 =0don = djq0n_j = 4.

Inenamo mejemuaroct (4.13), npsux 2" — (j — 1) caosa cy ucra,
a Ha caenehem je 0 < 1 u HEejeIHAKOCT MOHOBO BaKWU.

Cana, cBe 1ok je j # 0 3HaMo na je §; = 0, ma ce UCTU OBaj MOCTYIAK
MOKE IOHOBUTH U U3BecTU Hejequaroct (4.13), y3eBmu 3a HOBO k Garm
j. Tume ce HemuuOBHO Mopa nohwu no j = 0 (y meroBoM pasBojy y
6a3u 2 ce CBAKM IyT CMamyjy IO ABE jeAWHULE), & TUME M 10 HU3a
HejeTHAKOCTU

Ok410k42 -+ < 0jy10j40- - < -+ <0102 ..
mITO je yIpaBO OHO IITO HaM U Tpeba.

2. Hexka je cagma 0y = 1. Onga je so(k) > 1 Henapan 6poj. Crora 3a HEKO
n > 0 MOKeMO 3alucaTu

k=2"+3j rmeje0<j<2"

Ako je j # 0, onma je s2(j) = s2(k) — 1 u To je mapanm Gpoj, ma je
0; = 0. Cana xohemo na moramemo

Ok+10k42 -+ < dj410542 ... (4.14)
Bal0<i<2™—3jje
j<j+i<2m
U y pa3Bojy j +i ce jaBiba HajBume cTemeH 2" ! u Baxm

so(k+1i)=s202" +j+4) =s2(j +1i)+ 1,

mro 3Hauu na cy Sa(k +¢) u so(j + 4) pasmmuure napuoctu. Crora
3akpyuyjeMo na 3a 0 < ¢ < 2" — j BaKu

Ok4i = 0j4-
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3ai=2"—7jje

5k+i = 62n+j+2n_j = 62n+1 =1=0<1= 6271 = 5j+2n_j = 5]'-1—1"

Cana cy y mejemnaxoctu (4.14) mpsux 2" — (j — 1) cnosa jennaxa, a
Ha mapemaoMm je 0 < 1, ma je mejemmakoct Ttauna. Ako je j # 0, omga
je §; =0, ma Baxkm cBe m3BeneHo y 1. m

(5j+1(5j+2 s <0102 .

u ouza koMmbunyjyhu o ca (4.14) mmamo TpaskeHo. Ykoauko je Beh
j =0, ouna je (4.14) ynpaso Apyru ycioB 3a IPUXBATHLABOCT HU3a.

4.26. Jlema. Pew dobujena 00 npureammueoe wu3za (€;)i>1 He MOACE NOYU-
wamu oaokom obauxa X X xoju ce saepuwsasa ca 0.

Ilokas. [IpernocraBuMO CympOTHO, & IOCTOjU TaKaB IPUXBATIHUB HU3 U
na je pea X =€, ...¢. Ilomro ce X 3aBpmana ca 0, Mopa €, = 1 u 95, = 0.
ITorkazahemo ma je onma peu koja ce nobuja on Hu3a (€;);>1 NEPUOIUYUHA U
na joj je mepuon X X. IIpermocTaBuMo na Ta ped mouuse ca n > 1 6iokoBa
XX u o3naunmo crenehn 6sok myxume k ca Y. Iakme, Ta ped je obiauka

XXXX...XXY ...

ITomro je e, = 1 (kpaj mpBor Gmo0ka X ), MOKEMO NPUMEHUTH IPYTO Ipa-
BuJIO m3 nedpurunmje 4.22. Mopa na Baxu

XXX...XXY...<XXXX..XXY...
= XXX..XXY..<XXXX..XXY...
— Y <X
= X <Y (4.15)
Cana npuMennmo npso npaswio u3 gepuannmje 4.22 3a e, = 0 (kpaj npBor
X Guoka). Basku
XX...XXY - < XXXX..XXY...
Opnarie ciaemu na je
Y < X. (4.16)

Cana u3 Hejemnarkoctu (4.15) u (4.16) caemu na je Y = X.
IIpernocraBumo caga na ped mobujeHa on Huza (g;);>1 moumme ca n > 1
6mokoBa XX u ma je caemehn 6ok XY rme je Y mymxwmue k. Iaxme, ped
je obsnuka

XXXX...XXXY ...
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[ToroBO mO aApyroM yciaoBy nepuHMNMje TPUXBATHUBOL HU3A U3 € = 1
cirenu ma je

XXX.. . XXXY.. <XXXX..XXXY...
Cpebyjyhu meBy crpaHy TO je €eKBUBaJIEHTHO Ca
XXX... XXXY - < XXXX..XXXY...
¥ OJaTIe MOXEMO 3aKDbyduTu na je Y < X, ma ciemu
X<Y. (4.17)

CunuyHO, Kajga TPUMEHUMO IPBO IpaBmio u3 aedpununmje 4.22 3a o = 0,
ciaemu o o o o
XX .. . XXXY - - < XXXX.. . XXXY...

MTO UMILITAIUPA O j€
Y <X. (4.18)
N3 mejennaroctu (4.17) u (4.18) cnemu na je

Y =X.

l'opwoMm muckycmjoM CMO TOKa3ajaud Oa, aKO ped mouume ca n > 1 6io-
koBa X X, OHIA je U HapeIHu OJIOK TAKaB, OLHOCHO T4 Ped je IeproIudHa.
Omarie ciaenu na MOCTOjU NPUXBATHUB HU3 KOJjU Aaje MEePUOIUYHY Ded
obnuka LZZZZ ..., vhae ce peu Z 3aBpmaBa ca &, = 0. Mebyrum, mo
MPBOM yCJOBY 3a MEPUOAUYAH HU3, OHIA j€

22727 - < ZZZZZ ...,

mTo je ounrsenuo Hemoryhe. Jlakie, TakaB IPUXBAT/HUB HU3 HE IOCTOJU U
MOYETHA TPETIOCTABKA j€ TOTPEIIHA. O

4.27. Teopema. Hus (3;)i>1 je HajmMamu npureammpus Hu3 Y LeKCUK0epaPckom
nopemKy NPUT8aMHUBUT HU308G.

Hoxras. 13 neme 4.25 umamo na je (0;);>1 npuxsarspus Hu3. [Ipeocraje jom
IIOKA3aTU Ja je 33 CBAKM IPUXBATUB HU3 (£;);>1 UCIYHEHO

(ei)iz1 = (0i)iz1-

Heka je (g;);>1 OpOM3BObAH NPUXBATHUB HU3. Ako Ou O6uio 1 = 0, onna
II0 IPBOM yCJOBY U3 me¢purunmje 4.22 ouno ou

£9€g3 - < €1€2 ..., (419)
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mro O0u 3HauYniao na je €2 = 0. MnnykruBHO OHma cienu na cy csu €; = 0,
aJy Tana He MOKe OUTH ncmymeHa crpora Hejemnakoct y (4.19), na nmamo
rouTpamukiujy. Crora, mopa €1 = 1. [IpernocraBuMo CynpoTHO, ma CMO
IPOHANLIY NPUXBATLUB HU3 (£;);>1 38 KOJU je

(€)iz1 < (0i)iz1-
Ilo meduHMIUjU JTEeKCUKOIPA(CKOT TOPETKa IIOCTOjU N > 1 TakBO Oa je
€1...6n=01...0p MW Ept1 =0<1=70p41.
MebyTum, onga moctoju k > 0 taxso ma je 28 <n < 2! na Bamu ma je

E1...E9k :51...(5219 (420)

Eokyq ... Equtt < Oghyq ... 0gk+1. (4.21)

ITomro 3a cBe k > 0 mmamo dyxr = 1, u3 jemmaroctu (4.20) caemu na je
g9 = 1, a OHZA, MOIITO Ce pagu O NPUXBATLUBOM HU3Y,

Egkyq-..Egk+1 | < E1...E9nk . ..,
MTO UMILIAIAPA Oa je
Eoky1 -+ -Coktl < E1...E9k. (4.22)

Cana, kopucrehn nepuunnumjy Hrza (6;);>1 u3 neme 4.24 u jenquaroct (4.21),
nobujamo o
€k .- Eakt1 < 01...006_11 (4.23)

A momro je y (4.23) crpora HejemHaKOCT, MO¥KEMO Ha Kpajy crasutu 0 u
nobuTH HejeqHAKOCT, a 3aTUM UCKopucTtuTu jensHaxoct (4.20):

Egkyq .- Eokt1 < 01...00k_10 =101 ...00n = &1 ... Eqn. (4.24)
Cana u3 mejemnaroctu (4.22) u (4.24) caemu na je
Egkyq-.-Eok+1 = E1...E9k

IITO 3HAYM Na Ped TEHEPUCAHA NPUXBATHLUBUAM HU30M (&;);>1 HoUume 6io-
koM obusmka X X Koju ce 3aBpmaBa ca equ+1 = Eor = 0. Mebhyrum, oBo je
KOHTpaauKnuja ca jeMom 4.26. a

Cazxa, I{OpI/ICTel’_II/I cBe Beh JOKa3aHO, U3BOAMMO KOHaYaH 3aKJ/by4YaK.

4.28. Teopema. [Tocmoju najmawe q¢ € (1,2) sza xoje nocmoju jeduncmeen
q-paseoj bpoja 1, u ono je jeQuUHCMEEHO NOFUMUBHO Pelenhe jeOHa UNe

S
1= Z tiq_ia
=1

npu wemy je nus (t;)i>1 Tye-Mopcos nuz bes npaoe waana to = 0.
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Hoxa3. IIpakruuno je cee Beh mokasano. nema 4.24 raske na je uu3 (J;)i>1
Tye—Mopcos Hu3 6e3 mpBOr WiaHa. 3aTUM je 0 TeopeMu 4.27 TO HAjMAmU
NPUXBATIBUB HU3, a 1O mocyaenunu 4.23 mocToju crporo pacryha 6ujermuja
u3meDy npuxsaTmuBux HM30Ba U OpojeBa ¢ € (1,2) 3a koje je ¢g-pasBoj
jemuuacrBer. Crora, g KOje 3a0BOJbABA jeQHAUMHY M3 TEOPEME je OHO Koje
oAroBapa IPUXBATHEUBOM HU3Y (J;);>1, X KAO TAKBO je HajMame 3a Koje je
(-pa3BOj je IMHCTBEH. a

4.29. Hamomena. [Ipubmmxao je moryhe nspauyHatu ¢ n3 npeTxonHe Te-
opeme, kopucrehu Tye-MopcoB HU3 U jeTHAKOCT KOjy Tpeba 3a00BOJBUTH.
IloBuja ce mpouena

1.7872316501 < ¢ < 1.7872316505.



I'maBa 5

Hexke xkypuo3urerHe
IIpuMeHe

Y oBom morsnasmy OGaBuhiemMo ce jom HEKUM, MOMAaJIO HEOUEKUBAHUM,
npumenama Tye—Mopcose peun. [lokazahemo m objacHUTH Kako je oHA
HaIJIa CBOjy MPUMEHY y IMaxXy, My3UI 1 ekoHoMuju. Kopuctuhemo uzBope

(1], [14], [2], [20].

5.1 IITax u Tye—MopcoBa peu

TokoMm ucropuje maxa, HErOBa OIPABUIA CY CE MEHAJIA Y HEKOJIUKO Ha-
Bpara. C numem uzberaBama OECKOHAUHO MyTAYKUX MAPTHUja, jeTHO BpeMe
je BayKWiIO T3B. ,,HEMAYKO IPABUJIO ", IO KOM Ce IapTUja 3aBpIIABAJIA De-
MujeM (HEPEmIeHrM Pe3yJITATOM) YKOJIMKO Ceé UCTU HU3 TOTEe3a ONUTrPa TPU
nyTta ysactonHo. Be3 Tor mpasuia O6m ce jJako MOTrJa 3aMUCIUTUA OECKO-
HAYHO AyTradka mapTuja: Ha IpuMep, 00a urpada momMepajy jeIHor oI CBO-
jUX CKakava y IPBOM MOTE3y Ha jeqHO OX MO03BOJHEHUX IO0JbA, & Y HAPEIHOM
nore3y ra Bpahajy Ha MOYETHY MO3WUNU]y, W TO MOHABLHAjY OECKOHAYHO
MHOrO myTa. BepoBasmo ce na HaBeneHO NPAaBMIIO UCKIBYUYyje MOTyNHOCT
Geckonauno myrauke maprtuje. Mebyrum, Makc Ese je y cBom pamy [11],
ropuctehu Tye-MopcoBy peu, moka3ao na ce W mOpPEX ,HEMAUKOD IIpa-
BUJIA“ MOKE OOUTPATH OECKOHAYHO Ayradyka MapTHja Maxa.

CuoBuma 0 u 1 mpuapysxumo ciaenehe auszose moresa

1+— Crl-¢3; Cr8—¢6; Cp3-rl; Cp6-18,
0+— C61-13; C68-ub6; Cu3-61; Cub6-68,
Tj. CKAKA4YM Ce NMOMEepajy ,Hampen-Haszan' Kao Ha ciaumu 5.1.
[Mocnenuna 3.2 raxe ma je Tye-Mopcosa peu ky6HO cirobonHa, ma ce
nparehu By 1 onmcaHe moTe3e HUKAJA HE MOYKE NECUTU UCTU HU3 MOTe3a

TPpU MyTa 3apeioM, W TaKBa MapTUja Imaxa je 3amcTta 6e3 Kpaja u mopen
Hemauror mpasuma.

58
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Cnuka 5.1: ITore3u roju oarosapajy caosuma 1 u 0, pemxom

YMecTo ,,HeMauKoT TpaBumJa‘, y JaHAIILUM IpAaBUINMa maxa cieneha
nBa mpaBuia 006e36elhyjy KoHAUHOCT mapTuje:

1. ITapruja je pemu yroauro y mociensmux H0 nmoresa Huje y3eTa HUjeqHA
¢urypa, u Huje IOMePeH HUjeNaH IelIakK.

2. IlapTtuja je peMu yKOJUKO Ce y TOKY HIapTHje TPU IyTa IOjaBU KCTA
mo3uIyja Ha Tabiau, a Ha IOTe3y je MCTU Urpad.

JacHOo je ma cBakO On OBMX NIpaBUJIa 3aMCTa CIpedvaBa MOTYyNHOCT Gecko-
HAYHO Ayradvke napruje (3aucTa, IPBO O HBUX 3aTO UITO IOCTOJU CAMO KO-
HayaH Opoj MOryux y3uMama Kao W IOTe3a MEemAIrMa, a APYro 3aTO IITO
mocToju caMo KoHauaH 6poj moryhwux mosunmja). Mebhyrum, popmasso rie-
naHo, DECKOHAYHO MyTadvka mapTuja je unak Moryha, oyayhwm ma mpasuia
npensubajy ma ce peMu y TOPHBUM CIydajeBuMa He MpOorJallaBa ayToMaT-
cku, Beh caMO yKOJIMKO jemaH ol Urpada TO 3aXTeBa; NaKJe, UIAK Ce MOKe
oaUrpaT GECKOHAUHO AyTrauvka MapTuja, YKOJUKO 00a urpada To sKele.

5.2 My3uka u Tye—MopcoBa peu

Kommosutop Towm [lorcon! je y cBojuM KoMmo3ummjaMa crojuo MaTema-
TUKY ¥ MYy3HUKYy, TadHuje, kopucrehu Mopdusme u peun koje ce nobujajy,
Hamucao je Heke cBoje kommnosunuje. O je 1997. roausae HACAO KOMITO3WU-
OUjy MOA HA3UBOM ,, AyToMaTcCka My3uKa“ M jemaH Ieo je ynpaBo mobujen
on Tye—Mopcose peun. Komnosumuja je Hamucana 3a mecT OyOmeBa, 1
CBU MMajy 11O nBa TOHa (BUCOK W HUM3aK). 3a ped je OHJA KOPUCTUO TPU
cumbona 1, 2 u 3, npu yemy 1 o3HaUYaBa HU3AaK TOH, 2 0O3HAYABA BUCOK TOH
1 3 03HAYABA TUIIUHY. 3a €0 MOJ HA3UBOM ,, XOKeT“ je kopuctuo cienehu

ITom Johnson (1939 ), aMepWUKE KOMIIO3UTOP KOjU MAHAC KUBY U paau y Ilapusy, mozsar
IO CBOjUM KOMIIO3UIZjaMa 0a3WpaHUM HA MaTEMATHUKUM (POPMYIaMa.
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MoOp(pu3aM:
13 — 1332,

32— 3213,

npu yeMy ce nouushe on 13. [louerak Te kommo3unuje je, rienajyhm mare-
MaTUYKA
13323213321313323213133213323213.. ..

Ilok je rommoHOBaoO, Huje 3HAO na ce y crBapu pamu o Tye-Mopcosoj
peun. Anyme My je yka3ao Ha TO, Ha aKO O3HAYU 14 je

0=13, 1 =32

ropma peu y crBapu nocraje Tye—Mopcosa peu. Ouu cy 3ajeqHo HATUCAIA
n pan [5] kKoju roBOpM O KOHAYHMM AyTOMATHMA UM HUXOBO] NPUMEHU Yy
MY3UYKUM KOMIIO3UIVjaMa.

Ipyra maTepnperanuja je na ce y Tye-Mopcosoj peun 0 maTepnpe-
TUpa Kao TOH HIKEe, a 1 Kao TOH BUIle, TUME Ce€ AOo0Mja KOMIIO3UIMja Ca
HOTHUM 3alMCOM Ha CJIMOU 5.2.

H f— y— [r— I T ? T T T ? |
- i i i i i i i i i i i i i i i
[ 7] [ | L] |
D 0 1 1 0 1 0 0 1 I & O 1 9 1 1 0
[} I ! ! ? T T T T T ! ? T T T ! |
7 i —— i I I i i I i i i I i ! i
W—wﬁﬁj—‘—dﬁ;
e 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1

Cunuka 5.2: Mysuuku exkBusajienT Tye—Mopcose peun

5.3 Exonomuja u Tye—MopcoBa peu

IMocmarpajmo caenehy curyanujy, Aua (A) u Bojana (B) Tpeba na mo-
Ieje TOMUIIY KOJadya TakKO IITO he WX y3uMaTu HeKuM pepocienoMm. [Ipu-
TOM, ¥Ma YKyIHO ocaM KoJjada koju cy texusne 10, 20, ..., 80 rpama, pe-
noMm. Behimna 6u mpemnoxuina na je HajUpaBeIHUjU PeNOCiel na ce damnu
HOBUMN M TAKO OMUIYYM KO HPBU OMpa KOJAU, & 3aTUM HAU3MEHUYHO y3-
uMajy KoJlade IOK WX He HecTaHe. [Ipumermmo ma mMamo ocaMm Kojada,
¥ TUM TOCTYIOKOM he cBaka mobutu mo wetupu. MebhyTtum, cBaka om mux
he eBumenTHO Ca romMuie y3eTu HAJTEKU KOJAU KOjU MOKe m3abparu y
TOM TpenyTKy. [IpernocraBumo na je HoBumh omryuno ma Ama npsa Oupa,
OHJZIA Cy KOJIaYW OMPAHU PEeNOCIIenOM

ABABABAB.
Amna he HAKOH mOIENE UMATU YKYITHO

A =80+ 60+ 40 4+ 20 = 200 rpama,
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ok he Bojanma nmartu
B =70+ 50+ 30+ 10 = 160 rpawma.

Y uemy je mpobiem, 3amTo Ha kpajy Ana uma Bume mero Bojama, axo je
nejbeme OuIIo mpaBenHo?
IIIta ako 6u pemocaen 6uo ciaemehu

ABBABAAB?

U nmame paguMo mOJ MPETHOCTABKOM Oa je HOoBuuh pexkao ma Axa mpsa
oupa. OBakBoMm momesoM 6u Ama mobuia

A =80+ 50+ 30 + 20 = 180 rpawma,

a bojana
B =70+ 60+ 40 + 10 = 180 rpawma.

Ucnocrasma ce ma cy OBAKBOM IOIEJIOM IOOWMIIE MCTY KOJIWUMHY KOJIAdYa.
I[Ipumerumo u jour jeman KypUO3UTET, Oa je pacmopes moaesie Dall moveTak
Tye—Mopcose peun.

HaBenenn mpobiieM mpaBenHe mofnesie ce jaB/ba y MHOIO O30MIbHUjUM
curyanyjaMa oI monesie kosada. 1o je y crBapum mpobJieM m3 €KOHOMHUje,
KAKO YyTBPIOWATUA PACIOPEN TAKMUYeHha m3Mely IoBe MOEHTUYHE CTPAHE Ia
Ou TakMuueme Owio mTo npasennuje? Taj mpobJseM ce jaBiba IpU JIUIU-
Tanujama, TOIUTUYKIM U300puMa, CBUM BUIOBUMA TAKMUUEHa (paCHopen
HACTYyIa Ha TaKMUUYEHY, Pelociien IMyTUpama IeHala y ¢yndary, n3dop
Goje ¢purypa y maxoBCKAM MedyeBrMa). Ha mpumep, 3a urpada Koju urpa
npBu Mo:keMo pehwm ma mHacTyma pactepehenuje, ma ako OCBOjU IMOEH, OHAJ
KOju urpa mocjie mera uMa Behu IpuTucak. Y CTaHmapAHO] HAM3MEHUYHO]
UTPHU, IO MPETIOCTABKOM Jla MPBU Urpay moraba, Apyru je yBeK y JIOIMINjOj
no3unuju. [Ipobaem je Kako HAIPABUTU PacCHIOpen TaKO Oa HUjeqHA CTPaHa
HEMa HUKAKBY IPEIHOCT (CTPATENKy, ICUXOJOmKyY 1 ¢i). Pacnopen Tpeba
OnpeouTH yHAIpen, He MOKe ce Memaru y MehyBpeMmeHny, y 3aBUCHOCTHA OX
pe3ynrara 6miao kojer takmMudyapa. llocToje mBa morisiena Ha IpPaBETHOCT
penociuena. IIpsu, ynanpen (ex ante), He 3Hajyhu ca kakBoMm ycnemuomhy
he crpame urparu, gaTé CBUMa MCTY OPEIHOCT (HA mpuMep, ako Hamamo
nosuuh, 06e cTpane uMmajy ucty mascy ). JIpyru acoexT je ako mocMaTpaMo
Ha Kpajy (ex post), OMHOCHO Kada je TAKMUYEHE 3aBPIIEHO, aHaau3upajyhu
Ia JU je HEKO y TOKYy TaKMUYeHma MMao OMJIO KaKBY MpPETHOCT, Tpebaso ou
na oHa Oyme mcra 3a 00e cTpaHe. YUIpaBO OBaj APYTU ACIEKT CE MOKe
nonpasutu Tye—MopcoBom peun.

I[IpernocraBumo ma cy y TakMuueny nse crpame, A u B. Danamewm
voBuuha je ommyueHno na mpsa HacTyna ctpana A, a 3atum crpana B, u
TO je mpBa pyHOa. Y KOJIUKO je y IPBOj PyHAM OMIIO KOja CTpaHa mMaJa
npemnHoCT, TO heMOo HOIPABUATU TAKO MITO NEeMO y APYroj PYHOU CTABUTU
na npBo HacTtymna B a 3atum A. Tume Ha Kpajy aBe pyHzae cy obe cTpane
nMmaje jeqHaky npemsoct. Y HapenHe ase pynuae he pemocaen outu BAAB
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ma fieMO TMMe MCHpaBUTU CBE I'PEIIKE Y MPaBEIHOCTU U3 MPBE IBE PYHIE
(ako ux je 6uno). Ilakae, penocaen HACTyHAma je B61o

ABBABAAB.
Y macTaBKy IpeokpelieMo cBe IIOHOBO, HACTYHA]y Y PEOOCIEny

BAABABBA.

Bumnumo nma je pacmopen macrynama ynpaso Tye—Mopcosa peu 3a A = 0
uB=1.

Jloma cTpana OBaKBOT pemociena je MmTO je yBeK MOTPEOGHO OIurpaTu
2% pymmu ma Gucmo Morsim pehwu ma je TaxMudeme 6uiro ¢ep. Amu u mo-
pen Tora, OBaKaB IPUCTYI 3aMCTa HyAU NJOOPO pememe TOCTABHEHOT MPO-
Omema. Y CTBaApHOM CBETY, HAjOJIMKEe OBOM IMPUHIMITY j€ PACIOpen CepBUCa
TOKOM Taj-Opejka y Tenucy. Ako je npBu cepBupao Takmuuap A, a 3aTum
B, ouna tpehu cepsupa B, a Hakon mera A, onnocuo penocien je ABBA.
MebyTum, y HACTaBKy Ce TakaB PENOCJe] IOHABJbA, HEMA HOBOT IPEOKpe-
Tamba.
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