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Predgovor

Tako apstraktna, matematika je nauka koja ispituje pojave i objekte koje nas okruzuju,
izmedu ostalih i krive. Krive su tvorevine prirode i kao takve sveprisutne oduvek u ljud-
skim Zzivotima intrigirale su hiljadama godina. Prvi dokumentovan interes za krive javio
se kod Menehma oko 350 godine pne. Naime, on je proucavao konusne preseke, a istom
problematikom bavili su se i Euklid, Arhimed i Apolonije. Diokle je izveo jednac¢inu ciso-
ide pokuSavajudéi da resi problem duplikacije kocke, a Arhimed je proucavo spiralu pomocéu
aksiomatskog metoda sinteticke geometrije, koji je upotrebljavan i od strane Menehma, pa
sve do pocetka XVII. U XVII veku Rene Dekart ustanovljava Dekartov koordinatni sistem,
¢ime je omogucéen razvoj analiticke geometrije i revolucija u proucavanju krivih. Sa otkri¢em
infinitezimalnog racuna, matematicki aparat za ispitivanje krivih postaje jos mo¢niji.

S obzirom na to da je tema ovog rada ispitivanje i prezentacija osobina nekih poznatih
ravanskih krivih u Euklidskom vektorskom prostoru, uvodni deo rada bi¢e posveéen upravo
ovom prostoru i nekim standardnim operacijama vezanim za njega. Drugo poglavlje je
posveceno lokalnoj i globalnoj teoriji ravanskih krivih i u njemu su obradeni osnovni pojmovi
u vezi sa krivama, neophodni za analizu 15 krivih u zavrsnom delu rada. U tre¢em delu rada
osobine svake od 15 krivih bi¢e detaljno obradene, a krive prezentovane u Mathematica-i.

Temu rada zanimljivijom ¢ini i ¢injenica da su algebarske krive upotrebljene u dokazu
Fermaove poslednje teoreme kao i to da su izmedu ostalog, upravo algebarske krive neop-
hodne za razumevanje teorije struna. S druge strane, transcendentne krive svoju primenu
nasle su u kinematici. Cinjenica da je razvoj diferencijalne geometrije zapoceo proucavanjem
parametrizovanih ravanskih krivih dodatno velica znacaj ravanskih krivih. O univerzalnosti
teme rada govori ¢injenica da se ravanske krive osim u razli¢itim oblastima matematike -
teorija brojeva, kompleksna analiza, diferencijalne jednac¢ine, primenjuju i u kriptografiji,
geometrijskoj optici, dizajnu (CAD) i robotici.

Neizmernu zahvalnost dugujem mentorki Sanji Konjik za konstruktivne savete i korisne
sugestije u vezi sa ovim radom, kao i za preneto znanje i ukazano strpljenje i razumevanje. Na
kraju moram da istaknem da mi je posebna cast bila imati za profesora Stevana Pilipovica
i ovom prilikom Zelim i da mu se zahvalim, kao i profesorici Pusi¢, na ste¢enom znanju.
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Glava 1

Uvod

Euklidski n-dimenzionalni prostor R™ je skup svih uredenih n-torki realnih brojeva

R" = {(plu '~~apn)u 2 S R, ] = 17 7’I’L}

Euklidski prostor R”™ je vektorski prostor jer su njegovi elementi istovremeno tacke u n-
dimenzionalnom prostoru i vektori polozaja tih tacaka, u kojem su operacije sabiranja i
skalarnog proizvoda vektora dobro definisane, odnosno vazi:

P+ad=({p1+q,.Pn+an)

n
(p,q) = Z Djq;5
j=1

gde su p = (p1,..,Pn) i 4 = (q1,-..,¢n) vektori. Skalarni proizvod je komutativan i vazi
distributivnost skalarnog mnozenja prema sabiranju. PoSto je mnozenje vektora skalarom
definisano na slede¢i nacin:

)\p = (/\pl, veey /\p”)
((Ap),q) = X(p,a) = (p, (A\q)).

Pomocu navedenih operacija lako se definisu funkcije norma i rastojanje u R™

el = v {p,P) d(p,q) = [lp —all.

Norma ima sledeée svojstvo:

[Ap[l = [Alllpll
gde jep € R”, X € R. Vaze jos i nejednakost trougla, kao i Kosi-Svarcova nejednakost:

I(p,a)| < |lpllllall, Ip +all < [lpll + [lal|-
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Jasno, polozaj dva vektora u Euklidskom prostoru odreden je uglom izmedu njih:

(p,q)
Ipllflall”

cosf =

Zbog Kosi-Svarcove nejednakosti vazi:

N (p.q)
= Ipllflall

<1

za nenula vektore p i q.

Za diferencijalnu geometriju ravanskih krivih od velikog znacaja je linearno preslikavanje
J : R? = R? definisano kao
J(p1,p2) = (=p2,p1).

s

Posmatrano sa geometrijskog aspekta, radi se o rotaciji za ugao 5

kretanja kazaljke na satu. Preslikavanje J ima sledeée osobine:

u smeru suprotnom od

J?=—-Id
((Jp), (Jaq)) = (p,q)
((Jp),p) =0

za p,q € R2.
Tacku u R? mozemo posmatrati kao kompleksan broj zbog kanonickog izomorfizma
p = (p1,p2) «— p1 +ip2 =Rep+ilmp

gde je Re p realni deo, a Im p imaginarni deo kompleksnog broja p. Konjugovano kompleksni
broj p definiSe se kao
p=Rep—iImp,

moduo kompleksnog broja p je

lp| = VPP

Lema 1.1. Neka je R? skup kompleksnih brojeva i p,q € R? = C. Tada vai

Jp=ip |pl=|pll, pra={(p, q +i(p,(Jqg). (1.1)

Dokaz. Sledi iz definicija norme, modula kompleksnog broja i preslikavanja J. ]

Lema 1.2. Neka su p i q nenula vektori v R%. Tada postoji jedinstven broj 0 za koji vazi

cosf = (. q) , sinf = (p.J9)
Iplllqll Il

. 0<6<2m, (1.2)

0 je oryjentisani ugao od q ka p.



GLAVA 1. UVOD 3

Jq

Slika 1.1: Orijentisani ugao 6

Dokaz. Posto je ||<§|’|Z>‘| = 1, kompleksni broj ‘<II:|’;1>‘ ée lezati na jedini¢noj kruznici u C, pa
postoji jedinstveno 0, 0 < 6 < 27 i vazi:
pPa i0
— =" (1.3)
pllal
Kombinujuéi (1.1) i (1.3) izvodi se:
(p.q) +i(p, (Ja)) = ¢”|p|la| = |p||a| cos 0 +i|p||a| sinb. (1.4)
Realni i imaginarni deo izraza (1.4) odgovaraju (1.2). a

Nakon podsec¢anja na neke algebarske karakteristike prostora R™, o ¢emu se vise moze
pronadi u [5], moramo se prisetiti i pojma diferencijabilnosti kao centralnog pojma dife-
rencijalne geometrije, jer tema rada upravo pripada ovoj grani matematike. Konkretno,
govoricemo o diferencijabilnosti realnih funkcija definisanih na nekom otvorenom skupu
UcCR".

Definicija 1.3. Funkcija F : U — R™ je diferencijabilna u tacki x € U ako postoji linearno
preslikavanje A, : R™ — R™ takvo da u e-okolini tacke x vazi:

Pz +&) = F(x) + A () + o(llE])-

A, je linearno preslikavanje koje se opisuje Jakobijanom od F':
OF;

JoF = ( |z>
ij

Rang preslikavanja F' u tacki x jednak je rangu matrice Jakobijana od F'. Za potrebe ovog

(2%

rada od najveéeg znacaja je slu¢aj kada je funkcija F' diferencijabilna u svakoj tacki x € U,
odnosno kada je rang Jakobijana svuda maksimalan. U ovom slu¢aju preslikavanje F' je
imerzija kada je n < m, odnosno submerzija kada je n > m. Realna funkcija F je klase C*°,
ako postoje svi njeni parcijalni izvodi i ako su neprekidni.
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Lokalna i globalna teorija krivih

Ova glava je posveéena lokalnoj i globalnoj teoriji krivih u ravni. Na prvi pogled, kriva
bi najjednostavnije mogla biti definisana kao neprekidno preslikavanje iz intervala I C R
u R2. Medutim, pretpostavka o neprekidnosti je suvise slaba, pa krive definisane na ovaj
na¢in mogu imati patoloske karakteristike - neprekidna ravanska kriva koja prekriva ceo
kvadrat. Prvu ovakvu, beskonaéno gustu krivu, opisao je Peano'. Naime, radi se o krivoj
koja je sirjektivno, neprekidno preslikavanje ¢ : [0,1] — [0,1] x [0,1]. S obzirom na to da
se radi o geometrijskom fraktalu, kriva se konstruise iterativno tako sto se u i-toj iteraciji
svaki kvadrat iz prethodne iteracije deli na 9 manjih kvadrata i njegov centar zamenjuje
se centrima novo dobijenih kvadrata pri ¢emu je koris¢en jedan od cetiri nacina na koji se
kvadrati mogu poredati. Peanova kriva kao granican slucaj predstavlja krivu koja prolazi
kroz centre svih kvadrata kada broj iteracija tezi beskona¢no (videti sliku 2.1).

Prema tome, osim pretpostavke o neprekidnosti, mora biti ispunjena i pretpostavka o
diferencijabilnosti pri definisanju neke funkcije kao krive.

Definicija 2.1. Parametrizovana kriva v R? je diferencijabilno preslikavanje ¢ : I — R2,
gde je I proizvoljan interval u R.

Najjednostavniju parametrizaciju u R? ima prava. Ako su p,q € R? dve tacke neke prave
B(t), t € R™, njena parametrizacija data je sa

B(t)=p+tlq—p)= (1 -t)p+tq.

Jednostavan primer parametrizovane krive u R? je i kruzmica sa centrom u (p, p2) € R2
polupre¢nika r
~(t) = (p1 + rcost,ps + rsint), 0<t<2m.

LGiuseppe Peano (1858-1932)
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Slika 2.1: Prve cetiri iteracije u konstrukceiji Peanove krive

Kod parametarske reprezentacije krivih pojavljuju se dve jednacine na osnovu kojih mozemo
odrediti da li se radi o algebarskoj ili transcendentnoj krivoj. Treba napomenuti jos i to da
se mogu upotrebljavati razli¢iti koordinatni sistemi kod parametarskog predstavljanja krivih
- Dekartov, polarni, bipolarni, pedalni i unutrasnji, a najcées¢e upotrebljivani su Dekartov i
polarni koordinatni sistem. Naravno, krive mogu biti zadate i neparametarski

F(p,q) =0,

gde je F : R? — R diferencijabilna funkcija. Jasno, ovo je ujedno i implicitna reprezentacija
krivih. U ovom radu ¢emo se zadrzati na parametarskoj reprezentaciji krivih.

Jedna kriva moze imati razli¢ite parametrizacije koje naizgled predstavljaju razlicite krive,
odnosno mozemo vrsiti reparametrizaciju krive.

Definicija 2.2. Neka su c: (a,b) — R? i g : (d,e) — R? diferencijabilne krive. Kriva g
je pozitivna reparametrizacija krive ¢ ako postoji diferencijabilna funkcija ¢ : (d,e) — (a,b)
takva da je ¢'(u) >0, d<u<e, i g=cop.

Kriva g je negativna reparametrizacija krive ¢ ako postoji diferencijabilna funkcija ¢ :
(d,e) = (a,b) takva daje o' (u) <0, d<u<e, i g=cop. Krivag je reparametrizacija
krive ¢ bez obzira na to da li je pozitivna ili negativna.

Reparametrizacija je dopustiva ako ocuvava izgled i orijentaciju krive. Uslov ¢’ > 0
obezbeduje da se pri reparametrizaciji ocuvava orijentacija. Pozitivna reparametrizacija
je dopustiva. Regularna kriva je klasa ekvivalencije regularnih parametrizovanih krivih u
odnosu na pozitivnu reparametrizaciju.

Regularnost krive moze biti razmatrana i na drugi na¢in. Naime, moze se desiti da kriva
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ne bude regularna u nekoj tacki i njenoj okolini, medutim, ako izvr§imo reparametrizaciju
krive, ona postaje regularna u datoj tacki. Najocigledniji primer je primer horizontalne prave
koja je neregularna u tacki ¢t = 0 kada je parametrizovana sa t — (t3,0). Od veéeg znacaja
je slucaj kada neregularnost u okolini tacke ne moze biti otklonjena reparametrizacijom.

Definicija 2.3. Kriva ¢ : (a,b) — R? je reqularna u tacki to, a < to < b ako se funkcija
t— % moZe dodefinisati da bude diferencijabilna u tacki tg. U suprotnom kriva ima

singularitet u tacki tq.

Singulariteti mogu da se klasifikuju na one koji nastaju kada kriva se¢e samu sebe i sin-
gularitete koji su zbog svog oblika nazvani - $pic (eng. cusp). Obe klase singulariteta su
takve da se reparametrizacijom singulariteti ne mogu otkloniti. Prethodna definicija regu-
larne krive, izbacuje moguénost postojanja singulariteta zbog zahteva o diferencijabilnosti,
odnosno ¢ # 0 na celom domenu.

Pre nego $to uspostavimo vezu izmedu brzine parametrizovane krive ¢ i brzine krive koja
predstavlja reparametrizaciju krive ¢, definisa¢emo orijentaciju parametrizovane krive.

Orijentacija ravanske parametrizovane krive ¢ (kao i smer tangentnog vektora) prirodno
je indukovana porastom parametra t. Orijentacija krive i odgovarajué¢i smer tangentnog
vektora za dve krive istog oblika, ali suprotne orijentacije dati su na slici (2.2).

Slika 2.2: Orijentacija ravanske krive

Lema 2.4. Neka je g reparametrizacija krive c i neka za diferencijabilno preslikavangje ¢ :
(d,e) = (a,b) vazi g = co . Tada

g (u) = ¢ (u)d (p(u), d<u<e.

Dokaz. Kako za ci g vazi ¢(t) = (ci(t),...,cn(t)) 1 g(u) = (g1(uw), ..., gn(u)) onda je g;(u) =
cj(p(u)), j = 1,...,n, pa primenjujuci izvod slozene funkcije dobija se g} (u) = ¢/ (p(u))¢’ (u),
j=1,...,n, sto daje upravo ¢'(u) = ¢’(u)c' (p(u)). a
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Definicija 2.5. Regularna parametrizovana kriva je neprekidno diferencijabilno preslikava-
nje, ¢ : I — R2, I je interval u R, za koje vaZi

dc
'(t) = — tel.
c(t) dt;«éo, vt €

Fizicka interpretacija: Ako je sa t oznageno vreme, ¢ opisuje kretanje cestice u R?, c(t) je
polozaj Cestice, a ¢'(t) je vektor brzine kretanja Cestice, tada uslov regularnosti znaci da je
brzina kretanja cestice razli¢ita od 0 svuda, odnosno Cestica se stalno kreée, ne zaustavlja
se. Vektor ubrzanja cestice je ¢”/(t).

Geometrijaska interpretacija: Vektor ¢’ je tangentni vektor na krivu ¢ u ¢(¢). Uslov regu-
larnosti znaci da u svakoj tacki krive postoji nenula tangentni vektor. Jednacina tangente
na krivu ¢ u ¢(tp) data je sa t — c(tg) + tc’(to)-

<"y

Slika 2.3: Brzina i ubrzanje ravanske krive (J je preslikavanje definisano u uvodu)

Nakon sto je uveden pojam tangentnog vektora, moze biti dat interesantan primer koji
ilustruje da dve razlicite parametrizovane krive mogu imati istu sliku (slika 2.4). Razlika se is-
poljava u razli¢itom intenzitetu tangentnog vektora. Posmatrac¢emo krive ¢(t) = (cost, sint)
ig(t) = (cos2t,sin2t), t € (0,27), slika obe je jedini¢na kruznica sa centrom u koordinatnom
pocetku.

Sada je moguée definisati neke od karakteristika krivih u ravni, pa ¢emo poceti od naj-
jednostavnije, a to je duzina krive. Vise o duzini krive videti u [5].

Definicija 2.6. Neka je c: (a,b) — R? kriva, tada se duZina luka krive ¢ definise kao:
b
Lh(©) = [ ¢t

gde je || - || euklidska norma (||z|| = /2% + ... + 22).
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Slika 2.4: Slika dve razli¢ite parametrizovane ravanske krive

Intuitivno je jasno da duzina luka krive ne zavisi od parametrizacije, §to ¢emo i dokazati
u narednoj teoremi.

Teorema 2.7. Neka je kriva g reparametrizacija krive c. Tada je

Ly (c) = Li(g)-

Dokaz. Treba dokazati dva sluc¢aja. Prvo ¢emo pokazati da teorema vazi u sluc¢aju pozitivne
reparametrizacije. Neka je g = co p, gde je ¢ : (d,e) — (a,b) i ¢'(u) za d < u < e. Onda
na osnovu leme (1.3) imamo

lg" @ = lic"(e(w))" )| = NI (p(u) |’ (u).

Racunajuéi duzinu krive po definiciji imamo

/w )t = /Mc DI dwf/w )lldu = L(g).

Posmatramo sada sluc¢aj negativne reparametrizacije:

lim ¢(u) =b, lim ¢(u) = a,

u—d— u—et

pa posto vazi
lg" @O = ll'(e(w)#' (W)l = =l (e(w) ¢’ (u)

analogno prvom delu dokaza dobijamo

/WIW ﬂw )= w—/w ldu = L(s).
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Definicija 2.8. Kriva ¢ : I — R™ je parametrizovana duZinom luka odnosno prirodno
parametrizovana, ako je ||c'(t)|| =1, Vte 1.

U fizickoj interpretaciji to znac¢i da je brzina kretanja cestice konstantna i jednaka 1.
Takode, za prirodno parametrizovanu krivu g : (d,e) — R™ vazi : s4(t) =t —d Sto je upravo
i razlog zbog kog se prirodna parametrizacija naziva i parametrizacija duzinom luka.

Teorema 2.9. Svaka reqularna kriva moZe se prirodno parametrizovati. Svake dve prirodne
parametrizacije su ekvivalentne do na translaciju.

Dokaz. Neka je c: [a,b] — R™ il := L%(c). Definisemo:

s(t) == Ll (c) == /HCI(T)HdT.

Tada s : [a,b] = [0,1] i s'(t) = ||¢/(t)]| > 0. Sledi da je s C'-difeomorfizam i odgovarajuéa

reparametrizacija je:
-1

c=cos
i vazi da je:
1@ @)l = liteo 5™l = ¢ (s @)y = bl (s~ w) = 1.
s'(s7H(w) I/l
Dalje, ako su ¢ i co ¢ dve prirodne parametrizacije tada je 1 = ||(co @)'|| = ||d||¢’ = ¢, pa
sledi da je ¢(t) =t + a,a € R™, odnosno ¢ je translacija. O

Lema 2.10. Ako je ¢ regularna kriva parametrizovana duZinom luka, tada je ¢'(s) L
d'(s), Vs € I.

Dokaz. Posto vazi 1 = ||c/(s)||* = (¢/(s),(s)), Vs € I, diferenciranjem obe strane dobija
se
0 =2(c"(s),d(s)) = (s) L"(s).

Sada ¢emo posmatrati Tejlorovu aproksimaciju prirodno parametrizovane krive ¢ u okolini

tacke sg:
2
s
c(so + 8) = c(s0) + s (s0) + Ec”(so) + o(s?).

Jasno, ekspanzija do prvog reda je tangenta na krivu ¢ u tacki sqg

s — c(sg) + sc'(s0),
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dok ekspanzija do drugog reda predstavlja oskulatorni konus

s2

s+ c(s0) + 8¢ (so) + 56//(80)

koji sa krivom ¢ ima kontakt drugog reda u tacki sg. Dve prirodno parametrizovane krive ¢y i

¢o imaju kontakt k-tog reda u tacki sg ako vazi ¢1(so) = ¢2(s0), ¢} (s0) = c5(50), -+ cgk)(so) =

C(Qk)(SQ). Sada je jasno koliko je vazna uloga izvoda krive u opisivanju karakteristika krive.

Akosu c, ¢, ", ...,c™ linearno nezavisni vektori u svakoj tacki krive ¢, onda oni formiraju
ortonomiran sistem koji se zove n-okvir.

Definicija 2.11. Prirodno parametrizovana, reqularna kriva c¢ klase C™ ¢ naziva se Frene-
ova? kriva ako su vektori ¢/, ", ", ..., "=V linearno nezavisini u svakoj tacki krive. Odgo-
varajuéi Freneov okvir je tada jedinstveno odreden sledeéim uslovima:

(i) Sistem e1(8),...,en(8) je pozitivno orijentisan ortonomiran sistem vektora u R™,
(ii) L(e1(8),...,en(s)) = L('(8),...,cF)(s)), Yk =1,...,n — 1, Vs,
(iii) (c*(s),exr(s)) >0, Vk=1,..,n—1, Vs,

gde je L lineal nad skupom {ei, ...,e,}, odnosno skupom {c'(s),...,c" =1 (s)}.

Za konstrukciju Freneovog okvira koristi se Gram-Smitov postupak:

er = (s)
C//
€y =
ll”|]
o C/// <C///7 €1>€1 _ <c///7 62)62
3
[ — (3, e1)er — (¢, ea)ea]|
n—2
0 = el e
fn-1= =

letr =1 = 3 {0, ejies |
iz

Poslednji vektor e, tada je jedinstveno odreden, u skladu sa definicijom. Sada se lako
zakljucuje da je svaka regularna ravanska kriva Freneova kriva.

2 Jean Frédéric Frenet (1816-1900)
3Neka je M neprazan skup vektora vektorskog prostora V. Skup Ly(M) = L(M) := {v € V : v je
linearna kombinacija vektora skupa M} naziva se lineal nad skupom M.
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U nastavku ¢emo se pozabaviti jos jednom od bitnih karakteristika krive - krivinom krive.
Prvi matematicar u ¢ijem se radu pojavljuje pojam krivine krive bio je Apolonije, a prvi
koji pojam krivine krive izu¢ava formalno matematicki bio je Njutn*. Intuitivno, krivina
meri koliko ”kriva krivi”, odnosno koliko odstupa od prave.

Definicija 2.12. Neka je ¢ : (a,b) — R? regularna kriva. Krivina r definise se kao
(" (1), I (1)
rle(t) = (2.1)
lle @1

% zove se radijus krivine krive c.

Pozitivna funkcija "l

Jasno, funkcija k moze imati i pozitivnu i negativnu vrednost. Tako postoje Cetiri
mogucnosti koje ¢e biti ilustrovane pomocu parabole na slici 2.5. Sa slika je jasno da u
sluc¢aju pozitivne krivine imamo savijanje ulevo, a u suprotnom se kriva savija udesno.

{t, #-1) (-t 1- 1}

N

-t, -1} {t. 1-13}

N

Slika 2.5: Pozitivna i negativna krivina krive

U narednoj lemi bice izvedena formula za krivinu s krive ¢ koju je dao Njutn i koja se
koristi u veéini knjiga o infinitezimalnom rac¢unu, a bi¢e data i njena ekvivalentna forma
kada je c¢: (a,b) — C.

Lema 2.13. Neka je c : (a,b) — R? regularna ravanska kriva parametrizovana sa c(t) =
(z(t),y(t)). Tada se krivina k krive ¢ definiSe na jedan od dva ekvivalentna nacina

() = ZOU O =2
(22(t) + /(1)

4Newton (1642-1727)
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c¢: (a,b) = C.

Dokaz. Kako je ¢”’(t) = (2" (t),y" (1)), a J'(t) = (—y'(¢¥),2'(t)) onda vazi

Rld](6) = (2"(8),y" () (=9 (1), 2'(1)) _ 2'()y" (1) — =" )y’ (1)
(@2(t) +y(t))? (@2(t) + y2(t)F

Na osnovu leme 1.1 imamo da vazi ¢’ (t)c’ = ¢’¢’ +ic’(Jc'), pa primenjujuéi to na ToTE

dobijamo
() (t) +ic"(Jc)
[l (B ’

a kada uzmemo imaginarni deo dobijemo bas (2.1). a

S obzirom na to da je i krivina, kao i duzina krive, karakteristika krive koja odreduje njenu
geometrijsku reprezentaciju, za ocekivati je da ne zavisi od parametrizacije krive. Medutim,
ovo je samo delimi¢no tac¢no.

Teorema 2.14. Neka je c : (a,b) — R? reqularna kriva i g : (d,e) — R? reparametrizacija
krive ¢ i vazi g =coh, a je h: (d,e) — (a,b) diferencijabilna funkcija. Tada

klgl(u) = (sgn(h (u)))k(h(w)), (2.2)

K (u) # 0. Dakle, krivina ravanske krive je nezavisna od parametrizacije do na znak.

Dokaz. 1z ¢’ = (¢ o h)l sledi Jg' = J(c' o h)h' i vazi g"" = (¢ o h)h/?> + (¢’ o h)h", pa se
dobija
lg] = (" o h)h'? + (' o h)W")J(c' o h)h' _ h'3 (" o h)J(c' o h)
[[(¢" o R)A7[|? (W3l o hl®

odakle dobijamo (2.2) O

Lema 2.15. Neka je g prirodno parametrizovana ravanska kriva. Tada vazi

Dokaz. Kada diferenciramo obe strane izraza (¢’, ¢’) = 1 dobija se ¢”’¢’ = 0. Dakle, g” je
umnozak Jg’. Iz Njutnove formule za krivinu krive dolazi se do zakljucka da je taj umnozak
bas jednak «[g]. |

U uvodu je definisan orijentisan ugao izmedu dva vektora u R?, analogno tome, sada ée
biti definisan ugao izmedu dve ravanske krive, odnosno njihovih tangentnih vektora.
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Lema 2.16. Neka su f,g: (a,b) — R dve diferencijabilne funkcije za koje vazi f*+ g = 1.
Odaberemo ty, a < tog < b i neka za 6y vaZi f(tg) = cosé, g(tg) = sinf. Tada postoji
jedinstvena, neprekidna funkcija 0 : (a,b) — R za koju vazi:

O(to) = 0o, f(t) =cosB(t), g¢g(t)=sinb(t), a<t<bh. (2.3)

Dokaz. Neka je h = f +ig, pa je hh = 1. Definigemo:

t

O(t) = 0 — i/h'(s)h(s)ds.

to
Tada je:
%(he_w) = e (' —iht') = e " (k' — hh'h) =0,
pa je he™ = ¢, ¢ = const. Posto je h(ty) = €% onda je

¢ = h(tg)e ?t0) =1,
Dakle, h(t) = ) odakle dobijamo (2.3). Neka je 6 neprekidna funkcija za koju vazi:
O(to) = 6o, f(t) =cos(t), g(t)=sinb(t),a <t<b.
Tada ¢?®) = eié(t), a<t<b Postosufid neprekidne funkcije, postoji n € Z tako da
jer
0(t) — 6(t) = 2mn, a<t<b.

Ali posto je 0(ty) = 0(to), onda je n = 0, odnosno 6 = 6. ad

c'(t)

d'(®)

Slika 2.6: Funkcija ugla izmedu ravanskih krivih ¢ i d
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Posledica 2.16.1. Neka su c¢ i d reqularne ravanske krive definisane na istom intervalu
(a,b) i neka za ty vazi a < tg < b. Odaberemo 6y tako da vazi:

(). dt) _ o () Jd () _
[ Geo) T to)] I G )l ~

Tada postoji jedinstvena diferencijabilna funkcija 0 : (a,b) — R za koju vaZi:

COLm) I
e@amn ~ < jemnam) ~ S0

0 je funkcija ugla izmedu krivih d i ¢ odredena sa 6.

sin 6.

a(to) :90, a<t<hb.

Dokaz. Dokaz se dobija direktno iz leme 2.15 kada za f i g uzmemo f(t) = %

(€ ()7 (1))
9@) = 1e@imn- O

Lema 2.17. Neka je c: (a,b) — R? regularna kriva i ty fiksirana tacka a < to < b. Neka je
0o broj takav da:
c(to)

e’ (to)

Tada postoji jedinstvena diferencijabilna funkcija 6 = 0|c] : (a,b) — R takva da vazi:

= (cos Hp, sin by).

9(to) = o, ||(c:((2|| = (cosO(t),sinf(t)), a<t<b. (2.4)

0[c] je ugao skretanja (eng. turning angle) odreden sa 0.

Dokaz. Neka je d(t) = (t,0), tada je d parametrizacija prave i d'(t) = (1,0), Vt. Za
c(t) = (a1(t), az(t)) vazi:

(d(),d' (1)) =ar(t)  ((t), Jd'(t) = ay(t).

Zbog posledice 2.15.1 postoji jedinstvena funkcija 6 : (a,b) — R takva da je 0(tg) = 6y i
vazi:

st — AW a0 L COIA  an

ler@lla’ @1 lle' @)l le @@l lle @l

Jasno, (2.5) je ekvivalentno sa (2.4). O

Geometrijski, ugao skretanja 0[c|(t) je ugao izmedu z-ose i tangentnog vektora c'(t).
Usledecoj lemi izveséemo vezu izmedu ugla skretanja i krivine ravanske krive.

Lema 2.18. Veza izmedu ugla skretanja i krivine ravanske krive data je sa:

0l (t) = I’ @) k[l (1). (2.6)
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c'(t)

()

Slika 2.7: Ugao skretanja ravanske krive ¢

Dokaz. Prvi izvod leve strane jednakosti (2.6) je:
" (t) N < 1 )
T () = . (2.7)
@ dt \ [|l¢(@)]l
Izvod desne strane jednakosti (2.4) je:

0/ (1) (— sin B(1), cos O(1)) = a'(t)”jgggl. (2.8)

Izjednacavanjem (2.7) i (2.8) dobijamo:

(c"(t), JE(1))

— 2/{0 '
ean e @Ikl

o' ()l (B)ll =

O

Posledica 2.18.1. Veza izmedu ugla skretanja i krivine prirodno parametrizovane ravanske
krive ¢ data je sa:

Iz posledice (2.17.1) jasno je da krivina meri brzinu promene ugla skretanja s obzirom na
duzinu luka.

Pre nego $to predemo na globalnu teoriju krivih, biée dat jo$ jedan pristup u definisanju
krivine ravanske krive (koji se moze uopstiti za krive proizvoljnog reda) kao i fundamentalna
teorema lokalne teorije ravanskih krivih. Vise o ovome videti u [1], [2], [3], [4], [11], [12].

¢ je regularna, ravanska kriva, pa je i Freneova, pa vazi da je tangentni vektor eq (s) = ¢/(s),
anormalan vektor e, dobija se rotacijom® e; u levo za ugao % §to zapisujemo kao es(s) = Je;.

5Rotacija vektora (I) za ugao « dobija se na sledeéi nacin: (C?Sa e a) <I>
Y sina  cosa y
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S obzirom na to da vazi 1 = (¢/,¢’), dobija se 0 = 2(¢/, ") = 2(ey, ¢"). Jasno, vektor e; je
ortogonalan na vektor ¢”; a ey i ¢’ su linearno zavisni, pa postoji neka funkcija k = k(s)
tako da vazi ¢ = key. Funkcija x naziva se krivina krive ¢. Znak krivine govori o intenzitetu
promene pravca tangentnog vektora. Ravan odredena vektorima e; i eo zove se oskulatorna
ravan.

Sada izvodimo Freneove jednacine:

€i(s) = (') = r(s)ea(s)

e5(s) = (e, e1)er + (€5, ea)ea = —keq,
jer (es,ea) = 1, pa se dobija 2(e5,e3) = 0 i zbog (e1,ea) = 0 sledi (e}, e1) = —(e],e2) =
—k(ea, e2) = —k. U matricnom obliku imamo:

e} _ (0 k) [(a

eh —r 0/) \ea)’
Teorema 2.19. Regularna kriva u R? ima konstantnu krivinu akko je deo prave (k =0) ili
deo kruznice poluprecnika ﬁ (k #0)

Dokaz. Dokaz videti u [6]. O

Za svaku regularnu ravansku krivu c ¢ija krivina je uvek razli¢ita od nule, kruznica sa
centrom u c¢(sg) + ﬁEQ(So) i polupreénikom |ﬁ\ je oskulatorna kruznica krive ¢ u
tacki c(sp) i ima kontakt drugog reda sa krivom c. Kriva koja prolazi kroz sve centre svih

oskulatornih kruznica jedinstveno je odredena i naziva se evoluta krive c i parametrizovana je
sa s+ c(s)+ e,:((;)). Evoluta ne mora biti regularna kriva. Osim evolute, za svaku regularnu

parametrizovanu krivu vezuje se jos 8 krivih.

Krivina & se koristi i za opisivanje krivih viseg reda, pa i prostornih krivih, s tom razlikom
da je uvek pozitivna u R?. Kada se definise za Freneove krive, krivina x se naziva Freneova
krivina. Freneove jednacine prosiruju se dodatnom jednac¢inom koja predstavlja prvi izvod
vektora binormale e, pa su definisane i dve dodatne ravni - normalna (es i e3) i reftikaciona
(e11e3). Osim toga u R? definige se i torzija krive kao mera brzine odstupanja od oskulatorne
ravni, pa je jasno da je u R? ona uvek jednaka nuli.

Teorema 2.20. (Fundamentalna teorema lokalne teorije ravanskih krivih). Neka je k :
(a,b) — R pozitivna neprekidna funkcija, so € (a,b), qo € R? i ego),ego)

tisani ortonomirani vektori. Tada postoji jedinstvena, Freneova kriva c : (a,b) — R? koja

pozitivno orijen-

zadovoljava sledece uslove:

e ¢(s0) = qo,
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° 6(10)’ eéo) je Freneov 2-okvir u tacki qo,

e « je Freneova krivina krive c.
Dokaz. Dokaz videti u [6]. a

Fundamentalna teorema lokalne teorije ravanskih krivih moze se uopstiti, odnosno ona se
upravo u tom obliku i koristi, tj za krive u R”.

Nakon sto su definisani pojmovi neophodni za donoSenje zakljucaka u vezi sa krivama,
vezani za lokalnu teoriju krivih, mozemo preéi sa bavljenja tackom krive i njenom okolinom
na proucavanje krive u celosti - globalnu teoriju krivih.

Definicija 2.21. Regularna kriva ¢ : [a,b] — R™ naziva se zatvorena kriva ako postoji
reqularna kriva ¢ : R — R™ tako da vaZi ¢ljap) = ¢, &t +b—a) = t, cla) = c(b) i
c(a) = c'(b). Kriva & naziva se periodic¢na kriva. Zatvorena kriva c je prosta, ako je c|(qp)
injektivno preslikavange, tj. za svako a <t < to < b vazi c(t1) # c(t2).

Definicija 2.22. Totalna krivina zatvorene krive ¢ definise se kao

l

/b KO @it = [ sls)is

0

gde je | duzina luka krive c.

Primetimo da u R? funkcija x moze da uzme sve vrednosti iz R, pa i totalna krivina moze
da uzme sve vrednosti iz R, dok u R3 x > 0, pa je i totalna krivina uvek pozitivna.

Lema 2.23. (Krivina u polarnim koordinatama) Neka je c : [a,b] — R? Freneova kriva sa
Freneovim 2-okvirom ey i ea. Neka je e1(t) = (cosp(t),sinp(t)),t € [a,b], reprezentacija ey
u polarnim koordinatama. Tada je

Lo de _dedt (1)

Tds  dtds  ||[d@)|

Dokaz. Izreprezentacije e; u polarnim koordinatama nalazimo da je ea(t) = (— sin p(t), cos ¢(t)).
Odavde dalje imamo

del_d€1ﬂ_ , 1

e = 20 = 2 1) (i) cos o (0)

€2
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Posledica 2.23.1. Kada je funkcija p(t) diferencijabilna vai:
b b
[ el = [ o= o) - ola)

S obzirom na to da funkcija p(t) nije jedinstveno odredena i ne vazi c(a) = c(b) = p(a) =
©(b), navedena jednakost se mora proveriti za konkretan slucaj. Isti problem javlja se kod
funkcija kompleksne promenljive zbog ¢injenice da logaritam izraza e
biti bilo koji broj oblika 6 + 2kw, k € Z. Ova posledica je motiv za uvodenje pojma indeksa
rotacije.

= cosf +isinf moze

Teorema 2.24. (Funkcija polarnog ugla i broj obrtaja) Neka je ~y : [a,b] — R2\ {(0,0)}
neprekidna kriva. Tada postoji neprekidna funkcija ¢ : [a,b] — R takva da je v(t) =
|7 ()] (cos p(t), sinp(t)). Razlika o(b) — w(a) ne zavisi od izbora funkcije ¢. Funkcija ¢
se naziva funkcija polarnog ugla. Ako je v diferencijabilna funkcija, tada je to i p, jer je
prelaz iz Dekartovih u polarne koordinate diferencijabilno preslikavanje u svakoj tacki sem
tacke (0,0).

Ako je v zatvorena kriva tada je vrednost

W, = o (olb) — ¢(a)

celobrojna. Broj W, naziva se broj obrtaja krive .

Dokaz. Prvo treba primetiti da ako je funkcija ¢ fiksirana u nekoj tacki poluravni H =
{x € R?|(x,z0) > 0}, tada je ona definisana u celoj poluravni H. v je neprekidna funkcija
na [a,b], pa je i uniformno neprekidna na tom intervalu i otuda postoji podela intervala
a =ty <ty <..< 1ty = b, takva da slika svakog podintervala 7|y, 4+,,,] lezi u istoj
poluravni. Ako se zada pocetna vrednost ¢(a) tada je funkcija p(¢) jedinstveno odredena i
neprekidna na ¢itavom intervalu [to, ¢1]. Dalje, ako je ¢(t) neprekidna i jedinstveno odredena
na intervalu [to, ;] biée neprekidna i jedinstveno odredena i na intervalu [t;,¢;11], pa i na
intervalu [tg, t;11]. Dakle, matematickom indukcijom (po §irini intervala) zaklju¢ujemo da je
funkcija ¢ neprekidna i jedinstveno odredena na celom intervalu [a, b] zadavanjem pocetne
vrednosti ¢(a). Izbor pocetne vrednosti ¢(a) je proizvoljan. Ako bi postojale takve dve
funkcije ¢ i ¢ njihova razlika bila bi jednaka celobrojnom umnosku 27, odnosno bila bi

konstantna, pa bi vazilo: ¢(b) — @(a) = ¢(a) — p(b). a

Pre nego sto definiSemo pojam indeksa rotacije, moramo definisati tangentnu indikatrisu.

Definicija 2.25. Neka je c : [a,b] — R? regularna zatvorena kriva. Ako se svakoj tacki krive
¢ pridruzi jedinicni tangentni vektor ¢(t), a zatim i translira tako da mu se pocetak poklapa
sa koordinatnim pocetkom, dobija se neprekidno preslikavanje T : [a,b] — R2\ {(0,0)}.

Preslikavangje

C/
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opisuje krivu koja lezi na jediniénoj kruznici © koja se naziva tangentna indikatrisa krive c.

(N
NN

Slika 2.8: Ravanska kriva sa indeksom rotacije U, = 0

Definicija 2.26. Neka je ¢ : [a,b] — R? regularna zatvorena kriva. Indeks rotacije U, je
broj obrtaja tangentne indikatrise:
U.=Wy.

Posledica 2.26.1. Indeks rotacije regularne ravanske zatvorene krive jednak je njenoj to-
talnoj krivini podeljenoj sa 2m:

b

/b #0) = [ sl @)lar

a

27U, = 27We = ¢(b) — p(a)

gde je ¢ = ||/ (£)](cos p(t), sin o (1)).

Zanimljiva karakteristika broja obrtaja jeste homotopna® invarijantnost, odnosno svake
dve zatvorene homotopne krive imaju isti broj obrtaja. Kao posledicu imamo da je indeks
rotacije regularne zatvorene krive regularno homotopno invarijantan, tj. svake dve regu-
larno homotopne zatvorene krive imaju isti indeks rotacije. Teorema Whitney-Graustein
daje i obrnuto tvrdenje - svake dve regularne zatvorene krive sa istim indeksom rotacije su
regularno homotopne.

Lema 2.27. Neka je c : A — R\ {0} neprekidna funkcija, gde je A C R? zvezdast skup u
odnosu na tacku xg, tj. duz xxg lezi u A, Vo € A. Tada postoji neprekidna funkcija polarnog
ugla ¢ : A — R takva da je c(x) = ||c(x)]|(cos p(z), sin p(z)).

Teorema 2.28. (Hopf ", 1935) Neka je c : [a,b] — R? prosta zatvorena reqularna kriva
klase C?. Tada vaZi:

b
1 /
—_— f— = :tl_
o //@(t)Hc ®)|dt = U,

6Dve krive su homotopne ako se mogu dobiti jedna iz druge neprekidnom deformacijom, odnosno
(Vz € X)H(z,0) = f(x)
(Va € X)H(,1) = g(x)
gde su f,g: X — Y neprekidne funkcije i H : X x [0,1] — Y takode neprekidna funkcija, a X i Y topoloski

prostori.
"Heinz Hopf(1894-1971)
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Dokaz. Dokaz videti u [6]. O

Posledica 2.28.1. Totalna apsolutna krivina f |k|ds proste zatvorene regularne ravanske
krive zadovoljava nejednakost

b
/ @l (0)dt > 2,

pri cemu jednakost vazi akko krivina ne menja znak.

Postavlja se pitanje koje je geometrijsko znacenje uslova k > 0 i k < 0 za zatvorenu krivu.

Definicija 2.29. Skup C C R? je konveksan ako za svake dve tacke iz C 4 cela du? odredena
ngima lezi w C. Prosta zatvorena ravanska kriva je konveksna ako je ona rub konveksnog
skupa u R?.

Teorema 2.30. Za prostu zatvorenu reqularnu ravansku krivu ¢ koja je rub kompaktnog,
povezanog skupa C C R? sledeci uslovi su ekvivalentni:

e c je konveksna, tj. skup C je konveksan.

e Svaka prava koja ima presek sa ¢ sece je ili duZ intervala (koji moZe da degenerise u
tacku) ili tacno u dve tacke.

e Za svaku tangentu krive ¢ vazi da kriva u celosti lezi sa jedne strane tangente (tj. skup
C u celosti lezi sa jedne strane tangente).

o Krivina k ne menja znak.
Dokaz. Dokaz videti u [6]. a

Sada posledicu (2.14.1) mozemo dati i ovako: totalna apsolutna krivina [ |x|ds proste
zatvorene regularne ravanske krive zadovoljava nejednakost

b
/ RO @)lldt > 2,

pri ¢emu jednakost vazi akko je kriva dodatno i konveksna.

Teorema 2.31. (Four vertex teorema). Prosta zatvorena regularna konveksna ravanska
kriva klase C3 ima najmange cetiri lokalna ekstrema svoje krivine k.

Dokaz. Ako je k = const, tvrdenje trivijalno vazi. Zato pretpostavimo da x nije konstantna
funkcija. Lokalni ekstrem funkcije x je tacka u kojoj je k¥ = 0 i ¥’ menja znak. Moze da se
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desi da je u okolini ekstrema funkcija x konstantna, ali tada tvrdenje takode trivijalno vazi.
Funkcija x dostizace svoju svoju apsolutnu minimalnu i maksimalnu vrednost na intervalu
[a,b]. Pretpostavimo da je x(0) minimum, a sa k(sg) ozna¢imo maksimum. Pretpostavimo
da je kriva ¢ parametrizovana duzinom luka c : [0, L] — R?, gde je L duzina luka i ¢(0) =
¢(L). Koordinatni sistem (z,y) moze da se izabere tako da z-osa sadrzi tacke ¢(0) i c(sg)
sto dalje implicira da je ¢(s) = (x(s),y(s)) i y(0) = y(sg) = 0, a drugih preseka z-ose sa
krivom ¢ nema (jer je ¢ konveksna i k # const). Prema tome y(s) menja znak u tackama
y(0) i y(sp). Dalje dokaz izvodimo kontradikcijom. Pretpostavimo da su ¢(0) i ¢(sg) jedini
ekstremi funkcije k. To znac¢i da k' menja znak samo u s = 01 s = sg, pa y(s)k’'(s) ne menja
znak. Iz Freneovih jednacina imamo:

1 =c = (2'(s),y'(s))
e2 = Jer = (—y/(),2'(5))
&\ (@(9),57(5)) = w(—y (5),2/(5)),
tj. 2”(s) = —k(s)y'(s). Imamo da je:

L

L L
/m'(s)y(s)ds = ryld — /Kz(s)y’(s)ds =0+ /x”(s)ds = /(L) — o/ (0) " Fervorene krive g
0 0 0

Odavde dobijamo da je k'(s)y(s) = 0, s € [0, L], tj. «'(s) =0, pa je k = const, kontradikcija.
Prema tome postoji i treca lokalna ekstremna vrednost funkcije . Iz periodi¢nosti funkcije
k' sledi da broj promena znaka ove funkcije ne moZe biti neparan, odnosno broj lokalnih
ekstrema mora biti paran, Sto implicira da postoji bar jo§ jedan lokalni ekstrem funkcije
K. O

Pre nego sto predemo na trec¢e poglavlje i bavljenje konkretnim krivama, moramo spome-
nuti i pojam obvojnice. Naime, obvojnica familije ravanskih krivih je kriva koja predstavlja
granicu van koje nema krivih te familije, a ujedno je i tangentna na svaku krivu iz familije
u nekoj tacki. Obvojnica obi¢no ne pripada familiji krivih ¢ija je obvojnica. Osim opisa ob-
vojnice, pre prelaska na tre¢u glavu neophodno je dati jednu napomenu - veéina navedenih
definicija, lema i teorema moze da se uopsti i primenjuje na krive u R™.



Glava 3
Neke poznate ravanske krive

Ovo poglavlje koncipirano je tako da prvo prikaze algebarske krive - reda tri, pa Cetiri i
viSeg reda, a zatim i transcendentne krive. Algebarske krive reda dva - konusni priseci, bice
izostavljene s obzirom na to da se radi o ¢esto upotrebljavanim krivama o kojima i ucenici
srednje skole dosta znaju. Ukratko, svi konusni preseci u Dekartovim koordinatama mogu
biti predstavljeni implicitno jednac¢inom:

Az? + Bay +Cy* + Dx + Ey + F =0, (3.1)

gde se za razlicite vrednosti diskriminante D, = B2 — 4AC jednacine (3.1) dobijaju redom:

(i) Dy < 0 elipsa,
(ii) D4 = 0 parabola,

(iii) D > 0 hiperbola.

Na slici 3.1 prikazani su konusni preseci.

3.1 Polukubna parabola

Polukubna parabola ima zna¢ajno mesto u istoriji ravanskih krivih zato $to je prva alge-
barska kriva, ¢iju je duzinu luka 1657. godine postupkom rektifikacije odredio Vilijam Nil!,

IWilliam Neile (1637-1670)

22
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(d

(@)

S

(d)

©)

Slika 3.1: (a) krug, (b) elipsa, (c) parabola, (d) hiperbola

pa se ova kriva jo$§ naziva i Nilova parabola. Pre polukubne parabole postupak rektifika-
cije bio je primenjivan samo na transcendentne krive (za odredivanje duzine luka cikloide i
logaritamske spirale).

S obzirom na to da se polukubna parabola implicitno zadaje kao: 23 — ay? = 0, odgova-
rajuca parametrizacija je :
c(t) = (t*, at?).

Vrlo jednostavno, posmatrajuéi slu¢aj a = 1 dobijamo:
d(t) = (2t,3t%), Jc(t) = (=312, 2t), d'(t) = (2,6t),

pa je duzina krive na intervalu: [0, ]

t t
1 8
ing :/||c’(u)||du: /u\/4+9u2du= A9t - 2
0 0

a njena krivina je data sa:

_(2,66)(=3t2,2t) 6
D= e T as e

Polukubna parabola je simetri¢na u odnosu na y-osu.

Dodatan razlog zbog kog je polukubna parabola odabrana da bude obradena u ovom
poglavlju je taj sto je kao algebarska kriva treceg reda sa jednostavnom parametrizacijom,
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reprezentativan primer za dokazivanje regularnosti na osnovu (2.4). Sada ¢e biti proverena
regularnost Nilove parabole:

dt)  (2t,3t%)
Ol ~ VEaTon)
zbog
(c1,0) = lim —CB30) g, @630) )

im — im —
t=0= \/t2(4 +9t2) © t=0+ (/12(4 4 9t2)
U tacki t = 0 postoji singularitet i to Spic. Treba primetiti da u toj tacki ne postoji tangenta
na krivu c. Jasno, polukubna parabola nije Freneova kriva.

Slika 3.2: Polukubna parabola za razli¢ite vrednosti parametra a, t € [—1, 1]

Interesantna karakteristika Nilove parabole, koju je prvi opisao Jakob Bernuli, je izo-
hronost, odnosno svojstvo da kada se niz nju kreéu tela istih masa u krajnju (najnizu)
tacku stizu istovremeno, nezavisno od startne tacke njihove putanje (trenje se zanemaruje,
a pocetna brzina je nula). 1659. godine Hajgens? je pokazao da je Nilova parabola evoluta

parabole.

2Christiaan Huygens, (1629-1695)
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3.2 Dioklova cisoida

Naziv cisoida potice od biljke br§ljen na koju je ova kriva podsetila matematicare. S
obzirom na to da se o Dioklu vrlo malo zna (¢ak se ne zna ni taéno razdoblje u kom je Ziveo
250-100 pne), naziv Dioklova cisoida poznat je na osnovu Arhimedovih? komentara o sferi
i cilindru, a pronaden je i u radovima Geminusa*. Arhimed navodi da je Diokle resavajuci
problem duplikacije kocke opisao cisoidu - Dioklova cisoida. Roberval® i Pjer del Ferma®
su 1634. godine konstruisali tangentu na cisoidu, a Hajgens i Valis” su pronasli povrsinu
izmedu Dioklove cisoide i njene asimptote. Stari Grei su cisoidu koristili i u pokusajima da
reSe problem trisekcije ugla.

Dioklova cisoida je specijalan slu¢aj cisoide koja ima $pic u koordinatnom pocetku. Naime,
radi se o cisoidi kruga i tangente na krug, a u odnosu na tacku koja je centralno simetri¢na
(u odnosu na centar kruga) tacki u kojoj tangenta dodiruje kruznicu. U sluc¢aju kada tacka
u odnosu na koju konstruiSemo cisoidu nije centralno simetri¢na tacki u kojoj tangenta
dodiruje kruznicu, a nalazi se na kruznici, radi se o kosoj cisoidi ¢iji je $pic izmeSten iz
koordinatnog pocetka.

Slika 3.3: Dioklova cisoida za a = 10, ¢ € [—1,1]

U cilju detaljnijeg opisa Dioklove cisoide neophodno je opisati i postupak konstrukcije
cisoide u opstem sluéaju. Posmatramo dve krive c i ¢’ i fiksnu tacku A. Povla¢imo pravu p

3 Archimedes (287-212 p.n.e)
4Gemnius (T vek p.n.e)

5Gilles de Roberval (1602-1675)
6Pierre de Fermat (1601-1665)
7John Wallis (1616-1703)
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kroz tacku A tako da sece obe krive redom u tackama @ i R, a zatim na pravoj p nalazimo
tacku P tako da je AP = QR. Geometrijsko mesto tacaka (dobija se povla¢enjem svih pravih
kroz tacku A) P bice cisoida krivih ¢ i ¢’ u odnosu na tacku A (slika 3.4). Najjednostavniji
primer koji bi sada trebao biti jasan jeste cisoida dva koncentri¢na kruga polupreénika rq i
ro u odnosu na njihov zajednicki centar. U pitanju je krug sa istim centrom i polupre¢nikom
r1 — 9. Jasno, na osnovu konstrukcije mozemo razlikovati mnogo cisoida. Ve¢ je navedena
kosa cisoida. Cisoida kruga i prave linije koja nije tangenta na taj krug ni u jednoj tacki kruga
u odnosu na tacku na kruznici je desni strofoid. Osim toga moze se posmatrati konstrukcija
cisoide krive sa samom sobom u odnosu na neku tacku, pa u je tom smislu, cisoida parabole
u odnosu na tacku koja joj ne pripada dupla S-kriva, a cisoida kardioide u odnosu na tacku
na njenoj osi je figura osam sa dva Siljka. Dakle, mnoge ravanske krive mogu se klasifikovati
i kao cisoide. No, tema ovog poglavlja je Dioklova cisoida, te se vra¢amo opisivanju iste.

.
N

Slika 3.4: Metod crtanja cisoide

Neparametarska, implicitna reprezentacija cisoide data je sa:
x3 + xy? — 2ay® = 0, (3.2)

§to se na osnovu konstrukcije Dioklove cisoide jednostavno moze i izvesti. Posmataramo
krug sa centrom u (a,0), polupre¢nika a. Neka je prava p tangenta na krug u tacki S. Na
osnovu opisanog postupka konstrukeije imamo tacke P sa koordinatama (z,y), Q, R, $to je
prikazano na slici 3.5.

Sa slike je jasno da se na A ASQ moze primeniti Pitagorina teorema i dobija se:
QS? =4a® — (AR — QR)?, (3.3)
jer je AS = 2a. Po definiciji cisoide vazi:

QR = AP = /22 4+ 2.

Na osnovu sli¢nosti trouglova vazi ‘3—5 = AxP , pa za (3.3) imamo:

QS? = 4a® — (2?& — 1)2(352 + y2). (3.4)
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Slika 3.5: Izvodenje jednacine Dioklove cisoide

Iz A QSR dobijamo:

2 2
QS? = RS? — QR? = RS® — AP? = (f’) — (2% +92), (3.5)

jer zbog sli¢nosti imamo % = ¥, Izjednacavanjem (3.4) i (3.5) dobija se bas (3.2).

Kako bi parametrizacija Dioklove cisoide bila izvr3ena, u (3.2) uvrsti¢emo y = xt i dobi-
jamo:

(3.6)

2at?  2at?
1+t271+¢2)°

o(t) = (2(t). y(1)) = (

U polarnim koordinatama Dioklova cisoida se zadaje jednac¢inom:

2a _ 2a sin® 0

sec — cos cos 6

Asimptota Dioklove cisoide je prava x = 2a. Povrsina izmedu Dioklove cisoide i njene

2a 3
A= 2/ dr = 3na’.
0 2a —z

Napomena, radi se o Dioklovoj cisoidi kruga poluprec¢nika a. Krivina Dioklove cisoide uvek

asimptote iznosi

je pozitivna i data je jednac¢inom:

3

wlel(®) = alt|(4 +12)%
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Slika 3.6: Krivina Dioklove cisoide

S obzirom na to da Dioklova cisoida ima $§pic, ne moze biti Freneova kriva i ne moze biti
prirodno parametrizovana. Inverzna kriva Dioklove cisoide u odnosu na $pic je parabola.
Vise o Dioklovoj cisoidi videti u [13].

3.3 Dekartov list

Poslednja algebarska kriva stepena tri koja ¢e biti obradena u radu je Dekartov list. 1638.
godine Dekart je prvi put u svom radu opisao ovu krivu, odnosno ispravno je opisao samo
njen deo u prvom kvadrantu. Naime, Dekart je verovao da se oblik krive iz prvog kvadranta
ponavlja u ostalim kvadrantima i da kriva izgleda kao cvet sa cetiri identi¢ne latice. Isto,
pogresno, misljenje delio je i Roberval i nazvao je krivu ”fleur de jasmin” (cvet jasmina).
Naziv je odbacen sa otkricem pravog oblika Dekartovog lista, a danas se kriva ponekad
naziva i "neud de ruban”(eng. ribbon knot). S obzirom na to da je Pjer del Ferma u to
vreme bio otkrio metod za pronalazenje tangenti na krivu, Dekart ga je izazvao da pronade
tangente na njegovu krivu, sto je Ferma uspesno resio.

Neparametrizovana, implicitna jednacina Dekartovog lista je:

23 +y® — 3azy =0 (3.7)

Parametrizovana reprezentacija Dekartovog lista dobija se kada se u (3.7) ubaci y = xt:

) 3at ) 3at? ct<
z(t) = , = , —00 00.
1+ NS s
Jasno, kriva ima singularitet u £ = —1. Deo krive u drugom kvadrantu nastaje za vrednosti

parametra: —1 <t < 0 (z > 0, y < 0), petlja (deo krive u drugom kvadrantu) nastaje za
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Slika 3.7: Dekartov list za a = 1, ¢ € [—20, 20]

0<t<oo(x<0,y>0),adeo krive u ¢etvrtom kvadrantu nastaje za —oo <t < —1 (z >
0, y > 0). Jednacina asimptote je:

r+y+a=0.

U polarnim koordinatama jednac¢ina Dekartovog lista je:

_ 3asecftan
1+tan®6

Povrsina izmedu Dekartovog lista i njegove asimptote, odnosno povrsina petlje je:

)

e / 240 — /3asec€tz;n9d9:
1+ tan® 6

0

N W
IS

Krivina Dekartovog lista data je sa:

2(1+t3)*
3a(l + 462 — 4¢3 — 4t5 + 416 4 8)3

rle)(t) =

Duzina luka petlje Dekartovog lista je:

dt =4.917488...a.

3a7\/1 TE2(4 — 4t — 483 + 4t 4 15)
TENDE
0

Simetri¢an je u odnosu na pravu z = y. Dekartov list je kriva koja ima singularitet, pa ni
ova kriva nije Freneova. Vige o Dekartovom listu videti u [7].
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3.4 Paskalov Puz

Obradu algebarskih krivih ¢etvrtog stepena zapocinjemo Paskalovim puzem (fr. limagon)
Iako E. Paskal®, otac Blez Paskala’ nije prvi koji je opisao puza, on ipak nosi njegovo ime.
10 44 svom delu iz 1525. godine. ”Instrukcije u vezi sa merenjem”opisuje konstruk-
ciju puza. Proucavanjem puza bavio se i Roberval, upotrebio ga je 1650. kao primer za

Durer

prezentaciju svog metoda odredivanja tangenti.

Puz je putanja tacke koja se nalazi u unutrasnjosti kruga, koji se bez klizanja kotrlja po
krugu istog polupre¢nika, pa puz pripada istoj grupi krivih kao i epicikolida. Puz se moze
nacrtati tako sto se prvo nacrta krug i zada tacka P, a zatim se crta niz krugova ¢iji su
centri na kruznici datog kruga i svi prolaze kroz tacku P. Obvojnica ovih krugova je puz.
Specijalan sluc¢aj puza dobija se kada fiksiramo tacku na kruznici i to je kardioida, o kojoj
Ce biti re¢i u narednom odeljku. Alternativna definicija puza kaze da je on konhoida kruga
u odnosu na tacku na njegovoj kruznici.

Puza crtamo na sledeéi na¢in: nacrtamo krug i ozna¢imo mu preénik AB = 2a (slucaj
konveksnog puza). Izaberemo tacku @ na kruznici kruga, lenjir postavimo tako da je @ na
sredini skale, a zatim lenjir rotiramo tako da mozemo povuéi pravu kroz tacke A i Q. Sa
obe strane tacke () oznacimo tacke P i P’, tako da su na istom rastojanju, veéem od 2a od
Q. Postupak ponovimo vise puta, dobijene tacke bi¢e tacke puza.

U polarnim koordinatama puz se zadaje kao:
r=>b+acosé. (3.8)

Za razne vrednosti konstanti a i b dobijaju se razli¢ite varijante puza, Sto je prikazano na
slici 3.9:

(i) b > 2a puz je konveksan,

(ii) 2a > b > a puz ima "rupu”,

(iii) b = a puz je kardioida (bi¢e obradena u slede¢em odeljku),
(iv) b < a puz ima unutrasnju petlju,

(v) b= g puz degeneriSe u trisektrisu,

)
)
)
)
)
)

(vi) a =0 puz je krug.

8Ktienne Pascal (1588-1651)
9Blaise Pascal (1623-1662)
10 Albrecht Diirer (1471-1528)
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Slika 3.8: Metod crtanja puza

Trisektrisa je kriva koja se moze upotrebiti za podelu ugla na tri jednaka dela, na sledeci
nacin - konstruiSe se ugao ZBAR koji je jednak uglu koji treba da podelimo na tri dela, tako
da je AR = a (slika 3.10). Povucemo pravu koja spaja tacke R i O (centar kruga), prava ¢e
sedi unutrasnju petlju puza (trisektrise) u tacki P’. Duz AP’ formira ZBAP' = %ABAR i
trisekcija ugla pomoé¢u puza uspesno je izvrsena.

Parametarske jednacine dobijaju se iz (3.8) kada je x = rcosf i y = rsin 6. Dobija se:
x =cost(acost+b), y=sint(acost+b), —m<t<m.

S obzirom na datu parametrizaciju mozemo izracunati duzinu luka

t 2vab
s(t)=2(a+b)FE (2, a+b> ,

gde je E(z, k) elipti¢ni integral druge vrste. Za t = 27 dobija se

2@)

=2 bE
s (a+b) (a—i—b

Neparametarska reprezentacija data je sa: (22 + y? — az)? = b?(2? + y?), odakle je jasno da
je puz algebarska kriva reda cetiri.

Puz je inverzna kriva za konusne preseke - za razli¢ite vrednosti konstanti a i b bice
inverzna kriva za razlic¢ite konusne preseke. Puz je simetrican u odnosu na z-osu, poseban
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Slika 3.9: Paskalov puz za razli¢it odnos konstanti a i b

je slucaj Dekartovog ovala. U slucaju b = 2a puz je konveksana zatvorena kriva, bez petlji i
$pica, pa zadovoljava four vertex teoremu.

3.5 Kardioida

Implicitna, neparametarska reprezentacija data je sa:
(@® + 9% + az)® = a*(2” +4°),

odakle je jasno da se radi o algebarskoj krivoj ¢etvrtog reda. Iako je Romer!! bio prvi koji
je 1674. godine proucavao kardioidu u sklopu ispitivanja cikloidnih krivih neophodnih za
konstrukciju zupéanika, naziv kardioida (srcolika) prvi je upotrebio Castillion'? u svom delu
”Philosophical Transactions of the Royal Society”, 1741.godine. Duzinu luka kardioide prvi
je izracunao la Hire'® 1708. godine.

110le Rgmer (1644-1710)
12Giovanni Francesco Mauro Melchiorre Salvemini di Castiglione (1708-1791)
L3Philippe de La Hire (1640-1718)
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Slika 3.10: puz kao trisektrisa

Kardioidu crtamo tako $to prvo nacrtamo krug - osnovni krug i na njegovoj kruznici
ozna¢imo proizvoljnu tacku A. Zatim nacrtamo jo$ jedan krug sa centrom u tacki @ koja
lezi na kruznici osnovnog kruga, poluprec¢nika AQ. Krugove, na opisani nacin, nastavimo
da crtamo za razlic¢ite polozaje tacke ) tako da budu uniformno rasporedeni u odnosu na
osnovni krug. Obvojnica, odnosno kriva koju svi krugovi dodiruju je upravo kardioida.

Slika 3.11: Metod crtanja kardioide

Kao §to je i pomenuto u prethodnom odeljku, kardioida je specijalan slucaj Paskalovog
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puza kada je b = a, te vazi da je parametrizacija kardioide u polarnim koordinatama:
r=a(l + cos®),

a u Dekartovim:
x(t) = acost(l —cost), y(t) =asint(l — cost),

pa se lako odreduju njene metricke karakteristike:

(i) duzina kardioide L = 8a,

(i) povrsina koju obuhvata kardioida A = 2ma?,

(111) krivina /‘E(t) = W,
2

(iv) duzina luka s(t) = 8asin® (1).

Osim navedenog, odredeno je i da je duzina svih tangenti koje prolaze kroz $pic (&, 0)
jednaka i iznosi 4a, kao i da sredine tih tangenti leze na krugu. Takode je poznato da
u svakom pravcu postoje tri paralelne tangente na kardioidu, a vrednosti parametra 6 u
dodirnim tackama sa kruznicom razlikuju se za %’r

Kardioida je epicikloida - putanja tacke kruga sa njegove kruznice dok se on kotrlja po
drugom krugu istog precnika sa spoljasnje strane. Kardioida je i hipocikloida - putanja
tacke kruga sa njegove kruznice dok se on kotrlja po kruznici drugog kruga duplo duzeg
precnika sa unutrasnje strane. Kardioida je inverzna kriva za parabolu u odnosu na njen
vrh. Kardioida nije konveksna kriva, pa ne zadovojava four vertex teoremu, a zbog Siljka
nije ni Freneova. Vise o kardioidi videti u [9].

3.6 Figura osam

Figura osam jo$ se naziva i Geronova lemniskata'4. Figura osam nastaje na sledeéi nacin:
posmatramo krug poluprec¢nika 1 sa centrom u koordinatnom pocetku. P je tacka na kruznici
ovog kruga. Tacka M dobija se u preseku prave z = 1 i prave paralelne x-osi koja prolazi
kroz tacku P. Tacka () se nalazi u preseku OM i prave paralelne y-osi koja prolazi kroz
tacku P. Putanja tacke Q@ koju ona prelazi dok se tacka P krece po kruznici predstavlja
davolju krivu (slika 3.12). Figura osam se definise jednac¢inom:

ot =a?(z? — o).
U polarnim koordinatama figura osam zadaje se kao:

r? = a?sec § cos(26).

14 Camille-Christophe Gerono (1799-1891)



GLAVA 3. NEKE POZNATE RAVANSKE KRIVE 35

Parametrizacija figure osam data je sa:
c(t) = (acost,asintcost), —r<t<m,

pa lako mozemo odrediti njene metricke karakteristike:

1. povrsina koju obuhvata figura osam, odnosno povrsina obe petlje A = %aQ,

2+/2[2+cos(2t)] sin t
a[2+cos(2t)+COS(4t)]% ’

2. krivina figure osam k(t) = —

z
3. duzina luka figure osam s(t) = 2av/2 [ /2 + cos(2t) + cos(4t)dt = 6.09722...a
0

Slika 3.12: Konstrukcija figure osam

Slika 3.13: Oblik figure osam za razne vrednosti konstante a

Kada su u pitanju geometrijska svojstva figure osam, ista ima dve vertikalne i dve hori-
zontalne tangente redom u (+a, 0) i (i%ax/ﬁ, i%a) . Osim toga kriva je simetri¢na u odnosu
na z i y ose, ima dve petlje, a indeks rotacije figure osam je U, = 0.
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3.7 Bernulijeva lemniskata

1694. godine Jakob Bernuli'® je objavio ¢lanak ” Acta Eruditorum”o krivoj oblika figure
osam, koju je oznacio latinskom re¢i ”lemniscus” (ukrasna traka). U ¢clanku Bernuli nije
ispitivao geometrijske karakteristike lemniskate, ve¢ se bavio krivom sa analitickog aspekta
a proucCavanja u vezi sa duzinom luka lemniskate postavila su temelj za kasnije ispitivanje
eliptickih funkcija. Makloren'® se takode bavio lemniskatom. Vat!'” je kod svog poboljsanja
parne masine koristio masinu koja je radeéi opisivala upravo Bernulijevu lemniskatu. Osim
toga lemniskata je nasla svoju primenu kod kvazi jedno-dimenzionalnih modela (Q1D).

Bernulijevu lemniskatu crtamo tako §to nacrtamo krug sa centrom u C, a zatim oznacimo
tacku O ¢ije je rastojanje od centra /2 puta veée od polupreénika. Kroz tacku O povucemo
proizvoljnu pravu koja sece krug u @, Q' i na toj pravoj oznacimo tacke P i P’ koje su
na rastojanju Q@' od O. Postupak ponavljamo za razlicite polozaje prave kroz tacku O
i sve tako dobijene tacke su tacke Bernulijeve lemniskate. Lemniskatu mozemo dobiti kao
obvojnicu krugova sa centrima na pravougaonoj hiperboli koji prolaze kroz centar hiperbole.

Slika 3.14: Metod crtanja Bernulijeve lemniskate

Bernulijeva lemniskata je geometrijsko mesto tacaka P takvih da je proizvod rastojanja
od fiksnih tacaka Fy i Fy (ZiZe, koje su na medusobnom rastojanju 2a) konstantan i iznosi
a?, ¢ime je obezbedeno da je sredisnja tacka duzi koja spaja zize takode na lemniskati. Osim
toga, lemniskata je cisoida kruga poluprecnika § u odnosu na tacku koja je na rastojanju

a? od centra. Neparametarska reprezentacija lemniskate je:
(2% +y?) = a*(2® — ),
dok je u polarnim koordinatama lemniskata zadata sa:

r? = a® cos 20, y =xsint, a =

Bk

15 Jacques Bernoulli (1655-1705)
16Colin Maclurin (1698-1746)
17 James Watt (1736-1819)
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U Dekartovim koordinatama lemniskati odgovaraju jednacine:

acost asintcost

= — t) = ——F——, —7<t<m.
1+ sin’t y(t) 1+ sin?t

x(t)

Sada, kada su nam poznate jednacine Bernulijeve lemniskate, mozemo odrediti neke metricke
karakteristike lemniskate.

1. povréina lemniskate 4 = a2,

2. duzina luka lemniskate s(t) = 5= [I'(1)]? = 5.2441151086...a,

3v2cost
ay/3—cos2t’

4. duzina lemniskate L = 4a(1 + 55 + 3535 + ...)

3. krivina lemniskate x(t) =

Slika 3.15: Bernulijeva lemniskata za razne vrednosti konstante a

Interesantna je ¢injenica da je vrednost koja se javlja kod duzine luka lemniskate kon-
statnta koja je ekvivalent konstanti 7 kod kruga. Za pomenutu konstantu dokazano je da
se radi o transcendentnom broju 1937. godine. Osim toga, kada se konstanta lemniskate
podeli sa dva dobija se vrednost koja se Cesto naziva i prva konstanta lemniskate, dok je kao
druga konstanta lemniskate poznata vrednost %M , gde je M recipro¢na vrednost Gausove
konstante.

Lemniskata je inverzna kriva za hiperbolu u odnosu na centar hiperbole. Lemniska se moze
jos kategorisati i kao sinusoidalna spirala oblika 7™ = a™ cosnf za n = 2, ali i kao cisoida
kruga polupre¢nika a u odnosu na tacku koja je od centra kruga udaljena v/2a. lemniskata
ima dve petlje i jedan singularitet u tacki (£, 0), pa nije Freneova, a simetri¢na je u odnosu
na z iy ose. Indeks rotacije Bernulijeve lemniskate U, = 0. Zanimljivo je napraviti poredenje
Bernulijeve i Geronove lemniskate (figure osam), s obzirom na veliku sli¢nost izmedu ovih
figura. Poredeci njihove krivine slika 3.16 uo¢avamo da krivina Bernulijeve lemniskate ima
samo jedan maksimum, jedan minimum i jednu prevojnu tacku za 0 < ¢ < 27, dok za isto ¢
krivina Geronove lemniskate ima tri maksimuma i tri minimuma kao i dve prevojne tacke.
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Slika 3.16: Krivine Bernulijeve (plava) i Geronove (crvena) lemniskate
3.8 Davolja kriva

Davolja kriva je poslednja algebarska kriva cetvrtog reda koja ¢e biti obradena u ovom
radu. Pavolju krivu je prvi opisao Kramer!® 1750. godine, a 1810. godine Davolju krivu
proucavao je i Lakro!?. Poreklo imena ove krive godinama je izazivalo nesuglasice medu
matematicarima, jedno od misljenja je da ono potice od igre diabolo, Sto u prevodu na
srpski znac¢i davo. Naime, kriva oblikom podseéa na rekvizite za pomenutu igru. Vise o
poreklu imena videti u [10].

Davolja kriva definisana je jedna¢inom:
PP - a?) = 22— 1)
U polarnim koordinatama jednacina davolje krive je:

, a?sin?6 — b cos? 0
Tt =

sin 6 — cos? 6
dok je parametrizovana sa:

a?sin®t — b2 cos?t . a2?sin’®t — b2 cos? ¢
c(t) = | cost — ,sint —
sin“t — cos? t sin“t — cos? t

U koordinatnom pocetku kriva ima singularitet - sece samu sebe, a tangentni vektori na dve
razli¢ite grane krive se ne poklapaju. Kriva ima i dve asimptote: y = +x. Za razli¢it odnos

18Gabriel Cramer (1704-1752)
19Gylvestre Frangois Lacroix (1765-1843)
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(a) Kramerova skica davolje krive (b) Lakroova skica davolje krive

Slika 3.17: Autenticne skice davolje krive

vrednosti parametara a i b polozaj krive se menja. Ako je § <1 kriva je u horizontalnom
polozaju i simetri¢na u odnosu na z-osu, slika 3.18 (levo), a kada je ¢ > 1 kriva je rotirana
za 7, odnosno u vertikalnom je polozaju i simetricna je u odnosu na y-osu slika 3.18 (desno).
Za ‘; = 1, odnosno a = b davolja kriva postaje krug. Poseban slucaj davolje krive dobija se
za a® = 96 i b2 = 100, i ova kriva se naziva kriva elektriénog motora (slika 3.19).

=K

Slika 3.18: Davolja kriva za razli¢it odnos konstanti a i b

3.9 Epicikloida i Hipocikloida

Epicikloida i hipocikloida spadaju u algebarske krive viSseg reda. Nastaju kotrljanjem
kruga po kruznici drugog kruga sa spoljasnje, odnosno unutrasnje strane. Predstavljaju
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) |

AN

Slika 3.19: Davolja kriva elektricog motora

slucajeve epitrohoide, tj. hipotrohoide kada je tacka koja generiSe krive na kruznici kruga
koji se kotrlja. Prvi koji ih je proucavao bio je Direr (1525), a njima su se bavili i Dezarg
(1640), Romer (1647), Hajgens (1679), Njutn i Lajbnic (1686), Lopital 2°, Jakob Bernuli

(1690), 1725. godine Danijel Bernuli opisao je nacin generisanja ovih krivih, a njima se bavio
i Ojler?! (1745, 1784).

Slika 3.20: Metod crtanja hipocikloide

Kako bismo nacrtali hipocikloidu sa n + 1 Siljkom prvo crtamo krug sa centrom u O i

20Guillaume de 1'Hépital (1661-1704)
21Leonhard Euler (1707-1783)
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Slika 3.21: Metod crtanja epicikloide

ozna¢imo njegov precnik B’OB. Zatim crtamo polupre¢nike OQ i OR tako da je ZBOQ = t,
a /B'OR = nt. Nacrtati duz RQ, pa s promenom ¢ dobijamo razli¢ite polozaje RQ, a
njihova obvojnica je hipocikloida. Ako Zelimo da nacrtamo epicikloidu sa m — 1 Siljkom
upotrebi¢emo isti metod kao i kod hipocikloide sa tom razlikom §to ¢e se ugao mt nalaziti
u treéem kvadrantu.

Pomenute vrednosti m i n treba da ispunjavaju odredene uslove. Za n = 1 konstrukcija ne
vazi. n+ 1 je odnos obima fiksiranog kruga i kruga koji se kotrlja i ako je ceo broj u pitanju
onda je to broj spiceva. Ako jen+1 = 5, gde su p i ¢ uzajamno prosti prirodni brojevi,
hipocikloida ¢e imati p Siljkova nastalih u ¢ obrtaja. Isto vazi i za epicikloidu (m — 1 = %).
Parametrizacija hipocikloide koja nastaje kotrljanjem kruga polupreé¢nika a sa unutrasnje
strane kruznice kruga poluprecnika a(n + 1) data je sa:

z(t) = nacost + acosnt, y(t) = nasint — asinnt

Parametrizacija epicikloide koja nastaje kotrljanjem kruga poluprec¢nika a sa spoljasnje
strane kruznice kruga polupre¢nika a(m — 1) data je sa:

x(t) = macost — acosmt, y(t) = masint — asinmt.
Za odredene vrednosti parametara n i m dobijaju se specijalni slu¢ajevi hipocikloide:

1. n = 2 deltoid,
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(a) Deltoid (b) Astroid (¢) Nefroid

Slika 3.22: Specijalni slucajevi hipocikloide i epicikloide
2. n = 3 astroid
i epicikloide:

1. m = 2 kardioida,

2. m = 3 nefroid.

S obzirom na to da nam je poznata parametrizacija ovih krivih mozemo odrediti njihove
metricke karakteristike:

1. duzina krive L = 8na, odnosno L = 8ma,

2. Povrsina koju obuhvata kriva A = ma?(n? — n), tj. A = wa?(m? +m).

Evoluta hipocikloide kao i epicikloide je hipocikloida, odnosno epicikloida. Epicikloida je
tautohrona (kriva). Vise o epi i hipocikloidi videti u [13].

3.10 Cikloida

Cikloida je prva transcendentna kriva koja ¢e biti obradena. Istorijske ¢injenice u vezi
sa cikloidom vrlo su interesantne, a zapocinju 1599. godine sa Galilejevim?? pokusajem
da odredi povrsinu cikloide. Naime, Galileo je merio metalne komadice oblika cikloide
o¢ekujuéi da ¢e odnos tezina tako oblikovanog komadica i komadi¢a oblika kruga biti 7 : 1.

22Galileo Galilei (1564-1642)
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Tac¢nu povrsinu cikloide odredio je Galilejev u¢enik Toriceli??, ali i Dekart, Roberval (1628)
i Ferma, pre njih u resavanju istog problema nije imao uspeha Marsen®*. Sli¢na situacija
se dogodila i kod kod resavanja problema konstrukcije tangente na cikloidu, odnosno vise
matematicara u kratkom vremenskom intervalu doslo je do istih zakljuc¢aka, pa je bilo optuzbi
za plagiranje. Roberval je 1634. odredio duzinu luka cikloide. Isto je 1658. godine uradio i
Kristofer Vren?®, a iste godine Paskal nudi nagradu onome ko resi niz problema u vezi sa ”la
Roulette” (pretpostavlja se da je Paskal prvi koji je upotrebio naziv cikloida). Iako su dva
kandidata imala resenja problema koje je zadao Paskal, nikada nisu dobili nagradu. Dzon
Bernuli je 1696. u svom delu ” Acta eruditorum” (skripta namenjena studentima) postavio
novi izazov, znajuéi resenje istog (cikloida), svojim savremenicima. U pitanju je takozvani
problem brahistrohrone. Izazovu su se uspesno odazvali: Lajbnic?6, Njutn, Jakob Bernuli.
Cikloida je reSenje i problema tautohronosti, sto je pokazao Hajgens jos 1659. godine.
Hajgens je izumitelj prvog sata sa klatnom. Sat je sadrzao uredaj koji je u toku rada
opisivao luk cikloide. Dezarg je predlozio da zupci na zupcaniku imaju oblik cikloide. S
obzirom na sve nabrojano u vezi sa cikloidom, s pravom je nazvana ”Helen of Geometers”.

Navodimo jedan nacin na koji moze biti nacrtana cikloida: nacrtamo dve horizontalne
prave na rastojanju a. Povlac¢imo 19 vertikalnih pravih na rastojanju 21”—8“ ~ 0.35a, obelezimo
ih sa 0,1,18,... na prvoj (viSoj) horizontalnoj pravi i u tim tackama kao centrima crtamo
krugove polupre¢nika a. Time smo predstavili pozicije kruga koji se kotrlja po nizoj hori-
zontalnoj pravi, svaki krug predstavlja rotaciju za §. U svakoj od tacaka 0,1,2, ... nacrta
LA
lurecnici predstavljaju uzastopne polozaje fiksnog precnika kruga koji se kotrlja. Krajnje
tacke pre¢nika, odnosno one koje leze na kruznici bi¢e tacke cikloide. Jasno je da je ci-

kloida putanja jedne fiksirane tacke na obodu kruga koji se kotrlja bez klizanja po pravi.

se poluprecnik kruga redom pod uglom od u odnosu na vertikalnu liniju. Po-

parametarske reprezentacija cikloide data je sa:
x(t) = at — bsint, y(t) =a —bcost, —oo <t < 0.

S obzirom na polozaj tacke, odnosno odnos a i b razlikuju se tri tipa cikloide:

(5 =T =]

|y g

Slika 3.23: Cikloida za a = b

1. ako je tacka €iju putanju posmatramo na kruznici (a = b) radi se o tipitnoj cikloidi
koja ima $pic u koordinatnom pocetku,

23Evangelista Torricelli (1608-1647)
24Marin Mersenne (1588-1648)
25Christopher Wren (1632-1723)
26Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
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2. ako je tacka ¢iju putanju posmatramo u unutragnjosti kruga (b < a) radi se o skradenoj
cikloidi,

3. ako je tacka ¢iju putanju posmatramo fiksirana sa spoljasnje strane kruga (a < b) radi
se o produzenoj cikloidi.

S
>

Slika 3.24: Skracena cikloida

Slika 3.25: ProduZena cikloida

\(_E U 0 J 20 e

Slika 3.26: Uporedan prikaz sve tri cikloide

Sada mozemo navesti i neka metricka svojstva tipi¢ne cikloide (a = b):

1. duzina jednog luka L = 8a,
2. povrsina ispod jednog luka A = 3ma?,

3. duzina luka cikloide za prvi luk s(t) = 8a sin® (1),
| csc(dt)]

4. krivina cikloide k(t) = da

5. duzina prave po kojoj se kotrlja krug od §iljka do siljka je 27a.

Hajgens je 1673. godine pokazao da je evoluta cikloide ista takva cikloida.

Kao sto je i receno, cikloida je brahistohrona (najkrace vreme) kriva, odnosno predstavlja
putanju kojom telo koje kreée iz stanja mirovanja najbrze stigne do zadate krajnje tacke (na
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Slika 3.27: Krivina cikloide a = b

cikloidi), kretanje je bez trenja, pod dejstvom gravitacije. Cikloida je i tautohrona, odnosno
izohrona (isto vreme) ako ima osobinu da je vreme potrebno telu da stigne do najnize tacke
krive nezavisno od pocetnog polozaja. ReSavajuéi ova dva problema matematicari su razvili
metode koje su kasnije upotrebljavane u infinitezimalnom i varijacionom rac¢unu. Vise o
cikloidi videti u [9].

3.11 Logaritamska spirala

Sve spirale su transcendentne krive, a razlikujemo:

1. logaritamsku spiralu,
2. aritmeticke spirale koje obuhvataju

hiperboliénu spiralu,
Arhimedovu spiralu,
Fermaovu spiralu,

krivu po imenu litus - pastirski stap,
3. sinusoidalne spirale,
4. Ojlerovu spiralu (polinomijalne spirale),

5. Koteove spirale.

U ovom radu bi¢e obradene logaritamska i Ojlerova spirala.

Logaritamska spirala je kriva koja se ¢esto javlja u prirodi - puzeva kuéica, nervi roznjace,
neke galaksije kao i cikloni imaju oblik logaritamske spirale. Prvi matematicar koji se bavio
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proucavanjem logaritamske spirale bio je Dekart. On je 1638. godine opisao logaritamsku
spiralu proucavajuéi problem iz dinamike. Zeleo je da opise sve ravanske krive koje imaju
osobinu da je ugao izmedu krive i tangentnog vektora isti u svakoj tacki, sto ¢e u nastavku
i biti dokazano da je osobina logaritamske spirale.

Problem ”¢etiri psa”je interesantan primer koji generise logaritamsku spiralu. Cetiri psa
nalaze se u uglovima dvorista oblika kvadrata i pocinju istovremeno kretanje tako da se
pas iz ugla A krece ka psu iz ugla B, a pas iz ugla B ka psu iz ugla C' i tako redom. Psi
se kre¢u ravnomerno istom brzinom. Sledeéi polozaj pasa prikazan je na slici 3.28. Jasno,
novonastali polozaj odgovara kvadratu rotiranom za neki ugao u odnosu na pocetni kvadrat,
a putanja svakog psa je prava koja je pod odredenim (konstantnim) uglom u odnosu na pravu
koja spaja centar kruga sa stranicom iz Cijeg temena je krenuo pas. Putanja svakog psa je
logaritamska spirala - tangenta u svakoj tacki na putanju gradi konstantan ugao sa pravom
kroz tacku dodira i fiksiranu tacku (centar kvadrata).

Slika 3.29: Krivina logaritamske spirale
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Parametrizacija logaritamske spirale data je sa:
c(t) = a(eb cost, e’ sint), t € [a,b].

Sa promenom znaka b, menja se i smer uvijanja spirale. Primetimo da za b = 0 parametri-
zacija odgovara kruznici. Jasno, za b > 0 krivina se smanjuje sa poveéanjem parametra t,
Sto e biti ilustrovano na slici 3.29, na kojoj je prikazan grafik funkcije krivine ove krive:

1
aebt/1+ b2’

U slucaju b — oo spirala ¢e imati infinitezimalnu vrednost krivine i prakti¢no ¢e teziti ka

k(t) = t € [a,b].

pravoj.

Neka je ¢ : (a,b) — R? kriva koja ne prolazi kroz koordinatni pocetak. Ugao izmedu krive
i tangentnog vektora definisan je kao funkcija ¢ = ¢[c] : (a,b) — R? i vazi:

c(t)e(t) c(t)Je(t)

el ~ " i oo = S

za a <t<b.

Lema 3.1. Neka je ¢ : (a,b) — R? kriva koja ne prolazi kroz koordinatni pocetak. Sledeéa
dva tvrdenja su ekvivalentna:

(i) Ugao izmedu tangente i krive ¢[c] je konstantan.
(i) ¢ je reparametrizacija logaritamske spirale.
Dokaz. Zapisaéemo c kao c(t) = re?®, gde suir = r(t) i 6 = 0(t) funkcije od ¢t. Tada je
c(t) = e (' +ird) i vazi:
le(t)] =, I (t)] = /12 + 12072, c(t)d (t) = r(r +irg).
Pretpostavimo da vazi tvrdenje (i), odnosno da je ¢[c] = const = =, treba pokazati da onda

vazi tvrdenje (ii). Na osnovu (1.3) imamo:

T @@ ~ Vi 2er (3.9)

c(t)e(t) r' +ird’
|

Iz (3.1) dobija se

! rd’

/12 T 2072 smey = ) I T29/2’

cosy =

pa je

!

-
— =0'cot .
,
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Slika 3.30: Ugao izmedu tangente i krive je konstantan

Resenje ove diferencijalne jednacine je:
r = aexp(fcot ),
gde je a neka konstanta. I na kraju za ¢ dobijamo:
c(t) = aexp((i + cot y)6(t)),

§to je bas parametrizacija logaritamske spirale, ¢ime je dokazano da vazi tvrdenje (ii). Supro-
tan smer dokaza je trivijalan, jer ée pri svakoj reparametrizaciji ugao ¢[c] imati konstantnu
vrednost neko . |

Nakon Dekarta, proucavanjem logaritamske spirale bavio se i Jakob Bernuli. On je loga-
ritamsku spiralu jo§ nazivao i ¢udesna spirala (Spira Mirabilis) zbog osobine da njen oblik
ostaje isti bez obzira na to koliko zavoja spirala ima (eng. self-similarity) i upravo zbog te
karakteristike se Cesto javlja u prirodi jer omogucava rast bez promene oblika. O Bernulijevoj
fascinaciji logaritamskom spiralom govori i ¢injenica da je zahtevao da mu je na spomenik
uklesu (greskom je uklesana Arhimedova spirala, a uz nju stoji natpis eadem mutata resurgo
u prevodu - iako promenjena, ostala je ista).

U polarnim koordinatama (r,6) jednacina logaritamske spirale data je sa :

r=ae”, Gzlln(i), a,bc R,
b a

Tvrdenje leme 3.1. u slu¢aju kada je kriva zadata u polarnim koordinatama pokazuje se na

arccos M = arctan1 = ¢.

@)l @) b

sledeéi nacin:
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~/

~/

(a) a>0 (b) a<O0

Slika 3.31: Uticaj promene konstante a na oblik logaritamske spirale (b = 0.2)

(a) b>0 (b)y b< 0

Slika 3.32: Uticaj promene konstante b na oblik logaritamske spirale (a = 1)

Iz ove jednakosti je jasno da je za b = 0,¢ = 7,

u sluéaju b — o0o,¢ = 0, odnosno spirala tezi pravoj. Ako je bas ¢ = 1.6180339887... ,
odnosno ¢ ima vrednost zlatnog preseka, dobija se specijalan slucaj logaritamske spirale -

odnosno spirala postaje kruznica, dok

zlatna spirala.

3.12 Klotoida (QOjlerova spirala)

Ojlerova spirala je kriva koja ima najvecu prakti¢nu primenu od svih krivih navedenih u
ovom radu, pa s obzirom na to ima i veoma interesantnu istoriju. Ojlerovu spiralu prvi je
koristio Dzejms (Jakob) Bernuli 1694. godine resavajuéi problem elasti¢nosti. ReSenje ovog
problema dao je Ojler 1744. godine kada je i opisao krivu - dao njenu jednacinu i opisao
neke njene metricke i geometrijske karakteristike. Nakon toga, proucavajuéi difrakciju sve-
tlosti, spiralom se bavio i Kornu??, pa se ova spirala ponekad naziva i Kornoova spirala.

2"Marie Alfred Cornu
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Interesantno je jo§ pomenuti i Talbota?® koji je Ojlerovu spiralu koristio pri projektovanju
drumskih i zeleznickih puteva, kako bi izbegao ostre krivine. Naime, Ojlerova spirala sa kri-
vinom koja je linearno zavisna od duzine luka predstavlja idealn model za postepen prelazak
sa puta (pruge) jednog pravca na put drugog pravca. U upotrebi je i naziv klotoida od grcke
reci kloth §to znaci uvijati se okretanjem. Vise o istorijatu ove krive videti u [8].

Slika 3.33: Ojlerove spirale za a =n =1 (crvena) i n = 2,a = % (plava)

Parametrizacija klotoide data je sa:

¢ ¢
n+1 n+1
ct)=a /sin Y du,/cos Y du
n+1 n+1
0 0

Standardna klotoida je klotoida za n = 1 i prikazana je na slici 3.33 crvenom bojom. Para-
metrizacija standardne klotoide moze biti izrazena pomoéu Frenelovih?® integrala:

t t
2 2

/sin (?) du, /cos <7T;L) du.

0 0
+oo 9 +oo 9
/ sin (u) du = / cos <u> du = j:ﬁ,

2 2 2

0 0

krajevi standardne klotoide se uvijaju oko tacke +a+/m(1,1). Za n neparno klotoide imaju
oblik kao standardna i simetri¢ne su u odnosu na koordinatni pocetak, dok za n parno

Posto vazi:

28 Arthur Newell Talbot (1857-1942)
29 Augustin-Jean Fresnel (1788-1827)
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klotoide imaju oblika kao plava klotoida (n = 2) sa slike 3.33 i simetri¢ne su u odnosu na -
osu. lako komplikovana za definisanje, kao transcendentna kriva, njena krivina kao i duzina
luka se vrlo jednostavno opisuju:

sy =-=,
s(t) = at.

1990. godine Dilen je 2° izvrsio generalizaciju, odnosno definisao je klasu polinomijalnih
spirala - spirale kod kojih je krivina spirale polinomijalna funkcija duzine luka iste. Ovo je
slucaj kod klotoide, ali i kod duple klotoide, kao i kod jo§ nekih krivih.

3.13 Katemptota

Katemptota, kao i spirale spada u transcendentne krive. Naziv katemptota je izveden iz
latinske re¢i catena $to u prevodu na srpski jezik znaci lanac. Za njeno otkri¢e zasluznim
se smatra Jungius®! koji je 1669. godine opovrgnuo Galileevu tvrdnju da neistegljiv kanap
(lanac) koji visi okacen o dve svoje tacke (na razlicitim vertikalnim linijama) ima oblik pa-
rabole. Medutim, parametrizaciju katemptote tek su dali Hajgens, Lajbnic, Jakob i Dzon
Bernuli 1690/91. Opsiran rad o katemptoti je 1697. godine napisao Dzordzi3?, profesor
Oksfordskog univerziteta. Naziv katemptota se prvi put pojavljuje 1690. godine u Hajgen-
sovom pismu Lajbnicu. 1744. godine Ojler je dokazao da rotacijom katemptote oko njene
ose simetrije nastaje telo minimalne povrsine - katenoid (za krug iz baze nastale figure).

Jednacine katemptote dobijaju se iz diferencijalne jednacine:
d’y 1 dy 2
— = —4/1 - 3.10
dz? a + (d:z: ( )

Jednacginu (3.10) izvodimo na sledeéi na¢in: posmatramo deo katemptote (kanap koji visi
priévrséen za dve svoje tacke) pq izmedu najnize tacke katemptote p i proizvoljne tacke g
na njoj. Na okacen kanap deluju tri sile: tezina dela pq katemptote i sile istezanja T i U
redom u tackama p i ¢g. Neka je w linearna gustina, a s duzina pq, tada je tezina pq jednaka
ws. Neka su |T| i |U]| intenziteti redom sila T i U, tada vazi:

U = (|U]|cos b, |U|sin ),
ugao 6 oznacen je na slici 3.34. Zbog ravnoteze koja vlada vazi:

|T| = |U|cos¥, ws = |U|siné. (3.11)

30Franki Dillen (1963-2013)
31 Joachim Jungius (1587-1657)
32David Grerogy (1659-1708)
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Neka je q = (x,y), gde su z i y funkcije s. Iz (3.11) dobijamo:
—= =tanf = —.. (3.12)

S obzirom na to da je duzina pq jednaka:
= [4/1 — | d
S / + ( dw) T,
0

ds _ |4 (@)2. (3.13)

vazi:

dx dx
Kada diferenciramo (3.12) i upotrebimo (3.13) dobijamo (3.10), gde je a = 5.

2

Slika 3.34: Izvodenje jednacine katemptote

Resenje jednacine (3.10) je
y = a cosh E,
a

a rotacijom grafika dobijenog na osnovu ove jednacine izvodimo parametarsku reprezentaciju
katemptote:

¢(t) = (acosh é,t).

S obzirom na to da imamo jednacine krive mozemo definisati metricke karakteristike
katemptote:

1. duzina luka s(t) = asinh(%)

2. krivina katemptote x(t) = 1 sech? (%)

t
a
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Slika 3.35: Katemptota i parabola

Katemptotu mozemo videti u sastavu brojnih arhitektonskih dela, ali u vidu luka koji
predstavlja obrnutu (rotiranu za m) katemptotu. Veliki je broj mostova oblika katemptote,
a Cesto se i velike peé¢i konstruisu u obliku obrnute katemptote. Opis metode crtanja ka-
temptote bi¢e dat u odeljku o traktrisi, zajedno sa metodom crtanja traktrise. Katemptota
je evoluta traktrise.

3.14 Traktrisa

Problem koji je za reSenje imao traktrisu postavio je Lajbnicu jedan francuski lekar.
Naime, trazila se putanja objekta koji vuce i vucen je po horizontalnoj ravni pomocu nei-
stegljivog uzeta ¢iji se drugi kraj kre¢e po horizontalnoj pravi. Opisano kretanje podseca na
kretanje psa kog na povodcu vodi vlasnik, pa otuda i naziv ”hundekurve”. Problem je 1692.
reSio Hajgens, ali je dodatno izvr§io i njegovu generalizaciju - traktrisa se dobija kao putanja
tacke koja je vucena neistegljivim uzetom, ¢iji se drugi kraj kre¢e po proizvoljnoj poznatoj
krivoj. U ovom odeljku bi¢e obraden slucaj kada se drugi kraj krive kreée po pravi. Jasno,
asimptota traktrise je x-osa za koju se vezuje sledeée svojstvo. Duzina segmenta tangente
od dodirne tacke na traktrisi do asimptote je konstantna.

Metod crtanja traktrise i katemptote (slika 3.36): prvo povucemo (osnovnu) horizontalnu
pravu pri dnu papira i ozna¢imo tacke na istim rastojanjima (npr. 0.5cm) polazeéi od
leve margine zavrsno sa sredinom papira 0, 1,2, ... (s leva na desno). Kroz tacke 1,3, 5, ...
povucemo prave normalno na osnovnu pravu koje éemo nazvati vertikalne linije 1,3,5,.... U
tackama 0, 2,4, ..., kao centrima, crtamo ¢etvrtine krugova pouprecnika c koje éemo nazvati
cetvrtinama kruga 0,2,4,.... Na vertikalnoj pravi 1, biramo tacku P; i iz nje povla¢imo
tangente PyTy i PyT» redom na ¢etvrtine krugova 0 i 2. Zatim sa centrom u tacki P; crtamo
luk od Ty do T5. Nacrtamo duz P;T5 koja sece vertikalnu pravu 3 u tacki P3. Crtamo luk
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od Ty do Ty (na Cetvrtini kruga 4) i nastavljamo opisani postupak (u preseku duzi P37y
i vertikalne prave 5 dobijamo tacku Ps). Lukovi koji spajaju tacke Tp, T, Ty, ... formiraju
traktrisu, dok tacke Py, P3, Ps, ... leze na katemptoti.

Fs

=

=TS
b
-
w

Slika 3.36: Metod crtanja katemptote i traktrise

Jedna parametrizacija traktrise data je sa:
t
c(t)=a (sint, cost + log(tan 2)) . (3.14)

Iz jednacina se vidi da se za t — 0 it — 7 traktrisa asimptotski priblizava x- osi i da u

t = 5 ima Spic. Traktrisa je simetri¢cna u odnosu na y-osu.

Diferencijalna jednac¢ina traktrise je:
dy a? — x2
de T
Sada mogu biti ispitane i metricke karakteristike traktrise:

Krivina traktrise x(t) = —@, koja je uvek negativna, a u Spicu tezi ka —oo, prikazana

je na slici 3.
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Slika 3.38: Traktrisa za razli¢ite vrednosti konstante a < 0

Lema 3.2. Prirodna parametrizacija traktrise data je sa:

S
(ae‘i,f\/l—ezrdt>, 2a 0 < s < o0,
0

c(t) = s
(aei,f\/le%fdt), za —oo0 < s<0.
0

Vazi:

/\/ l—e %dt=a (arctanh(ﬁ)) —a\1—e %,
0

Dokaz. Prvo rac¢unamo:

d(¢)=a <cos ¢, —sin ¢ + ) : (3.15)

sin ¢
#(s) := 7 — arcsin(e™%) za s > 0, pa je sing(s) = e"a ivazi T < #(s) < mzas >0i

2
cos p(s) = —V/1 — e~ = . Na osnovu navedenog dobijamo:

(g) — e _ sin ¢(s)
Y e T Taesol) (310

Ako definisemo krivu g kao g(s) = ¢(¢(s)) iz (3.15) i (3.16) imamo:

Qlw

(9 = ¢ (0(60)0/(5) = a (cos(s). —sino(e) + o) (- oA
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— (—sing(s), - cos ¢(s)) = (—e &, \/1— e~ %) = (s).

Osim toga vazi i: g(0) = (a,0) = ¢(0), pa se krive ¢ i g podudaraju za 0 < s < oo, prema
tome ¢ je reparametrizacija traktrise na tom intervalu. Analogno se pokazuje da je i ¢
reparametrizacija traktrise na intervalu —oo < s < 0. Jednostavno se pokazuje da vazi
()] = 1. :

Jos§ jedna parametrizacija traktrise data je sa:
c(t) = a(t — tanht,secht)

e o . . - ht
Odgovarajuc¢a krivina je data sa: (t) = <<+

aln(cosht). PovrSina izmedu traktrise i njene asimptote je A = $ma?. Traktrisa je involuta

, a odgovarajuéa duzina luka je: s(t) =

katemptote.
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