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Predgovor

Za temu master rada uzela sam algoritme bojenja ¢vorova u grafovima iz oblasti teorije
algoritama. Algoritmi danas imaju veliki zna¢aj u matematici i informatici za resavanje
problema u oblastima vezanim za racunare, odnosno programiranje kao S$to su
telekomunikacije, racunarske mreze, internet i baze podataka. Bojenje ¢vorova grafova
je znacajno zbog brojnih primena u praksi u ra¢unarstvu, u hemiji, biohemiji, u sociologiji
i raznih oblasti modeliranja problema.

Rad se sastoji od 4 poglavlja. Prva glava predstavlja kratak uvod u grafove, osnovne
osobine i definicije obojivosti i hromatskog broja. Pomenut je i problem 4-obojivosti
planarnih grafova. Druga glava sadrZi pregled neophodnog predznanja iz teorije
algoritama, uz uvodenje klasa slozenosti P i NP, kao i klase NP-kompletnih problema. U
trecoj glavi prikazano je svodenje problema k-obojivosti na problem 3-SAT, ¢ime se
dokazuje da je problem k-obojivosti NP-kompletan. Cetvrta glava sadrzi prikaz nekoliko
algoritama za nalaZenje hromatskog broja datog grafa: svodenje na r-nezavisne skupove
i svodenje na set-covering problem sa pomocénim algoritmima za njihovo nalazenje.

Novi Sad, 2016. Cisar Angela
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1 Uvod u teoriju grafova

Teorija grafova je samostalan deo matematike, koji se bavi istrazivanjem grafova i
njihovih osobina. Pomoc¢u grafova mozZemo modelovati slozene probleme veoma
jednostavno. Vazna je upotreba grafova za opis modela i struktura podataka u
racunarstvu, kod mobilnih mreza, u biohemiji i za reSavanje brojnih problema.

DefiniSemo osnovne pojmove:

Definicija 1.1 Graf G je uredeni par G=(V,E) koji se sastoji od kona¢nog nepraznog skupa
¢vorova V(G) i konacnog skupa grana E(G).

Definicija 1.2 Dva cvora x,y su susedna ako su povezana granom e, piSemo e=(Xx,y).
Cvorovi grane se nazivaju krajevi. Skup svih suseda ¢vora v u grafu G oznacavamo sa
Ng(v) — skup ¢vororva grafa G koji su povezani sa v.

Definicija 1.3 Grana koja spaja ¢vor sa samim sobom naziva se petljom.

Definicija 1.4 Paralelne grane povezuju iste ¢vorove, odnosno imaju istu zajednicku
pocetnu i krajnju tacku.

Definicija 1.5 Graf koji nema petlje ni paralelne grane naziva se prostim grafom.
Multigrafom nazivamo grafove u kojima mogu pojavljivati paralelne grane ili petlje (slika
1.1).

Vl el
VZ €2
€s €3
€y
Vy Va
Slika 1.1 Slika 1.2

Definicija 1.6 Stepen ¢vora v €V(G) je broj suseda ¢vora, i to zapisujemo sa
ds(V)=|Ng (V) |- Minimalan stepen svih ¢vorova obelezavamo sa §(G), a maksimalan sa
A(G).

Definicija 1.7 Graf G nazivamo regularnim grafom ako svaki ¢vor u grafu ima isti broj
suseda. Tada vazi: 6(G)= A(G). Primer na slici 1.2 je 3-regularan graf sa 6 ¢vorova.

Definicija 1.8 Kompletan graf K, je graf sa n ¢vorova u kom su svaka dva ¢vora povezana
granom. Prazan graf K,, je graf sa n ¢vorova u kom nikoja dva €vora nisu povezana.



Definicija 1.9 Setnja je niz ¢vorova koje su medusobno povezane:
W =vg Vi Vs ... Vi, V; EV(G), e = vi1 Vi EE(G)

Definicija 1.10 Staza je Setnja kod kojeg kroz svake grane predemo samo jedanput:
W=vgeiVvieyVy ey ...e Vik=Vg Vi Va... Vg
Vi EV(G), ei=Vi1Vi€E E(G), (Sh ie,-, Iij

Definicija 1.11 Put P je staza kod kojeg kroz svakog ¢vora predemo samo jedanput:
Pk+1= Vope1Vi€e2Vyesr...eVk=VgVy Vy... Vg
V]EV(G), €i= Vi1 V;j EE(G), Vi iVj, I:;tj

Definicija 1.12 Kontura C je zatvoreni put:
Cks1=Vp €1 V1 €3 V2 €5 ... €2 Vi Ek+1 Vo = Vg V1 Vo ... VK Vg
ViEV(G), €i= Vi1 Vi EE(G), e ;te,-, I:/:J

Definicija 1.13 Ojlerov put je staza W za koji vazi: E(W)=E(G).
Ojlerova kontura je zatvorena staza W za koji vazi: E(W)=E(G).

Definicija 1.14 Hamiltonov put P je put za koji vazi: V(P)=V(G).
Hamiltonova kontura C je kontura za koji vazi: V(C)=V(G). (Slika 1.3)

< &

Graf G Hamiltonov put Hamiltonova kontura

Slika 1.3

Definicija 1.15 Cvorovi u i v su povezani akko postoji (u-v)-put u G.

Definicija 1.16 K-partitan graf G(Xy, X, ..., Xi) je graf gde su ¢vorovi podeljeni u k klasa

X1, Xy, ..., Xk, @ grane postoje iskljucivo izmedu ¢vorova iz razlicite klase.
2-partitni grafovi se zovu bipartitni grafovi.

Definicija 1.17 Komponenta povezanosti grafa G je klasa ekvivalencije u odnosu na
povezanost. Graf je povezan ako su svaka dva ¢vora povezana, tada graf ima jednu

komponentu povezanosti.

Definicija 1.18 Neka je dat graf G=(V,E). Nezavisan skup ¢vorova je skup ¢vorova grafa G
gde ne postoje dva ¢vora koji su povezani, odnosno podgraf od G generisan ¢vorovima
nezavisnog skupa je prazan graf. Nezavisan skup je maksimalan, ako ne postoji
nezavisan skup koji ga sadrzi. Najvec¢i nezavisan skup je maksimalan nezavisan skup koji

sadrzi najvedi broj ¢vorova, odnosno najvedi po kardinalnosti.



Teorema 1.19 Ako graf nije povezan onda se on moze razbiti na povezane komponente,
disjunktne po ¢vorovima.

Dokaz: U [2], strana 10.

Definicija 1.20 Orijentisani graf ili digraf je graf G=(V,E) gde su grane usmereni od
jednog do drugog ¢vora. Tada je E € VxV, i grana e = (v3,v;), gde je v; pocetni ¢vor, a v,
krajnji.

1.1 Bojenje cvorova

Bojenje ¢vorova predstavlja pocetni problem izu¢avanja ove oblasti i svi ostali problemi
bojenja se mogu svesti na njega. Priroda problema zavisi iskljucivo od broja boja, a ne od
konkretne boje.

Definicija 1.21 Bojenje ¢vorova je pridruzivanje po jedne boje svakom ¢voru grafa G,
odnosno to je funkcija f: V(G) = C, gde su elementi skupa C boja: C={cy, ..., Cx}.

Definicija 1.22 Bojenje se zove pravilno bojenje ako ne postoje dva susedna ¢vora koja
su jednako obojena. Dakle, pravilno bojenje je funkcija f: V(G) — C takva da
uv € E(G) = f(u) # f(v).

Definicija 1.23 K-bojenje je bojenje ¢vorova sa najvise k boja, odnosno kada je |C|=k.

Kazemo da je graf G k-obojiv ako postoji bojenje grafa G sa k ili manje boja, odnosno
postoji r-bojenje grafa G, zar < k.

Definicija 1.24 Hromatski broj grafa G je najmaniji prirodan broj k tako da je G k-obojiv u
oznaci X(G). Kazemo da je graf G k-hromatski ako je x(G)=k.

Skup ¢vorova kojima je dodeljena ista boja se naziva klasa te boje, svaka takva klasa
formira nezavisni skup. Prema tome, k-bojenje je isto Sto i podela ¢vorova grafa na
nezavisne skupove C¢vorova iste boje, i stoga termini k-partitan i k-obojiv imaju isto
znacenje.

Pored bojenja ¢vorova postoji i bojenje grana. U ovom radu to neéemo detaljnije
razmatrati, samo navodimo definicije.

Definicija 1.25 Bojenje grana pridruZivanje po jedne boje svakoj grani grafa G, odnosno
to je funkcija f: E(G) » C, gde su elementi skupa C boja. C={cy, ..., ¢} }.

Slicno kao kod bojenja ¢évorova, bojenje grana se zove pravilno bojenje ako ne postoje
dve susedne grane koje su jednako obojena. Neka su ey,e; € E(G). Oznadimo sa e; ~ e,
ako e, e, imaju zajednicki ¢vor. Tada je pravilno bojenje grana funkcija f:E(G) — C, za
koju vazi:

e; ~ e, € E(G) = f(eq) # f(e,).



Definicija 1.26 K-bojenje je bojenje grana sa najvise k boja, odnosno kada je |C|=k.

Slicno kao kod bojenje ¢vorova, kazemo da je graf G k-obojiv ako postoji bojenje grafa G
sa k ili manje boja, odnosno postoji r-bojenje grafa G, zar < k.

Definicija 1.27 Hromatski indeks grafa G je najmanji prirodan broj k tako da je G granski
k-obojiv u oznaci x1(G). Kazemo da je graf G granski k-hromatski ako je x1(G)=k.

U daljem radu bavimo se samo sa bojenjem ¢vorova, i sledece teoreme su vezane za
bojenje ¢vorova grafa.

Sledeca tvrdenja su direktna posledica definicije hromatskog broja ([2], strana 120.):

Teorema 1.28 x(K,) = n.

Teorema 1.29 Ako je H c G, tada je x(G) > x(H).

Teorema 1.30 Ako je K, c G, tada je X(G) > n.

Teorema 1.31 Ako su Gy, ..., Gs komponente grafa G, tada je X(G) = max;<j<sX(G;).
Teorema 1.32 x(G) = 1 ako i samo ako je G prazan graf.

Teorema 1.33 X(G) = 2 ako i samo ako je G netrivijalan bipartitan graf.

Dokaz (=) Neka vaZi x(G) = 2, i neka je C skup boja: C= {1, 2}. DefiniSemo skup A koji
sadrZi ¢vorove obojene bojom 1, i sliéno skup B koji sadrzi ¢vorove obojene bojom 2:
A={v € V(G),f(v) =1}
B={v € V(G),f(v) = 2}.
Ako grana xy € E(G), tada vazi: x € A,y € Bili x € B, y € A. Dakle, graf je bipartitan:
G=G(A,B).

(&) Neka je G=(A,B) i neka E(G) # @.
Tada vazi x(G) >1. DefiniSemo preslikavanje:

f(v)={ 1, zaveA

2, zaVveB. Iz toga sledi x(G) = 2. .

Lema 1.34 Grdf je bipartitan ako i samo ako nema neparnih kontura.

Dokaz U [2], strana 11.



Teorema 1.35 x(G) > 3 ako i samo ako G sadrzZi neparnu konturu.

Dokaz (=) Neka vazZi x(G) > 3. Na osnovu teoreme 1.31i 1.32 znamo da G nije prazan i
nije bipartitan. Dalje iz leme 1.33 sledi da G sadrzi neparnu konturu.

(&) Pretpostavimo da G sadrzi neparnu konturu C. Iz teoreme 1.28 sledi
X(G) 2 x(H), a posto x(C)=3 imamo da je x(G) > 3. "

Teorema 1.36 Za svaki graf G vaZi nejednakost: x(G) <A(G) + 1.
Dokaz U [2], strana 121.

Teorema 1.37 (Mycielski, 1955) Za svaki prirodan broj k (k > 1) postoji k-hromatski graf
koji ne sadrzi K3 kao podgraf.
Dokaz U [2], strana 127.

1.2 Problem 4-obojivosti planarnih grafova

Definicija 1.38 Graf G=(V,E) je planaran akko se moZe smestiti u ravan tako da grane
nemaju zajednickih tacaka osim ¢vorova.

Definicija 1.39 Neka je G planaran graf. Tada sa f ozna¢imo broj povezanih oblasti
F1, F2, ..., Ffna koje G deli ravan.

Definicija 1.40 Stepen oblasti F se oznacava sa d(F). To je broj grana koje ogranicavaju
oblast F. U svakom planarnom grafu sa n ¢vorova vazi: 3 <d(F) <n.

Problem Cetiri boje je pitanje da li se moZe svaka geografska karta u ravni ili na sferi
obgjiti sa najvise Cetiri boje tako da zemlje sa zajendnickom granicom ne budu obojene
istom bojom. Pri ¢emu, pretpostavlja se da su zemlje kompaktne regije. Odnosno
smatramo da su drzave susedne ako imaju zajednic¢ku granicu, a ne samo zajednicku
tacku.

Problem 4-obojivosti poti¢e od matematitara Fransis Gatri' ko je 1852. godine primetio
da za bojenje karte nije potrebno vise od Cetiri boje. U pismu pitao je profesora De
Morgana® za uzrok te &injenice. On nije znao odgovor, pa je pismo poslao dalje kolegi
Hemiltonu® u Dublin. Ali Hemilton nije bio zainteresovan. Engleski matemati¢ar Kejli* je

! Francis Guthrie, (1831.— 1899.) Juzno Africki matematicar, botanicar

2 Augustus De Morgan, (1806. — 1871.) engleski matematicar

* Sir William Rowan Hamilton, (1805. — 1865.) irski matematicar, fizi¢ar i astronom
* Arthur Cayley, (1821. — 1895.) engleski matematicar


https://hu.wikipedia.org/wiki/1806
https://hu.wikipedia.org/wiki/1871
https://sr.wikipedia.org/wiki/1805
https://sr.wikipedia.org/wiki/1865
https://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0
https://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A4%D0%B8%D0%B7%D0%B8%D1%87%D0%B0%D1%80
https://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D1%81%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BD%D0%BE%D0%BC
https://sr.wikipedia.org/wiki/1821
https://sr.wikipedia.org/wiki/1895
https://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%B0%D1%80

1878. godine predlozio isti
problem Londonskom matema-
tickom drustvu i godinu dana
kasnije Kempe5 je tvrdio da je
dokazao pretpostavku, ali posle
su nasli gresSku u dokazu.

Slika 1.4

Posto se svaka karta mozZe nacrtati kao planaran graf, problem bojenja karte se moze
svesti na problem bojenja ¢vorova planarnog grafa tako $to svaki ¢vor u grafu oznaci
jednu regiju na karti, a dva ¢vora su povezana u grafu akko su te dve regije susedne kao
na slici 1.4.

Nakon deset godina Kempeovog dokaza problema Eetiri boje Hivud® je pronasao gresku
u dokazu. On je koriste¢i Kempeovu metodu dokazao problem 5-obojivosti.

Lema 1.41 U svakom povezanom planarnom multigrafu sa ¢vorovima stepena
najmanje 3, postoji oblast stepena najvise 5.

Dokaz U [4], strana 27.

Lema 1.42 Neka je M mapa koja je 5-obojiva. Ako se pet oblasti susretaju u jednoj
tacki, tada se mapa moze obojiti sa pet boja na takav nacin da se koriste samo Cetiri boje
za tih pet oblasti.

Dokaz: U [4], strana 34.

Teorema 1.43 (Heawood, 1890) Svaka mapa je obojiva sa najviSe pet boja.

Dokaz Indukcijom po broju oblasti mape dokazujemo tvdenje.

1. Baza indukcije ée biti mapa sa najviSe pet oblasti. Tada trivijalno vazi da je pravilno
bojenje mogucde sa pet boja.

2. Indukcijska hipoteza: za svaku mapu sa najviSe n oblasti vaZi da je 5-obojiva.

3. Indukecijski korak: dokazimo da je mapa sa n+1 oblasti 5-obojiva.

Na osnovu leme 1.41 moZemo uzeti oblast mape stepena pet ili manje. lzabranu oblast
podelimo na toliko delova koliko ima suseda, tako da se linije podele susretaju u jednoj

tacki (slika 1.5). Bez umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je izabrana oblast
stepena 5.

> Alfred Kempe, (1849. — 1922.) engleski matematicar
® percy John Heawood, (1861. — 1955.) britanski matematicar



Slika 1.5

Dobijene delove oblasti podelimo medu susedima na takav nacin da svaki deo ujedinimo
sa jednom od susednih oblasti. Dobijena mapa ¢e imati manji broj oblasti. Tada na
osnovu indukcijske hipoteze dobijamo da je mapa 5-obojiva. Ako oblast ima cetiri ili
manje suseda, uvek ¢emo modi da ih obojimo sa Cetiri boje. Slicno, ako ima pet suseda,
tada zbog leme 1.42 znamo da ce biti dovoljno Cetiri boje za obojenje susednih oblasti
(slika 1.6), dakle i tada ostaje jedna boja.

Slika 1.6 Slika 1.7

Vradamo podeljenu oblast i obojimo sa preostalom bojom (slika 1.7). "

Problem cetiri boje su 1976. godine pomocu racunara dokazali, a za dokaz je trebalo oko
1.200 sata isprobavanjem 1.936 tipova mogudih karta. To su posle smanijili na 633
moguce karte. Tako je teorema cCetiri boje postao prvi od veéih teorema koji su dokazali
pomocu racunara.
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2 Uvod u teoriju algoritama

Teorija algoritama je oblast matematike koja izuéava algoritamsku reSivost problema i
sloZzenost konkretnih algoritama za njihovo reSavanje.

U XX. veku konstruisanje Tjuringove masine je donela revoluciju u ra¢unanju. Tjuringova
masina i danas daje osnovu za kompjuterske algoritme.

Tjuringova masina (TM) se sastoji iz kontrolnog mehanizma koji moZe da bude u jednom
od nekoliko stanja, trake koja je beskonacna s obe strane i glave koja u svakom trenutku
pokaziva na jedno od polja trake Slika 2.1. U kona¢no mnogo polje trake se nalazi neki
simbol iz unapred zadate azbuke, ostala polja sadrze simbol blanko (prazan simbol).

Kontrolni
mehanizam

<

X|x 1|1 [0 % |X

Slika 2.1

Glava u svakom trenutku ¢ita simbol jednog polja trake. Za dato stanje kontrolnog
mehanizma program masine odreduje novo stanje i glava umesto trenutnog simbola
upiSe novi simbol ili se pomeri na traci za jedno mesto udesno ili ulevo.
Definicija 2.1 Tjuringova Masina je uredena sedmorka:

Mz(QI El FI 6! qOﬁ TP J_),
gde je Q konacan skup stanja, Z je ulazna azbuka, I je azbuka trakeivaziX c T, g, € Q
je pocetno stanje, T, L € Q su redom stanja prihvatanja i odbijanja i § je funkcija prelaza
T™M:

65:QxTI'>(TU{L,R H})xQ,
gde je L pomeranje glave levo, R pomeranje glave desno i H komanda zaustavljanja.
Funkcija prelaza odreduje da li ¢e se glava pomeriti na traci ili upisati novi simbol i
naredno stanje masine. Na primer §(q,1)=(0,9') znaci da ako je masina u stanju q, a glava

¢ita na traci simbol 1, simbol briSe i umesto njega ¢e upisati simbol 0 i prede u stanje '
(slika 2.2).

11
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Slika (2.2)

Definicija 2.2 Konfiguracija Tjuringove masine M je uredena trojka:

(wy, g, wp) €M™ x Q x T*,
$to znadi da se kontrolni mehanizam nalazi u stanju g, na traku je upisana re¢ wiw,, a
glava pokazuje na prvi simbol u reci w,. Pofetna konfiguracija je (w, qo, 4), gde je 4

prazna rec.

Rad masine mozemo prikazati relacijom F. PiSemo (w1, g, w>) F (w1, ', w;) ako iz jedne
konfiguracije na osnovu funkcije prelaza mozemo dobiti drugu konfiguraciju.
(wy, g, wa) F* (wy, q', wy) zanci da TM moze da prede iz jedne konfiguracije u drugu u

nekoliko koraka.

Definicija 2.3 Jezik Tjuringove masine je skup reci koje TM prihvata:
L(M) ={w € Z*,(w, o, 1) F* (wy, T, w,), za neke reti wy, w, € T'*}.

Pored osnovnog modela postoje visetracne Tjuringove masine.

Nedeterministicke Tjuringove masine:

Nedeterministicka  Tjuringova masina
(NTM) je Tjuringova masina kod kojeg
naredno stanje nije jednoznacno odreden,
nego postoji vise moguénosi medu kojima
se bira naredno stanje. Funkcija prelaza
NTM je definisana na sledeéi nacin:

§5:QxT > P(FV{L,RH})xQ),

odnosno za §(q,a) je skup mogucih opcija
za jedan korak TM. Skup mogucih koraka
rada masine predstavlja se drvetom
izraCunavanja. Koren drveta je pocetna
konfiguracija (w, qo, A1), a Cvorovi su
moguce konfiguracije. Primer drveta
izraCunavanja za funkciju prelaza § i
pocetnu konfiguraciju (012, gg, A1) na slici
2.3, gde § ima sledece vrednosti:

(4, T, »012)

(4, gs, x012)

{4, a3, 012)

(0, a2, 12)

(A, qa, x012)

(4, q¢,012)

(01, a1, 2)

(012, qo, 4)
Slika 2.3

(0, qs, 12)
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do*La gi2La; g12Las gi12Las
g31Llas g31Las 930Las q30Las

g3 *Lax da*HT.

Zapis: g;a b gjznaci 6(qo, *)2( L, q1).

Definicija 2.4 Jezik nedeterministicke Tjuringove masine je skup reci koje NTM prihvata,
odnosno skup svih re¢i w € X* takvih da za pocetnu konfiguraciju (w, qo, A) postoji ¢vor
u drvetu izracunavanja oblika (uy, T, u,).

Teorema 2.5 Za svaku NTM M postoji 3-tacna TM D takva da je L(D)=L(M).

Dokaz: Pretpostavimo da za masinu M vaizi |6 (q,a)|<b, zanekobeNzasveqeQ,ae€
I'. Neka su trake masine D redom A,B,C . Na pocetku na traci A je upisana ulaznarec¢w, a
B i C su prazne. Traka B ¢e sluziti da izvrSimo izraCunavanja, a na traku C upisacemo
»adrese” - nizove skupa {1, ..., b} u slede¢em poretku: niz x<y ako je x kraci od v, ili su x i
y iste duZine i za najmanje i takvo da je x;zy; vazi xi<y;.

Slededi algoritam opisuje rad masine D:

1. Kopiramo rec¢ w sa trake A na traku B i postavimo glavu trake B iza kopirane reci.

2. Traka B simulira rad masine M. Ako je u k-tom koraku masina u stanju q i ¢ita slovo a
sa funkcijom prelaza: 6(g,a)={(ay,q1), ..., (0, qc)},

gde c <b, i na k-tom polju trake C je broj my < ¢, tada primenimo komandu: g a oy, q, -
3. Ako na traci B stignemo do stanja prihvatanja (T), prihvatimo ulaznu rec i stanemo.

4. Inace, upiSemo na traku C, briSemo sadrzaj trake B i vratimo se na korak 1.

Ovaj algoritam je deterministicki i prahvata ulaznu re¢ w ako i samo ako prihvata i
masina M. .
Vremenska i prostorna sloZenost:

Vremenska i prostorna sloZenost algoritma je funkcija koja povezuje veli¢inu ulaza
problema sa brojem koraka izvrSavanja algoritma ili brojem potrebnih polja trake.

Korak algoritma je izvrSenje jedne komande TM koja reSava odgovarajuci problem. Broj
koraka koji je potreban da bi masina zavrsila svoj rad zavisi od ulaznog podatka.

MoZemo meriti i broj polja trake koja data TM koristi tokom odredenog izracunavanja

(polja koja zauzima ulazni podatak se ne racunaju, ve¢ samo polja u koje masina pise
tokom rada). Ova mera je prostorna slozenost algoritma.
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Vremenska i prostorna sloZenost algoritama se procenjuje u asimptotskom smislu,
odnosno funkcija sloZzenosti se procenjuje za dosta velike duZine ulaza. Za to se koriste
"veliko 0" notacija (O()). Za funkcije f, g R = R piSemo da je f=0(g), ako postoji
konstantaC>0ii
Xo € R tako da za sve x = xg vaZi jednakost

f(x) < Cg(x).

Definicija 2.6 Vremenske klase sloZzenosti:

TIME(f(n))= {L : postoji M tako da L(M) =L, Tyr(n) = O(f(n))}, gde Ty (n) znaci
najviSe potrebno vreme za rad Tjuringove masine M za ulazni podatak duZine najvise n.

Klasa jezika odlucivih u vremenu koje se moze oceniti polinomnom fonkcijom:
P = Uso TIME (n).

Definicija 2.7 Prostorne klase sloZenosti:

SPACE(f(n))= {L : postoji M tako da L(M) = L,Sy;(n) = O(f(n))}, gde Sy (n) znadi
najviSe potreban prostor na traci za rad Tjuringove masine M za re¢ duzine najvise n.

Prostorne klase algoritama:
L= SPACE(log"),

PSPACE=U o SPACE (n*).

Definicija 2.8 Nedetermininsti¢ke klase sloZenosti:

NTIME(f(n))= {L : postoji NTM M tako da L(M) = L, Ty (n) = O(f(n))},
NSPACE(f(n))= {L : postoji NTM M tako da L(M) = L, Sy, (n) = O(f(n))},

NP = Ug»o NTIME (n*).

NL= NSPACE(log"),

NPSPACE=Uso NSPACE (n*).

Problem P=NP je jedan od najznacajnijih otvorenih matematickih problema. Inkluzija

P < NP trivijalno vaZzi, poSto za Problem P=NP se svodi na pitanje: da li se svaki
nedeterministicki algoritam moZze determinizovati tako da ostane polinomne sloZenosti?

Fondacija Clay je 2000. godine raspisala nagradu od US$1 000 000 prvoj osobi koja
dokaZe reSenje, a problem je i jo$ danas otvoreno.
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Klase NP-kompletnih problema

Definicija 2.9 Neka je A=(,A) problem odlucivanja. Za problem B kazemo da
proverava (verifikuje) problem A ako je B oblika (I' X A, B) za neki skup A i ako za sve x
€ I vaii:

XEA S I (c€ A)(xc) EB.

Pri cemu ako (x,c) € B, tada se c zove sertifikat (dokaz) za x.

Teorema 2.10 Neka je A=(I',A) problem odludivanja. A € NP ako i samo ako A ima
verifikator B tako da je B € P.

Dokaz: U [3], strana 121.

Definicija 2.11 Neka su A=(TI}, A) i B=(I';,B) dva problema odlucivanja. Kazemo da se A
(polinomno) redukuje na B, u oznaci A <, B, ako postoji redukciona funkcija g: I} - I;
koja ima sledece osobine:

1) o je izracunljiva u deterministickom polinomnom vremenu,
2) za sve x € [ vazi: X EA & o(x) €B.

Lema 2.12 Ako A <BiBE€P,tadaA EP.

Dokaz: Pretpostavimo da A < B. Tada znamo da postoji TM M, koja u polinomnom
vremenu izracuna funkciju o, koja redukuje problem A na problem B. Dalje, iz B € P
sledi da postoji TM M koja reSava B u polinomom vremenu. Kompozicija ove dve

funkcije resSava problem A u polinomnom vremenu, dakle dobijamo da A € P. "

Definicija 2.13 Za problem A kazemo da je NP-tezak ako za sve probleme B € NP vazi
dajeB < A.Problem A je NP-kompletan ako A € NP i A je NP-tezak.

Teorema 2.14 Neka je A NP-kompletan problem. Tada vazi: A € P & P=NP.
Dokaz: (<) Trivijalno: A € NP i NP=P = A €P.

(=) Neka je problem B € NP. Tada za problem A € NP vaii B < A. Iz
pretpostavke A € P na osnovu prethodne leme dobijamo B € P, dakle imamo NP < P.
Posto smo vec rekli da druga inkluzija (P € NP) trivijalno vazi, sledi trazena jednakost. =
Definicija 2.15 Neka je S skup iskaznih slova. Literal je svako iskazno slovo ili negacija
iskaznog slova tj. svaki p odnosno — p, gde p €S. Literal suprotan literalu p jeste literal

—piobrnuto.

Definicija 2.16 Klauza c; je disjunkcija kona¢nog broja literala ¢; : Li1 \Y Li2 V..VL, k=0.
Klauza koja sadrzi samo jedan literal naziva se jedinicna klauza.
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Definicija 2.17 KaZemo da je iskazna formula F u konjunktivnoj formi ako je F konacna
konjunkcija iskaznih formula: F= Ac;, i= 1, ..., n, gde su c; klauze za svako i.

Definicija 2.18 Problem SAT (problem zadovoljivosti iskaznih formula) je problem
ispitivanja postojanja valuacije u kojoj je data formula u konjunktivnoj formi ta¢na.

Definicija 2.19 Problem k-SAT je problem SAT za formule u kojima svaka klauza ima
najvise po k literala (k-konjunktivna forma).

Primer
Formula F je u 3-konjunktivnoj formi:

F=(pVagVr)A(pV "qVr)A(pV "qV 7 r)A(pV 7gVr)A(pV gV 1)

Istinosne tablice se upotrebljavaju veé od 1920. godine i to je najjednostavnija potpuna
metoda reSavanja problema SAT. Ali za ovaj problem do danas nije nadeno efikasan
polinomni algoritam. Sledeéa teorema kaze da je problem SAT NP-kompletan problem.
To znaci da nalazenje odgovarajuceg polinomnog algoritma za SAT reSilo bi problem
P=NP, a dokaz da takav algoritam ne postoji znacilo bi: P#NP.

Teorema 2.20 (Kuk’, Levin®) SAT je NP-kompletan problem.
Dokaz: U [3], strana 125.

Ovo tvrdenje je znacajno zbog toga Sto svodenjem brojnih problema na SAT dobijamo
niz NP-kompletnih problema.

Teorema 2.21 Neka je A NP-kompletan problem. Ako A < B i B € NP, tada je i
problem B takode NP-kompletan.

Dokaz: U [3], strana 128.
Teorema 2.22 1) 2-SATE P
2) SAT < 3-SAT
3) k-SAT je NP-kompletan problem za sve k > 3.

Dokaz U [3], strane 132-135.

7 Stephen Arthur Cook, (1939 -) amerigki informatiar
® Leonid Levin (Nleoning AHaTonbesny Nléeun), (1948 -) sovjetsko-americki naugnik, informaticar
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3 NP-kompletnost problema k-obojivosti

Problem bojenje grafa: Neka je dat graf G. Da li moZzemo ¢vorove grafa G obojiti sa k ili
manje boja tako da su susedni ¢vorovi obojeni razli¢itim bojem?

Neka je C={c1, ..., ck} —skup boja
bojenje ¢vorova: f: V(G) »> C

pravilno bojenje ¢vorova: f: V(G) — C, uv € E(G) = f(u) = f(v)
Problem k-obojivosti (ozna¢imo sa k-COL):

ULAZ: Graf G
IZLAZ: Da li je G k-obojiv?

Problem bojenje grafa je NP-kompletan problem:

Za k=1: 1-COL trivijalno: G je 1-obojiv akko E=@

Za k=2: Treba proveriti da li je graf bipartitan. Pomocu BFS ili DFS algoritma mozemo
dobiti polinomni algoritam. To ¢emo detaljnije videti u glavi 4.

Za k=3: Problem je NP-kompletan. Da bismo pokazali ovo tvrdenje, dovoljno je pokazati
da se problem k-obojivosti moze svesti na problem 3-SAT.

Svodenje problema k-obojivosti na problem 3-SAT
Teorema 3.1 3-COL je NP-kompletan.
Dokaz Da bi to vazilo, treba da bude zadovoljen da 3-COL € NP i da je NP teZak.

3-COL € NP: VaZi na osnovu teoreme 2.9, posto za vremenske sloZzenosti O(m) mozemo
proveriti da li je 3-bojenje pravilno. Sertifikat problema 3-COL ée biti dato 3-bojenje.

3-COL je NP tezak: pokazimo 3-SAT < 3-COL:

Neka je ¢ instanca za 3-SAT. Tada vaZi da
svaka klauza u ¢ ima najvise po 3 literala.
Neka su Cy,Cp, .., Cn klauze u ¢ nad
promenljivama {Xy, ..., Xn}. KonstruiSemo graf
G tako da bude 3-obojiv akko je ¢ zadovoljiv:
G ¢e sadrzati ¢vorove koji ¢e biti oznaceni
kao promenljive u ¢: xi, .., X, i negaciju
svake promenjive: -x;, .., -X,. Parove
¢vorova x; i -x; medusobno povezujemo da bi
bili razli¢ite boje. Zatim dodamo josS u G ¢vo- Slika 3.1
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rove za istinitosne vrednosti tacno (T), netacno (N) ic¢vor B (baza) koji obezbeduje da
¢vorovi x; i —x; budu obojeni kao T i N tako Sto éemo povezati B sa svakim od x; i -x;, za
svako i=1, ..., n; odnosno povezani ¢e jos biti ¢vorovi T, N i B medusobno kao na slici 3.1.
Dakle i T, N, B ¢e biti razlicite boje. Neka su ta boja plava, crvena i zelena redom.

@ ®

Cvorovi x;, =X, i=1, .., n ¢e dobiti boje na
osnovu vrednosti promenljive x; u datoj
valuaciji, tj. ako imaju vrednost T, obojimo
ih istom bojom (plavom) kao i ¢vor T, a
¢vorove vrednosti L drugom bojom
(crvenom) kao i ¢vor N.

® ®

Slika 3.3

® & - ©®

lEY,

Slika 3.2

Dodamo jos za svaku klauzu (I V [, V
[5), gde su [; literali, po pet pomocnih
cvorova: p1, P2, P3, P4, Ps (slika 3.2).

Vidimo da ako Zelimo da istinosna
vrednost klauze bude tacna, tj. da
poslednji ¢vor dobije plavu boju, u
klauzi bar jedan od ¢vorova {l4, 1, l3}
mora da bude plave boje, odnosno
jedan od literala {l;, [,, [3} mora da
ima vrednost T.

Na slici 3.3 vidimo primer kako izgleda
graf G za klauzu: C;=x1V =%, V xs.

Formula F je zadovoljiva ako i samo ako je graf G 3-obojiv:

(=) Ako imamo formulu F koja za neku interpretaciju tacna, tada u svakoj klauzi ¢e se
pojaviti promenljiva vrednosti T. To znaci da za svaku klauzu formule F medu ¢vorovima
{x;, =xx, j=1, ..., r; k=1, ..., t} koji Cine klauzu, bice razli¢ite boje (u nasem primeru crvene i

plave). Tada imamo dva slucaja:

1° 13, 1, su crveni: I3 mora da bude plav. Cvorove p; i p, moZzemo obojiti plavom i
zelenom bojom, pa ¢e ps biti crven kao i ps (slika 3.2). Ostaje p4 kojim ¢emo pridruziti

zelenu boju.

2° 14 ili I, plav: tada p; ili p, moZe biti crven. Dobijamo da i ps moZe biti crven, a p3 i ps

zeleni.
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(&) Treba pokazati da ako je moguce pravilno 3-bojenje grafa G, sledi zadovoljivost
formule F. Vrednost formule F ¢e biti tacna, ako za neku klauzu formule medu literalima
postoji bar jedna koja ima vrednost T, dakle uslov je da za svaku klauzu imamo bar jedan
¢vor u grafu G medu [y, [,, I35 koji je plav. A to smo ve¢ spominjali da uvek mora da vazi.
U suprotnom, ako bi bili I3, I, L3 crveni, jedan od p; i p, bi morao biti plav a drugi zelen.
Tada p3 bi bio crven, a posto je i [5 crven, opet jedan od p4 i ps bi morao biti plav a drugi
zelen, pa ne bismo mogli povezati p4 i ps sa cvorom T koji je plav (slika 3.2). Dakle, ne bi
bilo izvodljivo pravilno 3-bojenje, a to je u kontradikciji sa pretpostavkom trvdenja.

Time smo redukovali 3-COL na 3-SAT i dobili da je 3-COL NP kompletan. "

Teorema 3.2 k-COL je NP-kompletan za svako k€ N.

Dokaz

3-COL £ 4-COL:

Neka je G dati graf. DefiniSemo graf G’ tako da vazi da je G 3-obojiv akko je G’ 4-obojiv,
gde je G'=(V’, E’),V'=VU {V}, E'=E U {V'v, v EV}.

Ako je G 3-obojiv, tada je G’ 4-obojiv.
Ako G nije 3-obojiv, tada G’ ne moze biti 4-obojiv zbog definicije grafa G’.

Na osnovu definicije 2.10 problem 4-COL se polinomno redukuje na 3-COL, gde je
0(G)=G'. Tada na osnovu teoreme 2.21 imamo da je 4-COL je NP-kompletan.

Sliéno, 4-COL £ 5-COL, pa je 5-COL NP-kompletan.

Nastavljajuéi postupak dobijamo da je (k-1)-COL < k-COL sto implicira da je k-COL NP-
kompletan za svako k€ N. "
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4 Algoritmi za nalazenje hromatskog broja

U ovom poglavlju ¢emo opisati algoritme koji ¢e nakon konaénog broja koraka odrediti
hromatski broj grafa i dati postupak pravilnog bojenja ¢vorova grafa.

4.1 Algoritam za odredivanje 2-obojivosti

Da bi smo odredili da li je graf 2-obojiv ili ne, dovoljno je videti da li je graf bipartitan.
Ako je bipartitan, cvorove moZzemo poredati u dve klase tako da nikoja dva ¢vora u istoj
klasi nisu povezani. Tada ¢vorove iz jedne klase obojimo sa jednom bojom, a ¢vorove iz
druge klase sa drugom bojom.

KonstruiSimo algoritam koji ¢e za svaki graf odrediti da li je graf bipartitan. U algoritmu
podrazumevamo da je graf povezan. U slu¢aju kada imamo nepovezan skup, algoritam
lako moZemo dopuniti da radi i za nepovezane na osnovu teoreme 1.19. Nepovezan graf
je k-obojiv ako i samo ako mu je svaka komponenta k-obojiva. Zbog toga, algoritam
treba da primenimo na svaku komponentu posebno i na osnovu toga ¢emo videti da li je
ceo graf 2-obojiv ili ne.

Problem 2-obojivosti: Za svaki ¢vor treba odrediti da li je na parnom ili na neparnom
rastojanju od datog ¢vora. Pored toga, treba proveriti da li graf sadrzi neparnu konturu.

Opis algoritma: Fiksiramo ¢vor seV(G). Neka je L lista ¢vorova u koju upisemo ¢vorove
koje ispitujemo i X lista ¢vorova koje smo veé obradili. Koristimo joS pomoéne skupove P
i N, u kojoj ¢e biti ¢vorovi koji su na parnom (P) ili neparnom (N) rastojanju od ¢vora s
grafa G. Na pocetku u listama L i P je samo ¢vor s, a X i N je prazan. U svakom koraku
obradujemo jedan ¢vor iz L tako Sto dodajemo njegove susede u liste L, Xiu Nili P, a
njega izbacujemo iz L (Cvorove koji su susedni sa nekim ¢vorom iz P ubacujemo u N, a
susede iz P ubacujemo u N). U svakom koraku proveravamo da li su skupovi P i N
disjunktni. Algoritam se zavrSava kada smo veé obradili sve ¢vorove grafa.

Algoritam:

Korak 1. L:=(s), X:=@, P:={s}, N:=0

Korak 2. Za prvi ¢vor u € L ubacujemo njegove susede u L. Zatim josS susede ¢vora u
ubacujemo u skupu P ili N (susede ¢vorova iz skupa P ubacujemo u N, a susede iz skupa
N u P). Obradeni ¢vor u izbacujemo iz L i ubacujemo u X.

Korak 3. Proverimo da li su skupovi P i N disjunktni. Ako nisu, kraj algoritma, i graf nije

bipartitan. Ako su disjunktni, predemo na korak 2, sve dok X#V. Ako je X=V, kraj
algoritma, i ako su P i N disjunktni skupovi onda je graf bipartitan.
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Primer 1

Neka je graf G dat na slici 4.1, V={s, X4, X, X3, X4, X5 }.

Korak 1. L:=(s), X:=@, P:={s}, N:=0

Korak 2. L:=L U {x4, X5} \ {s}=(x4, x5), X:={s}, P:={s},

NI={X1,X5}

Korak 3. Skupovi P i N su disjunktni.

Korak 2. L:=(xs, X,), X:={s,x1}, P:={s, x5}, N:={x,, X}

Korak 3. Skupovi P i N su disjunktni.

Korak 2. L:=(X,, X4), X:={s, X1, X5}, P:={s, X5, X4}, N:={x{, X5}

Korak 3. Skupovi P i N su disjunktni.

Korak 2. L:=(xy4, X3), X:={s, X1, X5, X5}, P:={s, X5, X4}, N:={X{, X5, X3}
Korak 3. Skupovi P i N su disjunktni.

Korak 2. L:=(x3), X:={s, X1, Xs, X5, X4}, P:={s, X5, X4}, N:={X, X5, X3}
Korak 3. Skupovi P i N su disjunktni.

Korak 2. L:=@, X:=V, P:={s, X,, X4}, N:={x{, Xg, X3}

Korak 3. X=V, kraj algoritma. Skupovi P i N su disjunktni.

Xs

Xa

Slika 4.1

X3

X3

Dakle, graf G je bipartitan, stoga i 2-obojiv. Za pravilno bojenje uze¢emo jednu boju za
¢vorove iz P, a drugu boju za ¢vorove iz N (Slika 4.3).

Xa

X2

Slika 4.2

Korake algoritma mozemo prikazati i u tablici:

L X P N
(s) 1) {s} 1)
(X1, Xs) {s} {s} {x1, X5}
(X5, X2) {s,x,} {s,x2} {x1, x5}
(X2, X4) {s,x1, %5} {s, %2, %4} {x1, x5}
(X4, X3) {s, x1, X5, X} {s %2, %4} {x1, %5, X3}
(x3) {s, X1, X5, X3, X4} {s %2, %4} {x1,%s, X3}
1) v {s, X2, X4} {x1, X5, X3}
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Primer 2
Xs X2
Neka je graf G dat na slici 4.3, V={s, X4, X, X3, X4, X5 }.
Slicno kao u prethodnom primeru: . .
Korak 1. L:=(s), X:=@, P:={s}, N:=0 Slika 4.3
Korak 2. L:=(xq, Xz ), X:={s}, P:={s}, N:={x;, X}
Korak 3. Skupovi P i N su disjunktni.
Korak 2. L:=(xs, X,), X:={s, X1}, P:={s, x5}, N:={x,, X}
Korak 3. Skupovi P i N su disjunktni.
Korak 2. L:=<X2,X4), X:={S, X1,X5}, P:={SF X21X4}I N:={X1FX5}
Korak 3. Skupovi P i N su disjunktni.
Korak 2. L:=<X4, X3), X:={S; Xl;XZ;XS}I P:={S' Xz,X3}, N:={X1,X3,X4,X5}
Korak 3. PoSto skupovi Pi N nisu disjunktni (x5 pripadaiskupu P iskupu N), kraj algo-

ritma, graf G nije bipartitan.

L X P N
(s) ) {s} 1)
(X1,Xs) {s} {s} {x1, x5}
(Xs,X3) {s, x4} {s, x>} {x1, x5}
(X2,X4) {s, x1, X5} {s, x2, %4} {x1, x5}
(X4,X3) {s, x4, X2, X5} {s,x2,x4} | {x1,X3,%X4,X5}

SloZenost algoritma

Za izraCunavanje sloZenosti potrebno je znati kako se graf ¢uva u memoriji raunara.

Graf moZemo predstaviti i Cuvati u memoriji preko matrica susedstva i liste susedstva.

Matricu susedstva za graf G=(V,E), | V|=n, definiSemo na sledeci nacin:

1, (i,j) €eE

A(G)=lay], gde ay = {7 )

Matrica susedstva grafa iz primera 2. (slika 4.3) je tada:

S X1 X2 X3 X4 X5
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Lista susedstva je niz velicne n (gde je n broj ¢vorova) i-ti element sadrzi povezanu listu u
kojoj se nalaze svi ¢vorovi izmedu kojih i ¢vora v; postoji grana.
Za graf iz primera 2. lista susedstva izgleda ovako (slika 4.3):

S X1|Xs5

X1 S | X2

X2 X1[X3 Xa‘

X3 X2 X4

X4 X2 X3 X5‘

X5 S | X1
Slika 4.4

Slozenost algoritma racunamo za broj ¢vorova n i broj grana m. Prikazivanje grafa u
matri¢énom obliku nije najpogodnije za grafove sa manjim brojem grana (odnosno kada
je broj m znatno maniji od n?), posto tada ¢uvamo u memoriji veliki broj nula i samo
nekoliko jedinica. Ako se graf ¢uva u memoriji preko liste susedstva, tada ¢cuvamo samo
skup suseda svakog €vora i za to u praksi je ponekdad dovoljno znatno manje prostora.

SloZzenost vremena prethodnog algoritma racunamo na sledeci nacin:

Korak 1. je sloZenosti vremena O(1). U koraku 2. pretraZivanje suseda ¢vorova kod
matri¢nog zapisa je slozenosti O(n) za svaki ¢vor, ukupno O(n?), a kod liste susedstva
O(m): svaku granu uv dvaput racunamo, jednom za ¢vor u, i jednom za v. Dalje, svaki
¢vor najviSe jednom ubacimo u L, izbacimo iz njega i ubacimo ili u P ili u N - to zahteva
O(n) vremena. Za korak 3. za proveru da li su P i N disjunktni za sve ¢vorove je sloZenosti
O(n). Ukupno za algoritam potrebno: u matricnom obliku O(1) +0(n?) +0(n)= 0(n?)
vremena, a preko liste susedstva O(1) + O(m) + O(n)= O(m) + O(n) vremena.

4.2 Rekurentna relacija

Sledeéa teorema sa pomoc¢nom definicijom daje dovoljan uslov za r-obojenje ¢vorova
grafa. To ¢emo koristiti u konkretnim algoritmima.

Definicija 4.2 r-podgraf grafa G = (V, E) je r-hromatski podgraf S, gde je V(S)S V(G). Ako
ne postoji podgraf H € V(G) tako da je V(S) € V(H)i da je H r-hromatski, tada se S naziva
maksimalan r-podgraf grafa G.

Familiju svih maksimalnih r-podgrafova ozna¢imo sa Q,[G], a j-ti element te familije sa

slial.

Teorema 4.3 Ako je graf G r-hromatski, tada se G moze pravilno obojiti sa r (ili manje)
boja bojeci prvo sa jednom bojom maksimalan nezavisan skup S;[G], pa sa drugom
bojom skup S;[(V — S;)] i tako nastavljajuci dok nije svaki ¢vor obojen.
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Dokaz: U [1], strana 63.

Ovu teoremu moZemo koristiti za uspostavljanje rekurentne relacije tako da éemo
maksimalan r-podgraf dobiti od maksimalnih r-1 — podgrafova.

Neka je Q (.1[G] familija svih maksimalnih r-1 — podgrafova grafa G i neka je Si_l[G] j-ti
element te familije. Skup Slf[G] je tada skup ¢Evorova k-tog maksimalnog 1-podgrafa
(nezavisan skup) grafa G. Odnosno, skup SY[G'] je skup &vorova k-tog maksimalnog

1-podgrafa grafa G. = (V — S).

Familiju Q,[G] svih maksimalnih r-podgrafova od G dobijamo na sledeéi nacin:
Defini?emo skup H*sa H*=s)_ [G] U Slf[G]r] ,zasvakoj=1, .., qr1ik=1,.., ¢}, gde su
Qrai q’1 su brojevi r-1 — podgrafova od G i 1-podgrafova od G' redom.

Familija maksimalnih r-podgrafova Q,[G] je tada sadrzan u familiji © (familiji skupova Hi)
i Q;[G] moZemo dobiti od njih, izostavljajuci one skupove koji su veé sadrzani u drugim
skupovima:

Q,[G] = {H* |H* € @, i H* & H"™ za svako H'™ € O, (j,k)#(I,m)}.

Kod bojenja za razdvajanje skupova S._,[G] i SK[GL] stavicemo marker izmedu ta dva
skupova da bismo mogli ¢évorove istog nezavisnog skupa obojiti jednom bojom (a
razli¢itom od ostalih), odnosno pisacemo:

ik_ gl k[i1y =
VHJ ={S;_;[G]|SF [Gr] }= {vil,viz, |V Vi e }, za neke Vi , Vi, ..., Vj , Vj,, .. E V.
Cvorovi ispred markera ¢e biti obojeni jednom bojom, a ¢vorovi posle markera drugom
bojom.

Hromatski broj grafa G se dobija za najmanju vrednost r tako da je VEQ,[G].

Primer X1 X,

Neka je graf G=(V,E), gde V={x1, X2, X3, X4}.

Tada je na primer za S;[G] moZemo uzeti: S;[G]={xs, Xs}.

Konacno dobijamo da je S;[(V — S;1)]=S; [{X2, X4 }]={X2, Xa}. "

Jedno pravilno bojenje grafa G tada je prikazana na slici 4.1. X4 ’
Slika 4.5

4.3 Algoritam za odredivanje svih maksimalnih nezavisnih podskupova
Algoritmi za odredivanje hromatskog broja su slozZeniji, zbog toga prvo opisujemo
pomocdni algoritam za odredivanje svih maksimalnih nezavisnih podskupova koji ¢emo

koristiti za konstruisanje ostalih algoritama u ovoj glavi.

NalaZenje maksimalnih nezavisnih podskupova i najmanjeg dominantnog skupa u grafu
su korisna sredstva kod izucavanja karakteristike grafa, odnosno kod ispitivanja
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obojivosti grafa. Na osnovu ovih skupova ¢emo u daljem radu definisati probleme za
odredivanje hromatskog broja grafa. Pomocu sledeceg algoritma dobijamo sve
maksimalne nezavisne skupove. Kasnije ¢emo videti da do konacnog reSenja bojenja
¢emo sti¢i pomocu onih maksimalnih nezaviznih skupova koji su od tih najveci po
kardinalnosti da bismo ¢vorove grafa mogli obojiti sa Sto manje boja.

Backtracking (korak unazad)

U algoritmu za traZenje reSenja ¢éemo koristiti metod bektreking , gde se isprobavaju sve
mogucée kombinacije ¢vorova. Pri ¢emu se zaustavlja kod svih kandidata za koje se
ispostavi da ne vode do tac¢nog resenja. To mozemo posti¢i pogodnom definisanjem
koraka algoritma. Algoritam prolazeci kroz sve moguce kombinacije daje sva moguca
reSenja, pa i samim tim i trazeno reSenje (maksimalan nezavisan skup). Bektreking
garantuje pronalazenje svih reSenja za neki konadan problem, u odredenom
vremenskom roku.

Opis algoritma za odredivanje svih maksimalnih nezavisnih podskupova:

Dat je skup V, skup ¢vorova grafa G. KonstruiSimo listu S od ¢vorova skupa V, tako da
skup €vorova iz S bude nezavisan. Cvorovi u S ée biti u tom redosledu, kako smo ih
ubacili u S. Pomo¢ni skupovi ¢e biti skup Q* - pomoéna lista sa évorovima koje jo3 nismo
obradili (u svakom koraku kada ubacimo u S jedan &vor, izbrisemo ga iz Q*), i Q,
k=1,2,... su liste koje sadrze ¢vorove koje smo vec ispitivali u k-tom koraku. Za
konstruisanje S krenemo od praznog skupa i u svakom koraku u S dodamo jedan ¢vor iz
skupa Q*\( Q7 U Q3 U ...) tako da skup ¢vorova iz S ostane nezavisan. Kad dobijamo da
je Q*=0, to ¢e znaditi da smo odradili sve &vorove iz V, odnosno da je S maksimalan
nezavisan skup. Odstampamo ga i briSemo iz njega jedan ¢vor na osnovu backtrackinga.
Umesto tog ¢vora ubacimo drugi ¢vor sve dok je moguce, da bismo tako dobili drugi
maksimalan nezavisan skup.

Algoritam:
Korak 1. k:=0, S:= @, Q*:=V, Qy:= .

Korak 2. i) Sve dokje Q*\(Q; UQz U...) # @, uzmemo v; € Q"\Qj. Stavimo

S:=SU {Vik+1}' Q+:=Q+\{Vik+1}\ N(Vik+1) ’ Q£+1:=Q1:+1 U {Vik+1}' ki=k+1.
Predemo na korak 3.
ii) Ako je Q*\( Q7 U Q3 U...)=@, predemo na korak 4.

Korak 3. i) Sve dok je Q*\( Q7 UQ3 U...) # @, predemo na korak 2.
ii) Ako je Q*= @, odstampamo maksimalan nezavisan skup i predemo
na korak 4.
i) Ako je QT # @,aQ"\(Q7 U Q3 U ...) =@, predemo na korak 4.

Korak 4. k:=k-1, S:=S\{vik+1} , za Q1 vraéamo vrednost koju je imao za k=k-1, i stavimo

Qi+2=0.
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i) Ako je k=-1, kraj algoritma. Dobili smo sve maksimalne nezavisne skupove.
ii) Inace, predemo na korak 2.
Primer
Neka je graf G=(V,E) dat na slici 4.4. Xy X,
Skup évorova graf je: V={X4, X, X3, X4, X5, Xg }.
Korak 1. S:= @, Q*:=V, Qg:= 0. X6 X3
Korak 2.1) x; € Q*\Q7, S=S U {x1}={x4},
QF=Q"\{x1}\ N(x1)={x3, x5}, Q7 ={x1}. Xe X4
Korak 3. i) Q" # @, predemo na korak 2. Slika 4.4
Korak 2.1i) x5 € Q*\Q7, S ={x1, %3}, Q*={xs}, Q7 se ne menja, Q3 ={x3}.
Korak 3.1) Q" # @, predemo na korak 2.
Korak 2.1) x5 € Q"\Q1 U Q7 , S ={x1,x3,x5}, Q"=0, Q3={xs}.
Korak 3. ii) Q™= @, odstampamo maksimalan nezavisan skup S={x;, X3,Xs} i predemo na
korak 4.
Korak 4. k=2, S=S\{xs}={x1, X3}, Q*={x5}; Q7, Q3, Q3 ostaje.
ii) Predemo na korak 2.
Korak 2. ii) Q*\( Q7 U Q3 U Q3)=0, predemo na korak 4.
Korak 4. k=1, S=S\{x3}={x1}, Q*={x3,x5}, Q3= 0.
ii) Predemo na korak 2.
Korak 2.1) x5 € Q"\( Q1 U Qz U Q3), S={x1,xs}, Q"={x3}, Q; ={x3, xs}.
Korak 3.ii) Q* # @, aliQ*\( Q7 U Q3 U Q3) =@, predemo na korak 4.
Korak 4. k=1, S=S\{xs}={x1}, Q*={x3,xs}.
ii) Predemo na korak 2.
Korak 2. i) Q*\( Q7 U Q3 U Q3)=0, predemo na korak 4.
Korak 4. k=0, =0, Q*=V, Q] ={x,}, Q; =0, Q3 =0.

ii) Predemo na korak 2.

Korak 2.1) x, € Q*\( Q7 U Q3 U Q3), S={x,}, Q"={x4,Xs,%X¢}, Q1 ={x1,X,}.
Korak 3.1) Q" # @, predemo na korak 2.

Korak 2.1) x, € Q"\( Q71 U Qz U Q3), S ={x2, x4}, Q*={X4}, Q7 se ne menja, Q3 ={x,}.
Korak 3.1) Q" # @, predemo na korak 2.

Korak 2.1)x € Q*\(Q71 UQ; U Q3), S ={x2,X4,X¢}, Q*=0, Q3={x¢}.
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Korak 3. ii) Q*= @, odtampamo maksimalan nezavisan skup S={x,, X4, X¢} i predemo na
korak 4.
Korak 4. k=2, S=S\{x¢}={x2, x4}, Q" ={x¢}; Q7, Qz, Q3 ostaje.
ii) Predemo na korak 2.
Korak 2. ii) Q*\( Q7 U Q3 U Q3)=0, predemo na korak 4.
Korak 4. k=1, S=S\{x,}={x,}, Q*={x4,Xs,%Xs}, Q3= 0.
ii) Predemo na korak 2.
Korak 2.1) x5 € Q*\( Q7 U Q3 U Q3), S={x2, x5}, Q"=0, Q; ={x4, x5}.
Korak 3.ii) Q* # @, aliQ*\( Q7 UQ3 UQ3) =@, predemo na korak 4.
Korak 4. k=1, S=S\{xs}={x,}, Q*={x4,Xs,Xs}.
ii) Predemo na korak 2.
Korak 2.1) xg € Q"\( Q7 U Q3 U Q3), S={x2, %6}, Q"=0, Q; ={x4,Xs, X }-
Korak 3.ii) Q* # @, aliQ*\( Q7 U Q3 U Q3) =@, predemo na korak 4.
Korak 4. k=1, S=S\{x¢}={x2}, Q= {x4, Xs,Xs}.
ii) Predemo na korak 2.
Korak 2. ii) Q*\( Q7 U Q3 U Q3)=0, predemo na korak 4.
Korak 4. k=0, S=0, Q*=V, Q7 =Q7={x4,X,}, Q; =@, Q3 =0.

ii) Predemo na korak 2.

Korak 2.1) x3 € Q"\( Q7 U Qz U Q3), S={x3}, Q"={x1,Xs,%6}, Q1 ={X1, X2, X3}.
Korak 3.1) Q" # @, predemo na korak 2.
Korak 2. i) x5 € Q*\( Q7 UQ3 U Q3), S ={x3,%x5}, Q*=0, Q7 se ne menja, Q3 ={xs}.
Korak 3.ii) Q* # @, aliQ*\( Q7 UQ3 UQ3) =@, predemo na korak 4.
Korak 4. k=1, S=S\{xs}={x3}, Q={x4, X5, X¢}.
ii) Predemo na korak 2.
Korak 2. 1) x € Q*\( Q7 UQ3; UQ3), S={x3,X¢}, Q*=0, Q7 se ne menja, Q5 ={Xs, X¢}.
Korak 3.ii) Q* # @, aliQ*\( Q7 U Q3 U Q3) =@, predemo na korak 4.
Korak 4. k=1, S=S\{x¢}={x3}, Q"={x4, X5, X¢c}.

ii) Predemo na korak 2.

Korak 2. i) Q*\( Q7 U Q3 U Q3)=0, predemo na korak 4.
Korak 4. k=0, $=@, Q*=V, Q ={x4,%,,X3}, Q; =0, Q3 =0.
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Korak 2.
Korak 3.
Korak 2.
Korak 3.
Korak 4.

Korak 2.
Korak 4.

Korak 2.
Korak 3.
Korak 4.

Korak 2.
Korak 3.
Korak 4.

Korak 2.
Korak 4.

ii) Predemo na korak 2.

i) x4 € Q'\(Q7 UQz UQ3), S={x4}, Q={x2,%X6}, Q7={x1, X2, X3, X4}

i) Q* # @, predemo na korak 2.

i) X6 € Q\( Q1 UQz UQ3), S={x4,%¢}, Q=0 , Q1 se ne menja, Q; ={xs}.
ii)Qt # 0, aliQ*\( Q7 UQ3 U Q3) = @, predemo na korak 4.

k=1, S=S\{xc}={xs}, Q*={x,, x¢c}.

ii) Predemo na korak 2.

i) Q*\( Q71 U Q3 U Q3)=0, predemo na korak 4.

k=0, S=0, Q*=V, Q7 ={x4,X,,X3,%4}, Q; =0, Q5 =0.

ii) Predemo na korak 2.

l) X5 € Q+\( QI U QE U QE), S={X5}: Q+={X11X2'X3} ’ QI={X11X21X3'X4-' XS}-

i) Q" = 9,aliQ*"\( Q7 UQ3z UQ3) =9, predemo na korak 4.
k=0, S=@, Q+= vV, QI={X1,X2,X3, X41X5}' QZ_ =®' Q; =Q.

ii) Predemo na korak 2.

i) x¢ € Q"\(Q7 UQ; UQ3), S={x6}, Q"={x2,%3,%4}, Q7=V.
ii)QT # ©,aliQ*™\(Q7 UQ3 UQ3) =@, predemo na korak 4.
k=0, S=0, Q*=V, Q1=V, Q; =@, Q3 =0.

ii) Predemo na korak 2.

i) Q*\( Q71 U Q3 U Q3)=0, predemo na korak 4.

k=-1, kraj algoritma.
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U sledecoj tablici su prikazani koraci algoritma i oznaéeni maksimalni nezavisni skupovi

grafa G.

k S Q* Q1 Q2 Q3
0 1) Y, 1) ? %)
1 (x1) {x3,xs} {x} ) )
2 (x1,X3) {xs} {x,} {x3} )
3 | {x,X3,Xs) ? {x1} {x3} {xs}
2 | (x4,X3) {xs} {x1} {x3} {xs}
1 (x1) {x3, x5} {x1} {xs} ?
2 (X1, Xs) {x3} {xq} {x3,%s} ?
1 (x1) {x3, x5} {x1} {x3, x5} )
0 1) Vv {X1} 1) [0)
1 (x2) {x4, X5, X} {x1, %5} ) )
2 (X2, X4) {x6} {x1, %5} {x4} )
3 | (Xp,X4,Xg) 1) {x1, %} {x4} {x6}
2 (X2, X4) {x6} {x1,%,} {x4} {x6}
1 (x2) {X4, X5, X6} {x1, %5} {x4} )
2 (X2, Xs5) 1) {x1, %} {x4,Xs} ?
1 (x2) {X4,Xs, X6} {x1, %5} {x4,Xs} ?
2 (X2, Xg) {x4} {x1, %5} {x4, X5, X6} 9]
1 (XZ) {X4'X5'X6} {X1,X2} {X4'X5'X6} @
0 1) \Y; {x1,%X,} ) [0)
1 (x3) {x1, X5, X } {x1, %2, %3} ? ?
2 (X3,Xs) x4} {x1, X2, X3} {xs} ?
1 (x3) {x1, X5, X6} {x1, %5, X3} {xs} ?
2 (X3, X6) 1) {x1, %5, X3} {xs, X6} ?
1 (x3) {x1, X5, X } {x1, %2, %3} {xs, X6} ?
0 1) \Y; {x1,X5,X3} 0) (0}
1 (X4) {x2,X¢} {x1, X2, X3, X4} @ ?
2 (X4, Xg) {x,} {x1, X2, X3, X4} {x4} ?
1 (X4) {XZ' X6} {Xli X2,X3, X4-} {X4-' XG} @
0 1) \Y; {x1,X5,X3} 0) (0}
1 (xs) {x1, %5, %3} {x1, X2, X3, X4, X5} @ ?
0 @ \Y {x1, X2, X3, X4, X5} ) )
1 (Xe) {x2,X3, X4} v ) ?
0 ) Vv % ) )
-1 Kraj

Algoritam mozZemo prikazati i u obliku stabla pretrazivanja koja vizuelno prikazuje korak
po korak rad algoritma. Nezavisne skupove grafa G prikazujemo ¢vorovima stabla. Kao i
u algoritmu krenemo od praznog skupa i za svaki novi dobijeni skup S dodajemo jedan
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¢vor u stablo. U ovom primeru ¢emo imati stablo pretrazivanja veli¢ine 17 i dubine 3, sa
korenom @ i listovima (X4, X3, Xs), (X1, Xs), (X2, X4, Xe), (X2, Xs), (X2, Xg), (X3,Xs), (X3,Xg),
(x4,Xg), (X5), i (Xg) (slika 4.5). ZaokruZeni listovi su reSenja algoritma, to jest maksimalni
nezavisni skupovi pocetnog grafa koje smo nasli tokom algoritma.

(X1IX3IX5) (Xz,X4,X6)

(X5,Xs) (X2,Xg) (X3,Xs5) (X3,X6)  (X4,Xe)

(x1,X3)

(X6)

@
(Slika 4.5)

4.4 Algoritam svodenjem na r-nezavisne skupove

Hromatski broj grafa G=(V,E) je najmanja vrednost r tako da je skup ¢vorova S,[G] nekog
maksimalnog r-pografa ceo skup ¢vorova grafa G. Pomo¢u rekurentne relacije mozemo
generisati maksimalne 1-podgrafove, 2-podgrafove i tako dalje, a u svakom koraku

proveriti da li neki od podgrafova sadrzi sve ¢vorove grafa G.

Koraci algoritma pomocu r-nezavisne podskupove za nalazenje hromatskog broja G i
bojenja koriS¢enjem nadenog hromatskog broja su sledeéi:

Korak 1. Neka je r = 1. Naci skup ¢vorova Sjr[G],j =1, ..., gr maksimalnog r-podgrafa od G
(ukoliko imamo g, takvih skupova). Neka je Q; [G]= {S; [G] |j =1,...,q9; }, inekajej=1.

Korak 2. Naéi maksimalne nezavisne skupove S‘l[G]r] grafa Gl=(V — Sjr[G]). Ako takav
postoji, preci na korak 3, a ako smo vec nasli sve takve skupove preéi na korak 6.

Korak 3. Izracunati S= SL[G]USI[GL].
Korak 4. Ako je S=V, stop. Hromatski broj je r+1. Ako je S#V, preci na korak 5.
Korak 5. i) Ako je S € S’ za neko S’€Q,[G] vratiti se na korak 2.

ii) Ako je S D S’ za neko S’€Q,[G], staviti Q,[G]=Q,[G] - {S’} za svako S’. Staviti
Q,[G]=Q,[G] U {S} i vratiti se na korak 2.
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iii) Ako uslovi ni u i) ni u ii) nisu zadovoljeni, staviti Q[G]=Q,[G] U {S} i vratiti se
na korak 2.
Korak 6. Ako je j<q, staviti j:=j+1 i preéi na korak 2. Ako je j=q,, staviti r:=r+1, gde je q,
broj skupova u Q,[G], i preci na korak 2.

Ako se algoritam ne zavrSava prvi put kada dobijamo S=V u koraku 4, nastavljamo sa
alternativnim bojenjem sa r+1 boje, ukoliko takvo pravilno bojenje postoji.

lako ovim algoritmom ne dobijamo listu svih moguéih bojenja sa r+1 boja, rezultovaée
nam pravilno bojenje grafa.

Primer
2. 4
1 /\5
3
7 6
Slika 4.1

Neka je graf G dat na slici 4.1. Maksimalni nezavisni skupovi ¢vorova su obojeni na slici

4.2.
2 2 4
@5 1@5
7 7 6
2 4 2 4
1@5 1@5
7 6 7 6

Slika 4.2

Korak 1. Maksimalni 1-podgrafovi grafa su:
S1[G]={1,4,6} (Slika 4.2 a)), S7[G]={2,3,5}, S{[G]={2,5,7}, ST[G]={2,6}.
Dobijamo g1=4 i Qu[G]={S1[G], S{[G], S{[G], St[G]}-

Za S1[G]:
Korak 2. G} =(V — S}[G]) = ({2,3,5,7}), S1[G1] = S[V — S}[G]] = {2,3,5}
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Korak 3. S= S}[G] U S}[G}] = {1,4,6|2,3,5}
Korak 5. Q,[G]= Q,[G] U {S’} = [{1,4,6|2,3,5}]

Korak 2. S?[G!] = {2,5,7}
Korak 3. S = {1,4,6|2,5,7}
Korak 5. Q,[G]= [{1,4,6]2,3,5}, {1,4,6|2,5,7}]

Za S2[G]:
Korak 2. G2=(V — S2[G]) = ({1,4,6,7}), S}[G?] = S![V — S,] = {1,4,6}
Korak 3. S= S2[G] U S}[G?] = {2,3,5|1,4,6}
Korak 5. Posto je {2,3,5|1,4,6} < {1,4,6|2,3,5}, zbog 5. i) Q;[G] se ne menja:
Q,[G1=[{1,4,6/2,3,5},{1,4,6/2,5,7}]

Korak 2. S2[G2] = {7}
Korak 3. S = {2,3,5|7}
Korak 5. Qo[G] = [{1,4,6(2,3,5}, {1,4,6]2,5,7}, {2,3,5|7}]

Za S3[G]:
Korak 2. G3=(V — S3[G]) = ({1,3,4,6}), S1[G3] = {1,4,6}
Korak 3. = S3[G] U S}[G3] = {2,5,7|1,4,6}
Korak 5. Sli¢no, kao malopre: posto je {2,5,7|1,4,6} = {1,4,6|2,5,7}, i zbog 5. i)
Q,[G]=[{1,4,6]2,3,5}, {1,4,6(2,5,7}, {2,3,5|7}]

Korak 2. G3= ({1,3,4,6}), S2[G3] = {3}

Korak 3. S = {2,5,7|3}

Korak 5. Posto {2,5,7|3} i {1,4,6|2,5,7} daju isto bojenje ({1,4,6]2,5,7} €Q,[G]), zbog 5. i)
Q se nece promeniti: Q[G]=[{1,4,6|2,3,5},{1,4,6|2,5,7},{2,3,5|7}]

Za ST[G]:
Korak 2. G¥=(V — S[G]) = ({1,3,4,5,7}), SL[G%] = {1,4}
Korak 3. S = {2,6]|1,4}
Korak 5. Q,[G] = [{1,4,6/2,3,5}, {1,4,6/2,5,7}, {2,3,5|7}, {2,6|1,4}]

Korak 2. G* = ({1,3,4,5,7}), S2[G*] = {3,5}
Korak 3. S = {2,6|3,5}
Korak 5. Q,[G] = [{1,4,6]2,3,5}, {1,4,6]2,5,7}, {2,3,5|7}, {2,6|1,4}, {2,6|3,5}]

Korak 2. G*=({1,3,4,5,7}), S3[G7] = {1,4}
Korak 3. S = {2,6]5,7}

Korak 5. Q, = [{1,4,6]2,3,5},{1,4,6|2,5,7},{2,3,5|7},{2,6|1,4},{2,6|3,5},{2,6|5,7}]
Konacno, dobili smo familiju Q,[G] — familiju skupova S’z[G]. Ovi skupovi su maksimalni
2-podgrafovi od G i odreduju pravilno bojenje podgrafova od G. Sada predemo na
nalazenje maksimalne 3-podgrafove.

Korak 1. S1[G]={1,4,6|2,3,5}, Q,[G] =[{1,4,6]|2,3,5}]. 2 4

Korak 2. S[G1] = S{{V — S3[G]) = S1{{7}) = {7}
Korak 3. S= S3[G]USI[G}]=[{1,4,6]2,3,5|7}]
Korak 4. S=V, stop.

Slika 4.3
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Dobili smo da je hromatski broj grafa G, x(G)=3. Ako bismo nastavljali trazenje 3-
podgrafova, dobili bismo ili ekvivalentne skupove sa S1[G] ili sa S3[G], ili ne bismo
pokrivali sve ¢vorove grafa G.

Jedan od pravilnih bojenja ¢éemo dobiti tako $to prvo jednom bojom obojimo ¢vorove 1,
46, drugom bojom ¢vorove 2, 3i 5, a tre¢om bojom ¢vor 7 (Slika 4.3).

4.5 Set Covering Problem

Drugi problem za bojenje grafova je Set Covering Problem (SCP). To je pokrivanje
¢vorova sa maksimalnim nezavisnim skupovima.

Kao $to smo videli kod prethodnog algoritma, da bi bilo izvodljivo bojenje grafa G, skup
¢vorova obojenih istom bojom mora da formira nezavisan skup. Dakle, svako pravilno
bojenje grafa se moZe smatrati kao podela ¢vorova grafa u takve skupove. Tako
gledajudi, bojenje grafa je pokrivanje ¢vorova grafa maksimalnim nezavisnim skupovima,
odnosno prosirenje nezaviznih skupova do maksimalnih takvih skupova.

Neka je G=(V,E), |V|=n, i neka je t broj maksimalnih nezavisnih skupova u G.
DefiniSimo matricu My = [mij], tako da kolone matrice odreduju maksimalne nezavisne
skupove grafa G. Elementi matrice su definisani na sledeéi nacin:

- {1, ako je ¢vor x; sadrzan u j — tom maksimalnom skupu
o, inace
Primer 1. X1 Yo
Neka je graf G=(V,E) dat na slici 4.4. /// “&fgf \\
& /_// H""'»,_H
- o
X
Maksimalni nezavisni skupovi su: \\\ N e {J,/
1 5 \\\ x"’/\:g\\‘m /
Sl [G]={X1, X3, XS}r Sl [G]={X1, X3, X9}I Xs = /I,:
S [G]={x1, X4}, ST[G]={x4, X5, Xg}, Slika 4.4
Sf [G]={X2, X4 XG}I S? [G]={X2, X4, XlO}r SZ [G]={X2, X5},
8

S [G]={x,, X¢, X9}, S?[G]={X3,X5'X7}, S}O[G]={X3'X6,X7,X9}' Sil[G]={X3'X1o},
5%2 [G]={x4, X6, X7}r 5%3 [G]={X6; Xs}-
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Na osnovu tih skupova mozemo napraviti matricu M kao $to smo definisali u prethodnoj
definiciji:

1 1. 1.1 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 000111 10O0O0O00O0
1100 0 00 01 1 1 0O
0 01 01 100O0O0O0T1FO
M = 10 01 0010100 00O
0 0001 0O0T1TO01O0T11
0 000O0OO0OO0OO0OITTI1TO0T1TOPO0
0 001 0O0OO0OO0ODO0OO0OTO0OTO01
01000 O0O0O1TO0OT1TTO0TO0TO
0 0 0 00O1T 0 0 0 0 1 0 O

Problem bojenja svodi se na problem nalazenja najmanjeg broja kolona koji pokrivaju
sve ¢vorove.

Neka su sa k; oznaceni kolone matrice, i neka je T; unija kolona u kojima u i vrsta imamo
jedinice. Tada je na primer:
k1 U kz = Ti

Ako krenemo od prve kolone i redom dodamo u uniju slede¢u kolonu, vidimo da ¢e nam
trebati 9 kolona da bismo pokrivali sve vrte sa jedinicama:

ki ko ks ki ks ke k7 kg ko kio kix kiz kiz
X111 1 1.1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
X210 0001171100000
X3¢1.1 0 0 0000 1 1100
X110 01011000 0010
X 11 0 01 0 0 1 01 0 0 O0 O
X% |0 0 0O0O1 00 1 01011
X210 0 0 00 OO O 1T 1 010
X 10 0 0 1. 0 0 00O O O O01
X |10 1. 0 00001 01 0 0O
X000 0 0 0 01 0 0 0 0 1 0 O

Y I Y YA A |

Tl =kiUkaUks UksUks U ks U ks U ks U ko= UP; k;

Odmah vidimo da u ovoj uniji postoje kolone koje moZzemo izostaviti tako da sve vrste
matrice ostaju pokrivene sa jedinicama. Na primer (ako idemo redom sa izostavljanjem):

T120= U?:l ki \ { kZl k3r k51 k7}= kl U k4 U k6 U kg U kg.

Za odrdivanje hromatskog broja grafa trazimo najmanji broj nezavisnih skupova koji je
dovoljno za pokrivanje svih ¢vorova grafa, odnosno pokrivanje sve vrste matrice.
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Algoritam za pokrivanje matrice nezavisnih skupova

Slicno kao u algoritmu za odredivanje svih maksimalnih nezavisnih podskupova, i u ovom
algoritmu pretrazujemo sve moguce kombinacije unije skupova da bismo nasli reSenje.
Listom S ¢éemo oznaciti listu kolona matrice M koja ¢e pokrivati vrste matrice. U pocetku
S je prazan, pa redom u svakom koraku dodamo po jednu kolonu koju ¢emo izabrati
tako da sadrzi bar jedan jo$ ne pokriven ¢vor x;. Pomocni skupovi ¢e nam biti skup
¢vorova Ay (koje pokrivaju prvih k skupova iz S), odnosno skupovi Q. (za svako k=1, ... n,
skup do k-tog koraka izabranih kolona koji sadrzi k-ti ¢vor). Pored toga, skup Min ¢e
oznaciti kardinalni broj najmanjeg nadenog lista S koja pokriva sve ¢vorove grafa.

Korak 1. k:=0, S:=@, A:=@, Min:=@, Q;, :=@.

Korak 2. i) Sve dok za xi€V\Ai postoji ki Qj tako da xiek;, stavimo S:=SU{kj},
Qi :=Qx U{kj}, k:i=k+1. Ako A=V, Min:=min{Min, | S|}, predemo na korak 3.
ii) Ako V\A#@, a ne mozemo naci kolonu tako da xek; (ki€ Qx), to znadi da taj
skup kolona ne vodi do traZenog reSenja. Predemo na korak 3.

Korak 3. 1z S briSemo poslednju kolonu k;, i stavimo A= @, Qi ,1=9, ki=k-1.
i) Ako je k=-1, kraj algoritma.
ii) Inace, vracamo se na korak 2.

X2 X3
Primer 2.
Neka je graf G=(V,E), V={x1, X2, X3, Xa, Xs, X¢}, Slika 4.5. X1 Xg
Maksimalni nezavisni skupovi grafa G su:
SHGI=(xy, %4}, S2[G]={xy, x5}, SF[Gl={x, x4, h "
S1[G]={x2, 5}, ST[G]={x3, X6}, ST[G]={X4, X6}, Slika 4.5

Matrica maksimalnih nezavisnih skupova M grafa G je je tada:

_- O Rr OO0 O X

|

Posto x3 sadrzan samo u jednom od skupova S!, odnosno samo u jednoj koloni matrice

(ks), da bismo dobili reSenje za manje koraka, tu kolonu moZzemo izostaviti. Tada ks ¢e
biti sadrzan u svakom od resSenja. Posto ks sadrzi cvorove xs i Xg, algoritam primenimo na
skup ¢vorova V'=V\{xs,Xs}.
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Matrica M’ tada izgleda ovako: ki ky ks ki
x11 1 0 0
SRR
%10 1 0 1
Algoritam:
Korak 1. k:=0, S:=@, A:=@, Min:=@, Q;, :=@.
Korak 2. i) x;€V'\Ay, S:=S U{ki1} =(k1), A1:= AjU{x1, Xa}={x1, Xa}, Q7 := Q7 U{ky}, k:=1.
Korak 2. i) x,€V'\A;, S:=(Kq, K3), Axi={xq, X2, Xa}, Q3 :={ks}, k:=2.
Korak 2. i) xseV'\As, S:=(kq, k3, ky), Ax:= V', Min:=3, Q3 :={k,}, k:=3.
Korak 3. S:=(kq, k3), As:=0, k:=2.
Korak 2. i) xseV'\A3, S:=(kq, k3, ky), As:= V', Min:=3, Q3 :={ky, ka}, k:=3.
Korak 3. S:=(kq, K3), Az:=@, Ay={x1, X2, X4}, k:=2.
Korak 2. ii) xseV"\As, a poSto ne postoji k; iz M tako da xse k;, a ki& Q3, predemo na
korak 3.
Korak 3. S:=(ky), Ay:=@, Q3=0, k:=1.
Korak 2. i) x,€V'\A,, S:=(Ky, K,), Axi= V', Min:=2, Q3 :={ks, kq}, k:=2.
Korak 3. S:=(k;), A;:=0, k:=1.

Korak 2.
Korak 3.
Korak 2.
Korak 2.
Korak 3.
Korak 2.
Korak 2.
Korak 3.
Korak 2.
Korak 3.
Korak 2.
Korak 3.
Korak 2.
Korak 3.

Za x, ne postoji kolona kj& Q3 koja ga sadrzi, predemo na korak 3.
S:=@, Ap:=0, Q3 =@, k:=0.

i) x1:€V'\Ay, S:=(ky), Axi={xy, xs}, Q7 :={ky, ky}, k:=1.

i) x26V'\A, S:=(k,, k3), A=V, Min:=2, Q3 :={ks}, k:=2.

S:=(k,), A:=0, k:=1.

i) 26V'\A,, S:=(k, Ky), Az:={x1, X2, X5}, Q3 :={ks, ka}, k:=3.

i) X4€V'\A3, S:=(k,, k4, K1), As:= V', a Min ostaje 2, Q3 :={ky, ka}, k:=3.
S:=(Ky, Ky ), Asi=0@, Ay={x1, X2, Xs}, k:=2.

Za x4 ne postoji kolona kj& Q3 koja ga sadrzi, predemo na korak 3.
S:=(ky,), Ay:=0, A1={xq, x5}, Q3=0, k:=1.

Za x; ne postoji kolona kj& Q3 koja ga sadrzi, predemo na korak 3.
S:=@, A:=@, k:=0.

Za x1 ne postoji kolona kj& Q7 koja ga sadrZi, predemo na korak 3.

S:=@, A1:=@, k:=-1. Kraj algoritma.
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S A1 A; Az Q1 Q2 Qs
(kq) {X1, Xa} %) @ {ka} %) %)
<k1: ks) {X1, Xa} {X1, X2, Xa} /) {ka} {ks} )
(ki k3, ko) | {x1, xa} | {X1, X2, Xa} | V’ {ka} {ks} {ka}
(ki k3, Kg) | {x1, Xa} | {X1, X2, Xa} | V {ka} {ks} {ka, ka}
(ki, ka) | {xs, xa} v’ {ki} {ks, ka} @
(kz) {x1, Xs} @ {k1, ka} %) %)
(ka, k3) | {xa, xs} v’ {k1, ka} {ks} @

(kz' k4) {x1, Xs} {X1, X2, Xs} {k, ko} {ks, ka} %)

(kz» Ky, k1) {x1, Xs} {X1, X2, X5} {ky, kao} {ks, ka} {k}

(kz; Ky, k3) {x1, Xs} {X1, X2, Xs} {ki, ka} {ks, ka} {k1, ks}

(ka, kyg) {X1, Xs} {X1, X2, X5} {ka, ko} {ks, ka} | {ky, ks}

(kz) {x1, Xs} %) {k, kao} {ks, ka} )

OIFRINIWIWININIRINIWIWN|IRFR|X
-}

ISHSEE SRR SEE ST ST SY

? @ @ {ka, ka} @ ?

Na osnovu ovog algoritma vidimo da se sve vrste matrice M iz primera 1. moZe pokrivati
i sa 3 kolone:

ki ko ks ko ks ke ki ks ko kio kiz K1z kis
1 1. 1.1 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0001 11 10O0O0O00O0
110 0 0 00 01 1 1 00
0 01 01 10O0O0O0O0T1O0
M = 10 01001 01 0000
0 0001 0 O0T1TO0T1T O0T11
0 0000 O0OO0OOT1T 1 01O
0 001 000 O0OTO0OTUOT O 1
01000O0O0O0OT1TUO0T1TTO0TU 0O
0 0 0 00O1 00 0 0 1 0 O
T T T

Dakle, najmaniji broj kolona koji je dovoljno za pokrivanje vrsta je 3, odnosno hromatski
broj grafa G, x(G)=3. Pravilno bojenje grafa G mozemo izvrsiti tako Sto gledamo kolone
koje smo koristili za pokrivanje: kg, ke, kio.

Cvorove kod kojih su jedinice u istoj koloni, obojimo sa istim bojama, a &vorove sa
jedinicama iz razli¢ite kolone ¢e biti razlicite boje.

X1
a Ukoliko za neki ¢vor imamo jedinice u vise

X6 X3  kolona, tada od ,boja kolona” slobodno biramo
boju kojom éemo obojiti taj ¢vor. Dakle:

c1={X3, X6, X7, Xa}, C2={ X1, Xs, Xg}, C3={X2, Xa, X10}
A (Slika 4.6).

Slika 4.6

X5
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