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NMpenroeop

Pan campxxu Teopujcku nmpuctyn [nodantoBuM jeaqHaunHama U Behu Opoj
ypahenux 3anataka. Behuna ypalenux 3amartaka je ca MaTeMaTHUKHX TaKMUYCHA,
T€ cMarpaM Ja OBaj paj MoOke OWTH O] MOMOhHM y MpUIpeMH Yy4YeHUKa 3a
TaKMHUYCHE.

Mactep pang ce 6aBu JImodaHTOBHM jenmHauMHaMa, O] MaTEMaTUYKHX
pebyca, Koju cy 10 HacTaBHOM IUIaHy NpeaBul)eHu na ce oOpal)yjy y ueTpBpTOM
paspeny OCHOBHE IKoJie, Ta cBe 1m0 [lemoBe jeqHauywHe, Kao HAjCIOKECHH]E
JlnodanToBe jeqHayMHE Yy MPOrpaMCKO] HACTaBH, KOja Ce IO HACTaBHOM IUIAHY
pamy y IpyroM paspeay MaTeMaTHYKe THMHA3Hje.

Pag canpxu Tpu oCHOBHE TeMaTcke LenuHe. IIpBa mpeacTaBiba HCTOPH)CKU
ocBpT Ha JlnodaHTa u mHEroBy apuTMeTHKY. [Ipyra ce 0aBM MeToama 3a penraBame
JuodanTtoBux jenHaunHa, a Tpeha nenMHa mpeacTaBjba pa3IMYUTE THUIIOBE
JnodaHnToBUX jeTHAYNHA.

VYBOIHU €0 Caap>KU pasyiore 3a oJabup TeMe OBOT paja M yKa3HBame Ha
JIeJIOBE HACTABHOT TJIaHA M TIPOTpaMa 3a OCHOBHE M CPEEbe MIKOJIE KOjH Ce OHOCE
Ha JluodantoBe mpobieme M jenHaumHe. Y TPBOM Jedy Jnara je Ouorpaduja
JnodanTa 1 MpUKa3aHO je HEroBO 0ABLEHE aPUTMETUKOM Kpo3 ucropujy. JApyru
JIE0 Callp’KU BUIIIE METOoZa 3a pernraBame J[Mo(haHTOBUX jeNHAYMHA: PA3IMKOBAE
Cily4ajeBa, MPOM3BOJa, KOJIWYHUKA, 30Upa, HEJeAHAKOCTH, MMAPHOCTH, JIEJbUBOCTH,
muckpumuHante, Ojnepa u [uodanta. Tpehm neo cagpku Heke TUIIOBE
JnodaHTOBUX jeaHAUYMHA: MaTeMaTHYKHd peOycu, MaruvHe Qurype, jeaHAUYUHE
jeaHe TpOMEHJbMBE, JHMHEApHE jeIHAYMHe, jeAHaynHe crerneHa Beher ox |1,
WpalMoHAIIHE JeTHaYNHE, CKCIIOHEHIIMjalTHe jeqHavyrHe U [lenoBa jemnaunna.

Moje obpa3oBame, Kao W OBaj paj, HHUje IUIOA caMO MOr Tpynaa Beh u
3ajaramba APYruX JbyIW, Ta je ped Ja ce OBOM TNPWIMKOM 3axBaimuM. Kpos
IIKOJIOBAaE TOMOIJIM CY MH y MOM MaTeMaTH4YKOM 00pa30Bamy HACTABHUIIM:
Kemumup CranojeBuh, Anhemuja Uyrypouh u Jlymran Tomuh. V cTunamy HOBHX
3Haka TOKOM OCHOBHHMX W MAacCTep CTyAHja MM je MYHO IMOMOTa0 MEHTOP OBOT
Mactep paaa mpodecop np parocmaB Xepier, Ha ueMy My 3axBajbyjeM. Taxohe
3axBanHOCT U mpodecopuma np Bypu Ilaynuh u ap Byphunu Takaum, koju cy
NPUXBAaTHIM Ja Oyay YWIAaHOBH KOMHCHjE€ y OIIGHM MOT MAacTep pajga W MOMOTJIH
CBOJUM CyTecTHjama.

ITocebny 3axBasHOCT AyryjeM Mojoj mopoauuu: Opaty Hemamu, Mmajiuu
['opnanu u oy Benemupy, Koju cy MHOTO TTOMOTJIH J]a HCTPajeM, 3aBPIIHM CTY/IH]e
U CTEKHEM 3Bambe JUILIOMUPAHU Ipodecop MaTeMaTHKe-MacTep.

XBayna ceuMa!

Hosu Can, centem6ap 2012. Bojana Jankosuh



1.YBop,

1.1 3awTto AModaHTOBE jeaHAYNHE

Opn Bume, Beoma OUTHHUX pasiiora, 3a uzbop JmodaHToBHX jenHauMHA y
OCHOBHO] M CPE/IH-0]j IIIKOJIM, 32 TEMY OBOT MacTep pajia, u3ziBajam cieaehe:

» IlporpaMcku caapkaju Kpo3 OCHOBHO M  CPEAHOLIKOJICKO
o0OpazoBame

JlnodaHToBe jeqHAYMHE HHUCY EKCIUIMIMUTHO Cagp)KaHe y NporpaMuma
peIOBHE HACTAaBE MaTEeMaTHUKE Y OCHOBHO] U Cpemb0] Ko, Mehytum, mojaBipyjy
ce dYecTo y 3aganMMa M TmpobOjeMuMa KOju c€ pellaBajy, a MoceOHO Ha
TaKMUYCHUMa BUIIEr HHBOAa W3 Maremartnke. CKOpO Ha CBaKOM TaKMHUYCHY
110jaBJbY]jy C€ 3ajalli U3 anredpe Koju Cy Be3aHH 3a nmpobiematuky nopaHToOBUX
jemHayuHa.

» MHcropujcku

Jonpunoc /lnodanta MaremMaTuily, a Ipe CBEra apuTMETHIIH, j€ 3HaYajaH.
Hbera 30By ,,011eM* apuTMETHKE, U CMaTpaM Ja 3aciyXkyje Ja Ce HEroB JOMPHHOC
BUIIICE M3ydaBa W MYyOJIMKyje, U Ja OW HACTaBHUIM MaTeMaTHKe Tpedayio Ja
ydeHHIMMa npubnamxe JlnopaHTose jeqHaunHE.

» 3Hauaj J[nohaHTOBHX jeHAYNHA

JnodaHToBe jeHaUYMHE Cy 3HAYajHE jep MPEeACTaB/bajy CHHTE3y CKOPO CBUX
cajzprkaja Teopuje OpojeBa (IesbUBOCT OpojeBa, MPOCTH OpPOjeBH, KOHTPYCHIIH]A ...),
TEOpHje jeHaYNHA, TIOJTMHOMA, HejeTHAKOCTH, MAaTEMAaTUUKE JIOTHKE...

» Meronnuku

OBo je MOXXJa W HajBAXHHjU Pa3yor. 3aMucao MM je Omia /1a Ha jeHOM
MecTy oOpaauMm BakHuje JlmodaHTOBE jeHAYMHE W Ja C€ Ha OCHOBY MOT paja
MOXE OBJIaZIaTH MeToJaMa 3a pemaBambe J[MopaHTOBUX jelHAUYMHA, Pa3BUTH
CIIOCOOHOCT 3a yodaBame, (opMyiHcame, aHAJIU3Hpake M pellaBamke MpobiemMa
KOjH ce cBojie Ha JlnodaHToBE jeAHAUNHE.

[Tojam lnodanToBe jegHauMHE YBOAMM KpO3 IMpUMeEpe, Bojaehu padyHa o
IbUXOBO] Pa3sHOBPCHOCTU (MO THIy, MO Opojy MPOMEHJBHBHX, IO CTENEHY...) H
ykazyjyhu Ha moctojame nmodaHTckux mpobiema koje Tpeba omucatd momohy
Huodantose jeanaumne. /lnodantoBe jeqHaumHe He oOpalyjeM Kao HacTaBHY
jenuHuily, Beh ux mpeacraBbaM Kao MIMPOKY Jemne3y anredapckux mpoodiema Koju
UMajy CBOjy METOAOJIOTH]Y pelllaBama. 3a pellaBamke OBUX NpobdiaeMa MmoTpedHo je
no3HaBame J[nodaHTOBHX jeHAYNHA U HAUWHA FbUXOBOT PEIIaBamba.



1.2 AnodaHToBe jeaHAYUHE Y OCHOBHOj U CpeaHO0j WWKONIU

Kao wnacraBHM canpxaju, JlmodaHTOBE jeqHAYMHE HHCY EKCIUIMIIMTHO
NPUCYTHE y HACTaBHUM IIPOrpaMUMa PEIOBHE HACTaBE MaTEeMaTHKE Y OCHOBHO]
mkonu. Melytum, To He 3HaUM Aa mpodOiieMH, Koju ce cBoae Ha JlmodanToBe
jeaHaunHe, HUCY 3aCTyIUbeHH Y HacTaBu. OHE Cy MPUCYTHE y HACTAaBU U KOPHCTE
ce Kao TMOroJiaH MaTepHja 3a yBekOaBama HACTAaBHHUX caJip)kaja y CKOPO CBUM
pazpenuma. Hurnme ce He mcrmue nga je nmara JluodaHToBa jenHAuMHA W HE
objarrmaBa ce BEH 10jaMm.

Beh on werBpror paspesa ocHoBHe mikosie JlnodaHTOBE jeHAYMHE CY
NPUCYTHE KpO3 pa3HEe MaTreMaThdke pedyce W ImpobijeMe Be3aHe 3a JEeJbUBOCT
OpojeBa, mpocte OpojeBe, MNPUHIMI TAPHOCTH, pACTaB/balbe IOJIMHOMA Ha
YUHUOLE... Y MpOrpaMHUMa JOJAaTHE HACTaB€ MAaTeMaTHKE y OCHOBHO] IIKOJIU
JnodaHToBe jeqHauMHE Cy NMPAKTUYHO MpPUCYyTHE Beh o1 camor moyeTka HEeHe
peanm3zanuje. Y OKBHpPY HacTaBHE TeMe ,Maremarnuku peOycH W Marudse
burype*, 3a 4eTBpTH pa3pell, MOUUHE ce ca u3yyaBambeM [{nohaHTOBUX jeTHAYNHA,
HapaBHO, HE MOMUbYhH caM Ha3WB jeHaunHA. Y METOM pa3peny OCHOBHE IIKOJIE
ce peanu3alyja HACTaBHOT cajpkaja U3 00JacTH AEJbUBOCTU U MPOCTHX OpojeBa,
takohe omBuja mpeko [lmodantoBux jemHaumHa. JlwodaHTOBE jegHAUYMHE CYy
NPUCYTHE W y MIECTOM paspedy, Kpo3 oOpamy pasliomMaka W Leiaux OpojeBa. Y
ceaMoM paspeny caapxaju o JluodaHTOBMM jemHauymHaMa ce pean3yjy Kpo3
npobiemMe Be3aHE 3a CTEMeHoBame (Kopuinheme mocienme nudppe), aam u y
peanu3anuju pacTaBjbamka MoJWHOMA (KOpUIINEHke MPOU3BO/Ia) Kao M peaau3aimja
»JdeJbuBoCcTU™. JInoaHTOBE jeHAUMHE C€ MPBU MYT €KCIUIMIKWTHO, KA0 HACTaBHA
TeMa JI0JlaTHE HACTaBe, IOMHUIbY TEK y NMpOrpaMuMa HacTaBe MaTeMaTHKe 3a OCMHU
paspen. Ty ce oOpahyjy nuneapue JluodaHToBe jeqHauuWHEe, jEIHOCTABHHjH
cucteMn JnuHeapHUX JlMoQaHTOBMX jeAHAYMHA M FHHUXOBAa IPUMEHA. 3aTUM ce
pemaBajy Judanrose jeqHaunHe KOpuIIhemeM KOJIMYHUKA, 30Upa, HEejeIHAKOCTH,
nesbuBoCTH... JpymTBo Maremarmuapa CpOuje, 3a TaKMHUYEHE yYCHHKA OCMOT
pa3pena, Beh Ha OKpPY)XKHOM HHBOY, CTaBJba J(MOodaHTOBEe jeHAYMHE y IUIaH U
nporpam. CKOpo yBeK Cy OCMalMMa Ha TakMHYemuMa 3agaBaHe JlnmodanTtoBe
jenHadnHe.

VY mporpammMa oJaTHE HAacTaBe MaTeMaTHKE 3a THMHA3Wje U CPEIbe
cTpyuHe mKkose JlnodaHToBe jeqHAYMHE Cy 3aCTyIJb€HE Y NPBOM U JAPYroM
paspeny. Y mpBoMm paspeny ce oOpabyjy cinoxeHuje imHeapHe JlumodaHTOBE
jeaHa4ynHe, jep ce Mojapa3yMeBa Ja Cy eJIEMEHTPHA 3Hama YYEHUIM JOHEIU U3
ocHoBHe 1Kone. Takohe ce oOpalyyje u mpumena anrebapckux TpaHchopmalyja Ha
pelaBame CIOXKEHMjUX HenuHeapHux JnodaHTOBHX jeaHaunHa. Y JIPYyrom
paspeny Cpeame IIKOJe TporpaM JoJaTHE HacTaBe mpenBuha peanusanujy
canpkaja o HenuHeapHuM JluodaHToBUM jeaHaunHama. Takohe ce oOpabyjy
HeeJeMeHTapHe KBajapaTtHe J(nodaHToOBe jemHaumHe, jeqHAYMHE KOje C€ Ha HHX
CBOJIe, Kao W ekcnoHeHnyjanHe Jlnodanrose jennauuue. IIporpamu 3a Tpehu u
YETBPTH pa3pell Cpeame MKoje He caapke Jnodantose jennaunHe. MaTeMaTHiKe
IMMHAa3Mje y CBOM PEIOBHOM HACTaBHOM IUIaHYy W MpOrpamy HUMajy y Ipyrom
paspeny cpenme mkosne npesuheny oopany JuodantoBux jennaunna. Takxohe ce
nocebHo obpahyje Ilenosa jeqHaunHa.



2.Actopnjckm ocBpT Ha [AunodaHta U Herosy
APUTMETUKY

2.1 Ysop

VYV npyroj nmomoBunu 20. Beka /[nodaHToBa aHanmm3a mocTaja je MOACpHA
300r Onm3uHe ca anredapckoM reomeTrpujoM. M3Henalyjyhe, mpakTHUHO HHIITA
HUje Ouio 3ammcano o /[nodaHTty, yrje UMe je Be3aHO 3a HeoapeheHy aHamuzy u
KOjU je jemaH OJ HajUHTEPECaHTHUJUX HAy4YHHKAa aHTUKe. Yak M HcTOpUYapH
MaTeMaTHUKe MOHEKa MMajy MOTpelIaH Norien Ha BeroB paa. Behnna mux mucim
Ja je oH pemmo crneurduyaH npobiieM, eKBUBaJIEHTaH HeonpeleHoj jeaHauynHy,
HEKHM CTIeIU(PUIHAM METOAaMa.

Yak u jennocraBHH JluodanToBu mnpobiemMu H3 aHaidu3e MOKa3zyjy Ja OH
HHJ€ caMO IOCTaBHUO MPOOJIeM HalaKema pallMOHATHHUX pellelka y HeoapeheHuM
jeaHaYrMHaMa, HEeTo je a0 U HeKe I'eHepajiHe METOe 3a HBHXO0BO nobujame. Tpeda
MMaTH Ha MY J1a y aHTUYKOj MaTEMaTUIM TeHEepeaTHe METO/Ie HUCY NPEACTaBIbaHe
y ,,4ucTOj dopmu”’, mopesa ommTHx npobdbimema. Hop. kama je Apxumen uzpadyHao
HOBPIIMHY €JUICE U 3alpeMuHy cdepe, KOPHCTHO je METO MHTErPATHUX CyMa H
OyT 10 JuMeca 0Oe3 HMKAaKBOI T'€HEpaJHOI JaBama, AarCTPaKTHOI OIKCa OBOT
npobaema. Y 17. u 18. BeKy Hay4YHUIIH CYy TTAXKJBUBO MOPAJIU J]a TIPOYYaBajy HETOBE
pazoBe W Jla UX MHTEPIPETHPAjy Yy LUJbY M3y4aBama reHepasHor MeTrona. Mcro
Baku U 3a /lmodanra. HberoBe Merome cy pasymenn W NPETBOPUIH Y pEIICHE
HOBOT npobnema Bujer u @epma.

Jlok HHCY OTKpUBEHH IU(EPEHIUjaTHU U WHTECTPATHHU padyH O CTpaHe
ByrtHa u Jlajonuna, eBonyuuja JnodanToBux MeTona mpoaykeHa je 3a HEKOIUKO
BEKOBa W MPEIUIATAJIa C€ ca TEOPHjoM airedapckux (yHKIHja U ca anre0apcKkoM
reomerpujoM. EBomynuja /InodantoBUX HIeja MOXe ce MpaTHUTH CBE A0 paja
[Toenkapea u Bujera. OBo unnu ucropujy Jnodantoe aHam3e 3aHUMIBUBOM.

MHoru ucropuuapu Hayke Mucie aa ce /lnodanTt orpaHMuMO Ha O3UTHUBHE
panoHaidHe OpojeBe M Ja HHUje 3HAo 3a HeraTuBHEe OpojeBe. [lokymahemo ma
MOKa)XEMO Jla TO HUj€ CIIy4aj, 1a j€ Y BeroBoj ,,ApUTMETUIIN MPOIYKHO JOMEH Ha
M0JhE PAIIMOHATHUX OpojeBa.

Juodant oTBapa mpen Hama jeAHAKO OOraT M Jiell CBET apUTMETHKE U
anredpe.



basupahemo ce Ha moapydje MO3HATO Kao apTUMETHKa aire0apcKux
kpuBux. OBa 005acT ce 0aBM MPOHATAKEHEM pAIMOHATHUX Tayaka Ha TaKBUM
KpUBaMa U M3y4aBambeM BHUXOBE CTPYKTYpE.

2.2 [OuodaHT

JuodanT npeacrassba jeAHy o HajBehux 3aroHeTkH y uctopuju Hayke. He
3HAMO KaJia je )KUBEO M He 3HAMO HEroBe MPETXOIHUKE KOjH Cy MOXIa PN y
UCTOj 00JIaCTH.

Morao je ma xuBu y 6mio koje go6a Tokom 500 romuna! HberoBy nomy
TpaHUILy JIAKO j€ OJPEeIUTH. Y HEeroBoj KHH3U O nosmHoMuMa J[nodaHT yecto
MOMUIEe MaTeMaThyapa XHICUKIeca U3 AJIEKCaHApPH]e KOJU j€ KUBEO y 2. BEKY
nHe. Ca npyre crpane, Teon Anekcanapujcku je y KomeHTapuma lItomomejeBor
"Anmarecta" HaBonu u3BozAe u3 J{nodantoBor pama. TeoH je KuBeo cpearHOM 4.
Beka He. Otyzaa 500 roguimy nepuos.

®panunycku wuctopudap wmaremaruke Ilon Tanepw, ypeaHUK MHOTHUX
TekcToBa 0 JlnodanTy, Mokymao je aa cy3u oBaj uarepsai. ¥ Escurial Oubanorernu
OH je TpoHamao u3Boje pykonuca Muxaena [lcenyca, Bu3aHTHjcKOT ydyemaka 11.
BEKa, KOjU CBEIOYM Jia " HajYUTaHUjU AHAJIO0NIH, KOJU CaKyllJba MHOTE €CEHIIH]jaTHe
JenoBe oBe Hayke nocBehen je mpujaresby Jnodanty". Anagonu AJNEKCaHIPH]CKH
je 3ampaBo mrcao "YBOJ y apUTMETHKY'" M M3BOJIM U3 OBOT pajia Cy HABEJCHU U3
cauyBaHuX nena on lamblichus u Eusebius. Anagonu je xuBeo y AneKcaHIpHuju
cpenuHOM 3. BeKa HOBE epe, mpenusauje 10 270. roauHe, Kaua je mocrao OucKymn
on Jloamuneje. To 3Haum pa ®WweroBo mpHjaTesbcTBO ca Jmodantom mopa
PETXOIUTH OBOM JaTyMy. Tako, ako cy Mo3HaTu AJIEKCaHAPUJCKH MaTeMaTudap u
AmnanonujeB npujaresb uodant ucre ocobe, oHna je /Inodant mopao XuBeTH
CpEIMHOM 3. BeKa HOBE €pe.

Huogantosa "Aputmeruka" je mocsehena "cBemreHuky Jnonucy" koju je
OMO 3aMHTEPECOBAaH 3a apUTMETHUKY M KOjU Jy je mpoydaBao. Jlok je ymoTpeOa
JlnodanToBOr MMeHa Ouiia pelaTUBHO YecTa BpeMEeHOM, TaHepu MpeTHnocTaBiba Ja
je "cBemrenuk Jlmonuc" mMopao nma ce Tpaxku mehy mo06po mo3HaTHM JbyAuMa TOT
nepuoaa KOoju Cy 3ay3UMalld BHCOKE Mo3uigje. McrmocTaBmio ce na je u3BecTaH
Huonuc, koju je ox 231. 6mo gupexTop AsekcaHapujcke XpuUIThaHCKE CPEIHe
IIKOJIe, 0CTa0 Tpajacku enuckon 247. 36or tora je Tanepu uneHTHPHUKOBAO OBOT
JlnoHuca ca oHuM KojeM ce /luodaHt mocBeTHo y CBOM pajy, U TaKo Ce J0Ja3H J0
3aKkJbyuka J1a je Jlnodant xuBeo cpeqguHoM 3. Beka He. Anmu Mecto rae je uopant
JKUBEO J100po je mo3Haro. To je mo3Harta AJIeKCaHIpHja, IEHTap HayKe 3a BpeMme
XeJIeHCKOT Iepruoa.

[Tocne pacmana Benuke mmnepuje Anekcanapa MakemoHnckor, Eruntom je
Biagao IIronomej, jenan on ANeKCaHAPHjCKUX reHepaia, KOju je ,,CTBOPHO~ HOBH
rpan AllekcaHApHjy Kao TJaBHH Tpaa. OBaj MyJITH]E3UYKA KOMEPIH]ATHA IICHTap
j€ YCKOpO IOCTao0 jefaH OJ] HajJIeNIIuX rpagoBa aHTHKe. Kpo3 MHOTO BeKoBa, rpan
je 6mo Hay4yHU W KYJITYPHHU IIEHTap CTapor cBeTa, 3aTo mTo je [ITomome] ocHOBao



Mysej, Heky Bpcty Akanemuje Hayka, koju je mpuBiauno Bojache yuemake. OBum
yuemanumMa ucriahuBane cy miate U BbUXOBa JY>KHOCT je Omila aa MEAUTUPA]y H
YYECTBY]y y IOUCKYyCHjaMma Ca HBUXOBUM CTyAeHTHMA. TO je YKJbYUHBAJIO CjajHY
Ooubnuoreky koja je y jemHom Tpenytky umana 700 000 pykomuca. Maio je ayaHo
IITO Cy C€ HAYYHUIM W MIJIAIU JbYIU JKEIHU 3HAWa CjaTHIIM y AJIeKCaHIpHUjy na
ciymajy pasnnaure ¢puinosode, 1a yde aCTpOHOMH)Y M MaTEMaTUKY U 3a1y0Jbyjy ce
y CTyIUpamke Pa3IMIUTHX PYKOIHCA Y XJIATHUM coOama OnOInoTeKe.

Ha mpenasy u3 3. y 2. Bek nmHe. My3ej je cujao ca mMmeHuma Eykimna,
Amnononnja, Eparocrena m Xwumapxa. Y paHUM BEKOBHMa ITHE. TMPETPIEO je
npuBpeMeHu maj, 30or maga Iltonomeja m Pumckux ocBajama (Asnekcanapuja je
ocBojeHa 31. roguHe HOBE e€pe), all y paHUM BEKOBMMa HOBE epe Omia je
pereHepucana 36or noxapike Pumckux ummeparopa. Ox 1. 1o 3. Beka Hay4YHUIH
kao mrTo cy Xepod, Ilromomej, HuodanT pamunu cy obae. AJekcaHapuja je
HacTaBWiIa Aa Oyzae LEHTap Hay4yHOor cBeTa. Y TOM morieny Pum Hukanga Huje Ouo
puBall. JemHOCTaBHO HUje OMJIO TaKBUX CTBapu y PuMckoj Hay1y.

Kako Ou wuckopucTwim cBO 3Hame O JuyHocTd JlodanTa, mUTHpaMo
cnenehu wranak: ,,Ilyraude! OBae je caxpamweH /[nodant. bpojeBu roBope Koauko
je 6uo ayr meroB kuBOT. lllecTHHY HETOBOT JKUBOTA YMHU MPEKPACHO JETHEHCTBO.
JBaHaecTHHY YMHU BeroBa MiaaocT. CeIMuHY CBOT XKHMBOTa JlnodaHT je mpoBeo y
Opaky Oe3 nere. [Ipomuio je jomr mer roguHa 0K My XHUMeH, Oor Opaka u cBajade,
HUje nogapuo cuHa. Cya0uHa je XTena 1a CHH MOKUBH J[Ba ITyTa Marke O] CBOT OI1a.
Jomr yetupu roaMHe MOXMUBEO je cTapal] y AyOoKoM 0oiy 3a M3ryOJbeHUM CHHOM.
Komuko je xuseo Jlnodant?”’

AKO TeKCT IpeBeIeMO Ha je3uk anredpe To 6u 3Ha4ymio cienehe:

BpojeBu roBope KOJIHKO je YT OMO HEroB KUBOT X
[llecTHHY BEroBOT )XKMBOTA YHHU PEKPACHO JIETHECTBO %
JIBaHAaeCTHHY YNHH FErOBa MJIAI0CT 1X—2
Cenmuny cBor xuBoTa /[nodanTt je mpoBeo y Opaky 0e3 aere é
[Ipomo je jomr meT roguHa 10K My XMMEH HUj€ MoJapuo CHHa 5
Cyn6uHa je XTesna a CHH IMOYKHUBH JIBa ITyTa Mamke OJ1 CBOT OIla g
Jour yeTupu ToANHE MOXKUBEO j& cTapar|

y ybokoM 00ty 3a U3ry0JbeHUM CHHOM 4

AKO 0BO TIpeBeIeMO y alrebapcKy jeTHaYNHY:
i iZ454Z4a=x
6 12 7 2

W3 oBora je mako 3aksbyuuT na je uodant xuBeo 84 romune. Jla 6u ce
OBO CaBJIaJaJI0 HHUje MOTpeOHO mo3HaBatu [lnodaHTOBY ymeTHOCT. J[0BOJBbHO je



3HaTH Jia PElIMII jeAHAYMHY IPBOI pela ca jeIHOM HEMO3HAaTOM, HEIUTO INTO CY
€rUIaTcKy nucapu 3Hanu aa ypage 2000 ronuse nHe.

Hajmuctrnaanju neo je JuodantoB paa. On 13 kmura "Apurmeruke" mo

Hac je crurio gecer!. IbUXOB CTHA W caapkaj paauKaaHO C€ Pa3IHKyjy O
KJIACUYHMX aHTUYKHX JIeIa TeopHje OpojeBa u anredpe Yuju MOJEN CMO YIO3HAIU Yy
EykmunoBum "Enementuma" u y meroBoj "latu" um w3 nmema Apxumena u
Anononyja. "ApurMeTnka" je HECYMJBUBO PE3YNTaT OpOjHUX HMCTPAXKHBama KOJH
Cy Hama HemNo3HaTH. JeAMHO MokeMmo Ja mnoralamMmo mWHXOBE KOpeHe, JAMBHO
00raTcTBO U JICHIOTY H-ETOBUX pE3yJITaTa.

HuodanTtoBa "ApurmeTnka" je koyekiuja npoodiema (bux 290) o1 Kojux je
CBaKM Ca JeIHUM HJIU BUILIE pellemha W MoTpeOHUM objammbemeM. OTyaa, mpBH
YTHCaK je Jla OBO HHJE CaMO TEOPETCKU pajl. AU TeMeJbaH Iperiie]] oKaszyje aa cy
npobieMu MOCeOHO CEeNeKTOBAaHM U CIyXe Ja WIYCTpyjy oapeheHy merony.
[lparehn mpaBmia aHTHMKE, METOJE HUCY HABEIEHE y OIIITEM OOJIMKY HEro ce
M0jaBJbYjy peliemha mpobdaemMa UCTOT THTIA.

AJY TIpBOj KHbU3H MPETXOIHU ayTOPEBO '"TEHEpPATHO objalmeme, Ha KOjeM
hy ce 3agp>aTtu HEKO BpeMe.

2.3 bpojesn u cumbonu

Huodant je moueo ca pyHmameHTaTHUM AchUHULIMjaMA U Ca JOCIOBHUM
OmmrcoM cUMO0JIa KOje j& KOPUCTHO.

VYV knacuunoj ['pukoj maTemaTuild, 4YHje je MOCTUTHyhe KOMILJIETHPAHO
Eykmunosum "Enementuma", OpojeBu (‘aptvpo’s, on oBe peun je mme mobuia
"apuTMeTHKA" Kao Hayka O OpojeBMMa) Cy 3HAYWJIM KOJEKIHjE€ JeAMHHIA, TO CY
Oumu uenu OpojeBu. PasnmomibeHe W HMpalMoOHATHE BEIWYMHE HHUCY 3BalId
OopojeBuma. CtpukTHO TOoBOopehu, Huje Ouno pasiaomaka y "Emementnma'.
JenuHuIly Ccy rienany Kao HeNesbuBYy. MpaloHanHe BeNWYMHE HMajy OOJHK
0JIHOCa HecaMepJbUBHUX BeIMUMHA. Tako, 3a ['pke kiracuuHor nepuoza, Opoj Koju ce

caja Oo3HayaBa ca V2 6uo je mujaroHalia KBajpara CTpaHuIlle jemaH. Tamo HHje
O6uno HeratuBHUX OpojeBa. Hutu je Ouio exBuBaneHaTa 3a HeratuBHe OpojeBe. Y
JlnodanToOBOM CiTy4ajy CIIMKa j& paJuKaIHO Pa3INIHTa.

JuodaHT je nao TpaauUMOHANHY JepUHHIYjy OpojeBa Kao KOJIEKLHje
JeIWHUIIa, alv Kaja je JoIao 10 CBOr IpoljeMa OH je TPaXuo IMO3UTHBHA
palMoHa Ha peliemha U CBaKu O] IbUX je€ 3Ba0 OpojeBUMa.

ly yBoay [nodaHT je usHeo pa je ,AputmeTuka" nopesbeHa Ha 13 kwura. Wect on 10 khbura
KOoje Cy Aolusie A0 HAc Cy Ha rpykoM, a 1973. cy npoHaheHe 4 Ha apanckom npeBoay.



Anu To Huje cBe. JlnodaHT je yBeo M HeraTUBHE OpOjeBE: 32 HUX KOPHUCTH
noceban u3pas AeTYLg, U3BENICH O] PeUr AETTW MITO 3HAYM HEJIOCTAje, HEAOBOJHHO
- TaKo J1a TEepMHUH MOXke OUTH TpeBeieH kao "HenocraTtak". JlnodaHT je mo3uTHBHE
6pojeBe 3Bao Jmapélg, MTO 3HAUM HOCTOjame. MHOXHHA OBE PEdyH O3HAYABA
npaBu (uctuHUT). Tako, JlnopaHTOBU TEpMUHH 32 3HAK OpojeBa CIMYHU CYy OHMMA
KOju Ccy KopumheHH 3a Bpeme cpeamer Beka Ha HMcroky m y EBpommn.
HajsepoBaTHHje Cy OBM TEpMHHHM BpJIO jE€IHOCTABHO IPEBEIEHH Ca TIPUYKOr Ha
aparcKH, JJAaTHHCKH, a 3aTUM U Ha Pa3JIMYUTE €BPOIICKE je3NKE.

Muoru nipeBoau JInodantoBor Aetihig cy omysumame. OBO je MOTPEIIHO.
3anpaBo, 3a UHAMUKAIK]y Omepanuje oay3uMame J[nodaHT je KOPUCTHO TEepMUHE
‘AQPEAETV UM "AQQIEETV, U3BEIEH O] PeUd a@aloe w, 3a onysuMame. Kana je
TpaHnchopmucao jenHaunHe J[uodanT je yecto KOpUCTHO CTaHIapaaH u3pas "ca ooe
cTpane hemo nomatu Astyig "

Huodant je popmymnrcao ogHoc OpojeBa cienehuM MpaBUIOM 32 3HAKOBE:
HeTaTHBaH IIOMHOXKEH Ca HETaTHBHUM J1aje TMO3UTHBAH, a HETaTHBAaH MOMOXEH ca
NO3UTHBHUM Jlaje HETaTHBaH, a KapaKTepUCTUYaH 3HAK 3¢ HETaTHBHO je OOPHYTO U
ckpaheno cnoBo Y, 1j. M.

On HactaBspa: ,,Cana kajga caM BaM 00jaCHHO MHOXKEH-€ CTEleHa Iojesa
TakBUX H3pa3a je jacHuja. To he cama Outh moOpa cTBap 3a MOYETHHKA J1a Paau
prUMepe KOju YKJbYUYyjy cabupame, 0Jy3uMambe U MHOXKEHE aIre0apcKux u3pasa.
OH Mopa 3HaTH Kako Ja J0Ja MO3WTHBAH WM HETaTHUBAH M3Pa3 ca PazIHdUTUM
KoeQUIMjeHTHMa JAPYroM H3pa3y, KOjU MOXKE OWTH TMO3WTHBAH WIH, jETHAKO,
HeraTWBaH, W OXy3eT OJ M3pa3za KOju MOXKe OMTH CcyMa WM pa3juKa IPYrux
BEJIMYMHA KOje caMe MOTY OUTH CyMe WM pa3iuke.”

Nmajre Ha ymy aa, uako je JlmodaHT riemao caMmo MO3UTHBHA PaIlMOHAIHA
pemiema, OH je JIaKo KOPHCTHO W HeraTuBHe OpojeBe y mnoMOhHUM
u3payyHaBamuUMa. Tako, curypHo je pehm nma je JnodaHT mpomyxuo IToMeH
OpojeBa Ha MOJbE pAIMOHAIHUX, TJI€ j€ jJeAHOCTaBHO CIPOBOAMTU CBE YETHUPH
anrebapcke onepanuje. Y "ApurMmeTunu" MU ce MPBH MyT cpehemo ca OyKBaTHUM

cumbonu3MoM. J[nodaHT je yBeo HOTAlHMjy 3a mIecT cremeHa x,x2,x3,x*, x5, x©
HETO3HATE X:

NPBHU CTETEH — ¢

Apyru crened - AV, ox Abvayig, cHara

tpehu crenen — KV, og Ko Bog, ky6

4eTBpTH cTereH - AA, on AbvapoSvaig, KBaapar KBaapaTa
netu crenen - AKY, on Avvauoyvfog, kpaapar kyba

mrectu crened - KYK, ox KoBoyvfog, kyd kyba
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JuodaHT 03HauaBa KOHCTAaHTaH H3pa3, To je x°, cumbonom M?, To je on
npBa ABa CJI0OBA pedud HOVAES. YBeo je crHelujagaH TEPMHMH Y 3a HEraTHBHE
excrionente. Tako 1a je MOTao Ja O3HA4M IPBUX IIECT HEraTUBHUX cTeneHa. Hmp.
x~2 o3mauaBao je ca AYX, x 73 ca KVX.

Taxo Jlnodant uma cumbon3aM 3a 0O3HaYaBamke MO3UTUBHUX U HETATUBHUX
CTEereHa jeJIHe Hemo3HaTe, yKibydyjyhu mect creneHa. OH HUje yBeo cuMOoie 3a
Jpyry NPOMEHJbHBY, IITO Yy BEJIMKO] MEpU KOMIUIMKYyje mpobOsem. Ilonekan, y
OKBHUpY jeaHor mpoOieMa ¢ O3HauaBa BHIIE OJI JeJHOr HEMo3HaTor Opoja. Y
J0JaTKy OBUX cuMbomna, Juodant xopuctu cumbon O 3a Heoxapehene kBajpare.
Hrmp. ako je cyma mpou3Boja aBa Opoja U jeTHOT OJ1 BbHX KBaJpaT OHJIa Ce CIIOBUMA
O3HauaBa ca O.

3arum je /lnodaHT ma0 mpaBUIIO 3a MHOXEHE X ca x™ 3a MO3UTUBHO H
HeratuBHO m u n (lm| < 6, |n| < 6).

3a jenHake 3Hake J[MOpaHT KOPUCTH CHMOOJ (0 TIpBa JIBa CJIOBA pPEYH
‘loog, mto 3Haum jegHako. CBe oBO My omoryhaBa na jeqHaYWHYy HamuIIe Y
cinoBHoj Qopmu. Hmp. on je mmcao jemmaumny 202x% + 13 —10x = 13,
npenmsuamje x2 - 202 + x° - 13 —x - 10 = x° - 13 kao Aoy th ¢rioMiy.

['pum cy xopuctunm cioBa andadera ca nprama aa o3Hade opojese. [IpBux
neBer cmoBa @,f3,..,9 o3HauaBajy Opojeee on 1 mo 9. Cnemehux neBer
npeacraBibajy Opojee oa 10 mo 90, a mocnenmsux ACBET MPENCTaBIbajy XUIbaJe
(I'puxu andader uma 24 cioBa, anu cy 3a 0O3HayaBame OpojeBa YBEIM M TPU CcTapa
cnosa). Tako Hp. f = 2, & = 200, off = 202, y = 3, 1= 10, iy = 13.

VY VBoay [Auodanrt je popmynucao npaBuiio 3a TpanchopMalmjy jeIHaunHa
KOje MMajy jelHaKe u3pa3e ca o0e CTpaHe jeHAKOCTH W PEAYKIH]y Ha HhUMa
ekBuBajeHTHE. KacHuje, oBa /1Ba mpaBmiia Cy TOCTajia MO3HATa MO apaOujCKuM
uMeHuMma al-jabr n al-muqabala.

Bugumo na kaga je y nUTamy HMMEHOBakbe M O3HAYaBambe CTENEHa
Hero3HaTe J(nodaHT, Kao U MH, KOPHUCTU F€OMETPHjCKE U3pase ,,KBaapat” H ,,Ky0 .
Kana pemasa jeqHaunHy OH MUPHO ca 00€ CTpaHe JeTHAKOCTH J[0/1aje KBaJApaT Win
KyO, Tj. OH UX pa3MaTpa Kao OpojeBe HE Kao reMmeTpujcke ciuke. Taxobe,
MIPOHAIA0 je J1a je Moryhe yBecTH ,,KBaapar KBaapara”, ,,KBaapar Kyoa”, utma. 0e3
OMJI0 KaKBe MMOMUCIH J]a UX Be3yje 3a BUILIEIUMEH3UOHE IIPOCTOPE.

Tako ce Mmu oBzie cycpehemMo ca KOMIUIETHO HOBOM KOHCTPYKIIH]jOM alreope,
0a3upaHe Ha apUTMETHUIIM, a HE Ha TeOMETpHUju Kao y ciay4ajy Eykmuma. OBo je
MOYeTaK KOHCTPYKIIHMj€ CIIOBHE aredpe Koja je MpOoHaIljia CONCTBEHU JE3UK Y paay
Huodanra.
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2.4 [AnodaHToBe jeaHauYnHe

Ono mro HajBumie u3HeHalyje y Be3u ca JlmodanroBoMm ,,AputmMeTuKOM”
HUje camMO TO mTO JIMO(haHT KOPUCTH CacBUM HOB je3UK U HETOBO CMEJO
MpoIIMpEHE JOMEHa OpojeBa Beh U mpoOIeMH Koje je TTOCTaB/hao U periaBao.

Ja Oucmo pasymenu cymtuHy mnpoOiemMa M ucTpaxuian JlnodaHToBe
METO/ZIE MOpaMO TIOYeTH TpYyXKamkeM HEKUX HHPopMammja U3 anredapcke
reoMeTpHje U TeopHje HeonpeheHnx jennaunHa. Y cagalimboCcT, IPoOieM peliemha
HeofpeheHux jeaHaunHa GopMyiIHcaH je Ha cieaehy HaYMH: ©UMaMo M TMOJIMHOMA
ca n Heno3Hatux, m < n,
fl (x1; X2y wee) xn)i fZ (x1; X2y wee) xn)i e fm(xli X2y eees xn)

Yiju cy Koe(HIMjeHTH U3 Hekor mosba k, Hahu ckynm M(k) cBHX paluOHAIHUX
pelemba cucTemMa

fl(xlixb ""xn) = 0'

fZ(xlfoI ""xn) = O, (1)

fm(xlleI ""xn) = 05

0) (0
1 %3

U OJIPSIUTH HUXOBY aJre0apcKy CTPYKTypy. Pememe (x , ...,x,(lo)) 30Be Cce

paLMoHaJIaH aKo Cy CBU xl-(o) € k.

Hapasno, ckyn M(k) 3aBucu on mosba k. HajBakHuju ciydaj 3a Teopujy
OpojeBa je kana je k = Q u cinyyaj kajaa je k mosbe ocraraka mo Moayiny p, p je
npoct 0poj. AnodaHT je mpBU pa3MOTPHO OBaj CIIy4aj.

OrpannunhemMo ce Ha pasmarpame J(nodantoBor mpoOriema KOju MOXKe
OUTH pEelyKOBaH Ha JeJIHYy JeIHAUYMHY ca JIBE HEMo3HaTe, To je ciayda] m=1, n = 2:

f,y)=0 (2

OsBa jennaunna ogpehyje anre6apcky kpuBy I' y paBam R?. Mu hemo
palMOHATIHO pelliewe (2) 3BaTu pallMOHalIHA Tayka Ha [

[IpBo, HeomxogHO je naTh HeKy Kiacupukanujy jeqHaunHa oOmnmka (2).
Hajnpuponnuje, 1 UCTOPHjCKH HajpaHHje, je KiIacu(duKairja Ha OCHOBY CTEIEHa.

Melyrum, ca raeaumnra JIuodantoBe aHaau3e? KiacH(pHKaLUja IO CTEIEHUMA CE
MCITOCTaBUJIA Kao MPUINYHO Tpyda (cupona). [Ipumep he pazjacHUTH OBY TBpABY.
Pasmorpumo kpyr C:x?+y? =1 u npousBo/bHY NpaBy ca palMOHATHUM
koepunujentuma, permumo L:y = 0. Ilokazahemo ma mocroju ,,1-17

2 . o .
OBO je MMe rpaHe MaTeMaTUKe Koja je HacTana u3 npobnema pelwera HeogpeheHe jegHaunHe
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KOpPECTOHICHIIM]a n3Mel)y palliOHAIHUX Tayaka OBE JIBE KpUBE. JelaH HA4YMH Ja ce
oBO Tokaxe je cienehu: uxcupamo Tauky A(0,—1) Ha C ¥ IPUAPYKUMO CBAKO]
panuoHanHoj Tauku B Ha L Tauky B; Ha C y kojoj mpaBa AB ceue C (cnuka 1).
Koopaunare tauke B, cy Takohe panumonanne. OuurienHo, moryhe je OBakBy
KOPECHOHCHIIM]Y u3Mel)y palMOHAJHUX Tadyaka YCIIOCTaBUTHU ca OWJIO KOJUM
KOHYCHHUM IPECEKOM Ca palliOHATHOM TauykKoM Ha Ouito kK0joj mpaBoj. OBo mokasyje
na ce ca rienumTa /lnodantoBe anammsze kpyr C W mpaBa L HE pa3iuKyjy.
BbuxoBu oaroeapajyhm CKynmoBH palMOHAIHMX Tadyaka Cy EKBUBAJEHTHU Oe€3
0031pa MITO Cy BbUXOBU CTETICHHU Pa3IMYHUTH.

Cnuka 1

Jlenma xnacpukanuja anrebapckux KpUBUX je Ha OCHOBY pona. OBa
kinacudukamnuja je Hactana y 19. Beky o1 ctpane Pumana nu AGena u y3uma y o03up
MojeIMHAaYHE Tauke Ha KpuBoj [

[IpernocraBuhemo na je monuHOM y jeaHauuHu (2), ogHOCHO KpuBa [,
HECBOJJbMB Yy TIOJbY pAIMOHATHUX OpojeBa, Tj. HE MOXE OWTH HAIUCaH Kao
NPOM3BOJI MOJIMHOMA Ca PalMOHATHUM KoedulmjeHTuMa. TaHnreHTa Ha [’ y Tauku

P(xq,y,) je mata ca ¥ — 7y, = k(x —xo) rre je k = — &0
fy(x0,¥0)

fy pasmuuuTH of Hyne y P, oHla je KoeQUUUjeHT Kk TaHreHTe KOHAuyHa BPEXHOCT
(ako cy fy(x0,¥0) =0 1 fi(xp,¥0) # 0, onna je k= u Taurenta y P je
BepTUKaJIHA). AKO cy 00a mapiijaigHa u3Bojia jeqHaka 0, OH/Ia je Tayka CHHTYJIapHa
tauka. HajjeqHocTaBHMje CHHTYIapHE Tayke Cy JBOjHE Tadyke, y K0joj OapeM jenaH
naprujanran u3Bon Huje 0. [locroje nBojHE Tauke y KojuMa KpUBa HMMa JBE
pa3IUYHUTE TAHTEHTE, aJTd ¥ MHOTO KOMIUIEKCHH]E CHHTYJIapHE TauKe .

Axo cy f, nam
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Anrebapcke KpHBE MOTY MMATH HajBMIIE KOHAUYHO MHOIO CHHIYJIapHHX
tavaka. 3aucra, Heka je f(x,y) =0 jemHauumHa KpHBE, TJI€ j€ OaTh IOJUHOM
HECBOJBMB HAJl MOJEM pallMoHaTHUX OpojeBa. KoopnuHaTte CHHTynapHUX Tadaka
MOpajy 3a/10BOJbaBATH JaTy jenHaumny, kao u f,(x,y) =0, f,(x,y) = 0. Am
CHCTEM OBE TpH airebapcke jeIHayvMHE MOXKE MMAaTd CaMO KOHAYHO MHOTO
PalMOHAIHUX PEIIEHHA.

Cana hemo neduHuCaTH POl paBaHCKUX KPUBUX YHj€ CYy jeIMHE CUHTYJIapHe
Tauke ABojHEe Tauke. Heka je I' mpocropna kpuBa ca d nBojHux tavaka (d = 0).
Tana je pon g on I' nedunucan cnenehom dpopmynom

g= (n—l)z(n—z) —d

rae je n creneH kpuse I'. Moryhe je mokasaru na je g = 0.

Axo je I' mpaBa wnu kpuBa apyror pena, ogaa je g = 0, Tj. KpuBe cy ucror
pona. Kpuse tpeher pena umajy pox 1 ako Hemajy 1BOjHY TauKy, U pox 0 ako umajy
JeIHy IBOJHY TadKy.

Knacudukanuja no poxy He y3uma y 003Mp apuTMETHYKA CBOjCTBA KpUBE.
Hop. kpuse x% +y?2 =1 u x%+ y? =3 umajy pox 0, anu npBa MMa KOHA4HO
MHOTO PaIlMOHAJIHUX Tadaka, a apyra Hema. Jla 6ucMo mpoHanum KiacupuKammjy
KPUBHX KoOja je azekBaTHa rieaumTy JluodaHToBe aHanm3e Kajaa pemaBaMo
jemHayuHy (2) MM 4€CTO YBOJMMO CMEHY IIPOMEHJHbHUBUX

x=9owv),y=9wv) ()

rae ¢y @ u P panroHaigHe QyHKIH]e, Tj. KOJTUIHHUIM MTOJTHHOMA. 3aMEHOM
(3) y (2) mobujamo

Gu,v) =0 (4)

OBe jennaunmHe aerepMuHMITY Heky kpuBy . Jla O6m ce ycmocraBuia
KopecnoHaeHja u3Mely paruoHanHux Tayaka Ha kpuBama I u [ moTpebHO M
JIOBOJBHO je aa (GyHKOHMje @ W Y uMajy palMoHaIHEe KoedumujeHTe U aa
jennaumHa (3) Oyzae nHBepTUOMIIHA, TO 3HA4YH Ja je Moryhe na Hahemo parmoHaiHe
byHKIIHjE @, ¥ P, ca pallMOHATHUM KOe(UIIMjCHTHMA TaKBE J1a BaXKU

u=@,y)nv=9,0y)@3)

Axo je moryhe ycmoctaBuTH KopecmoHAeHIM]y u3aMmehy kpuBux ' u [
nomohy dopmyna (3) u (37) ca pauroHaTHUM KOoe(UIMjeHTUMA, Taa KaKEeMO J1a Cy
TE JIBE€ KpUBE OMPAIIIOHAIIHO EKBUBAJICHTHE.

Ca rnemumra /lnodanTtoBe aHamm3e EKBUBAJICHTHE KPHUBE HMAjy ,,HCTH
nojoxaj”. lbuxoBu cTernenu He Mopajy OuTu UCTU. A Moryhe je mokaszartu jia JBe
OMpaIMOHATHO EKBUBAJICHTHE KpHBEe wuMajy HCTH poxa. OOpHyTa TBpAma je
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MorperiHa, Tj. KpPUBE ca KCTUM POJOM HE Mopajy Outm OupanuoHaIHO
expupanentre. (Ipumep x% + y2 =1 u x% + y% = 3)

Tako cy KpuBe HCTOr poJa TOAEJbEHE Y Kiace CKBUBAJICHIIH]C
OupanmoHamHUX KpuBHX. [IyH 3Hauyaj OBOT KOHIENTa J0Jla3d Ha CBET y paay
[Toenkapea Koju je HampaBUO KJacy OMpAIMOHATHUX TpaHchOpMalyja 3aCHOBaHY
Ha KJIaCU(UKAIMjU U UCTpaXHUBamy npobiema J(nodantose ananuse.

[Mpumernhemo uyumeHuny koja he Ham Outu BakHa yoOyayhe: ako je I’
KyOHa KpuBa ca 0ap jeTHOM pPalMOHAJTHOM TAadyKoM, Taga je Moryhe pemaykoBaTu
HBCHY JeIHAYMHY OMPAIIMOHATHOM TPaHC(HOPMAIIH]OM Y jeAHAYMHY 00JIMKa

y2=x3+ax?+b,

rae cy a u b paunnonansu 6pojeBu. Hamasbe npernocraBuhemo na je I' nara y oBom
TpaHchopMHUCAHOM OOJTHKY.

2.4.1 HeoppeheHe kBappaTHe jeaHauynHe

IIpe quodanTa pazMaTtpaia cy ce JBa THIAa KBaJIpPaTHUX jeHAUYNHA, HAUME:
x2+y?=2z% u x*—ay®?=1. IlpeoM ox oBuX cy ce OaBun¥ BaBHJIOHIW.
dopmyna 3a meHO pememe je x =k*—1, y=2k, z=k*+1 xoje cy
NPOHAIIUIM MMUTAropejiy. 3a a = 2 cBa Iiefia penieka Ipyre o OBUX jeTHAYNHA Cy
nponahena y EykmumoBum ,Enmementuma”. Apxumen, Koju TIOCTaB/ba TMpe
EpatocTtena n1o6po mo3Hat ,,ipo0sieM roBesia”, je BepoOBaTHO 3HAO HEHO PELICHE 32
IPOM3BOJHPHO HEKBAJPATHO d.

YV 1l kwu3u [JluodanroBe , ApuTMETHKE” OH TIOCMaTpa pa3IuuUTe
HeoapeheHe jeqHaynHe APYror pela M OCHOBHHU mpaTtehw pesynrar: Heoapehene
jeaHa4yHe JPYror pena ca JBe Hero3HaTe ca Win 0e3 palMOHAIHUX pelieha WIH
OeCKOHAYHO MHOTO. Y KaCHHUJUM CIIydajeBUMa CBa pelieka Cy MpeIcTaB/beHa Kao

panuonanne ¢yakumje jeasor mapamerpa x = @(k), y =y(k), tne cy @ u
panroHaigHe QyHKIIH]E.
Ja 6ucmo oBo mokazanu npso hemo HaBectu 8. mpoOiem Il kwure:
,»1[0JIETMTH TaTh KBaIpaT Ha CyMy JiBa KBajpara.

Konkperno [Auodanrt je pexao: ,,Jlonenuru 16 Ha cymy aBa kBajgpara.”

Heka je mpsa cyma x2 , a apyra 16 — x2. Jlpyra tpeba na Oyne Kpajpar,
HeKa je To KBazapar 6poja 2x — 4. To je 4x% + 16 — 16x , cTaBHO caM Ja je 0Baj
u3pas jennak 16 — x2. Obema crpanama caM 101a0 x> + 16 u —16. Ha oBaj Hauun

16 . . 256 144
cam 10610 5x? = 16x , nakne x = = Taxo je jenan 6poj ~o> & ApYru ——. Cyma

oBHX OpojeBa je 16 u cBakM cyMaH] je KBaapar.

Cagna hemo nokymatu 1a u3noxumo J{nopaHToB MeTo] y ,,4UCTOj hopMu’.
Tako pazmarpamo jeTHaYUHY
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x% 4+ y? =qa? (4)

KOja MpEeJCTaBJba KPYr ca LIEHTPOM Y HYIH. JETHO O] HEHUX pellema je
(0, —a). IuotaHT je HApPaBHO CMEHY:

x=x,y=kx—a. (5)

Kako on HHMje mMao cuMO00J 3a NMPOM3BOJFHO K, CTAaBMO je jaa je 2, anu
HalOMUIE 1a Om Tpebamo ma je obnmKa ,,KBajapaT W3 HEKOT YMHOIIKa Opoja X
YMamEHOT 3a KOpeH u3 167, a To je y HaIuM cuMOoInMa KBaapar oa kx — 4.

VY ommTem cmuciy, 3aMeHa 3a (5) je mpTame mpaBe y = kx —a Kpo3
(0, —a). OBa mpaBa ceue Kpyr (4) y Apyroj Tauku Ydje KOOPAUHATE CY PAllMOHAIHE
¢ynkuuje ox k. 3aucra,

x% + (kx —a)? = a?

_ 2ak — kx a_ak2—1
T VT T T k241C

Tako cBakoj palMoHaIHO] BpeIHOCTH k oAroapa caMmo jeqHa panroHaTHa
Tayka KpuBe (4). JemHOCTaBHO je BUIETH Ja, OOPHYTO, aKO CIIOJUMO OHIIO KOjy
paumoHaiHy Tadky Ha kpuBoj (4) ca (0,—a) mobujamo mpaBy ca panuOHATHUM
Haruoom.

Pemewe neseror mpobiema y Il kmu3u umue [lnodantoB mMeronx jor
jennoctaBHujuM. dopmynucao je mpobiem Ha crnenehw HauwH: ,JlomenuTu matu
0poj Koju je cyma JiBa KBaJpara y CyMy Jpyra JiBa KBajpara. =

Huodant je mao 6poj 13 xoju je jennak cymu OpojeBa 4 u 9. Tako je jeaHo
pememe Beh mo3Haro To je (2,-3). Jla O6u Hamao apyro pememe, Juodanrt je
CTaBMO 3a TIPBU Opoj x =t + 2, a3a apyru y = 2t — 3. JI[pyrum peunma, IoByKao
je mpaBy Kpo3 Tauky (2,-3) u 3a0enexno, Kao U paHuje, 1a c€ YMECTO MHOKHUTEIhA 2
MOKE Y3€TH OUJIO KOjU APYTH OpOj.

Bpenu nanomenytu na JlnodaHT gaje Kao MO3HATY Tauky, HE Tauky ca
NO3UTHBHAM KOOpJMHaTaMa, Beh Tauky ca HeraTMBHMM KoopAuHaTama. To
OJiroBapa HeraTHMBHOM permiewy. Jlakie, y momohnum npopauynuma /lnodant je
pamuo ca HEraTMBHUM OpojeBMMa, MAaKO j€ CBAKO KOHAYHO PEIICHE YBEK OWIIO
palMoHaIHO U MO3UTHBHO.

Huodant naje cauyHy mnpoueaypy y mpoosnemuma 16, 17 u ocramum
npobiaemuma u3 Il kmwure.

Jlako je Bumetu na je JlmodaHTOB METOA I0CTa YONIITEH M Ja Jaje
MOTyhHOCT THpOHajakeka CBUX pPAlMOHAIHUX Tayaka Ha KBaJIpaTHO] KPHBO]j ca
HajMambe jeTHOM PAalMOHAIHOM TAadyKOM. 3aucTa, IOCMaTpameM KBaJapaTHE KpUBE
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fo(x,y) =0 ca nmBe mnpoMeHJpMBE ca panuoHaTHOM TadykoMm (a,b) mparchu
JuodanTa yBOAMMO CMEHY

x=a+t, y=b+kt
1 1001jamMo
fo(a+t,b+kt) = f,(a,b) + tA(a,b) + ktB(a,b) + t>C(a, b, k) = 0.
Kaxo je f,(a,b) = 0 cneau na je

t— _A(a,b)+kB(a,b)
- c(a,b,k)

Tako 3a cBako panroHaaHO k 700MjaMO caMO jeTHO PaIlMOHAIHO PEIICHE.
AKo je nara jeqHadnHa o0JIuKa
y2=a’x*+bx+c (6)

Taga je Juodant 6maro Memao cBOj METOA U cTaBbao y = ax + m. Ila je Tana
2
c—m

~ 2am-b’

[Toxymahemo na 00jacCHIMO reOMETPH]CKHA CMHCao oBe cMeHe. [la Gucmo 1o
. u
ypaauiau npedannheMo ce Ha XOMOTeHE KOOPJIHMHATE, Tj. YBOIUMO CMEHY X = pr

v .
Yy = - Ila JeJHa4ynHa
Z

f(x,y) = 0 mocraje ®(u,v,z) =0,

rae je ®(u,v,z) moawHOM MO U, V,Z. Tako, Kopucrehn XOMOreHe KOOpHIHATE
jenHauynHa (6) mpenasu y jeTHaYUHYy

v? = a’u? + buz + cz>.
Bberose pamnuonanne Ttauke y Oeckonagnoctd cy (1,a,0) u (1,—a,0).
[Tosyhnhemo mpaBy kKpo3 mpBY Tauky. YOIIIITEHA jeTHAYMHA MPABE Y XOMOTCHUM
KOOpJWHATaMma je
Au+Bv+Cz=0.
(1, a, 0) je Ha paBoj
A-1+B-a+C-0=0.

Crora MOXXeMO CTaBUTH

A =ka,B=—k,C=km,rae je m npou3BoJHHO.
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Hakie, jenHaunmHa mpaBe je au—v+mz =0 wm y TepMUHUMA adUHUX
KoopauHata Yy = ax +m. OBy cmeny je Juodant kxopuctuo. TakBa cmeHa
EKBUBAJCHTHA j€ I[pTamy IMpaBe KPO3 palMOHAIHE Tayke y OECKOHAuYHOCTH Ha
KpuBoj (6).

He moxe ce TBpauTH 1a je JlnodaHTt 3Ha0 Tauke y OECKOHAUYHOCTH, AU je
CBAaKaKO KOPHUCTHO €KBHBAJIECHTHE apryMeHTe. Y HCTOpPHjH MaTeMaTHKE MMa ITyHO
nprMepa KajJa Cy OCHOBHE YMILCHHIIE TEOpHje€ OTKPHBEHE Ipe TEOpHje U HEHUX
dbyHmaMeHTaTHUX KoHIenaTa. Tako je 6mino u ca JlmopaHToBOM ApPHUTMETHKOM.
OBzxe cy Heka pa3marpama aiaredapcke reoMeTpHje pasBHjeHa W UCTPaKeHa Y
OKBHpY uYHCTe anredpe u Teopuje OpojeBa, 0O€3 HWKaKBE T'€OMETPU]jCKE
UHTEpIpeTanyje.

[Tutamo ce nma num je [IuodaHT OMO CBecTaH Ja HEroB IMpobieM uMma
0ECKOHAUYHO MHOTO pelIeHha WIM jé OH y CTBapu OHO 3aJl0BOJbAH HATAKCHEM
JEeIHOT paIrMoHAHOT pemiema? Y npyroj Kiuu3u JlnodaHT HUIITA HE KaXKE O OBOM
nutamy. Anu y 19. npobnemy Il kwure oH je Hamucao ,,d MH CMO CaJla HaAY4WIH
KaKoO MOKEMO pEelpe3eHTOBATH KBaJpaT Kao CyMy KBajapara Ha OECKOHaYHO MHOTO
HayuHa.

Konauno, y nBe neme mose3aHe ca mpoosemoM y VI kwusu Jnodanr je
nokaszao cienehe: Ako Heonpehena jemnaumna ax? + b = y? uMa panHOHAIHO
pememe (Xg,Yo), OHIa OHA MMa W OECKOHAYHO MHOTO pelema. IIpsa yema ce
omHocu Ha 12. mpobOiem u HaBomau na: ,,Kama cy mara nBa Opoja uuja je cyma
KBaJIpaT, OHJa Cy KBaapaTu Hal)leHn Ha OECKOHAYHO MHOT'O HaYWHA TAKBH JIa CBaKH
0J1 BUX, KaJla Ta TOMHOXKHMO Ca JeHUM O] JaTUX OpojeBa U 0JaMO JAPYroMm, 1aje
KBaapar.”

Jlpyrum peunMa, ako je y TOplOj jeIHAuuHu b MO3UTHBHO U a + b je
KBaJIpaT, OH/Ia jeJHaYMHA UMa 0ECKOHAYHO MHOTO PEIIeHha.

Anu Koju je 3Hauaj ycioBa J1a je a + b kBangpar? To HHje TEHKO BUACTH.
Ako je a+ b = m?, onaa Hama jefHAauYMHA UMa panuoHanHo pemerse (1,m). Ja
Ou noka3ao TBpABY JuodaHT je cTaBuo

x=t+1, y=y
U 100MO jeJHaunHY
at? + 2at + m? = y?,

YUjU je KOHCTAaHTHM TepM KBaapar. Tako je oH Morao jaa Hahe mpeoctana
palnMoHa Ha pelniema Kopuctehn yoOuuajeHn MeTof, Tj. ctaBibajyhu y = kt — m.
a+km
P Cana Hemo3Hate X M Yy MOry OWUTH H3pakeHE Kao

Onpa nobuja t = 2
panmoHanHe (yHKIHje jenHor mapaMmerpa. TokoM cBOjux auckycuja Juodanr je
KOPHCTHO BpefHocTH a = 3, b = 6, ma je m? = 9, anu BeroB METOI JI0KA3HBamba je
re’epaias (OIIITH).
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Hpyra nema ce ogHocu Ha 15. mpobiem VI Kmure u Ma MHOTO OMINTHJH
Kapakrep: ,Jlata cy aBa Opoja. Ako oay3MeMo jenaH OJ HHX O] IMPOU3BOJAA
KBaJpaTa HEKOT Opoja u APYror O]l kUX, OHJa je Moryhe Hahu npyru kBaapar, Behu
OJ1 TIPBOT, KOjU Jaje CIIMYaH UCXO.”

Hpyrum pednma, ako jeTHauYnHa
ax?—b =y? (b>0)

MMa parroHaIHo peinewne (p, q), onaa uMa u Behe pememe (pq,qq). [louesmm ca
(p1,q1), Moxe ce nodutu Behe pemerme (p,, g, ). Oue Behe 3Haun 1a je

P<p1<pP2<- HMq<qi<(gy<--

Juodant Bpmn noka3 3a a = 3, b = 11. Bberoso npBo pememe je (5,8).
Kopucrehu 3ameny x =t + p (p = 5), no6uja jeqHaunuy

at? + 2apt + q* = y?,
KOjy peliaBa MeTOIOM U3 TIPETXOHE JIeMe.

Y o6e neme [lnodaHTOB METOA [OKa3MBama, HAKO j€ MIyCTPOBaH
IpUMEpPUMA, j€ MOTIYHO I'eHepaiaH.

Bumumo na /lnodaHT HHje caMO OTKPHO TEOpEeMy ca IMOYeTKa MOrjaBiba
HETO j€ U I0Ka3a0 y IIyHO] OMIITOCTH.

Hanmomumemo na ce JlmodantoB wmerom 3a pemiaBame HeojapeheHe
jennaunne obnmka y? = ax® + bx + ¢ noknama ca Tako3BaHoM ,,0jIepoBoM
3aMEHOM .

2.4.2 HeoppeheHe KybHe jegHaunHe

VY yerBpTOj KB-U3U [IHodaHT je pazmarpao HeoapeheHe KyOHE U KBaJpaTHE
jennaumne. OBe cy cTBapu najeko Bumie ooyxBahene (ymiereHe). Yak nako kyOHa
KpHBa MMa pallMOHAIHE TaYKe HEHE KOOPIUHATE, Y OIIITEM ClIy4yajy, He MOTY OUTH
H3pakeHe Kao panuoHanHe (yHKIuje jegHor mapamerpa. Mehyrum, ako 3HAMO
JeAHy Of B palMOHajiHe Tayke Ha KyOHO] KpHBOj, OHJIa MOxeMo Hahu nomaTHy
panMoHaIHy TayKy Ha H0j. 3aWcTa, Ha MPOM3BOJHHO] IMPaBOj Koja ceue KyOHY
KpUBY y TpU TayKe 4YMje KOOpIMHATE MOry OuTH onpeheHe u3 KyOHe jeqHAuMHE
TaKo MITO eMUMHUHHIIEMO Y u3 jenHaunHe kpuse [, f3(x,y) = 0 u mpase. Ako cy
JIBa KOpeHa pe3yaTyjyhe jeqHaumHe paumoHaiHa, oHjaa je U tpehu. OBo 3amaxame
noBia4u ciezaehe aBe mpoueaype:

Axo je P panuoHanaHa Tayka Ha KpuBoj I, oHma y P 1jpTamMo TaHTeHTy Ha
kpuBy ' ca paunonamaum Haru6bom k xoja he cehu I' y nonatHoj parponaiHoj
tauku. (3amcra, pemaBajyhu jegHauMHy KpPUBE W TaHTEHTE J00MjaMO KYyOHY
JeAHaYMHYy ca IYIJIMM PAalMOHATHUM KopeHoM. OBO 3HauM Aa je u Tpehu kopeH
Takole pannroHasaH.)
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Axo cy P;, P, paunonanne tauke Ha I', onna mpaBa P, P, ceue I' y nogatHoj
palMoHAaIHO] TaYKH.

OBge n1Be mporieype npeacTaBibajy JnodantoBe MeToe TAHTEHTE U METOJIE
ceuwnrie. Jla 6ucmo ornpasaaay uMe BpaTHheMo ce Ha HEroB MPoOJIeM.

[Ipobnem 24. y IV xwusu: ,Ilogenutu natu 6poj Ha nBa Opoja TakBa na
HBUXOB IIPOU3BO/I NPECTaB/ba KyO MUHYC HEIOB KOpEH.”

Hat je 6poj 6. CraBmam na je npBu 6poj x. Onpga je npyru 6 — x. YcioB
Koju Tpeba a Oy/ie 3a10BOJBEH je

X%, =y% —y.

Ama x;x, = 6x — x%. OBaj uspa3s Tpeba na Oyxe jeqnak ca y> — y. Tako, cTaBuM
naje y =ax — 1, aje npousBossHO, HIIp. a = 2. Caga umam

(2x —1)3 —(2x—1) = 8x3 — 12x% + 4x.

Cana oBaj u3pa3s Tpeba na Oyze jeqnak ca 6x — x2. Ako cy KoeUIMjeHTH y3 X y
00a u3pasa jenHaku, x he Outu panmoHanaH. 4 Hacraje ox 3 - 2 — 2, anu 6 jonasu
U3 ojaraka. Mopam eTepMUHUCATH a4 Tako aa je 3a-a = 6. CraBum

y=3x-1
u no0ujam

y3 —y =27x3—27x? + 6x.

. . . 26 .
Ogsaj u3pa3 mMopa OMTH jenHak ca 6x — x2. Opatne ciead 1a je x = ot ITa je
o =26, 136

1777 727 277
Cana hy mokymaru na mpukaxkeM JlnodgaHTOB METON y ,,4uCTO] opmu’.

Heka ca a o3naunmo gatu Opoj u X U a — x motpedHe OpojeBe. 3HaMO 11a je

x(a—=x)=y>-y (1)

Jenno on pamumonanuux pemiema je (0,-1). Ilparehun duodanta, kpo3 oBy
Tauky mpohemo ca mpaBom Yy =kx —1 (*) (duodant je craBuo k =2) u
TPasKUMO HeH mpecek ca kpuBoM (7): ax — x2 = k3x3 — 3k%x? + 2kx. 3a x, na

O6u OWo parmoHasiaH, TOBOJbHO je cTaBUTH 2k = a (**) mro je ynnno u Jlnodanr.

. 3k2-1 3a%2-4
Taga nobujamo x = =2 .
k3 a3

Jla Oucmo o6jacHunm 3Hauaj ycinoBa (**) 3a mpaBy (*) mpumenuhemo
JlnohaHTOB METO/ Ha IPOU3BOJbHY KYyOHY je[IHAUMHY ca JABe Hemo3Hate f3(x,y) =
0 ca paumonanauM pemieeM (a, b): f3(a, b) = 0. Kpo3z P(a, b) upramo mnpasy

y—b=k(x—a) (8
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WIH
x=a+t, y=b+kt 9)
Tana

fs(a+t, b+ kt) = f3(a,b) + tA(a, b) + ktB(a,b) + t*C(a, b, k) +
t3D(a,b, k) = 0.

Am f3(a,b) =0 u axo craBumo A(a,b)+ kB(a,b) =0 npobujamo k =

. Al(a,b)
B(a,b)

9f3
— <§I"3> (P), 1j. naru6 mpase (8) mopa OuTH M3abpaH /Ja je TaHTEHTa

oy
kpuBe f3(x,y) =0 y tauku P(a,b). Tako oBue [uodaHT KOPHCTH METO.
TAHI'CHTEC.

JuodanT je kopucTHo UCTH MeToAa aa pemu 18. nmpobnem y VI kwu3m, kao
H, BpJIO BepoBaTHO mpobnem x> + y3 = a3 — b3,

VY 26. mpobnemy y IV xmu3m xopuctu ce meroj ceuutie. [Ipobnem rmacu:
,Hahu n1Ba O6poja urju mpon3Boa yBehaH 3a HEKH O] BbUX Jaje Ky0.”

CraBuM x; = a3x, rae je a =2, na je x; = 8x. Crasum x, = x? — 1.
Omnpa je jenaH ycioB 3aJI0BOJbEH, 32 X1X, + X1 je Ky0. OcTaje 1a ce HCIyHH yCIIOB
1a je x;Xx, + X, Takohe Ky6. Amm x,x, + x, = 8x3 + x? — 8x — 1. CraBum na je
: . . . 14
oBaj u3pas jemnak ca (2x — 1)3, 1j. 8x3 — 12x% + 6x — 1. Tana je x = = Am
amaje x; = —, x, = —
TataJe X1 = 55 X2 T 1o
[Iparehu J{nodanTa, NpBy HEMO3HATY O3HAYMMO ca a’x, a apyry ca x2 — 1.
Omnpia je npBH yclIoB npo0biieMa 3a/10BOJbEH, a 3a APYrH 100HjaMo

adxd+x?—adx—1=y3 (10)

a3+3a
1+3a?’

JuodanT je ctaBuo 3amMeHy y = ax — 1 u qobuo x =

Pasmorpuhemo Heke aerarbe MeTone Koje je JuodaHT KOPUCTHO Y OBOM
ciyuajy. Jenno on pammonannux peuewma (10) je (0,-1). Upramo mpaBy y = kx —
1 xpo3 oBy Tauky u Hal)eMo Tauky mpeceka ca (10):

(a® — k®)x3 + (1 + 3k*)x? — (a® + 3k)x = 0.

VY nperxoaHom ciy4ajy {nodaHT je craBuo Aa je KoehUIHMjeHT y3 X HyIa.
Ogie je cTaBuo 1a je koeduiujeHT y3 x> Hyna u jobuo a® — k3 =0, k=a .

[IITa je reomeTpujcKO 3HaAUCHE OBOT Kopaka? /la 6ucMo 0aroBOpuiIM Ha OBO
. u
nutame Hammcahemo (10) y xomorenum koopauHatama. CraBspajyhu x = Y=

v .
- no0ujaMo
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aud +u’z—aduz? —z3 =v3 (10"

Buaumo na osa kpuBa mma panmonanne tauke P;(0,—1,1) u P,(1,a,0)
Koje nerepMmuHHMINy TpaBy v = au — z. [Ipecek (10°) u oBe mpaBe naje tpehy
panoHanHy Tauky. Tako, y oBoM ciy4ajy, AuohaHT KOPUCTH METOM CCUHIle Kajaa
j€ JeTHO pallMOHATTHO pellekhe KOHAYHO, a APYTO je Tauyka Y OECKOHAYHOCTH.

JlnodaHT je MeTojie Ceuulle U TAHTeHTE KOPUCTHUO U Y APYTUM MpolieMuma
y 4E€TBPTO] U IIECTO] KEbU3H.

2.5 JwmodaHT n Teopuja 6pojesa

»ApUTMETHKA” K0ja je JoIuIa 0 HaC He CaJlp>Ku UCTPaXHBamba U3 TEOpHje
OpojeBa y cTporoM cMHCITy Te peur. Mnak, kajga HaBoau MpoOJIeM WM ra periaBa,
JlnodaHT nmoHeka] ykJbydyje YCJIOBE IOJ KOjUMa je OHa peIlMBa WM HEpelInBa
ninu npumehyje ma 6poj pemniema T100MjeH y MPOIECy HE MOXKE OUTH MPEACTAB/HEH
Kao cyma jaBa KBajapaTa. OBako je Teopuja OpojeBa OTKpHBEHA Y ,,ApUTMETUIN .
Cynehu o JInopanToBuM onakamuMa OH j€ pa3MaTpao OBE U CIIMYHE MpodiieMe y
CHelMjaTHoj KIbU3U Ha3BaHo]j ,,[lopuamu”, koja HUje cturaa a0 Hac. Tako, HajOoIbe
IITO MOXKEMO Jla YYMHHUMO Jia ce (opMupa MuLIbehe 0 JnodaHToOBOM 3HaBY O
Teopuju OpojeBa ce ociama Ha ONaxamUMa W OrpaHHYeHUMa NpoHaheHUM y
LAputmerunn”. [lounmemo ca 19. mpobmemom y Ttpehoj kmusu: ,,Hahu derupu
Opoja TakBa J1a KBaJapaT BUXOBE CyMe T HEKH O] IbUX J1aje KBajpart.”

,»KaKo y CBakoM NpaBOyrjoM TPOYIJy, ako J0JaMO MJIH OAY3MEMO Ha
KBaJpaT XWIIOTEHY3€ MAYIUIM MPOU3BOJA CTpaHa Jo0MjaMO KBajpaT, IPBO caM
[OCMAaTpao 4YeTHPHU MpaBOYIJia TPOyria ca UCTOM XUMoTeHy3oM. OBO je HCTO Kao
mojenia KBajpaTa Ha CyMy JIBa KBaJapara Ha YETUPHU HAuWHA, a 3HAMO OECKOHAYHO
MHOT'0 HaYMHa J1a OJIeIMMO KBaJIpaT Ha CyMy JiBa KBajapata.”

¥Y3muMo ABa mpaBoyriia Tpoyria ca crpaHunaMa 3, 4 u S u 5, 12 n 13.
[ToMHOXUTE MpBU ca XUIOTEHY30M Apyror U oopHyro. Taga he npBu npaBoyriau
Tpoyrao O6utu ca ctpanunama 39, 52 u 65, a ngpyru 25, 60 u 65. OBo cy xaBa
TPOYIJIa ca JeHAKUM XUIIOTeHy3ama.

65 Moxe OUTH MpeICTaB/bEH Kao CyMa JiBa KBajpaTa Ha [Ba HauuHa, 16+49
u 1+64. To je 3aro jep je 65 =135, a cBaku o7 oBHX OpojeBa je cyma JBa
kBapata (13=4+9, a 5=1+4).

Cana xopenu u3 49 u 16 cy 7 u 4 u dopmupam on na Opoja 7 u 4
IIPaBOYIJIM Tpoyrao ca crpanunama 33, 56 u 65.

Cnuuno, kopenu u3 64 u 1 cy 8 u 1 u dbopmupamo Apyru MNpaBoOyriu
Tpoyrao ca crpanuuama 16, 63 u 65. Tako cMo 100UIN YETHPH MPABOYTIa TPOYIIIa
ca uctuM xumnoteHy3ama. Cana ce Bpahamo Ha mpBoOuTtan mpodiem. CTaBuM 1aa je
cyma yetupu Opoja jenHaka 65x , oHM (popMupajy YeTUPU MOBPUIMHE CBAKOT O]
TPOYTJIOBA, TMOMHOXHM ca X2 M y OBOM clydajy mobujem x; = 4056x2,x, =
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3000x2,x3 = 3696x2,x, = 2016x2. 30up oBa yeTupu 6poja je 12768x% u To je
65

12768

jennako 65x. OBo naje naje x = [la je

| =

x, = 17136600 - —,

x, = 12675000 -

-

x3 = 15615600 -

Sl 3Ir 3

1
x, = 85176 -~

ca n=163021824.

OBaj mpobiem je BpemaH Maxme y MHoruM norieauma. OBae [unodant
IpPBU MyT IpUYa O TPOYIJIOBUMA ,,y HajMamuM OpojeBuma’” U (HOpMHUpary CBAKOT
Tpoyriia u3 ,,iBa Opoja”. HapaBHo, oBne je mpoOiemM Hahu parmoHAIHO pelieHe
neonpehene jennmaumne x2 + y? = z2, o ko0joj cMo auckyroBamu. Hajommruja
dbopmynamuja oBor pemniema Aata je y Eyknmunosum ,,Enementuma”. Te dhopmyne
cy

z=p*+q° x=2pq, y=p°—q°.

One najy cBa MPUMHTHBHA pelliekha jeJHAYMHA, 32 y3ajaMHO mpocTte p u q. OBa
peliema ce MOory JoOWTH W3 HUCTOr Meroaa koje je JmodaHT kopuctno y 8.
[IpoGnemy II kwure na moxenu AaTH KBajapaT Ha CyMY JIBa KBajpara.

[ItaBuie, oBaj mpobIeM caapKu TBPAKY Ja je MPOU3BOJ JBa Iiena Opoja,
TZIe je CBaKkW O]l ’hHX CyMa J[Ba KBaJpara, MpeICTaBbUB Kao cyma J[Ba KBajpara y
HajMame JIBa HAUWHA. Y ONIITEHO, aKo je

p=a*+b*uq=c?*+d?
OHJIA je
pq = (ac + bd)* + ad — bc? = (ad + bc)? + (ac — bd)?.

To je Ouno y HarloMeHaMma y Be3Hu ca OBHM Ipobiemom e je depma pekao
CBOjy UyBEHY TBpABY J1a ce mpocT Opoj obimka 4n + 1 Moxke IpeacTaBUTH Kao
cyMa JBa KBajpaTa y camo JBa HaumHa. Ha ToM MecTy OH je mao W MeToj 3a
JETePMHUHHUCAE Y KOJIMKO HAaYMHA ce JaTH OpOj MOXKEe MPEICTaBUTH Kao 30up 1Ba
KBaJpaTa.

Ha nu je lnodanT 3Ha0 0By mpomno3unujy? /la 6McMO OATOBOPUIIM HA OBO
NMUTalkbe pazMoTpuheMo Ipyru mpoliieM, ONMpPeMJbEH Ca OTPaHHYCHEM KOjU Jaje
penpe3eHTannjy Opoja kao cyme aBa kBajapara. OBo je 9. mpobiem y V KmbH3M:
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,I1OeMUTH jeAMHUIly Ha JBa Jejia Tako Jia, ako ce UCTH Opoj I07a CBAKOM JCITy
pesynatar he 6utu xkBaapar.”

N3jaBa je mpahena orpaHuyemeM Koje MOpa OWUTH HAMETHYTO OJ JaTOT
Opoja 3a npobsieM na 6u 6uo pemen. Ha cpehy, Tekct npare peun: ,,Jlatu 6poj He
cMe OWTH HemapaH M yABOCTpydYeH Opoj miyc jenas,...”. Tekct mpobiema je Ouo:
,»J10/1aTH Ha CBaKu J1e0 6 Tako Ja pe3yaTar Oyzae KkBajapar.”

Kako xenuMo Ja mojeianMo jeIUHHINY Tako J1a HAKOH J0AaBama 6 CBAaKOM
neny nooujemMo KBaapar, cyma kBaapara he outu 13. Kako 13 mopa 6utu nopesbeH
Ha JiBa KBajparta re je cBaku Behu o 6.

Axo pacraBuMm 13 Ha /1Ba KBajiparta ymja je pa3iuka Mama of 1, mpobiem je
. 1 .
pemen. Ilogenum 13 Ha aBa genma u noOujem 6;, U IUTaM Ce€ KOJU pas3IOMaK

1.
nosehan 3a 65 je kBazpar. [TomHoxum ca 4. Tako, TpaxuM KBajpaT pas3ioMKa

KOjU Kaja My Jofam 26 naje kBazapar. Tako 26 + xiz je KBagpart, oTyda je Takohe
26x2 + 1 xsazgpar. Ctapum 26x% + 1 = (5x + 1)? u nobujem x = 10. Taxo je
1

2 — r_* SR 1 X (512
x“ =100, == oo OBo 3Hauu ga 26 nonam oo T Aa 6 > 0aM ., TTO je (20) .

I[Ta ako je HEOMXOHO M3BAIUTH KOPEH M3 CBAKOT O] KBaJpaTa, Yrja je cyma
51 . .
13, a Gnucka 2o W nurtam koju Opoj oxyzetu ox 3 u poxat 2 he matu TOIMKO,
51
HanMe —.
20

Tako ¢opmupam kBagpare on 11x + 2 u 3 — 9x. BbuxoBa cyma tpeba na
oyze 13. Oryna 202x% — 10x + 13 = 13.

257
101’

KBaJpaTa oJy3MeM 6, Taza 1o0ujam /e10Be jeAMHULE

258
a ipyror . U ako ox ceakor
358 U 4843
10201 10201’

OBo 3Ha4M Ja je KOPEH jeHOT KBaapara

M jacHO je Ja
CBaKH 3ajeJIHO ca 6 Jaje KBajapare.

JuodaHT je kaaa je pemaBao oBaj MpoOiieM KOPUCTUO HOBE WHTEPECAHTHE
METOoJIe Ha KOje Cy MCTOpHUYapH MaTeMaTHKE CKPEHYIH Malo Naxmy. JeqHadnHa
ax? + 1 =y? (a = 26) kojy je OH mocMaTpao je naHac mos3Hara kao Mepmaosa
jennaunHa. OHa je Owmna jako uHTepecaHTHa y 17. m 18. Beky. Y KacHHjUM
npobaemuMa JluodaHTt ce 6aBHO MPOLEIypOM MPOHATAKEHA KBaapaTa J1aTe cCyMe
0]l KOjUX CBaKa MOpa Jia 33J0B0JbaBa HEJEAHAKOCT allpOKCHMAIIMOHE Tporeaype. Y
OCHOBH, HPO6IEM ce 6aBH HpPENCTABILAKEM IMOJENA CA ANPOKCHMALHMjoM V26.
Hehemo ucrpaxuBatu MHOre mpobieme Te 0o0jacTu Koje Cy NOBE3aHE ca OBHM
npobaemom u dokycupahemo ce Ha JlnodanToBa orpaHnderma. Y ClioBe MmpodieMa
MOYKEMO HaIlKCaTH Kao CUCTEM jeJHaYMHA:

x+y=1,

X+ a=u?
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y +a=v2

CabupameM Jpyre aBe jenHaunne gooujamo 2a + 1 = u? + v2. Ila a mopa
OouTn n3abpan Tako na 2a + 1 Oyzae cyma nBa KBajapara.

Moxxe ce mokasarm na ce Opoj MOXE PpENpe3eHTOBATH Kao CymMa JBa
KBaJIpaTa ako U caMo akKo CJI000JIaH JIeo KBaapara HHje ACJbHUB ca MPOCTUM OpojeM
obmuka 4n — 1. Konuko 6mu3y je /nodantoBo orpanuderme OUIO OBOM YCIIOBY?
Kako Mu mmamo camMO HCKpPHBJBEHY BEp3Hjy, OJrOBOpP Ha OBO NHTame he OuTH
0a3upaH Ha PEKOHCTPYKIIM]U TEKCTA.

Jenan onx Hajno3Hatujux Matemaruuapa 19. Bexka Kapn I'ycraB Jako0
Jaxo6u (1804-1851) moceObHO ce MOCBETHO MUCTpa3u OBOr mpobdiema. OH CIpOBOIU
JeTajbHy TICUXOJIOMKY aHanu3y JluodantoBor Ttekcra u mpeanaxe ciuenehy
pEeKOHCTPYKIH]Y: ,,Jlatn O6poj (To je a) He cMe OMTH HemapaH U YABOCTPYYEH Opoj
IIyC jeIWHMIA, HE CME OWTH JC/BUB OMJIO KOjUM OpojeM Koju je moBehaH 3a 1
nespuB ca4.”

CrnuHy peKOHCTPYKIIH]Y OBOT TEKCTA j€ 3aTUM Jao TaHepw.

OBaj ycJIOB je HEONMXOJaH CaMO aKo MY J0JaMO YCJOB ,,IIOCIE JeJheha
BehuM kopenom y Tome.” Msrnena na je Jlmodant To mpernocrasuo.

Jakobu je npernoctaBuo na je AnopaHT uMao J0Ka3 1a je ycioB nmorpedax,
na Ou Morao Ja ompasja CBOje OTpaHHUYCH:E. Y CBOM pajy j€ a0 PEKOHCTPYKIIH]Y
Jokasza kopucrehu meroze koje je Eyknun kopucto xao u Jluodant y cBom pamy.

Jaxobu je 6mo curypan na je Jlmodant 3Ha0 1a je yciaoB Takolhe U 10BOJbaH
i HHUje MOTao Jia JIOKaXke jep je TO J0Ka3 KOjU 3aXTeBa CPE/ICTBA U3BAaH OHUX U3
AaHTUYKE MaTEMaTHKe.

IToxazahemo na je mocne /Inodanta jeauno depma Jao OMIITH YCIOB 3a
OpojeBe KOjU Cce HE MOTY NPEJICTaBUTH Kao CyMma JBa KBajapaTa IEeNUX WU
panuoHaiaHuX O6pojeBa. OBo je depmaoa hopmynanuja: ,,AKo0 1o Opoj UMa MPoCT
nenutesb obnuka 4n — 1 u Hema KBaJpaTHHU JAENUTEsb, OHJA OH HE MOXE OUTH
IIpHUKa3aH Kao cyMma JiBa KBajapara.”

OBaj ,HeraTuBaH”’  KpPUTEPHjyM j€ EKBHUBAJEHTaH ,,JIO3UTUBHOM
KPUTEPHjyMy 3a pernpe3eHTannjy OpojeBa kao cyme iBa kBaapaTta. O0a mory OuTH
W3BEJICHA W3 M3BaHpEIHE Teopeme Kojy je depma dopmynucao u gokazao Ojiep.
Ona xaxe na npocTu OpojeBU NMPEICTAaBJbEHU Kao cyMa JIBa KBajpaTa Cy yIpaBo
obmuka 4n + 1.

VY 14. npobnemy V kmwure Juodant naje morpedan ycinon 3a 6pojeBe aa 6u
OWIHM TIpeICTaB/bEHU Kao cyMe Tpu KBajpaTa. OrpaHuuene je aa 0poj He cMe OuTH
obnuka 8n + 7 ma 6u ce mpecTaBuo Kao cyma TpH KBajpara.

Nmajyhu y BUy TIPUHITIN aHTUYKUX MaTeMaTthdapa Ja ce JeIMHO HaBEJICHe
IPOTO3ULIMje MOTY JI0Ka3aTH, CUTYpPHO je TBpAHUTHU Ja je JuodanT 3Ha0 1a nokaxe
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CBa CBOja OrpaHHYCHa. AJM OHJAa OH HHje OMO caMo OpuJbaHTaH anredpucTa, HUje
camo nponanasay J[uodaHToBe aHaIM3e, HETO W W3BAHPEIAH MO3HABAJIAIl TEOpHje
OpojeBa.

2.6 [lpoueHa AnodaHTOBMX MeTOAa KPO3 UCTOPUjy HayKe

MHoru ucropuyapu Hayke cy noTueHuian JuodantoB pax. MHOTH 011 BUX
cy Mucimwm 11a je Jluodant orpaHMYMo CBOj pajl Ha MPOHATIAKEHE JSTHOT PeIIeHha.
Hnp. Hankel je nanucao: ,,...axo ce casnaaa 100 JlnodantoBux pemiema, MOAEpaH
mareMmarnuap he nanhu Ha mpo6iem npu pemasamwy 101. mpobiema...”

Morno 6u ce pehu na je TakBa mpoleHa Mpou3allia U3 YHIHECHHIE 12 je
XeHKenoBa KiUra myoJiMKoBaHa Mpe MojaBjbuBama [loeHKapeoBUX OEJEIKH KOjH
Cy ykazanu Ha npobiieme JnodanToBux jenHaunHa. AJHM TO je jeABa YBEpIJbUBO
o03upom ma y History of Mathematics (O. Becker, J. Hoffman, Geschichte der
Matehematik, Bonn) Hanazumo: ,,JInodaHT HaM je a0 OMIUTH METOJ ajH H3TIeaa
Jla TIPUMEHOM Ha CBaKW HOBH MpoOJIeM J100HjaMO HOBY HEOUEKHBAHY BapKy Koja
noxaceha na Ucrok.”

Van der Waerden je HampaBuO CIW4YHE HaloOMEHE Yy CBOjoOj ,,Science
Awakening”: ,,JInodaHT je 00M4YHO 3a10BOJBAH Kaja Halje jeIHO pelleme; 3a mbera
HEMa pa3juKe Jla JU je pelIemke 1ea00pojHO WiId parnuoHanHo. HberoBu meromn
Bapupajy of ciaydaja Ao ciydaja.”

N3name ,,Mathematisches Woerterbuch” 1961. (y nmornaspy Juodant u3
Anekcanapuje) wu3HOCHU: ,,Pememe HeoapeheHe jemHaumHe apyror uiau Beher
CTEIeHa j€ MOCTUTHYTO ... ITyTeM KopHuIIhema BEIITHHA KOje Bapupajy OJ ciydaja
70 ciydaja.”

Zeuthen mnponewyje na je JImodaHTOBO pasMuIIbamke BHINE CKJIAIHO:
nLyormre, /lnodant mokymaBa nga Hahle HEKO jeHO periewme mnpobiema, 0e3
Tpakemha YOIIITCHOT peliekha KOjH YKJbydyje cBa Moryha mojeauHavyHa peliema.
Anm ako Heko xenu Aa padyme JnodaHTOB pe3ynTaTr, OH HE Mopa MPUAABATH
MOoCeOHY BaXHOCT OBOj YHELCHHIIH, j€P j€ BaKHO TO IITO OH y TOM PEIICHY OJIMax
nonesbyje crnenu@uuHy BPEIHOCT 3a BEIMYMHE KOje CIyXKe 3a pellaBame
npobiema.”

Ha npyrom mectry oH mwmie: ,,Y ciIydajy Kajaa je JaT MpOU3BOJbaH Opoj,
Juodant yBek Oupa onapehene (KoHKpeTHe) OpojeBe W ca HHUMa padyHa. A
EroBa M3pauyHaBama Cy TaKo jaCHa Ja OHA Jajy TeHepalaH MeToa.”

Zauthen wHactaBba a”Ham3y JlnopaHTOBMX METOJIa 3a peElIaBame
Heojpel)eHe KBaJpaTHe jeHAuYMHE, aJld He ycIeBa Ja 3aBupH y JlnodaHToB paa Ha
MeTOo/1aMa 3a IPOHAJIAKEHE pellekha Heoapehene kyOHe jeqHaunHe.
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2.7 [OvodaHT y paagosuMa apyrux maremartumyapa

2.7.1 OmnodaHT n matemaTtmyapm 15. n 16. Beka

buno je komenrapa JlmodanTtoBor pama m y aHTHIM. PamoBu mo3Hate
Xwunaruje, hepke nayynuka Teona Anekcanapujckor, mocBeheHu cy aHanu3u
JnodanToBUX KIUTA. XHWIATHja j€ JKUBEJNAa KpajeM 4. M MOYETKOM 5. BeKa HOBE
epe. Crekna je cnmaBy Kao OpwiIMjaHTaH TOBOPHMK U ekcrepT IlmaToHose
dbunozoduje. Haxanocr, \eHU pajioBH HUCY JOIIIHU J0 HaC.

He 3namo 3a Anekcanapujcke maremaTnuape nocie Xumnatuje. [lociaenmsu
rpuku HayaHuIM cy [Ipoxnyc, Mcuaopyc u CUMIUIMKYC, KOJH Cy pauin Y ATHHH.
AnM 1 OBIie Cy ce HaydyHE MUCIHU yracujie MOYeTKOM 7. BeKa. AHTHYKa HayKa je
mporana 3ajeHo ca aHTUYKUM JIpymTBoM. M3mely 9. u 13. Beka OTBOpEH je HOB
HayyHU neHtap y Koncrantunomnosby, barmany, u apyrum rpagoBuma Aparckor
Ucrtoka. [louerkoM 12. Beka HayyHe MUCIU Cy ojaTie mpemeniteHe y EBporcke
neHTpe. JIBe ctpyje Hoce unaeje Juodanta. Morne Ou ce HasBatu anredapcke u
OpojeBHE (TEOPETCKE) W apUTMETHYKE. EBpPOINCKM HaydHHMIIM C€ YIO3HAjy ca
HuodantoBum anrebapckum wuaejama 300 roauHa Tpe yuyema HErOBUX
aputMeTHikux wuaeja. OBo Huje wuszHeHahyjyhe. HoBa anreGpa y3era je on
JuodantoBor Bu3aHTHjcKor koMmeHTaropa (Ilmangyca koju je xuBeo y 13. Beky)
Kao W OJ aparckux matematudapa moce6Ho A0y 1 Bade m merose mkoine (10.
BeK). ApaOujcKu MaTeMaTH4apy Cy KOPUCTHIIM PEYH YMECTO 03HAKa 32 O3HAYaBambe
crenieHa Heno3Hatux. llltaBuimie, y pagy ca creneHMMa HEMO3HATHX OHHU CY
KOPUCTUIIM YyJAaH MYJITUIUIMKATUBHU TPUHIUI YMECTO IIOTOJAaH aJWTUBHU
NpUHLMN Koju je kopuctuo duodant. Hop. x® cy 3Banm ,.kBagpar-ky0”, a He Kao
Juodanr ,,ky6-ky6”. Y ciydajy x° HMCY MOTIIM Ja [ajy uMe 0a3sUpaHO HA HMKEM
CTEreHy, jep je 5 mpoct Opoj U He MOXe OWTH HAmMCaH Kao MPOM3BOJI HETOBHUX
¢dakTopa. Oryma ume ,,HeM (Taym, MyTaB)” WM ,,IpBU HeuspeuuBu . CindHa
Temkoha je Hacrajga y BE3M Ca CBUM IIPOCTHM CTeneHnMa Hemo3HaTe. OBaj
HOTAI[MOHU TPHUHLUI Cy Tpey3ead EeBPOINCKM MaTeMaThdapu o] apaOujCKuX.
[Tocebno, TO je Ommo kopumntheHo y MTanwju TOKOM peHEcaHCe W KacHHjE KO
Hemaukux anrebpucra. Jegan usyserak je 6uo y 13. Bexy matemapuuap Jleonapno
[Tuzano. Y meroBoj mo3Haroj ,Liber abaci” HHje camMO KOPHUCTHO aJUTHUBaH
IPUHIAIT 32 CTENIeHE HETMO3HATe HETo j€ OH M NMPBU €BPOIUbAHUH KOJH j€ Pa3MOTPHO
mpo0JIeM KOju ce CBOAM Ha Heoapehene jeqnadmnHe.

JuodanTtoBa mpaBuia 3a pag ca NOJIMHOMHMA M jeJHAUYMHAMa Cy
KopHuIirheHa y CpeameM BeKy MPAKTUYHO OJ1 CTPaHe CBUX alreOpucTa.

HeratuBuu OpojeBu cy mpuxaheHHM Aajeko Mame CIPEeMHO. ApaOHjcKu
MaTeMaTH4apy HUCY MX YONIITE KOPHUCTHIIM M €BPOIUbAHU Cy MX NMPHUXBATHIN Ca
BEJIMKOM JI030M CKenTHIM3Ma. Jlyro cy ux 3Baiu ,Jla)XHUM~ OpojeBUMa H
MOKYIIAJIA Cy J1a paje 0e3 mux.

JuodantoBa ApUTMETHKA CaipXH APYrd, AaleKko IyOJpH, Kpyr uieja,
Haume JlnodantoBy anammsy. [lyro BpemeHa oOBe wujgje Cy Oujiae MOTIYHO
HerozHate. [lapagokcanana cuTyaryja Koja je mpesnagana y EBporu y 15. u 16.
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BEKy je Ta Jla Cy HayYHUIIM UCTPaXUBaau anreOpy uiBeneHy on Juodanta amum
HUCY 3HAJIM HUIIITA O lbETrOBOM pany.

Nsrnena ma je nmpBu koju je unutao JmodanrtoBe pamoBe 6mo y 15. Beky
actponoMm Joxan Munep. bopasehun y WUramuju Munep je otkpuo Jluodantose
pykonuce y Benennju u o muMa je mucao npujarespy. Caaprxkaj pykomuca 0uo je
HeBepoBaTHO OoraT. Muiep je omyyro Ja ra mpeBeie, ald je MpBO MOKYIIAo /a
nponahe cBux 13 kmwura fuodantoBor pykomnuca koje J[nodhant momume y yBOIY.
Camo 6 xmwura, OHUX Koje Cy Mo3HaTe JaHac, je MPOHAIIa0 aju MpeBoJ HUje Ouo

ypahen.

IIpomo je 100 rogmna. 3a cBe TO BpeMe HHU jeAaH OJl HCTAKHYTHX
anredpucta, kao mTo cy Kapmano u Taprasea, Hucy 3Haim HumTa o Juodanry.
Amu 1572. y ,,Anrebpu” Padaena BombGenuja (mpodecopa Ha YHHBEP3UTETY Yy
bonowmn) ce mojaBuno 143 mpobnema u3z uodantose ,,Aput™merure”. Y yBOIY
oBor paga bomGenu je Hamucao: ,,MaTepuja 3a MOCIEIBH A0 KibUre je mpoHahexn
y oubnuoternn Hamrer ['ocrioga y Barukany, nanucanor ox oapehenor Juodanra,
I'pukor ayropa koju je xuBeo y Bpeme Antonius Pius”. Pius je Ouo pumcku
UMITepaTop KOjU je KUBEo y 2. BeKy HOBe epe. Mucrepuja je bombenujeB n3Bop
KOjH ce ocnama Ha uH(opmMaryje o garymy JAuodanrosor xuBora. HakoHn unrtama
pykonuca, bombenu je 3ak/bydno Ja je HBEeroB ayrop OWO ,,BEIMKH ITO3HABAIAIl
teopuje OpojeBa”. bombGenmu u Pacci, kacHuju Pumcku maremaTHuap Koju je
MIPOHAIIIA0 PYKOMHUC, OUTYYMIIM Cy Jla TIpeBeay npoHahenu pykomuc. bombOenn je
u3Heo: ,,Kako 6u ce 060raTro CBET ca TaKO BAXKHUM PAJOM MU CMO MPEBENH MET O]1
celaMm KibHra, ajli HICMO MOTJIH J]a TIPEeBeeMO TpeocTalie 300T Apyrux odasesa.”
Pedepennia cenme kmure 30ymyje. BaTHkaHCKH pyKONHUC ce cacToju oa camo 6
KiHUTa. Pa3yMJbHBO je 1a je ceama Kmura u3ryosreHa. Ako cy npesoau bombenuja
u [lanuja gomm 10 Hac, OHJAAa MM HE MOXEMO Jia YIOpeIuMa TO ca KibHUrama y
HAIlleM TOCeIy W MPOBEPUMO Ja JIM C€ HAIlK MpOOJeMH ClIaxy ca JOTUYHHM Yy
BombennjeBum kwurama. Ha Hecpehy, nmpeBon je Hectao 6e3 Tpara.

bombGenunjeBa AnreOpa je wm3BaHpemHa y MHOTHUM rmorienuma. Caapxu
no0oJblIany anredapcky HOTAIHjy 3a CTerneHe nmpoMeHsbrBe. KommuiekcHu 6pojeBu
a + bi, i = —1 ce oBze NpBM IYT N0jaBJbYjy, YKJbydyjyhu u npenusHa npasuna
3a omepaiyje ca wuma. KommiekcHu OpojeBu ¢y y OBOM paay Kopuithenu na ou ce
UCTPAXXUO CITy4yaj TaKO3BaHE HECBOJJbMBE KyOHe jeaHaunHe. 3a Hac bomOenujeBa
KIbHTA j€ BaKHA jep je Y BbOj MPBU IMyT yKIbY4eH JlunodanToB npobiem, noaymie 6e3
KOHTEKCTA.

HuodanrtoBa ,,AputmMeTuka” je yrumaia Ha 1eny bomOenujeBy kmury. Y
OPUTHHAIIHOM pYKOIIUCY HETOBH NPOOJIEeMH Cy TMPEICTaB/bEHU Y ICEYyJ0-
MpPaKkTUYHO] (OPMH, Al Y KPajib0] BEP3UjU KEHHUTE allCTPAKTHO Cy HOPMYIUCAHU,
Ha HauuH Kao koxa Jlmodanrta. bomOenu je mpoMeHHO HEKe TeopemMe M Ja0 UX
Omxe oHMMA Koje je Hamao ko {nodanra.

[IpBu JlaTuHcku mpeBox ,,ApUTMETHKE TO0jaBHO C€ caMmoO 3 TOJUHE IOCIe
nyonukamuje bomGenujese ,,Anredpe”. buna je mpunpemsbeHa o CTpaHe MO3HATOT
¢mnozoda u dunonora Keunanaepa (npaso ume my je Holzmann). Heros npeson
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je y memoctu Omo mobap, amu jeJHO ca3Hamke j€ Jla HEeH ayTop HHje HWMao
MPUCHOCTH Ca MAaTEMATHKOM.

1585. mpobiemu u3 npBe yetupu JlnodaHTOBE KHHUTE CYy C€ IMOJaBHIA Y
KIbU3U J00po Mo3HaTor Maremarndapa u Mexanuyapa Cumona CreBuna. Jlpyro
U3JIalkhe OBE KIbUTE, NMPHUIPEMIBCHO O] HamapeHor anredpucte Anbepra XKupapa,
yKJbydyje mpobiiemMe U u3 mpeoctane aBe Kmwure. Amu JuodantoBe merone cy
MOTIYHO OKHMBEJE y Kiburama jaBa HajBeha ¢panmycka matematuvapa y 16. u 17.
Beky ®@pancoa Bujera u Iljep depma.

2.7.2 QmnodaHToBe MeTOAe Y pasoBuma Bujeta n depma

[Tocne Muodanta, Bujer je OMo Taj KOju je CTBOPUO HOBE KOpake y
u3rpaamu cioHe anredpe. [1a je ca mpaBoM Ha3BaH OLEM CIOBHOT pauyHa. Bujer
je yBeo cumOo0JIe 3a MPON3BOJbHE KOHCTAHTHE MmapaMerpe y npobiemuma. Tama cy
ce MpBU IyT NojaBuiie Gpopmyne u OmiIo je Moryhe 3aMeHUTH HEKE YMHE omepaliyje
ca jeTHUM CJIIOBOM.

VY 16. npobnemy V kwure uodanr je Hanucao: ,,1 3namo u3 ,,ITopuzama’:
Paznuka nBa kybOa mMoke OWMTH TpeACTaB/beHAa Kao cyma jaBa KyoOa”. OuwuriemHo,
npo6iaeM je 6uo na ce pemn jeanauusa x> +y3 =a3 — b3, (*)3a a>b>0u
pou3BOJbHE X U Y. Pememe oBor mpobiiemMa He MOCTOjU Y ,, ApUTMETHIIH .

bomMbGenu je mokazao oBaj mopusam y cBojoj ,,Anredpu”’. OH HHje oOpahao
NaXmky Ha caMy MeToay. Y CBakoM Ciydajy, OH HHMje HAaBEO HHU jelaH IpYrd
mpo0JIeM KOju MOXKE€ OMTH DEIIeH CpPeJICTBMMa OBOT METO/a. Y CBOjO] KHH3H ca
CIIMYHUM Ha3MBOM ,,Zetetics” Bujer je Takohe nokazao oBy JlnodantoBy nopusmy
¥ TIOCTAaBHO JIBa aIMIIMOHA aHAJIOTHA Tpolema:

x}=-y3=a®+b® (x>y>0,a>0,b>0)
x3—y3=a®-b® (x>y>0,a>b>0).

OH je pemmo cBa Tpu TmpobiemMa cpeactBuma JluodantoBe wmeTone
tanreHTH. Hrp. na Ou pemmo npo6uem (*) Bujert je ctaBuo

x=t—b, y=a—kt
U TI0CTIe 3aMeHe 1000
t3(1 — k3) + 3t%(ak? — b) + 3t(b? — a®k) = 0.
3aruM je craBuo b? — a’k = 0, mWTO je eKBUBAIEHTHO YCJIOBY Ja je IpaBa

3a3b
a3+bp3’

y = a — k(x + b) Tanrenta kpuse (*) y tauxu (- b, a), u Hamao xa je t =
3axu y nobujamo:

2a3-b3 . a3-2b3
"B VT

x=Db
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o 1aje aa he pememe 6MTH NO3UTHBHO caMo ako je a® > 2b3. OBo uzge nporus
JnodanToBe TBpAWE MOBe3aHe ca jenHaunHoM (*), ma ,,Pasnuka nBa kyba mMoxe
OuTH MpeACTaB/beHA Kao cyma JBa Kyba”. depma je ycreo 1a penru OBy 3aroHETKY
W caBjlaja cIMuHy Temnkohy Besany 3a jenmaumny x> + y3 = a3 + b3, xojy je on
nojao Ha jeqHauuHe /Inodanta u Bujera. Axo je oBaj mpoOieM penB cpeicTBUMA
METOJIe TaHTeHTEe, Telrkoha MOXKe HAcTaTH Kaja Wi X Win y Oyldy HeraTHBHH,
TaJa je cyma JBa Ky0a rpeicTaB/beHa Kao pas3iinKa, a He Kao 30Up JBa HOBa Kyo0a.

depmaoBa ujeja 3a MPEBa3MIAKEHE OBUX TEIIKoha je Ja TMOHOBH METO/I
TaHreHTe. Y jeIHOM OJf HEroBUX KOMEHTapa mpobiiema y ,,ApuTMeTHLH’ OH
pa3martpa jeTHauYuHy

4x3 +6x°+4x+1 =123

. . 9 .
¥ Kaxe Ja Tmocle ,,[IpBe omepamuje” aoduja x = Y 3aucra, OBO j€ BPEAHOCT

. . . 4
nobujena npuMeHoM J{nodaHToBe METO/Ie TAHT€HTH, TO j€ aKo je Z = X+ 1.

) . . 9
Kaxo je x meratusno, ®epma nmpumemyje ,,ioMoh” craBipajyhun x = t — —
i MR Y 22

Y TIOHOBO NIPUMEYje METO TaHTreHTe. Taaa modujamo jeTHauYnHy 00JIuKa
4t3 + At? + Bt + z; = z5.

B .
AKO y By CTaBUMO CMEHY Z = (Q) t + z1, Tana 100MjaMO MO3UTUBHO pPELICHE.
1
OBaj depmaoB MeTojA je JHOeTaJbHO omucaH y bumujeBoMm ,Inventum
Novum”, rae ayTop Harjamasa Ja METOJ Jaje OSCKOHAYHO MHOTO pelliemka y
ClIy4ajy J1a je jemHadynHa o0JuKa:

y:i=f:(x), ¥®=fis(x) uy? = fo(x),
rae je f,(X) moNMMHOM CTeneHa N ca palHOHATHUM KOS(hHIIUjeHTHMA.

Bparumo ce Ha JluopantoBy TBpABKY. M0okeMO T IPETIOCTaBUTH Ja je OH
MOHABJhA0 METOJ] TAHTE€HTE MHOTrO Tipe Pepma?

1621. bame ne Mesupjak wu3gao je HOB mpeBon JluodanTtose
»Aputmeruke”. HoBu nipeBox je 6uo jaun ox KcumanaepoBor mpeBoaa M CaapKu
TPYKUA TEKCT Kao W JIATUHCKU mpeBoa. OBO M3Jame je MOCTAI0 MO3HATO HE Camo
300T KBajMTETa MpeBoa U badeToBHX neTaJbHUX KOMEHTapa HEro W 3aTo IITO je
Ddepma 3a0€neKNU0 y CBOjOj KOIHM]H OBE KEbHI'Ee MUCIU U pE3yATaTe KOju ce OJHOCe
Ha Teopujy OpojeBa. Ha maprunm mociue 8. mpobnema Il kwure, y kojem Inodant
JeNy KBaJpaT Ha cyMy 1Ba kBanpara, @epma je Hamucao: ,,Ca apyre cTpaHe, HHje
Moryhe ky0O pa3ioXWTH Ha JiBa Ky0a, HM OWMKBaApaT Ha JiBa OWKBaApara, WIH,
YOIIITEHO, OUIIO KOju cTerneH Behu o KBajpara, Ha IBa CTENEHa, Ca UCTUM TaKBUM
U3JI0KHOIeM. Ja caM 3a TO OTKPHO M3BaHpEIaH J0Ka3, HO 33 khera Cy MapruHe OBe
Kiure 3aucta mane”. OBo je yyBeHa mocienma PepMaoBa TeopemMa, Koja je CBOM
ayTopy [OHEeNa claBy JaJeKo W3BaH TIpaHWIa Matemarnke. OBa Teopema je
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OJIUTpajia U3y3e€THO BAXKHY YJIOTY Y MCTOpHjU MareMatuke. OHa je Ouia cybjexar
uctpaxuamwa Ojnepa, Jlexxanapa, Kymepa u 1pyrux cjajHux MaTeMatudapa Koju je
CTHMYJICA0 33 W3TPaJiby HOBE OOJIACTH MaTeMaTWKe II03HATe Kao BHIIA
apUTMETHKA UM apUTMETHKA T10Jba anredapckux Opojesa.

[lIta 3HamMo o ayropy mocneame Teopeme? depma je HECYMIBUBO OHO
BoJiechu MaTemaruyap cBor BpemeHa. Boieo je Teopujy OpojeBa u y 0BOj 00sacTu
My HHje Ouio paBHOT. bro je cmocoban ma n3abepe HeKa 07 MHOTHUX 3aHUMJbHUBHX
NUTalka U CICLUjATHUX IpobiieMa, OHMX (YHIAMEHTAIHUX IpobiieMa duja Cy
HCTpaXMBamka CTBOPWJIA TEOpH]y OpojeBa kao Hayky. depmMaoBu mpodieMu cy
npoy4yaBaHU OJ CTpaHe HajOosbux MmaremaTwuapa 18. m 19. Beka moummyhu ca
Ojnepom u 3aBpmaBajyhu ca Xunbeprom. Muore onq depMaoBux TBpABKBH CY /0
Hac jonuie 0e3 noka3a. OHe Ccy HaBeJieHe Ha MapruHH mberose konuje Jnodanrose
»APUTMETHKE” WM y MUCMHMa Yy KOjUMa MHUTa KOJEre HaydyHUKE J1a MX JOKaxXKY.
JenuHu m3y3erak je mocienma TeopeMa 3a OMKBajapare, YMju JI0Ka3 je MPUIIOKHUO.
Ono mTo depma HHUje oOmuUcao OHO je€ HETrOB HOB METOJ 3a JOKa3HBAHE
MPOMO3UIFja Y TEOPHjU OpojeBa KOjHu je OH Ha3Bao ,,METOJ]] OECKOHAYHOCTH WU
,MeTo 6eckoHavyHOT crymTama’. [lutupahemo A€o mucma y Kojem je OH Ommcao
OBaj METOJI:

,»--KaKO CIIMYHU METONM MPE3EHTOBAaHM Y OBOj KEbH3M HUCY JTOBOJHHU Ja C€
JIOKaKe TeIlIka rnporo3uiuja (y Teopuju OpojeBa), ja caM HaIlao MOTIYHO HOB
HauyWH 1a Ou ce 0BO IIOCTUTJIO.

Ha3Bao cam ra MeTo 6€CKOHAUYHOCTH, Y TIOYETKY CaM KOPHCTUO TO CaMo Jia
OuX J0Ka3a0 HEraTUBHE MPOMO3UIKje Kao mTo ¢y caeache: Jla He moctoju 6poj 3a
jedaH Mamu OJ yYMHOIIKAa TPOjKE KOjU j€ CacTaB/beH O] KBajapara U TpU IyTa
KBajapara. /la He MOCTOju MPaBOYIJIM TPOYrao ca JaToOM IeI00POJHOM CTPaHUIIOM
YyMja je MOBpIIMHA KBajgpaT Hekor Opoja. Jlokaz ce wu3BoaM cCBOhemeM Ha
MPOTUBPEYHOCT. AKO TOCTOJH TPABOYIJIM TPOYrao ca IEI00pPOJHOM CTPaHUIIOM
YHja je MOBpIIMHA KBaJIpaT HEKor Opoja, OHJA MOCTOjU U APYrH TakaB TPOYrao,
MamH O] TPBOT, ca UCTOM OocoOMHOM. Tama, CIMYHUM apryMeHTOM, MOCTOJH H
Tpehu ca HcTOM OCOOMHOM KOjU je Mamu oxa napyror urta. Cwnazehm 1o
OeckoHAYHOCTH. AJH JaT je 1eo Opoj, ma He MOCTOju OeCKOHA4YaH CHIIa3aK y Mame
OpojeBe (yBek cy My y MHcIMMa e OpojeBu). OTyna 3akjbydak Jia HE MOCTOjU
TakKaB TPOyrao.”

Hanomumemo /12 je mporno3uiiyja o NOBPIIMHYU TPOYyTJia YHja je CTpaHa JaTh
11eo 0poj, kojy je depma KOPUCTHO J1a TEMOHCTPUPA CBO] METOJI, CKBUBAJICHTHA Ca
IPOTIO3ULIMjOM Jla HE TIOCTOje /IBa OMKBaJpaTa 4Mja je paziuKa OukBaapar. AJIu OBO
je mocneama Teopema 3a OukBaapare. tbeH mokaz MeTogoM OECKOHAYHOCTH,
®depmaoB jenuHHM J0Ka3 y Teopuju OpojeBa, cturao je no Hac. Kacuuje Ojuep je
KOPHCTHO OBY METOAY JAa TOKaXe MOCIIemby TeopeMy 3an = 3un = 4.

Hanac je ®epmaoB MeTo OECKOHAYHOCTH HE3aMEHJBUB ajaT y IpoydaBamy
npobnema Jlnodanrtose ananmse.

Cge mto Moxkemo pehu o depmMaoBOM TpeTMaHy KBaJpaTHUX U KyOHHX
Heonpehennx jennaunna obmuka f(x,y) =0 je ma je on pasymeo [uodanrose
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UJIeje W BEIITO MPUMEHHO HEeroB MeTo . [Ipobiem Koju je penyKoBaH Ha TPaKeHe
palnMoHaTHOr pelemha KyOHe jeaHaunmHe mpoHaheH je Ha mapruHu depmaose
Komuje ,,ApuTMeTHKe Kao U y bunujeBoM pany mucaHom mocie depmMaoBe CMpPTH
ca IIMJbEM J1a C€ pa3jacHU HEroB METOA. Y HeroBoM pany JuodaHtoBe MeToze Cy
IpUMEHEHE y JeTabHOM U METOJUYKOM Ha4yMHY, ajld HUIITa HOBO HUjE€ J0AATO Y
BUX.

2.7.3 OuodaHToBe jeaHaumnHe y paposuma Ojnepa u Jakobuja

HctpaxnBame KBaJApaTHUX W KyOHUX HeoapeheHux jeqHaunHa Mmoyeno je
on [lnocanTta. IIpBa (haza oBor ucrpaxuBama 3aBplieHa je o cTpaHe JleoHapaa
Ojnepa (1707-1783).

Ojnep, najpehu marematmuap 18. Beka, 3ay3uma Bojehy mno3unmjy y
MaTeMaTulk T7e OyKBaJHO HE TOCTOJH TOJAPYy4Yje y KOjeM OH HHje TOTPHUHEO
dbyHnaameHTanaH pe3ynrar, 1yooke ujieje uim jake onmre Metozae. OBo je moceGHO
tayHo 3a J[nodaHToBy aHamM3y.

Y meroBoj ,Anrebpu” Ojnrep je CHUCTEMAaTCKU aHAIU3UPAO IHTABE
palMoHATHUX peliekha jeJHaYMHE 00IHKa

y? =ax3 + bx? +c (11)
U o0HKa
y2=ax3>+bx*+cx+d (12)

U J1ao Tpenu3Hy GopMynamnujy pasnuke uzmelhy oBa aBa ciydaja. [lokazao je kako
no0uTH HOBa pemema cpenctBuma JluodantoBe mertoxe TtaHreHTH. Hberosu
apryMEHTH CYy YHCTO aHAJIWTHYKH, 03 HWKAKBE TE€OMETPHjCKE TEPMUHOJOTH]E.
Ojnep je, Takohe, mpumerno Ha ce ojapeheHe KyOHE KpHBE IOHAIIA)y Kao
KBaJIpaTHE, TAKO JIa C€ HETO3HATE X U Y MOTY M3Pa3UTH Kao panoHaIHe QYHKIIH]e
jemHoT mapaMeTpa W HaBeo ycioB Kaga je oBo moryhe. Kacuuje je Iloenkape
noka3zao na OjnepoB ycioB HHje camo moTpebaH Beh u nmoBosban. [locnmemmux
roguHa cBor xuBoTa Ojnep ce Bpatno JnodanroBoj anamusu. OH je ycaBpIIHO
ErOB METOJ U IO IpBU MyT ynorpebuo J(nodaHTOB METOJ ceuuIe 3a JBe JaTe
pannoHanHe Tauke Ha KpuBoj (12). Ojnep je Owo ayTop HM3BECHHX IPYrHX
UCTpaXMBama, Ha MPBU IOTJIe]] HenoBe3aHux ca JnogantoBum npobdiemMuma, Koju
Cy JOTPUHENN KOMILIETHO HOBOM TJICUIITY Ha OBE MPoOIIeMe.

Heka je

y2=ax3+bx*+cx+d, (13)

: d
nara kpuBa, 3BaHa I, u Heka je A(x,y) tauka Ha I'. CraBumo [[(4) = ::;x

OjnepoBa mpBa Teopema: 3a nmpousBosbhe Tauke A(x,y) u B(xy,y,) Ha I' moctoju
tauka C(x,,y,) wa T rakBa ma je [[(A) +[I(B) =1I(C), u TakBa ma cy
KoopauHate o C panuMoHanaH wu3pa3 o KoopAauHata Tadaka A u B ().
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panuoHanHa (yHKOHMja ca panuoHATHUM KoedwunujeHtuma). OjnepoBa japyra
teopema: Ako cy Tauke Au D val u n € Z/{0} takse na je [[(D) = n[[(A), onna
cy koopauHaTe o1l D parmoHaiHu u3pasu koopauHata on A. CrienujaiHo, 3a n = 2

umamo [[(D) = 2 [[(4).

Axo cy A u B panmonanHe tadke, ogaa cy To u C u D. OBo 3Hauu aa Ham
OjnepoBa Teopema omoryhasa noOujame HOBE palMOHaNHE Tauke Ha [’ on jemHe
WIY JIBE MTO3HATE palloHaliHe Tayke Ha [

[IpBu xoju je mpumerno Be3dy usMmel)y OjnepoBe aaMIIMOHE TeopeMe U
JuodantoBe ananuse OMo je mo3HAaTH Hemauku mMatematudap Kapn ['ycra Jako0
Jako6u. J[ao je oBO y cBOM pafy ,,YHoTpebda eTUNTUYHUX M a0eIOBUX MHTErpaa
Ha JlnodanToBy ananuzy”’, myonukoBan 1834. rogune. M3srnena na cy Jakooujesu
CaBpEMEHIIM UTHOPHUCAIIM OBaj paj yIPKOC HErOBOM JyOOKOM M HHTEPECAaHTHOM
cazpkajy.

Ha nouetky cBor pana JakoOu je u3pa3uo u3HeHahewme na je jemaH ,,yueH
yoBek” (Ojnep) mpeBUIEO Be3y KOjy je OH, JakoOu, pa3smaTpao U cmaTpao
ounrienHoMm. ®opmynucao je OjaepoBy aIUIOHY TEOPEMY U MPUMETHO Jia CE U3
JaTor KOoHauHOr Opoja paluOHANHMX Tadaka Ha KpuBoj [ Moxe noOutH
OeckoHavyaH OpOj HOBUX pallMOHAIHUX Tadaka Ha I'. Ha kpajy cBor paga oH yka3syje
Kako TPOIIMPHUTH OBE pe3yiTare Ha anrebapcke KpuBe Beher cremeHa 3amMeHOM
OjnepoBe auIMOHE TEOpEME ca OMIITHjOM TeopeMoM Abena.

Jakobu je y ToM pamy Owo OnM3y OTKpHBama CTPYKType CKyIa
palMoOHATHUX Tadyaka Ha EJIUITHYHO] KpHuBOj. /la OM OBO OTKpHO HHCY MY
HEJ0CTajajla TEXHUYKA CpPEJCTBA, y KOjUMa je OMO BEIT, HEro HOBa TadyKa
TJIEUINITA, OHA KOja je MOCTENEHO U ca TelIkohama MmpaBuiia CBOj MyT Y MPOILIOM
Beky. [loTpebHa My je Ouna omepanuja cabupama Tadyaka Kao M KOHIENT Ipyre u
AbGernoge rpyre.

MaremaTtnuapu 1pBe TOJOBMHE 19. Beka HHUCY pa3MHUILBaIUd O
NpOIIMPHUBAKY APUTMETUYKUX Olepalija Ha Tadyke MM Jpyre o0jeKTe jako
pasmuuute on OpojeBa. Tako nma je JakoOu Oaparao ca WHTerpaliuMa, a HH|E
cabupao Tauke.

Ha mu cy Ojmep u JakoOum Ouiam CBECHM Ja caOupame Tadyaka Ha
SJIMNITHYHUM KpuBama Moke Outu 6aszupano Ha JnodantoBum npouenypama? Hu
Ojnep aHu JakoOu HUCy oBo moMenynu. Ca apyre cTpane, odojuiia cy hpopmynucanu
Teopeme 3a kpuBe y2 = ax* + bx* + cx? + dx + e 6e3 y3HemupaBama ca KyOHUM
KpuBaMa. 3a OBE KpUBE Ca palMOHAJHUM TadykaMma aJWLMOHAa TeopeMa Hema
jeIHOCTaBaH M JeIMHCTBEH reoMeTpujcku cmucao. [lltapumre, Hu Ojinep Hu Jakoou
HUCY NPHUIaBAIM 3Ha4aj FT€OMETPH)CKO] MHTEPIIPETAMjU aHATUTUYKUX U3pa3a.

VYrpkoc jemHOCTAaBHOCTM OCHOBHOI pPE30HOBama caldHpama Tadaka Ha
SJIMNITHYHUM KpHBaMa, MpOoIuIo je oko 70 roJuHa mpe HEero IITO j€ OBO PE30HOBAE
nocTtajgo 0a3a CHCTEMCKOT IpOy4aBama CTPYKTYpe CKyNa HCHHX PALMOHATHHX
tadaka. OBo je ypaheHo mouetkom 20. Beka 0J1 cTpaHe (ppaHIlyCKOT MaTeMaTudapa
Xenpuja [Toenkapea.
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JakobujeB pan je ocrao HempuMeheH W MPBH KOJU j€ OCMHUCIHO HJE]Y
U3rpaflbe apuUTMETHKE Ha enMunTHYHUM KpuBama Ouo je Iloenkape. Ila wumak,
BenuKH jaeo mocna je ypahen msmehy 1834. m kpaja 19. Beka y crymujama o
reoMeTpuju anredapckux KpuBux. KoHuenT poaa anredapcKkux KpUBHUX HPBU IYT
ce TojaBuo y pamoBuma Bojacher nHoppemkor maremarudapa Humca Abena (1802-
1829). Ilounmyhu ca pasnuuutum paszmarpamuma Puman (1826-1866), Bonehu
HEMayKd MaTeMaTH4ap, AOINAo je O HCTOr KOHIeNnTa. Y CBOM pamy , leopuja
AbenoBux ¢ynkuuja” Puman ce 0azupao Ha KiacH(pHUKaIMjU jeAHAYMHA OOJIMKA
F(s,z) = 0 Ha OupanuoHanHe TpaHchopMallrje U MOKa3ao 1a je POl KPHUBE IOJ
JIeJCTBOM TaKBUX TpaHc(opmaliija WHBapHjaHTaH.

VY cnenehem pany Knebm u apyru HeMayku MaTeMaTHYapH MOJIOXKUIH CY
OCHOBE T€OpH]je anre0apCKuX KPUBHX.

[loenkape mounme CBOjy KHUTY ,, ApUTMETHYKE OCOOMHE anrebapcKux
KpUBHX~ ca BOXHHUM 3allakamkeM Ja Cy apuTMETHYKe OCOOMHE MHOTHX O0jekara
BpJI0O OJMUCKO TOBE3aHE ca HHXOBUM TpaHcopmanujama. [loeHkape je moueo na
pasMHUIIUba O HAYMHY IIOBE3WBamka W CHCTEMaTH30Bama OBOr TpolieMa W
JuodantoBe aHanuze. Y TOM LUJbY OJUIYYHO je Ja 00aBM HOBY Kiacupukauujy
MOJIMHOMA Ca JBE HEIMO3HaTe ca palMoHaTHUM KoedunujeHtuMma. [loTmyHo je
0azupao OBy Kiacu(pHKaINMj]y Ha OWpalMOHAIHUM TpaHchopmamnujama ca
paumoHanHuM koepurujentuma. Iloenkape je o6jacuno JIuodantoB Mmeton
TaHreHTe U ceuulle (0e3, HapaBHO, TOMHbAka BUXOBOT UMEHA) 32 MPOHATIAKEHE
HOBHX PAllMOHAJIHHUX TAauykKd Ha KpuBOj [ ako Cy maTe jemHa WM JBE palMoHaliHE
tauke kpuBe . IIpBo je dopmymnucao obe mMeTone TeOMETPUjCKH, a 3aTHM HX
noBe3ao ca OjiepoBoM aaMIIMOHOM TeopeMoM. [loeHkape je a0 EKCIUTHIUTHY
neuHUIN]y cabupama palMOHAIHUX Tadaka Ha eIMNTUYHO] KpuBoj ' M mokazao
Jla CKYIl OBUX Tayaka 3ajeHO ca OIepalnjoM cadupama Tadyaka YNHH KOMYTaTUBHY

Ipyiy.

[ToenkapeoBa kmHra je mocBeheHa ucTpaxkuBamy KpuBux poaa 1. [Tounme
pa3maTpambeM HajjeTHOCTaBHHjUX KpUBUX pona 1, Tj. KyOHMX KpuBux. Hakon
pa3Mmarpama KyOHuHX KpuBux [loenkape je pa3smorpuo napyre kpuBe pona 1.
Jokazao je cienehu pesynrar: Heka je f(x,y) = 0 kpusa poxga 1 u crenena m.
Axo mocToju 0ap jeHa pallMOHaJHA Tadyka OBE KPUBE, OHJIA je€ OHA OMparuoHaTHO
€KBHBAJICHTHA ca KyOHOM KPHUBOM.

OBaj pe3ynrar peniaBa KOMIIJIETHO MUTamke KPUBHUX pojia 1: Tako KpuBa HIIH
HEMa palMOHAJIHMUX TayaKa WM je OHa KyOHa KpuBa.

Yuau ce na je Iloenkape OWO TOTIMYHO HECBECTaH paaa CBOJUX
NPEeTXOAHWKA Ha apUTMETUIM anredapckux KpuBuX. 3Hamo 3a Jluodanrose
HpoueaAype U BUX0BE MOBe3aHOCTH ca OjIepoBOM aIUIIIOHOM TEOPEMOM U3 OIIIITE
TeopHje anredapcKux KpuBHX. ANHM Hjaeja Kopuinhema MO3HATHX YHIEHHUIA U
METoJla 32 M3padyHaBambe APUTMETHYKHX OCOOMHA KPHUBUX j€ 3aMHILBbEHA O]
[Toenkapea He3aBUCHO 071 ocTanux. Tako je oBa Mieja HacTala HajMamke TPU IyTa:
cpenrHOM 3. Beka HOBe epe y paay JAuodanta, 1830. y paxy Jakobuja u moyeTkom
20. Beka y pany lloenkapea. OBO HHje jeIMHCTBEHA TII0jaBa y HCTOPHJH
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MatreMatuke. M mpojekTHBHAa TeoMeTpHja je OTKPUBEHA TpU TyTa (NIPBU MYT Y
aHTHUIM, Apyru nyT y 17. Beky on [Je3apra u Ilackana m mouyerkom 19. Beka o
[Toncenea u octanux).

2.8 Ynora KOHKpeTHuX 6pojesa y AiuodaHToBOj ,ApUtTmeTULLN"

Beh y maremaTtnnu antTnukor BaBuiona pemiema anredapckux mpobiema ca
KOHKPETHUM HYMEPUYKHM BPEIHOCTHUMA CIY’KHJIO j€ 3a JIBE Pa3IMIUTe HaMEHE.
Jenan je 6mo ma noOMjy HyMEpPHUKO pelIelke Mmpobiema, a APYrd Ja WIycTpyje
aJITOpUTaM 3a MPOHATIAKEHE PelIekha Kace MpodiemMa UCTOT TUIIA.

VY [InohanToBOj ApUTMETHIIN YJIOTa HYMEPHUUKHX MapaMeTapa je nmosehana
Ha (QyHmaMeHTanaH HauuH. [lo mpaBmity, y nMJby pemiaBama npobdiema {uodant
npezcTaBiba notrpedan Opoj Kao parroHalaHy (DyHKIHM]Y jeJHE HEMO3HaTe M OJ
napamerapa. OH mapameTpumMa J0/eJbyje KOHKpPETHE HyMEpPHUKE BPEIHOCTH, allH je
npeaBuhao 1@ OHM MOTY OMTH 3aMEHEHH APYTUM MPOU3BOJBHUM pallMOHATHUM
OpojeM WM TIPOW3BOJLHUM OpojeM KOju 3azoBoJbaBa oxapehene ycmore. Kao
wiyctpauujy pasmorpuhemo 8. mpobnem y Il kxwu3u, koju ce OaBu
peTpEe3eHTAINjOM JIaTOT KBajpaTa Kao CyMe JIBa KBajpaTa, Tj. PEIICHhE jeTHAUYNHE
X2 +Y?%=a?

Juodant je craBuo a’ = 16. OH y3uma 06a3y jeaHOr O] KBaapaTa Kao
Hero3Haty X =t u 0a3y Apyror KBajapara JuHepaHy GyHKuujy oa t: Y = kt — 4.
OBne je 4 xopeH u3 16, k Moxe OUTH TIPOW3BOJbAH pamMoHanaH Opoj. Inodant
IUILIe J]a je HEeONMXOJHO J1a ce y3Me ,,HeKa BpPeIHOCT t ... HeKa je To 2. Pememe
npobiema je 1aTo ca:

2ak k%-1
t=——, Y=kt—a=aqa
1+k2 kZ2+1

X

VY InodantoBoM ciydajy je X = ? uyY= 15—2 AJH OH je caBpIeHo 100po

pasyMeo Jia ce 3a Mpou3BOJHHO k 100Mja oarosapajyhe pamuonaito pemesme. Hop.
y 19. npoGnemy Tpehe kwbure oH numie n1a ,,3HaMO J1a CBaKH KBaJpaT MOXe Ja ce
pacTaBM Ha J1Ba KBaJpara Ha OECKOHAYHO MHOTO HaYyuHa .

Taxko, y 8. mpobnemy y Il ku3u 6poj 2 ob6aBsba 1Be GHyHKIIH]E, KOHKPETHOT
Opoja 2 u cuMO01 3a OUIIO KOjU MPOU3BOJbAH pallMOHANIaH Opoj. AT TO HHjE YBEK
Moryhe a mapameTpy IOACIMMO MPOU3BOJbHY BpeaHoctT. Hmp. y 8. mpobnemy IV
KIbUTE KOjU je eKBUBAJICHTAH CUCTEMY jeJHAYNHA

X+X,=Y3 X, +X,=Y.
Juodant je ctaBuo mouetne X, = t, X; = kt ,rneje t = 2. Taga je

— 2 T
Y=(k+1t ut*= TTE L
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. 1. . .
3a k=2 oo maje t? =15 T t HHje palMOHANaH 6poj. da Oucmo mobumm
palMoHaHO pellemhe Mopajy ce Hahu aBa Opoja pa3nuuuTta o 1 Tako Aa je paziauka

IbUXOBUX KyOOBa KBaJpart:

t+1)3—-*=o0uwm3t?+3r+1=n0.

3+21

A2-3°
. 3+21

naje T = 7. Oryna BpeAHOCT NapameTapa MoXKe OMTH u3adpaHa U3 Kiiace { /_12_3}.

JuodanT je crapuo O = (1 — At)? u nobuo 7 = Bupajyhu A = 2 mo6uo je

Bugenu cmo nma y JluodantoBom anrebapckoMm (opMmanusMmy, MoOpen
cuMOo0Ia 3a HEMo3HAaTe W IUXOBE CTENEHE, IJIaBHY YIOTY Hrpajy KOHKPETHH
HYMEPUYKU CUMOOJIN KOjU CIIy’K€ U Kao mapaMeTpu. Y KaCHHjUM CIy4ajeBUMa OHH
MOTY WIpaTH yJore CilI00OOIHMX TapaMeTapa WM HECIO0OJHUX IapaMeTapa
3a10BOJbaBajyhu JaTh MOYETHHU YCIIOB.

JuodantoB anrebapcku dopmanuzaM TMpeAcTaB/ba ClenujarHy $azy y
€BOJYLIMjU anredpe Koja mouume ca ,,Apurmerukom”. OBa dasza je Tpajama y
€BPOTICKO] anreOpu a0 apyre mosoBuHe 16. Beka. To je 6uno notie noxk bombenu u
CreBuH HUCY yBenu cumboie 3a apyre, Tpehe u ocrane Hemo3HaTe M J0K Bujer
HHj€ yBEO CHMOOJIM3aM 3a MapaMeTpe Kao CHCTEM CIIOBHOT padyHa.
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3.MeTope pewaBara AnodpaHTOBUX jeaHAYUHA

3.1 Ysop

Anrebapcka jeqHauMHA WM CUCTEM alreb0apcKuX jeJHAYMHA ca pealHuM
KoeuIMjeHTUMa YHje peliemhe MpUIaga CKynmy UeauxX (Wiad pandoHaTHHUX)
OpojeBa, WIM HEKOM CKYIy O]l HErOBUX IIOJCKYIOBAa Ha3HMBajy ce€ airebapcKuM
JnodanToBUM jeTHaYNHAMA.

U3 came nedununmje JlnodaHToBe jenHaunHE Ce MOXKE 3aKJbyYUTH [
3aXTEBH, KpO3 3a/laTKe, MOTY OUTH BeOMa pa3iIMYUTH U pazHoBpcHHU. ONroBopu Ha
[IOCTaBJbCHA MHTaka Cy YECTO BeoMa TEIIKH, IITO Teopuju [lnodanToBUX
jemHaynHa J1aje MPUJINYHO BEIMKH 3HA4Yaj U YMHHM j€ JeTHOM O] HaJUHTEPECaHTHUJH
o0nacTu y eneMeHTapHO] mareMaTnuu. OBa YMIEHUIIA M3UCKYjE IMPETO3HABAHC
oaroBapajyhe wMerome 3a pemaBame. CTpora cucreMmarw3alyja MeToja 3a
pemaBame [IohaHTOBUX jeJHAYMHA CUTYpHO He OM Omia MOTIyHa, jep C€ OMIITH
MOCTYyMaK MoOXe AehUHHUCATH caMO 3a HEKe Kilace jemHadnHa. Y paay hy
Ipe3eHToBaTH Hajuenthe kopuirheHe MeToNE: pa3IMKOBamke ClydyajeBa, POU3Bo/Ia,
KOJWYHUKA, 30Mpa, HEJeAHAKOCTH, NapHOCTH, AUCKpuMHUHaHTe, Ojmepa u
Huodanra.

3.2 MeToa pa3nukoBaka Cny4yajesa

OBaj Mmeron je jeman oj HajkopuimheHWjux 3a pemaBame JnodaHTOBHX
jeAHaYMHA M YONIUTE y apuTMEeTHLU. Y Teopuju nodaHTOBUX jerHAUYMHA OH HHjE
ceeMmoryh. Moxe ce KOpUCTUTH CaMOCTaTHO, @ MOXKE U Y KOMOMHAIIU]U ca IPYTUM
MeToaaMma.

OBaj Merox ce Hajuemhe KOPUCTH Y OCHOBHO] IIKOJW TPU PEIIaBamby
JlnodaHTOBUX jeqHAuMHA, M 3aCHOBaH je Ha KOpHIINEewYy HEKOIMKO HJeja:
MapHOCT-HETapHOCT, ACJbUBOCT U TOCIIE A IUdpa.

Mertoa pa3aBajamba MPOMEHJBUBHX, KAa0 U JAPYI'HM METOJIH, CAIPKH H3BECHY
npou3BosbHOCT. Konkperno: Kako pasnBojutu ciydajeBe? MckycTBeHO ce MOTy
dopMynHcaTH METOIOJIOIKH NPUHIUIH 32 [lodaHTOBe jeAHaYNHE ca JIBE U BUIIIE
POMEHJbHUBHX.
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CymtrHa oBor MeToja, kox JnodanToBux jeqHaYMHA ca IBE IIPOMEHIBUBE,
je 1a ce TUPEKTHO WM MOTOJHOM TpaHC(OPMAIIHjOM, MPETIIOCTABU PEICHHE jeAHE
MpPOMEHJBMBE Koje je Moryhe, ma ce OH;a wu3padyyHaBa BPEIHOCT JIpyre
IIPOMEHJbUBE.

VYV cayuajy ma ce pagu o J[modaHTOBMM jemHauyWHaMa ca BUILE OJ JIBE
IIPOMEHJbUBE Pa3JiBajame CIy4ajeBa ce BPIIU IO jeJHOj IPOMEHJbUBO], KOja je 3a TO
HAJIIOJICCHU]a, @ OHJIa C€ y OKBUPY CBAKOT CiIydyaja pa3Marpajy HOBH CIIy4ajeBU, U
OHJIa C€ Y OKBHUPY CBAaKoOT cilly4aja pa3Marpajy HOBHU CIy4ajeBH, U CBE TAaKO JIOK ce
JuodanToBa jenHauMHA HE CBEIEC HA peIlaBamke HHU3a jEIHAYMHA Ca JeTHOM
HETO3HATOM.

Kon pemraBama JlnodanToBUX jeqHAUMHA METOJIOM Pa3IMKOBamka CllyvajeBa
HajBa)XXHUjE NMHUTAkE je KaKo pa3iBOjUTH ciydajeBe? PemaBame npobGiiema 6uio
KOJOM METOJIOM, 11a M1 METOJIOM pa3/Bajama CIydajeBa, € Mpe CBera, UIaK CTBap
MaTeMaTHYKe MHTYHIIMje, UCKYCTBa, Japa, TajleHTa u ocehama 3a mpobiem. 360r
TOTa MHTEJUTCHIIN]a, TAJICHAT W pajl MpeCTaB/bajy TpU paBHOMpaBHa (akTopa 0e3
KOjHX je BpXYHCKH pe3yaTaT y MaTeMaTUIl HeMoryh.

Kpo3 cnenehe mpumepe pemeHnx 3agaTtaka, hy MokymaTé Ja IPe3eHTYjeM
Hajuenrhe MeTo/e pa3IMKOBamka CIyyajeBa.

IMpumep 1.  Odpeoumu cee ypehene napose (x,y) npupoonux bpojeéa x
u 'y maxo oa éaxcu_jeonaxocm xy* + 4 = 2000 y2.

Pememe. Paznukyjemo nBa ciydaja:
1) Axojey = 0, Tanaje 4 =0, nay = 0 HHje pelIene AaTe JeHAUNHE;
2) Ako je y # 0, moromHoMm TpaHchopMalrjom, 1001jamMmo % = 2000 — x.

Kako je 2000 — x npupogan 6poj, To je u % npupojan 0poj. 3akjbydyjeMo na y

Mopa OuTH aenmiiai 6poja 4 u 3aTo cy Moryhu cirydajeBu:
a) Axoje y = 1, onma je x = 1996.
0) Axo je y = 2, ona je x = 1999.

Konayno, monasumo 10 3akJpydka Ja je CKYIl peliema Jare jeAHauyuHe:
(x,) € {(1996,1), (1999,2)}.

Ipumep 2.  Odpedumu cee npupooue bpojese x u cee npocme opojese p
maxo oa je x!+ 2 = pZ.

Pemense. Paznukyjemo crnenehe ciydajese:
Hx=1,

2)x =2,
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x> 2.
V npBOM cllyuajy Hema pelema jep je p2 = 3, a To He MokKe OMTH HU 3a jeJJHO P.

VY npyrom ciy4ajy je p = 2.

VY tpehem ciyuajy je 6poj x! yBek mapaH, na je u 6poj x! + 2 takohe nmapan. Kako
je 3a p > 2, cBakM HpocT Opoj HemapaH W p? je HemapaH Opoj, Na jeIHAKOCT
OYMIJIEAHO HE IMOCTOjU. 3aKJbyuyjeMo Ja je jenuno perremse (x,p) = (2,2).

Ipumep 3.  V cxyny yerux 6pojesa pewsumu jeonauuny x! + 2y = 5555.
Pememe. Axo je x = 1, onnaje x! = 1, maje 2y = 5554, 1j. y = 2777.

Axo je x > 2, tana je x! mapan Opoj, na je x! + 2y takohe mapan Opoj, mTO HE
MOke OUTH. 3HAYM MMOJIa3HA jeTHAYNHA UMa CaMO JEHO PEIICHE

(x,y) = (1,2777).

3.3 MeToa npounssoaa

OBaj MeTOJ| ce YecTo KOPUCTHU NP pellaBamy HelnHeapHux JnodaHToBHX
jennaunHa. Cactoju ce U3 Hu3a TpaHchopmarnmja U Qaxkropuzauuja Juodantose
jeAHaYMHE y TPOM3BOJ JBa WJIM BUIIE uuMHUIana. HajmoBosbHMja cuTyanuja je
YKOJIMKO C€ Ha jeAHO] CTpaHHW jeJHAKOCTH H3pa3 KOJU CaApPXKH TMPOMECHIbUBE
¢daxTopHu3yje Ha YMHUOIIE, a Ha APYTrOj CTpaHH (pakTopusyje KoHcTaHTa. HakoH Tora
ce OBaj METOJ CBOJM HAa METOJl pa3iuKoBama ciydajeBa. [Ipumepu, xoju ciene,
HajOoJbe WITYCTPY]y KOopHIIheme MPOU3BOa pajiv JIAKIIET pa3/iBajamba CIydajeBa.

IMpumep 4. V ckyny yenux 6pojesa pewumu jeonauuny xy + 2 x = 7.

Pememe. @axTopuzanujoM mnonasHe jegHaunHe modujamo x(y +2) = 7.
Kako je mecHa crpana jeaHaumHe 11e0 Opoj, TO Mopa OWTH W JieBa CTpaHa
jennauynne. Caa pa3nuKyjeMo YETHPH clydaja:
DEx=1Ay+2=7)= (xy € {15}

Dx=—1Ay+2==-7)=(xy) €{(-1,-9)};
Nx=7ANy+2=1)=(x,y) €{(7,-1)};
Hx==-TANy+2=-1)= (x,y) € {(-7,-3)}.

Jlata jerHauMHA UMa YETUPHU pelIeHha

(x,y) €{(1,5),(-1,-9),(7,-1),(-7,-3)}.
Ipumep 5.  Oodpeoumu cee napose (x,y) yenux 6pojesa 3a koje je

2x24+3xy +y2+1=0. (Onwmuncko maxmuuerse-Penyonuxa Cpncka 2001.
200uHe)
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Pememe. Tpanchopmarnujom n1o6mjamo
2x(x+y) +y(x+y) =-1,
OJTHOCHO
x+y)2x+y) =-1.

OmaBne je (x+y=1u2x+y=—-1um(x+y=—-1u2x+y=1). Ilpsu
ciny4aj maje pemewe (x = —2,y = 3), a apyru (y = —3,x = 2).

Mpumep 6. Halu céa pewera jeonauune y* — x? = 4x + 11 y cxyny
yenux opojesa.( Dedeparno maxmuuerve-buX, 2002. cooune)

Pemense. Tpanchopmarujom nodujamo
yi—x*—4x—-4=7,
OJTHOCHO
y2—(x+2)*=7.
Cana je
y—x-2)y+x+2)=7.
Oga jegnakoct je Moryha y ckymy neiaux 6pojeBa axo je:

y—x—-2=1Ly+x+2=7)

WM
y—x—-2=-1y+x+2=-7)
WM
y—x—-2=7y+x+2=1)
WM

(y—x—-2=-7,y+x+2=-1).

Opnasne nmamo uetupu pemiema (x,y) € {(1,4)(—=5,4)(1,—4)(-5,—4)}.

3.4 MeToa KONMUYHUKA

OBaj meron ce KOpUCTH Kajna je gara JlmodaHToBa jeqHayMHA KoOja Ce,
IOTOTHOM TpaHC(HOPMALIUjOM, MOXE NPWIATOAUTH TaKO Ja M3 HE MOXKEMO
U3pa3UTH 3aBUCHOCT jeJHE NMPOMEHJbHBE y 3aBUCHOCTH O]l JIPyre NMPOMEHJHUBE.
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Uneja je na ce jenHaumHa oOnmka A = B, HU30M TpaHcopmaiuja, mpeseae y
obmuk M = N + g. Ako cy M u N uenu 6pojeBu, oHJla TO Mopa OUTH U OpOj g. To
3Hauu Ja ce 6poj Q mopa caapkatu y Opojy P.

Ipumep 7.  V ckyny yenux opojesa pewiumu jeonauuny xy + 7x — 3y =
23.

Pememe. Tpanchopmanmjom mnonasHe jeHaYMHE 100U]a ce
x(y+7)=3y+23,
OJTHOCHO

_ 3y+23 _ 3y+21+2 _ 3 (y+7)+2 _3 +L'
y+7 y+7 y+7 y+7
Cana pa3nukyjemo JiBa ciydaja:
1) Ako je y =—7, nara jegHayMHa HeEMa peIICHa, jep HMEHMJIAI
pa3iomMKa HecMe OUTH jeTHaK HYIH;

2) Ako je y#—7, onga je x =3 +ﬁ. [lo ycnoBy 3anmaTka, neBa

CTpaHa 3aJ(i¢ jeTHaYnHe MOpa OUTH 110 Opoj, a OHJIa MOpa OWTH M JeCHA CTpaHa.
Ha ocHoBy Tora moryhu ciy4ajeBu cy:

a) y+7=—-1=>y=-8=x=1;

0) y+7=1=2y=—-6 =2x=05;

B) y+7=-2=>y=-9 =5x=2;

my+7=2=>y=-5=x=4.

Konauso, moryha peliewmha 10JIa3HE JjeaHaYnHe cy:
(x, 3’) € {(11 _8)r (51 _6)1 (2r _9)1 (41 _5)}‘

Ilpumep 8.  Odpeoumu cee yene 6pojese Koju ce moey npuxazamu y
as+2
a—1

00IUKY , 20e je a yeo opoj paziuuum 00 1.

Pememe. 113 ycnoBa 3a1aTka MOKEMO ITUCATH

a®-1+3 3
x=——Hm=—=a+ta+1l+—.

a-1

Kako je a # 1, To he x Ourtu 1ieo 6poj camo ako ce a — 1 cagpxku y 3, OTHOCHO
(a—1) € {1,-1,3,—3}. Onasue a € {2,0,4, —2}. Konauno x € {10,—2,22,2}.

Ipumep 9.  Odpedumu yene bpojese x u y maxo oa je x* — xy + 2x —
3y =6.

Pememe. Pa3aBajajyhu npoMensbrBe 1001jaMo

x2+2x—6=xy+3y=y(x+3).

Kako 3a x = —3 3aama jeqHauMHA HEMa pelieka, TO Mopa OUTH
_ x%+2x-6 _ x%+3x—x—3-3 _ X 3
T x+3 x+3 - x+3°
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3a (x +3) € {1,—1,3,—3}, omnocuo x € {—2,—4,0,—6} nobujamo oarosapajyhe
BpenHOCTH 32 Y € {—6,—2, —2, —6}, 1a je CKyIl pelema

(x’ Y) € {(_21 _6)1 (_4r _2)1 (01 —2), (_61 _6)}

3.5 MeToga 36upa

Nneja oBe MmeTone je ma ce jeaqHaunHa TpaHCHOPMHUIIE Y CyMY oJipeheHor
Opoja cabupaka, a 3aTUM C€ CBOAM Ha METOJ| pa3IMKOBama CilydajeBa. JemaH of
HAJIIOTOTHAJUX O00JIMKA je 30Mp KBajpaTa, WM jOII OIIITHje, 30Mp HEHETaTUBHHX
cabupaka.

Ipumep 10. YV cxyny yeaux 6pojesa pewwmu jeonauumny: 4 x* + y? =
12x + 4y — 12.

Pememe. TpanchopmMHUIIIMO jeAHaUMHY Y 30Up KBajapara
2x—-3)2+(@y—-2)?=1.
Capa, 300r MOYETHOT YCIIOBa, PA3JIMKYjeMO JIBa Cllydaja:
1) 2x-3=1ANy—-2=0;
2)2x—3=-1Ay—-2=0.

Cana cy pemema aate jennaunne (x,y) € {(1,2),(2,2)}.

Hpumep 11. YV cxyny yemux 6pojeéa pewwmu jeonauuny x*+ 5y% +
5z —4xz — 2y —4yz+ 1 = 0. (Pecuonamno maxmuuere-Penyonuxa Cpncka
2001. 200une)

Pememwe. Tpancopmummmo jenHaunHy Ha cineachu Haunn

(x%2 —4xz+4z°) + (22 —4yz+ 4y*>) + (y> =2y + 1) = 0.

Onasne je
(x—22)2+ (z—-2y)?+ (y—1)? =0.
OpnaBne cnenu aa je:
x—2z2=0,z—2y=0uy—-1=0,
na je
y=1z=2y=2u x=2z=4.

Ipumep 12.  Ilocmoje nu yeau 6pojesu x u y maxsu oa je x* + y* =
2x — 1?7

Pememe. Kako je x2 —2x + 1 + y* = 0, o je (x — 1)? + y* = 0. Onasze
jex—1=0uy = 0, naje jemuno perrene (x,y) = (1,0).
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Ipumep 13. Konuxo pewerva y cxkyny yeiux Opojesa uma jeoHauuHa
x*+yt+2y =12

Pememse. [1o ciimuHOj aHATIOTHjU UMaMO Ja je
v+ 12 +x*=2.

Opnasne cy moryhu cnenehu ciydajeBu: mnu oba cabupka mo 1, wim jeman 0 a
npyru 2. OuurienHo apyra MOryhHOCT oTmajaa, jep He IMOCTOju 1eo Opoj 4Hju je
KBajpaT jeaHak 2, ma je jeamna moryhmocr x* =1 m (y + 1)? =1, omnocHo
(x=1wmx=-1) wm (y=0umany = —2). Caga Ccy KOHaYHa pelIcHa
(x,y) € {(1,0),(1,-2),(—1,0), (—1,—2)}, 1 ©Ma UX YETUPH.

3.6 MeToAa HejepHAKOCTHU

OBaj Meron ce KOpHUCTH Ja OM ce cMmamuia o007JacT BpeIHOCTH
NPOMCHJBUBHX, & 3aTHM CE€ KOPHUCTH HEKH OJ TPETXOIHUX METona. Y CTBapH,
HEJeTHAKOCT Cc€ KOPUCTH Ja ce M3 00JIacTH JePUHUCAHOCTH jeJHAUYMHE H3/IBOjE
CKYIIOBM y KOjUMa jeqHaynMHa Hema pemema. [loTom ce jeHaunHa pemraBa y
peocTaoj oomacTu AePUHUCAHOCTH.

Ipumep 14. Axo cy Xx,y,Z paziuyumu npupoOHu 0pojesu, pewiumu
. 1,1, 1
jeonauuny —+—-+-= 1.
x y z

Pememe. O63upoMm 112 je jeqHauynHa CUMETpUYHA (PYHKIMja IPOMEHIJbUBUX,
HE yMamYyjyhul onImTocT, MOXKeMO MPEANOCTaBUTH e je X >y > z. Tana je

1 1 1
X y z
U Tajna je
i<l+l+l:1<_
x X y z z
Cana je
3 3
-<1A=->1,
X z
ITO Jaje
x>3 Nz<3.

Kaxo cy x,y, z paznuautu o] 1 1 Kako je z < 3, TO je jJeIuHo Z = 2.
101 1 . .
Cana je o + 5 =3 [To ucroj moruuu umMamo 1a je

2 1,1 _1 _2 1 2
- <-t-=-<-=2-<-=y<4
x x y 2y 2 y

Kako je y > z = y = 3, ogHocHo x = 6. Kako je jemHauynHa CHUMETpUIHA

(GyHKIIMja MPOMEHIJPUBUX, KOHAYHA PElIeHa Cy:

(x,y,z) €{(6,3,2),(6,2,3),(2,3,6),(2,6,3),(3,2,6),(3,6,2)}.
1 1
>+ 7z +

a

Ipumep 15. Oodpedumu npupooue bpojese a,b,c,d mako oa je
1,1
) + ; =1.

c
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Pememe. OunrienHo je n1a HAjenan o1 OpojeBa HUje 1, jep Tama jemHauynHa
HEeMa pellemha y CKyIy NpupoaHux 0pojesa. Kako je

a>1,b>1,c>1,d>1,
MPETIOCTaBUMa J1a j€
a=b=c=d=2.
To je ounrieIHO jeTHO PEIICHE MOTa3He JeTHAKOCTH.
[IpernocraBumo cana na je

a=>2, b>=22 c¢c=2 d>2.

Tana je
a’? > 4,b* > 4,c*> > 4,d* > 4.
Cana je
1 11 11 11 1
- ——<——S——<—
a2~ 4’b%2 " 4°c2T 4°d2 4
na je

1 1 1 1 1.1 1 1
—F+—=F+=-+=<-4+-4+-4+-=1
a2 b2 ¢z dz2 4 4 4 4 7
HITO 3HA4YU Ja jez[Hatha HeMa peliewma. Kako 300r CUMETPUYHOCTU TO BAXH U 3a

JIpyTe MPOMEHJBUBE, TO j€ JeIMHO peliewhe a = b =c =d = 2.

Ipumep 16. V cxyny yenux 6pojesa pewumu jeonaqury x*t+x3 +x%+
x = y% + y.(Casesno maxmuueme, Jyzocrasuja 1988. 200une)

Pememe. MHoxehu nouerny jennakoct ca 4 u gonajyhu Ha o6e crpane 1,
nooujamo

Ax* +4x3 +4x? +4x+1 =4y +4y+ 1= 2y + 1)2
Cana je
Cy+1)2=4ax*+4x3 +4x?+4x+1=2x> +x)? + Bx + D (x + 1),
OJIaKJIe 3aKJby4dyjeMo JIa je
2y + 1)? > (2x? + x)?,
YKOJIMKO j€

Bx+1D(x+1) >0,
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atoje3ax > 0unux < —1. C gpyre crpane

Qy+1D)2=4x*"+4x3 +4x? +x? +4x+1+2x —2x —x? = (2x%> + x +
1)% — (x? = 2x),

na je
QCy+1)2<(2x?+x+1)2
yKOIHKo je x2 — 2x > 0,aToje3ax < 0 mmm x > 2.
3akspydyjemo naje3a x < —1 uam x > 2,
Cx2+x)P<y+1)? < (2x*+x+1)%

Kako cy 2x? + x u 2x% + x + 1 y3acTonHu neau O6pojeBu To ce usMely mHX He
Haja3u HUTH jeqaH 1eo 6poj ma 3a x < 0 wim x > 2 jeqHadynHa HeMa IeI00pOjHIX
pemema. Tako cMo obnact Moryhux pemiema cMamuiInd Ha HHTEpBan —1 < x < 2.
3amemyjyhu BpeJHOCTH 10OHjaMO KOHAYHO PeIIeHe

(x'}’) € {(_1;0); (—1,—1), (0,0), (0,—1), (le)' (2,—6)}

Ipumep 17. Odpeoumu npupooue Opojege Xi,Xy, ..., X19g4 MaxKo 0a je
X%+ x5 + -+ x29g, = 2006.

Pememe. Heka je

X1 =Xy ==X, =1H Xpyq = 2,...,X1084 = 2.
Tana je

X2+ x3+ o+ x99, = 2006 = k + x7,, + -+ xZggs = k + (1984 — k)4.
U3 Hejennaunne
2006 = k + 7936 — 4k = 7936 — 3k
nobujamo
3k > 7936 — 2006 = 5930,

onHOCHO k = 1976. [lakie, x; = X, = *** = X197 = 1. OfaBze 3akjbydyjemMo 1a je
30up KBajpara npeoctanux 8§ 6pojena

XT977 + X978 + -+ + Xfogq = 2006 — 1976 = 30.

OuwurnenHo Aa BPEIHOCT OBUX 0caM OpojeBa Mopa OMTH Mama o1 6, 4ak u o1 5, jep
6u Tamga 36up nmpemammuBao 30. Heka mehy ocam OpojeBa a uma BpeaHoct 1, b uma
BpEIHOCT 2, ¢ uMa BpeaHocT 3 u d uma BpeaHocT 4. Tana je
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a+b+c+d=8ua+4b+9c+ 16d = 30,
OJHOCHO
3b + 8c + 15d = 22.

Kako je 3b + 15d = 22 — 8¢, To 22 — 8¢ mMopa 6utH 1esbUBO ca 3, a TO je caMo 3a
c=2. Taga je b=2 u d =0, omHocHo a = 4. Ilopen Beh youenux 1976
jenuHuiia, Mehy ocam mpeocraaux OpojeBa, ©Ma joIIr YeTUPH, 11 je

X1 = Xz = = X1976 = X1977 = X19g0 = 1,
X1981 = X1982 = 2,
X1983 = X1984 = 3.

Jlakie pememe Jgare  jeqHaYMHE je  Ma  KOja  [epMyTangja  CKyIa
{1,11,..,1,1,1,2,2,3,3}.

3.7 MeToA NnapHOCTHU

OBaj merox KopHucTH 0coOuMHY OpojeBa Ja Cy MapHHM, OJHOCHO HEMAapHHU,
IITO JOBOJM J0 €JIMMHHAIM]E BEIMKOT Opoja ciydajeBa M CYyXKema OIcera, Tj.
00J1aCTH BPEIHOCTH NMPOMEHJBUBHX. [I[puMEHOM MeTo/a MapHOCTU Ce eTUMHUHHUIIE
YUTaB jedaH TOJACKYN TOTEHIMjaTHuX pemema. OBaj METoJ peliaBama
JunodanToBux jeaHaunHa Kopuctu ce Beh ox 5. pazpena OcHOBHE IIKOJIE.

Ipumep 18. ITocmoje nmu npupodnu 6pojesu X u'y maxsu da je x* + 4y =
555 ... 555 (0exaonu 3anuc 6poja 555 ... 555 cadpowcu mauno n nemuya)?

Pememe. Paznukyjemo cnenehe ciydajese:
1) Akojen=1,onmajex*+4y=5majex=1Ay=1;
2) Axojen = 2, oHIa X MOKe OMTH MapaH UM HerapaH Opoj:
a) Axo je x = 2k, (k € N), onna je
x*+4y =4k?> +4y =4 (k* + y) = 555...555.
OuurienHo 3a/ka jeTHAKOCT HeMa PelicHha.
0) Axo jex = 2k + 1, (k € N), onna je
x%+ 4y = 4k* + 4k + 1 + 4y = 555...555,
OJTHOCHO
x?+4y=4k*+4k+1+4y =4 (k*+k +y) =555...555
Win
4 (k* + k + y) = 555 ...554, Tj.
2(k*+k+y)=277..7777.
3anma jeqHauMHa HeMa pellietha jep je JieBa CTpaHa jeJHaKOCTH MapaH Opoj a JecHa
HernapaH Opoj, To je Hemoryhe.
Jenuno pemreme je kama jen = 1 u ono je (x,y) € {(1,1)}.
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Ipumep 19. Oodpeoumu cee npocme 6pojese p,q u r makxee da je
2p + 3q + 4r = 2006.( Okpyoarcno maxmuuerse, 5.pazpeo, 2007. 2o0une)

Pememwe. bpojeBu 2p, 41,2006 cy napuwm, na je napad u 6poj 3q. OHna je

U q mapaH 0poj. Jenunu napan npoct 0poj je 2, na je g = 2. Cana je

2p + 4r = 2000,
OJTHOCHO

p + 2r =1000.
Kako cy 2r u 1000 mapuu OpojeBu, TO je M p mapaH Opoj, Tj. p = 2. Cana je
r =499 . Kako je 499 mpoct Opoj, 3aK/bydyjeMO Ja je jeIUHCTBEHO pEIICH-C
3aaTka: p = q = 2 u r = 499.

Mpumep 20. ITocmoje au yeau 6pojesu x u y maxeu oa je x* + 4y =
222237

Pememe. Kaxo je 4y yBek mapan 6poj, a 22223 Henapas 6poj To je x2 mMopa
6utu Hemapas Opoj, a TO 3HA4M 1A je U x HenapaH Opoj. Haka je x = 2k + 1 (k ueo
0poj), Tama je jenHauynHa EKBUBAJICHTHA jeTHAYIMHI

(2k + 1)? + 4y = 22223,
OJHOCHO
4(k? + k + y) = 22222.

Kaxko je nmeBa cTpaHa jelTHaKOCTH JeJbMBa ca 4 a JIeCHAa CTpaHa MpHU JeJbekhy ca 4
Jlaje ocTaTak 2, TO JaTa jeJHAYrHA HEMa pellekha Y CKYIy IeNux OpojeBa.

3.8 MeTo4 Ae/bUBOCTHU

OBa Merolla ce 3acCHHMBA Ha jeJHOCTaBHO] YMIEHUIM 1a ako je A = B,
OHJIa CY W CBOjCTBa mM3pa3a A u B y morieny neJpbUBOCTH HaACHTHYHA. OBaj METON
KOPUCTHMO KaJla je y THUTalky JIeJbemhe 0e3 ocTaTka. YKOIUKO MMaMo JIeJheHmhe ca
OCTaTKOM IIOTOJIHHUj€ j€é KOPUCTUTH METOJ KOHTpyeHIuje (oBae ra Hehy moceOHO
obpahuBatn).

Ipumep 21. Odpeoumu cee osoyuppere npupoone Opojese Koju cy
O0esem nyma eehu 00 30upa ceojux yugpapa.

Pememe. Heka je Tpaxkenu 6poj o6muka ab. Taja je, 10 ycloBy 3a1aTka,
10a+b =9 (a + b).
Kaxko je mecHa crpaHa jeTHaKOCTH JIeJbHBa ca 9, TO je W JieBa CTpaHa jeHAKOCTH
nesbuBa ca 9, a To 3HauW Ja je u 30up umdapa tpaxeHor Opoja gessus ca 9. To
3Ha4M Ja je Tajga a + b jenqnako 9 wnm 18, ognocno 10a + b jennako 9 - 9 = 81
nm 9 - 18 = 162. Kako je 162 tpouudpen 0poj, jeIMHO pelIeHe je
81 =9(8+1),T1j.ab = 81.
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Ipumep 22. Oodpedupmu cee mpoyugpene 6pojese abc Koju cy nem
nyma eehu 00 npoussoda ceojux yugapa.( Penybauuko makmuuerse 7. paspeo —
Penybnuxa Cpncka, 2002. 200une)

Pemense. [Ipema ycnoBy 3anartka je

abc = 100a + 10b + ¢ = 5abc.
Onasne je
¢ = 5(abc — 20a — 2b),

mTO 3HauM Aa je nudpa ¢ nespuBa ca 5. 3a ¢ =0 umamo naje 5-a-b-0 =0, ma
O6poj abc nwmje Tporudppen. Jlakme, c =5, ma je

100a + 10b + 5 = 25ab.
Cana je
2b+ 1 =5a(b—4).

Bpoj 2b + 1 je nemapan, mawu ox 20 u 1eJbUB ca 5, OMHOCHO jeAHaK je 5 wim 15.
[Ipu tomje b —4 > 0. Ako je 2b + 1 = 5, cienu b = 2 < 4, mrto je Hemoryhe. 13
2b+1=15, cnemu b=7>4, a u3 2-7+1=5a(7—4) nobujamo a = 1.
Konauno, tpaxenu 6poj je 175 u jenunu je.

Ipumep 23. 30up yugapa jeonoe uemsopoyuppenoe opoja je 27.
Jloxazamu 0a je 30up moe 6Opoja u Opoja 3anucanoe ucmum yugpama, aiu y
obprymom nopemxy, maxohe demus ca 27. (Penyoiuuko maxmuuerse, 8. paspeo-
Maxeoonuja 2001. 2o0une)

Pememe. Heka je abcd 6poj TakaB na je a +b +c +d = 27. Tpaxenu
30up je

S =abcd +dcha =1001(a+b+c+d)+891(a+d)=110-27 +
27 -33(a+d) =27(110 + 3(a + d)),

IITO OYUTJIETHO MPEACTABIbA BETOBY AEJHUBOCT ca 27.

3.9 MeToa ANCKPUMUHAHTE

MeTon IUCKpUMUHAHTE MpelcTaB/ba MeToi momohy Kojer je moryhe
HEKaJa BeoMa KBaJUTETHO W eyieraHTHO pemmTH unodanToBy jeqHaunHy. OBaj
METOJ Ce KOpPHCTU OHJa Kajga Ou pemaBame [lnodaHTOBE jeHAYMHE HA JIPYTH
Ha4yuH OWI0 HEMOTyhe UK Kpajihe HepalluOHATHO.

Mpumep 24. O0pedumu cée yene 6pojese x u'y maxse oa je 2 x* + 5x +
2 _
y< =19
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Pememwe. JlaTy jenHaunmHy MOKEMO MTOCMATpaTH Kao KBAaJpaTHY jeTHAYUHY
1o X, Tj.
2x%2+5x+ (y2—19) =0.
IbeHna pemewa cy
—5+./25-8 (y2-19)
4
Ouurnenno je ma x Moxke (ayim HE Mopa) OWUTH METOOpOjHO caMoO ako je

JUCKPUMHUHAHTA OBE KBaJpaTHE jeJHaYMHE MOTIYH KBajapar. JIpyruM peunma Mopa
ouru

X122 =

25 -8 (y%2—-19) = d?,
T7I€ je a HeKH 11eo0 Opoj, Koju Takohe Tpeda onpeauth. [lakie,

25 —8y? + 152 = a?,
naje

a’ +8y?=177.

Kako je 8 y? < 177, 10 je y < 4, ma |y| € {0,1,2,3,4}. Bpoj a je ueo 6poj ako je
ly| € {1,4}. Tanma je |a| € {13,7}. Tama ce nako nabujajy cBa periema (Koja
UCITYHaBajy OYEeTHE YCIIOBE J1a Cy IeJ OpojeBH) JaTe jeAHaYHHE:
(x' }’) € {(1;13); (_1;13); (4,7), (_4J7)}

Ipumep 25. Konuxo npupoouux bpojesa n uma ocobuny oa je n* + 3n +
24 nomnyn keadpam mekoe yenoe opoja?( Penybonuuko makmuuere 7. paspeo —
Penyonuxa Cpncka, 2002. 200une)

Pememe. Heka je n? + 3n + 24 = m? .
Tana je
n? +3n+ 24 —m? = 0.
PemaBajyhu nobujeny jeaHaunHy Kao KBaApaTHY jeIHAYUHY O 7 J0OUjaMo J1a je

_ —3+y/9-4(24-m?)
N2 = >

Ja 6u n 6uo 1eo 6poj Mopa U JUCKPUMHUHAHTA OUTH MOTIIYH KBaJpaT, 11a je
9 —96 + 4m? = k?, 1j. 4m? — k? = 87.
Onasne je
4m? —k?=(2m—-k)(2m+ k) = 87.
Capa pa3nukyjemMo cirydajese:

(2m — k) € (1,3,29,87,—1,—3,—29, —87)

(2m+ k) € (87,29,3,1,-87,-29,-3,—-1) .
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Cabupajyhu nobujamo 4m € (88,32,—88,—32) , nma je m € (22,8,—22,—8).
Canajen € (5,—8,20,—23). YcnoBe 3amaTka ucnymanajy camo n € (5,20).

3.10 Metoa Ojnepa

Merox Ojmepa’ ce mpuMerbyje KOJ peliaBama juHeapHe JlHopaHTOBE
jeaHauymHe, Tj. jeqHauyMHEe OoONMKa ax + by = ¢ u mpu Tome cy OpojeBu a u b
y3ajamMmHO mpocTH. OBaj MeTONI HHje YecTo (YHKIMOHAJTAH, jep ce M0 KOHAYHOT
pemiema J0j1a3u MPEKO HEKOJWKO uTepanuja. MehyrtuMm cama MeETOA0J0THja je
NPUIMYHO jacHa M OBaj MeToA ce Hajuemrhe kopuctd y OCHOBHO] IKOIH. MeTox
Ojnepa je Haj60JbE 00jaCHUTH KPO3 IIPUMEPE.

Ipumep 26. Oodpedumu cea pewerva jeonauune 40y — 63 x = 521, ako
cy X u'y yenu opojesu.

Pememe. Kako cy 40 u 63 y3ajamMHO mpocTu OpojeBH jeqHAYMHA WMa
pemema. 13 nare jeqnaumnne je

40y = 63 x + 521,

OJIHOCHO
80x+520+1—17x 17x-1
y=——=2x+13 —
40 40
) ) .. 17x-1
Kaxko je y € Z , To MOopa OuTH JecHA CTpaHa jeTHAKOCTH 11e0 Opoj, Tj. e
rae je m € Z. Cana je
17x — 1 = 40m,
OJIHOCHO
40m+1  34m+6m+1 6m+1
= = =2m+—-.
17 17 17
W3 ycnoBa 3agartka je
em+1
17
OJIHOCHO
e6m+1=17n.
Konauno

3 Ojnep je y 5. meny “Anre6pe” u3 1770. roamHe OmMCao CBOjy METOLY 33 PElIABAIbE
nuHeapHe J{nogdaHnroBe jenHauMHEe

50



17n-1 18n—n+1 n+1
= = = 3n _——.
6 6 6

Kaxko cy m u n uenu 6pojeBu, Mmopa Outu nTﬂ = p Takohe 1eo 6poj. Onane je
n+1=6p,15.n=6p—1.
3ameHoM J1001jaMo:

m=3(6p—1)—p=17p — 3,

x=217p—-3)+6p—1=40p -7

y=2M0p—-7)+13-17p+3 =63p + 2.
Konauno, ominTe penieme mojia3He jeJHaunHe je
x=40p—7uy =63p+ 2, rnep € Z.
Ipumep 27. Pewumu [Juogpanmosy jeonauuny 39x — 22y = 10.

Pemema: Kako cy 39 u 22 y3ajamHo mpoctu OpojeBH jeAHAYMHA UMa
pemema. Tpancopmanujom modujamo

39x—-10 22x+17x—-10 17x-10
= = =x+ =,
22 22 22

17x-10
22

OBo he 6utu 1eo Opoj ako je = z neo 6poj. OmaBae je, moctymajyhu Ha

HUCTHU HAYHUH,

22z+10 5z+10
x = =z+2Z—=

17 17

Z+m.

Crnenehu ucty anajgorujy 1o01jamo

_ 17m-10
T s

=3m-2+2
5
Konauno je m = 5n, rue je n Takohe nieo 6poj. Cana je
z=3m-2+2=15n-2+2n=17n-2,

x=z+m=1n—24+5n=22n—-2

y=x+z=22n-2+17n—-2=39n —4.
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Jlakite, cBa 1eno0pojHa peliemha nare jeanaunte cy (x,y) € (22n — 2,39n — 4),
rze je n 1ueo 0poj.

3.11 MeTtoa AnodaHTa

Y npyroj kmuzu “Aputmeruke”’ JluodaHT naje ommTH MeTon 3a
onpehuBame palMOHAIHUX pellemha alredapcke KBaJpaTHE jeIHAYMHE ca JBE
npomensbuBe. [lnopantoB meron ce cacroju y cienehem. Ilocmarpa ce kBagpaTHa
jennaunna ca ase npomenmmse Ax? + By? + Cxy +Dx + Ey+ F =0, rae cy
A,B,C,D,E,F uenu 6pojesu. [locMatpana jenHaunHa y paBHu xOy TpencTaBiba
HEKY KPUBY Apyror pena (WId jeaHy, OAHOCHO aBe mpase). Ako je (Xg, Vo) jeaHO
1IeJI00POJHO pelIee JaTe jeAHauYnHe, OHAa ce Kpo3 Taudky (Xg,Y,) MMOCTaBJba
npaMeH mpaBux y — Yo = k (x — xy), vae je k pamuonanan Opoj paziauyuuT OX
Hyle. 3a pa3He BpPEJHOCTH IapameTpa k, nobuja ce OECKOHAYHO MHOTO Tadaka
npeceKa nmpaBux U kpuse. Te Tauke Cy palmoHaIHe.

Hpumep 28. Pewwmu jeonauuny x> —2y*> +3xy —4x —5y+3=0 y
cKyny payuonannux 6pojeea.

Pememe. JeaHo pemiewe aate jennaunne je (xy, ¥o) = (1,0). Cama
x=1+tuy—-0=k[(1+¢t)—1],1.y = kt.
3aMeHOM, Y OYETHY jeJHAYMHY, T0OHjaMO HOBY jeTHAUUHY
1+)2=-2kt)?+3A+t)kt—4(1+t)+5kt+3=0.
[Tocne Tpanchopmalmje mocienmbe jerHavynHe 1001ja ce
t[t(1—2k?+3k)+8k—2]=0.

Opnasne je

8k-2

t=0nmm t=———.
2 k2-3k-1

Axo je t=0, Tama cy pemema jelHAYMHE TIOYETHA peIIeHa
(xO' YO) = (1'0)

VYkomnuko je t = Taja Cy periemha MoYeTHE jeTHaYNHE

2k2-3k-1’

_ 2Kk2?+45k-3 S 8 k2-2k
= 2krsk-1 1Y T Teaker

3a k # 0 goOujamo GECKOHAYHO MHOT'O PAllMOHATHUX pElIeHa.

Mmuoro Bumie, o merony Jnodanra, je 06jarmbeHO Y UCTOPH]CKOM
NeNny paja.
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4. Tunosu AnodaHTOBUX jeaHAUYUHA

4.1 Ysop

Obpahene merozne y NMPETXOAHOM IOIJIABJBY CYy MPEAYCIOB 3a YCHEIIHY
obpany tumoBa JlmodaHTOBHX jemHaumHa. Y OBOM TOrJaB/by hy o0pamutu
Hajuemthe kopumthene JlmodanToBe jenHaunHe y MOJATHOj U PEIOBHOj HACTaBH
OCHOBHE W cpemme mmKkoie. Caipku MHOIITBO Marepujajia 3a paj ca o0gapeHuM
YUEHHUIIMMa a CHCTEMATCKH j& M3JI0KEHO Kpo3 neduHullrje, TeopeMe, mpumepe u
pelema.

4.2 MarteMaTtuuku pebycu

OBo cy HajjenHoctaBHMje JnodaHTOBe jenHaunHe. Matemartuuke pedyce
cpehemo Beh y werBpToM paspeny OcHoBHe mkosie. HapaBHo, Tag 1 He3HAMO 12 ce
panu o JlnopaHTOBUM jeHAYMHAMA.

OCHOBHM TIpUHITMIT Ha KOME TMOYWBAJy MHOTE HJIEje U METOJE Koje ce
KOpUCTE MpH pemaBamy JMopaHTOBUX jeAHAYMHA je CajgpXKaH Y jeIHOCTaBHO]
YUCHUIIM J1a CBE INTO BaXH 3a jeAHY CTpaHy JEIHAKOCTH, 300T ocoOWHE
pedaekcuBHOCTH jemHakocTH (@ = @), BaXH y HMIEHTHYKO] (hOPMH M 3a IPYTy
CTpaHy jJeIHAaKOCTH. AKO je JieBa CTpaHa JeHAKOCTH YBEK mapaH Opoj, oHAa TO
Mopa OUTH U JIeCHa; aKo je JieBa CTpaHa IMOTIYH KBaJpar, OHJa je TO U JIECHA; aKo je
JieBa CTpaHa Mama O] HeKe BPETHCOTH, OHJIA je TO U JIeCHA...

Metoxa pasnuKoBama CilydajeBa, KOJ MaTeMaTHYKuX pedyca, ce IOoKazao
BeOMa IUIOIOHOCHUM, TIOIITO Cy mudpe exementu ckyma x € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
VY HajropeM ciydajy MOXeEMO HOocMaTpaTH MpoOJeM Kpo3 pPa3IMKOBAHmE JIECET
cinydajeBa. OOMYHO MMaMO jOIII HEKa OrpaHHYCHA, Tla Ce MPOOJIEM CBElle Ha Mambe
moryhaoctu. Ilpu pemamy pedyca ce MOpa BOAUTH padrHa O TOMe Aa OpojeBU He
Mory nounmaty nudpom 0.

Ipumep 29. Jla 1u pebyc *x* + x*xx=%*xx uma peuierba, ako ce c8axa 00
yughapa 1,2,3,4,5,6,7,8,9 mooce ynompebumu camo jeonamom?
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Pememe. OBaj peOyc MOTy pemraBaTd YYCHHIIM KOJH Cy CaBiIagaid
cabupame 10 Xubady. ¥ TOM y3pacTy He MOCTOjU MPEHU3aH METOJ 3a pellaBame
pelyca, anu ce Tax TeK NOYHIbE ca CTUIAhEM HaBHKA Ja HEKH 3a7aTak HeMa caMo
JEeIHO pelIelke U Ja ce MOXE PEeIIUTH Ha caMo jemaH HauuH. [IpBo mro Tpeda
BHJICTH Y OBOM 3aJ1aTKy je Aa 30up nBa TpormppeHa 6poja takohe TporudpeH 6poj.
Jloruka Hanake Ja MpBU cabupak Tpeda 1a je mTo Mamu O0poj. AKO OYHEMO ca
123, Bunehemo na ce Heka mudpa mopa nmoHoBuTH. [lokymajmo ca 124. Cana
mudpa jeauHuna y napyrom cabupky moxe Outa 3,5,9. Ako mokymamo ca
nudpama 3,5 Buaumo aa ce nudpe moHaBbajy. AKo craBumMo nudpy 9 taga umao
124 4+*x 9 =** 3. OgaBje HUje TEIIKO 3aKJbyuuTH 11a je 124 + 549 = 673. A

A-R-H-I-M-E-D

E-UK-L'I'D *
PA3I0MAKa aKko jeOHAKuM CILOBUMA 00208apajy jeoHake yugpe, a paziuyumum
cnosuma paznuuume yugpe.( Cpouja, 1990. cooune)

Hpumep 30. Jam je pasznomax Hspauynamu epednocm

Pememe. OBO je 3amaTak KOju MOTY pelllaBaTH YYEHHIIM IETOr pa3pena.
[TpuMeTHMO 1a ©UMaMo JIeCeT Pa3IMYUTHX CIIOBA, IITO 3aHYM J1a MOPAMO MMAaTH H
necet mudapa. Kako mudpa 0 He cme OuTH y MMEHHONy (Taza HE TOCTOJH
pasnomMak), oHa je oHa y Opojuolry. 3Hauu BpeIHOCT pa3ioMka je 0. A

3*5% 47 *

u
36 45

no eenuyunu. (Cpouja, 1995. 2ooune)

Hpumep 31. Pazromyu ¢y npupooHu dpojesu. Ynopeoumu ux

Pememe. Kako je 6poj 3 *5 * je nespuB ca 4 m 9 To My je aBoruppeHu
3aBpIIeTaK JejbuB ca 4 u 30up uudapa My je aesbuB ca 9. 3agma nudppa Moxe
Oounu 2 nim 6. Ako My je 3anma mudpa 2, nobuje ce 6poj 3852. Ako my je 3anma
nudpa 6, noduje ce 6poj 3456. Kako je 6poj 4 * 7 * nespuB ca 5 u 9, TO My jenma
mudpa 0 unu 5. Ako my je 3aama mudpa 0, robuja ce 6poj 4770. Ako je 3anma
nudpa 5, nodbuja ce 6poj 4275. [Ipema Tome cienu aa je

P78 =95 < 2% =96 < 0 = 106 < 2 = 107. A

45 36 45 36

Mpumep 32. [Jewugposamu  mmoxcemwe * 2 *-45 = (xx)2. (Cpéuja,

1998. 2o0une)

Pememe. JleBa cTpaHa jemHakocTH je nejbuBa ca 5 m 9, ma Mopa OuTH U
necHa. Kako je mecHa ctpaHa M mOTHyH KBajpaT Mopa OUTH JesbHB U ca 25. 360r
Tora je Opoj * 2 * 1espbuB ca 5, ma je oonuka * 20 wmm * 25. Kako je * 2 * mame o1
10000: 45, nmakne om 222, *2x* wMoxe outu 120,125 u 220. IIpoBepom

yTBphyjeMo z1a je jeauno pememe 125 - 45 = 75% A

Mpumep 33. Jewugposamu  cabupawe A+ AB + ABC + ABCD =
2002. (Cpbuja, 2002. 200une)

Pememe. JacHo je na je mudpa A = 1. 3naun

1+ 1B + 1BC + 1BCD = 2002.
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Hudppa B mopa 6utn B =8, nma ce nobuja xonauno 1+ 18 + 180 + 1803 =
2002. A

4.3 MarudHe durype

WnTepecanran cnoj ¢urypa u OpojeBa KOjU NpHIaga 3aHUMJbUBOM JIEITY
MaTeMaTHKe (MaTeMaTHYKUM UTpaMa) jecy Marudaae gurype.

On marumuHux Qurypa, mpBO ce Yy HacTaBu cpehemMo ca MarmuyHuM
KBaJpaTuMa. Maruyam KBaApaTh ce, Hajuemihe, peliaBajy Ha OCHOBY
MAaIlITOBUTOCTH y4yeHHKa. [loTpeGHO je ypaauTH IITO BUIIE MPUMEpa U IUTO BUIIE
pa3IMuUTUX TUIIOBA. Y OBOM pany hy HaBecTH camo Heke mpumepe u aahy jeaHy
METOJIOJIOTH]Y 3a PelIaBarkbEe JEAHOT TUIIA MATHYHHUX KBaJIpaTa.

Kana je motpebno mudpe 1,2,3,4,5,6,7,8,9 pacnopeautu y Tabnuiy 3 X 3
TAaKO Ja y CBaKkoj] BPCTH, KOJIOHM WJIM JWjaroHamu Oyzae HUCTH 30Hp, OHJa ce
noctojeha Ttabnuia mpomupyje 3a dYeTupu nosba. [lo nujaroHann HamUIIEMO Y
nopetky nare uudpe. Ludpe y mospa monmcana ca jgeBe M JECHE CTpaHE 3aMEHE
MECTa, a TO UCTO ypajie TOpme U Aome nudpe. Jodbunu cMo jenan nopeaak nudapa.
TakBux MOryhHOCTH UMamMoO YETHUPH.

1 1
2 4 21914 2191415
3 5 713715137 715|315
6 8 6 |18 6 | 1|8 |15
9 9 15 15 15 15 15
3 3
2 6 21716 2171615
1 5 91119519 915|115
4 8 41318 413|815
7 7 15 15 15 15 15
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9 9
8 6 81116 8111|615
7 5 3171315173 315|715
4 2 4192 419|215
1 1 15 15 15 15 15
7 7
8 4 8|3 1]4 8 |3 14|15
9 5 11911 ]5]9]|1 1151915
6 2 6 |72 6 |72 |15
3 3 15 15 15 15 15

VYxymnan 36up mudapa je 45, a kKako IMaMo TpH 30upa, To je TpaxkeHu 30up 15. A

Ipumep 34. ugpe 1,2,3,4,5,6,7,8,9 pacnopeoumu y mabauyy 3 X 3
Mako 0a y c8aKoj 6pcmu, KOJIOHU UU OUja2OHAU OyOe ucmu 30up.

Pememse. I[Ipommpumo tabuuiry.

9 9
6 8 6 81116
3 7 5 3171315713
4 2 419 |2
1 1
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44 [OnodaHTOBE jeaHAYUHE jefHE MPOMeH/bMBE

Hepununuja 1. Jeonauuna koja caopoicu jeOHy npomeHsuU8y u Koja uma 3a
ycioe o0a je ona yenobopojua, npedcmaema Juoganmosy jeonauuny jeoHe
npoMeH/bUGe.

[TIpobnem [lnodaHTOBUX jeqHAuMHA jeHE IPOMEHJBUBE MOXKE Ce
YONMIITUTH Ha mpobOsieme mosmHOoMa. Crnenehe aBe teopeme cy Beoma OWUTHE 3a
TaKBO pa3MaTpame.

Teopema 1. Axo je g (p u q cy y3ajamno npocmu yenu opojesu u q + 0)

payuonarna myia nomunoma P(x) = apx"™+ ap_1x" '+ --+a;x+a, ca
yenoopojuum roegpuyujenmuma (a,, # 0), onda je p Odemwray oOpoja ay a q
denunay opoja a,.

.. D
loka3: Axo je — palumoHaliHa HyJa MOJIMHOMA
q

P(x) = ax™ + an_lx"‘l + -+ a;x + ay, oHOa je
p\" p\" ! p
an (E) + Ap_1 (E) + -+ aq (E) + ag = 0.

Kaxko je q # 0, nmocie MHOKema ca q"~ 1 1o0uja ce jerHakocT
n

an% +anp" T+ o+ apq" +agq™ = 0.
[TomrTo je mecHa cTpaHa jeAHAKOCTH jeJJHaKa HyJH, TO Mopa OUTH U JeBa CTpaHa,
OJIHOCHO Ca0upIM Ha JIEBO] CTpaHU Mopajy OuTH 1enu OpojeBu. Ha ocHOBY Tora u

n
cabupak a, % Mopa 6utu 1eo 6poj. To 3Haum na Mmopa OUTH A, JEJBUBO ca LEIUM
Opojem (jep cy p M q Ccy y3ajaMHO IpocTH 1iesu 6pojeBu u q + 0).
AKO cajia Mo4eTHY jeTHAKOCT TOMHOXKHMO Ca 2 n001jaMOo HOBY j€THAKOCT
P -

ap™ t + an 1 p" %+t a gt + aO? = 0.
OnaBne ce 1oOuja, HA OCHOBY HCTE aHAJIOTH]E, Ja j€ p 1eI0o0pojHu aenunarn 6poja
ay.m

Teopema 2. Axo x, npedcmasma yenobpojry Hymy ciedehez noaunoma
P(x) =apux"+ ap_1x" 1+ +a;x+ay, ca yerobpojuum roeguyujenmuma
(a, # 0), onoa je xy jedan 00 yenobpojuux oenunaya bpoja ay.

/loka3: Kako je x, 1eo 0poj, To je oHAa ¢ = 1, 1a je X, = p W Ha OCHOBY
teopeme T1. cienu na je xo 1en00pojHA aenwiana Opoja ag.m

Ipumep 35. Odpedumu uemupu y3acmonua yena opoja maxo oa je 30up
Ky008a npea mpu bpoja jeonak Kyoy uemepmoe opoja.

Pememe. Heka je nmpBu Tpaxkenu 0poj k. Tana je, mo ycioBy 3aanarka,
K3+ (k—1)3+ (k+2)% = (k+3)3.
CpehuBameM 0Be jeTHaKOCTH T0OH]jaMO
k3 -6k —9 =0.
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Moryhe nenobpojHe HyJjie TOJIMHOMA Cy M3 CKyIa OpojeBa KOju Cy AeIHoIu Opoja
-9, 1j. k € {1,—1,3,—1,9, —9}. IIposepom ce no6uja aa je k = 3, ma cy TpakeHu
opojeBu 3, 4, 5, 6. A

Ipumep 36. Ilocmoju u nem yzacmonuux yeiux opojeea maxeux oa je
30up Kybo6a npsa uemupu opoja jeonax Kyoy nemoe opoja?

Pememe. Heka je npBu Tpaxkenu Opoj k. Taza je, mo ycioBy 3aanartka,
B3+ (k—1)3+ (k+ 22+ (k+3)% = (k+4)3.
CpehuBameM oBe jeTHAKOCTH JOOHjaMO
3k3 + 6k? — 6k — 28 = 0.
OpnaBpe cy MoTeHIMjallHa pelieka U3 cieneher ckymna
ke{l,-1,2,-24,-4,7,—-7,14,—14,28,—28}.
[IpoBepoM ce yrtBphyje ma HHjenHo k HuUje peliewme. 3HA4YM, HETMOCTOje TaKBU
OpojeBH.

OBo je Te)Xu HA4YMH 3a pellaBambe OBOT 3a/1aTKa, jep je TeIllKa MpoBepa 3a
nate OpojeBe (MMa TIyHO padyHama). JeTHOCTaBHH]E j€ 3aamby JEIHAKOCT
tpancdopmucaru Ha cienehu naumn 3k3 + 6k? — 6k = 28. Cazma Bumumo 1a je
JieBa CTpaHa jeIHAKOCTH JieJbUBa ca 3 a JieCHA HHje JeJbMBa UCTUM TUM OpojeM, Ima
3aKJbY4Yj€MO J1a JaTa JeTHaKOCT He MOXe OWTH MCIyHhEeHa HU 3a jeHO Kk, Tj. HeMa
periema. A

4.5 JluHeapHe AunocaHToBe jegHaunHe obnuka ax + by = ¢

HMedpunuuuja 2. Axo cy a, b, ¢ yew 6pojesu u ab #0 uneapua
Jjeonauuna obauxa ax + by = c, npu uemy cy epeonocmu X u 'y u3 CKyna yeaux
bpojesa, Hazusa ce runeapra /luoghanmosa jeonavuna.

Axko je ¢=0, 1. ax+by =0, oHma je TO XOMOreHa JIMHEapHa
JuodanToBa jeqHaunHa.

HMedpunuuuja 3. [lonunomua jeOHauuna no npomeHbu8uUM X, y, Z, ..., cd
yenobpojuum  Koegpuyujenmuma, Hazuea ce Jluogpanmoea jeonauuna axo
npoMeHbUBe Y3UMA]Yy 8DeOHOCH U3 CKYna yeaux bpojesa.

CBaka nMHeapHa jeIHAauWHA ca JBE IPOMEHJbMBE U IEJI00POJHUM
Koe(HIIMjeHTHMa MOXe C€ CBECTH Ha jeJHaYMHY 00JuKa ax + by = c.

[Ipu pemaBamy JlnodaHTOBMX jemHaymMHA, YBEK TpeOa OJIrOBOPUTH Ha
OCHOBHA ITUTamka Be3aHa 3a cBaky /[nodaHToBy jenHadnHY:

a) Jlokazaru (HE)OCTOjamkhe Er3UCTEHIIN]E PeIIeha,

6) IIpebpojaTu KOJIMKO YKYIHO pelIerka MMa Jara jeAHaynHa (KOHaYHO
WM 6ECKOHAYHO MHOTO),

B) AKO jeJHaYMHAa MMa KOHAYHO MHOTO pEIICHa, OJPEIUTH CBa HEHa
pelema,

r) AKO jeqHauyMHa MMa OECKOHAYHO MHOTO pellera OJIPEIUTH OIIITY
dbopmyiy Koja J1aje cBa periema,

n) On cBux Moryhux pemiema H3IBOJUTH OHa KOja 3al0BOJbABAjJY
moceOHE YCIIOBE (aKO CE TO TPAKH).
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Kama je peu o nuneapuum JlmodaHTOBMM jeaHaunHama ca JIBE
NpOMEHJbMBE, OATOBOP HA TPeTXOoJHA MHTama, nahe crnenehe Tteopeme u
oarosapajyhu nmpumepu.

Teopema 3. Jluneapna J[uogpanmosa jeonauuna odauka ax + by =c
(a, b, cyenu 6pojesu) uma pewersa axo u camo axo je d|c, 20e jed = NZD(a, b).
Mlokaz: Heka je d = NZD(a,b). IpernocraBumo na je (xq,V,) pelickhe
jennauune. Tana je axy + by, = c¢. Kako je d|la u d|b, onna u d|c.
[IpernocraBumo ob6pHyTO, d|c. Tama mocroju meo Opoj k TakaB na je
¢ = kd. Ca apyre ctpane d ce MOXe MPEACTaBUTH Kao JMHEapHa (QyHKIMja OO a U
b, 1j. mocToje menu 6pojeBu x' u y' TakBH 1a je
ax' + by =d.
Mmuoxehu nocnenmwy jeaHakoct ca k, 1odujamo
akx' + bky' = dk, onqnocuno a(kx") + b(ky") = c.
Hakine nobujamo jemno pemewe (Xo,Vo) = (kx',ky') uodanrose jemHaumHe
ax + by = c. To pememe (xq,V,), TuHEapHe J[ModhaHTOBE jemHAYMHE, 30BEMO
NapTUKYJIAPHO PEIICHE.
Ykonuko je ¢ =0, oHAa KaXeMO J1a Ce paal O XOMOTEHO] JIMHEApHO]
HuodanrtoBoj jennaunnu. Taga je ax + by = 0, oqHOCHO X = — gy. Kakocyxuy
nenu OpojeBu, Tojey = at u x = —bt.m

Teopema 4. Jluneapna [uogpanmosa jeonauuna odauka ax + by =c
(a, b, c yenu bpojesu) uma ysek pewersa axko je 1 = NZD(a,b).

Teopema 5. Axo je d = NZD(a,b), d|lc u (xq,V,) jeono pewerve
Huogpanmose jeonauune ax + by =c, mada cy cea pewera (x,y) Oama

b
dopmynama:x = xy + Stuy=y,— %t .
/loxa3: 3aMeHOM jeTHOT peliekha y MOYETHY jeTHAUYNHY J0OHjaMo

b a
a<x0+at>+b(y0—at)=ax0+by0=c.

Hexka je (x, y) mpou3BoJbHO peniewe jenHaunne ax + by = c. Tama nodbujamo
ax + by = axy + by,
ax —axy = by, — by
a(x —xo) = b(yo —y)
a b
Z0r—x) == (%~ )
Kako je d = NZD(a, b), nobujamo NZD (%,S) = 1. [akue, Z|(x —Xp) U
%|(yO —y) , OJaKIIe je:
X — X :Zt u YO_yzgt,
rze je t neo 6poj. Konauno nodbujamo na je omiure peere JuHeapHe Juodanrose
jenHaunHe
b a
X =X +Etny=y0—zt.
OHo y cTBapH npecTaBiba 30Up MaPTUKYIAPHUX PEIICHa. W
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Hpumep 37. Jokazamu o0a Hduoganmosa jeowauuna 28x + 70y = 39
HeMa peuierba y CKyny yeaux opojesa.

Pemewe. Kako je NZD(28,70) = 14 u kako 14 uuje nenuress Opoja 39,
nata JInoanToBa jeqHaUMHA HEMa pelliekha y CKYITy IenuX OpojeBa. A

Ipumep 38. Oodpeoumu cea yenobpojua pewerva jeonauune 13x +
32y =5.

Pememe. Kako je NZD(13,32) =1 u xako je 1 memutess Opoja 5, mata
JuodanToBa jeJHaYMHA MMa PEIekha Y CKYIy LeuX Opojena.
Kopucrehu Eyknunos anropuram no6ujamo
32=2-13+6
13=2-6+1
6=6-1
bpojesu 32 u 13 cy y3ajamHO mpocTH, ma 6poj 1 MOXKEeMO TPEeICTaBUTH
Kao JuHeapHy QpyHKuujy OpojeBa 32 u 13:
1=13+(-2)-6=5-13+(—-2) - 32.
Konauno mobujamo ma je 13-25+32:(—10) =5. J[lakie, jeaHo peleme
muneapHe [luodanrtoBe jemmaumne 13x + 32y =5 je (25,—10). Ha ocHoBy
MPETXOHUX TeopeMa mMmamo aa je a =32, b=13, c =5 un d =1, x5 = 25,
vo = —10. Cxomno Tome, mobujamo | gapyra pemema jgare J[nodantose
JeHauMHe: X = X +St =25+32t uy=y, —%t = —10 — 13¢t, rue je t ueo
0poj. A

Ipumep 39. Oodpeoumu cea yernobpojua pewerva jeonavune 27x +
59y = 20.

Pemewe. Kako je NZD(27,59) = 1 u xaxko je 1 genuress 6poja 20, mara
JnodanToBa jenHauMHA MMa pellema y CKymy Ienux OpojeBa. OBae je a = 58,
b =27, ¢ =20, d =1. Kopucrehu Eyknunos airopuram, 1odujamo:

50=12-27+5
27=5-5+2
5=2-2+1.

BbpojeBu 27 u 59 cy y3ajamHo mpoctu, ma 6poj 1 MokeMOo MmpeacTaBUTH

Kao JuHeapHy GyHKIHjy OpojeBa 27 u 59.
1=5-2-2=5-2(27-5:5)=11:-5-2:27=11(59-2:27) - 227
=11-59 — 24 - 27.

Konauno mo6ujamo ma je (—480)-27 + 22059 = 20. Jlakie, jemHo
pemiewe nuHeapHe JnodanTtoBe jenHaumue 27x + 59y = 20 je (—480,220), Tj.
(X0,¥0) = (—480,220). ITa je, 10 TEOpeMH 5, OIIITE PELICHHE IaTe jeTHAYNHE:

x=xo+7t=—480+59tny=y,—=t=220-27t,
rze je t ueo 6poj. Mosxe ce nu3abparu 1 Mame (10 arncyayTHOj BPEAHOCTH) OYETHO

pememe. Ha mpumep, 3a t = 8 ce nobuja x; = —8 u y; = 4, 11a je ONINTE PeIICHE
x=—-8+59%uunuy=4—-27u,tnejeu €EZ. A
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Ipumep 40. Odpeoumu cea yenobpojua pewerva jeonauuue 3x + 5y =

Pemewe. Kaxo je NZD(3,5) =1 u kako je 1 menuresr Opoja 8, mara
JuodanToBa jemHauymHa MMa peliema y CKymy nenux OpojeBa. [lapTukynapHo
peleme je OBIe OYUriieHO U OHO je (Xg,Yo) = (1,1). Cana je ommire pememne

naTe jeqHauMHe: X =x0+§t =1+5t u y =y0—%t= 1 —3t, rne je t ueo
0poj. A

Ipumep 41. Pewumu /uogpanmosy jeonauuny 1000x — 123y = 5.

Pememe. Kako je NZD(1000,123) = 1 u kako je 1 aenutess Opoja 5, nata
JnodanToBa jeHaYMHA UMa pelliemha y CKymy 1enux OpojeBa. Kako Huje moTmyHo
OUYUTJICTHO TAPTHKYIAPHO peEIICHEe, MOpPaMo Cce MOCIYXHTH EykiumoBum
aropuT™MoM. V3BpIIaBameM y3aCTONHUX Jejbeha Jodujamo cieaehu Hu3
JEeTHAKOCTH:

1000 =8-123 + 16
123 =7-16+11
16=1-11+5
11=2-5+1.
Kana je ocrarak jemnak 1 mocTymak Jesbema ce 3aBpiiaBa. U3
NPETXOAHUX JEHAKOCTH U3pakaBaMO OCTaTKe:
16 = 1000 — 8- 123
11=123-7-16
5=16—-1-11
1=11-2-5.
VYBpcTUMO y TIOCHENBY jeTHAKOCT M3pa3 3a Opoj 5 w3 mpermocnenme
JETHAKOCTH U T/:
1=11-2:-¢c=11-2(16-1-11)=3-11-2-16
=3-(123-7-16)—2-16 =3-123-23-16
1=3-123-23-(1000—-8-123) = —23-1000 + 187 - 123
Kama momMHOX)HUMO ca 5 neBy u AeCHy cTpaHy 100H1jaMo:
5=-115-1000 + 935 -123.
OpnaBne je mapTHKyJapHO pememe Xg = —115 u yo = —935. Pememe
xomorene jegHaunHe 1000x — 123y = 0 je x = 123t mw y = 1000¢t, rme je t € Z.
Cana je pemieme nare [nodantose jeqHadnHe

x=xo+2t=—115+123tn y =y, — 3t = =935 + 1000t. A
Ha cnenehem mnpumepy hy mokazatm Kako ce MOXE jeIHa UCTa

JnodanToBa jenqHaunHa peliaBaTH y 3aBHCHOCTH Jia JIM CE€ Pajgy ca IecTalnuma,
OCMAaLlMa WX CPENOIIKOIIINMA.

Ilpumep 42. 3a npeso3 nexke pobe pacnoaadxicemo eépehama 00 40kg u
60kg. Konuxo mpeba yzemu jeonux, a koauko opyeux oa ce npenece 500kg pooe?

Pemewe : Osznaummo ca x Opoj Bpeha oxg 40kg, a ca y G6poj Bpeha on
60kg. U3 ycnora 3amatka nooujamo J{nodhanToBy jeqHaUNHY
40x + 60y = 500,
OJTHOCHO, TIocsie ckpahuBama ca 20, rooujamo
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2x + 3y = 25.
OBremmamo ycioB 0 < x <11,0<y <8mux, y € Z.

Hlecmayu: N3 ycioBa BUAMMO Ja X U Y UMa KoHayHO MHoro. C tora

hemo ux cBe mcrnmcatn. Ako je y € {0,1,2,3,4,5,6,7,8} (jep 3a y =9 je x < 0).
25-3y

Camaje x = . Kako x € Z, o mopa 25 — 3y 6urtu napan 6poj, Tj.

y € {1,3,5,7}.
U3 oBora je
x€ {11,8,5,2}.

Konauna pemema cy (x,y) € {(2,7),(5,5),(8,3), (11,1)}.
Ocmayu: Ha cniyan HauuH 100MjaMo 11a je

=22 =12-y+2

bynyhu na x € Z, To mopa u 1_Ty € Z.
AKO cajsia yBeZIeMO HOBY CMEHY 1;—y = u, 1o06ujamMo 1a je
2u+y=1,1.y=1-2u.
Cana je
x=12-(1-2u)+u=1

1
. -11 11 1-
OpnaBae je u="=—>-= g u=—2<

3 3 2 2’
BPEIHOCTH U, 100MjaMo KoHauHa pemema (x,y) € {(2,7), (5,5),(8,3),(11,1)}.

Hauuna Ha Koju je peleH oBaj 3a1aTtak, 4ecto ce 30Be OjinepoB MeTOJ 3a
pemaBame muHeapHe JnodanTtore jennaunne. OH je oOpalheH y Ipyrom IoriiaBby
OBOT paja.

Cpeomwowronyu: Kako je NZD(2,3) = 1 u xaxo je 1 aenutess Opoja 25,
nara JlnodaHToBa jeAHaYMHA UMA PElIeka y CKyIy nenux opojesa. [laptukynapHo
peleme ce Jako HajiasH, jep je 3a Yo = 1 BpemHocT xo = 11. Ommre pemieme
NoJIa3He jeTHauYuHE je

x=11+3tuy=1-12t.
N3 ycimoBa 0 <x <12 u 0 <y <8 mopa Ouru t € {—3,—2,—1,0}. 3amenom
nobujamo konauno perreme (x,y) € {(2,7),(5,5),(8,3),(11,1)}. A

[Ipumep 42 Ham wuaycTpyje jeaHy MNPaKTHUYHY NPUMEHY JHWHEAPHUX
JuodantoBux jennaunnHa. Cnenehu nmpumepu he mokasaTtu KOJUKO Cy JHUHEapHE
JnodanToBe jemHauynHe MONHO CpPEJCTBO 3a pellaBame pa3HUX Mpodiema, Kako
TEOPH]jCKe TaKO U MPAKTUYHE PUPOJIC.

Ipumep 43. Koauxo uma naposa npupoonux dpojesa (x,y) maxksux oa je
4x + 7y = 20057

Pememe : Nmajyhu y Buny na je NZD(4,7) = 1 nona3Ha jeaHauynHa UMa
pemema. AKo je

2005-7
x=— 4
HU]J€ TEIIKO YTBPIWTHU Ja je jeaHo (MapTUKYJIapHO) PEIICHE IMOJa3He jeTHaYnHe
(%0, Yo0) = (496,3). Omiure peniemne je
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x =496+ 7tnuy = 3 — 4t.
Kako je no ycnoBy 3agatka x = 0 u y > 0, mopa 6utu
496 +7t > 0u3 —4t = 0.

Ha octoBy Tora je

P> _70ut<ic<o.
7 4

Kako je =70 < t < 0, To umamo ykymuo 71 map OpojeBa (x,y) KOju UCIymaBajy
yCIJIOBE 3a7aTKa. A

t>—

Ilpumep 44. V jeonoj xmwudicapu onosxka kowma noia OuHapd, c6ecka
jeoan oumap, a Kruea nem ounapa. Ha xoauxko Hauuma, 3a mauHo cmo OuHapa,
Modice ce Kynumu madHo cmo npeomema (0108aka, céecku unu krwuea)? Konuxo oo
CMo Kyn/beHux npeomema cy 01106Ke, ceecke u Krouzee?

Pememse : Heka je Opoj KymJbeHUX OJOBKH X, OpOj CBECKH Y U OpOj KIbUTa
z. Ha ocHOBY ycioBa 3a/aTka je:
x+y+z=100 1 ~x+y+5z = 100.
OBo cy aBe JlmodaHtoBe jemHaumHe ca TpU Hemo3HaTe. Takobe je, mo ycCioBy
3amarka, Cy X, Y, Z IpUpOIHU OpojeBH. AKO Ce€ OJ IPBE jeTHaYNHE Oy3Me JIpyra,
nobuja ce
x = 8z.
[Tocne 3amene y OMi0 K0jy jelHAunHy, IMaMo J1a je
y =100 — 9z.
[Ipema Tome oniuTe pemierwne 1001jeHOT CUCTeMa jeIHaYHNHa je:
x=8t,y=100—-9t uy =t.
Cob3upom naje 0 < x =8t <100t0je 0 <t < 12. AKako je u
y=100-9t >0,
Tojent < 10()T—y < 11. Konauno 0 < t < 11. 3Haun, OArOBOp Ha MPBO IHUTAE j&

12 naunnHa. OroBOp Ha APYTO MUTAKE j€ HajOOJhE IPEACTaBUTH TabemapHo. A

0 1 2 3 4 5 6 7 8 91 10] 11

0 8| 16| 24| 32| 40| 48] 56| 64| 72| 80| 88

100 91| 82| 73| 64| 55| 46| 37| 28| 19| 10 1

N | &~

0 1 2 3 4 5 6 7 8 91 10] 11

4.6 JAunodaHToBe jepHAunHe cTeneHa Beher og 1

4.6.1 NuTtaropuHe Tpojke

HNedpunuuuja 4. Ypeheny mpojxy npupoonux oOpojesa (x,y,z) 308emo
ITumazopuna mpojka axko cy X,y Kameme, a Z XUNOMEHY3d HEKO2 NPABOY2N02
mpoyana, mj. axo eadxcu x* + y* = z? Axo cy X,y,Z y3ajamno npocmu, onoa
xaxcemo oa je (x,v,z) npumumuena ITumacopuna mpojka. (Taxas mpoyaao
306emo npumumusnu Ilumazopun mpoyaao).

Younmo HajIpe Aa je y cBakoj MPUMHUTUBHO] [IUTaropuHoj Tpojku TauHO
jenan on OpojeBa x,y HemapaH. 3aucTa, ako OM X u y OWJIM apHU, OH/IA TPOjKa HE
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Ou Ouia NPUMMHMTHBHA, a4 aKO OM X W Yy OWIM HeNapHU, oHJAAa Ou u3 x2 + y? =
2(mod 4) u z? = 0(mod 4) n06MIN KOHTPATUKIIH]Y.

Teopema 6. Cese npumumuene Ilumazopune mpojke (x,y,z) y kojuma je y
napan, oame cy gopmyrama: x =m? —n? y=2mn u z=m?+n? 2de je
m>n um, n cy y3ajamHO npocmu NPUpPoOHU Opojedu pasiudume NaApHOCMU.
Takohe éaxcuu y= m? —n? x=2mn uz = m? + n?.

2

OuodantoB noka3: Kana jemnaunny x2 + y? = z? nogenumo ca z2

nobujamo

XN2 VN2 _
S+ B2 =1
AKoO cazia yBE€IEMO CMEHY

b==ua=

NOIR

jeHaynHa MoCTaje
b? + a? = 1.

[MTpumenumo [IuodantoB meron. Kako je (—1,0) jemno pememe go0OujeHe
jeIHayuHe CIenu 1a je:

b=-1+mt u a =nt (M un cy HeKd IPUPOAHHU OPOjEBHU).

Tanaje (mt — 1)? + (nt)?> = 1, naje

. 2m
1—2mt +nt? = Lo.t=—F—=
m2+n
3ameHoM cana qobujamo
_ m?-n? q = 2mn
"~ m2+n2 "~ m24n2’

Kana a u b Bpatumo y cmene b = %I/I a= g, nobujamo
y = 2kmn, x = k(m? —n?) u z = k(m? + n?).
3a k = 1 noGwuja ce TpakeHa Gpopmymna
y=2mn,x =m?—n? u z=m?+n?

X
AKO 61 CMO yBeIM CMeHy a = % ub ==, no6umm 6n cmo y = m? —n?

, X =2mn
nz=m?+n’nm

Aaredapckm ioka3z:  JegHaumny x2 +y% =z? wMoxeMo mucatH y
oomukyy? = (z + x)(z — x).
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Hexka je y = 2c. bpojeBu z + x M z — X Cy NapHH, 1a MOCTOje MPUPOJHU OpOjeBH
a u b TakBu na je
Z+x=2awu z—x=2b.
Cana je
c? = ab.
U3z =a+ b, x =a— b 3akmyuyjemo na je NZD(a,b) = 1 na mocroje m,n € N,
NZD(m,n) = 1, takBu 1a je
a =m? b =n?

Onasne je

x=m?—n%y=2mnu z=m?+n%
BpojeBu m ¥ n Mopajy OMTH pasIM4uTe MApHOCTH jep je Opoj x = m? — n?

Hernapan. Oako aeduHucaHu OpojeBu (X,Y,Z) 3aJ0BOJbaBajy jeOHAYMHY X2 +
2

y? =2z%jepje
(m? —n?)? + (2mn)? = m* — 2m?n? + n* + 4m?n? = (m? + n?)2.
Tpeba jomr mpoBepuTH a cy OpojeBH y3ajamMHO mpocTH. llpermoctaBumo na je
NZD(x,z) = d > 1. Tana je d nemnapas,
d|(m? + n?) + (m? — n?) = 2m?
U jOII Mopa OUTH
d|(m? + n?) — (m? — n?) = 2n2.
Ho, OBO je y KOHTpaJMKIHjH ca TIPETIIOCTABKOM J11a Cy M ¥ N, Na cTora u m? u n?,
y3ajaMHO MPOCTHU. M
Hocneduya T 6. Onmre peuiewe jeanauune x2 +y? = z%, nato je y
obmuky x = k(m? —n?),y = 2kmnuz = k(m? + n?),tnecy k, m, n € Z.

Ipumep 45. Odpedumu cee npagoyeie mpoyenoge Koo Kojux je jeoua
cmpanuya jeonaxa 12 mepnux jeounuya.

Pememe. Paznukyjemo Tpu ciydaja:
1) Axojex = 2mn = 12, onna je:
aam=6 n=1ux=12, y=35, z=37;
oom=3, n=2ux=12, y=5, z=13;
2) Akojey=m?—-n? =(m—-n)(m+n)=12,oumajem+n==6a
m—n=2 Tagajem =4un =2, onnoco x = 16, y = 12, z = 20.
3) Ako je z=m?+n? =12, Taza Hema pelIema jep HE MOCTOje
IpUpOIHU OpOjeBH M U N 4uju je 30up kBagpara 12.
Jenuna pemema cy (x,y,z) € {(12,35,37),(12,5,13), (6,12,20)}.
A

4.6.2 JnodaHToBe jeaHaumHe Tuna x? + y? + z2 = t?
MosutuBHa  pemema  (x,y,z,t) jennmaumne  x2 + y? + z2 = t?
Ipe/CTaB/bajy TUMEH3Hje U Ty>KUHE JIMjaroHalia mpaBoyrJior napaienaonumneaa. Mu

»KenuMo J1a Hal)eMo cBa 1eJI00pOjHA pelieHha.
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Teopema 7. Cea pewera jeonauune x> +y* + z> = t?, 20e ¢y x, y, z,
1?+m?-n?

teN, y, z napnu, dama cy y obnuky x =—— ¥y = 2l, z=2m, t=
2 2 2
l+m—+n, 20e ¢y I, m npoussosHu npupoonu bpojesu u n OULO Koju deaumesb 00
12+ m? marwu 00 V12 +m? Ha oeaj nauun, ceaxo peuterve 006ujamo madno
jeonom.

/okas3: [lpumeTnMo 1a HajMame Ba o OpojeBa X, Y, Z Mopajy OUTH MapHa,
y NpoTUBHOM Ou 6uno t2 = 2,3(mod 4), a To je Hemoryhe. IIpeTnocTaBuMo 1a je
y =2luz =2m3aneke [,m € N. CraBumo 1a je t — x = u u 1odujamo
x% + 41% + 4m? = (x + u)?
WU
u? = 4(1> + m?) — 2ux.
IIpema Tome , u? je mapHo, nakne u = 2n 3a Heku n € N. Cnenn,
X = —lz+";2_nz Mt=x+u=x+2n= —lz+";2+nz
rae cy ,m,n € N un ngemuress ox 12 + m? mamu ox VIZ + m2.
Huje Temko mokasaru 1a cBako petiehe (X, Y, Z, t) jeqHaunHe
x% 4y + 7% = t?,
Y, Z MapHH, je J0OHjeHO TaYyHO jeTHOM U3 (hopmyia
12+m2-n2 124+m?+n?
sz,y=2l,z=2m,t=T

. y z t—x .
Jlako no6ujamo [ = 2> M =2, N = —=, na npema Tome, [,m,n € Z cy jequHCTBEHO

onpehenu ca (x,y,z,t).m

4.6.3 KBagpaTHe luoaHTOBE jeAHAYUHE

Nedunuumja 5. Jeonauuna obruxa x* + axy + y? = z%, 20e je a oamu
yeo 6poj, npedcmaswa keaopamuy Juoghanmosy jeOnauumy.

3a a = 0, xBagpatHa JlnodaHToBa jenHaunHa TpeAcTaBba [lutaropuny
jeAHaYHHY.
Teopema 8. Cea yenobpojua pewera jeonauune x>+ axy +y? = z>
oama cy y ooauxy:

x = k(an? — 2mn), y = k(m? — n?) u z = k(amn — m? — n?), k,m,nZ.

/oka3: Kaxo ce paayu 0 CHMETPUYHO] jeTHAYUHH, PEIICHa MOT'Y OUTH U
x=k(m?—-n?), y=k(an?—-2mn) u z = k(amn — m? — n?).
Tpaucdopmummumo jeanaunny x2 + axy + y? = z?% y cnenehu obmuxx(x + ay) =
(z—y)(z+y). Y ciyuajy y =z, nobujamo ma je x =0 wm x +ay =0, u
pe3yIITar cieu.

VY CBUM [pyruMm cCiydajeBuma je 2 Z 3a Heko MmN EZ u

z-y z-y m

m,n # 0. V3 nocnenmwe penanuje 1001MjaMoO XOMOTCHH CHCTEM:
mx+ny—nz=0u nx+(n—am)y—mz=0.

Pemewa oBor cucrema cy
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an? — 2mn

X = -z
amn — m? — n2

m? —n?

= - 7Z

y amn — m? — n?

K = —m? — HIa 1001MjaMo TpaXkeHa pelleha.
Axo je z = amn — m? — n?, oHna 1oOUjaMo TpakeHa pelIeHha. |

Teopema 9. Cea npupooua pewersa jeonauune x> + axy + y? = z? dama
cy y 00uKy:

x = k(2mn + an?), y = k(m? — n®) uz = k|lamn + m? + n?|,

kmneZ', 2m+an >0 m>n.

Kako ce pagn 0 cMMeTpUYHO] jelHAaUuHH, PEelIeHha MOTY OUTH U
x = k(m? —n?), y = k(an? — 2mn) u z = k|amn + m? + n?|,
kmneZ',2m+an >0, m > n.
Jloka3 oBe TeopeMe CIMYaH je T0Ka3y MPETXOAHE TeOpeME.

Teopema 10. Csa yenobpojua pewera jeonauumne x° + axy + 6y? = z?

oama cy y oonuKy:
x = k(m? — bn?), y = k(an? — 2mn) u z = k(amn — m? — bn?),

k,mn € Z.

Jlokas oBe TeopemMe je CKOpo UAeHTHYaH 10Kka3y Teopeme T 9.

3a MIKOJICKY MPAaKCy je WHTEPECAHTHO MOCMATPaTH TPU CIIydaja KBajpaTHE
JnopanTtose jeqnaunne x2 + axy + y? = z2:

1. a=0;

Jlata kBaspatHa JluodanToBa jeHaunHa nocraje x2 + y% = z2. JacHo je na
je To IluraropuHa jegHaynHa U J1a c€ pagu O MPABOYIJIOM TPOYTILY, YHje Cy KaTeTe
X, Y, a Z XUMOTeHy3a. 3Ha4YM pajyi Ce O TPOYIILY YHjH j€ yrao, HACIPaM CTPAHHUIIC Z
jemHak 90°.

2.a=1;

Jlata kBagpatHa JlnodaHToBa jenHauuHa mocraje x% + xy + y? = z2. Ha

OCHOBY TPETXOHUX TEOPEMA, PENIEHHA OBE jEIHAUMHE CY

x = k(2mn —n?),y = k(m? —n?) u z = k(m? + mn + n?).
300T CHMETPUYHOCTH, PeIIeHha MOTY OUTH 1

x =k(m?—n?), y=k(@2mn—n?) uz=k(m?+ mn+n?).
Hapasro, Baxu u k,m,n € Z*, m > n.

[IperxoaHa periea, aajy HaM cBe Tpojke (x,Y,Zz), KOje MpencTaBibajy
CTpaHHIIE TPOYTJa, KOJI KOJeT je yrao Haclpam cTpaHuIle Z jeaqnak 120°.

3.a=-1;

Jlata kBagpatHa JlmodaHToBa jenHauuHa mocraje x% — xy + y? = z2. Ha
OCHOBY TPETXOIHUX TEOPEMA, PENIEHHA OBE jeIHAUMHE CY

x = k(2mn —n?), y = k(m? —n®*) u z = k(m? — mn + n?).
300r CUMETPUYHOCTH, PElIeHha MOTY OUTH U
x =k(m?—-n?), y=k(2mn—n?) u z=k(m?>—mn+ n?).
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Hapasno, Baxu u k,m,n € Z*, m > n.
[perxomHa pelema, 1ajy HaM cBe Tpojke (X,Y,Z), Koje MPeACTaBbajy
CTpaHHIIE TPOYTJa, KOJ KOJeT je yrao Hacmpam CTpaHuIle Z jeaHak 60°.

Ipumep 46. V cxyny N nahu cee mpojrke (x,y,z) xoje 3a006omasajy
Jjeonauumny x* + xy + y? = 492,

Pememe. OBne je a = 1. Ha ocHOBYy
x = k(2mn + n?),y = k(m? —n?) uz = k(m? + mn + n?),
npoOjeM ce cBoaM Ha Hanaxewme k,m,n € N, takBux ma je m > n. OBne je z =
49, na Mopa 6uTH ucnymeHa jeqaakoct k(m? + mn + n?) = 49. Kako je
m? +mn+n?>1,
Tojek=1ummk =7.
Hajnakie je HanpaButu Tabeny3ak = 1lum >n

n m? + mn + n?
2 1 7
3 1 13
4 1 21
5 1 31
6 1 43
3 2 19
4 2 28
5 2 39
4 3 37
5 3 49

N3 Tabene ce Bumu nma je m=5 u n=3. Y oBoM ciydajy goOujamo
perniema:
(x,y) = (39,16) u (x,y) = (16,39).
3a k=7, jennakoct m?+mn+n? =7, paxu 3a m=2 u n=1. Cazma je
(x,y) = (35,21), ommocuo (x,y) =(21,35). Konauna pemiema I[OYETHE
jennaumne cy (x,y) € {(39,16),(16,39),(35,21),(21,35)}. A

4.6.4 lnocdaHToBe jenHaunHe obanka x* + ax’y? + y* = 2

Teopema 11.Henecamusna yenobpojua pewerva jeonauune x* + x?y? +
yt=2z%cy (x,y,2) = (k,0,k?) umu (x,y,2z) = (0,k, k?), k € Z*.

Jlokasz: Moxemo mnpernocraButi aa je NZD(x,y) = 1. Taga cy x u y
pasInuMTE TIAPHOCTH, jep y IpoTuBHOM, z2 = 3(mod 4). IlpernocraBumo aa je y
HermapaH ¥ MuHUMaigaH. Kaja mo4eTHy jeHauYMHy MOMHOXHMO ca 4 W MaJio
TpanchopmuiiemMo, 1001ujamMmo

4z% — (2x% + y*)% = 3y4,
OJTHOCHO Ha OCHOBY pa3jIMKe KBaJpara je
(2z + 2x% + y*)(2z — 2x? — y?) = 3y*.
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Axo je NZD(2z + 2x% + y?,2z — 2x*> — y?) = d, tana je d Hemapan,

d|z u d|2x? + y?. U3 jemnakoctu
4z% — (2x% + y?)2 = 3y*

ce Buau aa d|3y.
Axojed > 3, tamad|y n d|2x%, 1j. NZD(x,y) = d, a TO je KOHTpaIUKIIHja.
Axo je d = 3, cnemu na 3|z u, Ha OCHOBY HOJIa3HE jeJHAYUHE, J00Hjamo 3|2x2 +
y2,1j. 3|y. Ilpema Tome, 3|x u NZD(x,y) = 3, a U TO je KOHTPaIUKIIH]a.

ITpema Tome je:

22+ 2x*+y? =a* 2z—-2x*—y?>=3b*,y=ab
WITN
2z + 2x? + y? = 3a*, 2z — 2x* —y* = b*, y = ab,
rzie cy a u b npupoaHu OpojeBH.
VY npBoMm ciy4ajy je
4x? = q* — 2a?b? — 3b* = —4(mod 16),
a TO j€ KOHTPAIUKIIH]a.
VY npyrom ciyu4ajy je
4x? = 3a* — 2a%b? — b* = (a®? — b?)(3a® + b?).
Iowro cy a u b ob6a HenapHa, cieau aa je a> — b? = ¢? u 3a% + b% = 4d?, 3a
Heke ¢, d € N. Tana je
a=p*+q*,b=p*—q°,pq€l’
"
p*+p*e® +q" =d*,

IITO je y KOHTPAJAUKIIU]H J1a je Y MUHUMAJIaH.

Ipema Tome, y= 1, a =b =1u x = 0, na 3a z = k? 1o6ujamo pelierma
(x,v,2) = (k,0,k?), onnocuo (x,y,z) = (0,k, k?).m

Mpumep 47. Pewumu y ckyny N credehu cucmem jeonavuna: 3u? + v? =
4s? u u® + 3v? = 4t2
Pememe. YBenumo cmeny u=x+y u v =x-—7y. Cama nobujamo
€KBUBAJICHTHU CUCTEM jCHAYMHA:
x2+xy+y*=s
x? —xy+y?=t?
MHoxehu oBe /1Be jeIHaKOCTH J001jaMo
x* + x2y? + y* = (st)?
Cana je, Ha ocHOBY nperxoxHe teopeme, (x,v,st) = (k,0,k?) wm (x,y,st) =
(0, k, k?). Onasne cnene pemewa (u, v,s,t) = (k, k, k, k), k € Z. A
bes u3Bohema nokasa, qahy jour jenny reopemy.

2

Teopema 12. Henecamuena yenobpojua pewersa jeonauune x* — x?y? +
yt=z%cy (x,y,2) = {(k,0,k?),(0,k, k?),(k, k, k*)}, k € Z*.

4.6.5 JnodaHToBe jeaHaunHe obnuka x* + y* = z2

Teopema 13./Juogpanmoea jeonauuna x* + y* = z* nuje pewusa 3a yene
Opojese paznuuume 00 Hyie.
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Jloka3z:_ TIpeTnocTaBUMO CyHNpOTHO, 1a j€ jeJHa4YMHA PElIMBA U HEKa Cy
WBeHa pemema (Xq, Y1, Z1) ¥ IPH TOME j& Z; MHHHUMAJTHO. MOXEMO MPETIOCTaBUTH
naje NZD(x1,y1,2z,) = 1 u y3umajyhu na je (x%,yZ, z?) npumurusna I[utaropuna
TpOjKa, CIIeIH J1a je
NZD(x1,y1) = NZD(y1,21) = NZD(x1,7,) = 1,
M JIa CYy X; M Y; Pa3slM4uTe MapHOCTH. IIpeTmocraBuMo ja je X; Hemapas, a y,
napas. [Ipumerumo na je
NZD(z, — x%,z; + x¥) = 2.
Baucra, ako d|(z; — x¥) u d|(z; + x%), tana d|2z; u d|2x%. Anu, NZD(xq,2;) =
1 u z; je HemapaH, na cienu Ja je d = 2.
Uz yf = (zy — x$)(z, + x¥), cnemu na je jeman on OpojeBa z; — X2,
z, + x? nembuB ca 2, v He ca 4, a 1a je Apyry aesbuB ca 8. I[lpema Tome, y = 2ab u
UMaMo J[Ba Clly4aja:
a) z; — x% = 2a*, z; + x? = 8b*,
0) z; — x? = 8b*, z; + x? = 2a*, rue je y oba cnydaja a HemapaH u
NZD(a,b) = 1.
Cnyuaj mox a) Huje Moryh, jep 6u u3 z; = 2a* + x¢ = 8b* — x? Ouno
= —a* + 4b*. U3 Tora cnemu na je 1 = —1(mod 4) a 1o je Hemoryhe.
Cnysaj moxm 6) Ham gaje z; =a*+4b*, 0<a<z n 4b*=
(a®> —x;)(a® +x;). U3 NZD(a,b) =1, cnemu NZD(a,x;)=1. Kao vy
IpeTXOJHOM J0Ka3y, nobujamo NZD (a? — x;,a? + x;) = 2. Jlaxe,
a’? —x,; = 2x3 ua® —x; = 2y;.
Opnasne je x,y, = b. CraBibajyhu na je a = z,, nobujamo
X3 +y; =173,
rae je 0 < z, < 74, a TO je KOHTPAIUKIIMja Ca YUEECHUIIOM JIa j& Z; MUHAMAJIHO. W
[oceauua npeTxoaHe TeopeMe je aa Jnopanrtopa jeqnaunna x* + y* =
z* Huje pemyBa 3a nese 6pojese, pazIUYKUTE O] HYIIE.

xi

4.6.6 AnodaHToBe jeaHaumHe obnuka x3 + y3 = z3

OBa JluodaHToBa jeJHAUYMHA j€é MHOTO KOMIUIMKOBAaHH]ja 32 pa3Marpame
on mperxomHux jexHaumHa. Crora, HaBoanM camo OjIepoBO pasMHILBAKE U
HETOBO FOTOBO PELICHE.

Heka cy a,m € Z taksu na je m # 0 u NZD(a, m) = 1. Kaxemo na je a
KBaJpaTHH OCTAaTaK MOJyJa M aKo je KOHrpyeHuja x> = a(mod m) pemusa.
Axo je p > 2, p npoct 6poj u NZD(a,p) = 1, yBomgumo JlarpaHxos

a
CcUMOO0IT (;) Ha ciienehy HauuH:

a .
(—) =1 axo je a KBaJpaTHU OCTaTaK

P
(%) = —1 ycynpoTHOM.
Ojnep je momao 0 3aKJbydKa: ako je p > 2, p npoct 6poj u NZD(a, m) = 1, tana

p—1

jeaz = (%) (mod p).

70



4.6.7 JnocdaHToBa jeaHaunMHa obnuka x2 + 3y =n

Teopema 14.Hexa je n € N. JJuogpanmosa jeonauuna x* + 3y? =n je
peuusa ako u camo ako ceu npocmu pakmopu 00 n, ooauxa 3k — 1, umajy napne
eKCnoHenme.

okaz: Kopuctumo OjiepoBo pasmunubame. [IpumeTumMo na p MoxeMo
MACaTH y OOJIUKY
p=x?+3y% akkoje p =3 wmp =3k + 1,k € Z*.
3aucra, umamo 3 = 0% + 3 - 12, IIpetnoctaBumo 1a je p >3 u p = x2 + 3y2.
Tana NZD(x,p) =1 u NZD(y,p) = 1. Ilpema ToMe, ocToju y' € Z Taxas Ja je
yy' = 1(mod p).
W3 xoHTpyeHIH]e
x? = =3y?(mod p)
creau
(xy")? = —3(mod p).
Amu, NZD(xy',3) = 1 nonauu (_?3) = 1, a TO je EKBUBAJICHTHO Ca
b1 r3 . (3 b1
07 () =11 () =07
Ha ocHOBY KBaJpaTHOT y3ajaMHOT 3aKOHa, HMaMO

(g) (g) - (17 = (-

s (2) = (-1, mmawo, (2) = 1, 1j. p = 1(mod 3).

OO6pHyTO, HEeka je p npoct Opoj obnuka p = 3k + 1. Tana, nocroju a € Z

TaKaB Ja je
a’ = —3(mod p).
OcumM Tora, mocToje x,y € Z , TakBH Ja je
0<xy< \/En'p|(a2x2 —y2).
Jacuo je ma je NZD(a,p) = 1, u ako obenexumo b = [\/ﬂ, tama (b + 1)2 > p.
Iocroje (b + 1)? > p maposu (u,v) € {0,1,2,...,b} x{0,1,2,...,b} u (b + 1) >
p uenu OpojeBu obimmka au + v, tae cy u,v € {0,1,2,...,b}. Tama cuemu, na
nocroje maposu (uy, V1) # (Uy, V,) TaKBH J1a BaXKH
au, + v, = (au, + vy)(mod p).
[IpeTnocTaBuMO 1a je Uy = U, ¥ O3HAYUMO ca
X=U —Up, Y = vy — vyl
IIpema Tome,
0<xy< \/51/1 ax +y = 0(mod p), 1j. a®x* — y? = 0(mod p).
Jobumu cmo
p|((a® + 3)x? — (3x% + y?))

a 10 je 3x% + y? = Ip, rae je | € Z*. U3 nejennakoctn 0 < x2 <p, 0 <y? <p
crequ | € {1,2,3}.

Axojel = 1, umamo p = 3x? + y2.

Axo je | = 2, jennakoct 2p = 3x2 + y? je nemoryha, jep y oBoMm ciyuajy
nenu OpojeBH X,y cy ucre mapHoctd u uMamo 2p = 0(mod 4), a 1o je
KOHTPAJUKIIH]a.
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Axo je | = 3, umamo 3p = 3x% + y?, ma npema Tome
y =3y, up = x%+ 3y2.
Cana 3aKkJbydyjemMo, 1a ako je p mpoct 6poj, p = 3, oomuka p = 3k — 1 n p(x? +
3y?), Tana p|x u p|y. Y npotuBHOM, ako p He aemu x, umamo NZD(p,x) = 1, Tj.
nocroju y' € Z, ca 0cOONHOM

yy' = 1(mod p).
s
x? = —3y?(mod p)
cenn
N2 = _ 1 __3 —
(xy)? = =3(mod p) 1j. () = 1.
OpnHocHO

p = 1(mod 3)
a TO je KOHTPAAUKIIH]a.
3a 10Ka3 pe3yiTaTa OBe TeopemMe, pazMaTpamo

n = a®b,
rae je b meo Opoj Koju HHUje KBaapat HeKor Opoja. Cienu,
b= 1_[ Pi,

rae je p; = 3 wim p; = 1(mod 3).
Tana,

pi =x{ +3yf ub =pip; ..pm = x* + 3y7,
jep ce JIako BHJIH 1A j&

ny = x{ +3y7,n, = x5 +3y3,

1a IpemMa ToMe

ning = (X% + 3y1¥2)% + 3(x1y2 — %2y1)%.
Konauno, n = a?b = (ax)? + 3(ay)*.m

4.6.8 AvodaHToBa jegHaunHa obnuka x™ + y" = z"

1637. rogune, ¢ppaniycku npaBHuk, cyauja [ljep ne depma , BepoBaTHO
Hajpehn Maremarnuap-amaTep CBHX BpPEMEHa, HAMKWCao j€ Ha MaprUHH CBOT
npumepka /lnopantoBe ApurmeTnke (JaTUHCKO U3name u3 1621. rogune) cneaehy
omacky: “36up oea yena kyba nuxaoa Huje KyO, 30up 08a uemepma cmeneHda
HUKaoa nuje uemepmu cmenen. Mmam uydecan 0okaz 3a o8y mepomwy, aiu je 06d
MAp2uHa HANHCALIOCM Cy8ulle Maa 0a 2a 0ede uziodxcum.” Buiie ox Tpu U o Beka
MaTeMaTHyapy IeJIOT CBETa-IITO MPO(GECHOHAIIH, ITO aMaTepu-0e3yCrenHo cy
MOKyIIaBaiu Jga oTkpujy @epmao “dyaecHu noka3’’ ma JlmodanToBa jenHaunHA
x™ 4+ y™ = z" Hema pelewma HU 3a jJeHO N > 2.

VY mperxomHOM Jeny paaa cam oOpanwina Heke TurnoBe JlmodaHTOBUX
jennaunna Besane 3a PepMaoBy Teopujy, kao mro cy x> +y3 =z3 u x* + y* =
z*,

VY oBOM ey cam IJIaHMpalia Ja U3JI0KHUM KpaTak UCTOPUJCKH OCBPT Ha
depmaoBy TEOpH]y.

[omro W3 mpeTHocTaBke Aa jenHaumHa x* + y* = zF mema pemema
cnenn na HU jenHaumHa x*¢ + ykt = zK' pema pemema M 3a jemHo t > 1,
JIOBOJPHO j€ OTpaHWYHUTH CE€ Ha Clly4ajeBe Kaaa je m = 4, OJHOCHO Kajaa je n
Herapas npoct 0poj. Jlokas 3a cinydaj n = 4 je nao cam depma, a 11€0 BEK KacHHje
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Ojnep je pemmo cinydaj n = 3. Y XIX Beky HepemmBoCT jeqHaynne x™* + y™ = z"
je J0Ka3aHa 3a joll HeKe HemapHe (mpocte OpojeBe) BpeAHOCTH N, a y XX BEKY je
moTpara 3a JJ0OKa3uMa TOTI' THIa HAcTaBJbeHA M y3 MoMoh pauyHapa. Mmak Takas
OPUCTYI j€ pa3peurro caMo KOHA4YHO MHOro ekcrmoHeHara n. 1983. romune
HeMadku MaTtemaTudap DanTUHIC W3a3Bao j€ CeHa3alHjy ca CBOJUM JO0KAa30M Ja 3a
CBaKo M > 2 IMOCTOjHU caMO KOHAYHO MHOTO NMPUMHUTHUBHUX pelliema (KOA KOjuX je
x =y =2z=1). Mehyrum, ucrnocraBmio ce ga je To OMO caMO YBOJA Y TpaBy
“MaTeMaTuuKy apamy’ koja je ycumenmna. 23. jyHa 1993. ronumHe, HaKOH TOTOBO
cefaM TOJIWHA TAjHOT pajia y MOTKPOBJbY CBOje Kyhe W TpHW MaHa Y3aCTOITHHX
npefaBamba Ha ceMHHapy YHuBep3utera y KemOpuily, OpuTaHCKM MaTteMaTHuap
Ennpjy Bajnc 063HanmO je cBEeTY Ja je y MOTIYHOCTH J0Ka3ao Benuky depMaoBy
Teopemy. Anm, Beh Te jeceHn mocTaio je jacHo aa BajicoB moka3 caap:ku 0301IbaH,
CYIITUHCKHU HelocTaTak. HakoH HEKOMHMKO MOKYyIaja /1a ce HacTaau mpodseM Op30
pemn, Bajnc je 4. nmenemOpa, y u-mejny ynyheHOM MaTreMaTHUYKOj jaBHOCTH
MPU3HAO TPEIIKY, Y3 HajaBy Ja he joml HEKO BpeMe MOCBETUTH IOKYIIajuMa Jia
norpasu J10ka3. Te 3ume, mo3Bao je cBor OuBier yuenuka Puuapna Tejnopa na my
noMorHe y tome. Hapenne jecenu, Bajic je O6uo cnpeman na oxycraHe. A oHfa,
KaJa je y moHeaespak yjyrpo 19. cenrem6pa 1994. Bajic omrydno aa jour jegHoM,
BEPOBATHO M0 TOCIEAKU MYT MOrjena cBeje Oeremke, y TPeHYTKY HajaaxHyha
JIOIIIA0 je J0 YyJIEeCHOT YBHJA: CBE ~“KOLKHIE  Cy ce KOHa4HO ckiomuie. Tako je,
nocie 357 roxuHa MOKYyIIaja Off CTpaHe HAjOPUIbAHTHUJUX MaTeMaThyapa CBOT
BpeMeHa, Bennka PepmaroBa TeopemMa KOHAYyHO JjoKa3aHa. Kommieran nokas
u3J0XkeH je Ha 129 crpaHa, y ckiony /Ba pana y yaconucy Annals of Mathematics.
3a oBaj pesynrar, Bajiuc je mo6uo MHOTOOpOjHA BpenHa mpusHama. 1999. roaune
jeman acrepouna je HazBaH 1o mwemy, a 2000. roauHe OpuUTaHCKa KpasbHIa
Emmzabera Il mpornacuna je Cep Bajnca 3a Komanayjyher Butesza bpurancke
Nmmnepuje.

Krpyuna mpumenba, koja je JoBesa 10 KOHAYHOT PEIICHa OBOT EICKOT
npobnema, notuue of Ppeja: Hamme, nonasehu of mpermnocraBke Aa je 3a HEKH
npoct Opoj p > 2 moctoje mpuponHu OpojeBu a,b,c tako na je aP + bP =P,
®dpej je mpemIoKUO Nla Ce MocMarpa KpuBa y paBHH JedHUHHCAHA jeTHAYNHOM
y? =x(x—aP)(x +aP). Osa kpuBa IpHumaga KIacH T3B. CEMUCTAOMIIHHX
enuntHukux kpusux. C npyre crapue, 1990. ronune Ken Puber je mokazao na osa
KpUBa HHje MOayJapHa. BajiacoB moka3 ce 3ampaBo cacTOju O] JO0Kaza XHUIOTE3e
(cama Teopeme) Tanujame u Illumype, Koja TBpIU J1a KPUBE ca TUM CBOjCTBUMA HE
nocroje. 300r Tora, HU XUIOTETUYKO pellemhe jeaHaunHe X" + y" = z" He Moxke
Jla TIOCTOjH.

4.7 WpaunoHanHe lnogaHToBE je AHAYNHE

JenHaunHe ca 1emM0OpOJjHUM MPOMEHJbPUBHUMA MOTY OWTH W HpaIlMOHAIIHE,
jep ce Hemo3HaTe BeJIMYMHE Hajla3e MOoJ KOpeHHMMa MHapHOr CTereHa. 3aTo ca
HEKOJIMKO MpUMepa WIYCTPYjeM KapaKTepUCTUUIHE MPOOJEMCKE CUTyaIlHje Be3aHe
3a pemaBame HpanuoHanHux JuodantoBux jennaunna. OBae Tpeba HAOMEHYTH
Ja ToceOHy makmky Tpebda oOpaTUTH Ha JTOMEH Je(UHUCAHOCTH KOpPEHa.
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Ilpumep 48. Oodpedoumu cea yenobpojua pewerba Oame jeOHauUHe

\/x—%+\/y—%=\/§.

Pememwe. 13 ycioBa neduHMCAaHOCTH KBaJIpaTHOT KOpPEHA a00HjaMo Ja
BaXKH

1 1 . 1
x—EZO I/Iy—EZO,T_].XZE ny =

ul |

Kana naty jenHaunHy MOMHOXKHUMO ca \/§’ nooujamo
V5x —1+,/5y—1=5.

Onasne je jacHO /1a BaXH
0<5x—1<25u0<5y—1<25
OnHocHO
1<x<5ul<y<5.
Kako je
5x —1=a%?u5y—1=>h?
TO Mopa OutH a + b = 5, o1HOCHO
a’+1 b%+1
X=—F— MYy =——.
Kako BpemHocTH X u y Mopajy OMTH 1eno0pojHe, oHAa a U b y3umMmajy y3ajaMHe

BpeAHOCTH 2 U 3, 1A Cy jeauna pemiewa aate jenHauunne (x,y) € {(1,2),(2,1)}. A

Mpumep 49. Pewwmu  jeonauuny 'x + \/; +vz=+v1996 y ckyny
HenecamusHux yeaux opojesa. ( CPJ 1996)

Pememse. /laTa jeqHaunHa je eKBUBAJICHTHA Ca jeTHAYNHOM

x =y +z+1996 + 2,/yz — 4,/499y — 4V/499z.
bpojeBu X, y, z cy HEeHeTaTUBHU 11e/TH OPOjeBH, aKo je
0<y=499a%? <1996 u0 < z = 499b% < 1996,
na je
0<a<2,0<b<2ua+b<s?2.
Pasmarpamem ciyyajeBa 1o0Hja ce IIECT pelemha:
(0,0,1996), (0,1996,0), (1996,0,0), (0,499,499), (499,0,499), (499,499,0). A

Hpumep 50. Oopeoumu cee yene bpojeée x u 'y maxse da je Vx + \/_ =
V1976. ( Mockoecka Onumnujada 1976)

Pemewe. Oumrinenna pemema cy (x,y) = (0,1976) wmm (x,y) =

(1976,0). Ako cy cama x U y IPUPOIHU OPOjEBH, OHJIA je

Vx =+1976 — [y,
na ce KBaJpupameM jeJHaunHe 100uja

x =1976 — 2,/1976y + y.
3anma jeHauYnHa UMa peliekha y CKYITy IPUPOIHUX OpojeBa aKko je
1976y = 23-247 -y = k? (k € N).

Kaxo je 247 npoct 6poj 10O je

y = 2247 = 494.
Cnenu na je u x = 494. 3naun Tpehe pereme gaTe jeTHAYUHE je
(x,y) = (494,494). A
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4.8 EKcnoHeHuujanHe lnogaHTOBE je AHAYUHE

Excionennmjanne /[nodantoBe jeqHadynHe 3ay3uMajy BaXKHO MECTO Mehy
cBuM J[nodaHToBUM jeHaYMHAMA, jep je BUXOBO PEIIaBake y CYIITHHU CHHTE3a
CBHX JOCAJallllbUX pEaTN30BaHUX MeETona. Y pellaBamby EKCIHOHEHIIN]jaTHIX
JlnopaHTOBUX jeJHAYMHA KOPHUCTE C€ OCHOBHE Teopeme TeopHje OpojeBa, aau H
HajBa)XXHH]E OCOOMHE EKCITOHEHINjaTHuX (pyHKIHMja. [lajeM HEeKOJIMKO 3aHUMJbUBHX
npuMepa, jep oHu he HajOoJbe wMIycTpoBaTH Moryhe MeToie 3a pellaBame
eKCToHeHIMjaTHuX JlnodaHTOBUX jeTHAUMHA.

Ilpumep 51. [locmoje au npupoonu 6pojesu x u y maxeu 0a 8axcu
Jjeonaxocm 2% + 1 = y?? (Penybauuxo maxmuuerse, Cpouja 2002. 200une)

Pememe. U3 nare jennakoctu je 2% = y? —1 = (y — 1)(y + 1). Uspasu
y —1uy+ 1 cyucre mapHOCTH, a Kako je lUXOB MPOU3BOJ 2%, OHM Cy MapHH, ma
je
y—1=2%uy+1=2% (a+b=x a<bh).
Ony3uMameM JIpyre oJ1 MPBE jeTHaKOCTH T00H]ja ce 11a je

2b —2a =2,

Crnenu na je
2¢(2b-¢ —1) = 2.
Cana je
20 =2mn 2b0—-1=1,

na je

a=1ub=2.
JHakne,

x=a+b=3.

Konauno, jenmuno peeme aate jennaunne je (x,y) = (3,3). A

Mpumep 52. Oopeoumu yene 6pojese x u'y maxo oa je 3* — 2Y =5,

Pememe. Kakoje2Y =3*¥—-5>0,

TO je
3* > 5,
na je
x>1,1. x = 2.
Tana je

2V =3*-52>29-5=4,
OJTHOCHO ¥ = 2. Ako je x = 2, oHJa je
3* =2Y +5 = 0(mod 3).
Kaxo je
2 = (—1)(mod 3)
TO je
(-1)Y + 5 = 0(mod 3),
na 3aKJbydyjeMo ja je y mapas 6poj. CoudHo je 3a y = 2 0poj
2Y =3* =5 = 0(mod 4).
Kako je
3* = (—1)(mod 4),
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nobuja ce
(-1)* =5 =1(mod 4),
na je x mapan 6poj. Jaxie, x = 2a u y = 2b, (a,b € N). Tana nara jegHaunHa
ocTaje
32a _ 22b = (3@ — 2b)(3% 4 2D) = 5.
Kaxo je 5 mpocT 6poj u xako je 3% — 2P < 39 + 2P,
TO je
39 -2 =1nu3%+2P =5,
Cremumaje2-3*=6 n2-22 =4 Tamajea=b =1, 1. (x,y) = (2,2) jenuno
peleme aaTe jeaHaunHe. A

Ipumep 53. Oopedumu yenobpojua pewersa jeonauune x* =37 + 7.
(Cpbuja, 1983. 200une)

Pememe. Axojey <0,onmaje 0<3Y<1,maje7<3Y+7=x%2<8,
na JaTa jeJHaYMHa HeMa [eJI00pPOjHUX pelema.
Axo je y npuponan 6poj, onaa je 3¥ + 7 mapan 0poj, 11a je u x mapas 0poj.
Kako je
x? = 0(mod 4),
TO je !
37 +7 = (=1)” + 3 = 0(mod 4).
Jlakne, y je mapan 6poj, jep je (—1)%* = 1, maje y = 2k (k € N) u no6uja ce
x2—3% = (x+39)x -3 =7.
Crnemu maje x +3¥=7wux—3%¥=1. Tama je x = 4, a u3 3% = 3, cnemn na je
k =1. Cama je y =2k =2, na je jemuHo pememe mare jennauune (x,y) =
(4,2). A

Mpumep 54. V ckyny npupoonux 6pojesa pewumu jeowauwuny 7% —3 -
2Y = 1. (Cpbuja, 1996. 200une)

Pememe. Axkojey = 1,oumaje7* =7, majex = 1.
Axojey = 2,oumaje 7* = 3-2Y + 1 = 1(mod 4). Kako je
7* = (=1)* = 1(mod 4),
TO je ouuryIeIHo x napad 0poj. Heka je x = 2k. Tana je
72 —1=T7F-1D)(T"+1) =32V
Kaxo je 7% + 1 = 2(mod 3), To jenHaunna UMa pelieHha caMo aKo je
7*+1=2u7*-1=3.2°
Tana je
20 —3.2b =2,
na je
2b(287P —3) =2,
Cnemu maje b =1, ukaxo je 2 ?> -3 =1,10jea=3. Tanajey =4 ux = 2.
Jakute, cBa periema aare jeqnaunte cy (x,y) € {(1,1),(2,4)}. A
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4.9 Tlenosa jeaHauynHa

Hexka je m mo3utuBaH 1eo 6poj Koju HHje MOTIYH KBagpaT (3ampaBo, He
Npe/ICTaB/ba OrPAHUYCHE OIMIITOCTH Ja C€ NPEACTaBH Ja je M KBaapaTHO
ciobosan, Tj. Ja je MPOU3BOJ PA3IUUYUTUX MpocTuX OpojeBa). Tama jeqHaumHy
obmuka x? —my? = 1 3osemo Ilenosa jequaumna. Hapasno, x = +1, y =0 cy
pemewa cBake [lenose jemnaunne. OBa peliewa Cy TPHBHjalHa, I0K Cy CBa JApyra
HETpUBHjaJIHA.

[Mpumerumo aa ce neBa crpana [lenose jeqHaurHe Moxe hakToprcaTH Ha
cnenehn waunn (x +vVmy)(x —vmy) = 1. 360r Tora, ako je (x,y) jemHo
HEeTpHUBHjAIHO pemicibe [lenoBe jeHauMHe M aKo ca X, ), O3HAUYUMO Ielie
6pojese medunucane ca x, + y,vm = (x + \/ﬁy)n 3an>1, Taga u (X, V)
npezcTaBiba pemiewme. CBa yodeHa pemewma (X,,Y,) Cy pasziuuuTa, [a TaKo
J0Ma3UMO JI0 3aKJbydKa: ako jenHadmHa X2 —my? =1 wuma 6ap jemHo
HETPUBH]JAJTHO pelIeHke, MMa MX OeckoHauyHO MHoro. MelhyTtum, HeTpuBHjasiHA
peliema YBEK IOCTOje; OBO TBpheme (KOoje ce 3acHMBa Ha HEKHMM OCHOBHHM
pesyaTtaTuma u3 oosactu /[nodanToBrx anpokcumaiiija) aajem 6e3 mokasa.

Teopema 15.Hexa je m no3umusan yeo 6poj Koju Huje nOMnyH Keaopam.
Taoa jeonauuna x* — my? = 1 uma 6eckonauno MHO20 peuiersa.

Teopema 16.Heka je m nozumugan yeo 0poj Koju Huje nNOmnyH Keaopam u
nexa je (xo,yo) ono nosumueno peuterve (xq >0, yo > 0) jeonauune x> —
my? =1 3a koje je xo+ yoN'm munumanno. Tada cy cea pewera (x,y)

jeonauune x* — my? = 1 oopehena ca x + yvm = +(x, + yO\/ﬁ)n, n €z

oka3z: Tlo nperxonnum mpumendama, ako je (Xg,Yg) OCHOBHO pelUICHE
jennaunne x2 —my? =1, onna je u cBaku nap (x,y) oapeheH yciaoBoM u3
dbopmynamuje Teopeme Takohe pemewme Te jeaHaumHe. Jlokazahemo ma nmpyrux
pemema Hema. [IpernocraBuheMo CympoTHO: J1a MOCTOjU HEKO pememe (X, y) Koje
HHje 3aaaror obsuka. [Ipu ToMe, He MpeCTaB/ba HUKAKBO YMAHCHhE OIMIITOCTH aKO
TIPETIOCTAaBUMO Ja je x + yvm > 0. ITomTo je
limy e (X + VM) = 0 u lim,_,o(x + yvVm)™ = +oo,
cienu na moctoju k € 7Z tako aa je
(x + yvm)* < x + yvm < (x + yvVm)*+1,
Mmuoxehu 0By ABOCTpYKy HejenHakocT ca (x — yvm)* > 0 u umajyhu y sugy na
je x5 —my3 = 1, nobujamo
1 <(x +yvm)(x — yvm)* < xy + ypvm .
Axo cama nepunumemo x',y' € Z ca
x"+y'Nm =(x +yvm) (x — yvm)*,
CIIE/IN J1a BaXKH
(x/)z _ m(yr)z — (xl + yl\/ﬁ)(xl _ yl\/ﬁ)
= (x + yvm)(x0 - YO\/%)k(x — yvm) (xo + yovm)*
(x)? =m@y")? = (x* —my?)(x§ —my)* =1,
nau (x',y") npeacrasibajy penema jeqnaunne x2 — my? = 1. Hejennakoct
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1< (x+yvm)(x — yO\/ﬁ)k < X9 + yovm
MOYKEMO CaJia HallucaTu y o0JIHUKyY
1<x'+y'vm<xy+ yovm,
OJIaKJIe je
0<x'—yVvm<1.
3060r mocneame HejeaHakocTH Hemoryhu ¢y ciaydajesu y' = 0, 3atum x' > 0, y' <
0,kaom x' <0, y' > 0, 10K 300T HEjeTHAKOCTH
1<x'+y'vm<xy+ yovm,
He MmMoxe Outu x',y' < 0. Ilpema Ttome, Baxku x',y' > 0. Amu, caga apyra
HEjeIHAKOCT U3 HejeTHAKOCTH
1<x'" +yvm<xy+y,Vym
YHHA KOHTPAAMKIHMjY ca MPETIOCTABJbEHAM MHUHUMAIHUM CBOjCTBHMA DPEIICH-a
(X0, ¥o)-m
OBaj moka3 WiycTpyje OHO MTO ce y Teopuju JInodaHToBHX jeqHaunHA
30Be Depmaos memod OecKOHaAuHO2 Chnywmarba: TOJ TPETIOCTaBKOM Ja
nmocMaTpaHa jeJHaYrHa UMa pemiema (oapehenor Tumna), youn ce peneme Koje je y
u3BeCHOM cmuciny ~’MuHuMmanHo”. C Jpyre cTpaHe, CBOjCTBA jeJHAYMHE
omoryhaBajy na ce, mosazehu 07] MHHUMAIHOT pellekha, KOHCTPyHUIIe ~“Mame
ITO J1aje KOHTPAAUKIIM]Y U MTOKa3yje Aa JOTHYHA pellieha 3apaBo He MOCToje.
Kana je ocHoBHO pememe (Xg,Yo) MO3HATO MOTy ce, (GopMHpameM
peKypeHTHe Be3e u3Mel)y OBa y3acTOIlHA pellema, OAPEAUTH OcCTaja pelieHmha
(X Yn)-
Kako je xp41 + yn+1‘/m = (xn + Yn‘/m)(xo + }’OM)a clriein
Xn+1 T yn+1‘/m = XpXo T MYpYo + \/%(xnyo + YnXo)-
UzjennauaBameM pallMOHATHUX U UPALMOHAIHUX JEJIOBA JEHAKOCTH 100HjaMO

Xn+1 = XnXo T MYpYo U Yni1 = XpYo + YnXo-
dopmye 3a TUPEKTHO ofpehBamke HU30Ba

1
Xn =35 [(xo + yoVm)™ + (xo — yovm)"]

1
Yn = ZM[(xO + yoVm)™ — (xg — yom) ]

Oge je ocHOBHU TIpoOsieM: Kako opeuTi ocHOBHO periewne (Xg, Yo)? Y
HEKHM CHUTyallijama, TO MOKe OUTH U JeTHOCTaBHO:

v Axo je m=a?—1, onma je x2—my?=x?—(a®-1)y*=1.
Onasze je x2 — 1 = (a? — 1)y?, na je ocHoBHO pememe (Xg, Vo) =
(a,1).

v Axo je m=a*+1, x? —my? =x?>—(a®*+1)y? = 1. Tana je
x?2=a’y?*+y?+ 1. A na6u a’y? + y? + 1 6uo moTmyH KBajapar
Tpeba ma je y> =2ay, ma je y=2a, a x=ay+1=2a*+1.
3uaun (xg, o) = (2a% + 1,2a).

v Axo IlenoBa jennaunna obmuka x2 — my? = 1 uMa pemiesma, oHIa
jemnaumna x% —q%-my? =1, uMa ocHOBHO pememe (Xg, Vo) =

(xo,%). OBne m oxapehyjemo Ha ocHOBY ciydaja mox 1 umm 2. Ha

TIpUMEp, OCHOBHO pelier¢ 3a IlenoBy jennaunny x2 — 5y% =1 je
(9,4), a Ha OCHOBY TOTa je OCHOBHO pElIEH-¢ 3a jeHAuYMHy X2 —
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20y =1, 1j. x% — 22+ 5y% = 1 msmoen (xo,¥0) = (9,5) = (9.2).
CnuyHo je M 3a jegHaunHy x2 — 63y2 =1, 1j. x2 —32.7y2 =1
OCHOBHO perniewne (Xg, Vo) = (8, S) = (8,1).

Ha ocHoBy oBHX onakmmia, Moxke ce (opmupaTH TabiiMlla OCHOBHUX
peliemna.

Ipumep 55. Oopedumu onwme peuwerve jeonayune x* — 3y? = 1.

Pememse. MuHMMAIHO penieme OBe jeaHadnse je (Xq, Vo) = (2,1). Ommre
pelieke OBE jeTHAYNHE je
Xps1 =2x, +3-1-y, =2x, + 3y,
Yn+1 = Xn + 2Y,
OJHOCHO MPEICTaBILEHO OMIITOM GopMyIoM je X + yvV3 = +(2 +/3)". A

Yecro cpeheMo jemHaunne obnmka x2 —my? = a, Tae je m HnpupojaH
0poj KOju HHje MOTIIYH KBaApaT U a 11e0 Opoj pa3iuyuT of Hyne. TakBe jeHauYnHe
30BeMO jenHaunHama [lenoBor Turma.

Heka je (X10,Y10) jemHO, a (Xp,Y,) ONIITE pEIICHE jeIHAYUHE X2 —
my? = a y cKyny npupoHux 6pojeBa U Heka je (Xq, Vo) OCHOBHO peliere Ilenose
jennaunne x% — my? =

Tana Baxe penanuje:
x? —my? = (x + yvm)(x — yvm) = 0,
Xp —myg = (xn + Yn‘/m)(xn - }’n‘/m) = (x10 + Y10\/m)(x10 - }’10\/%) =aq,
x5 —myg = (xo + yoVm)" (xo — yovm)" = 1.
N3 natux pemanmja je
(xn + Yn‘/m) (xn - Yn‘/m)
= (10 + y10Vm) (x10 = y10Vm) - (o + yoVm)™ (xo — yoVm)™
=a

Cana je ounrneno X, + y,vm = (x10 + ¥10Vm)(xo + yovVm)™, mro naje
moryhHoCT 3a ofpehuBame cBUX peliema (X, ¥,) jeaHaunHe x2 — my? = a, a ako
Cy Mo3HaTa OCHOBHA pemema (Xg,Y,) jeaHauumHe x2 —my? =1 u (X109, ¥10)
jennaunue x> — my? = a.

N oBae je mpoOiieM Kako OJPEIUTH TpHUBHjaliHA pemema (Xqg,Vio)
jennaunne x> — my? = a. Osze hy natu jeqny Teopemy 6e3 JoKa3a.

Teopema 17.4xo jeonauuna x*> — my? = a uma 6ap jeono pewerse, onoa
nocmoje yeo 6poj n u pewere (X1, V10) 0ame jeonadune, 3a Koje 6ancu yi, <
ays ayg
2(x0+1) Z(XO+1)

+(x10 + Y10VM) (X0 + YoVm)™

ako je a >0 u y?) < axo je a <0, makeu oa je X, + y,\/m =

Ipumep 56. O0pedumu onwme pewerve jeonauune x> — 5y? = 44.

Pememwe. OBae je m =5, a =44 > 0, na je ocHOBHO peniewme [lemore

ayé 4442
2(xo+1)  2(9+1)
HNOTEHIMJATHO  Yq0 € {1,2,3,4,5}. VcnoBuma 3amaTka OAroBapajy peliciba

jemnaunne (xg,¥0) = (9,4) u yZ < = 35,2. To 3Haum pna je
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(x0,Y0) = {(£7,£1),(£8,1+2),(£13,£5)}. Tama cy cBa peliema jgara
JeIHAYNHOM Yy CKYITy IpHpOoaHuX OpojeBa AeduHucana Gpopmynama:
Xn + yn\/m = i(7 + \/g)(g + 4\/§)n’
Xp + VM = +(8 4 2v/5)(9 + 4V5)™ umm
Xn + ypvm = £(13 £ 5V5)(9 + 4V5) . A
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3aK/by4yak

Pan mpencrama jenHo ox moryhux Bubhema canpxkaja o JuodaHTOBUM
jeAHaYMHaMa y OCHOBHO] M CpPellb0j IIKOIU. MoKe, Y MEeTOJUYKOM M TUAAKTUIKOM
CMHCITY, TOCTYXHTH YYCHUIIMMA, HACTaBHHIIMMAa W TpodecopuMa. YUeHUIHMa
MOY€E TIOCITY)KUTH jep Ce TOCTENeHO yBojae y TeopHjy AnodaHTOBUX jerHAunHA.
Paxg Huje ckyn roroBMX HacTaBHUX pelenara, Beh cagpu MHOIITBO AETajbHO
oOpalheHux 3amaTaka M METOZAA 3TOJHHX 3a TUPEKTHY WIM aHAJOTHY NMPUMEHY, U3
npoOJjeMaTHKe Koja je PEeTKO TMPHUCYTHA y HaIoj JMTepaTypu. HactaBHMIM W
npodecopu MOTy OBaj paa KOPUCTUTH Kao 100ap moaceTHUK u3 JlmodaHTOBHX
jemHayMHa 3a CBOje TPHUIPEME y TOKY pPEIOBHE M J0JaTHE HacTaBe. Takohe
npodecopd M HACTaBHULM M3 OBOI paja MOTy oAOpaTh MHOIITBO 3ajgaTaka 3a
YYEHHKE, TOCEOHO OHE HaJapeHe 3a MaTeMaTHKY.

Cam pan naje UCTOpPHjCKE, METOJUYKE, TEOPETCKE M MPAKTHUYHE OCHOBE 3a
peanuzannjy caapxaja o JmodaHTOBHM jenmHauMHaMa y HACTaBH MaTeMaTHKE Yy
OCHOBHOj M CpENI0] IIKOJH, ajJi MOTIYHO je jaCHO Ja W OTBapa MHOTroOpojHE
MoryhHOCTH BeroBe nmpuMeHe. HapaBHO, MOXe TapOBUTOM YUYEHUKY H HACTAaBHUKY
OuTH Tpenopyka W TOJACTUIA] 3a OpHUTHHATHA METOJUYKA pelleka, Oajbe
eKCIICPUMCHTHCAkhE M U3HATAXEHE Joml ePUKACHUJUX M KBAIUTETHUJUX
METOAMYKUX MPUCTYTIA.

Hosu Can, centembap 2012. AyTtop
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buorpaduja

Pohena cam 7. 3. 1988. rogune y Jlo3uuuu. OCHOBHY IIKOIY caMm
3aBpmmia y mkoiau JoBan [[Bujuh” y Jlo3numm xao hak renepamuje. [ umuazujy
”Byk Kapayuh” y Jlo3Hunu cam 3aBpmwia ca OMIMYHUM ycrexoMm. OCHOBHE
crynuje Ha [Ipuponno — maremarnuku dakynretr y HoBom Cany, cmep—tipodecop
Matematuke, caMm 3aBpumia 2011. rogune ca mpocekoM 9,53 u crTekina 3Bame
ouniomupanu npogecop mamemamuxe. Vicre ronuHe cam ynucana MacTep CTyanje
Ha [IpupoHO — MaTeMaTHUKOM (aKyaTeTy, CMep-Ipodecop MaTeMaTHKeE.

bojana JankoBuh
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