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Predgovor

Definiciju kona¢nog automata dao je Kleene 1956. godine. On je pokrenuo pi-
tanje problema karakterizacije skupova koji su prepoznatljivi kona¢nim automa-
tima, u smislu definabinosti u logici. Problem su resili nezavisno Biichi(1960),
Elgot(1961) i Trahtenbrot(1962), koji su dokazali ekvivalentnost definabilnih
struktura u slaboj monadi¢noj logici drugog reda u strukturi (V,”) (skup prirod-
nih brojeva sa operacijom naredni) i struktura prepoznatljivih konaénim sinhro-
nim automatima (sa vise traka) koji za unos uzimaju torke reci. Slaba monadic-
nost drugog reda znaci da je u formulama pored kvantifikovanja po promenlji-
vama za elemente domena dozvoljeno i kvantifikovanje po promenljivama za
kona¢ne podskupove domena.

Ispostavlja se da je definabilnost u slaboj monadi¢noj logici drugog reda
u strukturi (N,') ekvivalentna definabinosti u logici prvog reda u strukturi
Ns = (N, +,]|2) (skup prirodnih brojeva sa sabiranjem, a relacija z|2y je dafin-
isana sa: x = 2* za neko k € N i z|y). Znacajna je ¢injenica da je teorija prvog
reda ove strukture odluc¢iva. Dokaz ovog rezultata se zasniva na Cninjenici da
skup prirodnih brojeva mozemo predstaviti u binarnom zapisu unazad (Sto je
regularan jezik), a potom automatima mozemo predstaviti i sabiranje i relaciju
|2. Koriséenje logickih operacije V, = i kvantifikatora 3 omoguéava nam ¢injenica
da je klasa automata zatvorena u odnosu na uniju, komplementiranje i pro-
jekciju. Uz primenu indukcije po slozenosti formule, i na kraju, odlu¢ivosti
problema praznosti automata lako je uvideti navedeni rezultat. Prica se potom
uopstava na strukture N, = (N, +, [) za k > 2.

1966. godine Elgot i Rabin uspostavili su vezu izmedju slabe monadi¢ne
teorije drugog reda strukture (N,”) i teorije prvog reda strukture
Wy = ({0,1}*, Ro, R1, <p, el), gde su relacije Ry := {(w,w0) | w € {0,1}*},
Ry = {(w,wl) | w € {0,1}*}, relacija <, je relacija prefiksa, a relaciju el ¢ine
parovi reci iste duzine.

1969. godine Eilenberg, Elgot i Shepherdson dokazali su da je relacija P C

{0,1,...,k — 1}*™ predstavljiva kona¢nim automatom ako i samo ako je defin-
abina u logici prvog reda u strukturi Wy, = ({0, 1,...,k—1}*, Ry, Ry, ..., Rk—_1,
<p,el).

=p>

Navedeni rezultati zajedno daju karakterizaciju struktura predstavljivih au-
tomatima (korolar 2.9):
Presdstavljivost strukture automatima, definabilnost strukture u slaboj modadic-
noj logici drugog reda u strukturi (N,), i definabilnost strukture u logici prvog
reda u strukturama Ny, i Wy, za svako k > 2 su ekvivalentns.

Motivisan ovim rezultatima Hodgson je 1976. godine uveo pojam automatska
struktura za relacionu struktura ¢iji domen i fundamentalne relacije su prepoz-
natljive kona¢nim automatima. U ovom pristupu se umesto fundamentalnih op-

iii
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eracija struktura posmatraju grafovi tih operacija, pa je dovoljno baviti se rela-
cionim strukturama. Hodgson je proucavao odluc¢ivost struktura predstavljivih
automatima nad konac¢nim i beskona¢nim rec¢ima.

Automatske prezentacije (FA-prezentacije), u smislu definicije koja se danas
koristi i kojom se ovaj rad bavi, uveli su 1995. Khoussainov i Nerode kao rezul-
tat potrebe da se koncepti iz konacne teorije modela proSire i na beskonacne
strukture, pri ¢emu bi se o¢uvala odlu¢ivost najznacajnijih algoritamskih prob-
lema vezanih za te strukture. Jedan od najznacajnijih zadataka u vezi sa au-
tomatskim prezentacijama struktura jeste karakterizacija struktura odredenog
tipa koje dopustaju takve prezentacije: odgovarajuce karakterizacije su poznate,
na primer, za kona¢no generisane grupe, zatim za integalne domene, Bulove al-
gebre, ordinale, itd. Medutim, u mnogim klasama, karakterizacija automatski
prezentabilnih struktura ostaje otvoren i ¢esto prili¢no slozen problem.

U domenu teorije grupa, jedan veoma specijalan primer FA-prezentabilnih
struktura jesu automatske grupe. Grupa generisana kona¢nim skupom X je
automatska ako postoji regularni jezik L nad X tako da su reci iz L u ho-
momorfnom odnosu sa elementima grupe koje predstavljaju, i ako se desno
mnozenje generatorima moze (u izvesnom smislu) realizovati kona¢nim auto-
matom. Ovde vazi da Cayley graf grupe ima automatsku prezentaciju, iako je
klasa graf automatskih grupa strogo Sira od automatskih. Klasican rezultat iz
kombinatorne teorije grupa opisuje automatske grupe preko svojstva poznatog
kao osobina saputnika (fellow traveller property).

Pojam automatskih grupa je uveo Cannon 1992. godine.

U ovom master radu dat je pregled osnovnih pojmova i rezultata vezanih
za automatski predstavljive strukture, sa posebnim osvrtom na strukture rele-
vantne u teoriji grupa.

Prva glava ukratko izlaze osnovne pojmove i teoreme vezane za teoriju au-
tomata, i relacione strukture. OpSirnije o ovim temama moze se ¢itati u knji-
gama [7], [9] i [8]. Predstavljaju se i pojmovi konvolucije torki i relacija, kao i
automati sa n-traka.

U drugoj glavi, koriste¢i osnovne koncepte predstavljene u prvoj glavi, defini-
§u se centralni pojmovi rada: automatske i FA-prezentabilne strukture. Dokazuje
se odlucivost teroje prvog reda automatske strukture. Zatim se izlaze karakteri-
zacija automatskih struktura (o kojoj se govorilo u prethodnom delu predgovo-
ra), a potom se automatske strukture svode na automatske grafove. Rad se dalje
fokusira na automatska drva i ordinale, za koje se formuliSe i teorema o karak-
terizaciji. Nakon toga se uvodi pojam rasta automatskih struktura, a potom
na osnovu poznatih rezultata vezano za ovaj pojam slede karakterizacije FA-
prezentabilnih integralnih domena i Bulovih algebri. Na kraju glave se karak-
terisu unarno FA-prezentabilne strukture. Ova glava se uglavnom oslanja na
rad [1].

Treéa glava bavi se FA-prezentabilnim i automatskim grupama (koje su
redefinisane u odnosu na istoimeni pojam u slu¢aju opstih struktura) i graf
automatskim grupama. Tema je medusoban odnos ovih pojmova, kao i pi-
tanje odlucivosti problema rec¢i i konjugovanosti. Rad se zatim bavi rastom
FA-prezentabilnih polugrupa, i uz pomo¢ dobijenih rezultata se karakterisu FA-
prezentabilne grupe. Nakon toga sledi geometrijska karakterizacija automatskih
grupa (osobina saputnika). Na kraju su predstavljene neke karakteristi¢cne kon-
strukcije na grupama, koje o¢uvavaju automatiénost odnoso FA-prezentabilnost.
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Prve Cetiri sekcije ove glave se oslanjaju uglavnom na rad [2], dok se poslednje
dve sekcije oslanjaju na radove [3], [4], [5] 1 [6].

Ovom prilikom bih zeleo da se zahvalim mentoru dr Igoru Dolinki i ¢lanovima

komisije dr Petru Markovic¢u i dr Rozaliji Madarasz Szilagyi na korisnim save-
tima i podrsci prilikom izrade ovog rada.

Novi Sad, maj 2013. Atila Fesis



Glava 1

Osnovni pojmovi

1.1 Konac¢ni automati i regularni jezici

U ovoj glavi bi¢e opisani osnovni koncepti na kojima se zasnivaju automatske
strukture.

Pocecemo sa osnovnim definicijama i tvrdenjima vezanim za regularne jezike
i kona¢ne automate, a potom ¢e biti reci o relacionim strukturama. Kombinacija
ova dva koncepta dovesée nas do automatskih struktura u sledec¢oj glavi.

1.1.1 Regularni jezici

Neka je A konacan skup slova (simbola), zvaéemo ga azbuka. Slova, odnosno
simbole obi¢no ozna¢avamo sa a, b, c,d, 0, 1, ali naravno mogu do¢i u obzir bilo
koji simboli.

Konac¢an niz slova azbuke A nazivamo re¢. Re¢i obi¢no oznacavamo sim-
bolima w, u, v.

Duzina reci je broj slova u datoj reci, a odgovarajuéa oznaka je |w|. Slova
poistove¢ujemo sa odgovarajuéim re¢ima duzine 1.

Definisemo i praznu rec, i oznacavamo je simbolom A. Duzina prazne reci je
0.

Skup reci nazivamo jezik, obi¢no u oznaci L, J, K.

A* oznacava skup svih re¢i nad azbukom A, ukljuéujudi i praznu rec. AT
oznacava skup svih re¢i nad azbukom A, bez prazne rec¢i. Dakle, jezik nad
azbukom A je podskup od A*.

Uvodimo operaciju konkatenacije (dopisivanje, nadovezivanje) na re¢ima
nekog jezika:
U w = vw.

Skup svih re¢i AT nad azbukom A sa operacijom konkatenacije ¢ini polu-
grupu. Ako uklju¢imo i praznu rec, koja predstavlja jedini¢ni element za konkate-
naciju, dobijamo monoid (A*, -, \)

Zatim ovu operaciju proSirujemo na operaciju na jezicima nad zajednickom
azbukom na slede¢i nacin:

L-K={u-w|uelLweK}.
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Radi jednostavnosti znak mnozenja mozemo izostaviti.
Dalje, definiSemo jo$ dve operacije na jezicima:

e sumu: L+ K :=LUK,
e Kleene-jevo zatvorenje: L* ={\}+L+L-L+L-L-L+...= UnZO L.

Sada je jasno zaSto je skup svih re¢i nad azbukom A oznacen sa A*. Uocimo
i da je P(A*) skup svih jezika nad azbukom A.
Sada mozemo definisati algebru jezika nad azbukom A kao uredenu Sestorku:

(P(A*)a -+, '7* 7@7 {)‘})

U ovoj strukturi i {\} su konstante, odnosno operacije arnosti 0, ili unarne
relacije.

Analogno termima nad proizvoljnom algebrom definiSemo objekte sintakticke
prirode koje ¢emo nazivati regularnim izrazima. U ovom smislu u definiciji
koja sledi elemente azbuke A tretiramo kao promenljive, dok +, -,* predstavljaju
operacijske simbole odgovarajuéih arnosti.

Regularne izraze definiSemo induktivno na sledeé¢i nacin:

1. @, A, a su regularni izrazi, gde je a € A;
2. ako su «, 8 regularni izrazi onda su (a + ), (a - ), (o*) regularni izrazi;
3. konacnom primenom 1. i 2. dobijaju se regularni izrazi;

U regularnim izrazima po dogovoru mozemo izostaviti spoljne zagrade. Takode
po dogovoru prioritet operacija je redom *, -, +, pa se shodno tome mogu izostaviti
odgovarajuce zagrade.

Interpretacijom regularnih izraza u algebri jezika dobijamo da svaki regularni
izraz predstavlja neki jezik. Interpretaciju regularnih izraza, odnosno njihovu
vrednost definiSemo kao preslikavanje £ regularnih izraza nad azbukom A na
jezike nad azbukom A induktivno na prirodan nacin:

1. L(0) =0,L(X) =\, L(a) ={a} za a € A;

2. ako su a, 8 regularni izrazi onda
Lla+p) = L(a) + L(B),
L(a-B) = L(a)- L(B),

L(a”) = (L))"

Jezik koji u ovom smislu mozemo opisati regularnim izrazom nazivamo reg-
ularni jezik. Kazemo da je regularni jezik jezik odgovarajuceg regularnog
izraza. Kako je jezik skup reci, koristi se i naziv regularan skup.

Sledeé¢e tvrdenje govori o osobinama regularnih jezika. Dokaz se izvodi
koristeé¢i Kleene-jevu teoremu (teorema 1.3), koju predstavljamo u sledeéem
odeljku, i teoremu Myhill-Nerode (teorema 2.10). Teoremu ipak dokazujemo
ovde, kako bismo zaokruzili pricu o regularnim jezicima. Citaocu se preporucuje
citanje sledeceg odeljka i tvrdenja 2.10 pre ¢itanja dokaza koji sledi.
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Teorema 1.1 Neka su A i B konacni skupovi. VazZe sledeéa tvrdenja:

1.
2.

Svaki konacan podskup A* je reqularan.

Ako je L C A* regularan jezik, tada je i njegov komplement L¢ = A*\L
reqularan.

Ako su K, L C A* regularni tada su i K N L i K\L regularni.

. Ako je L C A* regularan i v : A* — B* homomorfizam monoida, tada je

i (L) regularan.

Ako je K C B* regularan i v : A* — B* homomorfizam monoida, tada je
i~ Y(L) regularan.

|

Dokaz:

1. Neka je {wq,ws,...,w,} konatan podskup skupa A*. Jezik regularnog
izraza wi + wa + ...+ w, je upravo skup {wy, we, ..., w,}, pa je on regu-
laran.

2. Ako je L C A* regularan jezik, po Kleene-jevoj teoremi (teorema 1.3)

postoji automat A = (5, 4,4, qo, F) takav da je L(A) = L. Konstruisimo
automat A" = (S, A4,6,q0,S\F). Imamo da je £L(A") = L%, pa je na
osnovu Kleene-jeve teoreme (teorema 1.3) jezik LC regularan.

Po prethodnoj tacki imamo da su jezici K€ i LY regularni. Njihova unija
takode je regularna, pa i komplement te unije. Kako je K N L = (K€ U
LY)¢, imamo da je K N L regularan jezik.

K\L = KN LY, pa imamo da je K\L regularan jezik.

Neka je A = {a1,a2,...a,}. Neka je ¢¥(a;) = w;. Jezik L C A* je
regularan, pa postoji regularan izraz a nad azbukom A, takav da je L(«) =
L. Zamenom svakog slova a; € A u regularnom izrazu o odgovarajué¢om

re¢ju w; € B* dobijamo regularan izraz o’ nad azbukom B, za koji vazi
L(a') =¢(L). Sledi da je ¥ (L) regularan jezik.

Kako je jezik K C B* regularan, na osnovu teoreme Myhill-Nerode (teo-
rema 2.10) znamo da postoji leva kongruencija p kona¢nog indeksa (recimo
n) na skupu reci B*, takva da je B* = [wi], U [wa], ... [wk], U [wiy1], U
w1 K = [wi], Ulws, .. [wi]p-

Definigimo relaciju p’ na skupu reci A* sa:
up'v & h(u)pip(v).
Kako je p’ definisana ekvivalencijom, iz ¢injenice da je p relacija ekviva-

lencije lako je uvideti da je to i relacija p'.

Neka je up’v i neka je w € A*. Dokazimo da je uw p’ vw. Po definiciji
imamo da je ¥(u) p ¥(v). Kako je ¢ homomorfizam, a p leva kongruencija
imamo da je

Pluw) = P(u)p(w) p p()h(w) = Plvw).
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Sledi da je uw p’ vw, pa je p’ leva kongruencija na A*.

Po definiciji relacije p’, slike reci iz B* iz iste p-klase su reci iz A* koje
pripadaju istoj p’-klasi. Sledi da je broj p’-klasa manji ili jednak broju
p-klasa, pa je njihov broj konacan, te je p’ leva kongruencija konaénog
indeksa na skupu A*.

Konac¢no, imamo da je

vHK) = {veB"|Y(v) e K}
{fveB™ | ¢@) puryU...U{ve B [¢(v) pwi},

S$to je unija k ili manje p’-klasa. Na osnovu teoreme Myhill-Nerode (teo-
rema 2.10) sledi da je ¢~ 1(K) regularan jezik.

Primer 1.1 Nad jednoslovnom azbukom A = {a}, jezik L koji se sastoji od
svih re¢i parne duzine je regularan, naime mozemo ga predstaviti regularnim
izrazom (aa)*. Njegov komplementarni jezik L' = A*\L, koji sadrzi sve reci
neparne duzine je takode regularan, na osnovu prethodne teoreme. Regularni
izraz za ovaj jezik je a - (aa)* O

Poznajuéi teoremu 1.1 u regularnim izrazima mozemo koristiti i dodatne
operacijske simbole — i *, gde — predstavlja razliku skupova, a LT = L + L? +
L3.... Ako X\ ¢ L tada je LT = L*\{\}, a u suprotnom LT = L*.

1.1.2 Konac¢ni automati

Sada kako smo definisali regularne jezike predstaviéemo i ”"masine” koje ih
raspoznaju. U pitanju su konac¢ni automati.

DEFINICIJA 1.1 Deterministicki konaéni automat A nad azbukom A je
uredjena petorka (S, A, 6, qo, F'), gde je S konacan skup stanja, qo pocetno stanje,
F C S skup zavrsnih stanja, i 6 : S x A — S funkcija prelaza.

Lako je uociti da je relaciju prelaza iz definicije mozemo prosiriti na sledeéi
nacin:

5:8xA* = S

kako bismo mogli da razmisljamo o ulaznoj re¢i kao celini. U daljem tekstu,
ova funkcija oznacavace se istim simbolom § kao i funkcija iz definicije, radi
jednostavnijeg zapisa.
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Ako se polazeéi iz pocetnog stanja nakon ucitane re¢i, automat nalazi u
zavrsnom stanju, kazemo da automat prihvata tu re¢. Skup svih reci koje au-
tomat A prihvata, nazivamo jezik deterministickog automata A, i oznacavamo
sa L(A). Dakle,

L(A) :={w | 0(q0,w) € F}.

Primer 1.2 Na slici 1.1 vidimo deterministicki konac¢an automat A =

({q07 q1, QZ}ﬂ {a‘}a {(q()v a, Q1)(‘J1a a, (12)((]% a, ql)}a q0, {qu CI2}) Jezik ovog automata
je skup reci parne duzine, £L(A) = (aa)* O

Slika 1.1: deterministicki automat A: Kruziéi (¢vorovi) predstaljaju stanja, a
usmerene linije (grane) ozna¢ene slovima azbuke predstavljaju funkciju prelaza.
Strelica sa strane ukazuje na pocetno stanje, a zavrSna stanja su zaokruzena
stanja.

Uvodimo i nedeterministicki konacan automat, koji se od deterministickog
razlikuje po tome Sto pri ucitavanju slova moze postojati vise moguénosti za
prelaz u sledece stanje, a sa druge strane neki prelazi i ne moraju biti definisani.
Tako ¢emo u sledeéoj definiciji funkciju prelaza redefinisati.

DEFINICIJA 1.2 Nedeterministicki konaéni automat A nad azbukom A je
uredjena petorka (S, A, 0, qo, F'), gde je S konacan skup stanja, qo pocetno stanje,
F C S skup zavrnih stanja, i 6 : S x A — P(S) funkcija prelaza.

Kao i u slu¢aju deterministickog automata, prosirujemo funkciju prelaza na
reci:

5:8 x A* = P(S)

W den=1a
(2) (5((],11}(1) = Upeﬁ(q_yw) 5(]?7 (l)

Dalje imamo sledeée proSirenje:

S>>

. P(S) x A* — P(S)
(X,w) = | (g, w)

qeX

S>>

Kao i u prethodnom slucaju u daljnjem ¢e se upotrebljavati isti simbol ¢ i
za, ove novodefinisane funkcije.



GLAVA 1. OSNOVNI POJMOVI 6

Jezik nedeterministickog automata A definiSemo na slede¢i naéin:
L(A) == {w | (g0, w) N F' # O}.

Primer 1.3 Na slici 1.2 vidimo primer nedeterministickog kona¢nog au-

tomata A = ({QOu q1, qQ}a {a7 b}7 {(q07 a, CIO>((107 b7 QO)(CIO7 b7 Q1)(CI17 bu CI2)}7 q0, {CIQ})
Jezik ovog automata su re¢i nad azbukom {a,b} koje se zavrsavaju sa bb. Ovaj

jezik mozemo predstaviti regularnim izrazom {a + b}*bb O

(G C I CY

Slika 1.2: nedeterministicki automat A

a

Sledec¢a teorema ukazadée nam na to da se ove dve vrste automata u susStini
i ne razlikuju, u smislu jezika koji prihvataju.

Teorema 1.2 Za dati nedeterministicki konacan automat A = (S, A, ¥, qo, F)
postoji deterministicki konacan automat A’ = (P(S), A, ¢, qo, F'), gde je:

F ={X CS|IXNF#0}
8 :P(S) x A= P(S)

8(X,a) = U d(q,a)

qeX

za koji vazi L(A") = L(A). Dakle, za svaki nedeterministicki konacan automat
postoji ekvivalentan deterministicki konacan automat. B

Dosada$nji primeri ukazuju na nekakvu vezu izmedju regularnih jezika i
konac¢nih automata. Sledeca teorema govori o tome.

Teorema 1.3 (Kleene-jeva teorema) Jezik L je jezik nekog konacnog deter-
ministickog automata ako i samo ako je reqularan.m

Dakle, kona¢ni automati su masine koje raspoznaju regularne jezike.
Navedimo jo$ jedno poznato tvrdenje, koje nam daje nacin za dokazivanje
da odredjeni jezik nije regularan.

Teorema 1.4 (Pumping Lema) Neka je L regularan jezik. Tada postojing €
N takvo da za svaku reé z € L,|z| > ng postoje u,v,w € A* takve da je z =
wow, Juv] < ng,v £ X i uw'w € L za svei > 0. B

Primer 1.4 Jezik L svih reci oblika a™b™ (sadrzi iskljucivo reci ovog oblika)
nije regularan. Ako pretpostavimo suprotno, za ng iz Pumping leme imamo:
z = a"™b" € L,z = uvw, luv| < ng pa je v = a”* za neko 0 < k < ng. Sledi da
je uwv?w = a"tkpno ¢ [, Kontradikcija. Dakle jezik L nije regularan. [

Sledeca teorema govori o tome da mozemo efektivno utvrditi da 1i je jezik
automata prazan.
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Teorema 1.5 Problem praznosti za konacan automat je odluciv.

Dokaz:
Automat prihvata neku re¢ ako i samo ako postoji staza od pocetnog do nekog
zavrsnog stanja. Ovo se efektivno testira u linearnom vremenu (vreme propor-
cionalno broju prelaza) koristeéi breadth-first pretragu.

1.1.3 Konvolucija i automat sa n traka

Neka je A data azbuka. Azbuku Ag definisemo kao AU{$}, gde je $ simbol koji
nije u A.

DEFINICUJA 1.3 Konvolucija uredene n-torke (wq,ws, ..., wy,) € A*™ je re¢
®(w1,wa, ..., wy) duZine max;—1 .. n|w;| nad azbukom Ag, cije je k-to slovo
(a1,a2,...,a,), gde je a; k-to slovo redi w; ako je |w;| >k, a $ u suprotnom.

Dakle, konvolucija n reci (uredjene n-torke reci) je jedna reé¢ sastavljena od
uredenih n-torki slova. Te n-torke se dobijaju Citajuéi zadate reci istovremeno
slovo po slovo, a kada ponestane slova u nekoj od reéi, sledi simbol $, sve dok
se ne procita i poslednje slovo najduze reci.

Primer 1.5 Neka je wy; = abbaab, ws = abba,ws = aaabb. Konvolucija ovih
reci je:

b b b

®(w1,w2,w3) = b b $

a a $

L 2 2
> QO
> A

Kolone ove matrice predstavljaju slova dobijene reé¢i. [J

Posto smo konvolucijom vise rec¢i dobili jednu re¢, a znamo da re¢i mozemo
Citati automatima i odluéiti da li pripadaju odredenom regularnom jeziku, defin-
isatemo i automat koji ¢ita konvoluciju uredene n-torke, odnosno ¢ita n reci
istovremeno.

DEFINICUJA 1.4 Automat sa n traka nad azbukom A je konacan automat nad
azbukom Ag.

DEFINICIJA 1.5 Konwvolucija relacije R C A™" je relacija @R C (Ag)* dobi-
jena kao skup konvolucija svih uredjenih n-torki iz R:

®R = {®(w1,wa, ..., wy) | (w1,ws,...,w,) € R}.

Primetimo da je po svojoj definiciji automat sa n traka isti kao i konaéni
automat (sa jednom trakom), samo nad drugacijom azbukom, pa i za njega vaze
sva prethodna tvrdenja.

Ipak, moramo obratiti paznju na ¢injenicu da ovako definisan automat sa n
traka ne prihvata samo konvolucije reci, posto automat po svojoj definiciji "ne
zna” koja su prethodno ucitana slova, a konvolucije imaju tu specificnost da se
nakon ucitanog simbola $ na nekoj koordinati slova ne moze naéi ni jedan drugi
simbol osim $ na toj koordinati narednih slova.

Ova ¢injenica medutim neée predstavljati problem, jer mozemo konstruisati
automat sa n traka koji odlucuje da li je uneta re¢ konvolucija neke uredene
n-torke (primer 1.6).
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DEFINICUA 1.6 Za (n-arnu) relaciju ¢ija je konvolucija jezik nekog automata
(san traka) kazemo da je FA-prepoznatljiva relacija (FA- finite automaton).
Za takvu relaciju kaZemo i da je regularna.

To $to relaciju iz prethodne definicije nazivamo i regularnom nije sluc¢ajnost,
naime imamo da za svaku n-arnu FA-prepoznatljivu relaciju postoji regularan
izraz nad azbukom Ag koji je predstavlja.

Primer 1.6 Na slici 1.3 vidimo automat sa 2 trake ¢&iji je jezik ® A*2. Stanja
automata odgovaraju skupovima koordinata na kojima se jos nije pojavio sim-

bol $. Na isti na¢in moze se konstruisati automat sa n traka ¢iji je jezik Q A*"
za svako n € N. Imamo da je ® A*" regularan jezik. [J

Slika 1.3: Automat sa 2 trake ¢iji je jezik ®A*?

Automati imaju svoj jezik (skup svih reéi koje prihvataju). Kako automat
sa n traka obraduje konvolucije reci, njegov jezik, pri ”pravilnom unosu” ¢ine
prihvacene konvolucije uredenih n-torki, pa je jezik ovog automata konvolucija
neke n-arne relacije. Kako bismo ”eliminisali moguénost nepravilnog unosa”,
jezik ovog automata presecamo jezikom ®A*". Kako su oba jezika regularna,
regularan je i presek. Sada na osnovu Kleene-jeve teoreme imamo da postoji

unosi”).

Automat sa n traka mozemo zamisliti i kao Turingovu masinu koja ima n
ulaznih traka, sa kojih moze samo da ¢ita sleva nadesno, istovremeno sa svih
traka i da prihvati ili odbaci unos, odnosno da odgovori na pitanje da li su unete
re¢i u relaciji koja je jezik tog automata. (Slika 1.4)

Sledeca teorema ukazace na nacine na koje mozemo modifikovati FA-prepoznat-
ljivu relaciju, tako da ona ostane FA-prepoznatljiva.
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—> DA

— @(w, w2, w3) € R 7

w1 |alb|bla

w2 [alb|bla

wz |alalalb[b] | | | |.

Slika 1.4: Automat sa 3 trake

Teorema 1.6 Neka su Ry i Ry n-arne FA-prepoznatljive relacije na re¢ima nad
azbukom A. Tada su i sledeée relacije su FA-prepoznatljive:

1. R URy,
RN Ry,
RI\R27

VO

. projekcija prve koordinate Ry :

{(w27w3a cee 7wn) | (Elwl)(wla wa, . - . 7wn) € Rl}’

(Po konvenciji, je za n = 1 ovaj skup je prazan ako je Ry prazan skup, a
{A} u suprotnom.)

5. instantacija prve koordinate R;:
{(wa, w3, ..., wy) | (w,wa,...,w,) € R1} za fiksiranu re¢ w,

6. cilindrifikacija prve koordinate Ry :
{(w17w2a v 7wn+1) | (w2,w3’ s awnJrl) € Ryw € A*}v

7. permutacija koordinata R;:
{(wr1y, Wr(2), - -+ s Wrny) | (w1, w2, ... wy) € Ra} za fiksiranu permutaciju
m na{1,2,...,n}.

Dokaz:

1., 2., 1 8. su posledica teoreme teoreme 1.1, imajuéi u vidu da su FA
prepoznatljive n-arne relacije jezici automata sa n traka, pa su to regularni
jezici, za koje se moze primeniti navedeno tvrdenje.

U daljem dokazu, neka je A = (S, Ag, d, qo, I') konacan deterministicki au-
tomat koji prepoznaje relaciju R;. Konstruis§imo sada automate koji prepoznaju
odgovarajuce relacije iz tvrdenja.

4. Trazeni (nedeterministicki) automat je A" = (S, Ag_l,é’,qo, F'), gde je:
q € d'(s,(ag,...,an—1)) ako i samo ako je d(s, (ai,as,...,an_1)) = q za
neko a; € Ag. I ={q€ S |d(q,®(w,\,..., ) € F,w € Ag}
Dakle, A’ prihvata ®(ws,...,w,) ako i samo ako postoje w,w; takvi da
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A prihvata ®(w; - w, wq, ws, ..., w,). Jezik ovog automata je:

LA ={®(wa,...,wy) | Fwr) ® (w1, wa,...,w,) € AR}

Primetimo da za n=1 dobijamo skup koji se slaze sa konvencijom iz for-
mulacije.

5. Neka je data re¢ w € A*. Prvo ¢emo konstruisati automat B ekvivalentan
datom automatu A sa svojstvom da svake dve staze novog automata koje
pocinju u pocetnom stanju ¢o imajuju jedino gg kao zajednicko stanje
medju svojih prvih |w| + 1 stanja.

Slede¢i korak je modifikacija dobijenog automata, tako dobijamo novi au-
tomat B’. Neka je P skup svih (usmerenih) staza koje pocinju u qg, a
sadrze |w|+ 1 stanje. Sada uklonimo sve sve staze iz P (uklanjajuéi grane
prelaza) koje nisu oznacene sa w. Sa preostalim stazama u P uradi¢emo
sledece: za stazu qo,q1, - - -, qw| uklonimo grane prelaza iz q),, koje nisu
oznacene slovom azbuke Ag sa prvom komponontom $. Na kraju, ako neka
od staza iz P sadrzi zavrsno stanje, uklonimo to stanje iz skupa zavrsnih
stanja. Automat B’ prihvata ®(wq, we, ..., w,) ako i samo ako je w; = w
i ako je ta re¢ prihvacena i u polaznom automatu A.

Primenom cilindrifikacije prve koordinate na jezik automata B’, odnosno
prethodne tacke ove teoreme, dobijamo automat A’ koji prihvata konvolu-
ciju trazene relacije.

6. KonstruiSemo automat A" = (S, Ag“,é’,qo,F) gde je za svako a; € Ag

8 (s, (ar,a2,...,an11)) = 6(s,(as,...,ant1)). Presek automata A’ i au-
tomata ¢iji je jezik @ A*("+1) daje automat koji prihvata konvoluciju trazene
relacije.

7. Konstruisemo automat A" = (S, AZ, ¥, qo, F') gde je

6,(57 (aﬂ'(l)7 Ar(2)y -+ aTr(n))) = 6(57 (ala az, ... ,(ln)).
Ovaj automat prihvata kovnoluciju trazene relacije.

7. implicira da 4.,5.,6. vaze za sve koordinate relacije, ne samo za prvu kao
§to je gore formulisano.

Defini§imo sada neke uobic¢ajene binarne relacije nad azbukom A, koje ée se
koristiti ubuduce.
Neka su u,v € A*. Definisemo sledece relacije:

e relacija prefiksa: v <, v & (Jw € A*)(v = vw). Za w # X imamo
u <p v. Ova relacija je parcijalno uredenje na A*.

e Neka < linearno ureduje azbuku A. DefiniSemo leksikografsko <.,
uredenje na re¢ima indukovano relacijom <.
U <jeg U ako:

1 u <y, ili

2. u = wiaws i v = wybws, za neke w; € A*, a,b € A takve da je a <b

DefiniSemo i <., na prirodan nacin.
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e Duzinsko leksikografsko uredenje <jjc.. u <jjer v ako:
L. Ju| < v, ili
2. |1‘| = |y| 12 <gez Y

Definisemo i <jje; na prirodan nac¢in. Ova relacija je linearno uredenje
skupa A* svih rec¢i. Ovo uredenje je dobro definisano.

Primer 1.7 Relacije <p, <iex © <ilex SU Tegularne.
Neka je na primer A = {0,1} 1 0 < 1. Regularni izraz za relaciju <, je:

)-GO

Regularni izraz za relaciju <, je:

G-I = (OF (7))

Sliéno se definise i regularan izraz koji opisuje relaciju <jjeq.-

Za ove relacije mozemo napisati odgovarajuée regularne izraze nad bilo ko-
jom uredenom kona¢nom azbukom.
Drugi nacin da se dokaze regularnost relacija je konstrukcija automata sa n
traka ¢iji je jezik data relacija. [

Vazna napomena:
Duzinsko leksikografsko uredenje je dobro ureduje skupa svih rec¢i nad proizvolj-
nom kona¢nom azbukom. Lako je uvideti da mozemo definisati bijekciju izmedu
(A%, <jtez) 1 (W, <orq). Imamo da je broj svih moguéih re¢i nad konacnom
azbukom prebrojiv.

Kao posledicu imamo da je svaka FA-prepoznatljiva relacija najvise prebro-
jiva.

1.2 Strukture

1.2.1 Relacione strukture

DEFINICUJA 1.7 Strukturu S ¢ine skup S koji nazivamo nosac, ili domen, za-
tim relacije © operacije na skupu S i konstante. Konstante mozZemo smatrati
unarnim relacijama kardinalnosti 1 (¢ — {c}).

Tip strukture S ¢ine nazivi (simboli) i arnosti relacija i operacija te struk-
ture.

Obicno strukturu konaénog tipa oznac¢avamo kao:
S pS S ¢S ¢S S
S: (S7R1aR2a"'7Rk7f1 >f2 7"'aft )a

dok se arnosti relacija i funkcija navode posebno.

Kada ne postoji moguénost zabune, odnosno kad je jasno na koju strukturu
se odnose relacije i funkcije, mozemo izostaviti eksponente u gornjem zapisu. U
tom slucaju prakti¢no je strukture oznaciti na sledeé¢i nacin:

o n n Nk m m my
S= (S, R, Ry, ..., R, 1", 3", f™).
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S je nosag¢, R} su fundamentalne relacije, a f;n 7 fundamentalne funkcije struk-
ture S, gde eksponenti predstavljaju arnosti relacija odnosno operacija.

DEFINICIJA 1.8 Relaciona struktura je struktura koja mema operacije, veé
samo relacije.

Strukture lako mozemo predstaviti u obliku relacionih struktura, tako $to
¢emo svaku operaciju zameniti grafom te operacije, koja je relacija definisana
na sledeéi nacin:

Graph(f;"7) = {(s1,52, -, Sm;>8) | [ (51,82, 8m;) = s}

Dakle, relaciona struktura koja odgovara prethodno navedenoj strukturi iz-
gleda ovako:

S= (S, R, Ry, ..., R, Graph(fi""), Graph(f3"?),...,Graph(f"")).

Nadalje ¢emo govoriti o relacionim strukturama. U ovom radu ¢emo posma-
trati strukture sa prebrojivim nosacem, jer strukture sa neprebrojivim nosacem
ne mozemo okarakterisati automatima.

1.2.2 Teorija strukture

Dalje definisemo formule i teoriju date strukture.

DEFINICUA 1.9 S-formula je formula ¢(x1, 22, ..., T,) u kojoj su svi simboli
osim logickih iz tipa strukture S.

Za uredenu n-torku promenljivih (21,9, ..., 2,) koristimo i oznaku Z uko-
liko ne moze doé¢i do zabune. Isti je sluc¢aj i za neku valuaciju ove uredene n-torke
(s1,82,.-+,8n), koju oznacavamo sa 5. Umesto ¢(x1,xa, ..., T,) mozemo pisati
¢(z), odnosno ¢(5) umesto ¢(s1, sa,...,s,).

DEFINICIJA 1.10 Teorija prvog reda strukture S, u oznaci Th(S), je skup
svih recenica (formula bez slobodnih promengivih) prvog reda koje vaze (su tacéne)
u strukturi S. Dakle, Th(S) :={¢ | ¢ je recenica, S = ¢}

Za teoriju kazemo da je odluciva ako postoji algoritam koji za proizvoljnu
recenicu prvog reda odlucuje da li ona pripada toj teoriji.

1.2.3 Izomorfnost struktura, definabilnost skupova i
interpretabilnost (definabilnost) struktura

DEeFINICIJA 1.11 Dwe relacione strukture S i T istog tipa su tzomorfne ako
postoji bijekcija ¢ : S — T izmedu nosaca ovih struktura, takva da za svaki
relacioni simbol R arnosti n, i svaku uredjenu n-torku elemenata iz S wvaZi:
5 € RS ako i samo ako v(5) € RT

Tip izomorfizma strukture je klasa svih struktura koje su joj izomorfne.
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DEFINICIJA 1.12 Skup X C S! je definabilan u logici prvog reda u struk-
turi S ako postoji S-formula prvog reda ¢(x1,xa,...,x;) takva da je

(81752,...81) EX@S):(ﬁ(ShSQ,...,Sl).

DEFINICUA 1.13 Struktura T je interpretabilna (definabilna) u logici pr-
vog reda u strukturi S ako postoje prirodan broj k, podskup X C S* i sirjek-
tivna funkcija f : X — T, takvi da je inverzna slika (u odnosu na funkciju f')
svakog skupa Y C T definabilnog u logici prvog reda u strukturi T, definabilna
u logici prvog reda w strukturi S. k nazivamo dimenzijom interpretacije

(definicije).

Da bi se proverila definabilnost u S inverzne slike svakog skupa definabilnog
u 7, dovoljno je proveriti inverzne slike slede¢ih skupova definabilnih u 7

e domen strukture 7 (skup X),
e dijagonalna relacija na domenu strukture 7 (ker(f)),
e svaka relacija iz tipa strukture 7T,

e graf svake operacije iz tipa strukture 7.

Jezgro funkcije f : X — T iz prethodne definicije je relacija ekvivalencije
p := ker(f) na skupu X. Neka je 5§ € X. Tada bijektivna funkcija F': X/p — T
definisana sa
F([s],) =t < f(5) =t
preslikava klase ekvivalencije relacije p na odgovarajuce elemente skupa T
Dakle, svaki element skupa T' mozemo poistovetiti sa klasom ekvivalencije relacije
p koju funkcija F' preslikava na dati element.

Primetimo da je relacija p definabilna u logici prvog reda nad strukturom
(X UT, f) kao skup

p={(51,82) | f(51) = f(52)}.
Za relaciju p iz prethodnog razmatranja faktor struktura X' /p je istog tipa
kao struktura X', koja je istog tipa kao struktura S. Domen faktor strukture

X /p je skup klasa ekvivalencije [5],, gde je § € X. Fundamentalna relacija RX/p
arnosti r definisana je sa:

(151]p, [32)py - - -, [5r],) € RY/P = (351)(F52) . .. (35,) (51, 52, - - -, 5,) € RY,

gde je (51,52,...,5.) € RY ako i samo ako je za svako 1 < j <r 5, € X iza
svako 1 <i < k vaz (s1.4, 82,4, ---5r4) € R, gde je s;,i i-ti element k-torke §;.

U moguénosti smo, medutim, da u strukturi S u logici prvog reda definisemo
strukturu 7 koja nije istog tipa kao struktura S.

Neka je struktura 7 = (T,Q7,Q7,..., Q) interpretabilna dimenzije k
u logici prvog reda u strukturi S = (S, R{, RS,..., RS). Po definiciji inter-
pretabilnosti imamo da postoje skup X C S¥, sirjektivna funkcija f: X — T i
S-formula D(Z), takvi da je

SEDGB)eseX & f(s)eT.
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Dalje, za svako 1 < 7 < m za relaciju Q]T arnosti r; postoji S-formula
¢;(Z1,Za,...,Zy,), takva da je
J J

X ¢j(51,52,...,58;,) & 51 € X N5 € XAN...A5, € XA
A Q:;T(f(gl)mf(gQ)a-~'f(§7‘j))'

Uvedimo sada novu oznaku.

Notacija: Za datu S-formulu ¢(Z) sa n promenljivih definisimo skup ¢(S)
kao skup svih 5 € S™ koji zadovoljavaju formulu ¢(Z), odnosno:

P(8) :={5€5" | Sk ¢(s)}

Il

Primetimo da je D(S) = X. Neka je X = S|x. Imamo da je QJT

65(X)/p = 6;(S)|x /. gde je p = ker(f). Kako je i T = D(S)/p = D(X)/p =
X/p imamo da je

T =(D(S); 21(S)lps)s -+ ¢m(S)lpes))/ p-

Sada interpretabilnost (definabilnost) strukture u logici prvog reda mozemo
definisati i na slededi nacin:

DEFINICIJA 1.14 Neka je S relaciona struktura i neka su
D(*/Z.)a ¢1(i'1>332a e 7i.’r’1)7 ey (bm(jlwfiéa cee 757')",,1)

S-formule prvog reda, gde su sve torke promenljivih T,Z1, %2, X3, ... iste duZine
k. Neka je p(Z1,Z2) S-formula prvog reda, takva da je pP) relacija ekvivalen-
cije na skupu D(S) C S*.

Za faktor strukturu

(D(S),1(S)|D(s)s - - -+ &m(S)|p(s)) /PP

kazemo da je interpretabilna (definabilna) u logici prvog reda u struk-
turi S. k se naziva dimenzija interpretacije (definicije).



Glava 2

Automatske i
FA-prezentabilne strukture

Ova glava bavi se relacionim strukturama koje se mogu predstaviti skupom
automata. Kao $to smo videli u prethodnoj glavi, jezici kona¢nih automata,
regularni jezici, su zapravo skupovi re¢i odredene forme (regularni izrazi), pa se
na taj na¢in uz pomo¢ konaénog skupa simbola (konaéne azbuke) mogu opisati
beskonaé¢ni skupovi.

Uveli smo automate sa n traka kako bismo njima opisali n-arne relacije, u
smislu da su te relacije jezici tih automata. Dakle, odredjene relacije, kao i
skupovi koji su nosaéi struktura (koji su opet unarne relacije ili relacije veée
arnosti, ako se na primer definiSe neka podstruktura ili struktura kongruencije
neke strukture) mogu se opisati kona¢nim automatima sa n traka, u smislu da
konvolucija tih relacija budu jezici ovih automata.

Ova glava ima zadatak da ispita koje uslove treba da zadovolji odredena
struktura da bi se mogla predstaviti na ovaj nacin.

U drugom delu glave bice izlozena klasifikacija nekih znacajnih struktura,
za koje je poznata potpuna klasifikacija u smislu predstavljivosti kona¢nim au-
tomatima.

2.1 Osnovne definicije i primeri

DEFINICUJA 2.1 Relaciona struktura S = (S, R1, Ra, ..., R,) je automatska
nad azbukom A ako su njen domen i relacije prepoznatljive konacnim au-
tomatima (FA-prepoznatljive) nad azbukom A, odnosno Ag' gde je gde jer;, i =
1,...,n arnost odgovarajuce relacije.

Struktura S je automatska ako je automatska nad nekom konacénom azbukom.

U sluc¢aju struktura beskonacnog tipa, za (R;);<., potrebno je i da postoji al-
goritam za funkciju koja preslikava indeks i na odgovarajuci automat.

Kako u matematici, iz prakti¢nih razloga, domen neke konkretne beskonacne
strukture uglavnom ne dozivljavamo kao neki formalni jezik nad konac¢nom
azbukom, ve¢ kao neki beskonacan skup vrednosti, uvodimo jos jedan pojam:

15
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DEFINICUJA 2.2 Neka je S = (S, Ry, R, ..., Ry,) relaciona struktura. Neka je
L regularan jezik nad konacnom azbukom A, i neka je i : L — S sirjektivni
homomorfizam. (L,v) je automatska prezentacija strukture S ako:

1. relacija L= = {(w1,w2) € L? | ¥(w1) = (w2)} je reqularna, i

2. za svako R; arnosti r; relacija
Lg, = {(wi,...,w;,) € L" | Rij(¢Y(w1),...,¢¥(w,))} je reqularna.

Jasno je da je struktura £ = (L, Lg,, Lgr,,...,Lg,) gde su nosac i relacije
iz prethodne definicije, automatska struktura.

DEFINICUJA 2.3 Ako za strukturu S postoji automatska prezentacija (L,v), za
strukturu S kaZemo da je automatski prezentabilna, odnosno FA-prezenta-
bilna.

Teorema 2.1 Ako struktura ima automatsku prezentaciju, tada ta struktura
ima 1 injektivnu automatsku prezentaciju.

Dokaz ove teoreme navodi se na kraju slede¢eg odeljka.

Ovaj rezultat nam garantuje da se svaka FA-prezentabilna struktura moze
predstaviti automatskom strukturom u kojoj je svaki element strukture jedin-
stveno predstavljen.

Jasno je da su Si L, gde je (L, ) injektivna automatska prezentacija struk-
ture S, strukture istog tipa.

U nekim slucajevima je ipak jednostavnije posmatrati neinjektivne automat-
ske prezentacije. Tada se nameée problem reci: utvrditi da li dve date reci
predstavljaju isti element strukture. Znacajno je pitanje kompleksnosti ovog
problema. O ovom problemu biée reé¢i u slu¢aju automatskih grupa, u sledecoj
glavi.

Kako vazi teorema 2.1 da¢emo novu definiciju FA-prezentabilnih struktura,
koja se standardno koristi. Tako ¢emo nadalje FA-prezentabilnim strukturama
nazivati injektivne FA-prezentabilne strukture, dok ¢ée se prethodna definicija
i odgovarajuca terminologija koristiti u slu¢aju grupa i polugrupa, u narednoj
glavi.

DEFINICIJA 2.4 Neka je S = (S, Ry, Ra, ..., Ry) relaciona struktura. Neka je
L regularan jezik nad konacénom azbukom A, i neka je v : L — S izomorfizam.
(L,v) je automatska prezentacija strukture S ako je za svako R; arnosti r;
relacija L, = {(w1,...,wy;) € L™ | Riy(¢p(w1),...,¥(wy,))} je reqularna.

Primer 2.1 Automatsko predstavljanje prirodnih brojeva nad jednoslovnom
azbukom.
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Skup prirodnih brojeva N je po svojoj definiciji ordinal w (uz poredak <,.q).
Takva definicija prirodnih brojeva uz pomoé¢ funkcije "naredni”, daje nam mo-
guénost za automatsko predstavljanje strukture (NN, <) na prirodan nacin, nad
jednoslovnom azbukom. Odgovarajuéa automatska struktura je (a*, <,), a au-
tomatska prezentacija (a*,v), gde je ¥ : a* — N, ¥(a™) = n.

Kako je i operacija sabiranja prirodnih brojeva definisana funkcijom ”naredni”,
sabiranje prirodnih brojeva mozemo predstaviti kako konkatenaciju rec¢i nad
jednoslovnom azbukom. Dakle, automatska struktura strukture (N, +,<) je
(a*, ) S;D) u

Tako je ova prezentacija prirodna u odnosu na formalnu definiciju prirodnih
brojeva, prirodne brojeve iz prakti¢nih razloga uglavnom ne dozivljavamo na
ovakav nacin, jer bi poredjenje, a narocito sabiranje i mnozenje velikih brojeva
bio naporan posao. Zbog toga prirodne brojeve obi¢no zapisujemo u dekadnom
sistemu, dok raCunari koriste binarni sistem.

Primer 2.2 Automatsko predstavijanje prirodnih brojeva u brojevnom sis-
temu baze k.

Fiksirajmo k. Svaki prirodan broj n mozemo na jedinstven nacin zapisati
kao Y.<, nik’, gde su m,i prirodni brojevi, a n; € 0,1,...,k—1. Re¢
NMm—1 - - - N j€ uobicajeno predstavljanje prirodnog n broja u brojevnom sis-
temu baze k. Upravo to predstavljanje ¢emo iskoristiti za konstrukciju au-
tomatske strukture nad azbukom {0,1,...,k — 1}.

Kako bi dobijena automatska struktura bila upotrebljiva, odnosno da na
njoj mozemo definisati operacije sabiranja i mnozenja, predstavicemo brojeve
kao nizove cifara koje ¢itamo zdesna nalevo: ngny ... ny,.

Primetimo da je u ovako definisanoj automatskoj prezentaciji (u smislu
definicije 2.2) svaki prirodan broj predstavljen sa beskonaéno mnogo re¢i. Naime,
kako su brojevi zapisani sa suprotnim redosledom cifara u odnosu na uobicajeni,
na kraj ovakve re¢i mozemo dodati proizvoljan broj 0, a da predstavljeni priro-
dan broj ostane isti. Ovaj problem se lako resava ako ne dozvolimo reci koje se
zavrSavaju na 0. Jezik domena pri tome ostaje regularan, a dobijena automatska
prezentacija je injektivna (odnosno tek sada imamo automatsku prezentaciju u
smislu definicije 2.4), tj. svaki prirodan broj predstavljen je jedinstvenom reci.

Neka je A = {0,1,...,k — 1}, L = A*\(A* - 0) i neka funkcija ¢ : L —
N, preslikava zapis prirodnog broja u brojevnom sistemu baze k unazad na
odgovarajuéi prirodan broj.

L je regularan jezik, a relaciju poretka mozemo predstaviti automatom na
slici 2.1. Primetimo da je automatska struktura za (N, <) struktura (A*, m%
gde relacija % oznacava relaciju <j., na re¢ima ¢itanim u nazad. [

Vazna napomena:
Primetimo da se <j., poredak na re¢ima zapravo moze definisati u svakoj
automatskoj strukturi, kao restrikcija ove relacije na odgovarajuéi domen au-
tomatske strukture. Dakle, ako je struktura (S, Ry, Ra,...,R,) automatska,
tada je i struktura (S, Ry, Ra, ..., Ryn, <jiex |s) automatska.
Ova ¢injenica bice koris¢ena u daljem izlaganju.
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wi = vj

U1 u92

(o8] U9
U; = S
Ui 2

Slika 2.1: Automat za relaciju poretka prirodih brojeva zapisanih unazad u
brojevnom sistemu baze k

Primer 2.3 Automatsko predstavljanje sabiranja prirodnih brojeva u bro-
jevnom sistemu baze k.

Ideja je da se na strukturi definisanoj u prethodnom primeru primeni uobica-
jeni algoritam za sabiranje. U tu svrhu konstruisemo automat koji uz pomoé
svojih stanja ”pamti prenos” pri sabiranju brojeva cifru po cifru. Dakle, stanja
ovog automata su moguéi prenosi i dodatno stanje koje ukazuje na ”gresku”
u sabiranju. Dakle S = {sq,s1,7}, jer je za a,b < k, a +b < 2k. Pocetno
i zavr$no stanje je s, a funkcija prelaza za ulaz (a,b,c) € A} definisana je
kao 4(s;, (a,b,¢)) = s;j, gde je it +a+b = c+ kj, 1 6(s;,(a,b,¢)) = r ako je
i+a+b# c+kjzaj=0,1. Definisemo i prelaz é(r, (a,b,c)) = r za svako
(a,b,c). U ovoj definiciji funkcije prelaza koristi se sabiranje i mnozenje cifara,
ali kako je to kona¢no mnogo mogucénosti, to se moze ukljuciti u definiciju. Sim-
bol $ se tretira kao 0. O

Primer 2.4 Automatsko predstavljanje mmnoZenja prirodnih brojeva u bro-
jevnom sistemu baze k.

Kako je mnozenje dva prirodna broja n-m definisano kao ) ., ., n, automat
koji bi odgovarao ovoj operaciji bio bi automat za sabiranje ponovljen nekoliko
puta. Drugi ¢inilac odreduje broj ponavljanja, pa se automat moze konstruisati
samo za mnozenje sa odredjenim fiksnim prirodnim brojem (jer nemamo nacina
da konstruisemo broja¢ u automatu). Ovako umesto jednog automata imamo
Ny automata koji zajedno odgovaraju operaciji mnozenja. Dakle, automatska
struktura u ovom sluc¢aju imala bi beskonacan tip (uz napomenu da u definiciji
nismo dozvolili da se jedna relacija predstavi sa vise automata, odnosno jezika).
O
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2.2 Teorija automatske strukture

Teorema 2.2 Neka je struktura S = (S, R1, Ra, ..., R,) automatska nad azbu-
kom A i neka su dati odgovarajuéi automati za domen i fundamentalne relacije.

Tada postoji algoritam koji za datu S-formulu prvog reda ¢(x1, a2, ..., x)) kon-
struiSe automat nad azbukom A koji prihvata @(wq, we, ..., wy), gde je w; € A*,
ako i samo ako S = ¢(wy,ws, ..., wg)

Dokaz: Dokazimo tvrdenje indukcijom po slozenosti formule:

1. Baza indukcije: {Z|¢(Z)} = R;, za neko 1 <i <n.
U ovom slucaju trazeni automat je automat koji prepoznaje R;.

2. Indukcijska hipoteza:
neka tvrdenje vazi za formule ¢ (Z1) i ¢2(Z2), i neka su jezici odgovarajuéih
automata ®95 1 ®T', gde su S i T relacije odgovarajuéih arnosti.

3. Indukcijski korak: dokazujemo da tvrdenje vazi za ¢:

(a) ¢ =—¢1:
Automat za ¢ konstruiSemo tako S$to zavrsna stanja automata za ¢
postaju nezavrsna, a nezavrSna stanja postaju zavrsna.

(b) (21, 22) = ¢1(Z1) A P2(Z2):
Ova formula definiSe relaciju P = SNT. Teorema 1.6 u tacki 2. daje
nam konstrukciju trazenog automata, koji prepoznaje relaciju P.

(c) (Fz;)p(2):
Postojanje automata za relaciju koja je opisana ovom formulom garan-
tuje kombinacija tacke 7. i 4. teoreme 1.6.

Ovim je dokazano tvrdenje. B

Uoc¢imo da ovo tvrdenje vazi i za formule sa parametrima, pos$to su parametri
zapravo konstante koje su definabilne 1. reda.
Posledica poslednje teoreme je sledec¢a teorema o odlucivosti:

Teorema 2.3 (Khoussainov, Nerode) Teorija prvog reda automatske struk-
ture S je odluciva.

Dokaz: Za datu recenicu prvog reda ¢ vazi S = ¢ ako i samo ako je jezik
(relacija) koju opisuje formula —¢, odnosno jezik odgovarajuéeg automata iz
prethodne teoreme, prazan. Na osnovu teoreme 1.5 znamo da je to odluciv
problem. Dakle, teorija strukture S je odluciva. B

Prosirenjem logike prvog reda mogu se uopstiti navedena tvrdenja na sledeéi
nacin:

Teorema 2.4 Neka je struktura S = (S, R1, Ra, ..., Ry) automatska nad azbu-
kom A. Tada postoji algoritam koji za datu S-formulu (sa parametrima) prvog
reda, uz dodatne kvantifikatore 3% (postoji beskonacno mnogo) i 3%™ (postoji
k modulo m mnogo), ¢(x1, s, ..., x) konstruiSe automat nad azbukom A§ koji
pribvata @ (wy, wa, . .., wg), gde jew; € A*, ako i samo ako S |E ¢p(wr,wa, ..., wg).
Teorija prvog reda strukture sa dodatnim kvantifikatorima S je odluciva. B
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Dokaz ove teoreme moze se pronaci u radu [1] kao teorema B.1.26.

Propozicija 2.5 Neka je S automatska struktura i neka je struktura T defin-
abilna u logici prvog reda sa dodatnim kvantifikatorima 3°° i 3%™) v strukturi
S. Tada je struktura T FA-prezentabilna.

Dokaz: Neka je S automatska struktura nad azbukom A, i neka je struktura
T definabilna u logici prvog reda sa dodatnim kvantifikatorima 3°° i 3(m)
dimenzije k, u strukturi S. Tada je 7 oblika T’/pDS, za neku S-formulu p,
takvu da je pDS relacija ekvivalencije na DS C S*, gde je

Tl = (DS7¢f|DS7'~-7¢f|DS)7

D(Z) i ¢i(Z1, T2, ..., Tyr,) su S-formule, a T, Z1, Ta,. .. k-torke promenljivih. Po
teoremi 2.4 DS i ¢ su FA-prepoznatljive (domen automatom sa k traka nad
azbukom Ag, a relacija gf)‘f arnosti r; automatom sa kr; traka nad azbukom
Ag”). Relacije ¢%|ps = ¢$ N (D)™ su takode FA-prepoznatljive, pa je T~
automatska struktura nad azbukom Afsf. Oznaéimo odgovarajuée relacije 7' sa
Ri, R, ..., R, redom.

Definigimo sada funkciju F koja preslikava w € D® u duzinsko-leksikografski
najmanji element klase [w],. F' je FA-prepoznatljiva posto je definabilna u logici
prvog reda nad regularnim predikatima D i <j;,. Sledi da je struktura (77, F)
automatska nad azbukom A{sf.

Definisimo sada podstrukturu @ C 7’ na domenu

Q= {ac D | (3w)F(w) = a}.
Relacije RZ-Q definigemo sa

RO(F(wy), F(ws),...,F(w,,)) < R (wy,®,, . .., ).

K2

Sledi da je Q automatska struktura nad azbukom Afsf.
Na osnovu konstrukcije strukture @ imamo da je @ izomorfna sa strukturom
T, pa je T FA-prezentabilna nad azbukom Ag. |

Korolar 2.6 Ako su S 1 T automatske strukture. Tada su sledeée strukture
FA-prezentabilne:

1. podstruktura od S sa definabilnim domenom,

2. faktorizacija S definabilnom kongruencijom,

3. direktni proizvod S x T (ako su S i T istog tipa),
4. Sw (disjunktna unija w kopija skupa S)

Dokaz:

1. Neka je S € S domen podstrukture 8’ = (', RY", R5,..., RS, gde su
navedene fundamentalne relacije restrikcija fundamentalnih relacija struk-
ture S na domenu S’. Ako je domen S’ definisan formulom ¢(z),z € S*,
za neko k € N, tada je l-arna relacija Rgg definisana formulom prvog reda

/\1§J§l¢('i]) A Rf(j:l? 'an cee 7561)7

pa je struktura S’ FA-prezentabilna.
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2. Direktna posledica propozicije 2.5

3. Direktan proizvod je definabilan na disjunktnoj uniji domena S UT, koja
je automatska. [-arnu relaciju Rf *T" definisemo kao:

R;SXT<(x17y1); ($27 342)7 ey (xhyl)) = Ris(xlal‘27 e axl)/\RzT(yhyQa e ayl>7
dok je domen S'xT definisan prirodno, pa je ova struktura FA-prezentabilna.

4. Definisemo domen S” = S x 1* i relacije RS sa
RY ((x1,1™), (x2,1™), ..., (x1,1™)) & R (21,33, ...,2;) Am € N.
]

Za kraj ove sekcije dokaza¢emo prethodno formulisano tvrdenje o injektivnoj
automatskoj prezentaciji struktura.

Dokaz teoreme 2.1: Neka je (L, 1)) automatska prezentacija strukture S.
Definisimo K C L na sledeéi nagin:

K ={we L|w=min{u|L=(u,w)},

gde funkcija min daje minimalan element odredjene klase ekvivalencije relacije
L_ u odnosu na uredenje <j.,. Kako je ova funkcija definabilna 1. reda
nad relacijom <j., (koja je definabilna u logici prvog reda na bilo kom skupu
reci), imamo da je skup K zajedno sa fundamentalnim relacijama strukture
L restrikovanim na skup K, podstruktura strukture £ denfinijabilna prvog
reda. Kao takva, struktura K je FA-prezentabilna, pa su joj domen i relacije
FA-prepoznatljive, a po konstrukciji skupa K i automatske. Sledi da je IC
automatska struktura, a funkcija 3 restrikovana na K bijekcija. Konacno,
(K,v|Kk) je injektivna automatska prezentacija strukture S. B

2.3 Karakterizacija automatskih struktura

2.3.1 Univerzalne strukture
Primer 2.5 Struktura Wy, = (A%, (Ry)aca, <p,el) gde je:
o A=1{0,1,....k—1},
e funkcija R, : A* — A* definisana sa R,(z) = za,
o <, je relacija prefiksa
o el(z,y) [zl = Iyl
je automatska. [J
Primer 2.6 Struktura Ny = (N, +,|x) gde je:

e domen N je skup prirodnih brojeva,

e + je sabiranje na N,



GLAVA 2. AUTOMATSKE I FA-PREZENTABILNE STRUKTURE 22

o x|y < x = k" zanekon € N i y = mz za neko m € N,

je FA-prezentabilna. (J

Primer 2.7 Struktura (N,") gde je
e N skup prirodnih brojeva,
e ' :n — n+ 1 funkcija "naredni”,

je FA-prezentabilna. [J

Teorema 2.7 Strukture Ny, i W; su medusobno interpretabilne u logici prvog
reda za sve j,k > 2.

|
Dokaz ove teoreme moze se pronaéi u radu [1] kao teorema B.1.29.

Sledeca tvrdenja govore da su ove strukture univerzalne FA-prezentabilne
strukture (svaka FA-prezentabilna struktura je interpretabilna u logici prvog
reda u njima).

Teorema 2.8 Neka je S relaciona struktura. Sledeci iskazi su ekvivalentni:
1. § je FA-prezentabilna.
2. S je interpretabilna u logici prvog reda u Wy za neko k > 2.
3. 8 je interpretabilna u logici prvog reda u Ny, za neko k > 2.

Lako je uvideti da je kao neposrednu posledicu prethodne dve teoreme imamo:

Korolar 2.9 Neka je S relaciona struktura. Sledeéi iskazi su ekvivalentni:
1. § je FA-prezentabilna.
2. S je interpretabilna u logici prvog reda u Wy za svako k > 2.

3. S je interpretabilna u logici prvog reda u Ny, za svako k > 2.

U prethodnom tvrdenju moze se dodati jos jedan ekvivalentan iskaz:

4. § je interpretabilna u slaboj monadi¢noj logici drugog reda u strukturi
(N7I )7

ali slaba monadi¢na teorija drugog reda prevazilazi okvire ovog rada.
Dokaz ove teoreme (zajedno sa 4. ekvivalentnim iskazom) moze se pronadi
u radu [1] kao teorema C.2.2.

Za itorijat navedenih tvrdenja videti prvu stranu predgovora.
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2.3.2 Teorema tipa Myhill-Nerode

Pozabavimo se sada pitanjem: koje n-arne relacije mogu biti FA-prepoznatljive?
Za regularne jezike nad kona¢nom azbukom A poznata je sledec¢a karakteri-
zacija:

Teorema 2.10 (Teorema Myhill-Nerode) Jezik L nad azbukom A je regu-
laran ako i samo ako je unija nekih klasa ekvivalencije neke desne kongruencije
konacénog indeksa na A*.

Kako bismo formulisali teoremu istog tipa za relacije R, arnosti n, potrebno
je prvo definisati desnu kongruenciju na odgovarajuéem skupu reci @ A** C Ag™.
Pri tome moramo voditi ra¢una da dve reci u, v € ® A*" ne mogu biti nadovezane
jedna na drugu, ako nisu odgovarajuéeg oblika, poSto ne moze biti slucaj da
u rezultujuéoj re¢i (konvoluciji) uv na nekoj koordinati (unutar) poslednjeg
simbola reci u bude simbol $, a da na toj istoj koordinati prvog simbola reci v
bude neki simbol azbuke A, posto je to suprotno definiciji konvolucije reci.

Kako bismo resili ovaj problem, najpre definiSemo pocetne i zavrSne tipove
reci jezika ®A*™:

DEFINICUJA 2.5 Neka je w € @A™, w = ug ... ux, gde su u; slova azbuke Ag.
Neka je C; := {j| koordinata j slova u; nije $}. Cy je zavrini tip reéiw. Cy
je pocetni tip reci w.

Primetimo da vazi ) # C, CCr_1 C ... CCy C{1,2,...,n}.

Neka su w,u € ®A**. Primetimo da je wu € ®A*" ako i samo ako je
pocetni tip re¢i u podskup zavr$nog tipa reci w. Kako je zavrsni tip reci u
podskup pocetnog tipa rec¢i u, imamo da je zavrsni tip re¢i u, a time i zavrsni
tip re¢i wu (pod pretpostavkom da je wu € ® A*™) podskup zavrsnog tipa reci
w.

Definisimo sada odgovarajuc¢u desnu kongruenciju.

DEFINICIJA 2.6 Desna n-kongruencija p na QA*" je relacija ekvivalencije
koja zadovoljava sledeée uslove:

1. Ako wpv onda su w i v istog zavrsnog tipa.

2. Za svake dve reci w,v zavrsnog tipa I i re¢ u pocetnog tipa J, ako je J C I
tada vazi:
w P U= WU p vU.

Sada mozemo formulisati teoremu za FA-prepoznatljive relacije, slicnu prethod-
noj.

Teorema 2.11 Relacija R C A*" je FA-prepoznatljiva ako i samo ako je
njena konvolucija @ R unija nekih klasa ekvivalencije neke desne n-kongruencije
konacnog indeksa na @ A*™.

Dokaz:
(=) Neka je R C A™™ FA-prepoznatljiva. Neka je A = (S, A¢,d, qo, I') konacan

e wpv ako i samo ako su redi w,v € ®A*" istog zavrsnog tipa I i vazi
5((]0,'[0) = 5(q0,v)'
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Slika 2.2: primer desne n-kongruencije

Lako je uvideti da je p relacija ekvivalencije.

Nek su re¢i w,v € @ A*" istog zavrsnog tipa I, i neka je wpv. Po prethodnoj
definiciji imamo §(qo, w) = 6(qo,v). Za svaku re¢ u € ® A*™ pocetnog tipa J C T
vazi

6(qo, wu) = 6(6(qo, w),u) = 6(6(qo,v), u) = 6(qo, vu).
Sledi da je wu p vu, pa je p desna n-kongruencija.

Funkcija 1 koja preslikava klase ekvivalencije p na stanja S automata A
definisana kao: 9 ([w],) := d(qo, w), preslikava najvise 2" — 1 klasu ekvivalencije
na jedno stanje, jer je to broj mogucih zavrsnih tipova reci, pa je broj klasa
ogranicen sa |S| - (2" — 1), te je konacan, jer je broj stanja automata konacan.
Dakle, p je kona¢nog indeksa. Imamo R = |J {[w], | 6(go, w) € F'}.

(<) Neka je ®R unija nekih klasa ekvivalencije n-kongruencije p konaénog
indeksa na skupu ®A*". Za jezik ®R definisimo automat A = (S, Ag, 0, qo, F')
koji ga prihvata, na slede¢i nacin:

o 5= {u], | we @i
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® go = P‘n}p
o F={{u], | [v], € ©R)
o 5([w]p,a) = [v],,a € Ag &% [w-a], = [v],

Imamo L(A) ={w | [w] € F} ={w | we ®R}. N

Navedeno tvrdenje u nesto drugacijem obliku dali su Khoussainov i Nerode
1995. godine.

Teorema 2.11 je zapravo uopstenje teoreme Myhill-Nerode, jer je regularan
jezik L iz teoreme Myhill-Nerode zapravo unarna relacija u smislu ove teoreme,
a desna n-kongruencija je u tom slucaju uobicajena desna kongruencija, posto
tada postoji samo jedan tip reci.

Sledi direktna posledica prethodne teoreme:

Korolar 2.12 Neka je S = (S, Ry, ..., Rg) relaciona struktura, i neka je S C
A*. Struktura S je automatska nad azbukom A ako i samo ako za domen S 1
svaku relaciju R; postoji neka desna n-kongruencija konacénog indeksa na @ A*™
(n je arnost odgovarajuce relacije, arnost relacije S je 1), takva da su domen
strukture i konvolucija svake relacije unija nekih klasa ekvivalencije odgovarajuée
desne n-kongruencije.

|

Primer 2.8 Slika 2.2 ilustruje poslednju teoremu na primeru 2.2. Upored-
imo ovu sliku sa slikom 2.1, gde je prikazan automat odgovarajuée relacije. Za-
pazimo da stanja <, =, > tog automata odgovaraju isto oznac¢enim skupovima
na slici 2.2, koji su unije odgovarajucih klasa ekvivalencije. [

Paralela navedena u prethodnom primeru daje nam nacin da konstruisemo
minimalan automat koji prepoznaje konvoluciju odgovarajuce relacije.

2.3.3 Svodjenje na grafove

Ovaj odeljak ukazuje na to da izucavanje automatskih struktura mozemo svesti
na izucavanje automatskih grafova.

Teorema 2.13 (Hodges-1993) Za svaku strukturu S postoji graf G(S), takav
da vazi:

1. S je automatska struktura ako i samo ako je G(S) automatska struktura.
2. § i G(S) su uzajamno interpretabilni.

3. Interpretacija S uw G(S) odriava utapanja: S se utapa u T ako i samo ako
se G(S) utapa w G(T). Interpretacija takode odriava FA-prepoznatljiva
utapanja.
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Konstrukcija grafa G(S) za datu strukturu S i dokaz navedene teoreme, kao
i dokaz teoreme koja sledi mogu se pronaéi u radu [1] u odeljku C.4.

U ovom radu konstrucija ovog grafa u opstem slucaju nije od narocitog
znacaja jer ¢emo se nadalje baviti konkretnim strukturama, pa ¢e nas zanimati
samo grafovi koji odgovaraju njima.

Poznata je i sledeéa Cinjenica:

Teorema 2.14 (Khoussainov, Nies, Rubin, Stephan) Problem izomorfnos-
ti za FA-prezentabilne grafove je neodluciv. B

2.4 Automatska drva i linearna uredenja

Videli smo da se pitanje FA-prezentabilnosti strukture S svodi na pitanje FA-
prezentabilnosti grafa G(S) iz teoreme 2.13, te je na neki nac¢in dovoljno baviti
se automatskim grafovima.

Aciklicne povezane grafove nazivamo stablima. Kako nas pre svega in-
teresuju beskonaé¢ne strukture (jer su sve konacne strukture FA-prezentabilne),
predikati koji su od znacaja u daljem izlaganju su oni koji se mogu interpreti-
rati u grafovima koji nisu cikli¢ni, pa su prebrojivo beskonacna stabla od
posebnog znacaja. Naravno, re¢ je o usmerenim stablima. NaSe interesovanje
ogranic¢i¢emo na prebrojivo beskona¢na drva.

Drvo je parcijalno uredenje 7 = (T, <) sa najmanjim elementom, koje
nazivamo koren i oznacavamo sa r, i sa osobinom da je za svako z € T skup
{y | y =% z} konacno linearno uredenje.

Hasse dijagram drveta je, dakle, orijentisano stablo.

Jasno je da smo navedenom definicijom drveta iskljuéili parcijalna uredenja
koja u sebi sadrze gusta linearna poduredenja. Sada ¢emo pokazati da to ne
umanjuje opStost u daljem radu.

DEFINICUJA 2.7 Za linearno uredenje (L, =) kaZemo da je gusto ako za svako
x,y takve da je x <y postoji z, takvo da je x < z < y.
Linearno uredenje (L, <) je retko ako ne sadrZi gusto poduredenge.

DEFINICIJA 2.8 Neka je I linearno uredenje, i neka je ono indeksni skup skupa
linearnih uredenja {A;}icz, gde su A; disjunktni po parovima. T-suma

L=> {AlieT}
je linearno uredenje sa domenom U; A;, i relacijom < definisanom sa: za x €
AjyeAjuziz<pye (i<rj)Vi=jrz <a,y).

Za T-sumu kaZemo da je gusta ako je skup I gust.

Teorema 2.15 (Hausdorff) Svako prebrojivo linearno uredenje moZe se pred-
staviti kao gusta suma prebrojivih retkih linearnih uredenja. B

Poznavajuéi ovaj rezultat mozemo nastaviti sa posmatranjem drva. U drvetu
T za x € T definiSemo skup neposrednih sledbenika

S)={yeT |z<yAn{V2)(z=z3y=(z=aVz=y))}
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Posledica definicije drveta je da za svako xz € T\{r} postoji jedinstveno
y € T takvo da je z € S(y).

Za beskonacno drvo T kazemo da ima konaéno grananje ako je za svako
x €T, S(x) konacan skup.

U daljem radu ¢e od posebnog znacaja biti uslovi konacne generisanosti
strukture i lokalne kona¢nosti relacija kojima, na neki na¢in (u slu¢aju odredenih
struktura), kod drva odgovara uslov kona¢nog grananja. Za definicije kona¢no
generisanih struktura i lokalno konaé¢nih relacija videti poglavlje 2.5.

Jasno je da su elementi skupa S(z) medusobno neuporedivi u smislu relacije
<. Ako je T automatsko drvo nad azbukom A tada je skup S(x) ureden
relacijom <jjeq.

Sada na automatskim drvima mozemo definisati Kleene-Brouwer urede-
nje <gp: x* <gp y ako i samo ako je x < y ili postoje w,u,v takvi da je
u,v € S(w), u <z, v<yiu<pe v (uovom sluéaju kazemo da je u levo od v
u odnosu na <jiez |s(w))-

Relacija <pp linearno ureduje skup ¢vorova T drveta T = (T, <). Struktura
(T, <gp) je definabilna prvog reda na strukturi (T, <, <jies).

Za dato drvo T definisimo podskup od T koji se sastoji od onih ¢vorova x
za koje postoje najmanje dva razlicita beskona¢na maksimalna usmerena puta
u maksimalnom poddrvetu drveta T sa korenom z. Restrikcija parcijalnog
uredenja 7 na ovaj podskup je poduredenje koje ¢emo oznacavati sa d(T).
Zapazimo da je d(7) poddrvo drveta T sa istim korenom.

Za ordinal « definisemo d(T) rekurzivno sa:

LdNT)=T
2. dTH(T) = d(d*(T))
3. za graniéni ordinal a: d*(T) = Ng<ad®(T)

DEFINICUIA 2.9 Cantor-Bendizon rang drveta T, u oznaci CB(T) je naj-
mangi ordinal o za koji vazi d*(T) = d*t(T).

Propozicija 2.16 Neka je T prebrojivo beskonaéno drvo i neka je CB(T) =
a. Ako je d*(T) # 0 tada u drvetu T ima neprebrojivo mnogo beskonacnih
usmerenth puteva.

Dokaz:
Neka je d*(T) # 0. Tada za svako x € d*(T) postoje y,z € d*(T) za koje
vazi x <y, x < z, y || z. Sledi da se binarno drvo ({0,1}*, <,) utapa u drvo
d*(T), pa ono ima neprebrojivo mnogo beskona¢nih usmerenih puteva. Kako
je d*(T) C T sledi da drvo 7 ima neprebrojivo mnogo beskona¢nih usmerenih
puteva. l

Za automatska drva vazi sledec¢a ¢injenica:
Teorema 2.17 Cantor-Bendizon rang automatskog drveta je konacan. B

Dokaz ovog tvrdenja moze se promadi u radu [1] kao teorema E.5.9.
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2.4.1 Automatska Konigova lema

Sada ¢emo automatska drva predstaviti kao skup njihovih beskona¢nih (mak-
simalnih) usmerenih puteva, koji ¢e se pokazati kao automatski. To znaci da
automatska drva predstavljamo kao skupove automatskih linearnih uredenja.

Za beskona¢no drvo T definisemo poddrvo E(T) koje sadrzi sve ¢vorove
drveta 7 koji su na nekom beskona¢nom usmerenom putu. Svi beskonacéni
usmereni putevi drveta 7 sadrzani suu £(T). Ako je T automatsko drvo, tada je
t01&(T). Naime, drvo E(T) = (E(T), =) definisano je formulom (Vz)(3*°y) © <
y udrvetu T = (T, <X).

Poddrvo d(T) C &(T) je definisano formulom (Vz)(3y)(Fu)(Fv)(z < y A
S(y)(u) AS(y)(v)) udrvetu (T), gde je S(y) (skup neposrednih sledbenika )

unarna relacija kardinalnonsti 1.

Teorema 2.18 Neka je T = (T, %) beskonaéno automatsko drvo sa konacénim
grananjem. Tada postoji reqularan skup P C T, takav da je P beskonacan
usmereni put drveta T .

Dokaz:
Zamenimo najpre drvo 7 drvetom £(T). Struktura £(T) = (E(T), =X, <iiez) je
automatska.

Definisimo krajnje levi beskona¢an maksimalan usmereni put P: x € P ako
i samo ako za svako y < x vazi (Vz,2" € S(y))(z X = 2 <jjex '), videti sliku
2.3. To znaci da je jedinstveni element z € S(y) koji je "ispod” x najmanji
element u S(y) u odnosu na relaciju <j., ili da je z € S(y) i da je  najmanji
element u S(y) u odnosu na relaciju <j.,. Takav element uvek postoji jer je

<jiex dobro uredenje. Skup P je regularan.

S(y) @& Y

Slika 2.3: ilustracija teoreme 2.18

Ostaje da se dokaze da je P beskonacan put. P je zatvoren od dole, poSto
za dato x € P,izaa <Xz zasvako y < a, 2,2/ € S(y) iy 2 z X z, tada po
pretpostavei imamo da je z <y 2’, kao §to je trazeno.

P je linearno uredenje. Pretpostavimo suprotno, neka su z,a € P takvi da
je z||a (neuporedivi u smislu <). Neka je z njihov < —maksimalan zajednicki
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prethodnik. Neka su v,w € S(z) takvi da je v < z,w < a. Pretpostavimo,
bez umanjenja opstosti, da je v <y, w. Tada z,v,w ukazuju na to da a ¢ P.
Kontradikcija.

Dakle, P je beskona¢an regularan usmereni put u £(7 ), paiu 7. B

Ako pretpostavimo da drvo 7T iz prethodne teoreme sadrzi konatno mnogo
maksimalnih beskona¢nih usmerenih puteva, tada su svi oni regularni. Naime,
nakon definisanja krajnje levog maksimalnog beskona¢nog usmerenog puta P,
na drvetu 7\ P mozemo ponoviti istu konstrukeiju.

Teorema 2.19 Neka je T = (T, =) beskonaéno automatsko drvo sa konacénim
grananjem koje ima prebrojivo mnogo maksimalnih beskonacnih usmerenih puteva.
Tada je svaki beskonacan usmereni put tog drveta reqularan.

Dokaz:

Zamenimo najpre drvo T drvetom E(T) = (E(T), =), i preimenujmo ga u 7.
d(T) i T\d(T) su automatske strukture. 7\d(7) se sastoji od prebrojivo mnogo
beskona¢nih maksimalnih usmerenih puteva definisanih kao $to sledi. Za svako
<-minimalno a € T\d(T) definiSemo beskona¢an usmereni put P, := {z €
Tlz=<aVa<zAzeT\dT))}

Sada zamenimo T sa d(7) i ponovimo upravo opisani postupak za ovo drvo.
Kako je CB(T) kona¢an, nakon C'B(T) ponovljanja ovog postupka rezultujuée
drvo bi¢e prazno (propozicija 2.16), a svaki beskonacan maksimalan usmereni
put polaznog drveta T bic¢e generisan.

Jasno je da ako je beskonac¢an maksimalan usmereni put P regularan, to
je i svaki njegov beskonacan usmereni podput, jer su svi takvi putevi dobijeni
uklanjanjem nekog konatnog pocCetnog segmenta puta P, pa su definabilni u
logici prvog reda nad regularnim predikatima. B

Ova tvrdenja se uopstavaju na sledeéa tvrdenja u kojima odbacujemo uslov
o kona¢nom grananju:

Teorema 2.20 (Automatska Konigova lema) Svako beskonacéno automat-
sko drvo koje ima beskonacan usmereni put ima regularnan beskonacan usmerens
put. A

Teorema 2.21 Ako automatsko drvo ima prebrojivo mnogo beskonacnih mak-
simalnih usmerenih puteva, tada je svaki beskonacan usmereni put tog drveta
reqularan. W

Dokazi ovih tvrdenja su u sustini isti kao navedeni dokazi odgovarajuéih
tvrdenja za drva sa kona¢nim grananjem.

Jedini problem je u tome §to poddrvo £(7) ne mozemo definisati formulom
(Vx)(3*y) « <y, jer bi tada za x € T za koje je S(x) beskonacan skup imali
x € E(T) bez obzira da li je évor x na nekoj beskonacanoj usmerenoj stazi.
Ipak, £(T) je i dalje automatska struktura. Dokaz ove ¢injenice izvodi se kon-
strukcijom Biichi automata (kona¢an automat koji prihvata neku re¢ beskonacne
duzine ako se ¢itajuéi tu re¢ automat nade beskonacno mnogo puta u nekom
zavrSnom stanju), pa to prevazilazi okvire ovog rada. Dokaz se moze pronadi u
radu [1] kao Lema E.6.5.

Argument iz 3. pasusa ove sekcije vazi i u ovom sluéaju, pa je i d(7T) au-
tomatsko drvo.
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2.4.2 FA-prezentabilni ordinali

Kako smo do sada razmatrali prebrojiva drva, naSe interesovanje nakon Au-
tomatske Konigove leme svodi se na retka linearna uredenja koja su FA-prezenta-
bilna, odnosno na automatske ordinale.

Poznat je sleéi rezultat:

Propozicija 2.22 Neka je L = (L, <) automatska struktura. Odlucivo je da li
je struktura L izomorfna nekom ordinalu. B

Sada je vreme da se pozabavimo ordinalima. Znamo da je ordinal w, koji je
skup prirodnih brojeva, FA- prezentabilan, kao §to pokazuju primeri na poc¢etku
ove glave. Korolar 2.6 ukazije na to da su i ordinali w™, m € w FA-prezentabilni.
Za svaki ordinal o <,.q w® postoji prirodan broj m za koji je a <,pq w™T1L.
Imamo da je o = W™ Ny + W™ MNp_1 + ... + wW2ne + wny + ng u Cantor-ovoj
normalnoj formi (u pitanju su operacije aritmetike ordinala). Na osnovu nein-
duktivnih definicija proizvoda i zbira ordinala lako je uvideti da je o automatski
ordinal.

Navodimo sledece tvrdenje o potpunoj karakterizaciji FA-prezentabilnih or-
dinala:

Teorema 2.23 (Delhommé-2001) Ordinal o je FA-prezentabilan ako i samo
ako je a <org w*. A

Ideja dokaza drugog smera ove teoreme izneSena je neposredno pre njene
formulacije. Prvi smer je nesto sloZeniji i zahteva definisanje dodatnih pojmova,
te ga ne¢emo ovde dokazivati. Dokaz i definicije potrebnih pojmova mogu se
pronadi u radu [1] u sekcijama E.1 i E.2.

Teorema 2.24 Ako je o automatski ordinal tada je izracunljiva mjegova nor-
malna forma.

Dokaz:
Neka je (R, <,rq) automatska struktura nad azbukom A koja predstavlja or-
dinal o. Normalna forma ovog ordinala je oblika o = w™n,, + w™ 'n,_1 +
...+ w?ng + wny + ng, gde su m,n; prirodni brojevi. Ove vrednosti dobijamo
iz automatske strukture slede¢im algoritmom:

1. Ulaz: (R, <,rq)
2. D:=R,m:=0,n,:=0
3. while D # () do

4. if D ima maksimum u, koji je ordinal sledbenik
then n,, :=n,, + 1, D := D\{u}
else Neka je L C D skup grani¢nih ordinala. D : =L, m=m+1,n, =0

5. end while

6. Izlaz: w™n,, + W™ ' npm_1 + ...+ wng +wny +ng
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U delu algoritma oznacenim sa 4. podskup grani¢nih ordinala je izrac¢unljiv,
jer ga mozemo opisati formulom prvog reda, koristeéi relaciju u datoj strukturi,
tako Sto prvo definiSemo funkciju ”sledbenik” formulom prvog reda u datoj
automatskoj strukturi. Dodele vrednosti u 4. koje slede po izra¢unavanju L,
mozemo posmatrati kao ”deljenje” ordinala sa w, slicko deljenju polinoma z-p(x)
sa .

Algoritam izracunava vrednosti koeficijenata ng,nq,no,... redom. Kako je
m prirodan broj, na kraju dobijamo sve koeficijente. B

Neposredna posledica ove ¢injenice je:

Korolar 2.25 Problem izomorfnosti za automatske ordinale je odluciv. B

2.5 Rast duzine reci i rast kona¢no generisanih
automatskih struktura

DEFINICIJA 2.10 Za relaciju R; C S™i strukture S = (S, Ry, Ra, ... Ry,) kaZemo
da je lokalno konaéna relacija ako postoje prirodni brojevi k;,l; takvi da je
r; = ki +1; 1 za svaku k;-torku 3 postoji konacno mmnogo l;-torki t takvih da
(5,t) € R;.

S je lokalno konaéna struktura ako su joj sve fundamentalne relacije lokalno
konacne.

Primetimo da je u prethodnoj definiciji lokalna konacnost relacije R; vezana
za za k; 1 ;. Ovo je neophodno jer relacija moze biti lokalno kona¢na za neki
izbor ovih vrednosti, dok za neki drugi ne. Naravno izbor k;,[l; ne mora biti
jedinstven. Iz tog razloga se u daljem tekstu podrazumeva da su nam vrednosti
k;,l; poznate i fiksne, pa u skladu sa tim imamo slede¢u definiciju.

DEFINICUJA 2.11 Za relaciju R; C S™ strukture S = (S, Ry, Ra, ... Ry,) kaZemo
da je k;-lokalno konacna relacija ako za svaku k;-torku 5 postoji konacno
mmnogo r; — ki-torki t takvih da (5,t) € R;.

S je (k1,ke, ..., kn)-lokalno konaéna struktura ako su joj fundamentalne
relacije R;, 1 = 1,2,...,m, k;-lokalno konacne za v = 1,2,...,m respektivno.

Zapazimo da je graf svake n-arne operacije n-lokalno kona¢na relacija.

U daljem tekstu koristiée se slede¢a notacija:
Ako je 5= (s1,52,...,5k) tada pisemo s € § ako je s = s; za neko 1 < j < k.
A=" oznacavace reci nad azbukom A duzine najvise n. Pisemo A umesto
A<k za neko k € N.
Ako je S C A*, tada skup elemenata S duzine manje ili jednake n, odnosno
S N AS™ oznatavamo sa S,.

DEFINICUJA 2.12 NekajeS = (S,R1, Ra, ..., Ry) (k1, k2, ..., km)-lokalno konac-
na automatska struktura. Neka je G konacan podskup od S.
Definisemo sledece skupove:
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o F,(G) zan €N sa:

1. Eo(G) =G
2. B,(G)= |J {ves|@es)@uekE) (G)(vevA(un) e R)}
e L,(G) neN sa
=G

Dakle, L,,(G) je skup elemenata S koji mogu biti dobijeni od elemanata skupa
G primenom fundamentalnih relacija, najvise n puta.

DEFINICUA 2.13 (ki,ka, ..., km)-lokalno konacéna struktura S = (S, Ry, Ra, .. .,
R,,) je konaéno generisana ako postoji konacan skup G C S (skup genera-
tora), takav da je S = J;cy Li(G).

Funkcija f : n — |L,(G)| naziva se rast strukture S generisane sa G.

Propozicija 2.26 Neka je R C S**! k-lokalno konacna FA-prepoznatljiva re-
lacija. Postoji konstanta p, takva da za svako @ € S*, v € S!, (4,v) € R vai:

max{|v| | v € 7} —max{|u| | u € u} < p.

Dokaz: Neka je ng broj stanja automata koji prepoznaje datu relaciju R.
Dokazac¢emo da je trazena konstanta p = ng - [.

Fiksirajmo (@, 7) € R. Neka je v’ = max{|u| |u € @}. Nekasuv;,, v, ...,v;,,
€ U svi vy, € U za koje vazi |v;;| > |[u/|. Takavih v;; ima najvise [, znaci m < [.
Ne umanjujuéi opstost pretpostavimo da je |v;, | < |vs,| < ... <|v;, |. Neka je
dy = |vg, | = W[ 1 dj = |vg;| — |vi,_, | za j =2,3,...,m.

Pretpostavimo suprotno tvrdenju, da je |v;, | — |u'| > no - 1. Kako je |v;, | —
|W'|=di +da+ ...+ dp, i m<Isledi da postoji j za koje je d;j > ng. Neka je
n=|u|zaj=1,an=|v;_,|inace. Na podrec reci ®(u,v) od pozicije n + 1
do pozicije n + d; mozemo primeniti Pumping lemu. Dakle ovu podre¢ duzine
d; mozemo zameniti odgovarajuéom podreéi (u smislu Pumping leme) duzine
dj +1t-s,zaneko 0 < s <dj, isvakot € N, pa za ovo ima beskona¢no mnogo
mogucnosti, Sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da je R k-lokalno konaéna
relacija. W

Teorema 2.27 NekajeS = (S, Ry, Ra, ... Rm) (k1,k2, ..., kn)-lokalno konacna
automatska struktura nad azbukom A generisana sa G = {g1,92,...,9;}. Tada

postoji linearna funkcija t : N — N, takva da L,(G) sadrzi samo recdi ne duZe
od t(n).

Dokaz: Neka je R; C S**li i k = max; k;, | = max; l;. Neka je A automat
nad azbukom A koji prihvata (k + I)-torku (uy,us, ..., ug,v1,vs,...,v;) ako i
samo zadovoljava formulu

Vi(Ri(T1, T2, Ty Y1, Y2, T1,) Aky<j<k (25 = A) A<t (Y5 = A))-

Navedena formula definise relaciju R arnosti k + [. Primetimo da je w € L,(G)
u odnosu na Ry, R, ... R,, ako i samo ako je w € L,(G) u odnosu na R.

Neka je g = max; |g;| 1 p = max; p;, gde su p; konstante iz prethodne propozi-
cije za odgovarajuce relacije. Dokazimo indukcijom po n da je E,(G) C Sgqnp-
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1. Baza indukcije: n =10
Po definiciji vazi Eo(G) C S,.

2. Indukcijaska hipoteza: za n vazi
En(G) < Sg+np'

3. Indukcijski korak: n + 1
v € E,41(G) ako i samo ako postoje @, 0 takvi da je R;(u,?), gde je u €
EF (@), v € v. Po prethodnoj propoziciji imamo |v| < max{|u| |u € @}+p,
pa sledi E,,11(G) € S(gtnp)+p = Sg+(n+1)p -

L, (G) C Sgtnp je posledica definicije L, (G). Dakle, trazena linearna funkcija
jet(n)=g+np. B

Korolar 2.28 (Khoussainov,Nerode-1995) Neka jeS = (S, Ry, Ra,... Ry)
(k1,ka, ..., km)-lokalno konaéna, konacno generisana, automatska struktura nad

azbukom A. U sluéaju jednoslovne azbuke imamo |L,(G)| = O(n), a inace
|Ln(G)| = [A]O.

Dokaz:

Ako je |A] =1 onda je |S,| < n+1, paje |L,(G)| < g+ np+ 1, pa imamo
[Ln(G)] = O(n).

Za|A| # 1imamo |S,| < [A[*+]A[*" 4. +[A]+1 = [A]"+ B <A,
pa je |Ln(G)| < c|A]9+" odnosno |L,(G)| = |A|°™. &

2.5.1 Karakterizacija FA-prezentabilnih integralnih
domena i polja

Teorema 2.29 (Khoussainov, Nies, Rubin, Stephan) Ne postoji beskonac-
ni automatski integralni domen.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno. Neka je (D,+,-,0,1) beskona¢ni au-
tomatski integralni domen nad azbukom A, i neka je svaki element nosaca jedin-
stveno predstavljen. Sada sabiranje i mnozenje predstavljaju odgovarajuce op-
eracije integralnog domena, a ne operacije na jezicima. Identifikujmo rec¢i 1* sa
operacijom konkatenacije sa prirodnim brojevima sa sabiranjem. D,, = DNAS",
kao i do sada.

Definisimo relaciju M (n,z) zan € 1*,2 € D sa:

(Vu,v,u/ ;0" € Dp)(u-z+v=1u"z+v = (u=u Av="1")).

Pokazademo da za svako n postoji = takvo da vazi M (n,x). Pretpostavimo
suprotno. Tada za neko n ne postoji takvo z, odnosno za svako z € D postoje
razli¢iti uredjeni parovi (u,v), (u/,v") € D, x D, takvidaje u-x+v =u"-z+v'.
Kako je D,, konacan, a D beskonacan skup, postoje razli¢iti uredjeni parovi
(u,v), (u',v") € D, x D,, takvi da postoji beskona¢no mnogo y € D za koje vazi
u-y+v=u-y+v. Iz poslednje jednakosti imamo (u —u') -y = (v — '),
za te y. Ako je u = v/, mora biti i v = v/, §to je u kontradikciji sa izborom
ovih elemenata. Dakle, u # u/. Za neko y;,y2 € D imamo:(u — ') - y; =
(v—=2v"),(u—u) -y = (v—21"). Sledi (u—u') - (y1 — y2) = 0. Kako integralni
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domen nema delitelje nule, i u # v’ sledi da je y; = yo, Sto protivreci ¢injenici
da postoje razli¢iti y1, y2 (ima ih beskona¢no mnogo). Dakle, za svako n postoji
x takvo da je M(n,x).

Sada definisemo funkciju F(n), za n € 1*, 2 € D sa:

F(n) =z & (M(n,x) A (Vy)(M(n,y) = = <iex y))

Ova funkcija za n vra¢a najmanje x € D, u smislu uredenja <., za koje vazi
M (n,z). Takvo x uvek postoji, posto je <., dobro uredenje.
Konacno, definisemo relaciju E(n,z) zan € 1*,2 € D sa:

(Jue Dy)(Fv e Dy)(x=u-F(n)+v)

Za razlicite uredjene parove (u,v),(v',v") € D,, x D,, vazi u - F(n) +v #
u' - F(n) 4+, paje |D,|? < |{z € D|E(n,z)}|.

Sa druge strane, E(n,z) je lokalno kona¢na relacija, pa na osnovu propozi-
cije 2.26 imamo da postoji konstanta p takva da je {x € D|E(n,x)} C Dptp.
Sledi |D,,|? < |{z € D|E(n,z)}| < |Dnip| = O(|Dy|). Sledi da je |D,,| = O(1),
odnosno da je broj re¢i proizvoljne duzine ograni¢en konstantom, sto implicira
da je D konacan skup. Kontradikcija. B

Imajuéi na umu da je svaka kona¢na struktura FA-prezentabilna, imamo
sledece rezultate:

Korolar 2.30 Integralni domen je FA-prezentabilan ako i samo ako je konacan.
|

Korolar 2.31 Polje je FA-prezentabilno ako i samo ako je konacno. B

2.5.2 Karakterizacija FA-prezentabilnih Bulovih algebri

Koristedi rezultate o rastu reci i struktura moze se dokazati i slde¢a karakteri-
zacija FA prezentabilnih Bulovih algebri:

Teorema 2.32 (Khoussainov, Nies, Rubin, Stephan-2004) Bulova alge-
bra je FA-prezentabilna ako i samo ako je izomorfna intervalnoj algebri ordinala
a, gde je o <grq w?. A

Poznat je i sledeéi rezultat:

Teorema 2.33 Problem izomorfnosti za FA-prezentabilne Bulove algebre je od-
luciv. B

Ovaj rezultat moze se pronaéi u radu [1] u sekciji F.1.

2.6 Unarno FA-prezentabilne strukture

Pozabavimo se sada pitanjem: koliko slova je najmanje potrebno za automatsko
predstavljanje FA-prezentabilnih struktura?

Teorema 2.34 Svaku FA-prezentabilnu strukturu moZemo automatski
predstaviti nad azbukom od 2 slova, odnosno svaka FA-prezentabilna struktura
ima binarnu FA-prezentaciju.
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Dokaz:

Neka je struktura & automatska nad azbukom A. Za |A| < 2 tvrdenje vazi
trivijalno. U slucaju |A| > 2, neka je k najmanji prirodan broj za koji vazi
2% > |A|. Neka je ¢ : A — {0,1}* proizvoljna injektivna funkcija koja na
jedistven nacin preslikava slova azbuke na binarne re¢i duzine k. Produzimo
ovu funkciju na A* na sledeéi nacin: ¥(ajas...a,) = ¥(a1)(asz) ... ¥(ay), za
a; € A. Imamo da je struktura ¢ (S) izomorfna slika strukture S. Za (poznate)
regularne izraze koji odgovaraju relacijama strukture S formiramo regularne
izraze nad azbukom {0, 1} zamenom svakog slova azbuke A odgovaraju¢om reci
duzine k nad azbukom {0,1} .Sledi da je struktura (S) automatska. Dakle,
struktura & ima binarnu FA-prezentaciju. l

Obzirom na ovaj rezultat, postavlja se pitanje koje strukture su unarno FA-
prezentabilne, odnosno automatski predstavljive nad jednoslovnom azbukom.

Primer 2.9 Primer 2.1 pokazuje da je struktura (NN, <) unarno FA-
prezentabilna.

Pokazimo sada unarnu FA-prezentabilnost za cele brojeve sa relacijom
"naredni”: (Z,).

Domen mozemo predstaviti regularnim izrazom 1%, dok relaciji odgovara
regularni izraz

11+$+111*$+11*11

$ 8 1 1 11 1 1 11 $ 8/

U opisanoj automatskoj strukturi A odgovara 0, dok reéi 127+! odgovara n,
a re¢i 12" odgovara —n, za n € N\0. O

Kako smo pokazali da je dovoljno posmatrati grafove, formulisa¢emo teoremu
o unarnim FA-prezentabilnim grafovima.

Graf G = (G, F) je unarno FA-prezentabilan ako su G i E FA-prepoznatljivi
nad jednoslovnom azbukom.

Definisa¢emo proceduru U, koja za ulazne parametre uzima kona¢ne grafove
i konacne binarne relacije oznacene zajedno sa P, a za rezultat daje graf U(P),
koji moze biti beskonacan. Variranjem ulaznih parametara dobi¢emo klasu
trazenih unarno FA-prezentabilnih grafova.

DEFINICUA 2.14 Neka je P = (D,B,{R;,L;}i=1234) skup parametara, gde
su D = (D,Ep) i B = (B,Ep) konaéni grafovi, a B; = (B;,Ep,), i € N
izomorfne kopije grafa B. Oznacimo cvorove i-te kopije istim simbolom kao u
B uz dodatni indeks i. R;, L;, i = 1,2,3,4 su binarne relacije: R; C D x B,
L, CBxDzai=1,21R;,L; CBx B zai=3,4.

Odmotavanje skupa parametara P, u oznaci U(P) je graf sa skupom
cvorova U;enB; U D, 4 skupom grana Uieny Ep, U Ep U E, gde je E skup grana
definisan kao Sto sledi.

Za a,b € B,d € D:

(d,by) € E < (d,b) € Ry, (do,b) € E< (d,b) € Ly
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Slika 2.4: odmotavanje U (P) za skup parametara P iz primera 2.10

L —
R
f—
S
f—
S

(d,biy1) € E < (d,b) € Ry, (diy1,b) € E= (d,b) € Ly zai €N;

(ai,bi_H) cF & (a,b) € Rs, (ai+1,bi) SR (a,b) € L3 zateN;

(aisbiy2+s) € E < (a,b) € Ry, (aiy24),bi) € E < (a,b) € Ly zai,j €N,
Kazemo da je graf odmotavange ako je izomorfno sa U(P) za neko P.

Teorema 2.35 (Blummensath-1999) Graf je unarno FA-prezentabilan ako
i samo ako je izomorfan odmotavanju U(P), za neki skup parametara P. B

Dokaz navedenog tvrdenja moze se pronaéi u radu [1] kao teorema D.1.1.

Primer 2.10 Odgovarajuée odmotavanje za strukturu (Z,”) (primer 2.9)
prikazan je na slici 2.4. Skup parametara je sledeé¢i: D = ({d, e}, {(d,e)}),B =
({a’ b},@% Ry = {(e7b)}7L1 = {(avd)}vRE‘) = {<b’ b)}7L3 = {(a’ a>}”R2 =Ly, =
Ry=L,=0.0



Glava 3

Automatske i
FA-prezentabilne grupe

Ova glava ¢e ukratko predstaviti osnovne rezultate vezane za FA-prezentabilne i
automatske grupe (koje ¢e biti redefinisane u odnosu na automatske strukture).

3.1 FA-prezentabine, graf automatske i
automatske grupe

U daljem tekstu G oznacava grupu (G, ).
Za pocetak defini§imo pojmove automatske prezentacije i FA-prezentabilnosti
za grupe.

DEeFINICIJA 3.1 Neka je G grupa, L regularan jezik nad konaénom azbukom
A, i neka je v : L — G sirjektivi homomorfizam. (L,¢) je automatska
prezentacija grupe G ako:

1. relacija L= = {(u,v) € L|¢(u) = ¥(v)} je regularna, i

2. graf operacije grupe L. = {(u,v,w) € L3|y(u)-(v) = (w)} je reqularan.

DEFINICUJA 3.2 Za grupu koja ima automatsku prezentaciju, kaZemo da je FA-
prezentabilna.

Drugim re¢ima, grupa je FA-prezentabilna ako su joj domen i graf operacije
FA-prepoznatljive.

Primer 2.4 je ukazao na to da mnozenje prirodnih brojeva ne mozemo au-
tomatski predstaviti kao jednu operaciju, veé je jedini na¢in da to uradimo da
umesto operacije mnozenja definiSemo operacije mnozenja sa svakim elementom
posebno. Struktura iz ovog primera, naravno, nije grupa, ve¢ samo polugrupa
sa jedinicom, ali nam u svakom slu¢aju ukazuje na to da nam gornja definicija
nece biti dovoljna u radu sa nekim binarnim operacijama.

Ipak, definisanje automatske prezentacije beskonac¢nog tipa nije najelegant-
nije resenje. Kako bismo ovo izbegli operaciju treba da predstavimo pomocu

37
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kona¢no mnogo predikata, Sto mozemo lako posti¢i kada su u pitanju konacno
generisane grupe.
Time su motivisane sledece definicije.

DEFINICIJA 3.3 Obojeni usmerent graf I' = (V,E) gde su grane obojene
(oznacene) elementima konacénog skupa A = {ay,az,...,a,}, je struktura

(‘/:EalﬂEa27"'7Ea )’

n

gde je E,, = {(z,y)|(z,y) € E i grana (z,y) je obojena sa ay}.
Kazemo da je T' FA-prezentabilan ako je struktura (V,E,,, Eay, ..., Eq,)
FA-prezentabilna.

Ovako definisan graf lako mozemo povezati sa grupom, ukoliko je ona konaéno
generisana. Tada datu grupu mozemo predstaviti konacnim skupom njenih gen-
eratora, koji ¢emo uzeti za kona¢nu azbuku.

DEFINICIJA 3.4 Neka je X C G konacan skup generatora grupe G. Cayley
graf grupe G u oznaci T'(G, X) je graf sa skupom évorova G, gde je za svako
g € G isvakox € X, grana (g, gx) oznacena simbolom x, odnosno (g, gzx) € E,.
Skup grana ovog grafa je E = Uzex Ey.

DEFINICIJA 3.5 Neka je X C G konacan skup generatora grupe G. KaZemo da
je G graf automatska grupa ako je I'(G, X) FA-prezentabilan graf.

Primer 3.1 Posmatrajmo grupu Z" = (Z",+), gde je sabiranje defin-
isano po koordinatama. Ova grupa generisana je konaénim skupom FE genera-
tora: e;1 = (1,0,0,...,0), e; 2 = (—1,0,0,...), e21 = (0,1,0,...,0), ez =
(0,—1,0,...,0),..., en1 = (0,0,...,0,1), €ns = (0,0,...,0,—1).

Cvorove grafa I'(Z", F) mozemo opisati regularnim jezikom E*. Izmedu
¢vorova g,h € G postoji grana oznacena sa e; za neko 0 < ¢ < n ako i samo
ako je h = g + e;. Rezultati iz prethodne glave ukazuju na to da je relacija
FE; regularna, jer se radi o relaciji "naredni ceo broj”, odnosno ”prethodni ceo
broj” na koordinati i. Sledi da je (Z™,+) graf automatska grupa. Na slici 3.1
vidimo Cayley graf grupe (Z2,+). O

Ispostavlja se da konacan skup generatora graf automatske grupe mozemo
zameniti nekim drugim kona¢nim skupom generatora, a da pri tome grupa
ostane graf automatska, i to ne menjajuéi automatsko predstavljanje domena
grupe. Na putu do tog rezultata dokazimo najpre sledecu lemu:

Lema 3.1 Neka je G graf automatska grupa u odnosu na skup generatora X.
Za re¢ y € X* postoji konac¢an automat M, koji prihvata (g,h) € G* ako i
samo ako je g-y = h.

Dokaz:

Kako je I'(G, X) FA-prezentabilan graf, sledi da za svako x € X postoji au-
tomat M, koji prepoznaje relaciju E,. Definisimo sada relaciju E,, za w € X*
sa By, = F,0FE, zau e X", x € X. Kompozicija dve regularne relacije je opet
regularna relacija, jer odgovarajué¢i automat mozemo konstruisati nadovezivan-
jem automata za te relacije. Sledi da je ovako rekurzivno definisana relacija
E,, regularna. Imamo da je za y € X* relacija B, = {(9,h) € G*|h = g -y}
regularna, pa postoji konac¢an automat M, koji je prepoznaje.
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(2,-2) o4

. e1,2 . e2,2
Slika 3.1: ['(Z", E)

Teorema 3.2 Neka je G graf automatska grupa w odnosu na konacan skup
generatora X. Tada je grupa G graf automatska u odnosu na svaki konacan
skup generatora Y .

Dokaz:
Posmatrajmo FA-prezentabilan graf I'(G, X). Neka je Y konacan skup genera-
tora grupe G. Svako y € Y mozemo napisati u obliku prozizvoda x’fl ~33§2 L xkn
gde je x; € X, k € N. Ostaje da se primeni prethodna lema za svako y € Y.
Relacija E, je FA-prepoznatljiva za svako y € Y, pa imamo da je I'(G,Y) FA-
prezentabilan graf. Sledi da je grupa G graf automatska u odnosu na skup
generatora Y. W

DEFINICIJA 3.6 Grupa G sa konacnim skupom generatora X je automatska
grupa ako

1. postoji regularan jezik L C X* takav da je prirodno preslikavanje 1 : L —
G, Y(r1-z2- - xp) = U(x1) Y(x2) ... Y(xy,) gde je x; € X (preslikavanje
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re¢i na odgovarajuce elemente grupe koji se dobijaju primenom operacije
iz grupe na generatore), sirjektivno,

2. relacija L— = {(u,v) € L?|1b(u) = ¥ (v)} je reqularna, i
3. za svako x € X relacija L, = {(u,v) € L*|t(u)-(z) = ¥(v)} je regularna.

Sledeca propozicija ¢e malo preformulisati definiciju graf automatskih grupa,
kako bismo jasnije videli vezu sa pojmom automatske grupe.

Propozicija 3.3 Neka je I'(G,X) = (G, Ey,, Es,y, ..., Ey,) Cayley graf grupe
G generisane konacnim skupom X. Grupa G je graf automatska ako i samo
ako za neku konacnu azbuku A vaZe sledeéi uslovi:

1. Postoji reqularan jezik L C A* i sirjektivni homomorfizam ¢ : L — G za
koji je binarna relacija E— C L? definisana sa E—(u,v) < ¥(u) = (v)
FA-prepoznatljiva.

2. Predikati Ey,,Ey,,...,E;, su FA-prepoznatljivi u odnosu na preslika-
vangje ¥, odnosno skup v~ (E;) = {(u,v) € L?|(u) -z = (v)} je FA-

prepoznatljiv.
|

Primer 3.2 Grupa Z" iz primera 3.1 je automatska nad azbukom E. Domen
moze biti predstavljen jezikom L = E*. Argumenti za regularnost relacija za
mnozenje su analogni onima iz primera 3.1. Regularnost Relacije L_ garantuje
prethodna propozicija, jer je L = E_. [

Uocimo da se definicija graf automatske grupe razlikuje od definicije au-
tomatske grupe samo po tome §to se kod graf automatskih grupa ne trazi da
bude X = A.

Teorema 3.4 Svaka automatska grupa je graf automatska. B

Obratno tvrdenje medutim ne vazi.

3.2 Problem reci i problem konjugovanosti

Po konstrukciji grafa grupe u odnosu na neki konacan skup generatora, kao i
po definiciji automatske grupe jasno se vidi da elementi grupe nisu jedinstveno
predstavljeni, odnosno da postoji vise reci koje predstavljaju isti element grupe.

Na slici 3.1 vidimo da u sluéaju grupe (Z2,+) za dati skup generatora iz
primera 3.1, za element (1, 1) vazi:

(1,1) = v(er1e2,1) = Y(ez,1€1,1) = Y(er1e21€12€1,1) = . ..

Zapravo, svaki element grupe je predstavljen sa beskonatno mnogo reci, zbog
postojanja inverznih elemenata za generatore (¢ak i kada oni nisu u skupu gen-
eratora, oni se mogu generisati).
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Osim toga, i da je u pitanju bila polugrupa, bez inverznih elemenata recimo
(N™, 4) generisana elementima e; 1, zbog komutativnosti imamo vise predstavl-
janja elemenata, iako je u pitanju konacan broj predstavljanja.

Takode se moze javiti i situacija da skup generatora strukture nije mini-
malan, pa i to uzrokuje predstavljanje koje nije jedinstveno.

Usled ovakve situacije namece se problem reéi: da li dve date reci pred-
tavljaju isti element grupe?

Kao posledicu definicije grafa grupe imamo:

Propozicija 3.5 Graf I'(G, X) je izracunljiv ako i samo ako je problem reci za
grupu G, u odnosu na konacan skup generatora X, odluciv. B

U daljem radu koristicemo sledeéu terminoligiju: kazemo da je re¢ nad X
redukovana ako ne radrzi podreéi oblika zz~!, gde je # € X.

Sledi tvrdenje o problemu reci za graf automatske grupe.

Teorema 3.6 Problem reci u graf automatskim grupama je odluciv u kvadrat-
nom vremenu.

U dokazu éemo koristiti slede¢u lemu:

Lema 3.7 Neka je f : D¥ — D funkcija ¢iji je graf FA-prepoznatljiv, D C A*.
Postoji algoritam koji za date wy,ws,...,wy izracunava f(wy,ws,..., wg) u
linearnom vremenu.

Dokaz leme:

Neka je w = f(wq,wa,...,wy). Na osnovu propozicije 2.26 imamo da je |w| <
mazrieqa,.. ky|wi| + p, gde je p broj stanja automata M koji prepoznaje graf
funkcije f.

Pronalazenje staze u automatu M koja pocinje u pocetnom, a zavrSava
se u nekom zavrsnom stanju, i oznacena je sa ®(wr,ws,...,wg,w), gde je
|w| < max;eq,.. gy |wi| + p zahteva linearno vreme u odnosu na velicinu un-
osa (wy,ws,...,wg). W

Dokaz teoreme 3.6:
Neka je w redukovana re¢ duzine n nad azbukom X. Trazimo re¢ u € X* koja
predstavlja isti elemenat grupe kao i w. Oznacimo sa w; prefiks re¢i w duzine
i. Za svako w; mozemo nadéi odgovarajuée u; za koje je |w;| < Cy -i. To po
prethodnoj lemi mozemo uraditi za vreme Cs-, gde su C, Cs konstante. Imamo
da re¢ u = u, koja predstavlja isti element grupe kao i re¢ w. Ona moze da se
promade za vreme Co(1+2+...4+n) = O(n?). B

Cayley graf grupe, kako smo ga definisali predstavlja mnozenje elemenata
grupe generatorima sa desne strane. Definisimo sada graf koji odgovara mnoze-
nju sa leve strane.

DEFINICIJA 3.7 Neka je X C G konacan skup generatora grupe G = (G, ).
Levi Cayley graf grupe G u oznaci I''(G, X) je graf sa skupom évorova G,
gde je za svako g € G i svako x € X grana (g,zg) je oznacena simbolom x,
odnosno (g,xg) € E,. Skup grana ovog grafa je E = Upex E.,.
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DEFINICUA 3.8 Grupa G generisana konacnim skupom X je graf biautomat-
ska ako su grafovi T'(G, X) i TY(G, X) FA-prezentabilni u odnosu na isti regu-
larni jezik koji predstavlja cvorove grafa (elemente grupe).

Analogno definiSemo i biautomatkse grupe. Jasan je odnos ova dva po-
jma:
Propozicija 3.8 Svaka biautomatska grupa je graf biautomatska grupa. B

Sada razmatramo problem konjugovanosti: da li su dva data elementa
grupe konjugovani?

Teorema 3.9 Problem konjugovanosti je odluc¢iv u svakoj graf biautomatskoj
grups.

Dokaz:
Neka je G graf biautomatska grupa generisana skupom X = {z1,xza,...,z,}.
Grafovi T'(G, X) i TY(G, X) su FA-prezentabilni. Neka je L regularan jezik
koji predstavlja domen grupe (évorove grafa). Neka su dati g,h € G, i neka
su reéi p,q € X* takve da je ¥(p) = g, ¥(¢) = h. Imamo da su skupovi
E, = {(u,up)|lu € L} i E(II = {(u,qu)|u € L} regularni. Skup

Spg = {u € L|p(up) = (qu)}
je takode regularan, posto ga mozemo definisati formulom
¢(u) = Ep(u, up) A E}(u, qu) A E—(up, qu)

u automatskoj strukturi (L, Ey,, Eq,, ..., E,,,EL ,EL ... EL ). Imamo da

su g i h konjugovani ako i samo ako je skup Sj 4 neprazan, a to je odlucivo. W

3.3 Rast FA-prezentabilnih polugrupa

Rezultati u ovom poglavlju odnose se na polugrupe, pa vaze i za grupe, na koje
¢emo ove rezultate primeniti u slede¢em odeljku.

FA-prezentabilne, graf automatske i automatske polugrupe se definisu analogno
kao isti pojmovi za grupe.

DEFINICUIA 3.9 Neka je (S, -) polugrupa sa injektivnom automatskom prezentaci-
jom (L,v). Za proizvoljno s € S, I(s) je duZina jedinstvene reéi jezika L
koja predstavlja element s.

Na osnovu propozicije 2.26 imamo:

Propozicija 3.10 Neka je (S,-) konacéno generisana FA-prezentabilna polu-
grupa. Tada postoji konstanta ¢ takva da za svako s,t € S vazi:

I(s-t) <max{l(s),l(t)} + c.
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Lema 3.11 Neka je (S,-) FA-prezentabilna polugrupa sa konaénim skupom gen-
eratora X. Neka je R = max{l(z) | € X}. Postoji konstanta ¢ takva da je za
svako m € N:

max{l(z1---zm) | i € X} < R+ clog, m.

Dokaz:
Neka je ¢ konstanta iz prethodne propozicije. Tvrdenje dokazujemo indukcijom
po m.
Za m = 1 imamo:

max{l(zy) |xt1 € X} = R= R+ clog, 1.

Pretpostavimo sada da tvrdenje vazi za 1 < m < k. Dokazujemo da tvrdenje
vazi za m = k 4+ 1. Imamo dva slucaja:
1.
Neka je k neparno: k = 2r — 1. Na osnovu prethodne propozicije i indukcijske
hipoteze imamo:
max{l(zy - xp41) | T € X}
= max{l(zy -+ x2,) | v, € X}
<max{l(z1---2), l(Tpg1-T2) | 7, € X} + ¢
< max{R+ c[logyr], R+ c[logyr]|} +¢
=R+ c¢[logyr] +¢
— R+ ([logy 7+ 1])e
= R+ c[log, 2r]
= R+ c[logy(k +1)],
2.
Neka je k parno: k = 2r. Tada je:
max{l(xy - xpy1) | T € X}
= max{l(x1 - x241) | 7, € X}
<max{l(z1, @), (Tpy1 - Torp1) | i € X} +¢
< max{R + c[log, r], R+ c[logs(r + 1)]} + ¢
— R+ cllogy(r + 1)] +c.
Sada imamo dva podslucaja u zavisnosti od toga da li je r stepen od 2:
(a) Pretpostavimo da r nije stepen od 2. Kako funkcija log, z na skupu
{z € N | x > 0} ima istu vrednost za = i  + 1, osim kada je x stepen od 2.
Dakle, log,(r 4+ 1) = log, r. Imamo:

R+ cflogy(r+1)] + ¢ =R+ cllogyr] + ¢ = R+ c[logy(k + 1)].
(b) Neka je sada r = 2% | za neko x € N. Vazi:
Mogy(k +1)] = [logy(2r +1)] = [logy(2° ™ +1)] =z + 2.

Sledi
R+ cflogy(r+1)] 4+ ¢
= R+ c[logy(r +1) + 1]
= R+ c[logy(r + 1) + log, 2]
= R+ c[log, 2(r + 1)]
= R+ c[log,2(2* +1)]
= R+ c[log,(2°+! +2)]
R+c(x+2)
= R+ c[logy(k + 1)],
¢ime je tvrdenje dokazano. M
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Teorema 3.12 Neka je (S,:) FA-prezentabilna polugrupa sa konacnim skupom
generatora X . Funkcija rasta ove strukture je ogranicena polinomom.

Dokaz:
Na osnovu prethodne leme i korolara 2.28 imamo da je |L,,| < |A]¢1°82™ za neku
konstantu c. Postoji konstanta ¢; takva da je:

|A|clog2n < 9¢1 logy n < net .

Sledi |Ly| < nc'. ®

3.4 Karakterizacija konacno generisanih
FA-prezentabilnih grupa

DEFINICIJA 3.10 Beskonacéna grupa je virtuelno Abelova ako ima torziono
slobodnu Abelovu podgrupu konacénog indeksa.

Jasno je da ako je virtuelno Abelova grupa G konaéno generisana, tada
je i njena Abelova podgrupa konac¢nog indeksa H kona¢no generisana. Svaka
kona¢no generisana Abelova grupa je direktna suma kona¢no mnogo cikli¢nih
grupa, pa mozemo pretpostaviti da je H = Z" za neko n € N.

Teorema 3.13 Konacno generisana virtuelno Abelova grupa je FA-prezentabilna.

Dokaz:
Neka je G konacno generisana virtuelno Abelova grupa. Kako smo zakljuéili u
prethodnoj diskusiji za njenu Abelovu podgrupu kona¢nog indeksa H mozemo
pretpostaviti da je H = Z™ za neko n € N. Neka su z1,z9,...,x, generatori
Z". Bez umanjenja opstosti uzmimo da je n = 2, radi lakSeg zapisa.

Zamenimo grupu Z™ sa njenim jezgrom, jer je ono normalna podgrupa grupe
G. Ne umanjujuéi opStost, pretpostavimo da je Z"™ normalna podgrupa grupe
G.

Neka su t1,ta, ..., tx predstavnici faktor grupe G/Z". Svaki element g € G
mozemo zapisati kao ;27" x5'?, za neke my,mo € Z. Zbog normalnosti Z"
imamo da postoje c1.1,5,¢1,2,5,C2,1,5, C2,2,; takvi da je:

C i C i . C i C i . . . .
ity = tjoy M ant 1 ety = i ay® za j=1,2,..., k. Dalje, za i,j =
. . ~. : Cj
1,2,...,k postoje I, ¢;, ¢; takvi da vazi t;t; = iz xs’ .

Sada operaciju u grupi mozemo predstaviti na slede¢i nacin:

mi, Mo m3, My g g MI1CL1,jtMmace 1, j+ms3 micy 2 j+macs 2 j+my
tixy twy iy Cxy t =ity To
_ tlxciijxm161,1,j+m202,1,j+m3xm161,2,j+m202,2,j+m4
- 12 %1 2 .

Sve operacije iz ovog izraza su predstavljive kona¢nim automatima, pa je grupa

G FA-prezentabilna. B

DEFINICIJA 3.11 Beskonacéna grupa je virtuelno nilpotentna ako ima torziono
slobodnu nilpotentnu podgrupu konacénog indeksa.

DEFINICIJA 3.12 Beskonacna grupa je virtuelno resiva ako ima torziono slo-
bodnu resivu podgrupu konacnog indeksa.
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Za dalje razmatranje bi¢e nam potrebni sledeéi rezultati iz teorije grupa,
koje navodimo bez dokaza:

Teorema 3.14 (Gromov) Konacno generisana grupa sa polinomnim rastom
je virtuelno nilpotentna. M

Teorema 3.15 (Romanovski, Noskov) Virtuelno resiva grupa ima odlucivu
teoriju prvog reda ako i samo ako je virtuelno Abelova. B

Kako je virtuelno nilpotentna grupa virtuelno resiva, a FA-prezentabina
grupa ima polinoman rast, na osnovu poslednje dve teoreme zakljucujemo da je
svaka FA-prezentabilna grupa virtuelno Abelova.

Najzad, uzimajuéi u obzir teoremu 3.13 imamo karakterizaciju kona¢no gener-
isanih FA-prezentabinih grupa:

Teorema 3.16 (Oliver, Thomas) Konacno generisana grupa je FA-prezen-
tabilna ako i samo ako je virtuelno Abelova. B

Propozicija 3.17 Virtuelno Abelove grupe su automatske.

Dokaz:

Neka je G virtuelno Abelova grupa. Kao u dokazu propozicije 3.13, mozemo
pretpostaviti da je grupa Z™ normalna podgrupa grupe G konaé¢nog indeksa k.
Grupa Z" je automatska nad azbukom E. Neka regularan jezik L C E* pred-
stavlja domen grupe Z". Neka je su g;, 1 < i < k predstavnici koseta, takvi
da g; € E. Jezik K = |J;<;<, 9i - L je regularan i predstavlja domen grupe G.
Lako je uvideti da su relacija K_ i relacije K, za mnozenje elementima skupa
EU{g1,92,...,9k} definabilne prvog reda nad relacijama L_ i L,. Za detaljnije
objasnjenje videti dokaz teoreme 3.22. W

Kako su sve virtuelno Abelove grupe automatske, imamo:

Teorema 3.18 Svaka konacno generisana FA-prezentabilna grupa je automat-
ska. W

Konacno, slikom 3.2 mozemo predstaviti odnos klasa kona¢no generisanih
FA-prezentabilnih, graf automatskih i automatskih grupa.

3.5 Geometrijska karakterizacija automatskih
grupa

DEFINICUJA 3.13 Neka je G = (V, E) usmereni graf. DuZina neusmerenog
(usmerenog) puta izmedu dva évora u i v je broj grana tog neusmerenog (us-
merenog) puta.

Razdaljina u oznaci d(u,v) izmedu ¢vorova u i v je duZina najkraceg neusme-
renog puta izmedu u i v, ako takav put postoji.

DEFINICIJA 3.14 Neka je w = ajas ... ay, 1e¢ nad azbukom A, gde a; € A. Za

» aijaz...ar : t<m,
t > 1 definisemo w(t) ::{ a1a2 at R,
102 ...Qp .
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graf automatske grupe

automatske grupe

konacéno generisane
FA-prezentabilne grupe

Slika 3.2: Odnos klasa kona¢no generisanih FA-prezentabilnih, graf automatskih
i automatskih grupa

DEFINICIJA 3.15 Neka je G grupa generisana konacénim skupom A i neka je
(L,%) automatska prezentacija grupe G nad azbukom A. Za Cayley graf grupe
G u odnosu na skup generatora A, I'(G, E) kaZemo da ima osobinu saput-
nika (fellow traveller property) ako postoji konstanta k takva da vazi: ako je
d((u),v(v)) <1 za u,v € L, tada je d(¢(u(t)),¥(v(t))) <k za svako t > 1.

Za definisanje razdaljine smo koristili neusmerene staze u grafu grupe. To
ima smisla pos$to ne umanjujuéi opstost mozemo pretpostaviti da je skup genera-
tora grupe zatvoren u odnosu na inverzne elemente, posto svaki skup generatora
mozemo pro§iriti na taj nacin, a da on i dalje generise istu grupu.

Propozicija 3.19 Neka je G automatska grupa sa automatskom prezentacijom
(L, %) nad azbukom A. Tada Cayley graf grupe G u odnosu na skup generatora
A, T(G, E) ima osobinu saputnika.

Dokaz:

Neka su u,v € L takvi da je d(¢(u),¥(v)) < 1 u grafu I'(G, E). Ne umanjujuéi
opstost, pretpostavimo da je ¥ (v) = ¥(u) - P(x) za neko z € AU {A}, dakle
(u,v) € Ly za neko z € AU {=}. Neka je M skup kona¢nih automata koji
prepoznaju jezike L_ i L,, a € A i neka je n maksimalan broj stanja automata
iz skupa M. Neka je M, = (S, A%ﬁ, qo, F') automat koji prepoznaje jezik L.
Pretpostavimo da je ¢ > 0.

Neka je d(go, @(u(t), v(t))) = q. Kako je §(qo, ®(u,v)) = ¢y za neko gy € F,
na osnovu Pumping leme imamo da postoje re¢i v’, v’ takve da je 6(q, @(u',v")) =
qf, i da pri tome staza q,...qs ne sadrzi ni jedno stanje automata vise puta.
Imamo |v/| <n —1, [v'| <n—1. Vazi ¥(u(t)u'z) = ¢(v(t)v’). Sledi da je

d(p(ut)), v(v(t))) < Ju| + [0/ +1 < 2n — 1.
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k = 2n — 1 je trazena konstanta, koja zavisi samo od skupa automata M. B

Vazi i obratno tvrdenje:

Propozicija 3.20 Neka je grupa G generisana konacénim skupom A. Neka je
L regularan jezik, i neka je ¢ : At — G homomorfizam, takav da je (L) = G.
Ako Cayley graf grupe G u odnosu na skup generatora A, T'(G, E) ima osobinu
saputnika tada je G automatska grupa, sa automatskom prezentacijom (L,v).

Dokaz:

U ovom dokazu I(g) za g € G oznacava duzinu najkrace reéi jezika L koja
predstavlja element g.

Neka je ¢ € N konstanta, takva da je [(a=!) < cza sve a € A. Pretpostavimo
da je (g, h) € E,. Tada je

ha™' = gaa™! =g,

pa u grafu T'(G, E) postoji usmereni put od h do g, ne duzi od c.

Zbog osobine saputnika grafa I'(G, F) imamo da postoji konstanta k € N,
takva da za svako wiy,wy € L za koje je d(p(w1), ¥(wsz)) < 1 vazi
d(p(w1(t)), ¥v(wa(t))) < k, za svako ¢ > 0. Dakle, postoji usmereni put od
P(wi(t)) do Y(wa(t)), ne duzi od ke. Dalje, za g € G za koje je (wi(t))g =
Y(ws(t)) imamo I(g) < ke. Neka je k' := kc. U slucaju da je skup generatora
A zatvoren u odnosu na inverzne elemente imamo k' = k.

Neka je N ={g € G | I(g) <K'}, ineka je M = (Q, A, I, qo, F') automat ¢iji
je jezik L.

Za svako x € AU {=}, definiSemo automat M, = (Q’,A%,éﬂqé, F'), gde je
Q"\{g},r} = Q x Q x N, gde je stanje r klopka.

F' ={(f1, f2yz) |z € AU{A}, f1,fa € F}

Funkciju prelaza ¢’ definiSemo na sledeéi nacin:

) ,a 75 y @ 7(1_10, : a_la EN;
8 (qp, (a1, a2)) ::{7(4(‘10 1):0(40, a2), a1 " a2) . iriaée%

Dalje definisemo:
5’((‘]17(12’9)(@17(12)) =

(0(q1,a1), (Q2,a2) aylgaz) i a; #$,a2 #$, ay'gax € N;
(0(q1,a1), g2, a7 ' g) toar #8,a0=8, a;'g € N;
(q1,9(q2,a2), gaz) : a1 =8%,a2 #8, gaz € N;

r . inade.

Indukcijom se moze pokazati da za wy,ws € A* vazi:
ako je 6l(q(/)7®(w17w2)) = ((J1,Q279)a tada je 5(Q07w1) = {1, 5(Q07w2) = q2 i
P(w1) - g = Y(wa) .

Dokaz prve dve jednakosti je jednostavan.

Dokaz jednakosti ¢ (w;) - g = ¥(wa):
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1. Baza indukcije: w1 = a1, we = a9, a1,a9 € A
Po definiciji imamo:

&' (gh, (a1,a2)) = (8(qo, a1),(qo, az), aj 'az)

Zaista je:
—1
ai - aq; a2 = az.

2. Indukcijska pretpostavka: za |w1], |ws| = n vazi
' (g0, ® (w1, w2)) = (1,42, 9), 6(q0, w1) = q1, 6(qo, w2) = g2 1 Y(w1) - g =
P(wz).

3. Indukecijski korak: |wi|, |wh| =n+1
wh = wiay, wh = wsaz, aj,as € Ag

(a) a1 #%,a2 #$
5/((91,(1%9)7 (alaa@)) = (5(q1aa1)75(q23a2)7t)7

Treba pokazati: ¥ (wi)ait = ¥ (ws)as. Imamo:

Y(wi)ait = P(wr
(b) a1 #$,a2 =%
5/((q1a Q27g)7 (0’17 $)) = (5(q1v (11), q2, t)v

Treba pokazati: ¢(wi)art = ¢(ws). Imamo:

PY(wi)ait = 1/’(“’1)&1&1_19

(c) ag =8%,a2 #8$
'((a1, 42, 9), (8, a2)) = (q1,0(q2, a2), 1),
Treba pokazati: ¥ (wi)t = ¥(we)az. Imamo:
Plw)t = Y(wi)gay
= Y(wz)az.
Dakle, ako automat M, prihvata ®(wy,ws), imamo da je
P(wz) = P(wr)z

(ili (ws) = (1) ako je z =).
Konaé¢no imamo da automat M, prihvata svako ® (w1, ws) za koje je v(wq)x =
Y(wsy) (i ¥(wy) = ¥(ws) ako je x =). Sledi da je LM,)=L,. &

Najzad, imamo geometrijsku karakterizaciju automatskih grupa:

Teorema 3.21 Grupa G je automatska sa automatskom prezentacijom (L,)
nad azbukom A ako i samo ako Cayley graf grupe G u odnosu na skup generatora
A, T(G, E) ima osobinu saputnike. W
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3.6 Konstrukcije

U ovom poglavlju ukratko predstavljamo neke karakteristicne konstrukcije na
grupama koje oCuvavaju automati¢nost i FA-prezentabilnost.

3.6.1 Konacna proSirenja grupa

Teorema 3.22 Konacna prosirenja automatskih grupa su automatske grupe.

Dokaz:
Neka je H automatska grupa i neka je grupa G njeno prosirenje konacnog indeksa
k. Neka regularan jezik L C A* predstavlja domen grupe H. Neka je su g;, 1 <
i < k predstavnici koseta faktor grupe G/H, takvi da za ove simbole vazi g; ¢ A.
Jezik K = |J;<;<; 9i - L je regularan i predstavlja domen grupe G. Lako je
uvideti da su relacija K_ i relacije K, za mnoZenje elementima skupa A U
{91,92, - - -, g} definabilne prvog reda nad relacijama L_ i L:

K: :g7L:

Za a € A:
Ko = U {(giw, giv) € K? | (w,v) € Ly}
1<i<k

Zag;, 1 <1< k:
Ky, = {(gjw, grw) € K | g;H - g;H = g, H},

Sto je regularna relacija, jer je faktor grupa G/H konacna, pa time i FA-
prezentabilna, te je mnoZenje u toj strukturi FA-prepoznatljivo. Najzad imamo
da je grupa G automatska nad azbukom AU {g1,g2,...,9r}.1

Teorema 3.23 Konacna prosirenja FA-prezentabilnih grupa su FA-prezentabilne
grupe.

Dokaz:
Neka je H FA-prezentabilna grupa i neka je grupa G njeno prosirenje kona¢nog
indeksa k. Neka je (L,1) automatska prezentacija grupe H nad azbukom A.
Neka je su g;, 1 < i < k predstavnici koseta faktor grupe G/H, takvi da za ove
simbole vazi g; ¢ A. Jezik K = |J, <, 9i - L je regularan i predstavlja domen
grupe G. Dalje definisemo: o
K: =gi- L:7

L. ={(giu, gjv,grw) € K* | g;H - g;H = g H A ((u,v,w) € L.
V(u=AAP() =yw)V(=AAYu)=1pw)))}

Jasno je da su ove relacije FA-prepoznatljive (argumenti iz dokaza prethodne
teoreme), pa je grupa G FA-prezentabilna. B
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3.6.2 Podgrupe

Teorema 3.24 Regularna konacno generisana podgrupa automatske grupe je
automatska. A

Teorema 3.25 Regularna podgrupa FA-prezentabilne grupe je FA-prezentabilna.
|

Pojam regularna podgrupa u prethodnom tvrdenju znac¢i da domen te
podgrupe predstavlja regularni jezik, koji je podskup regularnog jezika koji pred-
stavlja domen grupe o ¢ijoj je podgrupi rec.

Navedene rezultate je lako uvideti, obzirom da je presek regularnih relacija
opet regularna relacija, a u pitanju je samo restrikcija odgovarajuéih relacija na
domen regularne podgrupe.

3.6.3 Direktan proizvod
Direktan proizvod FA-prezentabilnih polugrupa i grupa

Klasa FA-prezentabilnih polugrupa je zatvorena u odnosu na direktne proizvode,
kao posledica korolara 2.6 koja govori da je to osobina svih FA-prezentabilnih
struktura.

Teorema 3.26 Direktan proizvod dve FA-prezentabilne polugrupe je FA-prezen-
tabilan. W

Kao direktnu posledicu imamo:

Korolar 3.27 Direktan proizvod dve FA-prezentabilne grupe je FA-prezentabi-
lan. A

Postavlja se pitanje: da li vaZi obratno turdenje, da iz FA-prezentabilnosti
direktnog proizvoda dve polugrupe sledi FA- prezentabilnost direkinih faktora?

Odgovor je ne. U radu [6] naveden je kontraprimer, gde su S x T'1 T FA-
prezentabilne polugrupe, dok polugrupa S nije FA-prezentabilna. Nakon ovog
saznanja pitanje je: da li postoje polugrupe S i T koje nisu FA-prezentabilne, a
da je njihov direktan proizvod FA-prezentabilan?

Ova pitanja su od znacaja zbog otvorenog problema: da li su polugrupe
S i T automatske ako je njihov direktan proizvod automatski?

Navedeni problem je otvoren i u slucaju grupa.

Direktan proizvod automatskih polugrupa, monoida i grupa

Direktan proizvod dve kona¢no generisane polugrupe ne mora biti kona¢no
generisan, pa je situacija kod automatskih polugrupa slozeniji nego kod FA-
prezentabilnih.

Direktan proizvod dva kona¢no generisana monoida je medutim kona¢no
generisan. Naime ako su monoidi S i T generisani kona¢nim skupovima X i
Y respektivno, njihov direktan proizvod S x T je konacno generisan skupom
X x{lp}uU{ls} xY, gde su 1lg i 11 jedini¢ni elementi monoida S i T.
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Primer 3.3 Polugrupa (N\{0},+) je generisana sa {1}, dok (N\{0},+) x
(N\{0}, +) nije kona¢no generisan.

Ako uklju¢imo jediniéni element, polugrupa (N, +) je generisana sa {0,1}, a
(N, +) x (N, +) je konacno generisan skupom {(1,0),(0,1)}. O

Propozicija 3.28 Neka je J regularan jezik nad azbukom A. Relacija
L = {(®w,®Ws, ..., QW) | W1, We,..., 0 € J"} je FA-prepoznatljiva au-
tomatom sa k traka ako i samo ako je relacija

K = {(wy,ws,...w) | w1, Wa,..., 0, € JV} FA-prepoznatljiva automatom sa
n -k traka.
Dokaz:

Zbog jednostavnijeg zapisa dokaz izvodimo za n = 2,k = 2. Dokaz za n €
N, k € N izvodi se analogno.

(=) Neka je relacija L FA-prepoznatljiva. Po definiciji imamo da postoji
automat sa dve trake A = (S, (A3 U {$})%,6,q0, F) takav da je L(A) = QL.
Reti jezika ®L = {@(®wy, ®ws) | w1, w2 € J?} su reéi nad azbukom:

(A3 U {8})? = {((a1, a2), (a3, a4)) | a1, a2, a3, a4 € Ag}
U {((al,ag),$) | ai,as € Ag}
@] {($, (a3,a4)) | as, g € Ag;}
\{((8,9), (8,9)),((8,8),9), (5, (8,8))}-

Dakle automat A tretira (a1, a2) € AZ\{($,$)} kao jedno slovo.

Definisimo automat sa 4 trake B = (S, Afé, 0, qo, F), gde je funkcija prelaza
definisana sa:

8 (q, (a1,a2,as3,a4)) = s < 6(q, ((a1,a2), (as,as))) = s,

(g, (a1,a2,$,8)) = s & d(q, ((a1,02),9)) = s,
8'(q, (8,9, a3,a4)) = s = 6(q, (3, (a3, a4))) = s,

za svako ay, as,as,aq € Ag isvako ¢, s € Q.
Reéi jezika @ K = {®(w1,w2) | w1, We € J?} su re¢i nad azbukom:

Ag = {(a1,a2,a3,a4) | a1,as,a3,as € Ag}\{($,$,$,9)}.

Imamo da je L(B) = QK.

(«<=) Ovaj smer se dokazuje polazeéi od automata sa 4 trake B = (.5, Ag, o' qo, F),
definiuéi automat sa dve trake A = (S, (43 U{$})%,4, qo, F). Kako je u dokazu
prethodnog smera funkcija prelaza definisana ekvivalencijama, ovde mozemo
upotrebiti iste definicije pri definisanju J preko §'.

Koriste¢i ovu ¢injenicu mozemo dokazati slede¢u teoremu:

Teorema 3.29 Direktan proizvod dva automatska monoida 'S i T je automatski.
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Dokaz:
Neka su L i K regularni jezici koji predstavljaju domene automatskih monoida
S i T nad azbukama A i B respektivno. Monoid S x T je generisan skupom
(AU {lg}) x (BU{lr}) (Cak i bez elementa (1g,1r) ukoliko bar jedan od
skupova A i B ne sadrz jedinicu), gde su 1g i 1p jedini¢ni elementi monoida
S i T redom. Definisimo regularan jezik koji predstavlja domen monoida S x T
nad azbukom Ag x Bg\{($,$)} sa:

J={®(u,v) |lue LAve K}
Definisimo sada regularne relacije: Lg := L_ i Kg := K_. Imamo da je:

J= = {(®(u,v), @, v") | Le(u,u') A K=(v,v")}.

Slede definicije relacija za mnoZenje slovima azbuke Ag x Bg\{($,$)}):
Jap) = {(@(u,0), @', 0")) € I | La(u,u') A Ky(v,v)},

gde je a € Ag, b € Bg. Na osnovu propozicije 3.28 imamo da su gore
definisane relacije regularne ako i samo ako su to i relacije

J= = {(u,v,u',v") | Le(u,u') A K= (v,v")},

Jap) = {(u,v,u',0") | La(u,u') A Ky(v,0')},

za a € Ag, b € Bg. Navedene relacije su definabilne prvog reda nad regularnim
relacijama, pa imamo da su one regularne. Sledi da je S x T automatski monoid
nad azbukom Ag x Bg\{($, $)}, gde je odgovarajuéi homomorfizam 7 : J — Sx T
definisan sa 7(a,b) = (a,b), 7(a,$) = (a,17) 1 7($,0) = (15,b) za a € A,b € B.
Dakle, simbol $ u projekcijama reéi jezika J oznacava odgovarajucu jedinicu
(zamenom ovog simbola nekim drugim simbolima koji oznacavaju odgovaraju
jedinice se niSta ne menja u pogledu regularnosti razmatranih jezika i relacija).
|

Napomena: Ova teorema se moze dokazati i bez propozicije 3.28. U tom
slucaju jezik J ne ¢ine konvolucije, veé re¢i nad azbukom A+ B iz skupa (AB)™T.
Ova verzija dokaza moze se pronadi u radu [3] kao teorema 6.4.

Korolar 3.30 Direktan proizvod dve automatske grupe je automatski.

3.6.4 Slobodan proizvod
Slobodan proizvod FA-prezentabilnih polugrupa, monoida i grupa

Teorema 3.31 Slobodan proizvod dve polugrupe S i T je FA-prezentabilan ako
i samo ako su'S i T trivijalni.

Dokaz:
Pretpostavimo suprotno, da je S netrivijalna polugrupa. Neka su s1,s9 € S'i
t € T . Skup {sit, sot} gdenerie slobodnu podpolugrupu od S * T. Rast ove
podpolugrupe nije polinoman, pa polugrupa ST ne moze biti FA-prezentabilna.
Kontradikcija.
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Neka su sada S = {s} i T = {t} nosadi trivijalnih podgrupa. Svaki element
ST je naizmenicni proizvod s it, pa je jedinstveno odreden pocetnim simbolom
i duzinom proizvoda. Dakle, skup S * T mozemo opisati sa:

L={xn |z €{s,t},n e N\0},

gde su prirodni brojevi predstavljeni u binarnom zapisu unazad. Na priro-
dan nacin definisemo ¢ : L — S % T Kako je (L,%) jedinstvena automatska
prezentacija, imamo:

Lo = {(w,w) | we L}

Mnozenje opisuje sledeca relacija:

L. = {(zn,ym,zp) | (x =y) A(n=0mod 2) A (p =n+m))
V{z=y)A(n=1mod 2) A(p=n+m —1))
V(z#y)A(n=0mod 2) A (p=n+m—1))
V(z#y)A(n=1mod 2) A (p=n+m))}.

Naime, tp(zn) se zavrSava sa x ako i samo ako je n neparno. Kako je parnost
prirodnih brojeva u binarnom zapisu unazad lako proverljiv automatom, relacija
L. je FA-prezentabilna. B

Kada je re¢ o slobodnom proizvodu monoida, sa poistove¢enim jedini¢nim
elementom, situacija je nesto povoljnija:

Teorema 3.32 Slobodan proizvod dva monoida S i T je FA-prezentabilan ako
1 samo ako vazi jedan od sledecih uslova:

1. monoid S je FA-prezentabilan, a T je trivijalan, ili obratno;
2. 81T su dvoelementni skupouvi.

Dokaz:

Ako je T trivijalan monoid, tada je S * T izomorfan sa S.

Neka su sada S i T netrivijalni monoidi. Pretpostavimo suprotno tvrdenju,
da S sadrzi bar 3 elementa. Neka su s; i so ne-jedini¢éni elementi monoida
S and neka je t ne-jedini¢ni element T . Imamo da skup {sit,sst} generise
slobodnu podpolugrupa od S * T, ¢iji rast nije polinoman, pa ST ne moze biti
FA-prezentabilan monoid. Kontradikcija.

Pretpostavimo sada da su S i T dvoelementni skupovi. Imamo da je svaki
element S * T jedinica ili naizmenic¢ni proizvod ne-jedini¢nih elemenata s € S
it € T, koji jedinstveno odreden pocetnim simbolom i duzinom proizvoda.
Definisemo:

L={e}U{zn |z e {st}, nN\0}
ip: L — ST sa(e)=11¢(an) definisanim na prirodan nac¢in. Imamo:
L. ={(w,w) | we L}

Relacija L. za mnozenje definiSe se na slican na¢in kao u dokazu prethodnog
tvrdenja, sa razlikom da sada postoji vise slucajeva, u zavisnosti da li je s = s
ilis?2=1g,it?=tilit?=17. N

Primetimo da ova karaterizacija FA-prezentabilnih slobodnih proizvoda mo-
noida karakterise i FA-prezentabilne slobodne proizvode grupa:
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Korolar 3.33 Slobodan proizvod dve grupe G i H je FA-prezentabilan ako i
samo ako vazi jedan od sledecih uslova:

1. grupa G je FA-prezentabilna, a H je trivijalna, ili obratno;

2. G i H su dvoelementni skupovi.

Slobodan proizvod automatskih polugrupa, monoida i grupa
Kada je u pitanju automati¢nost, situacija je daleko povoljnija.

Propozicija 3.34 Slobodan proizvod dve polugrupe S i T je automatski ako i
samo ako su'S i T automatske polugrupe.

Dokaz:
(«<=) Neka su S i T automatske polugrupe i neka su L i K regularni jezici koji
injektivno predstavljaju njihove domene nad disjunktnim azbukama Ag i Ap.
Neka je A = AgUAr azbuka nad kojom definisemo jezik za domen polugrupe
S T:
J=(L+{\HKL)*(KU{A}A

Svaki element S % T je predstavljen jedinstveno u regularnom jeziku J, pa
imamo:

J- = {(w,w) | w e J}.

Definisimo sada regularne jezike:

Ji=(LU{ANKL){A}, L= (LU{ANKL)K.
VaZiJ:J1UJ21J1ﬁJ2:®.
Za a € Ag definiS§emo:
Jo = Lo+ ({(w,w) | w e J2}) - (La + {(A,a)}).

Za a € Ar definiSemo:

Ja = Ka+ ({(w,0) | we J1}) - (Ko + {0 a)}).
Jasno je da su navedene relacije regularne, pa je polugrupa S * T automatska.
(=) Neka je polugrupa S x T automatska i neka je njen domen predstavljen

regularnim jezikom L nad azbukom A. Neka je 1 odgovarajué¢i homomorfizam.
Definisemo konacan skup:

B={a€ A|(a) e S}

Kako vazi
r-yeS=xecSNyes,

imamo da je (L N B¥,19|.~p+) prezentacija automatske polugrupe S.
Analogno se dokazuje da je T automatska polugrupa. B
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Teorema 3.35 Slobodan proizvod dva automatska monoida S ¢ T je automatsksi.

Dokaz:
Neka su L i K regularni jezici koji injektivno predstavljaju domene automatskih
monoida S i T nad azbukama Ag, Ay respektivno, za koje je Ag N Ar = {e},
gde e predstavlja jedini¢ni element u obe grupe.

Neka su L' = L\{e} i K’ = K\{e}, i neka je A = Ag U Ar. Nad azbukom
A definiSemo regularni jezik:

J={e} + (L' + {ANK'L)" (K + {A)\{A}-
Kako je svaki element S x T predstavljen jedinstveno u jeziku J, imamo da je
J- ={(w,w) | we J}.
Definisimo sada regularne jezike:
Ji= (L' + {NEL)N\AY, J= (L + {AN(EL) KN\ {A}

Vazi: J=JiUJyU{e}iJiNJy=0. Imamo da je J, = J_.
Sada za a € Ag\{e} definisemo:

Jo = Lo+ ({(w,w) | w € J2}) - (Lo +{(X, 0)}).

Za a € Ar definiSemo:

Jo = Ko + ({(w’w) | w e Jl}) ' (Ktlz + {()\,CL)})

Jasno je da su navedene relacije regularne, pa je monoid S * T automatski. H

Jasno je da isti rezultat vazi i za grupe:

Korolar 3.36 Slobodan proizvod dve automatske grupe je automatski. B
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