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PREDGOVOR

Predgovor

Ultrafilteri su poslednjih godina dobijali puno paznje. Mnoge klase ultra-
filtera zauzimaju specijalna mesta u matematici zbog rezultata koji se na
njima zasnivaju. Oni su standardno orude u teoriji skupova i teoriji modela,
a primenu nalaze jos i u topologiji, analizi, teoriji drustvenog izbora, kom-
binatorici — Ramseyjevoj teoriji, teoriji igara, Boolovim algebrama, itd. Na
taj nacin oni spajaju ove raznolike grane matematike, te je imao za pravo
A. Blass kada je jedan svoj clanak naslovio sa: ,Ultrafilteri: gde topoloska
dinamika = algebra = kombinatorika“ [6].

U ovom radu posebnu paznju posveticemo klasi tzv. Z-ultrafiltera na
prirodnim brojevima. Njih je prvi definisao americki matematicar James
Earl Baumgartner. Ispitiva¢emo njihovu egzistenciju i medusobne odnose,
i odnose sa drugim, srodnim klasama ultrafiltera.

U prvoj, uvodnoj glavi navodimo oznake koje se koriste u radu (osim
manjeg broja koje se definisu kasnije, u toku samog rada). U drugoj glavi
uvodimo osnovne pojmove i njihove osobine. Tu su dodatne aksiome ZFC
sistema, filteri, ideali, ultrafilteri, prostor ultrafiltera, uredenja na tom pros-
toru, kao i tzv. mali kardinali, kardinali koji se nalaze izmedu Ng i ¢. U
trec¢oj glavi definiSemo P-tacke, Q-tacke i selektivne ultrafiltere, i izucavamo
njihovo postojanje i medusobne odnose. U cetvrtoj glavi uvodimo defini-
ciju Z-ultrafiltera, razmatramo njihove opste osobine, zatim definsemo neke
tipove Z-ultrafiltera: diskretne, mere nula, rastrkane, nigde guste. Takode
izu¢avamo njihovo postojanje i odnose izmedu ovih klasa ultrafiltera, kao i
odnose sa P-tackama i Q-tackama. U petoj, poslednjoj glavi uvodimo tanke,
skoro tanke i W-ultrafiltere. Ispitujemo uslove njihovog postojanja kao i
odnose sa prethodno uvedenim klasama ultrafiltera. Na kraju je navedena
kratka biografija, i literatura na kojoj se bazira ovaj rad.

Autorka bi jos zelela da zahvali odredenim ljudima, bez kojih ovog rada
ne bi ni bilo. Prvo bi zahvalila brojnim profesorima koji su joj predavali mate-
matiku na fakultetu. Bilo bi mnogo da se svi navedu, ali u tri slucaja se mora
napraviti izuzetak. To su dr Milo§ Kurili¢ i dr Boris Sobot, predsednik i ¢lan
komisije za odbranu zavrsnog rada. I posebno mentor ovog zavrsnog rada, dr
Aleksandar Pavlovié, koji je korisnim sugestijama doprineo poboljsanju ovog
rada.

Zatim bi zahvalila svojim roditeljima, Anni i Janu. Oni su je tokom celog
skolovanja podrzavali ne samo kao roditelji nego i kao profesori, jer su joj
predavali matematiku u toku osnovnog i srednjeg obrazovanja. I zato ima
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veliko zadovoljstvo da im vraca na ovaj nacin.

Naravno, zahvalila bi i svim prijataljima na podrsci, razumevanju i str-
pljenju, a posebno bi zahvalila Bojanu Basi¢u, koji je korisnim savetima
olaksao pisanje rada i ponudio dokaze leme 3.2 i smera (1) = (2) teoreme
3.6.

Svima njima hvala.

Novi Sad, septembar 2011 Anna Slivkova
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1 UVOD

1 Uvod

Rad zapocinjemo definisanjem veéeg dela oznaka nadalje korisé¢enih.
Navedimo sada veéi deo oznaka koris¢enih u radu. Sa w je oznacen skup

{0,1,2,...}. Simbolom C oznac¢avamo podskup bez ogranicenja, a simbol C
ne dopusta jednakost. Relacija C* definie se sa: A C* B (¢ita se , A je skoro
sadrzan u B*) ako je A\ B konacan skup.

Akoje f: X =Y, AC X iBCY, onda je:

o f[A restrikcija funkcije f na skup A;

e f[A] direktna slika od A, tj. f[A] ={f(x):x € A};

e f7![B] inverzna slika skupa B, tj. f~'[B] = {f~'(y) : y € B}.
Naredne oznake predstavljaju odredene skupove:

e P(X) — partitivni skup od X;

e [X]* — familija podskupova od X kardinalnosti x;

e [X]<* — familija podskupova od X kardinalnosti manje od x;

e A — zatvorenje skupa A;

XY - skup svih funkcija f: X — Y

[S] — skup {S" € “w : STk = S}, gde S € *w, koji nazivamo skup
ekstenzija za S.

Od karakteristika skupova bi¢e nam potrebni:

e | X| — kardinalnost skupa X;

e m(A) — mera skupa A.

Niz s kome je na kraj dodat element x oznacavacemo sa s~ x. Simbol

V*® znaci ,za sve osim kona¢no mnogo n € w*, dok simbol 4> znaci ,za
beskona¢no mnogo n € w*. Ako je « tip uredenja, sa a* obelezava¢emo tip
uredenja koji je ,obrnut“ od tipa uredenja «, to jest: p <.+ q ako i samo ako

q <a P-

Tokom ovog rada pretpostavljacemo da vazi ZFC sistem aksioma, a u

slucaju potrebe dodatnih aksioma (kao $to su Hipoteza kontinuuma i nekoliko
oblika Martinove! aksiome) to ¢e biti eksplicitno navedeno.

Donald A. Martin (1940—), americki matematicar i filozof
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2 OSNOVNI POJMOVI I STAVOVI

2 Osnovni pojmovi i stavovi

2.1 Dodatne aksiome sistema ZFC

Uvedimo neke dodatne pretpostavke teorije skupova, kao sto je najavljeno
na kraju prethodne glave.

Hipoteza kontinuuma (skra¢eno CH). 2% = N;.

Izmedu ostalog, CH nam omogucava numerisanje svih funkcija iz w u w
prebrojivim ordinalima.

U definiciji Martinove aksiome bi¢e nam potrebni sledeéi pojmovi (koje
¢emo nadalje pominjati i u samom radu).

Definicija 2.1. Neka je (P, <p) parcijalno ureden skup. Skup D C P je gust
u P ako za sve p € P postoji ¢ <p p takvo da ¢ € D. Skup G C P je filter u
P ako za sve p,q € G postojire Gdajer <ppir<pq,izasvakop e Gi
svako ¢ € P iz p <p ¢sledi g € G.

Definicija 2.2. Za beskonacni kardinal x, MA(k) oznacava slede(i iskaz:

Za svaki parcijalno ureden skup (P, <p) koji zadovoljava uslov prebrojivih
lanaca (tj. svaki antilanac je najvise prebrojiv) i za svaku familiju D koju
¢ine gusti podskupovi od P takvu da vazi |D| < k, postoji filter G na P
koji ima neprazan presek sa svakim ¢lanom familije D (kazemo jos da je G
D-genericki filter na P).

MA(Rg) vazi uvek u ZF teoriji, dok MA(c) ne vazi. Za kardinale izmedu
No 1 ¢ imamo

Martinova aksioma (skraceno MA). MA(k) vazi za sve k < c.

Martinova aksioma sledi iz CH, ali nije sa njom i ekvivalentna (pogledati
[15]). Takode, MA je nezavisna od ZFC teorije [16].
Mi ¢emo uglavnom raditi sa malo oslabljenom MA i to je

MA iple: MA(K) vazi za sve k < ¢, za sve prebrojive P.

2.2 Filteri 1 ideali

Sledeca definicija je specijalan slucaj filtera posmatranog u definiciji 2.1,
ali on ¢e nam kao takav biti od naroc¢itog znacaja, pa mu zato posvecujemo
posebnu paznju.
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Definicija 2.3. Neka je X neprazan skup. Neprazna familija F C P(X) je
filter na X ako vazi

(1) 0 ¢ F,
(2) za svako Fy, Fy € F vazi FiNFy € F,
(3) akoje Fe FiFFC Aonda A € F.

Definicija 2.4. Filter-baza na X, gde je X neprazan skup, jeste neprazna
familija F C P(X) takva da () ¢ F i

ako Fy, Fy € F, onda postoji F3 € F takav da F3 C Fy N F5.
Lako se vidi da za svaku filter-bazu F na X familija
G ={G C X : postoji F € F takvo da F' C G}
jeste filter na X.

Definicija 2.5. Za familiju skupova G kazemo da ima svojstvo konacnog
preseka ako za svaki konacan H = { X1, Xo,..., X,,} C G vazi X;NXoN---N
X, #0.

Definicija 2.6. Neprazna familija Z C P(X), gde je X neprazan skup, je
tdeal od X ako vazi

(1) X ¢1,
(2) zasvako I, € Zvazi [ UI, € T,
(3) akoje I €Zi AC I onda A€cT.

Primetimo da ako je F filter i Z ideal na X onda je X € Fi() € 7.

Ako je F filter na X onda je skup F, = {X \ F': F € F} ideal od X i za
njega kazemo da je dualni ideal filtera F. Takode, ako je Z ideal od X onda
jeskup Z, = {X \ I : I € T} filter na X i zovemo ga dualni filter ideala 7.

Filter F na X je glavni ako je \per F # 0.

Lema 2.7. [13, str. 74]

(1) Ako je ® neprazna familija filtera na X, onda je [ takode filter na
X.
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(2) Ako je ¥ C-lanac filtera na X, onda je | J WV filter na X.

(3) Ako G C P(X) ima svojstvo kona¢nog preseka, onda postoji filter F
na X takav da je G C F.

Dokaz.

(1) Pokazujemo da vaze uslovi 1), 2) i 3) definicije 2.3.
1) Ako bi bilo () € (| ®, onda bi svako F € ® sadrzalo prazan skup, $to
je u suprotnosti sa definicijom filtera.
2) Ovaj uslov vazi, jer ako Fy, Fy € (| ®, onda F}, F;, pripadaju svakom
FG(ID,tejeFlﬂFgEf,paiFlﬂFgéﬂcb.
3) Neka FF e N® i F C G. Tada za svako F € ® vazi F' € F, pa je
G € F, odakle sledi da jei G € [ P.

(2) Sli¢no kao i prethodno.

(3) Neka je F skup svih skupova Y C X takvih da postoji konacan H C G,
H={Xy,....,.X,,} 1 XiN---NX, CY. Tada se lako pokazuje da je F
filterna X1 F D2 G. O

Kako svaki filter F O G mora da sadrzi sve preseke kona¢no mnogo
skupova iz G, sledi da je filter F konstruisan u dokazu leme 2.7 najmanji
filter na X koji sadrzi G:

]—“:ﬂ{A:AjeﬁlternaXiggA}.

Za takav filter F kazemo da je generisan sa G i oznacavamo sa (G).
Najmanji ideal koji sadrzi familiju A C P(X) je ideal generisan sa A i
oznacavamo ga sa (A).
Karakteristika filtera F je minimalna kardinalnost potfamilije koja generi-
Se F i oznacava se sa x(F) (analogno se definise i za ideale).

Definicija 2.8. Filter F na X je ultrafilter ako ne postoji vedi filter od njega
na X, tj. ako za svaki filter 7' na X za koji vazi F C F’ sledi F = F.

Teorema 2.9. Filter F na X je ultrafilter ako i samo ako za svako F C X
tacno jedan od F'i X \ F pripada F.
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Dokaz.

(=): Neka je F filter za koji ne vazi da za sve F' C X ili F'ili X \ F
pripada F . Pokaza¢emo da onda F nije ultrafilter. Neka je G C X takav
da ni G ni X \ G nisu u F. Posmatrajmo familiju G = F U {G}; tvrdimo
da G ima svojsto konacnog preseka. Ako H € F onda G N H # (), jer bi u
suprotnom bilo X \ G O H i X \ G € F. Stoga, ako Xi,...,X,, € F, onda
jeXiN---NX, € Fitakode GNX;N---NX, # 0. Zato G ima svojstvo
kona¢nog preseka i prema lemi 2.7 postoji filter 7 D G. Kako je G € F'\ F,
F nije ultrafilter.

(«<): Pretpostavimo da F nije ultrafilter, tj. da postoji filter F; takav da
F C Fi. To znaci da postoji F' € F; takav da F' ¢ F, pasledi X \ F € F C
Fi. Odavde je 0 = F N (X \ F) € F;. Kontradikcija. O

Lema 2.10. Neka je U ultrafilter na skupu X i U € U. Ako vazi U = U; UU,
iUlmUQ :(D, ondaje ili U1 ey ili U2 euU.

Dokaz.

Neka je U € U, Uy UUy = U 1 Uy NUy = . Pretpostavimo da Uy ¢ U.
Tada je X \U; € U, pa UN (X \U;y) € U, to jest Us € U. Ako je Uy € U,
onda X \ U; ¢ U. Kako je Uy C X \ Uy, sledi Us ¢ Y. O

Lema 2.11. (Zorn?) Ako za svaki linearno ureden podskup A skupa X sa
uredenjem < postoji g € X takvo da za sve x € A vazi r < xg, onda X ima
maksimalan element.

Prethodna lema jeste ekvivalentan oblik Aksiome izbora, $to je pokazano
u [9, str. 8], i ona nam je potrebna da bismo dokazali sledeée tvrdenje.

Teorema 2.12. [13, str. 75| Svaki filter sadrzan je u nekom ultrafilteru.

Dokaz.

Neka je Fy filter na X. Neka je ® skup svih filtera F na X takvih da
Fo € F i razmotrimo parcijalno ureden skup (®,C). Ako je ¥ lanac u @,
onda zbog leme 2.7 vazi da je |J V filter i gornje ogranicenje za ¥ u ®. Prema
lemi 2.11 postoji maksimalan element U u ®. Kako je U4 maksimalan on je
ultrafilter. [J

Primeri.

(1) Za svako x € X glavni filter {A C X : z € A} je ultrafilter.

2Max August Zorn(1906—1993), americki matemati¢ar nemackog porekla
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(2) Svaki filter na kona¢nom skupu X je glavni, pa je i svaki ultrafilter na
X glavni.

(3) Neka je X beskonacan skup. Tada je F = {Y C X : X\ Y je konacan}
filter na X koji se naziva Fréchetov?® filter na X (dualni ideal F, od
Fréchetovog filtera je Fréchetov ideal). Primetimo da Fréchetov filter
nije glavni filter. Za beskonacan X postoji i neglavni ultrafilter: ako
ultrafilter U sadrzi Fréchetov filter, onda U nije glavni.

2.3 Prostor ultrafiltera

Ultrafiltere na w ¢emo identifikovati sa tackama prostora fw. Glavni ul-
trafilteri bice identifikovani sa tackama iz skupa w, a neglavni ultrafilteri sa
tackama iz skupa fw \ w.

Definicija 2.13. Kompaktifikacija prostora X je ureden par (c,Y’) takav da
je Y kompaktan prostor (u definiciju kompaktnosti ukljuéujemo zahtev da
je prostor Hausdorffov?), ¢ : X — Y homeomorfno utapanje i slika od X je
gusta u Y. Uobicajeno je da se kaze da je Y kompaktifikacija prostora X i
piSemo cX.

Ozna¢imo familiju svih kompaktifikacija prostora X sa C(X) i definisimo
relaciju poretka na C(X).

Definicija 2.14. Neka su c¢X i dX kompaktifikacije prosotra X. Tada je
cX < dX ako postoji preslikavanje f : dX — cX koje je neprekidna sirjekcija
i za koje su sve tacke iz X fiksne.

Prve dve od narednih lema dajemo bez dokaza, jer smatramo da su do-
voljno poznate, a i njihovi dokazi izlaze iz okvira ovog rada.

Lema 2.15. [9, str. 125] Svaki kompaktan prostor je normalan.

Definicija 2.16. Za prostor X kazemo da je univerzalan za sve prostore koje
imaju topolosko svojstvo P ako X ima svojstvo P i svaki prostor koji ima
svojstvo P moze se utopiti u X.

Lema 2.17. [9, str. 83] Kub Tihonova® I* je univerzalan prostor za sve
Tihonovljeve (kompletno regularane) prostore tezine xk > Ng.

SMaurice René Fréchet (1878—1973), francuski matematicar
4Felix Hausdorff (1868—1942), nemacki matematicar
> Anapert Huxomaeswua Tuxonos (1906—1993), ruski matematicar

9
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Lema 2.18. [9, str. 139] Kub Tihonova [” je univerzalan prostor za sve
kompaktne prostore tezine k > N.

Dokaz.

Posto je I" univerzalan prostor za sve Tihonovljeve prostore tezine k > Ny
(lema 2.17), a svaki kompaktan prostor je Tihonovljev (lema 2.15), onda je
univerzalan i za sve kompaktne prostore tezine k > Ny. [

Lema 2.19. [9, str. 139] Topoloski prostor je Tihonovljev prostor ako i samo
ako se moze utopiti u kompaktan prostor.

Dokaz.

(=): Ako je topoloski prostor Tihonovljev, onda je on potprostor od I*,
a I" je kompaktan prostor.

(«<): Ako je topoloski prostor utopljen u kompaktan prostor, onda je pos-
matrani prostor utopljen u normalan prostor, pa time i u Tihonovljev (lema
2.15). Svi potprostori Tihonovljevog prostora su Tihonovljevi, te tvrdenje
sledi. [J

Lema 2.20. [9, str. 166] Topoloski prostor X ima kompaktifikaciju ako i
samo ako je Tihonovljev.

Dokaz.

(=): Ako prostor X ima kompaktifikaciju, onda se moze utopiti u kom-
paktan prostor. Svaki kompaktan prostor je i Tihonovljev, pa je i X Ti-
honovljev.

(«<): Ako je X Tihonovljev prostor, onda ga mozemo utopiti u I*. Neka
je f to utapanje. Neka je Y = f[X]. Y je kompaktan prostor, jer je zatvoren
potprostor kompaktnog prostora kompaktan. Dalje je f[X] gust u Y, te smo
dobili kompaktifikaciju (f,Y) od X. O

Definicija 2.21. Cech®-Stoneova” kompaktifikacija Tihonovljevog prostora
X je kompaktifikacija prostora X koja je maksimalna u poretku <.

Lema 2.22. [9, str. 169] Svaka neprazna potfamilija C;, C C(X) ima naj-
manje gornje ograni¢enje u odnosu na < u C(X).

6Eduard Cech (18931960), Geski matematicar
"Marshall Harvey Stone (1903—1989), americki matematicar

10
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Dokaz.

Neka je Co = {¢, X : s € S}icg = Ageses + X — [ cq s X. Kako familija
{cs : s € S} razdvaja tacke i razdvaja tacke i zatvorene skupove teorema o
dijagonalnom preslikavanju [9, str. 82] daje da je dijagonalno preslikavanje
cs homeomorfno utapanje. Pokazacemo da je csX = cg[X] C [[,cqcsX
najmanje gornje ogranicenje familije Cy.

Posto projekcija p; : HSGS csX — c¢sX zadovoljava pscg = c¢g, imamo
cs X < cgX za svako s € S. Pretpostavimo da za kompaktifikaciju ¢X pros-
tora X vazi ¢, X < cX, za svako s € S, to jest da postoje preslikavanja
fs 1 cX — ¢, X takva da fsc = ¢, za sve s € S. Lako se vidi da dijagonala
F = Agesfs zadovoljava F'e = cg, te je cs X < cX. I

Direktna posledica prethodne leme je sledeca teorema.

Teorema 2.23. [9, str. 169] Cech-Stoneova kompaktifikacija postoji za svaki
Tihonovljev prostor.

Cech-Stoneova kompaktifikacija topoloskog prostora X obi¢no se obeleza-
va sa $X. No, u nasem slucaju neka Sw po definiciji oznacava skup svih
ultrafiltera na w, a u toku poglavlja ovu oznaku ¢emo opravdati tako Sto
¢emo pokazati da prostor fw, snabdeven odredenom topologijom, predstavlja
kompaktifikaciju prostora w sa diskretnom topologijom.

Za A C w definiSemo

A*={U € pw: AclU}.
Primetimo da za sve A, B € w vazi:

A*NB* = (AN B) (1)

Pw=A"U(w\A)". (2)

Definisemo na [w topologiju generisanu bazom koja se sastoji od svih A*
takvih da A C w. Zbog (1) i (2) ovo je zaista baza Hausdorffovog topoloskog
prostora.

Lema 2.24. [17, str. 63] Za proizvoljne By, By, ..., B, C w vazi:

n

ﬂBi = () ako i samo ako U(w \ B;)" = fw.
i=1

=1

11
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Dokaz.

(«<): Nekaje (i, Bi = A # (). Tada je i A* neprazan, pa postoji Uy € A*,
A € Uy. Kako za svako i = 1,2,...,n je A C B;, imamo B; € U,. Iz
Uy € Pw 1 pretpostavke Uy € |, (w \ B;)*, sledi da postoji i € {1,2,...,n}
da Uy € (w\ B;)*. Odavde imamo da w \ B; € Uy, a kako je Uy ultrafilter,
onda je B; ¢ Uy. Kontradikcija.

(=): Ako je (;_, B; prazan skup, onda ne postoji ultrafilter U € fw
takav da za sve i € {1,2,...,n} B; € U, tj. svaki U je u nekom od skupova
(w\ B)*,zai=1,2,...,n. O

Lema 2.25. [17, str. 64] Prostor fw je kompaktan.

Dokaz.
Pretpostavimo suprotno, neka A C P(w) takav da (J,. 4 A" pokriva Sw,
ali da nema konacan potpokriva¢. Neka je F = {w\ A : A € A}. Tada je

svaki presek kona¢no mnogo elemenata iz F neprazan skup, te F moze biti
dopunjen do ultrafiltera U. No, tada U ¢ |J . 4 A*. Kontradikcija. O]

Za n € w skup {n}* se sastoji od samo jednog ultrafiltera koji je tacka
u fw. Skup {{n}* : n € w} identifikujemo sa w. Ovaj skup je gust u fw, pa
bw jeste kompaktifikacija prostora w.

Definicija 2.26. Neka je U fiksirani ultrafilter na w i (2,)new niz u topo-
loskom prostoru X. Zapisujemo

r = lim z,
n—U

ako skup {n : z, € U} € U za svaku okolinu U od z u X.

Primetimo: slicna definicija, sa Fréchetovim filterom na mestu U, pred-
stavlja klasicnu definiciju limesa.

Lema 2.27. [17, str. 64] Ako je X kompaktan Hausdorffov prostor, onda za
svaki ultrafilter U na w i svaki niz (2, )new elemenata iz X, lim,_y x,, postoji
i jedinstven je.

Dokaz.
Zbog kompaktnosti, skup

Y:ﬂ{xn:neA}

Aeld
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2 OSNOVNI POJMOVI I STAVOVI

je neprazan, jer je {z,:n € A}, A € U, familija sa svojstvom konacénog
preseka zatvorenih skupova. Takode, ako je x € Y i skup U je otvorena
okolina tacke z, onda je skup A ={n: x, € U} uld. Da bismo ovo dokazali,
potrebno je pokazati da A ima neprazan presek sa svakim B € U. Neka je
B € U fiksiran. Tada je € U N {z, : n € B}, pa ovaj skup nije prazan, i
stavise, kako je U otvoren, neprazan je i skup U N {z, : n € B}. I kona¢no,
ANB={n¢€ B:x, €U} je neprazan.

Ostaje pokazati da je Y singlton. Pretpostavimo suprotno, da je x,y € Y
iz # y. Uzmimo otvorene skupove U i V' koji razdvajaju = i y. Tada se
disjunktni skupovi {n : z, € U} i {n : x, € V} oba nalaze u U, sto je
nemoguce. [

Teorema 2.28. [17, str. 64] Prostor Sw je Cech-Stoneova kompaktifikacija
prostora w.

Dokaz.
Dovoljno je pokazati da za svaku drugu kompaktifikaciju yw prostora w
postoji neprekidna sirjekcija f : fw — yw takva da f(n) = n, za sve n € w.
Neka je yw kompaktifikacija protora w. Definisimo preslikavanje f : fw —

Yw sa
fU) = lim n.

n—U

Pomoéno turdenje. Preslikavanje f je neprekidno, ,na“1i fiksira sve tacke
uw.

e f je neprekidno: Treba proveriti Sta je inverzna slika otvorenog skupa
U C yw. Uocimo da

y € U ako i samo ako UNw €U, zasveU € [ (y),
paje f~U] = (UNw)* i ovo je otvoren skup.

e f|w je identicko preslikavanje: Za m € w slika {m}* je
lim,,_.,, n = m.

e f je ,na‘“: Primetimo da je slika od fw kompaktan podskup od ~w,
jer je f neprekidno preslikavanje. Zato je ovaj skup i zatvoren podskup
u yw koji sadrzi njegov gust podskup w.

Ovim je zavrsen dokaz. []
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2 OSNOVNI POJMOVI I STAVOVI

2.4 Rudin-Keislerov i Katétovljev poredak

Za svaki kompaktan prostor X i neprekidnu funkciju f : w — X postoji
neprekidno prosirenje Sf : fw — X koje zovemo Stoneovo prosirenje [9, str.
173]. Odavde sledi da svaka funkcija f : w — w ima Stoneovo prosirenje
Bf : Pw — Pw.

Neka suld,V € fw. Ako postoji permutacija m od w takva da je fr(V) =
U pisemo U =~ V. Relacija ~ je relacija ekvivalencije na fw.

Za U,V € pw pisemo U <prx V ako i samo ako postoji f € “w da je
Bf(V) = U. Relacija <rx je kvaziporedak, jer nije antisimetri¢na, ali Rudin®-
Keislerov’ poredak dobijamo ako posmatramo faktor relaciju definisanu sa
<gpi na fw/ ~.

Ovoj definiciji Rudin-Keislerovog poretka ekvivalentne su sledece defini-
cije [10]: U <grx V akko postoji funkcija f : w — w takva da f1[U] € V za
svako U € U akko postoji funkcija f : w — w takva da f[V]| € U za svako
V € V. U daljem radu ove tri definicije koristi¢emo ravnopravno u zavisnosti
od potrebe.

Katétovljev'® poredak <y je prosirenje Rudin-Keislerovog poretka na pro-
izvoljne filtere ili ideale. Pisemo F <y G ako postoji funkcija f : w — w takva
da f~YU] € U za svako U € F. Lako se pokazuje da F <y G ako i samo ako

2.5 Mali kardinali

Jedna grana teorije skupova posvecéena je izuCavanju pojedinih kardinala
izmedu Ny i ¢ odredenih raznim kombinatornim postavkama. Ovakvi kardinali
obi¢no se nazivaju mali kardinali. Ovde ¢emo definisati neke od njih, koji ce
nam trebati u daljem radu.

Definicija 2.29. Za X neprazan skup i F C P(X), F # 0, kazemo da je F
k-vezana familija ako je presek FyNFyN---NFEy beskonacan za F; € F, 1 < k.
F je centriran sistem ako je F k-vezana familija za sve k. F je o-centriran
sistem ako je F centriran i w-vezana familija. Ako je F C P(X) filter-baza
zatvorena za konacne preseke i A C X takav da F U {A} centriran sistem,
kazemo da je A kompatibilan sa F.

8Walter Rudin (1921—2010), americki matematicar
9Howard Jerome Keisler (1936—), americki matematicar
0Miroslav Katétov (1918-—1995), éeski matematicar
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Definicija 2.30. Familija F' C “w je dominantna (engl. dominating) familija
ako vazi

(Vg € “W)(3f € F)(V¥n € w)(g(n) < f(n)).
Familija F' C “w je neogranicena (engl. unbounded) familija ako je
(Vg € “w)(3f € F)(F*n € w)(g(n) < f(n)).

Familija { X, : @ < k} beskonac¢nih podskupova w je toranj (engl. tower) ako
Xo D% Xp za sve o < 3, 1 ne postoji X takvo da X, O* X za sve a < k.

Definicija 2.31. Pseudopreseéni broj (engl. pseudointersection number) je
p = min{|F| : F C P(w) je centrirana, =(3A € [w]*)(VF € F)(A C* F)}.
Torangski broj (engl. tower number) je
t = najmanja kardinalnost tornja.

Dominacijski broj (engl. dominating number) je

0 = najmanja kardinalnost dominantne familije.
Ograni¢avajuéi broj (engl. bounding number) je

b = najmanja kardinalnost neogranicene familije.

Kasnije ¢e nam biti potreban sledeci stav o odnosima ovih malih kardinala
pod Martinovom aksiomom.

Teorema 2.32. Neka vazi MA. Tada vazi p=t=b=0=rc.

Skica dokaza.
Tvrdenje je direktna posledica narednih rezultata, kako nalazimo u [18]:

o p<t<b<o( <o) [8, str. 111-167];

e ako je k najmanji kardinal takav da MA(k) ne vazi za o-centrirane
parcijalno uredene skupove, tada je k = p [4].

Dakle, kako MA tvrdi da MA(k) vazi za sve k < ¢ (za sva parcijalna
uredenja, pa, specijalno, i za o-centrirana), pod pretpostavkom MA imamo
p=c,patimeip=t=0b=0=c. U
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3 P-tacke, Q-tacke i selektivni ultrafilteri

Posmatrajmo sada ultrafiltere na skupu prirodnih brojeva. U ovom pog-
lavlju obradi¢emo tri tipa: P-tacke, Q-tacke i selektivne ultrafiltere.

3.1 Definicije i osobine
Definisimo najpre P-tacku.

Definicija 3.1. Neglavni ultrafilter U je P-tacka (engl. P-point) ako za sve
particije {R,, : n € w} skupa w vazi: ili je za neko n € w ispunjeno R, € U,
ili postoji U € U takvo da je U N R,, konacan skup za sve n € w.

Naredna lema daje opSte poznat potreban i dovoljan uslov da neglavni
ultrafilter bude P-tacka.

Lema 3.2. Neglavni ultrafilter U je P-tacka ako i samo ako za svaku familiju
{U, € U : n € w} postoji U € U takvo da je U C* U, za sve n € w.

Dokaz.

(=): Pretpostavimo da je {U, : n € w} C U. Neka je Ry = w \ Uy,
Ry =(Nj<n U \Un i By =, Un- Tada je {R, : n € wU{—1}} particija
ili postoji U € U takvo da za sve n € w U {—1} vazi |U N R,| < N,. Kako je
R, Cw\U,,sledi R, ¢ U za sve n € w. Zato sada ili R_; € U, ili postoji
U € U takvo dazasve n € wU{—1} vazi |U N R,| < Ny. Ako R_; € U, onda
je R_q skoro sadrzan u U, za sve n € w; u suprotnom, U je trazeni skup.

(<): Neka je {R,, : n € w} particija w. Ako R,, € U za neko n € w, dokaz
je gotov. Pretpostavimo da je za sve n € w ispunjeno R, ¢ U, i definigimo
U,=w)\ R,. Tada {U, : n € w} C U, te zbog pretpostavke teoreme postoji
U € U takvo da za sve n € w vazi

lUNR,| =|U\U,| <R,
sto je i trebalo pokazati. [J
Prelazimo na definiciju selektivnog ultrafiltera.

Definicija 3.3. Neglavni ultrafilter U je selektivni (engl. selective; Ramsey-
jev'!) ako za sve particije {R, : n € w} skupa w vazi: ili je za neko n € w

UFrank Plumpton Ramsey (1903—1930), britanski matematicar
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ispunjeno R, € U, ili postoji U € U takvo da je U N R, kardinalnosti najvise
1 zasven € w.

Primetimo, ako je U selektivni ultrafilter na w, onda za svako f € “w
postoji U € U takvo da je f[U ili konstantno ili injektivno. Jos jednu korisnu
osobinu selektivnih ultrafiltera navodimo bez dokaza.

Lema 3.4. [7, str. 211] Selektivni ultrafilteri su minimalni u odnosu na
Rudin-Keislerov poredak na prostoru ultrafiltera.

Ovim tipovima ultrafiltera srodna je i Q-tacka.

Definicija 3.5. Neglavni ultrafilter U je Q-tacka (engl. Q-point) ako za sve
particije {@, : n € w} od w na kona¢ne skupove postoji U € U takvo da je
skup U N @Q,, kardinalnosti najvise 1 za svako n € w.

3.2 Medusobni odnosi i postojanje

Ocigledno je da je svaki selektivni ultrafilter P-tacka. Vise o odnosima
izmedu posmatranih tipova ultrafiltera kazuje sledeca teorema.

Teorema 3.6. [2, str. 189] Neka je U neglavni ultrafilter na w. Tada su
sledeci uslovi ekvivalentni:

(1) U je selektivni ultrafilter;

(2) za svaku familiju {X,, : n € w} C U takvu da X,, D X, 41 vazi za sve
n € w postoji skup {z, : n € w} € U takav da z,, € X,, za sve n € w;

(3) za svaku familiju A C [w]? postoji X € U takav da [X]* C A ili
(XN A= 0;

(4) U je i P-tacka i Q-tacka.

Dokaz.

(1) = (2): Pretpostavimo da je {X,, : n € w} familija iz postavke. Neka je
Ry =w\Xo, R, = X, o1\ Xy i Ry = ),,e, Xn- Tada je {R, :n € wU{-1}}
R, € U, ili postoji U € U takvo da za sve n € wU {—1} vazi |[UNR,| < 1.
Kako je R, Cw\ X,, sledi R, ¢ U za sve n € w. Zato sada ili R_; € U, ili
postoji U € U takvo dazasven € wU{—1}vazi [UNR,| < 1. Ako R_; € U,
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neka je f : w — R_; proizvoljna bijekcija (takva postoji jer |R_1| = V), i
definisimo z,, = f(n); tada je {x, : n € w} = R_1 € U, i ocigledno z, € X,
za sve n € w. U drugom slucaju, neka je U € U takvo da za sve n € wU{—1}
vazi |U N R,| < 1. Bez umanjenja opstosti, mozemo pretpostaviti da vazi
UNRy=UNR;y =UnNR_; =0. Definisimo funkciju g : U — w na slededi
nacin: g(u) = k akko u € Ry. Primetimo da vazi u € X < g(u) > k+1. Neka
je,zan € w, x, ono u € U za koje vazi g(u) = ming[U \ {x; : 0 <i < n—1}].
Nije tesko proveriti da je tada {z, :n € w} = U € U i da vazi x, € X,, za
sve n € w.

(2) = (3): Za n € w definisemo X,, = {k > n : {n,k} € A}. Kako je U
ultrafilter, mozemo naéi Y € U takvodaili X,, e Y zan € Y, iiw\ X, e U
zan € Y. Bez gubitka opstosti mozemo pretpostaviti da vazi prvo. Zan € Y
neka je X|, = (\;cyqn Xi- Primenimo (2) na {X], : n € Y} da bismo dobili
skup X € Y. Tada, akon,m €Y iz, < z,,, onda z,, € X, , i prema tome
{zn,zn} € A

(3) = (4): Za particiju {Y,, : n € w} od w definisemo A = {{n, k} :
(Im)(n, k € Y,,)} 1 primenimo (3).

(4) = (1): Pretpostavimo da je {Y,, : n € w} particija od w takva da
Y, ¢ U zasve n € w. Kako je U P-tacka, postoji X € U takvoda | XNY,| <N,
za sve n € w. Neka je {y, : n € w} numeracija od w \ X. Uoc¢imo particiju
datu sa I, = (X NY,) U{y,}, za n € w. Kako je U Q-tacka, postoji skup
Z € U takav da Z N 1, = {z,} za sve n. Jasno, Z je skup koji smo trazili. OJ

Sada prelazimo na ispitivanje postojanja uocenih tipova ultrafiltera.

Primetimo da je lako naci neglavni ultrafilter koji nije P-tacka. Neka je
{A,, : n € w} proizvoljna particija skupa w i neka je F sledeéi filter na skupu
prirodnih brojeva:

X € F < izuzev kona¢no mnogo n, X N A, sadrzi
sve osim kona¢no mnogo elemenata iz A,,.

Ako je G bilo koji ultrafilter koji prosiruje F, onda G nije P-tacka.

Rezultat Shelaha!? pokazuje da postoji model ZFC teorije u kome ne
postoje P-tacke [2, str. 182], pa time ni selektivni ultrafilteri. No, uz dodatak
CH, postojanje selektivnih ultrafiltera moze se dokazati.

Teorema 3.7. [13, str. 78] Neka vazi CH. Tada postoji selektivni ultrafilter.

12Saharon Shelah (1945—), izraelski matematicar
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Dokaz.

Neka je {A, : @ < wi} jedna numeracija svih particija skupa w. Kon-
struisimo w-niz beskonac¢nih podskupova skupa w na slede¢i nacin: neka je
Xo = w, i za dato X, neka je X,y1 C X, takav da ili vazi X,41 C A za
neko A € A,, ili je X,41 N A kardinalnosti najvise 1 za sve A € A,. Ako je
« granicni ordinal, neka je X, takav da je X, \ X3 konacan za sve < a,
takav X, postoji, jer je « prebrojiv, pa |a| < t. Tada je S = {X : X D X,
za neko a < wy} selektivni ultrafilter. OJ

Jasno, direktna posledica gornje teoreme je da pod CH imamo posto-
janje P-tacke, a uz pomo¢ teoreme 3.6 i postojanje Q-tacke. Medutim, za
postojanje P-tacke dovoljno je pretpostaviti i slabiji uslov, 0 = c¢. Najpre
dokazujemo dve preliminarne leme.

Lema 3.8. [2, str. 182] Pretpostavimo da je filter F generisan sa manje od
0 elemenata, i neka je {X, : n € w} C F. Tada postoji X C w takvo da za
sven€wvazi X C* X,,,idazasve Y € Fvazi [ X NY|=R,.

Dokaz.
Bez gubitka opstosti, neka je X7 O Xy D ... Za 'Y € F definisimo
fr(n) = min(Y N X,), za n € w. Kako je F generisano sa manje od 0

elemenata, postoji funkcija f € “w takva da f £* fy zasve Y € F. Neka je
X =U,eo (XN f(n)). Jasno je da je X trazeni skup. OJ

Lema 3.9. [2, str. 181] Jednakost ? = ¢ vazi ako i samo ako se svaki filter
generisan sa manje od ¢ elemenata moze prosiriti do P-tacke.

Dokaz.

(«<): Neka je F' C “w proizvoljna familija sa manje od ¢ elemenata. Za
f€Finé€wdefinisimo Xy = {(n, k) cwxw: k> f(n)}iX"={(mk) e
wxw :m > n}. Lako se vidi da familija {X; : f € F}U{X" : n € w} generise
filter. Posmatrajmo particiju od w X w datusa ¥,, = {n} xw zan € w. Prema
pretpostavci postoji X C w X w takvo da je X N Xy beskonacan za sve f € F'
i X NY, konacan za n € w. Definisimo sada funkciju g(n) = max{k € w :
(n,k) € X NY,}, zan € w. Jasno je da je g definisano na beskonacnom
podskupu od w i da nijedno f € F' nije dominantno nad g.

(=): Koristeéi lemu 3.8 i pretpostavku 0 = ¢ indukcijom konstruisemo P-
tacku. Neka je {A, : a < ¢} numeracija prebrojivih podskupova skupa [w]“.
Pretpostavimo da je F, veé¢ konstruisano. Ako je A, C F,, onda primenimo
lemu 3.8 da bismo dobili skup X, i neka je F,.; filter generisan sa F, U
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{Xa+1}. Ako je [ grani¢ni ordinal i F, za o < (3 je konstruisan, onda Fy =
Uaes Fa- O
Direktna posledica prethodnog tvrdenja jeste sledeca teorema.

Teorema 3.10. Neka vazi 0 = ¢. Tada postoji P-tacka.

Napomena. Na osnovu teoreme 2.32 i njenog dokaza sledi da MA, pa ¢ak i MA
za o-centrirana parcijalna uredenja, impliciraju ? = ¢, pa time i postojanje
P-tacaka.
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4 T-ultrafilteri: uvod i neke klase

U ovoj glavi definiSemo centralni pojam rada: Z-ultrafiltere, izvodimo
neke njihove osnovne osobine, i blize posmatramo odnose izmedu klasa P-
tacaka (koje, kao Sto ¢e se ispostaviti, takode spadaju u Z-ultrafiltere), dis-
kretnih ultrafiltera, rastrkanih ultrafiltera, ultrafiltera mere nula i nigde gus-
tih ultrafiltera. Materijal iz prva dva poglavlja preuzet je uglavnom iz [12, str.
17-22] (uz izuzetke koji su naznaceni kao takvi), materijal iz tre¢eg poglavlja
preuzet je iz [3], dok je u cetvrtom poglavlju uz svaki stav zasebno naveden
izvor.

4.1 Definicije i osobine

Definicija 4.1. Neka je Z familija podskupova skupa X takva da Z sadrzi
sve singltone i da je zatvorena za podskupove. Za dati ultrafilter U na w
kazemo da je Z-ultrafilter ako za svako f :w — X postoji A € U takvo da
flA] € Z.

Trivijalno vazi da ako je Z C J, onda je svaki Z-ultrafilter i J-ultrafilter.
Takode, primetimo da ako za Z uzmemo familiju kona¢nih skupova, da su
tada Z-ultrafilteri zapravo glavni ultrafilteri.

Familija Z u opstem sluc¢aju ne mora biti ideal, ali dovoljno je posmatrati
ideale na w, jer zamenom uslova f[A] € 7 u definiciji 4.1 sa uslovom f[A] €
(Z) dobijamo isti koncept. To nam potvrduje sledeéa lema.

Lema 4.2. Za svaki ultrafilter ¢/ sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) U je Z-ultrafilter,
(2) U je (I)-ultrafilter.

Dokaz.

Trivijalno vazi da iz (1) sledi (2), tako da je dovoljno pokazati da iz (2)
sledi (1). Neka je U (Z)-ultrafilter i neka f € “w. Tada postoji V' € U takav
da f[V] € (Z), pa za neko k € w postoje skupovi Ay, Ay, ..., A, € T takvi da
vazi f[V] C AjU---UAg. Sada je f~1A|U---Uf 1 Ag] = fHALU---UAL] D
V e U. Odavde f~'[A;] € U zanekoi < k. Neka je U = f~1[A;]. TadaU € U
i flU] = A; €T, te je U i Z-ultrafilter. O
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Lema 4.3. Neka je 7 familija podskupova skupa X koja sadrzi sve singltone
i koja je zatvorena za podskupove. Tada su Z-ultrafilteri zatvoreni nadole u
odnosu na Rudin-Keislerov poredak <gg.

Dokaz.

Neka U,V € fw, V <grx U i pri tome je U Z-ultrafilter. Treba pokazati
da je i V Z-ultrafilter, to jest da za svako F' : w — X postoji V € V da
FV] € Z. Zbog V <gri U postoji f € “w takvo da f[U] € V zasve U € U.
Neka je Fy = F o f. Posto je U Z-ultrafilter, za F} : w — X postoji U € U
da F1[U] € Z, to jest F[f[U]] € Z. Dakle, mozemo uzeti V = f[U]. O

Lema 4.4. Ako je ® klasa ultrafiltera zatvorena nadole u odnosu na <gg i
7 je ideal na 7, onda su sledeci uslovi ekvivalentni:

(1) postoji U € & koji nije Z-ultrafilter;
(2) postoji V € & koji je prosirenje Z,, dualnog filtera ideala Z.

Dokaz.

Ultrafilter koji prosiruje Z, nije Z-ultrafilter, te trivijalno iz (2) sledi
(1). Da bismo pokazali suprotan smer, pretpostavicemo da U € P nije Z-
ultrafilter. Prema tome, postoji funkcija f € “w takva da za svako A € 7
vazi f7'A] ¢ U. Neka je V = {V C w : f7V] € U}. Ocigledno je V
prosirenje Z, i V <grx U. Kako je & klasa ultrafiltera zatvorena nadole u
odnosu na <gg iU € &, sledida V € &. [

Lema 4.5. Neka su Z, J ideali na w. Ako postoji J-ultrafilter koji nije
Z-ultrafilter, onda postoji J-ultrafilter koji prosiruje Z,.

Dokaz.
Ovo je direktna posledica leme 4.4. [

Lema 4.6. Ultrafilter U je Z-ultrafilter ako i samo ako Z, %K U.

Dokaz.

Ako je Z, <x U, onda postoji f : w — w takvo da f~'[A] € U za sve
A € I, Kako je U C f7Yf[U]] € U, za sve U € U, 1 U je filter, imamo
flU] ¢ Z, za sve U € U, pa U nije Z-ultrafilter.

Ako je T, £k U, onda za svako f : w — w postoji A € Z, takvo da
F7YA] ¢ U. Kako je U ultrafilter, dobijamo w \ f7'[A] € U i takode flw \
FYHA] Cw\ A € L. Zato je U Z-ultrafilter. OJ
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4 Z-ULTRAFILTERI: UVOD I NEKE KLASE

Lema 4.7. Neka je F filter na w i U ultrafilter na w. Tada F <x U ako i
samo ako postoji ultrafilter V takav da V <zx UiV DO F.

Dokaz.

Ako F <y U, onda postoji funkcija f : w — w takva da f7![F] € U za
svako F' € F. Neka V ={A Cw: (3U € U)(f[U] € A)}. Lako se pokazuje
da F CV, V je ultrafilter i Sf(U) = V. Zato je V <rrx U.

Ako je V <pi U, onda postoji f : w — w takva da f~[V] € U za svako
V € V. Posebno, f7[F] €U zasvako F € F CV, teje F < U. O

Lema 4.8. Neka je 7 ideal na w. Za neglavni ultrafilter i na w sledaci uslovi
su ekvivalentni:

(1) U je Z-ultrafilter;
(3) V £Lri U za svaki ultrafilter V D Z,.

Dokaz.
Posledica lema 4.6 1 4.7. O

Posledica prethodnih rezultata je slede¢a teorema.

Teorema 4.9. Ako je 7 <x J, onda je svaki Z-ultrafilter i J-ultrafilter.

4.2 Postojanje

Jedan od osnovnih pojmova prilikom izuc¢avanja Z-ultrafiltera je pojam
visokog ideala.

Definicija 4.10. Ideal Z C P(w) zovemo visok (engl. tall) ako svako A ¢ T
sadrzi beskonacan podskup koji se nalazi u Z.

Naredna lema objasnjava vezu izmedu Z-ultrafiltera i visokih ideala.
Lema 4.11. Za svaki Z-ultrafilter, gde je Z ideal vazi da je Z visok ideal.

Dokaz.

Pretpostavimo da za A € [w]* \ Z vazi Z N P(A) = [A]<, i neka je
ea : w — A neopadajuc¢a numeracija skupa A.

Sada pretpostavimo suprotno, neka postoji neglavni ultrafilter I koji je Z-
ultrafilter. Prema definiciji Z-ultrafiltera postoji U € U takvo da vazi e4[U] €
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Z. Kako je es[U] € A, skup es[U] jeste konacan. Odavde sledi da je U
konacan, jer je e4 ,,1-1% pa dobijamo kontradikciju sa pretpostavkom da ne
postoji konacan skup u Y. [J

Lema 4.12. Ako je Z maksimalni ideal na w takav da x(Z) = ¢, onda Z-
ultrafilteri postoje.

Dokaz.
Numerigimo sve funkcije u “w sa {f, : @ < ¢}. Transfinitnom indukcijom
po a < ¢ konstruisacemo filter-baze F, koje zadovoljavaju sledece:

1) Fo je Fréchetov filter;

)

2) Fo C Fp kad god je a < f3;

3) F=U, < Fa 7a granicni ordinal ;
)

4) za svako a je |F,| < |af - No;

(
(
(
(
(5) za svako « postoji F' € F,41 takvo da f,[F] € T.

Pretpostavimo da nam je ve¢ poznat F,. Ako postoji skup F' € F, takav
da f,[F] € Z, onda za F,1 biramo F,. Stoga mozemo pretpostaviti f,[F] ¢
7, za sve ' € F,. Tada zbog maksimalnosti Z, w \ fo[F] € Z za svako
F € F,, ikako je x(Z) = ¢ > |F,|, Z nije generisan sa w \ f,[F], dok
F € F,. Stoga postoji M € T takvo da je |M \ (w\ fo[F])| = No, to jest
M N fo[F] jeste beskonacan za svako F' € F,. Odavde je f;'[M N f,[F]] =
LM N f7NfL[F] = f7M] N F beskonacan za sve F' € F,. Indukeijski
korak zavrsavamo tako sto za F,.; odaberemo filter-bazu generisanu sa F,
i fo M.

Ocigledno je da svaki ultrafilter koji prosiruje filter-bazu F = J,_. Fa
jeste Z-ultrafilter. [J

Lema 4.13. Neka vazi p = ¢. Ako je Z visok ideal, onda Z-ultrafilteri postoje.

Dokaz.
Numerigimo sve funkcije u “w sa {f, : @ < ¢}. Transfinitnom indukcijom
po a < ¢ konstruisacemo filter-baze F, koje zadovoljavaju sledece:

(1) Fo je Fréchetov filter;
(2) Fo € Fs kad god je oo < f3;
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(3) Fy = Uqsey Fo 7a granicni ordinal v;
(4) za svako « je | Fqo| < |a - Ny
(5) za svako «a postoji F' € F,yq takvo da f,[F] € T.

Pretpostavimo da nam je ve¢ poznat F,. Ako postoji skup F' € F, takav
da f,[F] € Z, onda za F, 1 biramo F,. Stoga mozemo pretpostaviti f,[F] ¢
7 (odatle sledi da je f,[F] beskonacan za sve F € F,).

Kako je | F,| < ¢ = p, postoji M € [w]* takav da M C* f,[F] zasvako I €
F.. Ideal 7 je visok, pa postoji A € Z koji je beskonacan podskup M i vazi
A C* fu[F), to jest AN f,[F] je beskonacan, a odavde sledi | f;'[A]NF| > Rg
za svako F' € F,. Indukcijski korak zavrsavamo tako sto za F,.1 odaberemo
filter-bazu generisanu sa F, i f, '[A].

Lako se vidi da svaki ultrafilter koji prosiruje F = |
ultrafilter. [

Fo jeste Z-

a<c

4.3 Zatvorenje pod sumama

Nadalje ¢emo izucavati odredene klase Z-ultrafiltera, u zavisnosti od tipa
odgovarajuceg ideala Z. Na primer, ako je Z familija skupova A sa zatvore-
njem A mere nula, odnosno familija nigde gustih skupova, odnosno famili-
ja diskretnih skupova, odnosno familija rastrkanih skupova, tada za odgo-
varajuce Z-ultrafiltere kazemo da su mere nula (engl. measure zero), nigde
gusti (engl. nowhere dense), diskretni (engl. discrete), odnosno rastrkani
(engl. scattered), redom. Izucavéemo odnose izmedu ovih klasa ultrafiltera.

Ovo poglavlje je tehnickog karaktera. U njemu su izdvojeni neki stavovi
koji ¢e biti od znacajne koristi u narednom poglavlju.

Definicija 4.14. Ako su elementi od {U} U {V, : n € w} ultrafilteri na w,
onda je Y, (Vy)new ultrafilter na w x w definisan sa

X e Z(Vn)new ako i samo ako {n: {m:(n,m) € X} € V,} €U.
u

Posto se izomorfni ultrafilteri ¢esto medusobno identifikuju, ponekad Ce-
mo Y ,,(Vn)new posmatrati kao ultrafilter na w. Sve ovo ima smisla kako za
glavne, tako i za neglavne ultrafiltere. Mozemo primetiti da, ako se skup
{n :V, je glavni} nalazi u U, onda je Y ,,(Vs)new izomorfno sa U.
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Ako je V, =V za sve n € w, onda pisemo Y _,,(V,)new = U -V i ultrafilter
U -V nazivamo proizvod ultrafiltera U i V. Stepen ultrafiltera U™ za n € w
definisemo induktivno na slede¢i nacin: U° je proizvoljni glavni ultrafilter, i
U™ = U -U™. Lako se pokazuje da su U* - U' i U' - U* izomorfni za sve
k,l €w. Neka jeUU>* =3, (U )new-

Definicija 4.15. Neka su I' i A klase ultrafiltera. Kazemo da je I' zatvoreno
pod A-sumama ako vazi: kada {V, :n e w} CT'ild € A, onda Y ,,(Vy)new €
I.

Definicija 4.16. Familija Z podskupova R (odnosno “2) je zatvorena pod
diskretnim unijama ako za {X, : n € w} C 7 i za disjunktne otvorene
skupove (Gp)new vazi |, e, (Xn NGy) € I. Ako je Z jos i ideal, za T kazemo
da je diskretan ideal.

Moze se zapaziti da, ako je Z C P(“2), onda u gornjoj definiciji mozemo
re¢i da je svako G, oblika [S,] za neko S, € <“2.

Skup A je diskretan u prostoru X ako svaka tacka z € A ima okolinu U
takvu da ANU = {z}, dok je skup B rastrkan u X ako ne sadrzi neprazan
podskup koji je gust u sebi.

Primetimo: familija rastrkanih skupova i familija nigde gustih skupova su
diskretni ideali; familija svih A takvih da m(A) = 0 jeste diskretan ideal;
familija diskretnih skupova je zatvorena pod diskretnim unijama, ali nije i
ideal; familija kona¢nih skupova jeste ideal, ali nije zatvorena pod diskretnim
unijama; familija prebrojivih skupova jeste diskretni ideal.

Skup X je dobro zasnovan za realciju < ako svaki njegov neprazan pod-
skup ima minimalni element u odnosu na relaciju <.

Definicija 4.17. Familija Z podskupova “2 je zatvorena pod rastrkanim uni-
jama ako za svako 8§ C <¥2 vazi: ako je {[S] : S € 8} dobro zasnovan za C
i Xg€ZzaSeS, ondaJg g XsN[S] €T

Svaka familija zatvorena pod rastrkanim unijama je i zatvorena pod dis-
kretnim unijama.

Motivacija za ovu definiciju je ¢injenica da je X C “2 rastrkan ako i samo
ako postoji § C <“2 takav da je {[S] : S € S} dobro zasnovan za C i za
svako S € S postoji fs € X N[S] takvo da X = {fs: S € S}. Dokazimo to.
Za X C “2 neka je DX skup svih tacaka nagomilavanja X koje se nalaze u
X. Definisimo D*X induktivno: D°X = X, D*"'X = D(D*X), i ako je «
granicni DX = ({DPX : 3 < a}. Zaneko o < wy vazi D*X = D1 X jer

26



4 Z-ULTRAFILTERI: UVOD I NEKE KLASE

u X ne mozemo imati vise od Ny nepraznih medusobno disjunktnih otvorenih
podskupova. Uvedimo slede¢u definiciju.

Definicija 4.18. Za X C “2 neka je d(X) = D*X, gde je a odredeno
gornjim postupkom.

X je rastrkan ako i samo ako vazi d(X) = 0. Za 8 < a je DX \ DPF1X
diskretan, pa postoji S C <“2 sacinjen od po parovima neuporedivih eleme-
nata, takav da je [S] N (D°X \ D°*1X) singlton za sve S € Sg. Ako S € Sp,
TeS8,i[S] C[T], onda je 5 <. Stoga je S = J{Ss : B < a} kao sto je i

trebalo.

Teorema 4.19. Svaki diskretan ideal je zatvoren pod rastrkanim unijama.

Dokaz.

Neka je Z diskretan ideal na “2. Neka je S € <“2 i neka je {Xg: S € S}
takav da je {[S] : S € S} dobro zasnovan za C i Xg € Z zasve S € S. Treba
pokazati da (Jg.g XsN[S] € Z. Ovo ¢emo pokazati indukcijom po rangu od
S, koji je definisan kao najmanji ordinal « za koji postoji ¢ : § — « takvo
da za sve S,T € S vazi: ako je [S] C [1T7], onda je ¢(S) < ¢(T'). Neka

T ={T €S :[T] je C-maksimalno}.

Za T € T neka je Sy = {S € § : [S] C [T]}. Tada Sy ima rang najvise
©(T') a to je strogo manje od «, pa znamo prema induktivnoj hipotezi da
Vr = Uses, XsN[S] € . Kako je T ideal, sledi Zy = Yr U (X7 N[T]) € Z.
No, elementi skupa {[T] : T € T} po parovima su disjunktni, pa kako je Z
zatvoren pod diskretnim unijama, dobijamo

{2 TeT={]Xsn[S]}ez.O

SeS

Lema 4.20. Najmanji diskretan ideal koji sadrzi sve singltone sastoji se od
rastrkanih skupova.

Dokaz.

Na osnovu malopredasnjeg zapazanja o rasStrkanim skupovima, za svaki
rastrkan skup X postoje S C “2 i (Xg)ges takvi da vazi: {[S] : S € S} je
dobro zasnovan, svaki Xg je singlton i X = (Jgeg Xs N [S]. O

U narednih nekoliko tvrdenja koristi¢emo sledeé¢e oznacavanje. Neka je U
ultrafilter na w i F': w — “2. Tada postoji jedinstveno f € “2 takvo da za
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sve prirodne brojeve n vazi F~[[fIn]] € U. Zapisivaéemo [ = ®(F,U). Ovo
je samo limes niza F' u U. Ako je (V,)neo niz ultrafiltera i F' : w X w — “2,
onda definisemo F, : w — “2 sa F,(m) = F(n,m) i tada f, = ®(F,,V,).
Definisemo i F* : w — “2 sa F*(n) = f,, i neka f* = ®(F*, U).

Teorema 4.21. Ako je Z diskretan ideal (koji sadrzi sve singltone), onda je
klasa Z-ultrafiltera zatvorena pod rastrkanim sumama.

Dokaz.

Neka je {V, : n € w} familija Z-ultrafiltera i neka je U rastrkan. Ako
{n : V, je glavni} € U, dokaz je gotov, te pretpostavimo suprotno. Neka
F:wxw — “2 Kako je svako V, Z-ultrafilter, postoji A, € V, takvo
da F,[A,] € Z. Mozemo pretpostaviti da svako m € A, ispunjava m > n.
Kako je U rastrkan, postoji A € U takav da je F*[A] rastrkan. Birajmo
S C <2 takav da je {[S] : S € S} dobro zasnovan za C i da za svako
S € S postoji gs € [S] takvo da vazi F*[X] = {gs : S € S}. Fiksirajmo
S € Sinekaje Cs = {n: f, = go}. Neka je dalje Cs = Dg U Eg, gde su
Dg = {n e Cy : {m : Fn(m) :gs} € Vn}lEs = CS\DS' Zan € Dg
neka B, = {m € A, : F,(m) = gs}, izan € Eg neka B, = {m € A, :
F.(m) # gs N\ F,(m) € [S] A F.(m)[n = gs[n}. Potrebno je pokazati da
Fi{(n,m):m e B,,n€ A}| €T jer B, € V,, zasve n € A.

Za S € S neka je Xg = F[{(n,m) : m € B,,n € Cs}]. Ako pokazemo
da Xg € Z, dokaz ¢e biti gotov, jer Xg C [S] zbog izbora B,, i znamo
da je Z zatvoren pod rastrkanim unijama. Sada fiksirajmo S € S. Tada je
Fl{(n,m):m € B,,n € Dg}| = {gs} zbog definicije Dg, pa kako Z sadrzi sve
singltone, potrebno je jedino pokazati da F[{(n,m): m € B,,n € Es}] € T.

Za i > |S| neka je T; jedinstveni element od <“2 takav da |T;| = i + 1,
Tili = gsli i T;(i) # gs(i). Primetimo da, ako m € B, i n € Eg, onda
F(n,m) = F,(m) # gs, ali F,,(m) € [S]. Stoga postoji i > |S| takvo da
F,(m) € [T;]. Primetimo jos: ako F,,(m) € [T;], onda je ¢ > n, posto je
F.(m)[n = gsn. Stoga, ako je Y; = F[{(n,m) : m € B,,n € Eg}| N [T}],
onda Y; C{F[B,]| :n <i}. Zato Y; € T, jer F[B,] € T za sve n < i. Takode,
kako su elementi skupa [7;] po parovima disjunktni i kako je Z zatvoren
pod diskretnim unijama, sledi (J{Y; : 7 > |S|} € Z. Ali | {Y; : ¢ > |S]} =
Fl{(n,m) :m € B,,n € Eg}], te je dokaz kompletan. [J

Teorema 4.22. Familija nigde gustih ultrafiltera je zatvorena pod nigde
gustim sumama.
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Dokaz.

Pretpostavimo da su {U} U{V, : n € w} nigde gusti ultrafilteri. Pokaza-
¢emo da je ), (Vy)new nigde gust. Pretpostavimo da F': w x w — “2. Neka
je A, €V, takvo da je F,[A,] nigde gust, i neka je A € U takav da je F*[A]
nigde gust.

Neka je S C <“2 takav da je |J{[S] : S € S} gust i disjunktan sa F*[A].
Neka {S, : n € w} numerise <“2. Za svako n naéi éemo skup 7T,, O S,
iakon € A, iskup B, C A, takav da B, € V, i F,[B,] N [T;] = 0
i Fi[B]) N [T,] = 0, za sve i < n. Nadimo prvo T 2 S, takvo da vazi
[T] € U{[S] : S € S}. Sada je |J{Fi[Bi] : i < n} nigde gust, pa postoji
T, O T takav da [T,,] N F;[B;] = 0 za sve i < n.

Ako je n € A, onda f, ¢ U{[S] : S € S}, te fn & U{[Ti] : i < n}. Neka
je B, = A, \{F[T;]] : : < n}. Tada B, € V,.

Prema tome, skup J{[7.] : n € w} jeste gust, otvoren i disjunktan sa
U{F.[Bn] :n e A} = F[{(n,m) : m € B,,n € A}|, te je dokaz zavren. OJ

Teorema 4.23. Klasa ultrafiltera mere nula je zatvorena pod sumama ul-
trafiltera mere nula.

Dokaz.

Neka su U i V,, n € w, ultrafilteri mere nula. Treba pokazati da je
Y 2 (Vn)new takode ultrafilter mere nula. Fiksirajmo F' @ w x w — “2.
Neka je A, € V, takvo da m(F,[A,]) = 0 i nadimo A € U koje ispu-
njava m(F*[A]) = 0. Zan € A neka je B, = A, N F,'[[f.In]]. Tada
B, € V,. Ako je B = {(n,m) : m € B,,n € A}, onda B € Y ,,(Vy)new

i F[B] = U, 4 FulBn) U F*[A], pa m(F[B]) = 0 §to je i trebalo pokazati. OJ

neA - n

Teorema 4.24. Za svaki neglavni ultrafilter & na w, U* nije diskretan.

Dokaz.

Definisimo linearno uredenje na <“w uzimajuéi o < 7 ako i samo ako ili
vazi 7 C o, ili za minimalno ¢ takvo da o(i) # 7(i) vazi o(i) < 7(7). Prime-
timo da je u odgovarajucoj topologiji uredenja o tacka nagomilavanja skupa
{oe™m : m € A} za svako beskonatno A C w. Za svako n > 1 definisemo
ultrafilter U,, na "w na slede¢i na¢in. Ako je n = 1, bice X € U; ako i samo
ako {m : {m} € X} € U. Ako je n > 1, stavljamo X € U,, ako i samo ako
{o:{m:0"m e X} eU} € U,_1. Jasno, U je izomorfno sa U,,_1 x U, te je
po induktivnoj hipotezi U,, izomorfno sa U™. Konacno, defini§imo U, na <“w
sa X € U* ako i samo ako {n: X N "w e U,} € U. Tada je U,, izomorfno sa
ur.
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Lako se pokazuje da, ako X € U,, onda za zatvorenje X skupa X u
topologiji uredenja vazi X N "~'w € U,_1, i stoga prema induktivnoj hipotezi
sledi X N ‘w € U; za sve i, 1 < i < n. Neka X € U,. Izaberimo takve m,n
davazi "wnNX € U,, "wnNX elU,im < n. Tada"wnNX N "w € U,
pa ™w N X sadrzi tacku nagomilavanja skupa "w N X, te X nije diskretan.
Preostaje jos da definiSemo pogodno preslikavanje f : <“w — “2. Primetimo
da, ukoliko za f odaberemo bilo koje homeomorfno utapanje (u odnosu na
topologiju uredenja), jasno je da ni za jedno X € U,, slika f[X] nije diskretan
skup, pa prema tome U, nije diskretan ultrafilter. [

Definicija 4.25. Skup X C “2 ima nivo < k ako D*X = (). Ako je
Z={X C “2: X imanivo <k},
onda je Z-ultrafilter nivoa < k.

Teorema 4.26. Ako je U P-tacka, k < w i za sve n € w ultrafilter V,, ima
nivo < k, onda Y ;,(V,)new ima nivo < k + 1.

Dokaz.

Neka F':w X w — “2 kao i dosad, i fiksirajmo A, € V, sa F,[A,] nivoa
< k. Neka je A € U i F*[A] singlton uredenja tipa w ili w*.
Slucaj 1. F*[A] = {g}. Za svako n biramo B, C A, takvo da B,, € V, i svako
m € B, je F,,(m) € [gIn]. Nije tesko videti da F[{(n,m):m € B,,n € A}]
ima nivo < k.
Sluc¢aj 2. F*[A] ima uredenje tipa w. (Slucaj kada je uredenje tipa w* je
slican, te ¢emo ga izostaviti.) Kako je U P-tacka, mozemo pretpostaviti da
je za svako g € F*[A] skup {n € A : f, = g} konacan. Ako sada biramo
B, C A, takvo da B, € V, i da za svako m € B,, vazi F,(m) € [f.[n], onda
se ponovo lako proverava da F[{(n,m): m € B,,n € A}] ima nivo < k. [

Lema 4.27. Za k € w svaki ultrafilter nivoa < k je diskretan.

Dokaz.

Prepostavimo da F' : w — “2, U je nivoa < ki A € U takav da F[A]
ima nivo < k. Za i < k skupovi F[A] N (D'F[A] \ D' F[A]) su disjunktni i
diskretni i jedan od njih mora imati inverznu sliku koja lezi u U. [J

Teorema 4.28. Ako je U P-tacka, onda U™ je diskretan za sve n € w.

Dokaz.
Prema teoremi 4.26 svako U™ ima nivo < n, pa je prema lemi 4.27 svaki
od njih diskretan. [J

30



4 Z-ULTRAFILTERI: UVOD I NEKE KLASE

4.4 Medusobni odnosi

U ovom poglavlju posmatracemo medusobne odnose izmedu raznih klasa
Z-ultrafiltera.

Pokazimo najpre da i P-tacke spadaju u Z-ultrafiltre za povoljno odabrano
T

Teorema 4.29. [3] Ako je
Z={Y C “2:Y je konacan ili ima uredenje tipa w ili w*},
onda su Z-ultrafilteri upravo P-tacke.

Dokaz.

Pretpostavimo da je U P-tacka i F': w — “2. Indukcijom po n pokazu-
jemo da postoji f € “2 takvo da za sve n vazi F7[fIn]] € U. Za sve
fe “2vazi F7Y[f10]] = F~[0]] = F~![*“2] = w € U pa mozemo odabrati
proizvoljno f € “2, 1 ono ispunjava bazu indukcije. Pretpostavimo da za
neko n imamo f € “2 takvo da F~![[f|n]] € U. Primetimo da su skupovi
FU[fImU{(n,0)}]] i F7Y[[fInU{(n,0)}]] disjunktni i da je njihova unija
F7Y[fIn]] € U, pa prema lemi 2.10 sledi da je jedan od njih u ¢, na primer
F7Y[fImnU{(n,0)}]]. Tada funkcija

f'(n) :{ f(m), zam#n;

0, zam=n

ispunjava F[[f'I(n + 1)]] € U. Kako pritom vazi f'[n = f|n, jasno je da
ovakvim induktivnim postupkom mozemo konstruisati zeljenu funkciju.

Kako je U P-tacka, zbog leme 3.2 postoji U € U takav da U C* F~[f[n]]
za sve n. Jasno je da je f jedinstvena tacka nagomilavanja skupa F'[U]. Ako je
A={meU:F(m)< f}iB={meU:F(m)> f}, onda F[A|,F|B] €T
iii Ael, Bel,ili F7'{f}] €U. Zato je U Z-ultrafilter.

Sada pretpostavimo da je U Z-ultrafilter i (U, ) e niz elemenata iz U. Bez
gubitka opstosti, pretpostavimo da (U, :n € w} =01 U,y C U, za sve
n. Fiksirajmo f € “2, i neka je F' : w — “2 proizvoljna ,,1-1“ funkcija koja
za sve n € w ispunjava F(n) € [fIm] \ [fI(m + 1)], gde je m maksimalno
takvo da n € Uy,. Ako U € U i F[U] € Z, jasno je da vazi F[U|N[fIn] # 0
za sve n, pa f mora biti tacka nagomilavanja od F[U], i stoga je U C* U,, za
sve n. [

Za izvodenje obrata, to jest za konstrukciju Z-ultrafiltera koji nisu P-
tacke, uvodimo pojam P-ideala.
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Definicija 4.30. Ideal Z je P-ideal ako za sve {A, : n € w} C Z postoji
A € T takav da A,, C* A za sve n.

P-ideali su dualni ideali za P-tacke.

Teorema 4.31. [12, str. 21| Neka vazi CH. Ako je 7 visok P-ideal na w,
onda postoji Z-ultrafilter koji nije P-tacka.

Dokaz.

Posmatrajmo particiju {R,, : n € w} skupa w na beskona¢ne podskupove
i numerisimo “w = {f, : @ < w;}. Transfinitnom indukcijom po a < w;
konstruisa¢emo prebrojivu filter-bazu koja zadovoljava sledece uslove:

1) Fo je generisan Fréchetovim filterom i {w \ R, : n € w};
2) Fo € Fp kad god je a < f5;

3) F,=U, - F, za granicni ordinal +;

4) za svako « i svako F' € F, skup {n: |F'N R,| = Ro} je beskonacan;

5) za svako « postoji F' € F,11 takvo da f,[F] € T;

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)

6) za svako a vazi |F,| = No.

Pretpostavimo da nam je F, poznato. Ako postoji skup f € F, takav da
falF] € F, onda stavimo F,.1 = F. Ako za svako F' € F, vazi f,[F] ¢ Z,
onda imamo jedan od sledecih slucajeva:

Slucaj 1. (VF € Fo)|{n : |fo[F N R,]| = No}| = N

Numerisimo F, sa {F,, : n € w}. Prema pretpostavci, skup My = {n :
|falFr N Ry]| = Wo} jeste beskonacan za sve k € w. Za svako k € w, n € My,
mozemo nadi beskonacan skup Iy, C fo[Fr N R,], 1 pri tome Iy, € T jer je
7 visok. Kako je Z P-ideal, postoji I € 7 takav da Iy, C* I za svako k € w
i n € M. Lako se vidi da za svako Fy € F, skup {n : |f;'[I|NF.NR,| =
No} 2 M jeste beskonacan. Indukeijski korak zavrsavamo tako sto za F,q1
odaberemo prebrojivu filter-bazu generisanu sa F, i skupom f;![I].

SlUéaj 2. (HF(] c .7:0,)|{n : |fa[F0 N Rn” = NQ}’ < Ny

Numerisimo F, \ {Fo} = {F) : k > 0}. Za svako k > 0 skup

Mk = {TLZ ’FgﬂFkﬂRn| = NO 1 ’fa[FoﬂFkﬂRn” < No}
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jeste beskonacan. Za svako n € M} definiSemo
u, = max{u € fo[Fe N Fo N R, : |f H{ud] N E. N FyN R, = Rl

Neka je Ay = {u, : n € My}. Ako je za neko k skup Aj konacan, onda
neka je F,,; filter-baza generisana sa F, i f; [Ax]. U suprotnom, za svako
k € w mozemo odabrati beskonacan skup I, € Z takav da bude I, C A,.
Primetimo da za svako u € I, postoji neko k takvo da vazi | f, ' [{u}|NEFNEFpN
R,| = Ny. Kako je Z P-ideal, postoji I € 7 takvo da vazi I, C* I za svako k.
Lako se vidi da je {n : |f;'[{u}|NFxNEFyNR,| = Ny} beskonacan za svako k.
Indukcijski korak zavrsavamo tako sto za F,,1 odaberemo prebrojivu filter-
bazu generisanu sa F, i skupom f[I].

Kona¢no, neka je F =, <w, Fa- Jasno je da svaki ultrafilter koji prosiru-
je F jeste Z-ultrafilter zbog uslova (5). Filter-baza F zadovoljava i uslov (4),
te je, kako bismo dokazali da F moze biti prosirena do ultrafiltera koji nije
P-tacka, dovoljno pokazati da, za svaku filter-bazu F’ koja zadovoljava (4) i
svako A Cw, ili (F'U{A}) ili (F'U{w \ A}) zadovoljava (4).

Kada god je F filter-baza koja zadovoljava (4) i A C w, onda ili za svako
F € F' postoji beskonaéno mnogo n € w takvih da vazi |[AN F N R,| = Ny,
te filter-baza generisana sa F’' i A zadovoljava (4); ili postoji Fy € F' takvo
da za sve osim kona¢tno mnogo n € w vazi |[AN Fy N R,| < Xy. U drugom
slucaju, kako za svako F' € F’ postoji beskonacno mnogo n € w za koje je
|FNFyNR,| = Ny, filter-baza generisana sa F' i w\ A zadovoljava uslov (4).
O

Teorema 4.32. [3] Neka je U ultrafilter na w. Tada u sledecoj listi svaki
uslov implicira naredni:

(1) U je P-tacka;
(2) U je diskretan;
(3) U je rastrkan;
(4) U je mere nula;
(5) U je nigde gust.

Dokaz.
Prva implikacija sledi na osnovu teoreme 4.29. Naredne implikacije posle-
dice su ¢injenica da je svaki diskretan skup rastrkan, da svaki rastrkan skup
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ima zatvorenje koje je mere nula, i da svaki skup koji ima zatvorenje mere
nula mora biti nigde gust. [J

U nastavku zelimo pokazati da, pod odgovaraju¢im dodatnim pretpos-
tavkama teorije skupova, obratne implikacije ne vaze. Za to su nam potrebne
dve pripremne leme.

Lema 4.33. [3] Neka vazi Martinova aksioma za o-centirana parcijalna ure-
denja. Neka je A C [Q]¥, |A| < ¢, A zatvoren za konacne preseke i neka su
svi elementi iz A nerastrkani. Ako F': Q — “2, onda postoji Y € [Q]* takav
da je Y N X nerastrkan za sve X € Aim(F[Y])=0.

Dokaz.

Iz topologije je poznata ¢injenica da svaki skup X € “2 moze biti jedin-
stveno predstavljen u obliku Xy U X5, gde je Xy rastrkan a X; gust u sebi.
Neka je d(X) = X; (definicija 4.18). Naravno, X je nerastrkan ako i samo
ako je d(X) # 0, pa je d(X) # () za sve X € A.

Fiksirajmo F' : Q — “2. Dobi¢emo Y primenjujué¢i Martinovu aksiomu
na pogodno konstruisano parcijalno uredenje P.

Neka je P skup elemenata p oblika (4,,S,, A,), gde 4, € [Q]<¥, S, €
(<2<, A, € [A]=* i, ako oznatimo Y, = Q \ U{F[[S]] : S € S,}, onda
A, CY,id(XNY,) # 0zasve X € A. Definisimo p < ¢q ako i samo ako A4, D
Ay, S 28, Ay 2 Ayiyako X € Ay, onda d(X NY,)NA, Cd(XNY,) NA,.
Ako je A, =A,1 S, =5, onda su p i ¢ kompatibilni, te je P o-centrirano.

Zelimo naéi neke guste skupove takve da, ako je G C P filter koji ih sve
sece, onda Y = |J{4, : p € G} zadovoljava lemu. Za X € A definisimo

D(X)={peP:X e A,ipostoji f € A, takvoda f € d(X NY,)}.

Skup D(X) je gust, jerzaq € Pi f € d(XNY,) imamo p = (4,U{f},S,, AU
{X})<qipeD(X).ZaX € Ain € w neka je

E(X,n):{pEP:XEApi

(9f € d(X NY,) N A)(3g € d(X NY,) VA £gALf gl < )}

Ovde |f — g| predstavlja udaljenost izmedu f i g u standardnoj metrici na
“2. Tada je E(X,n) takode gust. Neka g € P. Za svako f € d(X NY,) N A,
biramo g; # f takvo da g; € f € d(X NY,) i|gr— f| < %, i neka je

n’
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Ay = A, U{gy: [ €dXNY)NAG} Tada p = (A, S, A, U{X}) < qi
p € E(X,n). Ako je G filter na P koji sece D(X) i E(X,n), tada Y sece svako
X € A po nerastrkanom skupu (posto je (J{A, Nd(X):pe GAX € A,}
gust u sebi). No, ovako izabrano Y ne mora ispunjavati m(F[Y]) = 0. Zato
uvodimo jos neke guste skupove.

Ako je G filter, neka je S = |J{S, : p € G}. Jasno je da vazi F[Y]NU{[S] :
S € 8} =0, pa je dovoljno izabrati G takvo da (J{[S] : S € S} ima meru 1.
Za ovo je dovoljno dokazati da za svako € > 0 slede¢i skup D, jeste gust:

D.={peP:m( J{[S]: S €S} >1-¢}

Neka je dato ¢ € P. Fiksirajmo dovoljno veliko k da vazi S, C S¥2. Neka
je A =m, Z ={(f,X): feANXec A NfedXnNY,)}i]|Z ==
Sada biramo dovoljno veliko n da vazi n > k i %ﬁ“ < e Zaf e A
neka je Sy = F(f)In. Primetimo da Q N F~![[S;]] C Y,. Sada primetimo
da, ako je f € d(X) i1 X = XoU Xy, onda f € X, ili f € X;. Sledi da,
ako (f,X) € Z, onda postoji t;x 2 F(f)[k takvo da t;x € "21i f €
d(X N F~'[t;x]]- Konatno primetimo da, ako Xy U X sece sve elemente
od A po nerastrkanom skupu, onda to vazi i za X ili X;. Odavde sledi da
postoji r € "2 takvo da Q N F[[r]] C Y,. Ako sada uzmemo A, = A,
S,=8,U{sSe2n: (VteS)SINt] =0AS # Ss,trx,r)} 1A, = A,
onda je Y, = FU(IS/] : £ € A} U] : (F.X) € Z} U] N @, pa
imamo m(UJ{[S] : S € S,}) =1 —2t2tL > 1 — £ Stoga je p < ¢. O

Lema 4.34. [3] Neka vazi Martinova aksioma za o-centirana parcijalna ure-
denja. Neka je A C [Q]¥, |A| < ¢, A zatvoren za konacne preseke i neka za

sve X € A vazi m(X) > 0. Ako F': Q — “2, onda postoji Y € [Q]¥ takav
dam(Y NX)>0zasve X € A, idaje F[Y] nigde gust.

Dokaz.

Fiksirajmo F': Q — “2. Ponovo ¢emo dobiti Y primenjujué¢i Martinovu
aksiomu na pogodno konstruisano parcijalno uredenje P. Neka je P skup
elemenata p oblika (4,,n,,S,, A,), gde 4, € [Q]<, A, #0, n, <w, n, > 1,
S, € [*W2]<¥, A, € [A]¥ i, ako ozna¢imo

Y, =Q\J{[5]: 5 € 2n A4, [ST =03\ | J{F'IS] : S € 5,

onda A, CY,im(Y,NX) >0 zasve X € A. Definisimo p < ¢ ako i samo
ako A, D Ay, np >ng, S, 2 Sy, A, O Ay, A, N[S] = 0 za sve S € ™2 koji
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ispunjavaju A, N[S] =0, i za sve X € A, vazi

m(XNY\XNY,) <m(XnY,) Y 27

i=ngq+1

Primetimo da je tranzitivnost < jasna, osim mozda za poslednji uslov. Ali
ako je p < ¢ < r, onda vazi

Nq

m(X N\ XNY) <m(XNY,) Y 27

=n,+1

m(XNY,\XNY,) <m(XnY,) Y 27,

i=ng+1

pa kako je Y, C Y, C Y., mora biti m(X NY,) <m(X NY,), te imamo

mXNY,\XNY,) <mXNY,\XNY,)+ mXnNnY,\XNY,) <

<m(XNY,) Z 27"
i=n,+1
kao $to je i trebalo.

Kao i ranije, ako A, = A4, n, = n,, S, = S, onda su p i ¢ kompatibilni.
Stoga je P o-centrirano.

Ponovo trazimo manje od ¢ gustih skupova u P takvih da, ako je G C P
filter koji ih sve sece, onda Y = [ J{A, : p € G} zadovoljava lemu. Za X € A
neka je D(X)={pe P: X € A,}. Tada je D(X) gust.

Sada pokazimo da za sve S € <“2skup Dg={pe P: (3T € S,)(T O
S)} jeste gust. Tada, ako G sece sve Dg, F(Y') ¢e biti nigde gust. Fiksirajmo
q € P ineka je ¢ minimum svih vrednosti m(X NY,) dok X € A,.

Naéi ¢emo p < ¢ takvo da p € Dg. Imacemo A, = A,, S, =S, U{T} za
neko ' O S, n, =n,+ 1,1 A, O A, odabrano tako da za sve S’ duzine n,
i X € A, vazi: ako je X NY, N[S] # 0, onda X N A, N[S] # 0. Moramo
odabrati takvo T" da bude p < q.

Biramo dovoljno veliko n da vazi 27151 > | A,|
XeA akoje SCTi

2
2ng

— + 1. Zovimo T lose za

£

m(XAY,) —m(X Y\ F) > 5
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Primetimo da ne postoji vise od 22% nizova T' € "2 koji su losi za X. Zovimo
T € "2 loSe ako je S C T izaneko X € A vazi m(X NY, \ F[T]]) = 0.
Postoji najvise jedno T koje je lose. Iz izbora n sledi da postoji najmanje
jedno T' € 2" koje nije lose i koje nije lose ni za jedno X € A,. Dakle, ovakvo
T mozemo uzeti za trazeno. Primetimo da sada X NY, = X NY, \ F![[T]]
vazi za sve X € A,.

Konaé¢no, za svako f € Q neka je

E;={peP: il feA,ilipostoji S € "2da f€[S]i[S]NA,=0}

Pokazimo da ¢e dokaz biti gotov ukoliko utvrdimo da je svako Ey gusto. Ako
G sete sve D(X), Dg i Ey, onda znamo da je F[Y] nigde gust. Neka je X € A.
Biramo ¢ € G N D(X), i neka ¢ = m(X NY,). Neka je

T={S:(Fpeg)(Se™2A[S]NA,#0D)}.

Kako G sece sve Ey, zakljucujemo X NY = X \ J{[S] : S € T }. Stavise, za
svako konaéno 7' C 7 postoji p € G, p < ¢, takvo da za svako S € T’ vazi
[SITN(XNY,) =0.Stoga X\ U{[S]: S €T} DXNY,i

np

mXNY,) -mXny) < 3 2% |mxny,) < g
i=ng+1
Kako je sada X NY = [, X NY,, mora biti m(X NY) > § > 0, odakle

bismo dobili kraj dokaza.

Zato je dovoljno pokazati da je Ey gust. Fiksirajmo ¢ € P. Ako f € Y,
onda neka A, = A, U{f}, n, =n, S, =S,1 A, = A, Tada vazi p < ¢ i
p € E;. Pretpostavimo sada f ¢ Y,. Ako f ¢ U{F S]] : S € S,}, onda
q € E;, te mozemo pretpostaviti da f € F~[[S]] za neko S € S,. Nadimo
dovoljno veliko n takvo da vazi n > n, i [fIn] N A, = 0, uzmimo n, = n,
S, =8, A, = A,, i odaberimo A, DO A, takvo da za sve S’ duzine n, i
X € A, vazi: ako je 8" # fini X NY,N[S] =0, onda X N A, N[S] = 0.
Tada imamo p < ¢ i p svedoci f[n € 7.0

Teorema 4.35. [3] Neka vazi Martinova aksioma za o-centirana parcijalna
uredenja. Tada nijedna od implikacija u teoremi 4.32 ne vazi u obrnutom
smeru.
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Dokaz.

Neka je U P-tacka (nju mozemo odabrati zahvaljujuéi napomeni posle
teoreme 3.10), i neka je n > 1 prirodan broj. Prema teoremi 4.28, U™ je
diskretan ultrafilter koji nije P-tacka. Dalje, kako je, prema teoremi 4.32,
U rastrkan ultrafilter, prema teoremi 4.21 U“ je takode rastrkan, a prema
teoremi 4.24 nije i diskretan. Ovim smo dokazali da prve dve implikacije u
teoremi 4.32 ne vaze u obrnutom smeru.

Pokazimo sada da postoji ultrafilter mere nula koji nije rastrkan. Interpre-
tirajmo skup Q kao podskup “2, kao {f € “2: (In € w)(Vm > n)(f(m) =
0)}. Biée dovoljno da nademo ultrafilter & na skupu Q koji se sastoji od
nerastrkanih skupova ali takav da za sve F' : Q — “2 postoji X € U
koje zadovoljava m(F[X]) = 0. Ovakav ultrafilter pravolinijski se konstruise
pomocu transfinitne indukcije, uz lemu 4.33.

Najzad, konstruisSimo ultrafilter U na Q takav da za sve X € U vazi
m(X) > 0,idazasve F:Q — “2postoji X € Q za koje je F[X] nigde
gust. Ponovo je konstrukcija pravolinijska putem transfinitne indukcije i leme
4.34.

Ovim je dokaz zavrSen. [

Za kraj poglavlja navodimo slede¢u teoremu o odnosu Q-tacaka i Z-
ultrafiltera.

Teorema 4.36. [12, str. 32] Neka vazi MA .. Za svaki visok ideal Z na w
postoji Q-tacka koja nije Z-ultrafilter.

Dokaz.

Numerigimo sve particije skupa w na konacne skupove sa {Q, : « < ¢} i
uocimo particiju {R,, : n € w} skupa w na beskona¢ne skupove. Transfinit-
nom indukcijom po a < ¢ konstruisa¢emo filter-baze F, koje zadovoljavaju
sledece uslove:

1) Fy je Fréchetov filter;

2) Fo € Fp kad god je a < f5;

(1)
(2)
(3) F, = Ua<, Fa za granicni ordinal ~;
(4) za svako « je | Fa| < |a - Ny;

()

5) za svako « i svako F' € F, vazi |[F N R,| = R;
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(6) zasvako a postoji F' € F, 41 takvo da za svako Q € Q, vazi |[FNQ| < 1.

Indukcijski korak: pretpostavimo da nam je F,, poznato. Ako postoji skup
F € F, takav da za svako Q) € Q, vazi |[FFN Q| < 1, tada za F, 1 uzimamo
Fo. Ako takav F' ne postoji, onda ¢emo zeljeni skup konstruisati koristeci
Martinovu aksiomu.

Posmatrajmo P = {K € [w]<* : (3Q € Q,)(|KNQ| < 1)} sa parcijalnim
uredenjem definisanim sa: Ky <p Kj akko je Ky = K7 ili Ky D K7 i min(Ks )\
Ky) > max K. Za svako F' € F, i n,k € w neka je Dp,, = {K € P :
IKNFNR,| >k}

Pokazimo da je D, gust podskup (P, <p) za svako F € F, in,k € w.

Neka je L € P. Tada postoji konacan skup S C w takav da L C J,c4 @Q:-
Kako je (F'N Ry) \ [0,max]|J;.q Qi konacan, za j = 1,2,...,k mozemo
odabrati razlicite n; € w \ S i elemente ¢; € F'N R, N Qp,. Neka je K =
Lu{q,q,...,q}. Ocigledno je davazi K <p L1 K € Dp.

Familija D = {Dp, i : F' € Fa,n, k € w} sastoji se od gustih podskupova
od P i kardinalnosti je manje od ¢. Stoga postoji D-genericki filter G na P.

Neka je U = |J{K : K € G}. Skup U zadovoljava sledece uslove:

o (VFeF,)(Vnew)(lUNFNR,| =) :

Za svako k € wi K € GN Dpypy imamo U D Ki |[KNFNR,| > k.
Zato je U N F'N R,, beskonacan.

e (VQe )(UNQ[<):
Ako u,v € U, onda postoji K € G takvo da u,v € K, pa prema
definiciji od P elementi u, v pripadaju disjunktnim skupovima particije

Qa-

Indukcijski korak zavrsavamo tako Sto za F,.; odaberemo filter-bazu
generisanu sa J, i skupom U.

Konacno, neka je F = |J,..Fa- Ocigledno je da svaki ultrafilter koji
prosiruje F jeste Q-tacka i da za svako F' € F,n € w skup F'N R, jeste
konacan.

Odavde je skup Ry = UnE 4 Ry, kompatibilan sa F za svako A C w. Neka
je G = {Ra : A € Z,}. Primetimo da svaki ultrafilter koji prosiruje F U G
jeste Q-tacka jer prosiruje F, i nije Z-ultrafilter zbog funkcije definisane sa

flRn] = {n}. O
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5 Tanki, skoro tanki i W-ultrafilteri

U ovom poglavlju razmatra¢emo jos neke vrste Z-ultrafiltera: tanke, skoro
tanke i W-ultrafiltere. Naredni stavovi uglavnom poti¢u iz [12], uz manji
dodatak iz drugih izvora (takvi dodaci su naznaceni u tekstu).

5.1 Tanki i skoro tanki ultrafilteri

Najpre ¢emo uvesti tanke i skoro tanke skupove i neke njihove osobine.

Definicija 5.1. Beskonacan skup A C w sa numeracijom A = {a, : n € w}

naziva se tanak (engl. thin) ako vazi lim,, =0

Definicija 5.2. Beskonacan skup A C w sa numeracijom A = {a, : n € w}

naziva se skoro tanak (engl. almost thin) ako vazi lim sup,,_, aail < 1.

Ocigledno je da je svaki tanak skup i skoro tanak. Obrnuto nije tacno,
jer na primer skup {2" : n € w} jeste skoro tanak a nije tanak. Primer
tankog skupa je {n! : n € w}. Posmatrajuéi skupove A = {n! : n € w}
i B={nl'+1:n € w}, koji su tanki, i njihovu uniju A U B, koja nije ni
skoro tanak, mozemo zakljuciti da ni familija tankih niti familija skoro tankih
skupova nije ideal.

Ideal koji je generisan tankim skupovima oznacavac¢emo sa 7 a ideal
generisan skoro tankim skupovima sa A. Oba ova ideala su presirenja Fré-
chetovog ideala. Ocigledno je da A O 7T, i sledeta lema pokazuje da se ova
dva ideala ne podudaraju.

Lema 5.3. A={2":necw}ec A\T.

Dokaz.

Kako je A skoro tanak skup on se nalazi u A. Pretpostavimo da postoje
tanki skupovi Ay, As,..., A, takvi da A C Ay U Ay U --- U Ay. Za svako
1 =1,2,...,k postoji n; € w takvo da, kad god su a,b dva elementa iz A;
koji ispunjavaju n; < a < b, vazi § < 2% Neka je ng = max{n; : 1 <i < k}i
posmatrajmo skup {270,270+ 9moFtkY "Syvaki od njegovih k+ 1 elemenata
pripada A; za neko ¢, te postoji neko iy takvo da A;, sadrzi bar dva od njih.
Za ove elemente vazi n;,, < a <bi§ = 230% = 2% Sto je kontradikcija i
prema tome A ¢ 7. [

Lema 5.4. Ni A ni 7 nisu P-ideali.
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Dokaz.

Posmatrajmo tanke skupove A, = {n! + &k : n € w}, k € w. Zelimo
dokazati da, kada god A C w sadrzi sve osim konatno mnogo elemenata
iz svakog Ay, onda A ne mozemo zapisati kao konacnu uniju skoro tankih
skupova, to jest A ¢ A.

Neka je A = J;, B;. Tada postoji ng € w takvo da je skup C; = {n!,n!+
1,...,n!l + 1} sadrzan u A za svako n > ny. Stoga jedan od skupova B,
sadrzi dva elementa iz skupa (). Kako imamo kona¢no mnogo skupova B;, a
beskonacno mnogo n > nyg, postoji B; takvo da |B; N (| > 2 za beskonacno
mnogo n. Odavde sledi da B; = {b/ : n € w} nije skoro tanak, jer

!
lim sup —2 > lim sup " 1D
n—oo J n—oo n' l
n+1
Definicija 5.5. Neglavni ultrafilter U na w je (skoro) tanak ultrafilter ako
je U T-ultrafilter za neku familiju (skoro) tankih skupova Z.

Svaki tanak ultrafilter je i skoro tanak ultrafilter. Sledeca lema pokazuje
da se tanki i skoro tanki ultrafilteri podudaraju.

Lema 5.6. Svaki skoro tanak ultrafilter je tanak ultrafilter.

Dokaz.

Zbog leme 4.5 dovoljno je pokazati da svaki skoro tanak ultrafilter sadrzi
tanak skup. Pretpostavimo da je U skoro tanak ultrafilter i Uy € U skoro
tanak skup numerisan rastucéi sa Uy = {u, : n € w}. Ako Uj nije tanak,
onda imamo limsup,,_, . u:i - = (o, gde je 0 < gp < 1. Mozemo pretpostaviti
da skup parnih brojeva pripada U (u suprotnom ¢e parni i neparni brojevi
zameniti uloge).

Definisimo g : w — w takvo da g(u,) = 2n, glw \ Uy] = {2n +1: n € w}.

Kako je U skoro tanak ultrafilter, postoji U; € U takav da je g[U;] skoro
tanak. Neka je U = UyNU; = {uy, : k € w}. Skoro tanki skupovi su zatvoreni
za podskupove, odakle je g[U] = {g(uy,,) : k € w} C g[U;] skoro tanak i

. U ) 2n
1> llmsupM = lim sup .
k—o0 g(unk+1> k—o0 2nk+1
Znamo da postoji ng takvo da za svako n > ng je u“—il < qOTH i da postoji
ko takvo da za svako k > kg vazi ny, > ng. Stoga za k > ky imamo
Uny _ Uny  Ungtl - Ungy -1 < (% + 1>nk+1_nk
Unpiq Unp+1  Uny+2 Unpqq h 2
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(ng+1 — ng) = +0o. Prema tome

" 1 Nk+1—Nk
lim&élim (QO; ) =0

k—o0 unk+1 k—o0

. .,
Iz lim sup,,_, .

i skup U € U je tanak. [
Teorema 5.7. Svaki selektivni ultrafilter je i tanak filter.

Dokaz.

Posmatrajmo particiju skupa w, {R, : n € w}, gde je Ry = {0} i R,, =
[nl, (n 4+ 1)!) za n > 0. Ako je U selektivni ultrafilter, onda postoji Uy € U
takvo da |Uy N R,| < 1 vazi za sve n € w. Kako je U ultrafilter, jedan od
skupova Ay = |J{ R, : n je parno} ili A; = |J{R, : n je neparno} nalazi se u
U. Bez gubitka opstosti, neka je Ag € U. Numerisimo Skup U=UnNAyelU
sa {uy : k € w}. Ako uy, € [(ka) (2my +1)!), onda ugy > (2my +2)! i vazi
uZil < E;Zﬁiég: = 2mi+2 < 2k+2 Odavde je U tanak i pokazali smo da svaki
selektivni ultrafilter sadrzi tanak skup. Na zasnovu leme 3.4, klasa selektivnih
ultrafiltera je zatvorena nadole u odnosu na <gg, i sada primenom leme 4.4

zakljucujemo da je svaki selektivni ultrafilter i tanak. [

Teorema 5.8. Svaki tanak ultrafilter je Q-tacka.

Dokaz.

Neka je U tanak ultrafilter i Q@ = {Q, : n € w} particija skupa w na
konacne skupove. Numerisimo @, = {¢ : i = 0,1,...,k,}, gde je k,
|Qn| — 1. Zelimo nadi takvo U € U da |U N Q,| < 1 vazi za sve n € w.

Definisimo funkciju f € “w na sledeé¢i nacin: f(q)) = 0, f(gg™) = (n +
2) -max{f(qg, ), kns1}, zan cw,i f(q) = f(q) +izai<ky necw.

Kako je U tanak ultrafilter postoji Uy € U takvo da je f[Us] = {vm :
m € w} tanak skup. Stoga postoji mg € w takvo da % < % vazi za svako
m = mg.

Funkcija f je ,1-1“ a Q particija skupa w na konacne skupove, pa mozemo
na¢i K C w sa najvise mg elemenata takav da vazi {f~'(v;) : i < mg} C
U,.c i @n- Poslednji skup je konacan, sto implicira da U = U \U,,cx @n € U.

Iz definicije imamo U N Q,, = () za n € K, i ostaje nam da provermo da
li vazi (Vn ¢ K)(JU N Qx| < 1).

Pretpostavimo suprotno, neka za neko n ¢ K postoje dva razlicita ele-
menta uy,uz € U N Qp, uy < ug. Tada f(uy) = v, za neko m > my, i
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f(ug) = v, za neko n = mg + 1. Dobijamo

U >v_m:f(u1)> flad) o (n+1)-M _n+l
Umi1  Un flua) = fl@)+k,~ (n+1)-M+M n+2

gde je M = max{f(q; "), ka}. Posto ntl > 3§, dobijamo kontradikciju. O

Teorema 5.9. Neglavni ultrafilter je selektivni ako i samo ako je P-tacka i
tanak ultrafilter.

Dokaz.

Svaki selektivni ultrafilter je prema teoremi 5.7 tanak, a poznato je i
da je P-tacka. Svaki tanak ultrafilter je Q-tacka, zbog teoreme 5.8, te svaki
ultrafilter koji je tanak i P-tacka mora biti selektivni prema teoremi 3.6. [

Pod pretpostavkom da vazi CH dobijamo postojanje tankih ultrafiltera.
Teorema 5.10. [11] Neka vazi CH. Tada postoji tanak ultrafilter.

Dokaz.
Numeris§imo “w = {f, : @ < w;}. Transfinitnom indukcijom po o < w;
konstruisa¢emo prebrojive filter-baze F, koje zadovoljavaju sledece:

1) Fy je Fréchetov filter;

(1)

(2) Fao C Fp kad god je o < 35

(3) F, = Ua<, Fa 7a granicni ordinal ~;

(4) za svako « postoji F' € F,11 takav da vazi f,[F] € 7.

Pretpostavimo da smo konstruisali F,. Ako postoji skup F € F, takav
da f,[F] € T, onda stavljamo F,1 = F,. Ako je f,[F]| ¢ T (odatle sledi da
je falF] beskonacan skup) za svako F' € F,, onda numerisemo F, = {F), :
n € w}, i indukcijom konstruisemo skup U = {u,, : n € w} na sledeéi nacin.

Odaberimo proizvoljno uy € Fy takvo da f,(up) > 0 (takav element
postoji jer je f,[Fp] beskonacan). Ako su ug, uy, . . ., ug—1 veé poznati, mozemo
odabrati uy € [, Fi takvo da fo(ug) > k- fo(ugp—1).

Vazi U C* F,, za sve n € w. Skup f,[U] je tanak, jer:

lim —fa(un) < lim Jo(tn) = lim ! =0.
n—oo fa(un—i-l) n—o0 (n + 1) . fa(un) n—oom 4 1
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Indukcijski korak zavrsavamo tako sto za F,,q odaberemo prebrojivu filter-
bazu generisanu sa F, i skupom U.

Jasno je da svaki ultrafilter koji prosiruje | J F., jeste tanak. [J

a<wi

Gornje tvrdenje moze se znatno pojacati. Umesto pretpostavke da vazi
CH, dovoljno je pretpostaviti da vazi MAgpe. Stavise, pod tom pretpo-
stavkom dokazacemo ne samo postojanje tankog ultrafiltera, ve¢ postojanje
takvog koji nije P-tacka. Uporediti narednu teoremu sa teoremom 4.31: kako
ni A ni 7 nisu P-ideali (lema 5.4,) nista ne mozemo zakljuciti pozivajuéi se
na teoremu 4.31, ali uprkos tome slican zakljucak dobijamo uz jos slabiju
pretpostavku MA  ipe.

Teorema 5.11. Neka vazi MA ... Tada postoji tanak ultrafilter koji nije
P-tacka.

Dokaz.

Numerigimo “w = {f, : @ < ¢}, i neka je {R, : n € w} particija skupa w
na beskonaéne skupove. Zelimo konstruisati filter-bazu F takvu da za svako
F € F postoji beskona¢no mnogo n za koje je |F' N R,| = N,.

Transfinitnom indukcijom po « < ¢ konstruisac¢emo filter-baze F, koje
zadovoljavaju sledece uslove:

1) Fo je generisana Fréchetovim filterom i {w \ R, : n € w};
2) F, € Fp kad god je a < ;
) Fy = Uaer, Fa za granicni ordinal v;
4) za svako « je |Fo| < |a - Ry:
5) za svako a isvako F' € F, skup {n: |F N R,| =Ny} je beskonacan;
6) za svako a postoji F' € F,1 takav da vazi f,[F] € 7.

Pretpostavimo da smo konstruisali F,. Ako postoji skup F' € F, takav
da f,[F] € T, onda stavljamo F,; = F,. Sada pretpostavimo da za svako
F e F, vazi f,|F]| ¢ F, (odatle sledi da je f,[F] beskonacan).

Ako postoji f;'[K] takvo da je f, '[K]NFNR, beskonacan za beskonacno
mnogo n, gde F' € F,, onda za F,.; uzimamo filter-bazu generisanu sa F,
i f71K]. U nastavku ¢emo pretpostaviti da takav skup ne postoji, to jest:
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(%) za svako f;1[K] postoji Fi € F, takvo daje f;![K]NFxNR, beskonacan
samo za konacno mnogo n.

Slucaj 1. (VF € Fo)({n € w: [fo[F N R,]| = No}| = Ng)

Nekaje Ir = {n € w: |fo[FNR,]| = No}. Posmatrajmo parcijalno ureden
skup

P={K € [w]”:v>u®kada je [u,v] N fo[K] = {u,v}}
sa parcijalnim uredenjem datim sa: K <p L ako K = Lili K D L i min(K \
L) > max L. Za svako F' € F,, n € Ir i k € w definigimo Dp,, = {K € P:
IKNFNR,| > k}.

Dokazimo da je Dp,, ;, gust u P za svako F' € F,, n € Ir, k € w. Uzmimo
proizvoljno L € P. Kako su FNR,, i f,[F N R,] beskonaéni skupovi, mozemo
izabrati L' C F N R, takav da |L'| = k, minL’ > maxL, f,(minL’) >
(max fo[L])? 1 fa(u) > (fa(v))?, kada god je u,v € L', u > v. Neka je
K =LUL" Ocigledno je da K € Dp,, ;1 K <p L.

Familija D = {Dpnx : F' € Fo, n € Ip, k € w} sadrzi manje od kontinu-
um mnogo gustih skupova u P. Prema MA e postoji D-genericki filter G.
Neka je U = |J{K : K € G}. Dokazujemo da U zadovoljava sledece:

o VFeF)({new: [UNFNR,| =N} = Ny):
Neka je dato F' € F,. Za svako n € Ir i svako k € w postoji K €
G N Dppg. Zato je UNFNR, > |KNFNR,| >k, odakle sledi
[UNFNR,| =Ny zasvako n € F.

o f,[U]€T:
Numerisimo f,[U] = {u, : n € w}. Za svako n € w postoji K,, € G
takvo da un, Uny1 € fo|K,]. Kako K, € P, imamo u,;; > (u,)* i

_Un 1 1 _Un 1 N
s < Prema tome, lim,,_ - < lim,, o = 0.

Indukcijski korak zavrsavamo tako sto za F,.; odaberemo filter-bazu

generisanu sa J, i skupom U.
Slucaj 2. (3Fy € Fo)([{n € w : | fa[Fo N Ry]| = Ro}| < Rp)
Za svako F' € F, neka je

IF:{HEW’FﬁFomRn‘>N01|fa[FmF0ﬂRn”<No}

Primetimo da je, prema pretpostavci, [r beskonacan za sve F' € F,. Za svako
n € Ir definis$imo

h(n) = max{m € fu[FNFyNR,]: |f.'[{m}NFNFNR,| =X}
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Poslednji skup je konacan i nije prazan, pa je definicija dobra.

Dokazimo da je skup {h(n) : n € Ip} beskonacan. Pretpostavimo su-
protno, da postoji h € w takvo da h(n) < h za sve n € Ip. Zbog (%)
znamo da postoji Fj, € F, takav da je {n : |f;'[0,h] N F,, N R,| = Ng}
konacan. Stoga je {n : |f;'[0,h] N F N FyN F, N R,| =Xy} konacan. Kako
je Irnp, konacan i Ipnp, C* Ip, postoji beskonacno mnogo n € [r takvih
da vazi |(F N FoNF, N R\ [0, k]| = RNg dok je fo[F'N FyN F,N R,
konacan. Sledi da mozemo naéi m € f,[F'N Fy N F, N R, \ [0, k] takvo da
vazi [f; [{m}]NFNFyNF,NR,| = Yy. Imamo m > h, $to je kontradikcija
sa definicijom od h(n).

Izaberimo niz Hr = (h;)icw Ciji su clanovi elementi iz {h(n) : n € I}, i
takav da h;; > (h;)? za svako i. Ocigledno je da je Hp tanak i beskonacan.
Primetimo da za svako h; € Hp postoji n; € I takvo da je f,'[h;]NFNEFyN
R, beskonacan. Takode, n; # n; za i # j, pa |f,'[Hr) NV F N FyN R,| = N
za beskona¢no mnogo n.

Posmatrajmo parcijalno ureden skup

P={K € [w]”:v>u?kada je [u,v] N K = {u,v}}

sa parcijalnim uredenjem datim sa K <p L ako K = L ili K D L i min(K \
L)>maxL.Za F € F, ik € wdefinisimo Dp, ={K € P: |KNHp| > k}.

Dokazimo sada da je Dpy gust u P za svako '€ F, 1k € w.

Uzmimo proizvoljno L € P. Postoji L' C Hg \ [0, (max L)?] takvo da vazi
|L'| = k. Neka je K = LU L. Oc¢igledno, K € D i K <p L.

Familija D = {Dpy : F' € F,, k € w} sadrzi manje od kontinuum mnogo
gustih skupova u P. Prema MA . postoji D-genericki filter G. Neka je
H = |J{K : K € G}. Sada nam preostaje da proverimo da li filter-baza
generisana sa F, i f,, '[H| zadovoljava uslove (5) i (6).

o VFeF){new: |fJ' HINFNR,| =N} = Ng:

[0}

Za svako F' € F, isvako k € w postoji K € GN D(F, k. Sledi da |{n €
w: [ HINFO R =Ro}| = [{n € w: [f K]NF N R = Ro}| = k.

o [lfd'[H]]=HEeT:
Numerisimo H = {u, : n € w}. Za svako n € w postoji K € G takvo

da U, uny1 € K. Kako K € P imamo u,,1 > (u,)*1i u“—il < UL Prema

tome, lim,,_, #11 < lim,, o t =0.
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Indukcijski korak zavrsavamo tako Sto za F,,; odaberemo filter-bazu
generisanu sa F,, i skupom f, '[H].

Konacno, neka je F = |J,. . Fa. Filter-baza F ima svojstvo da za svako
F € F postoji beskona¢no mnogo n takvih da je F'N R, beskonacan, i zato
moze biti prosirena do ultrafiltera koji nije P-tacka (pogledati dokaz teoreme
4.31). Ocigledno je, zbog uslova (6), da svaki ultrafilter koji jeste prosirenje
od F je tanak uktrafilter. [J

5.2 )W-ultrafilteri

Poslednji tip ultrafiltera kojim ¢emo se baviti jeste W-ultrafilter. U nji-
hovoj osnovi je pojam Van der Waerdenovog!? ideala.

Definicija 5.12. Van der Waerdenov ideal je familija
W ={A Cw: (3 € w)(A ne sadrzi aritmeticke progresije duzine > 1)}.

Ocigledno je da je W zatvoreno za podskupove, kao i da w ¢ W. Da
bismo pokazali da je W zatvoreno u odnosu na konac¢ne unije podseti¢emo
se teoreme Van der Waerdena, koju ovde navodimo bez dokaza.

Teorema 5.13. (Van der Waerden) [14, str. 11-17] Za svako k, [ € w postoji
N(k,l) € w takvo da za svako bojenje skupa {1,2,...,N(k,1)} sa k boja
postoji jednobojna aritmeticka progresija duzine .

Lema 5.14. W je zatvoren u odnosu na konacne unije.

Dokaz.

Neka su Ay, Ag, ..., A, € Wi pretpostavimo da je A = AjUA;U---UA, ¢
W, to jest, A sadrzi proizvoljno dugacku aritmeticku progresiju. Neka su u
skupu A;, 7 =1,2,...,r, sve aritmeticke progresije duzine najvise [;. Neka je
l=1+max{l;:i=1,2,...,r}. Prema teoremi 5.13 postoji N(r,1) takvo da
za svako bojenje skupa {1,2,..., N(r,1)} sa r boja postoji jednobojna arit-
meticka progresiju duzine [. Kako A sadrzi aritmeticku progresiju proizvoljne
duzine, u A uo¢imo progresiju duzine N(r,l), neka je to ai,as,...,ang-
Svaki od indeksa 1,2,..., N(r,1) obojimo jednom od r boja, pri ¢emu su
p i q isto obojeni akko a, i a, pripadaju istom od skupova Ay, Ay, ..., A,.
Kako medu ovim indeksima postoji jednobojna progresija duzine [, sledi da

13Bartel Leendert Van der Waerden (1903—1996), holandski matematicar
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se odgovarajudi elementi nalaze u istom skupu A; za neko ¢ =1,2,...,r. Oni
takode ¢ine i aritmeticku progresiju, te smo dobili aritmeticku progresiju
duzine [ u nekom od Ay, As, ..., A,, sto je u kontradikciji sa pretpostavkom.

O

Lako se vidi da W sadrzi sve kona¢ne skupove. Skup {2" : n € w} je
beskonacan skup koji se nalazi u W, jer ne sadrzi aritmeticku progresiju
duzine 3. Drugi primer beskona¢nog skupa koji se nalazi u W jeste skup
{n? : n € w}, jer ne sadrzi aritmeticku progresiju duzine 4 (ovo je primetio
jos Euler’®). Ova dva primera pokazuju da skupovi u W ne moraju biti
tanki niti skoro tanki. Medutim, svaki skoro tanak skup se nalazi u W S§to
dokazujemo u sledecoj lemi.

Lema 5.15. Ako je A ={a, :n € w} C w skoro tanak skup, onda A € W.

Dokaz.

Dokazujemo kontrapozicijom, to jest: ako A = {a, : n € w} C w sadrzi
aritmeticku progresiju proizvoljne duzine, onda limsup,,_, . i = 1. Neka
pretpostavka vazi. Tada za svako k € w postoje b, € wi dk > 0 takvi
dab,+j-d, € Azasve j =0,1,2...,k — 1. StaviSe, za svako k postoji
beskonacno mnogo takvih parova by i di. Zato postoji beskonacno mnogo
n € w takvih da vazi a, = by + (k — 2)dy, 1 by + (k — 1)d), € A. Za takve
elemente dobijamo:

Qp >bk+(l€—2)dk><k—2)dk k—2

\
£
|
—
~—
S

ko

Iz lim_ o i:f = 1 sledi limsup,,_,

=1, pa skup A nije skoro tanak. [J]

an+41

Dakle, svaki tanak ultrafilter je i W-ultrafilter, pa na osnovu teoreme
5.11 postoji W-ultrafilter koji nije P-tacka. U narednoj teoremi pokazujemo
i obrnuto.

Teorema 5.16. Neka vazi MA .. Tada postoji P-tacka koja nije W-ultra-
filter.

Dokaz.

Numerigimo sve particije skupa w na beskonacne skupove sa {R, : a <
c¢}. Transfinitnom indukcijom po « < ¢ konstruisaéemo filter-baze F, koje
zadovoljavaju sledece uslove:

14T eonhard Euler (1707—1783), §vajcarski matematicar i fizicar
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Fo je Fréchetov filter;
2) Fo € Fp kad god je a < S3;

4) za svako a je |F,| < |af - No;

(1)

(2)

(3) F, = Ua<, Fa za granicni ordinal ~;

(4)

(5) za svako «isvako F' € F, vazi F' ¢ W;

(6) za svako a postoji F' € F,41 takvo da ili postoji RS € R, koje ispun-
java F' C R%. ili za svako RY € R, vazi |[F'N RY| < V.

Indukcijski korak: pretpostavimo da nam je F, poznato i konstruisimo
fa—i-l:

Slucaj 1. (3K € [w])(VF € Fo)(F NU,ex RS € W)

Za neko ny € K filter-baza generisana sa R, i F, zadovoljava uslov (5).
Zaista, u suprotnom bi za svako n € K postojao skup F,, € F, takav da
F, N Ry € W. Odavde je (,cx Fn N U, e B € W, §to je kontradikcija
sa pretpostavkom slucaja 1. Dakle, za F,,; mozemo odabrati filter-bazu
generisanu sa F, i skupom Ry .

Slucaj 2. (VK € [w]~)(3Fk € Fo)(Fx NU, ¢k BB € W)

Posmatrajmo P = {(K,n) € [w]* xw: K C g, B, KN Ry # 0} i
definigimo (K, n) <p (L,m) ako je (K,n) = (L,m)ili K D L, min(K \ L) >
max L, n >mi (K \ L) N U, B =0. Za svako F' € F,, i k € w neka je

Dpy ={(K,n) € P: KN F sadrzi aritmeticku progresiju duzine k}

iD; ={(K,n) € P:n > j}. Tvrdimo da je Dpj gust u (P, <p) za svako
FeF,ikew,idaje D; gust u (P,<p) za svako j € w. Dokazimo to.

Neka je (L,m) € P proizvoljno. Prema pretpostavci postoji F,, € F,
takvo da F,, N U, B € W. Odavde sledi da (F,, N F) \ U, B &€ W.
Stoga mozemo odabrati aritmeticku progresiju L’ sa elementima iz (F,, N
F)\ Uig B takvu da vazi min L' > max L i duzina od L’ bude k. Neka je
n=max{i: L'NR*#0}i K =LUL' Lako se vidi da je (K,n) <p (L, m)
i (K,n) € Dpy. Zato je Dy, gust. Za j < m imamo (L, m) € D;, i za svako
J > m mozemo odabrati proizvoljno r € R} takvo da vazi r > max L. Neka
je K' = LU{r}. Naravno, (K',j) <p (L,m) i (K',j) € Dj, te je D; gust.

Familija D = {Dpy : F € Fo,k € wp U{D, : j € w} sastoji se od gustih
skupova u P i |D| < ¢. Otud postoji D-genericki filter G.

Neka je U = |U{K : (K,n) € G}. Ostaje nam da proverimo sledece:
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e Za svako F' € F, skup F'NU sadrzi aritmeticku progresiju proizvoljne
duzine.

Neka je k € w proizvoljno. Za svako K € G N Dpy imamo U O K
i K N F sadrzi aritmeticku progresiju duzine k. Stoga U N F' sadrzi
aritmeticku progresiju proizvoljne duzine.

e Za svako R% € R, vazi |U N R%| < N,.

Uzmimo (K, J,) € GN D, gde je j, = min{j : (3K € [w]*)(K,j) €
G N D,}. Sada primetimo da za (K, m) € G imamo K N RY = () ako je
m <nida KNRY = K, NR; ako je m > n. Zaista, prvo je jasno,
a drugo sledi ukoliko posmatramo (L,m') € G takvo da (L,m’) <p
(K,m) i (L,m') <p (K,,Jjn) (takvo postoji jer je G filter), za koje
imamo LN R, = KNRYiLNRY = K, N RY. Odavde sledi da je
UNR;y =K, N RS konacan.

Indukcijski korak zavrsavamo tako Sto za F,,; odaberemo filter-bazu
generisanu sa J, i skupom U.

Ocigledno je da svaki ultrafilter koji prosiruje F = (.. Fa jeste P-tacka.
Zbog uslova (5) postoji ultrafilter koji prosiruje F i koji je prosirenje dualnog
filtera od W, to jest nije W-ultrafilter. [J
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