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Novi Sad, 2015



2



Sadržaj
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Predgovor

Teoremu kojom se bavimo u ovom radu dokazali su nemački matematičar Ka-
ntor i švedski matematičar Bendikson 1883. godine nezavisno jedan od drugog.
Veliki broj pojmova koje koristimo u radu prvi je uveo ili proučavao upravo
Kantor: od pojma kardinalnosti skupa, preko ideje ordinala, pa sve do Ka-
ntor-Bendiksonovog ranga. U vreme kada je teorema dokazana, on je već bio
istaknuti naučnik. Mladi Bendikson imao je samo 22 godine kada je pokazao ovo
tvrdenje, čime se istakao svojim matematičkim umećem i van granica Švedske.

Teorema Kantor-Bendiksona tvrdi da se svaki poljski prostor može na jedi-
nstven način predstaviti kao disjunktna unija savršenog skupa (skupa čija je
svaka tačka tačka nagomilavanja) i prebrojivog skupa. Široka primena spomenu-
tog tvrdenja ostvarena je u topologiji, funkcionalnoj analizi, kao i u deskrip-
tivnoj teoriji skupova koja proučava odredene klase podskupova poljskih prostora.

Prvo poglavlje rada posvećeno je uvodnim pojmovima i tvrdenjima iz oblasti
teorije skupova i topologije. Dat je detaljan prikaz osobina dobro uredenih
skupova i ordinala, a posebno su istaknuti principi transfinitne indukcije i
rekurzije. Drugi deo prvog poglavlja obuhvata svojstva topoloških i metričkih
prostora. Navedene su osnovne definicije, teoreme i primeri koji će se koristiti
u nastavku.

Drugo poglavlje se bavi teoremom Kantor-Bendiksona. Predstavljeni su
poljski prostori, u okviru kojih se teorema najvǐse primenjuje. Definisani su
savršeni prostori, a zatim je formulisano i dokazano tvrdenje koje predstavlja
temu rada. U okviru ovog dela istaknute su i neposredne posledice teoreme, kao
što je činjenica da za poljske prostore važi Hipoteza kontinuuma.

U trećem poglavlju se uvodi pojam Kantor-Bendiksonovog izvoda i ranga,
koji proističu iz teoreme Kantor-Bendiksona. Navedena su svojstva rasutih
prostora, na kojima je ilustrovana njihova primena. Ukratko su data i svo-
jstva ordinala kao topoloških prostora. Ključno tvrdenje ovog dela je teorema
Sierpinski-Mazurkievič, kojom pokazujemo da je svaki prebrojiv kompaktan
Hausdorfov prostor homeomorfan ordinalu.

Četvrto poglavlje sadrži kratke biografije poznatih matematičara koji su ovu
teoremu dokazali.
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Poglavlje 1

Uvod

1.1 Uvodne napomene i oznake

Na samom početku rada dajemo pregled oznaka i pojmova koje ćemo koris-
titi, a nisu eksplicitno navedene u okviru daljeg teksta. Istaknimo prvo da
ćemo u radu u okviru tvrdenja koja se tiču teorije skupova koristiti ZFC sis-
tem aksioma (Zermelo-Frenkelov sistem aksioma sa aksiomom izbora), iako ih
uglavnom nećemo navoditi, jer bi to nepotrebno zakomplikovalo strukturu rada.
Ako posmatramo preslikavanje f : X → Y i A ⊆ X,B ⊆ Y sa f [A] = {f(x) :
x ∈ A} obeležavamo direktnu sliku skupa A, dok je f−1[B] = {x ∈ X : f(x) ∈
B} inverzna slika skupa B.
Partitivni skup datog skupaA (kolekciju svih podskupova skupaA) obeležavaćemo
sa P (A).

Definicija 1.1.1. Skupovi A i B su ekvipotentni (iste moći) ako i samo ako
postoji f : A→ B koje je bijekcija. Označava se sa A v B.

Definicija 1.1.2. Skup A je beskonačan ako i samo ako je ekvipotentan
nekom svom pravom podskupu (∃A1 ( A A1 v A). Skup je konačan ako
i samo ako nije beskonačan. Skup je prebrojiv ako i samo ako je ekvipotentan
skupu prirodnih brojeva.

Definicija 1.1.3. Kardinalni broj skupa A je klasa svih skupova koji su v
skupu A. Oznaka je |A|.

Definicija 1.1.4. Ako su |A| i |B| kardinalni brojevi, definǐsemo: |A| < |B|
ako i samo ako postoji injektivno preslikavanje f : A→ B.

Skup prirodnih brojeva bez nule označavaćemo sa N. Kardinalni broj skupa
prirodnih brojeva označavaćemo sa ℵ0 (dakle, |N| = ℵ0). Poznato je da je
skup racionalnih brojeva Q kardinalnosti ℵ0, dok skup realnih brojeva to nije.
Kardinalni broj skupa P (N) obeležava se sa c i pokazuje se da je to i kardinalni
broj skupa realnih brojeva.
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Teorema 1.1.5. Za svaki skup A važi |A| < |P (A)|.

U okviru posledica teoreme Kantor-Bendiksona biće reči i o Hipotezi kontin-
uuma, stoga je ovde navodimo. Naime, prethodna teorema nam daje ℵ0 = |N| <
|P (N)| = c, pa se postavlja pitanje da li postoji skup A takav da ℵ0 < |A| < c?
Hipoteza kontinuuma tvrdi da ne postoji skup A takav da ℵ0 < |A| < c.
Bitno je istaći da je ona nezavisna od aksioma teorije ZFC (ona se ne može ni
dokazati ni oboriti na osnovu aksioma ZFC).

Teorema 1.1.6. Šreder-Bernštajn Ako su A,B proizvoljni skupovi takvi da
je |A| ≤ |B| i |B| ≤ |A|, tada je |A| = |B|.

Teorema 1.1.7. Unija najvǐse prebrojivo mnogo najvǐse prebrojivih skupova
je najvǐse prebrojiv skup.

Teorema 1.1.8. Konačnih podskupova prebrojivog skupa ima prebrojivo mnogo.

U okviru dokaza jedne teoreme biće nam potreban specijalan slučaj poz-
nate teoreme Remzija primenjene na skup prirodnih brojeva. Neka je [X]2 =
{{x, y} : x, y ∈ X ∧ x 6= y}.

Teorema 1.1.9. [Ramsey] Ako je [N]2 = K0 ∪K1 i K0 ∩K1 = ∅, onda postoji
beskonačan H ⊂ N i j ∈ {0, 1} takvi da [H]2 ⊂ Kj.

Ako je A neprazan skup i n ∈ N sa An označavamo skup svih nizova dužine
n u A. Dozvolićemo da n bude i 0 tako što definǐsemo A0 = ∅ (prazan niz).
Definǐsemo i A<ω = ∪n∈ωAn. Dužinu niza s obeležavaćemo sa |s|. Za s ∈ An
i m ≤ n je s|m = (s0, . . . , sm−1) (s|0 = ∅). Konačni nizovi s i t iz A su
kompatibilni ako je t ekstenzija s (u oznaci s ⊆ t), odnosno ako je s = t|m
za neko m ≤ |s|. U suprotnom, nizovi su nekompatibilni, što se označava sa
s ⊥ t. Konkatenacija nizova s = 〈si : i < n〉 i t = 〈tj : j < m〉 je nov niz ŝ t =
(s0, . . . , sn−1, t0, . . . , tm−1). Beskonačni niz pǐsemo sa 〈x(n)〉 = (xn) = 〈xn〉. Sa
Aω ćemo označiti skup svih beskonačnih nizova na skupu A.

U okviru deskriptivne teorije skupova često se pri dokazivanju tvrdenja ko-
riste sledeći pojmovi.

Definicija 1.1.10. Drvo na skupu A je podskup T ⊆ A<ω za koji važi:

t ∈ T ∧ s ⊂ t→ s ∈ t.

Elemente drveta nazivamo čvorovima. Beskonačna grana je niz x ∈ Aω

x|n ∈ T za svako n. Telo drveta T, [T] je skup njegovih beskonačnih grana.

T je savršeno ako i samo ako

(∀s ∈ T )(∃t, u)(t ⊇ s ∧ u ⊇ s ∧ t, u ∈ T ∧ t ⊥ u),

tj svaki član T ima dva nekompatibilna proširenja u T .
Drvo je potkresano ako za svako s ∈ T postoji a ∈ A da ŝ a ∈ T .
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1.2 Teorija skupova

Nakon uvodnih napomena predstojeći odeljak daje kratak osvrt na pojedine
delove teorije skupova koje ćemo koristiti u delu o primenama teoreme Kantor-
Bendiksona. Pri tome, posebnu pažnju posvećujemo ordinalima i njihovim svo-
jstvima. Dokazi tvrdenja ovog poglavlja mogu se naći u [5] i [11].

1.2.1 Dobro uredeni skupovi

Pojam uredenja, naročito linearnog i dobrog uredenja biće nam neophodan pri-
likom rada sa ordinalima, a kasnije i u susretu sa posebnom klasom topoloških
prostora indukovanih linearnim uredenjem.

Definicija 1.2.1. Neka je A skup. Binarna relacija ≤⊆ A2 je relacija parci-
jalnog uredenja ako i samo ako je refleksivna ((∀x ∈ A)x ≤ x), antisimetrična
((∀x, y ∈ A)x ≤ y ∧ y ≤ x ⇒ x = y)i tranzitivna ((∀x, z, y)x ≤ y ∧ y ≤ z ⇒
x ≤ z ). Tada je 〈A,≤〉 parcijalno ureden skup sa nosačem A.

U literaturi se ponekad koristi i termin ureden skup (kao na primer u [11]).
Na skupu prirodnih brojeva dobro poznata relacija ≤ je parcijalno uredenje.
U parcijalno uredenom skupu izdvajaju se tačke skupa A sa posebnim os-

obinama.

Definicija 1.2.2. Neka je 〈A,≤〉 parcijalno ureden skup, B ⊆ A i x ∈ A. Tada
je x:

• majoranta (gornje ograničenje) skupa B ako i samo ako za svako y ∈ B
y ≤ x;

• minoranta (donje ograničenje) skupa B ako i samo ako za svako y ∈ B
x ≤ y;

• najveći (najmanji) element skupa B ako i samo ako je x majoranta
(minoranta) B i x ∈ B; označavaćemo ga sa maxB (minB);

• maksimalan (minimalan) elemenat skupa B ako i samo ako ¬∃y ∈ B
tako da x ≤ y ∧ x 6= y (y ≤ x ∧ x 6= y);

• supremum (infimum) skupa B (u oznaci supB (infB)) ako i samo
ako je x najmanje gornje (najveće donje) ograničenje B, odnosno x je
min{y ∈ A : y je majoranta B} (max{y ∈ A : y je minoranta B});

Teorema 1.2.3. Neka je 〈A,≤〉 parcijalno ureden skup i B ⊆ A. Tada, ako
postoji najveći elemenat skupa B onda je on jedinstven.

Analogno tvrdenje važi i za najmanji elemenat skupa, kao i infimum i supre-
mum, dok za majorantu i minorantu skupa to ne važi - njih može biti i vǐse u
parcijalno uredenom skupu.
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Ako je 〈A,≤A〉 parcijalno ureden skup, neka za x, y ∈ A važi

x < y ⇔ x ≤ y ∧ x 6= y.

Na ovaj način smo definisali striktno parcijalno uredenje na skupu A. Može
se pokazati da tada za sve x, y, z ∈ A važi:

1. ¬(x < x) (irefleksivnost);

2. x ≤ y ∧ y ≤ x⇒ x = y (antisimetričnost);

3. x < y ∧ y < z ⇒ x < z (tranzitivnost).

Ako definǐsemo x ≤∗ y ⇔ x < y ∨ x = y, onda ≤∗=≤.
S druge strane, ako je <⊂ A2 proizvoljna binarna relacija koja zadovoljava
uslove prethodna tri uslova i definǐsemo

x ≤ y ⇔ x < y ∨ x = y,

onda se može pokazati da je 〈A,≤〉 parcijalno ureden skup. Prema tome, imamo
potpunu paralelu izmedu pojma parcijalnog uredenja i striktnog parcijalnog
uredenja: svako parcijalno uredenje ”indukuje” striktno i obratno.

Definicija 1.2.4. Neka su 〈A,≤A〉 i 〈B,≤B〉 parcijalno uredeni skupovi i pres-
likavanje f : A → B. Za funkciju f kažemo da je rastuća ako i samo ako
(∀x, y ∈ A) x ≤A y ⇒ f(x) ≤B f(y).
Preslikavanje f je izomorfizam ako i samo ako je: f bijekcija i ∀x, y ∈ A(x ≤A
y ⇐⇒ f(x) ≤B f(y)).
Tada za parcijalno uredene skupove 〈A,≤A〉 i 〈B,≤B〉 kažemo da su izomorfni
i to označavamo sa 〈A,≤A〉 ∼= 〈B,≤B〉.

Ako je preslikavanje f izomorfizam, tada je i inverzno presllkavanje f−1

izomorfizam.

Definicija 1.2.5. Neka je 〈A,≤〉 parcijalno ureden skup. 〈A,≤〉 je linearno
ureden skup ako i samo ako važi

(L) ∀x, y ∈ A(x ≤ y ∨ y ≤ x).

Svojstvo linearnosti (L) zahteva da svaka dva elementa datog skupa budu
uporediva. Zato se ovakav skup nekada naziva i lanac. Za skupove koji nemaju
uporedivih elemenata kažemo da predstavljaju antilanac.
Svima nam je intuitivno poznat primer skupa prirodnih brojeva na kome je
definisana relacija ≤. To je ujedno i primer linearno uredenog skupa.

Teorema 1.2.6. Neka je 〈L,<〉 linearno uredenje i 〈xn : n ∈ N〉 niz u L. Tada
on sadrži ili neopadajući podniz ili opadajući podniz.
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Dokaz. Definǐsemo K0 = {{m,n} : m < n ∧ xm ≤ xn} i K1 = {{m,n} : m <
n ∧ xm > xn}. Očigledno je [N]2 = {K0 ∪K1} i K0 ∩K1 = ∅. Prema teoremi
1.1.9, postoji skup H takav da je ili [H]2 ⊂ K0 ili [H]2 ⊂ K1. U prvom slučaju,
niz 〈xn : n ∈ N〉 je neopadajući, a u drugom opadajući.

Definicija 1.2.7. Parcijalno ureden skup 〈A,≤A〉 je dobro ureden ako i samo
ako svaki njegov neprazan podskup ima najmanji elemenat, to jest

(∀B)(∅ 6= B ⊂ A⇒ ∃x ∈ B ∀y ∈ B x ≤ y) (1.1)

Teorema 1.2.8. Ako je 〈A,≤A〉 dobro ureden, onda je on i linearno ureden
skup.

Dokaz. Da bismo pokazali da skup 〈A,≤A〉 linearno ureden, dovoljno je da
pokažemo osobinu linernosti - (L) iz definicije 1.2.1. Neka x, y ∈ A. Tada
B = {x, y} ∈ A, pa zbog 1.1 ∃t ∈ B ∀a ∈ B t ≤ a. Tada je moguće: t = x,
pa ako uzmemo a = y dobijamo x ≤ y; t = y, se radi analogno. U oba slučaja
sledi da je x ≤ y ∨ y ≤ x.

Teorema 1.2.9. Neka je 〈A,≤A〉 dobro ureden i B ⊆ A. Tada je i 〈B,≤B〉
dobro ureden.

Dokaz. 〈B,≤B〉1 je linearno ureden, što se lako pokazuje. Ostaje da se pokaže
da svaki neprazan podskup B ima minimum. Neka ∅ 6= C ⊂ B. Tada očigledno
C ⊆ A, pa postoji x ∈ C tako da za sve y ∈ C važi x ≤A y. Ali, tada za sve
y ∈ C važi i x ≤B y, odakle sledi da je x ≤B-minimum C.

Prema tome, podskup dobro uredenog skupa je ponovo dobro ureden.

Primer 1.2.10. Ako je 〈A,≤〉 dobro ureden skup i a ∈ A. Početni segment
skupa A odreden elementom a je podskup svih elemenata iz A koji su manji od
a, odnosno

pred〈A,≤〉(a) = {x ∈ A : x < a}.
Iz teoreme 1.2.9 sledi da je 〈pred〈A,≤〉(a),≤〉 takode dobro ureden skup.

Navedimo sada neke osobine dobro uredenih skupova koje će biti neophodne
za razumevanje pojma ordinala.

Teorema 1.2.11. Neka je 〈A,≤〉 dobro ureden skup i f : A → A rastuća
funkcija. Tada važi

∀x ∈ A x ≤ f(x).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka postoji x ∈ A tako da x > f(x). Pos-
matrajmo skup B = {x ∈ A|x > f(x)} ⊆ A. Očigledno je B 6= ∅, pa postoji
c = minB (jer je 〈A,≤〉 dobro ureden). S obzirom da c ∈ B važi c > f(c).
Po pretpostavci, f je rastuća funkcija, pa je f(f(c)) < f(c). Takode, prema
definiciji skupa B sledi da f(c) ∈ B, ali onda c nije minB, kontradikcija.

1Pri tome, podrazumevamo da je ≤B=≤A ∩B2.
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Prema tome, jedini automorfizam (izomorfizam skupa na samog sebe) dobro
uredenog skupa je identičko preslikavanje.

Teorema 1.2.12. Neka su 〈A,≤A〉 i 〈B,≤B〉 dobro uredeni skupovi i A ∼= B.
Tada postoji tačno jedan izomorfizam f : A→ B.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji i preslikavanje g : A → B koje
je takode izomorfizam. Preslikavanja g−1 ◦ f : A → A i f−1 ◦ g : A → A
su tada izomorfizmi, pa su i rastuća. Ako x ∈ A, na osnovu teoreme 1.2.11
imamo x ≤ (g−1 ◦ f)(x) i x ≤ (f−1 ◦ g)(x). Funkcija g je izomorfizam, pa sledi
g(x) ≤ g((g−1 ◦ f)(x)) = f(x), a i funkcija f je izomorfizam, pa imamo f(x) ≤
f((f−1◦g)(x)) = g(x). Tada, zbog (AS) iz definicije 1.2.1 sledi f(x) = g(x).

Teorema 1.2.13. Neka je 〈A,≤〉 dobro ureden skup. Tada:

(i) ne postoji x ∈ A tako da 〈A,≤〉 ∼= pred〈A,≤〉(x);

(ii) ne postoje x, y ∈ A takvi da je x 6= y ∧ pred〈A,≤〉(x) ∼= pred〈A,≤〉(y).

Dokaz. (i) Pretpostavimo suprotno, neka postoji x ∈ A i preslikavanje f : A→
pred〈A,≤〉(x) koje je izomorfizam. Na osnovu teoreme 1.2.11 imamo x ≤ f(x) <
x, iz čega sledi kontradikcija.
(ii) Posledica tvrdenja pod (i).

Teorema 1.2.13 ističe da dobro ureden skup ne može biti izomorfan svom
početnom segmentu. Ispitajmo sada odnos podskupa.

Teorema 1.2.14. Neka je 〈A,≤〉 dobro ureden skup i neka je ∅ 6= X ⊆ A sa
osobinom

∀x, y ∈ A (x ∈ X ∧ y ≤ x⇒ y ∈ X). (1.2)

Tada je X = A ili postoji c ∈ A tako da X = pred〈A,≤〉(c).

Dokaz. Ako je X = A, dokaz je gotov. Pretpostavimo da X 6= A. To znači da
postoji x ∈ A \X, pa je skup B = {x ∈ A : x /∈ X} neprazan. Iz teoreme 1.2.9
znamo da je i B dobro ureden, pa postoji b = minB. Uočimo da tada b /∈ X i za
svako y < b važi y ∈ X. Zbog toga, pred〈A,≤〉(b) ⊂ X. Ako z ∈ X \pred〈A,≤〉(b),
onda z /∈ pred〈A,≤〉(b), pa z ≥ b. Ali sada je b ≤ z ∈ X, pa zbog (1.2) je b ∈ X
imamo kontradikciju.

Konačno, može se pokazati da su dva dobro uredena skupa ili izomorfna ili
je jedan izomorfan početnom segmentu drugog (ili obratno).
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1.2.2 Ordinali

Pojam ordinala prvi put se javlja u drugoj polovini XIX veka. Prvi ga je
upotrebio nemački matematičar Georg Kantor. Od tada, različiti naučnici su
imali drugačiji pristup ovoj teoriji. Mi ćemo se koristiti pristupom koji je dao
von Neumann2 1923. godine. On je ordinale posmatrao kao specijalne skupove
koji se uzimaju kao istaknuti predstavnici klase svih mogućih dobro uredenih
skupova.

U nastavku, podrazumeva se da skupovi sa kojima radimo zadovoljavaju sve
aksiome ZF teorije.

Definicija 1.2.15. Skup A je tranzitivan ako i samo ako za sve x ∈ A važi
x ⊆ A.
Drugim rečima, skup A je tranzitivan ako za sve x važi implikacija a ∈ x ∈
A⇒ a ∈ A.

Primer 1.2.16. Skupovi ∅, {∅}, {∅, {∅}}, . . . su tranzitivni.

Definicija 1.2.17. Za skup A kažemo da je ordinal ako i samo ako važi:

(OR1) tranzitivnost: za sve x ∈ A važi x ⊆ A ;

(OR2) irefleksivnost relacije ∈: za sve x ∈ A važi ¬x ∈ x;

(OR3) tranzitivnost relacije ∈: za sve x, y, z ∈ A važi

x ∈ y ∧ y ∈ z ⇒ x ∈ z;

(OR4) za sve x, y, z ∈ A važi x = y ∨ x ∈ y ∨ y ∈ x (trihotomija);

(OR5) ∀X ⊂ A
(
X 6= ∅ ⇒ (∃y ∈ X) (∀z ∈ X \ {y} ) y ∈ z

)
.

Primetimo da iz osobine (OR1) definicije 1.2.17 sledi da je relacija ∈ ire-
fleksivna. Takode, iz osobine (OR4) vidimo da je 〈A,∈〉 linearno ureden skup.
Konačno, (OR5) nam daje da je 〈A,∈〉 i dobro ureden skup, pa možemo dati
ekvivalentnu definiciju ordinala.

Definicija 1.2.18. Za skup A kažemo da je ordinal ako i samo ako je tranzi-
tivan i relacija ∈ je dobro uredenje na A.

Primer 1.2.19. Skupovi ∅, {∅}, {∅, {∅}}, . . . su i ordinali. Lako se proverava
da zadovoljavaju uslove definicije 1.2.17.

Teorema 1.2.20. Neka je α ordinal i β ∈ α.

(i) β je ordinal;

(ii) β = pred(β) = {δ ∈ α|δ ∈ β}.
2John von Neumann (1903-1957), madarsko-američki matematičar
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Dokaz. (i) Pokažimo da je β ordinal. Znamo da je α tranzitivan skup, pa važi
β ∈ α ⇒ β ⊆ α. Iz teoreme 1.2.9 znamo da je podskup dobro uredenog skupa
takode dobro ureden, pa je 〈β,∈〉 dobro uredenje.
Ostaje da se pokaže da je β tranzitivan skup. Ako δ ∈ β tada i δ ∈ α (zbog
β ⊆ α). Neka γ ∈ δ. Zbog δ ∈ α je δ ⊆ α, pa δ ∈ α. To nam daje β, γ, δ ∈ α,
γ ∈ δ i δ ∈ β, zbog (OR3) je γ ∈ β. Dakle, δ ⊆ β za sve δ ∈ β, čime smo
pokazali da je β tranzitivan skup.
(ii) Pokazujemo β = pred(β) = {γ : γ ∈ β}. Ako γ ∈ β, zbog β ⊆ α imamo da
je γ ∈ α, pa γ ∈ pred(β). S druge strane, ako γ ∈ pred(β) onda, po definiciji
pred(β) imamo γ ∈ β.

Time smo pokazali da je svaki elemenat ordinala takode ordinal i da je sam
ordinal jednak svom početnom segmentu. U nastavku ćemo ispitati u kakvom
odnosu mogu biti dva ordinala.

Teorema 1.2.21. Ako je α ordinal različit od praznog skupa, onda je ∅ ∈ α i
∅ = minα.

Dokaz. S obzirom da je 〈α,∈〉 dobro ureden skup, postoji njegov najmanji ele-
menat, označimo ga sa β. Neka γ ∈ β, odnosno pretpostavimo da β 6= ∅. Tada
β ∈ α, pa zbog tranzitivnosti β ⊆ α. Sada γ ∈ α, pa iz teoreme 1.2.20 imamo
da su β i γ ordinali, ali γ ∈ β, a to je u kontradikciji sa pretpostavkom da je β
najmanji.

Važi i da izomorfni ordinali ujedno moraju biti i jednaki.

Teorema 1.2.22. Neka su α i β ordinali. Tada važi tačno jedna od sledećih
relacija:

α = β, α ∈ β, β ∈ α.

Definicija 1.2.23. Ako su α i β ordinali, definǐsemo:

α < β ⇐⇒ α ∈ β i α ≤ β ⇐⇒ α ∈ β ∨ α = β.

Primetimo da je očigledno α ≤ β ⇐⇒ α < β. Dokaz tvrdenja koje sledi je
rutinski.

Teorema 1.2.24. < je strogo linearno uredenje na klasi ordinala.

Nakon utvrdivanja osnovnih osobina ordinala, prelazimo na svojstva skupova
ordinala. Jedna od ključnih osobina ordinala data je sledećim tvrdenjem.

Teorema 1.2.25. Neka je α ordinal. Tada

α = {β : β je ordinal i β ∈ α}.

Definicija 1.2.26. Neka je X neprazan skup ordinala. Tada je supX = ∪X i
min(X) = ∩X.
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Teorema 1.2.27. Neka je X neprazan skup ordinala. Tada:

(i) presek elemenata X je ordinal;

(ii) presek elemenata X pripada skupu X;

(iii) za svako α ∈ X je ∩X ∈ α ili ∩X = α.

Dokaz. Pokažimo (ii). Prema tvrdenju pod (i) imamo ∩X ⊆ α za sve α ∈ X.
Neka za neko α ∈ X važi α ∈ ∩X. Tada α ∈ ∩X ⊆ α, pa α ∈ α, pa smo dobili
kontradikciju. Zbog trihotomije je

∀α ∈ X (∩X = α ∨ ∩X ∈ α) .

Neka je za sve α ∈ X ∩X ∈ α. Tada ∩X ∈ ∩α∈Xα = ∩X, pa opet imamo
kontradikciju. Dakle, ostaje da postoji α ∈ X tako da ∩X = α, pa je tvrdenje
dokazano. (iii) sledi direktno iz (ii).

Za uniju elemenata skupa ordinala X važi da je ona najmanji ordinal sadržan
u X.

Teorema 1.2.28. Svaki skup ordinala je dobro ureden relacijom ∈.

Dokaz. Pretpostavimo da je X 6= ∅ (ako je X prazan skup, dokaz je gotov).
Očigledno je (X,∈) linearno ureden skup, jer je irefleksivan, tranzitivan i važi
trihotomija. Uzmimo neprazan podskup Y skupa X. Kako je Y neprazan skup
ordinala, prema teoremi 1.2.27, ∩Y ∈ Y je najmanji ordinal u Y .

Kako je < na skupu ordinala dobro uredenje, važi sledeća teorema.

Teorema 1.2.29. Svaki opadajući niz ordinala je konačan.

Kao što smo videli iz definicije 1.2.17, ordinali su posebne vrste skupova.
Posmatrajmo {x : x je ordinal}. Ovo nije skup! Naime, od ranije nam je
poznat Raselov paradoks koji tvrdi da ne postoji ”skup svih skupova”, odnosno
ne postoji skup oblika {x : x /∈ x}. Isti je slučaj i sa ordinalima,̌sto ilustruje
sledeća teorema.

Teorema 1.2.30. (Burali-Fortijev paradoks) Ne postoji skup svih ordinala.

Dokaz. Pretpostavimo da je ON = {x : x je ordinal } skup. Na osnovi teoreme
1.2.29 on je onda dobro ureden relacijom ∈. Takode, on je i tranzitivan, jer za
ordinal α i β ∈ α, bilo bi β ∈ ON , pa α ⊂ ON . Na osnovu ovoga zaključujemo
da je ON ordinal. No, tada je ON ∈ ON , a to je nemoguće, jer nijedan skup
nije sam sebi elemenat.
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Dakle, ne može se govoriti o ”skupu” svih ordinala. Zbog toga uvodimo
pojam klase. Klase, za razliku od skupova, ne mogu pripadati drugim objek-
tima. Primetimo da se i skupovi mogu posmatrati kao klase. Klase koje nisu
skupovi nazivaćemo pravim klasama. U suštini, klase su formule. Elementi
klase su svi oni skupovi x koji zadovoljavaju formulu A(x). Navedimo primere
klasa koje smo već spominjali u radu.

Primer 1.2.31. Klasa svih skupova je V = {x|x = x} (naziva se i univerzalna
klasa), dok je klasa ordinala označena sa ON = {x|x je ordinal} (nekada se
označava i sa ORD). Klasa dobro uredenih skupova izomorfnih sa 〈A,R〉 je

type〈A,R〉 = {x|x je dobro ureden i x ∼= 〈A,R〉}.

Naredna teorema nam daje reprezentaciju ordinala pomoću dobro uredenih
skupova.

Teorema 1.2.32. Za svaki dobro ureden skup 〈X,<〉 postoji jedinstven ordinal
α takav da je α ∼= 〈X,<〉.

Jedinstvenost ovakvog ordinala α omogućava nam da definǐsemo type〈X,<
〉 = α - ordinalni tip uredenja 〈X,<〉.

Teorema 1.2.33. Ako je 〈X,<〉 dobro ureden skup tada je sa type〈X,<〉 = α
definisan ordinalni tip uredenja 〈X,<〉.

Spomenimo i posebnu vrstu ordinala - prirodne brojeve. Ako je α ordinal,
pokazuje se da je α ∪ {α} takode ordinal, pri čemu je α ⊂ α ∪ {α}. Takode,
može se pokazati da ne postoji β takvo da je α < β < α ∪ {α}. Označimo
α ∪ {α} = α + 1 (u literaturi se koristi i oznaka α ∪ {α} = α+).

Definicija 1.2.34. Ordinal α je sledbenik (nasledni) ako postoji ordinal β
takav da α = β+, dok za α kažemo da je granični ako nije 0 i nije nasledni.

Definicija 1.2.35. Ordinal α je prirodan broj ako i samo ako je

∀β ∈ ON(β ≤ α⇒ β = 0 ∨ β je naredni ).

Iako nećemo detaljnije ispitivati osobine ovako definisanih prirodnih brojeva,
napomenimo da je klasa svih prirodnih brojeva sa nulom (u oznaci ω) zapravo
skup i to prebrojiv. Takode, može se pokazati:

Teorema 1.2.36. ω je najmanji granični ordinal.

1.2.3 Transfinitna indukcija i rekurzija

U ovom segmentu rada objasnićemo pojmove transfinitne indukcije i rekurzije
koji su izuzetno značajni u teoriji skupova, ali i šire. Princip indukcije nam
daje ”alat” za dokazivanje tvrdenja, dok se principom rekurzije konstruǐsu novi
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objekti.
Sam termin ”indukcije” već nam je poznat od ranije. U okviru izučavanja
osobina prirodnih brojeva nemoguće je zaobići princip matematičke indukcije.
Grubo rečeno, ovaj princip tvrdi da ako neka osobina P važi za 1 i ako iz
osobine da važi za neko n ∈ N sledi da važi i za n+ 1, onda ta osobina važi za
sve prirodne brojeve. Preciznije, ako je P (x) neka formula, onda je

(P (0) ∧ ∀n ∈ N(P (n)⇒ P (n+ 1)))⇒ ∀n ∈ N(P (n))

U nastavku ćemo videti da je ovo samo jedan specijalni slučaj mnogo jačeg
tvrdenja.
Princip transfinitne indukcije prvo definǐsemo za dobro uredene skupove sledećim
tvrdenjem.

Teorema 1.2.37. Princip transfinitne indukcije
Neka je 〈A,≤A〉 dobro ureden skup i ∅ 6= B ⊂ A. Tada važi:

[(∀x ∈ A) pred〈A,≤〉(x) ⊂ B ⇒ x ∈ B]⇒ B = A. (1.3)

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da B 6= A, što znači da A \ B 6= ∅. Tada
∅ 6= A \ B ⊂ A, pa postoji x = min(A \ B). Posmatrajmo pred〈A,≤A〉(x).
Ako je pred〈A,≤A〉(x) = ∅, onda ∅ ⊂ B, pa x ∈ B, a to je nemoguće. Ako je
pred〈A,≤A〉(x) 6= ∅, neka t ∈ pred〈A,≤A〉(x). Sledi da t < x, pa t ∈ B, zbog
čega imamo pred〈A,≤A〉(x) ⊂ B. Zato je x ∈ B, što ponovo daje kontradikciju.
Zaključujemo da mora biti A = B.

Prethodna teorema nam daje sledeću posledicu koja se izuzetno lako dokazuje.

Teorema 1.2.38. Neka je 〈A,≤A〉 dobro ureden skup i B ⊂ A. Tada važi:

[a0 ∈ B ∧ (∀x ∈ A) (pred〈A,≤〉(x) ⊂ B ⇒ x ∈ B)]⇒ B = A. (1.4)

Ako uzmemo da je skup A skup prirodnih brojeva, dobijamo baš prin-
cip matematičke indukcije. Takode, za skup A možemo uzeti i neki ordinal,
s obzirom da su ordinali posebno definisani skupovi. Na osnovu prethodno
dokazanih teorema isto važi i za proizvoljan skup ordinala. Analogno tvrdenje
se može dobiti i ako se umesto skupa A posmatra neka potklasa ordinala. Prema
tome, princip transfinitne indukcije za klasu ordinala bi se mogao opisati na
sledeći način:

•Princip transfinitne indukcije Neka je A(α) neki iskaz definisan za
sve ordinale α. Pretpostavimo da je za svako α tačno: ako je za sve ordinale
β < α iskaz A(β) tačan, sledi da je tačan i za α. Tada je iskaz A(α) tačan za
sve ordinale.

Na kraju, samo navodimo princip transfinitne rekurzije koji ćemo koristiti
prilikom kontrukcije odredenih matematičkih objekata.
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Teorema 1.2.39. Princip transfinitne rekurzije Neka je G(x, y) formula
takva da je G : V → V . Tada postoji jedinstveno F tako da

(∀α)F (α) = G(F � α)

.

Njenu primenu pokazujemo odmah na primeru definisanja operacija sa or-
dinalima. Transfinitnom rekurzijom definǐsemo sabiranje ordinala. Ako je α
ordinal, onda:

(i) α + 0 = α;

(ii) α + (β + 1) = (α + β) + 1 za svako β ordinal;

(iii) α + β = supξ<β(α + ξ), ako je β > 0 granični ordinal.

Istim postupskom daje se i definicija množenja dva ordinala.

(i) α · 0 = 0;

(ii) α · (β + 1) = α · β + α za svako β;

(iii) α · β = supξ<β(α · ξ).

Ako su α i β ordinali, onda je uslov α ≤ β ekvivalentan uslovu da postoji
jedinstveni ordinal γ takav da α + γ = β. Takav ordinal se naziva razlika i
označava se sa γ = −α + β. Stepenovanje dva ordinala uvodimo na sledeći
način.

(i) α0 = 1;

(ii) αβ+1 = αβ · α;

(iii) αβ = supξ<βα
ξ za svako β > 0 granični ordinal.

Sabiranje i množenje ordinala su asocijativne operacije, ali nisu komutativne.

Primer 1.2.40. 1 + ω = ω < ω + 1 i 2ω = ω < ω · 2

Primer 1.2.41. Primer naslednog ordinala su svi prirodni brojevi i recimo
ω + 1. Ordinal ω + ω = ω · 2 je granični.

Poznata nam je definicija niza u skupu X kao preslikavanja x : N→ X, pri
čemu niz označavamo sa 〈xn : n ∈ N〉 ili 〈xn〉.

Definicija 1.2.42. Transfinitni niz je funkcija čiji je domen ordinal: 〈aβ :
β < α〉. Naziva se i α niz ili niz dužine α.
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1.3 Topologija

U ovom odeljku upoznajemo se sa pojmom i osnovnim osobinama topoloških
prostora, sa posebnim osvrtom na metričke prostore. Svrha poglavlja je podsećanje
na dobro poznata tvrdenja topologije i funkcionalne analize koja se izučavaju na
osnovnim studijama matematike, pa je većina teorema data bez dokaza. Zain-
teresovani čitaoci dokaze tvrdenja navedenih u ovom odeljku mogu naći u [7] i
[3].

1.3.1 Topološki prostori

Definicija 1.3.1. Neka je X neprazan skup. Za kolekciju O podskupova skupa
X kažemo da je kolekcija otvorenih skupova ako i samo ako su ispunjeni sledeći
uslovi:

(O1) Prazan skup i skup X su otvoreni, odnosno ∅, X ∈ O;

(O2) Presek svaka dva otvorena skupa je otvoren skup, odnosno za svakoO1, O2 ∈
O važi O1 ∩O2 ∈ O;

(O3) Unija proizvoljno mnogo otvorenih skupova je otvoren skup, odnosno za
svako {Oi|i ∈ I} važi

⋃
i∈I Oi ∈ O.

Kolekcija O je topologija na skupu X, uredeni par (X,O) nazivamo topolo-
škim prostorom, a elementi skupa X su tačke.

Kada smo objasnili pojam otvorenog skupa, prirodno se postavlja pitanje
osobina njegovog komplementa.

Definicija 1.3.2. Skup F ⊂ X je zatvoren ako i samo ako je skup X\F
otvoren skup. Kolekciju svih zatvorenih skupova označićemo sa F .

Teorema 1.3.3. Ako je (X,O) topološki prostor, tada familija svih zatvorenih
skupova zadovoljava sledeće uslove:

(F1) Prazan skup i skup X su zatvoreni;

(F2) Unija dva zatvorena skupa je zatvoren skup;

(F3) Presek proizvoljno mnogo zatvorenih skupova je zatvoren skup.

Neposredno iz definicija 1.3.1 i 1.3.2 i teoreme 1.3.3, primenom matematičke
indukcije lako se pokazuje sledeće tvrdenje.

Teorema 1.3.4. Neka je (X,O) topološki prostor.

(i) Presek konačno mnogo otvorenih skupova je otvoren skup.

(ii) Unija konačno mnogo zatvorenih skupova je zatvoren skup.
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Primer 1.3.5. Diskretna i antidiskretna topologija Ako je X proizvoljan
neprazan skup, onda je očigledno kolekcija svih podskupova skupa X topologija
na skupu X. Nazivamo je diskretnom topologijom i obeležavamo sa Odisc.
U diskretnom prostoru (X,Odisc) svaki skup je istovremeno i otvoren i zatvoren,
jer važi Odisc = P (X) = Fdisc.
Kolekcija {∅, X} je takode topologija na skupu X - antidiskretna topologija.
I u antidiskretnom prostoru (X,Oadisc) je očigledno Oadisc = Fadisc.

Uočimo i da ako je X 6= ∅ i O proizvoljna topologija na skupu X, onda je

Oadisc ⊆ O ⊆ Odisc.

Zanimljivo je da se na proizvoljnom skupu X topološka struktura može defin-
isati pomoću zatvorenih skupova. Naime, ako zadamo kolekciju F podskupova
skupa X na kojoj su ispunjeni uslovi (F1), (F2), (F3) i njene elemente nazovemo
zatvorenim skupovima, otvoreni skupovi će, očigledno, biti njihovi komplementi.
Ovo nije jedini način na koji se može definisati topologija, što će biti ilustrovano
kasnije u radu.

Definicija 1.3.6. Neka je (X,O) topološki prostor. Skup A ⊂ X je:

(i) Gδ skup ako i samo ako se može predstaviti kao presek prebrojive kolekcije
otvorenih skupova;

(ii) Fσ skup ako i samo ako se može predstaviti kao unija prebrojive kolekcije
zatvorenih skupova.

Definicija 1.3.7. Neka je (X,O) topološki prostor. Kolekcija B ⊆ P (X) je
baza topologije O ako i samo ako važe sledeći uslovi:

(B1) B ⊆ O (elementi B su otvoreni skupovi);

(B2) za svaki skup O ∈ O postoji familija {Bj : j ∈ J} ⊆ B tako da je O =⋃
j∈J Bj.

Drugim rečima, bazu topologije čine otvoreni skupovi takvi da se svaki
otvoren skup topologije O može prikazati kao unija neke potkolekcije kolek-
cije B.

Primer 1.3.8. Bazu diskretne topologije na skupu realnih brojeva čine svi
singltoni, odnosno

B = {{x} : x ∈ R}.

To je prilično lako zaključiti, s obzirom da se svaki otvoren skup O ∈ P (R)
može predstaviti kao O =

⋃
x∈O{x}.

Bitno je napomenuti da baza topologije u opštem slučaju nije jedinstvena.
Prilikom posmatranja vǐse baza istog topološkog prostora, važi sledeće tvrdenje.

Teorema 1.3.9. Neka je (X,O) topološki prostor i B baza topologije. Tada:
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(i) Ako je B ⊆ B1 ⊆ O, onda je i B1 baza topologije;

(ii) Ako je B′ ⊆ O i svako B ∈ B je unija nekih iz B′, onda je i B′ baza O;

(iii) Ako je i O1 topologija na skupu X, onda iz B ⊆ O1 sledi O ⊆ O1.

Na početku poglavlja topologiju smo definisali pomoću otvorenih skupova,
uz napomenu da se ona može zadati i na druge načine. Jedan od njih je da se
to učini zadavanjem njene baze.

Definicija 1.3.10. Ako je X neprazan skup, kolekcija B ⊆ P (X) je baza
neke topologije na skupu X ako i samo ako je kolekcija {

⋃
B∈B′ B : B′ ⊆ B}

topologija na skupu X (zatvorenje familije B u odnosu na proizvoljne unije
predstavlja topologiju na X).

Navodimo teoremu koja nam olakšava utvrdivanje da li je neka kolekcija
skupova baza neke topologije.

Teorema 1.3.11. Kolekcija B ⊆ P (X) je baza neke topologije na skupu X ako
i samo ako su ispunjeni uslovi:

(BN1)
⋃
B∈B B = X;

(BN2) ∀B1, B2 ∈ B ∃{Bi : i ∈ I} ⊂ B(B1 ∩B2 =
⋃
i∈I Bi).

Posledica 1.3.12. Neka je kolekcija podskupova B ⊂ P (X) takva da zadovol-
java uslove:

(BN1)
⋃
B∈B B = X;

(BN2’) ∀B1, B2 ∈ B(B1 ∩B2 ∈ B ∪ {∅}).

Tada je B baza neke topologije na skupu X.

Time smo naveli i jedan dovoljan uslov da familija skupova bude baza neke
topologije.

Primer 1.3.13. Uobičajena topologija na skupu R
Familija otvorenih intervala

B = {(a, b) : a, b ∈ R ∧ a < b} (1.5)

je baza neke topologije na R. To se lako pokazuje primenom teoreme 1.3.12.
Uslov (BN1) je zadovoljen, jer R =

⋃
n∈N(−n, n) ⊆

⋃
B∈B B = R. Ako je

(a1, b1), (a2, b2) ∈ B, onda jednostavno uzmemo a = min{a1, a2}, b = min{b1, b2},
pa je

(a1, b1) ∩ (a2, b2) =

{
∅, a ≥ b

(a, b), a 6= b

a to daje ispunjenost uslova (BN2′). Dakle, B je baza neke topologije na skupu
realnih brojeva. Ovu topologiju nazivamo uobičajena topologija na skupu R.
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Ona je jedna od prvih topologija koje su proučavane u matematici. Topološki
prostor sa uobičajenom topologijom označava se sa (R,Ouob). Dodajmo da je
skup O otvoren u (R,Ouob) ako i samo ako je unija neke familije otvorenih
interevala.
Može se pokazati i da se svaki neprazan otvoren skup O ∈ Ouob može predstaviti
kao unija najvǐse prebrojivo mnogo disjunktnih otvorenih intervala.

Definicija 1.3.14. Neka je (X,O) topološki prostor. Familija P ⊆ P (X) je
podbaza topologije O ako i samo ako je:

(P1) P ⊆ O;

(P2) Familija svih konačnih preseka elemenata P je neka baza topologije O.

Teorema 1.3.15. Ako je X 6= ∅ i S neka familija njegovih podskupova, onda
postoji najgrublja topologija na X koja sadrži familiju S.

Napomenimo da je to presek svih topologija koje sadrži datu kolekciju pod-
skupova (lako se pokazuje da je presek proizvoljne familije topologija na datom
skupu X ponovo topologija). Način na koji se konstruǐse takva topologija dat
je u narednoj teoremi.

Teorema 1.3.16. Neka je X 6= ∅ i familija S ⊆ P (X) takva da je
⋃
S = X.

Familija svih konačnih preseka elemenata S je baza neke topologije na skupu
X, a S je njena podbaza. To je i najmanja topologija koja sadrži S.

Posebno ćemo istaći topološke prostore sa prebrojivom bazom. Svojstva ovih
prostora koristićemo kasnije, naročito u okviru ispitivanja osobina metričkih
prostora.

Definicija 1.3.17. Topološki prostor (X,O) zadovoljava drugu aksiomu pre-
brojivosti ako i samo ako postoji baza B topologije takva da je |B| ≤ ℵ0.

Primer 1.3.18. (R,Ouob) zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti.
Familija B = {(p, q) : p, q ∈ Q ∧ p < q} je takode baza uobičajene topologije,
što se pokazuje direktno koristeći teoremu 1.3.9 i činjenicu da izmedu svaka dva
realna broja postoji racionalan broj.

Teorema 1.3.19. Topološki prostor (X,O) zadovoljava drugu aksiomu prebro-
jivosti ako i samo ako ima prebrojivu podbazu.

Dokaz. Ako topološki prostor zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti, to znači
da on ima prebrojivu bazu, a samim tim i prebrojivu podbazu (jer je svaka baza
ujedno i podbaza), pa je ovaj smer tvrdenja očigledan.
S druge strane, ako je P = {Pn : n ∈ N} prebrojiva podbaza topologije O, u
teoremi 1.3.16 smo videli da konačni preseci elemenata podbaze čine bazu O.
S obzirom da konačnih podskupova prebrojivog skupa ima prebrojivo mnogo
(teorema 1.1.8), zaključujemo da mora biti |B| ≤ ℵ0.
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U nastavku navodimo jednu od značajnijih teorema u topologiji koja se
bavi problemom prebrojivih baza prostora. Tačnije, pokazaćemo da svaka baza
prostora koji zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti sadrži prebrojiv podskup
koji je takode baza.

Teorema 1.3.20. [Teorema Lindelefa3]
Neka je (X,O) topološki prostor sa prebrojivom bazom B topologije O.

(i) Ako Oi ∈ O, i ∈ I, onda postoji prebrojiv podskup J ⊆ I takav da je⋃
i∈I

Oi =
⋃
i∈J

Oi.

(ii) Ako je B1 neka druga baza topologije O, onda postoji prebrojiv podskup
B′1 ⊆ B1 koji je baza topologije O.

Dokaz. Označimo sa B = {Bn : n ∈ N} prebrojivu bazu topologije O.
(i) Posmatrajmo skup M = {n ∈ N : ∃i ∈ I(Bn ⊆ Oi)}. Zbog aksiome
izbora, za svako n ∈ N možemo izabrati in ∈ I tako da je Bn ⊆ Oin . Neka je
J = {in : n ∈ N}. Dokažimo ⋃

i∈I

Oi =
⋃
i∈J

Oi.

Pokažimo prvo inkluziju ” ⊆ ”. Neka x ∈
⋃
i∈I Oi. Tada postoji i∗ ∈ I takvo

da x ∈ Oi∗ i postoji n0 ∈ N da x ∈ Bn0 ⊆ Oi∗ . Sada n0 ∈ M , odakle sledi
Bn0 ⊆ Oin0

⊆
⋃
i∈J Oi, što je i trebalo dokazati. Druga inkluzija očigledno važi,

jer J ⊆ I.
(ii) Označimo B1 = {Vi : i ∈ I} i za n ∈ N definǐsimo In = {i ∈ I : Vi ⊆ Bn}.
B1 je baza, pa je Bn =

⋃
i∈In Vi. Iz prethodno dokazanog pod (i) znamo da

postoji Jn ⊆ In tako da |Jn| ≤ ℵ0, pri čemu je

Bn =
⋃
i∈Jn

Vi.

Ako sada definǐsemo
B′1 = {Vi : i ∈

⋃
n∈N

Jn},

onda imamo |B′1| ≤ |
⋃
n∈N Jn| ≤ ℵ0 Ovde smo koristili da je prebrojiva unija

prebrojivih skupova prebrojiv skup. S obzirom da je svaki Bn unija nekih
elemenata kolekcije B′1, pa je prema teoremi 1.3.9 B′1 baza topologije O.

Osvrnimo se na još neke osobine topoloških prostora.

Definicija 1.3.21. Topološki prostor je povezan ako i samo ako ne postoje
otvoreni, neprazni skupovi U i V takvi da je X = U ∪V , pri čemu je U ∩V = ∅.
U suprotnom prostor je nepovezan.

3Ernst Leonhard Lindelöf (1870-1946),̌svedski matematičar
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Definicija 1.3.22. Topološki prostor (X,O) je nuladimenzionalan ako i
samo ako je Hausdorfov i ima bazu koju čine skupovi koji su istovremeno i
otvoreni i zatvoreni.

Primer takvih prostora su očigledno diskretna i antidiskretna topologija.

Definicija 1.3.23. Topološki prostor (X,O) je potpuno nepovezan ako i
samo ako za svake dve različite tačke prostora X postoji otvoreno-zatvoren
skup O takav da x ∈ O, ali y /∈ O.

Videli smo da se topologija može zadati preko otvorenih ili zatvorenih skupova.
Uvodenjem pojma okoline dobijamo još jednu mogućnost definisanja topološkog
prostora.

Definicija 1.3.24. Neka je (X,O) topološki prostor. Skup A ⊂ X je okolina
tačke x ∈ X ako i samo ako postoji otvoren skup O takav da je x ∈ O ⊆ A.
Skup svih okolina date tačke označicemo sa U(x).

Primer 1.3.25. U diskretnom prostoru (R, P (R)) skup okolina tačke x je kolek-
cija svih skupova koji tu tačku sadrže: U(x) = {A ⊆ X : x ∈ A}.
Posmatrajmo prostor (R,Ouob). Intervali (−∞, 2), (−1, 1) su otvoreni skupovi,
a ujedno i okoline tačke 0. Za njih kažemo da su otvorene okoline date tačke.
Skup [−7, 5] je okolina koja nije otvorena.

Napomenimo da je presek dve okoline okolina i da je svaki nadskup okoline
takode okolina.
U nastavku ćemo pod pojmom okoline podrazumevati da se radi o otvorenoj
okolini posmatrane tačke.
Sada kada smo uveli pojam okoline, možemo dati malo drugačiji pristup pojmu
otvorenog skupa. Naime, važi sledeće tvrdenje, koje nam olakšava dokazivanje
da je neki skup otvoren.

Teorema 1.3.26. Neka je (X,O) topološki prostor. Tada: skup A ⊆ X je
otvoren ako i samo ako je okolina svake svoje tačke.

Definicija 1.3.27. Neka je (X,O) topološki prostor, x ∈ X. Familija skupova
B(x) je baza okolina tačke x ako i samo ako su ispunjeni sledeći uslovi:

(BO1) Elementi kolekcije B(x) su okoline tačke x, odnosno B(x) ⊆ U(x);

(BO2) ∀U ∈ U(x) ∃B ∈ B(x) (B ⊆ U).

Koristi se i termin lokalna baza. U(x) je jedna baza okolina tačke x.
Kao i kod baze topologije, posebno izdvajamo prostore koji imaju prebrojivu
bazu okolina u svakoj tački.

Definicija 1.3.28. Topološki prostor (X,O) zadovoljava prvu aksiomu pre-
brojivosti ako i samo ako u svakoj tački x ∈ X postoji prebrojiva baza okolina.
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Teorema 1.3.29. Neka je (X,O) topološki prostor, x ∈ X proizvoljna tačka i
B baza topologije O. Tada važi:

a) Familija B(x) = {B ∈ B : x ∈ B} je baza okolina tačke x;

b) Ako prostor (X,O) zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti, onda zado-
voljava i prvu aksiomu prebrojivosti.

Primer prostora koji zadovoljava I, ali ne i II aksiomu prebrojivosti može se
naći u [7], strana 79.

Teorema 1.3.30. Neka je (X,O) topološki prostor koji zadovoljava prvu ak-
siomu prebrojivosti. Tada svaka tačka x ∈ X ima prebrojivu bazu okolina koja
je pritom i opadajuća u odnosu na relaciju inkluzije.

Dokaz. Neka je {Bn : n ∈ N} neka prebrojiva baza okolina tačke x. Ako skupove
B′n, n ∈ N definǐsemo sa B′n = B1 ∩ B2 ∩ ... ∩ Bn, onda kolekcija {B′n : n ∈ N}
ima tražena svojstva.

Posmatrajući topološki prostor i njegov proizvoljan podskup, izdvajaju se
odredene tačke tog prostora koje imaju posebna svojstva, kako je opisano u
sledećoj definiciji.

Definicija 1.3.31. Neka je (X,O) topološki prostor i A ⊆ X. Tačka x ∈ X je:

• unutrašnja tačka skupa A ako i samo ako postoji O ∈ O takav da
x ∈ O ⊆ A; skup svih unutrašnjih tačaka naziva se unutrašnjost skupa
A (u oznaci IntA);

• spoljašnja tačka skupa A ako i samo ako postoji O ∈ O takav da x ∈
O ⊆ X \A; skup svih spoljašnjih tačaka naziva se spoljašnjost skupa A
(u oznaci ExtA);

• rubna tačka skupa A ako i samo ako za svaki O ∈ O koji je sadrži seče i
A i X \A; skup svih rubnih tačaka naziva se rub skupa A (u oznaci δA).

Teorema 1.3.32. Neka je (X,O) topološki prostor. Tada za sve A,B ⊆ X
važi:

(i) unutrašnjost skupa A je najveći otvoren podskup skupa A;

(ii) skup A je otvoren ako i samo ako je A = Int(A);

(iii) operator unutrašnjosti je monoton.

Definicija 1.3.33. Neka je (X,O) topološki prostor i A ⊆ X. Tačka x ∈ X je:

• adherentna tačka skupa A ako i samo ako svaka okolina tačke x seče A;
skup svih adherentnih tačaka naziva se adherencija skupa (ili zatvorenje),
u oznaci A;
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• tačka nagomilavanja skupa A ako i samo ako svaka okolina tačke x
seče skup A \ {x}, skup svih tačaka nagomilavanja naziva se izvod skupa
i označava sa A′;

Iz definicije je očigledno da je svaka tačka nagomilavanja skupa A ujedno i
njena adherentna tačka, dok obratno ne važi.

Definicija 1.3.34. Neka je (X,O) topološki prostor. Tačka x ∈ A ⊆ X je
izolovana tačka skupa A ako i samo ako postoji otvoren skup O takav da
O ∩ A = {x}.

Očigledno je da je spoljašnjost skupa A prostora X zapravo unutrašnjost
njenog komplementa. Takode, važi i X = IntA ∪ ExtA ∪ δA i dati skupovi su
disjunktni (neki mogu biti i prazni). Može se pokazati da je rub skupa zatvoren
i da je adherencija skupa najmanji zatvoren nadskup skupa A.

Teorema 1.3.35. Neka je (X,O) topološki prostor i A ⊆ X. Tada važi da
je skup zatvoren ako i samo ako sadrži sve svoje tačke nagomilavanja, to jest
A ∈ F ⇔ A′ ⊆ A.

Definicija 1.3.36. Neka je (X,O) topološki prostor. Za skup D ⊂ X kažemo
da je gust u X ako i samo ako je D̄ = X. (X,O) je separabilan topološki
prostor ako i samo ako postoji skup D ⊂ X koji je gust i prebrojiv.

Primer 1.3.37. Prostor (R,Ouob) je separabilan.
Skup racionalnih brojeva (Q) je gust u R. Naime, u primeru 1.3.13 smo pokazali
da je B = {(a, b) : a, b ∈ R∧ a < b} baza uobičajene topologije. Znamo da je Q
prebrojiv i Q ∩ (a, b) 6= ∅ za sve a, b ∈ R, što znači da Q jeste gust u R.

Teorema 1.3.38. Neka je (X,O) topološki prostor i B proizvoljna baza topologije
O. Važi: skup D ⊂ X je gust ako i samo ako je B ∩D 6= ∅ za svaki neprazan
skup B ∈ B.

U praksi se najčešće koristi specijalan slučaj prethodne teoreme.

Teorema 1.3.39. Skup D je gust ako i samo ako seče svaki neprazan otvoren
skup O ∈ O.

Teorema 1.3.40. Svaki topološki prostor koji zadovoljava drugu aksiomu pre-
brojivosti je i separabilan.

Dokaz. Neka je (X,O) topološki prostor koji zadovoljava drugu aksiomu pre-
brojivosti. To znači da postoji prebrojiva baza topologije O, označimo je sa
B = {Bn : n ∈ N}.Bez umanjenja opštosti, pretpostavimo da su bazni skupovi
neprazni. Aksiomom izbora iz svakog baznog skupa Bn izaberimo elemenat
xn ∈ Bn. Tada skup D = {xn : n ∈ N} seče svako Bn ∈ B, pa je na osnovu
teoreme 1.3.39 gust skup. Ako uočimo da je |D| ≤ ℵ0, očigledno je da je prostor
(X,O) separabilan.
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Sa pojmovima neprekidnosti i granične vrednosti funkcije smo se upoznali
još na osnovnim kursevima analize. U topološkim prostorima, daje se njihova
uopštenija definicija.

Definicija 1.3.41. Neka su (X,OX) i (Y,OY ) topološki prostori i x0 ∈ X.
Preslikavanje f : X → Y je neprekidno u tački x0 ako i samo ako za svaku
okolinu V tačke f(x0) postoji okolina U tačke x0 tako da f [U ] ⊆ V . Funkcija
f je neprekidna ako i samo ako je neprekidna u svakoj tački skupa X.

Teorema 1.3.42. Neka su (X,OX) i (Y,OY ) topološki prostori i f : X → Y
dato preslikavanje. Tada su uslovi ekvivalentni:

(i) f je neprekidno presllikavanje;

(ii) Inverzna slika otvorenog skupa je otvoren skup, odnosno za svako O ∈ OY
je f−1[O] ∈ OX ;

(iii) Inverzna slika zatvorenog skupa je zatvoren skup, odnosno za svako F ∈
FY je f−1[F ] ∈ FX ;

(iv) Za svaki skup B ∈ BY (gde je sa BY označena proizvoljna baza prostora
OY ) važi da je f−1[B] ⊆ X otvoren skup;

(v) Za svaki skup P ∈ PY (gde je sa BY označena proizvoljna podbaza pros-
tora OY ) važi da je f−1[P ] ⊆ X otvoren skup;

(v) Za svako A ⊂ X važi f [A] ⊆ f [A].

Uslov neprekidnosti ima veliki broj ekvivalentnih tvrdenja, kao što je pokazala
prethodna teorema. U zavisnosti od potreba dokaza koje radimo, koristićemo
neke od njih.

Primer 1.3.43. Svako preslikavanje iz diskretnog prostora je neprekidno, jer je
očigledno inverzna slika otvorenog skupa svakako otvoren skup. Medutim, važi
i obratno tvrdenje: ako je za svaki topološki prostor (X,OX) i (Y,OY ) svako
preslikavanje f : X → Y neprekidno, onda je topologija na skupu X diskretna.

Primer 1.3.44. Ako je f : X → Y proizvoljno preslikavanje, pri čemu je
(Y,OY ) antidiskretni prostor, f je neprekidno. Naime, ako je OY = {∅, Y }
antidiskretna topologija, onda je f−1[∅] = ∅ i f−1[Y ] = X, a iz definicije
1.3.1∅, X ∈ OX .

Definicija 1.3.45. Neka su (X,OX) i (Y,OY ) topološki prostori. Preslikavanje
f : X → Y je:

• otvoreno ako i samo ako za svaki otvoren skup O u OX f [O] ∈ OY ;

• zatvoreno ako i samo ako za svaki zatvoren skup F u X f [F ] ∈ FY ;
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• homeomorfizam ako i samo ako je obostrano neprekidna bijekcija. Pros-
tori X i Y su homeomorfni ako i samo ako postoji homeomorfizam
f : X → Y . Homeomorfizam topoloških prostora označavamo sa X ∼= Y .

Definicija homeomorfizma zahteva da funkcija f bude neprekidna bijekcija
i da f−1 bude neprekidno preslikavanje. Dodajmo da je u klasi topoloških
prostora ∼= refleksivna, simetrična i tranzitivna.

Teorema 1.3.46. Neka su (X,OX) i (Y,OY ) topološki prostori i f : X → Y
neprekidna bijekcija. Tada su dati uslovi ekvivalentni:

(i) f je homeomorfizam;

(ii) f je otvoreno;

(iii) f je zatvoreno.

Bitno je napomenuti da se neke osobine topoloških prostora prenose na sve
njegove neprekidne slike.

Definicija 1.3.47. Ako je P neka osobina kažemo da je ona invarijanta
neprekidnih preslikavanja ako i samo ako za proizvoljne topološke prostore
(X,OX) i (Y,OY ) važi da ako X ima osobinu P i postoji neprekidno pres-
likavanje f : X → Y koje je sirjekcija, tada i Y ima tu osobinu.

Analogno se definǐsu invarijante otvorenih, zatvorenih preslikavanja, kao i
homeomorfizama. Invarijante homeomorfizama se nazivaju topološke osobine.

Teorema 1.3.48. Separabilnost je invarijanta neprekidnih preslikavanja, pa i
topološka osobina.

U okviru teme rada bavićemo se i topologijom koju ”nasleduju” podskupovi
skupa X topološkog prostora (X,O).

Teorema 1.3.49. Neka je (X,O) topološki prostor i A neprazan podskup skupa
X. Tada je sa OA = {O ∩ A : O ∈ O} definisana topologija na skupu A.

Definicija 1.3.50. Topologija OA je indukovana topologijom O na skupu A.
Topološki prostor (A,OA) naziva se potprostor prostora (X,O).

Označimo sa FA familiju svih zatvorenih skupova prostora (A,OA). Dokaz
narednog tvrdenja je jednostavan.

Teorema 1.3.51. Neka je (X,O) topološki prostor i A ⊆ X neprazan skup.
Tada važi:

(ii) FA = {F ∩ A : F ∈ F};

(ii) OA ⊆ O ako i samo ako A ∈ O;

(iii) FA ⊆ F ako i samo ako A ∈ F .
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Definicija 1.3.52. Topološka osobina P je nasledna ako i samo ako za svaki
topološki prostor važi: ako prostor (X,O) poseduje osobinu P onda svaki njegov
potprostor ima tu osobinu. Za topološku osobinu kažemo da je nasleduju
otvoreni (zatvoreni) skupovi ako i samo ako važi: ako prostor (X,O) ima
osobinu P onda svaki njegov otvoren (zatvoren)potprostor ima tu osobinu.

Navodimo i neke aksiome separacije koje će biti od značaja u radu.

Definicija 1.3.53. Neka je (X,O) topološki prostor. On je:

• T0 -prostor ako i samo ako za svake sve različite tačke prostora postoji
otvoren skup koji sadrži tačno jednu od njih;

• T1 -prostor ako i samo ako za svake sve različite tačke x, y ∈ X postoji
otvoren skup O takav da x ∈ O i y /∈ O;

• T2 -prostor (Hausdorfov) ako i samo ako za svake sve različite tačke
x, y ∈ X postoje dusjunktni otvoreni skupovi U i V takvi da je x ∈ U i
y ∈ V .

Definicija 1.3.54. Ako je (X,O) topološki prostor, kažemo da je on regularan
ako i samo ako za svaki zatvoren skup F i svaku tačku x van skupa F postoje
disjunktni otvoreni skupovi O1 i O2 takvi da je x ∈ O1 i F ⊂ O2. Regularan T1

-prostor naziva se T3 -prostor.
Topološki prostor (X,O) je normalan ako i samo ako za svaka dva zatvorena
disjunktna skupa F1 i F2 postoje disjunktni otvoreni skupovi O1 i O2 takvi da
F1 ⊆ O1 i F2 ⊆ O2. X je T4 -prostor ako i samo ako je normalan T1 -prostor.

Teorema 1.3.55. Svaki T4-prostor je T3-prostor, svaki T3-prostor je Hausdor-
fov, svaki Hausdorfov prostor je T1, a svaki T1-prostor je i T0.

Teorema 1.3.56. Neka je (X,O) T1 prostor i x tačka nagomilavanja skupa
A ⊆ X. Tada u svakoj okolini tačke x postoji beskonačno mnogo elemenata
skupa A.

Definicija 1.3.57. Topološki prostor (X,O) je kompletno-regularan ako i
samo ako ∀F ∈ F ∀x ∈ X \ F ∃f : X → [0, 1] neprekidno tako da je f(x) =
0 ∧ f [F ] = {1}. Prostor je T3 1

2
ako i samo ako je T1 i kompletno-regularan.

Teorema 1.3.58. Svaki T4 prostor je i T3 1
2
.

Jedna od značajnih osobina topoloških prostora je i svojstvo kompaktnosti.

Definicija 1.3.59. Neka je (X,O) topološki prostor i ∅ 6= A ⊆ X. Kolekcija
{Oi : i ∈ I} je otvoreni pokrivač skupaA ako i samo ako jeA ⊆

⋃
i∈I Oi. Skup

{Oi1 , . . . , Oin} se naziva konačan potpokrivač pokrivača {Oi : i ∈ I} ako i
samo ako je A ⊆

⋃n
j=1Oi. Topološki prostor (X,O) je kompaktan ako i samo

ako svaki otvoreni pokrivač skupa X sadrži konačan potpokrivač. ∅ 6= A ⊆ X
je kompaktan skup ako i samo ako je (A,OA) kompaktan topološki prostor.
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Lako se pokazuje sledeća lema koja se češće koristi u dokazima.

Lema 1.3.60. Skup A je kompaktan u prostoru (X,O) ako i samo ako svaki
otvoren pokrivač A ima konačan potpokrivač.

Primetimo da je svaki prostor sa konačno mnogo tačaka kompaktan.

Definicija 1.3.61. Familija A ⊆ P (X) ima svojstvo konačnog preseka ako i
samo ako svaka konačna potfamilija A ima neprazan presek.

Teorema 1.3.62. Topološki prostor X je kompaktan ako i samo ako svaka
familija zatvorenih skupova sa svojstvom konačnog preseka ima neprazan pre-
sek.

Dokaz. Neka je (X,O) kompaktan prostor i {Fi : i ∈ I} familija zatvorenih
skupova tog prostora sa svojstvom konačnog preseka. Pretpostavimo da je⋂
i∈I Fi = ∅. Tada je X =

⋃
(X \Fi) otvoren pokivač X. Kako je X kompaktan,

postoje i1, . . . , ik ∈ I takvi da X =
⋃k
j=1(X \Fij), pa imamo da je ∅ =

⋂k
j=1 Fij ,

a to je u kontradikciji sa svojstvom konačnog preseka.
Pretpostavimo da svaka familija zatvorenih skupova sa svojstvom konačnog
preseka ima neprazan presek. Neka je {Oi : i ∈ I} otvoren pokrivač X. Tada
je ∅ =

⋂
i∈I(X \ Oi), pa prema pretpostavci familija skupova {X \ Oi : i ∈ I}

nema svojstvo konačnog preseka. Zato postoje i1, . . . , ik ∈ I da
⋂k
j=1(X \Oij) =

∅, odnosno X =
⋃k
j=1 Oij . Dakle, prostor ima konačan potpokrivač, pa je

kompaktan.

Teorema 1.3.63. Neka je (X,O) kompaktan prostor i F ⊆ X zatvoren skup.
Tada je F kompaktan.

Dokaz. Označimo sa
⋃
i∈I Oi otvoren pokrivač skupa F , Oi, i ∈ I su otvoreni

skupovi. Tada je (X \ F ) ∪
⋃
i∈I Oi otvoren pokrivač prostora X. Kako je X

kompaktan postoji njegov konačan potpokrivač X = (X \ F ) ∪Oi1 ∪ · · · ∪Oik .
Ali, tada je F ⊆ Oi1 ∪· · ·∪Oik , pa je prema lemi 1.3.60 F kompaktan skup.

Time je pokazano da je kompaktnost nasledna prema zatvorenim skupovima.

Teorema 1.3.64. Neka je (X,O) Hausdorfov prostor i A ⊆ X kompaktan
skup.

(i) Ako x /∈ A onda postoje disjunktni otvoreni skupovi U i V takvi da x ∈ V
i A ⊆ U .

(ii) Skup A je zatvoren.

Teorema 1.3.65. Neka je (X,O) kompaktan Hausdorfov prostor. Tada važi:
skup A ⊆ X je kompaktan ako i samo ako je zatvoren.

Teorema 1.3.66. Svaki kompaktan Hausdorfov prostor je T4-prostor.
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Teorema 1.3.67. Neprekidna funkcija preslikava kompaktan skup na kompak-
tan skup.

Teorema 1.3.68. Neka je f neprekidno preslikavanje kompaktnog prostora u
Hausdorfov prostor. Tada važi:

(i) f je zatvoreno preslikavanje;

(ii) Ako je preslikavanje f bijekcija, onda je homeomorfizam.

(iii) Ako je preslikavanje f injekcija, onda je potapanje.

Teorema 1.3.69. (Hajne-Borel) U (R,Ouob) A ⊆ R je kompaktan ako i samo
ako je zatvoren i ograničen.

Definicija 1.3.70. Neka su Xi, i ∈ I skupovi. Direktan proizvod familije
skupova {Xi : i ∈ I} je skup svih funkcija x : I →

⋃
i∈I Xi sa osobinom da

∀i ∈ I x(i) ∈ Xi. Označava se sa
∏

i∈I Xi.

Definicija 1.3.71. Neka je I 6= ∅, Xi 6= ∅, i ∈ I i i0 ∈ I. Preslikavanje
πi0 :

∏
i∈I Xi → Xi0 definisano sa πi0(〈xi〉) = xi0 je projekcija proizvoda∏

i∈I Xi na Xi0 .

Teorema 1.3.72. Neka je I 6= ∅ i neka su (Xi,Oi) i ∈ I topološki prostori.
Tada važi:

(i) Kolekcija P = {π−1
i [Oi] : i ∈ I ∧ Oi ∈ Oi} je podbaza neke topologije O

na skupu
∏

i∈I Xi.

(ii) Kolekcija svih konačnih preseka B = {
⋂
i∈K π

−1
i [Oi] : K ⊆ I ∧ |K| <

ℵ0 ∧ ∀i ∈ KOi ∈ Oi} je baza topologije O.

Definicija 1.3.73. Topologija definisana teoremom 1.3.72 naziva se topologija
Tihonova na

∏
i∈I Xi. Topološki prostor (

∏
i∈I Xi,O) je Tihonovski proizvod

topoloških prostora (Xi,Oi).

Definicija 1.3.74. Topološka osobina P je (prebrojivo) multiplikativna
ako i samo ako za svaku (prebrojivu) kolekciju topoloških prostora važi: ako za
svako i ∈ I prostor ima osobinu P , onda i proizvod poseduje tu osobinu.

Teorema 1.3.75. (Tihonov) Proizvod proizvoljne familije kompaktnih prostora
je kompaktan prostor.

Teorema 1.3.76. Druga aksioma prebrojivosti je prebrojivo multiplikativna.

Teorema 1.3.77. Separabilnost je prebrojivo multiplikativna osobina.

Primer 1.3.78. [Hilbertov kub] Prostor [0, 1]N naziva se Hilbetov kub.

Teorema 1.3.79. Svaki T3 1
2

prostor sa drugom aksiomom prebrojivosti može

da se potopi u Hilbertov kub [0, 1]N.
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Ključni pojam za definisanje kompletnih metričkih prostora biće Košijevi
nizova. Stoga se upoznajemo i sa terminom niza i njegovim svojstvima u nekim
klasama topoloških prostora.

Definicija 1.3.80. Neka je (X,O) topološki prostor. Za tačku a ∈ X kažemo
da je granica niza ako i samo ako važi: za svaku okolinu tačke a postoji
prirodan broj n0 takav da za svako n ≥ n0 xn pripada toj okolini. Za niz koji
ima granicu kažemo da je konvergentan.

U opštem slučaju, granica niza nije jedinstvena, ali važi sledeća teorema.

Teorema 1.3.81. U Hausdorfovom prostoru niz može imati najvǐse jednu
granicu.

Ako niz ima jedinstvenu granicu pǐsemo limn→∞ xn = a.

Teorema 1.3.82. Ako je a granica nekog niza tačaka skupa A, onda je a ∈ A.

Definicija 1.3.83. Niz 〈xn〉 u prostoru X je stacionaran ako i samo ako
postoje tačka a i n0 ∈ N takvi da je za sve n ≥ n0 xn = a.

Očigledno, u svakom topološkom prostoru stacionarni nizovi konvergiraju.

Primer 1.3.84. U diskretnom prostoru konvergiraju samo stacionarni nizovi.
Neka je 〈xn〉 konvergentan niz u diskretnom prostoru (X,P (X)). Granicu niza
označimo sa a. Posmatrajmo okolinu {a}, odnosno singlton. Prema prethodnoj
definiciji tada postoji prirodan broj n0 takav da za sve n ≥ n0 xn ∈ {a}, a to
znači da je xn = a.

Definicija 1.3.85. Neka su (X,OX) i (Y,OY ) topološki prostori i a proizvoljna
tačka. Preslikavaje f : X → Y je nizovno (sekvencijalno) neprekidno u a
ako i samo ako za svaki niz 〈xn〉 u prostoru X važi: ako lim xn = a onda
lim f(xn) = f(a).

Teorema 1.3.86. Ako je funkcija f : X → Y neprekidna u tački a onda je u
toj tački i sekvencijalno neprekidna.

Obratno ne mora da važi.

Teorema 1.3.87. Neka je (X,O) prostor sa prvom aksiomom prebrojivosti.

(i) Tada x ∈ A ako i samo ako postoji niz 〈xn〉 u A takav da limn→∞ xn = x.

(ii) Skup A je zatvoren ako i samo ako je granica svakog konvergentnog niza
tačaka iz skupa A takode elemenat skupa A;

(iii) D ⊆ X je gust ako i samo ako za svako x ∈ X postoji niz 〈xn〉 u D čija
je granica x.
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1.3.2 Metrički prostori

U ovom odeljku navodimo osnovne osobine metričkih prostora.

Definicija 1.3.88. Neka je X neprazan skup i d : X2 → [0,∞) funkcija takva
da za svako x, y, z ∈ X važi:

(M1) d(x, y) = 0 ako i samo ako x = y;

(M2) d(x, y) = d(y, x) (simetričnost);

(M3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (nejednakost trougla).

Preslikavanje d se naziva metrika na skupu X. Uredeni par (X, d) je metrički
prostor, a broj d(x, y) se naziva rastojanje tačaka x i y.

Skup L(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}, gde je x ∈ X i r > 0 naziva se
otvorena lopta sa centrom u x poluprečnika r.

Teorema 1.3.89. Neka je (X, d) metrički prostor. Ako je x ∈ X i r > 0, onda
za proizvoljno y ∈ L(x, r) postoji broj ρ > 0 takav da je L(y, ρ) ⊆ L(x, r).

U metričkom prostoru kolekcije ovako definisanih otvorenih lopti od velikog
su značaja, što se vidi iz sledećeg tvrdenja.

Teorema 1.3.90. Neka je (X, d) metrički prostor. Familija

Bd = {L(x, r) : x ∈ X, r > 0}

svih otvorenih lopti predstavlja bazu neke topologije Od na skupu X.

Dokaz. Pokazaćemo da su zadovoljeni uslovi (BN1) i (BN2) teoreme 1.3.11.
Ako je x ∈ X proizvoljna tačka, uočimo da je X =

⋃
n∈N L(x, n), jer za y ∈ X

postoji n0 ∈ N takvo da je d(x, y) < n0, pa y ∈ L(x, n0) ⊂
⋃
n∈N L(x, n).

Suprotna inkluzija je trivijalna i time smo pokazali uslov (BN1). Za uslov
(BN2) neka su L(x1, r1) i L(x2, r2) elementi Bd. Prema teoremi 1.3.89 za x ∈
L(x1, r1) ∩ L(x2, r2) postoje ρ1 > 0, ρ2 > 0 da L(x, ρi) ⊆ L(xi, ri) za i = 1, 2.
Tada je za ρ = min{ρ1, ρ2} x ∈ L(x, ρ) ⊆ L(x1, r1) ∩ L(x2, r2), pa je zbog
L(x, ρ) ∈ Bd dokazano (BN2).

Za topologiju definisanu prethodnom teoremom kažemo da je indukovana
(odredena) metrikom d.
Primetimo i da je familija svih otvorenih lopti tačke x jedna baza okolina te
tačke.

Zaključujemo da u proizvoljnom metričkom prostoru važi da je skup otvoren
ako i samo ako je unija neke kolekcije otvorenih lopti. Može se pokazati i sledeće
tvrdenje.

Teorema 1.3.91. U metričkom prostoru (X, d) skup O je otvoren ako i samo
ako za svako x ∈ O postoji otvorena lopta sa centrom u x koja je sadržana u
skupu O.
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Pored pojma metričkih prostora, značajni su nam i metrizabilni prostori.

Definicija 1.3.92. Topološki prostor (X,O) je metrizabilan ako i samo ako
postoji metrika d na skupu X takva da je O = Od.

Primer 1.3.93. Neka jeX proizvoljan neprazan skup. Definǐsemo preslikavanje
d : X2 → [0,∞) sa:

d(x, y) =

{
0, x = y
1, x 6= y.

Funkcija d je metrika na skupu X i nazivamo je trivijalna ili 01-metrika.
Uslovi (M1) i (M2) definicije metrike su očigledno zadovoljeni. Pokažimo (M3).
Ako bi postojale tačke x, y, z ∈ X takve da d(x, y) > d(x, z) + d(z, y), a s
obzirom da je d[X2] = {0, 1}, moralo bi biti d(x, y) = 1 i d(x, y) = d(z, y) = 0,
odakle x = y = z. Poslednja jednakost dala bi d(x, y) = 0, što je nemoguće.

Za proizvoljnu tačku x ∈ X imamo

L
(
x, 1

2

)
= {y ∈ X : d(x, y) = 0} = {x}, pa {x} ∈ Od.

Za proizvoljno A ⊆ X imamo A =
⋃
{x}, pa je Od = P (X), odnosno trivi-

jalna metrika indukuje diskretnu topologiju.

Iz prethodnog primera zaključujemo:

Posledica 1.3.94. Svaki diskretan prostor je metrizabilan.

Definicija 1.3.95. Neka je X 6= ∅. Metrike d1 i d2 na skupu X su uniformno
ekvivalentne ako i samo ako postoje k, h > 0 takvi da je za sve x, y ∈ X
d1(x, y) ≤ kd2(x, y) i x, y ∈ X d2(x, y) ≤ hd1(x, y).

Može se pokazati da je relacija ”biti uniformno ekvivalentan” u skupu svih
metrika na X refleksivna, simetrična i tranzitivna. U nastavku navodimo neke
ključne osobine metrike i metričkih prostora.

Definicija 1.3.96. Metrika d definisana na skupu X je ograničena ako i samo
ako postoji realan broj M > 0 takav da za sve x, y ∈ X važi: d(x, y) < M .

Teorema 1.3.97. Neka je (X, d) metrički prostor. Tada važi:

a) Funkcija d1 : X2 → R data sa

d1(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)

je ograničena metrika na skupu X.

b) Metrike d i d1 na skupu X odreduju istu topologiju.
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Primer 1.3.98. Posmatrajmo uobičajenu topologiju na skupu Rn. Za x =
〈x1, . . . , xn〉 i y = 〈y1, . . . , yn〉 ∈ Rn sledeće funkcije su metrike:
d1(x, y) =

∑
|xk−yk|, d2(x, y) =

√∑n
k=1(xk − yk)2, dp(x, y) = p

√∑n
k=1(xk − yk)p,

d∞(x, y) = max{|xk− yk| : k ≤ n}. Dokaz da su na ovaj način zaista definisane
metrike može se naći u [7].
Pokažimo da su one uniformno ekvivalentne. Važi:

dp(x, y) ≤ (n(d∞(x, y))p)
1
p = n

1
pd∞(x, y)

d∞(x, y) = ((d∞(x, y))p)
1
p ≤ (

n∑
k=1

(xk − yk)p)
1
p = dp(x, y).

Prema tome, metrike dp i d∞ su uniformno ekvivalentne, pa su i sve dp metrike
medusobno uniformno ekvivalentne.
Uočimo da je za n = 1 odgovarajuća metrika d∞ data sa d∞ : R2 → [0,∞),

d∞(x, y) = |x− y|.

Lako se pokazuje da je topologija indukovana ovom metrikom zapravo uobičajena
topologija na skupu R. Naime, očigledno je Bd ⊆ Buob, gde je Buob = {(a, b) :

a, b ∈ R∧a < b}. S druge strane, (a, b) = (x−r, x+r) za x =
a+ b

2
i r =

b− a
2

,

što konačno daje Bd = Buob.
Dakle, prostor (R,Ouob) je metrizabilan.

Definicija 1.3.99. Neka je X metrički prostor i A ⊆ X. Definǐsemo dijametar
skupa A sa

diam(A) = sup{d(x, y) : x, y ∈ A}.

Po definiciji uzimamo da je diam(∅) = 0.

Lema 1.3.100. Za proizvoljan podskup A metričkog prostora važi:
diam(A) = diam(A).

Uslov neprekidnosti u metričkim prostorima dobija poznatiju formulaciju sa
kojom smo se susreli u okviru osnovnog kursa realne analize.

Teorema 1.3.101. Neka su (X, dX) i (Y, dY ) metrički prostori. Preslikavanje
f : X → Y je neprekidno u tački x0 ako i samo ako

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ X)(dX(x, x0) < δ ⇒ dY (f(x), f(x0)) < ε). (1.6)

Teorema 1.3.102. Neka je (X, d) metrički prostor. Tada važi: (X, d) je sepa-
rabilan ako i samo ako zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti.

Teorema 1.3.103. Svaki metrički prostor je T4 prostor.

Teorema 1.3.104. Svaki metrički prostor zadovoljava prvu aksiomu prebro-
jivosti.
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Dokaz. Uzmimo da je (X, d) metrički prostor i x ∈ X. Dokažimo da je kolekcija
B(x) = {L(x, 1

n
) : n ∈ N} baza okolina tačke x. Uslov (BO1) očigledno važi,

jer je B(x) ⊆ U(x). Ako je U proizvoljna okolina tačke x, prema teoremi 1.3.91
postoji r > 0 takvo da L(x, r) ⊆ U . Neka je n prirodan broj takav da je
1

n
< r. Tada, za B = L(x, 1

n
) ∈ B(x) imamo B ⊆ U , čime je pokazano da važi

(BO2).

Istaknimo da teorema 1.3.104 važi i za svaki metrizabilan topološki prostor.
U nastavku navodimo još neka svojstva metrizabilnih prostora.

Teorema 1.3.105. Metrizabilnost je topološka osobina.

Teorema 1.3.106. Metrizabilnost je prebrojivo multiplikativna osobina.

Teorema 1.3.107. Metrizabilnost je nasledna osobina.

Kako se tema ovog rada odnosi i na tvrdenja u kompletnim metričkim pros-
torima, neophodno je objasniti i taj pojam. No, prvo se moramo upoznati sa
Košijevim nizovima.

Definicija 1.3.108. Neka je (X, d) metrički prostor. Niz 〈xn : n ∈ N〉 je
Košijev ako i samo ako važi:

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀m,n ≥ n0)(d(xn, xm) < ε). (1.7)

Definicija 1.3.109. Neka je (X, d) metrički prostor. Niz 〈xn : n ∈ N〉 je
ograničen ako i samo ako postoji M > 0 takvo da važi d(xi, xj) < M za sve
xi, xj iz niza 〈xn : n ∈ N〉.

Teorema 1.3.110. U proizvoljnom metričkom prostoru (X, d) važi:

(i) Svaki Košijev niz je ograničen.

(ii) Ako Košijev niz ima konvergentan podniz, onda je i sam konvergentan.

(iii) Svaki konvergentan niz je Košijev.

Definicija 1.3.111. Metrički prostor (X, d) je kompletan ako i samo ako je
svaki Košijev niz u X konvergentan.

Primer 1.3.112. Prostor sa diskretnom metrikom je kompletan.
Neka je (X, d) diskretan prostor i 〈xn〉 Košijev niz. Prema definiciji 1.3.108,
imamo da za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da za svako m,n ≥ n0 je
d(xm, xn) < ε. Uzmimo da je ε = 1

2
. Tada, zbog definicije trivijalne metrike

imamo da za sve m,n ≥ n0 je xm = xn = xn0 , pa se dobija stacionaran niz.
Dakle, niz je konvergentan.

Navodimo i jedan potreban i dovoljan uslov kompletnosti metričkog pros-
tora.
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Teorema 1.3.113. Kantor
Metrički prostor (X, d) je kompletan ako i samo ako za svaki opadajući niz
F1 ⊃ F2 ⊃ F3 ⊃ . . . nepraznih, zatvorenih i ograničenih skupova takvih da je
limn→∞ diam(Fn) = 0 važi

⋂
n∈N Fn 6= ∅.

Dokaz. Neka je (X, d) metrički prostor i neka je Fn, n ∈ N kolekcija zatvorenih
skupova sa osobinama navedenim u teoremi. Iz svakog skupa Fn biramo tačku
xn (to nam omogućava aksioma izbora). Pokažimo prvo da je niz 〈xn〉 Košijev.
Ako je ε > 0 dato, zbog limn→∞diam(Fn) = 0, postoji n0 ∈ N takvo da za sve
n ≥ n0 diam(Fn) < ε. Prema tome, za proizvoljne m,n ≥ n0 je xn, xm ∈ Fn0 , a
važi i d(xm, xn) ≤ diam(Fn0) < ε. Time smo pokazali da je niz Košijev. Kako
je prostor kompletan, niz je konvergentan. Označimo njegovu granicu sa x.
Podniz 〈xn : n ≥ m〉 niza 〈xn : n ∈ N〉 za proizvoljno m ∈ N je niz u skupu Fm i
konvergira ka x. Po pretpostavci Fm je zatvoren skup, pa iz teoreme 1.3.87 sledi
x ∈ Fm. Kako x ∈ Fm za svako m ∈ N konačno dobijamo da je

⋂
m∈N Fm 6= ∅.

Pretpostavimo da metrički prostor (X, d) zadovoljava uslov teoreme. Pokažimo
da je on kompletan. Neka je 〈xn : n ∈ N〉 Košijev niz u X. Posmatrajmo
skupove An = {xk : k ≥ n}, n ∈ N. Očigledno važi A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . .
Pokažimo da njihovi dijametri teže nuli. Niz 〈xn : n ∈ N〉 je Košijev, pa za dato
ε > 0 postoji n0 ∈ N takvo da za sve m,n ≥ n0 d(xm, xn) < ε, odakle sledi
diam(An0) = sup{d(xm, xn) : m,n ≥ n0} < ε. Za n ≥ n0 je An ⊂ An0 , pa je
diam(An) < ε za sve n ≥ n0, odnosno limn→∞ diam(An) = 0.
Uočimo da za skupove An, n ∈ N važi A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ . . . . Zbog leme 1.3.100
je diam(An) = diam(An), ti dijametri teže nuli. Dakle, po pretpostavci, sledi
da postoji tačka x koja pripada preseku skupova An. Ostaje da se pokaže da
je limn→∞ xn = x. Neka je ε > 0 dato. Tada postoji n0 ∈ N takvo da za svako
n ≥ n0 je diam(An) < ε, a kako je x, xn ∈ An, imamo d(x, xn) < ε. Time smo
pokazali konvergenciju niza i dokaz je kompletan.

Za ispitivanje kompaktnosti u metričkim prostorima koristićemo sledeća
tvrdenja.

Definicija 1.3.114. Topološki prostor (X,O) je nizovno kompaktan ako
i samo ako svaki niz u X ima konvergentan podniz. Prostor je prebrojivo
kompaktan ako i samo ako svaki beskonačan podskup skupa X ima tačku
nagomilavanja.

U metričkim prostorima važi ekvivalencija ovih pojmova.

Teorema 1.3.115. Neka je (X, d) metrički prostor. Tada su sledeći uslovi
ekvivalentni:

(i) (X, d) je kompaktan;

(ii) (X, d) je nizovno kompaktan;

(iii) (X, d) je prebrojivo kompaktan.
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Teorema 1.3.116. Svaki kompaktan metrički prostor je separabilan.

Teorema 1.3.117. Kompaktan metrički prostor je kompletan.

Primer 1.3.118. (R,Ouob) je kompletan.
Uzmimo proizvoljan Košijev niz 〈xn : n ∈ N〉 u R. Prema 1.3.110 (i) niz je
ograničen, pa pripada nekom intervalu [a, b] ⊂ R. Kako je [a, b] ograničen i
zatvoren skup, prema teoremi Hajne-Borela (1.3.69), on je i kompaktan. Teo-
rema 1.3.115 kaže da je on i nizovno kompaktan, pa niz 〈xn : n ∈ N〉 ima
konvergentan podniz. Konačno, prema teoremi 1.3.110 (ii) niz je konvergentan.
Prostor je kompletan.

Teorema 1.3.119. Neka je (X, d) metrički prostor. Ako je A ⊂ X kompaktan,
onda je on zatvoren i ograničen.

Kod preslikavanja izmedu metričkih prostora posebno ističemo funkcije koje
”čuvaju rastojanje”.

Definicija 1.3.120. Neka su dati metrički prostori (X, dX) i (Y, dY ). Preslika-
vanje f : X → Y je izometrija ako i samo ako za svako x1, x2 ∈ X važi

dX(x1, x2) = dY (f(x1), f(x2)).

Za prostore X i Y kažemo da su izometrični ako i samo ako postoji sirjektivna
izometrija iz skupa X u skup Y .

Teorema 1.3.121. Neka su (X, dX) i (Y, dY ) metrički prostori, neka je f : X →
Y izometrija, 〈xn〉 niz u prostoru X i x ∈ X. Tada važi:

a) limn→∞ xn = x ako i samo ako je limn→∞ f(xn) = f(x);

b) Niz 〈xn〉 je Košijev ako i samo ako je niz 〈f(xn)〉 Košijev.

Definicija 1.3.122. Za metrički prostor (Y, dY ) kažemo da je kompletiranje
metričkog prostora (X, dX) ako i samo ako je

(i) Y kompletan;

(ii) postoji izometrija f : X → Y ;

(iii) f [X] je gust skup u Y .

Teorema 1.3.123. Ako je (X, dX) nekompletan metrički prostor, onda postoji
kompletan metrički prostor (X̃, d) i izometrija f : X → X̃ tako da je f [X] gust
u prostoru X̃.

Kompletnost nije ni nasledna ni topološka osobina. Ali, važi sledeće bitno
tvrdenje.

Teorema 1.3.124. Neka je (X, d) kompletan metrički prostor. Skup K ⊆ X
je kompletan ako i samo ako je zatvoren.
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Definicija 1.3.125. Neka je X vektorski prostor nad poljem R. Preslikavanje
|| · || : X → [0,∞) sa osobinama:

(N1) ||x|| = 0 ako i samo ako je x = 0;

(N2) ||αx|| = |α|||x||;

(N3) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||

se naziva norma na skupu X, a (X, || · ||) je normiran vektorski prostor.

Ako je (X, || · ||) normiran vektorski prostor, onda je sa d : X2 → [0,∞),
d(x, y) = ||x− y|| za sve x, y ∈ X definisana metrika na X. Kompletan normi-
ran prostor naziva se Banahov prostor.
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Poglavlje 2

Teorema Kantor-Bendiksona

Prvo ćemo navesti oblik teoreme koji se najčešće primenjuje u deskriptivnoj
teoriji skupova, tj. formulaciju teoreme koja se odnosi na poljske prostore. Zato
se prvo upoznajemo sa definicijom i svojstvima poljskih prostora. Nakon toga,
teoremu Kantor-Bendiksona ćemo formulisati na prostorima koji nisu poljski
i dati direktniji dokaz. Konačno, uvodenjem pojma Kantor-Bendiksonovog
ranga u narednom poglavlju, dokaz teoreme koja predstavlja temu ovog rada
postaje skoro rutinski. Ovakvim redosledom izlaganja nastoji se pokazati da,
iako ova teorema u literaturi često ima komplikovan dokaz, (kao na primer u
[6]), suštinski, ona je mnogo jednostavnija.
S obzirom da se bitne posledice teoreme Kantor-Bendiksona zaključuju neposre-
dno iz njenog dokaza, one će biti navedene u okviru ovog poglavlja radi ko-
mpletnosti izlaganja.

2.1 Poljski prostori

Poljski prostori predstavljaju ključni pojam deskriptivne teorije skupova. Nare-
dnim poglavljem daje se pregled njihovih osnovnih svojstava.

Definicija 2.1.1. Separabilan, kompletno metrizabilan prostor naziva se poljski
prostor.

Iz same definicije 2.1.1, kao očigledna posledica izdvaja se naredno tvrdenje.

Teorema 2.1.2. [[6], Propozicija 3.3(i)] Kompletiranje separabilnog metričkog
prostora je poljski prostor.

Primeri poljskih prostora su nam dobro poznati od ranije. U nastavku
navodimo neke od njih.

Primer 2.1.3. Prostor realnih brojeva sa uobičajenom topologijom,
(R,Ouob), je poljski.

U primeru 1.3.98 smo pokazali da je prostor metrizabilan, a u primeru
1.3.118 da je i kompletan. Primer 1.3.37 nam daje separabilnost, pa je (R,Ouob)
poljski prostor.

41
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Primer 2.1.4. Prostor I = [0, 1] sa uobičajenom topologijom je poljski.
Posmatrajmo interval [0, 1] u (R,Ouob). U primeru 1.3.98 je pokazano da je
prostor realnih brojeva sa uobičajenom topologijom metrizabilan. Za metriku
na [0, 1] uzećemo restikciju metrike iz tog primera. Interval [0, 1] je zatvoren
i ograničen, pa je prema teoremi Hajne-Borela i kompaktan. Kompaktnost je
u metričkim prostorima ekvivalentna nizovnoj kompaktnosti (teorema 1.3.115),
što znači da svaki niz sadrži konvergentan podniz. Na osnovu teoreme 1.3.116
dobijamo da je svaki Košijev niz konvergentan, pa je I kompletan. On je i
separabilan jer je skup Q ∩ I gust i prebrojiv.

Istaknimo očigledno, ali značajno svojstvo poljskih prostora.

Teorema 2.1.5. Poljski prostori zadovoljavaju drugu aksiomu prebrojivosti.

Dokaz. Sledi direktno iz teoreme 1.3.102.

Primer 2.1.6. Prebrojivi diskretni prostori su poljski. Neka je X pre-
brojiv skup na kome je definisana diskretna topologija. Metrika

d(x, y) =

{
0, x = y
1, x 6= y

je kompletna metrika koja indukuje ovu topologiju, kao što je pokazano u
primeru 1.3.112. Prostor je i separabilan na osnovu teoreme 1.3.108, jer je
metrizabilan i zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti.

Teorema 2.1.7. [[12], Lema 1.5.] Neka je X poljski prostor i X0 ⊇ X1 ⊇ X2 ⊇
. . . zatvoreni podskupovi X takvi da limn→∞ diam(Xn) = 0. Tada postoji
x ∈ X sa svojstvom

⋂∞
n=0Xn = {x}.

Dokaz. Iz teoreme 1.3.113 direktno sledi da je
⋂∞
n=0Xn 6= ∅. Pretpostavimo

da presek nije singlton. Neka su x i y sadržani u
⋂∞
n=0 Xn i x 6= y. Tada je

d(x, y) = δ > 0 i diam(Xn) ≥ d(x, y) ≥ δ za svako n, a to je u kontradikciji sa
pretpostavkom teoreme.

Teorema 2.1.8. Neka je (X,OX) poljski prostor i (Y,OY ) proizvoljan topološki
prostor. Ako je preslikavanje f : X → Y homeomorfizam, onda je i (Y,OY )
poljski prostor.

Dokaz. Pokažimo prvo da je prostor (Y,OY ) metrizabilan. S obzirom da je
(X,O) poljski prostor, on je kompletno metrizabilan, pa postoji metrika dX :
X2 → [0,∞). Ako je preslikavanje f homeomorfizam, očigledno je to i f−1. Radi
jednostavnosti zapisa, označimo g = f−1. Definǐsimo preslikavanje dY : Y 2 →
[0,∞) sa dY (y1, y2) = dX(g(y1), g(y2)) za sve y1, y2 ∈ Y . Lako se proverava da
ovako definisana funkcija zadovoljava uslove (M1)− (M3) definicije 1.3.88.
Da bismo pokazali kompletnost, uzmimo Košijev niz 〈yn : n ∈ N〉 u Y i pokažimo
da konvergira. Niz 〈g(yn) : n ∈ N) u X je Košijev, jer za proizvoljno ε > 0
imamo dX(g(ym), g(yn)) = dY (ym, yn) < ε (jer je niz 〈yn〉 Košijev u Y i za dato ε
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postoji n0 ∈ N takvo da za sve n,m ≥ n0 važi dY (ym, yn) < ε). Prostor (X,OX)
je kompletno metrizabilan, pa je Košijev niz 〈g(yn) : n ∈ N〉 konvergentan,
odnosno postoji x0 ∈ X takvo da limn→∞ g(yn) = x0. Uočimo da je

dY (yn, f(x0)) = dX(g(yn), g(x0)) = dX(g(yn), x0) < ε,

pa je limx→∞ = f(x) ∈ Y . Time smo pokazalli da je dati prostor kompletno
metrizabilan.
Iz teoreme 1.3.48(i) znamo da je separabilnost topološka osobina, pa je konačno
prostor (Y,OY ) i separabilan, odnosno poljski prostor.

Ovo tvrdenje omogućilo nam je da zaključimo da je osobina ”biti poljski
prostor” topološka. Takode, otvorila nam je i mogućnost da otkrijemo nove
primere poljskih prostora, kao što je ilustrovano u nastavku.

Primer 2.1.9. Znamo da su topološki prostori (R,Ouob) i ((0, 1),Ouob) homeo-
morfni. Na osnovu teoreme 2.1.8 imamo da je (0, 1) poljski prostor, kao home-
omorfna slika poljskog prostora (R,Ouob). Medutim, uočimo da uobičajena
metrika na (0, 1) nije kompletna! To se lako vidi na primeru niza 〈 1

n
: n ∈ N〉.

On jeste Košijev, ali ne konvergira u datom skupu. Prema tome, na (0, 1) se
može definisati kompletna metrika (kao što je ilustrovano u dokazu teoreme
2.1.8).

Još jedna značajna osobina poljskih prostora je da je to svojstvo prebrojivo
multiplikativno.

Teorema 2.1.10. [[12], Primer 1.3.] Proizvod prebrojivo mnogo poljskih pros-
tora je poljski prostor.

Dokaz. Neka su prostori X1, X2, . . . poljski. To znači da su metrizabilni, pa
označimo sa dk kompletnu metriku koja odgovara prostoru (Xk, dk) za sve k ∈ N.
Zbog teoreme 1.3.97 možemo pretpostaviti da su metrike ograničene, odnosno
da je dk < 1. U teoremi 1.3.106 smo naveli da je metrizabilnost prebrojivo
multiplikativna osobina, odnosno na skupu

∏∞
n=0Xn se može definisati metrika.

Proverom definicije 1.3.88 zaključuje se da je sa:

d∗(f, g) =
∞∑
n=0

dn(f(n), g(n))

2n+1

definisana metrika. Pokažimo da je prostor (
∏∞

n=0Xn, d
∗) kompletan. Neka je

〈f0, f1, . . . 〉 Košijev niz u
∏∞

n=0 Xn. Uočimo da, prema definiciji Košijevog niza,
imamo (∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀m, k ≥ n0)(d∗(fm, fk) < ε). Za svako m, k je tada

dn(fm(n), fk(n))

2n+1
≤

∞∑
n=0

dn(fm(n), fk(n))

2n+1
= d∗(fm, fk) < ε,
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a to znači da je niz 〈f0(n), f1(n), . . . 〉 Košijev u prostoru Xn, za sve n ∈ N. S
obzirom da je (Xn, dn) poljski prostor, što znači da je i kompletan, sledi da je
niz 〈f0(n), f1(n), . . . 〉 konvergentan za svako n ∈ N. Označimo sa g(n) granicu
tog niza u Xn. Pokazujemo da je 〈g(0), g(1), . . . 〉 granica niza 〈f1, f2, . . . 〉. Neka
je ε > 0 dato. S obzirom da je limk→∞ fk(n) = g(n), postoji ln0 ∈ N takvo da
za sve l ≥ ln0 je dn(fl(n), g(n)) < ε

2
. Za ε > 0 odredimo prirodan broj M > 0

takvo da je 1
2M

< ε
2
. Neka je k = max{ln0 : n = 0, 1, . . . ,M − 1}. Uočimo da je

d∗(fl, g) =
∞∑
n=0

dn(fl(n), g(n))

2n+1
=

M−1∑
n=0

dn(fl(n), g(n))

2n+1
+

∞∑
n=M

dn(fl(n), g(n))

2n+1
.

Kod drugog sabirka koristimo ograničenost datih metrika i dobijamo

∞∑
n=M

dn(fl(n), g(n))

2n+1
≤

∞∑
n=M

1

2n+1
=

1

2M
<
ε

2
.

Dalje je
M−1∑
n=0

dn(fl(n), g(n))

2n+1
<
ε

4
+
ε

8
+ · · · < ε

2
.

Dobili smo da d∗(fl, g) < ε. Dakle, prostor je kompletan.
Ostaje da se pokaže separabilnost. Prostori Xi su separabilni za svako i ∈ N.
Neka je Gi = {x0

i , x
1
i , . . . } prebrojiv gust skup u Xi. Za σ ∈ N<ω definǐsemo

fσ(n) =

{
xnσ(n), n < |σ|
xn0 , n ≥ |σ|.

Pokažimo da skup G = {fσ : σ ∈ N<ω} gust u
∏
Xn. Pokazujemo da za svako

f ∈
∏
Xn i unapred dato ε > 0 skup G seče loptu B(f, ε). Ponovo uzmimo

prirodan broj M takav da 1
2M

< ε
2
. Kao što smo rekli, Xi su separabilni prostori

što znači da za i = 0, 1, . . . ,M − 1 postoje xiki ∈ B(f(i),
ε

2
). Ako je sada

σ(i) = ki za i = 0, 1, . . . ,M − 1 onda

d∗(fσ, f) =
M−1∑
n=0

dn(fσ(n), f(n))

2n+1
+

∞∑
n=M

dn(fσ(n), f(n))

2n+1
.

Drugi sabirak majoriramo kao u prvom delu dokaza, dok za prvi koristimo

M−1∑
n=0

dn(fσ(n), f(n))

2n+1
=

M−1∑
n=0

dn(xnkn , f(n))

2n+1
<
ε

2
(1 +

1

2
+ . . . ) =

ε

2

Dobili smo da je d∗(fσ, f) < ε, tj fσ ∈ B(f, ε). Uočimo da je skup G prebrojiv,
jer je skup svih konačnih nizova prirodnih brojeva prebrojiv. Time smo pokazali
da je proizvod prebrojivo mnogo poljskih prostora separabilan, a samim tim i
poljski.
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Primer 2.1.11. Hilbertov kub je poljski prostor.
Prostor H = IN je prema teoremi 2.1.10 i primeru 2.1.4 poljski.

Primer 2.1.12. [[6], Primer 3.4]Jaka topologija na L(X, Y )
Neka su X i Y separabilni Banahovi prostori. Sa L(X, Y ) označavamo Ba-
nahov prostor ograničenih linearnih operatora T , T : X → Y sa normom
||T || = sup{||Tx|| : x ∈ X, ||x|| ≤ 1}. Može se pokazati da je ograničenost
ekvivalentna uslovu neprekidnosti ([3]), pa se naziva i prostorom neprekidnih
linearnih funkcionela. Ako je X = Y koristimo oznaku L(X).
Jaka topologija na L(X, Y ) je topologija generisana linearnim funkcionelama
oblika fx(T ) = Tx, fx : L(X, Y )→ Y . Bazu prostora čine skupovi oblika

Yx1,...,xn,ε;T
= {S ∈ L(X, Y ) : ||Sx1 − Tx1|| < ε, . . . , ||Sxn − Txn|| < ε}

za sve x1, . . . , xn ∈ X, ε > 0 i T ∈ L(X, Y ). Označimo L1(X, Y ) = {T ∈
L(X, Y ) : ||T || < 1}. Lopta L1(X, Y ) sa (indukovanom) jakom topologijom je
poljski prostor.
Pokažimo to na primeru Banahovog prostora X. Po definiciji 1.3.125 on je
kompletan i metrizabilan, ostaje da se pokaže separabilnost. Neka je D ⊆
X prebrojiv i gust u X i neka je zatvoren u odnosu na racionalne linearne
kombinacije (odnosno, svaka racionalna linearna kombinacija elemenata D je u
skupu D). Prostor Y D je poljski na osnovu teoreme 2.1.10, jer je D prebrojiv
skup. Preslikavanje iz L1(X, Y ) u Y D dato sa T → T |D je injektivno i kodomen
je dat sa

{f ∈ Y D : (∀x, y ∈ D)(∀p, q ∈ Q)[f(px+qy) = pf(x)+qf(y)]∧(||f(x)|| ≤ ||x||)}

Pokazuje se lako da je ovo homeomorfizam, pa je L1(X, Y ) poljski prostor.

Primer 2.1.13. Ako je A prebrojiv, prostor AN koji predstavlja prebrojivo
mnogo kopija A sa diskretnom topologijom je poljski na osnovu primera 2.1.6 i
teoreme 2.1.10. Izdvojimo posebno sledeće slučajeve:

• ako je A = 2 = {0, 1}, sa C = AN označavamo Kantorov prostor;

• ako je A = N, tada je sa N = NN označen Berov prostor.

Dakle, Kantorov i Berov prostor su poljski prostori.

Primer 2.1.14. Kantorov prostor je kompaktan prostor jer je prostor {0, 1} sa
diskretnom topologijom kompaktan i važi teorema Tihonova (1.3.75).

Primerima 2.1.4 i 2.1.9 ilustrovani su potprostori (R,Ouob) koji su poljski. U
nastavku cilj nam je da odredimo kako se osobina ”biti poljski prostor” prenosi
na podskupove datog prostora X.

Definicija 2.1.15. Neka je (X,O) topološki prostor i (Y, d) metrički prostor.
Oscilacija funkcije f : X → Y u tački x ∈ X definǐse se na sledeći način:
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oscf (x)=inf {diam(f [U ]) : U je otvorena okolina tačke x}.

Uočimo da važi da je x tačka u kojoj je funkcija f neprekidna ako i samo
ako je oscf (x) = 0.

Teorema 2.1.16. [[6], Propozicija 3.6.] Neka je (X,O) topološki prostor i
(Y, d) metrizabilan, f : X → Y , tada je skup {x : oscf (x) = 0} Gδ skup.

Dokaz. Ako definǐsemo Aε = {x ∈ X : oscf (x) < ε}, taj skup je otvoren i važi
{x : oscf (x) = 0} =

⋂
nA 1

n+1
, pa je to, kao presek prebrojivo mnogo otvorenih

skupova, Gδ skup.

Time smo pokazali da je skup tačaka u kojima je funkcija neprekidna zapravo
Gδ skup.

Teorema 2.1.17. [[6], Propozicija 3.7.] Neka je X metrizabilan prostor. Svaki
zatvoren podskup X je Gδ skup.

Dokaz. Označimo sa d odgovarajuću metriku na X i neka je F ⊆ X zatvoren,
neprazan. Definǐsemo rastojanje tačke x ∈ X od nepraznog podskupa A skupa
X sa

d(x,A) = inf{d(x, y) : y ∈ A}.

Neposredno iz osobina metrike sledi |d(x,A)− d(y, A)| ≤ d(x, y). Lopta oko A
data sa B(A, ε) = {x : d(x,A) < ε} je otvorena. Dalje sledi da je

F =
⋂
n∈N

B(F,
1

n
),

pa je F , kao presek prebrojivo mnogo otvorenih skupova Gδ skup.

Teorema 2.1.18. (Kuratovski)[[6], Teorema 3.8.] Neka je X metrizabilan, Y
kompletno metrizabilan, A ⊆ X i f : A→ Y neprekidno. Tada postoji Gδ skup
G tako da A ⊆ G ⊆ A i postoji neprekidno proširenje funkcije f , preslikavanje
g : G→ Y .

Dokaz. Neka je G = {x : oscf (x) = 0} ∩ A. Ovako definisan skup je Gδ, jer
je prema teoremi 2.1.17 svaki zatvoren skup (pa i A) Gδ, a iz teoreme 2.1.16
{x : oscf = 0} je takode Gδ (samim tim je i njihov presek Gδ). Preslikavanje f
je neprekidno na A, što znači da je A ⊆ G ⊆ A.
Neka x ∈ G. Pošto x ∈ A, prema teoremi 1.3.87, postoji niz 〈xn〉 ∈ A
koji konvergira ka x. Tada je limn→∞(diam(f [{xn+1, xn+2, . . . }])) = 0, jer
{xn+1, xn+2, . . . } ⊂ U , gde je U neka okolina tačke x. Zbog toga je niz 〈f(xn)〉
Košijev, što znači da je konvergentan u prostoru Y .
Neka je

g(x) = lim
n→∞

f(xn).
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Prvo pokazujemo da je g dobro definisano, odnosno da ne zavisi od izbora niza
〈xn〉. Neka je limn→∞ f(xn) = a. Pretpostavimo da postoji i niz 〈yn〉 u X
takav da je limn→∞ f(yn) = b, a 6= b. Znamo da je Y Hausdorfov prostor (iz
teoreme 1.3.103), pa postoje disjunktne okoline U i V takve da a ∈ U i b ∈ V .
Tada, ako izaberemo dovoljno veliko m0, k0 ∈ N za m ≥ m0 i k ≥ k0 imaćemo
f(xm) ∈ U i f(yk) ∈ V . Tada postoji r > 0 da d(f(xm), f(yk)) > r. Znamo
da je f neprekidna, odnosno da je oscf (x) = 0 za x ∈ A. To znači da postoji
okolina W tačke x takva da je diamf [A∩W ] < r

2
. Ta dovoljno veliko m, k biće

f(xm), f(yk) ∈ A ∩ W , odnosno d(f(xm), f(yk)) <
r
2
. Kontradikcija. Prema

tome, pokazali smo da je definicija dobra.
Pokažimo da je preslikavanje g neprekidno tako što ćemo dokazati da oscg(x) =
0 za x ∈ G. Neka je x ∈ G proizvoljno. Tada, za okolinu U u G tačke x važi
g(U) ⊆ f [U ] (jer za x ∈ A je g(x) = f(x), a za x ∈ G \A znamo da je g(x) baš
definisano kao elemenat f [U ]), pa

diam(g[U ]) ≤ diam(f [U ]) = diamf [U ],

pa je oscg(x) ≤ oscf (x) = 0. Da je funkcija g zaista proširenje funkcije f je
očigledno, jer za x ∈ X je g(x) = limn→∞ f(x) = f(x).

Teorema 2.1.19. [[6], Teorema 3.11]

(i) Neka je X metrizabilan prostor i Y ⊆ X kompletno metrizabilan. Tada
je Y Gδ u X.

(ii) Ako je prostor X kompletno metrizabilan i Y ⊆ X je Gδ, onda je Y kom-
pletno metrizabilan.

Dokaz. (i) Neka je X metrizabilan i Y njegov kompletno metrizabilan potpros-
tor. Posmatrajmo identičko preslikavanje idY : Y → Y . Ono je neprekidno,
pa iz teoreme Kuratovkog sledi da postoje Gδ skup G takav da Y ⊆ G ⊆ Y i
neprekidno proširenje preslikavanja idY , funkcija g : G → Y . Za tačku x ∈ G
važi da je granica nekog niza 〈yn : n ∈ N〉 iz Y (prema teoremi 1.3.87, jer je Y ⊆
G ⊆ Y ⇒ Y ⊆ G ∧G ⊆ Y ) . Dalje je g(x) = limn→∞ f(yn) = limn→∞ yn = x.
Kako je g(x) ∈ Y sledi da je x ∈ Y , pa je Y = G i g = idY .

(ii) Ako je Y Gδ skup on je presek prebrojivo mnogo otvorenih skupova Un.
Dakle, Y =

⋂
n∈N Un. Definǐsimo Fn = X\Un. Neka je sa d označena kompletna

metrika prostora X. Pokažimo da je sa

d′(x, y) = d(x, y) +
∞∑
n=0

min{2−1−n, | 1

d(x, Fn)
− 1

d(y, Fn)
|}

definisana metrika na Y . Bitno je prvo uočiti da red u gornjem izrazu konvergira
(jer konvergira red

∑∞
n=0 2−1−n). Uslovi definicije 1.3.88 se lako proveravaju.
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Ovako definisana metrika d′ je kompatibilna sa topologijom indukovanom na Y .
Ostaje da se pokaže kompletnost prostora Y . Neka je 〈yi〉 Košijev niz u prostoru
(Y, d′). Tada je se lako pokazuje da je on Košijev i u X, pa ima granicu u X,
označimo je sa y. Da bi važilo

∑∞
n=1min{2−1−n, | 1

d(x,Fn)
− 1

d(y,Fn)
|} < ε

2
, za svako

ε, mora biti | 1
d(x,Fn)

− 1
d(y,Fn)

| < 1
2n+1 za svako n. Zato, za sve n ∈ N je

lim
i,j→∞

| 1

d(yi, Fn)
− 1

d(yj, Fn)
| = 0.

jer Tada za svako n ∈ N niz realnih brojeva { 1
d(yi,Fn)

} konvergira (a samim tim

je i ograničen). Znamo da limi→∞ d(yi, Fn) = d(y, Fn) pa d(y, Fn) 6= 0 za svako
n ∈ N, što znači da y /∈ Fn za sve n, odnosno y ∈ Y . Prema tome, limi→∞ yi = y
u prostoru (Y, d′). Time je pokazano da je prostor kompletan.

Kao specijalan slučaj prethodne teoreme izdvaja se potreban i dovoljan uslov
da potprostor poljskog prostora bude poljski.

Teorema 2.1.20. [[6], Teorema 3.11] Potprostor poljskog prostora je poljski
ako i samo ako je Gδ.

Posledica 2.1.21. Zatvoren potprostor poljskog prostora je poljski.

Dokaz. Iz teoreme 2.1.17 svaki zatvoren skup je Gδ, a iz teoreme 2.1.20 on je i
poljski.

Teorema 2.1.22. [[12], Teorema 1.4.] Svaki poljski prostor je homeomorfan
nekom potprostoru Hilbertovog kuba.

Dokaz. Neka je X poljski prostor. Prema teoremi 1.3.102, on zadovoljava i
drugu aksiomu prebrojivosti. Prema teoremi 1.3.103 prostor je i T4, a iz teoreme
1.3.58 sledi da je on i T3 1

2
. Prema teoremi 1.3.79 prostor se moze potopiti u

Hilbertov kub.

Teorema 2.1.23. Svaki poljski prostor je homeomorfan sa Gδ podskupom
Hilbertovog kuba.

Dokaz. Prema teoremi 2.1.22 poljski prostor X je homeomorfan sa nekim pod-
skupom Y Hilbertovog kuba. Ostaje da se pokaže da je Y sa svojstvom Gδ, a
to sledi iz teoreme 2.1.20.

2.2 Savršeni prostori.

Teorema Kantor-Bendiksona

Podsetimo se definicije 1.3.33. Tačka nagomilavanja topološkog prostora je
tačka koja nije izolovana, odnosno, svaka otvorena okolina U tačke x sadrži
tačku y ∈ U , takvu da y 6= x. To ujedno znači da je svaka okolina tačke
nagomilavanja u metričkom prostoru beskonačna. U nastavku se bavimo osobi-
nama prostora čija je svaka tačka tačka nagomilavanja.
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Definicija 2.2.1. Prostor je savršen ako i samo ako su mu sve tačke tačke
nagomilavanja.

Po definiciji je ∅ savršen. Prema tome, savršen prostor je specifičan topološki
prostor bez izolovanih tačaka.

Definicija 2.2.2. Neka je (X,O) topološki prostor. Za P ⊂ X kažemo da je
savršen u X ako i samo ako je P zatvoren i savršen u odnosu na indukovanu
topologiju.

Primer 2.2.3. (R,Ouob) je savršen prostor.
Svaka tačka skupa R je njegova tačka nagomilavanja. Naime, za x ∈ O ∃ε > 0

da (x− ε, x+ ε) ⊂ O. Tada x− ε

2
∈ O \ {x}.

Primer 2.2.4. Kantorov skup
Posmatrajmo interval [0, 1] sa uobičajenom topologijom. Podelimo ga na tri

dela jednake dužine i izostavimo srednji interval I1 = (1
3
, 2

3
). Ponovimo isto na

preostale dve ”trećine” intervala, odnosno izostavimo interval I2 = ( 1
32
, 2

32
) ∪

( 7
32
, 8

32
). Nastavljajući postupak, konstruǐsemo Kantorov skup na sledeći način:

ako sa I označimo uniju intervala koji su izostavljeni, Kantorov skup biće E 1
3

=

[0, 1] \ I.
Označimo sa Cn = [0, 1] \ In = [0, 1

3n
] ∪ [ 2

3n
, 3

3n
] ∪ · · · ∪ [3n−1

3n
, 1]. Uočimo da

se skup Cn sastoji on 2n intervala i da je konačna unija zatvorenih skupova,
pa je i sam zatvoren skup. Očigledno je E 1

3
=
⋂
n∈NCn. Bitno je istaći da na

ovaj način krajnje tačke svih intervala Cn, za sve n ∈ N, ostaju u Kantorovom
skupu.

Kantorov skup se može predstaviti i preko ternarnog zapisa. Naime, ako

broj x predstavimo u obliku x =
∑∞

k=1

ak
3k

, gde ak ∈ {0, 1, 2} onda je to njegova

ternarna reprezentacija. Ona je jedinstvena osim za x =
p

3n
gde je p, n ∈ N∪{0}.

Tada imamo dve mogućnosti:

a) an 6= 0 i ak = 0 za sve k > n;

b) na n-tom mestu je 0 ili 1, a na ostalim mestima su dvojke.

Ovakvi brojevi predstavljaju granice intervala koje izostavljamo prilikom kon-
strukcije Kantorovog skupa i može se pokazati da bar jedan od ova dva zapisa
u sebi nema cifru 1. Elementi Kantorovog skupa su brojevi koji se u ternarnoj
reprezentaciji zapisuju samo preko 0 i 2.

Primetimo da je I, kao unija otvorenih intervala, otvoren skup, što znači
da je Kantorov skup zatvoren skup. On je i kompletan kao zatvoren podskup
kompletnog prostora sa uobičajenom topologijom (teorema 1.3.124).

Teorema 2.2.5. Kantorov skup je savršen.
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Dokaz. Pokazujemo da je svaka tačka Kantorovog skupa tačka nagomilavanja.
Neka x ∈ E 1

3
. Tada x ∈ Cn za sve n ∈ N, što znači da x pripada nekom od

2n intervala koji čine Cn. Posmatrajmo krajnju tačku xn ovog intervala koja je
bliža tački x (ako je x jedna krajnja tačka intervala posmatramo drugu krajnju
tačku). Očigledno je |xn − x| ≤ 1

3n
< 1

n
. Dakle, za svako dato n možemo

naći bar jednu tačku xn ∈ E 1
3

takvu da |x − xn| < 1
n

i x 6= xn, pa je x tačka
nagomilavanja. S obzirom da smo x uzeli proizvoljno i kako je Kantorov skup
zatvoren, sledi da je on savršen.

U nastavku pokazujemo vezu izmedu Kantorovog skupa i Kantorovog pros-
tora. Metrika d∗ na Kantorovom prostoru data je u teoremi 2.1.10. Medutim,
rastojanje d′ na istom prostoru definisano sa

d′(x, y) =

{
0, f = g

1
2n+1 , f 6= g, gde je n najmanji broj za koji je f(n) 6= g(n)

je takode metrika (što se lako pokazuje). Važi i vǐse:

Lema 2.2.6. Metrike d∗ i d′ na prostoru C su ekvivalentne.

Dokaz. Neka su f, g ∈ C. Primetimo prvo da Kantorov prostor prestavlja
proizvod prebrojivo mnogo topoloških prostora sa diskretnom topologijom, pa
je metrika d iz dokaza teoreme 2.1.10 zapravo metrika d01 iz primera 1.3.93. Iz
definicija datih metrika vidimo da je d′(f, g) ≤ d∗(f, g). S druge strane je

d∗(f, g) ≤
∞∑
i=n

d01(f(i), g(i))

2i+1
≤
∑

1

2i+1

=
1

2n
= 2d′(f, g).

Dakle, posmatrane metrike jesu ekvivalentne.

Analogno lemi 2.2.6 na prostoru Bera na isti način je definisana ekvivalentna
metrika.

Teorema 2.2.7. [[12],Exercise 1.8.] Kantorov skup E 1
3

je homeomorfan Kan-
torovom prostoru C.

Dokaz. Neka je preslikavanje ϕ : C → E 1
3

definisano na sledeći način. Ako je

〈xn : n ∈ N〉 proizvoljan niz iz Kantorovog prostora, onda

ϕ(〈xn〉) =
∞∑
n=1

2xn
3n

.

Vrednosti ove funkcije su očigledno elementi Kantorovog skupa, prema primeru
2.2.4. Zbog jedinstvenosti ovakve ternarne reprezentacije brojeva preslikavanje
je bijekcija. Pokažimo da je neprekidno. Neka je ε > 0 dato i n0 ∈ N takvo da

1
3n0

< ε. Prema definiciji metrike na C ako je d(x, a) < 1
2n0

za neke nizove 〈xi〉 i
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〈ai〉 to znači da se vrednosti tih nizova poklapaju na prvih n0 mesta, pa imamo
da je

|ϕ(x)− ϕ(a)| ≤
∞∑

n=n0

|xn − an|
3n

≤ 1

3n0
< ε.

Dakle, ϕ je neprekidno preslikavanje. Analogno se može pokazati da je i inverzno
prelikavanje neprekidno, pa je ono homeomorfizam.

Zbog toga se u literaturi Kantorov prostor često naziva Kantorovim skupom.
Navedimo još neka svojstva ovog prostora.
Posmatrajmo skup svih konačnih nizova nula i jedinica ({0, 1}<ω = 2<ω). Ako
je s ∈ 2<ω, definǐsimo skup Ns = {f ∈ C : s ⊆ f}. Naredna dva tvrdenja
navedena su u vidu primera u [[10], p.5].

Lema 2.2.8. Skup U ⊆ C je otvoren ako i samo ako postoji S ⊆ 2<ω takav da
U =

⋃
s∈S Ns.

Dokaz. Pokazujemo da je skup Ns otvorena okolina svake svoje tačke. Neka
f ∈ C. Prema definiciji okoline, potrebno je naći otvoren skup O ⊆ Ns koji
sadrži f . Ako posmatramo a ∈ Ld(f, 1

2|s|+1 ) imamo d(f, a) < 1
2|s|+1 , što znači da

je s ⊆ a, pa a ∈ Ns. Dakle, Ld(f,
1

2|s|+1 ) ⊆ Ns i Ns je otvoren skup.
S druge strane, neka je a ∈ Ns. Tada je a|(|s|) ⊆ f , pa d(f, a) < 1

2|s|+1 i
a ∈ Ld(f,

1
2|s|+1 ). Dakle, zaključujemo da je Ns = Ld(f,

1
2|s|+1 ), pa je skup

{Ns : s ∈ 2<ω} baza topologije na C. Prema tome, skup U ⊆ C je otvoren ako i
samo ako može da se prikaže kao unija neke podfamilije {Ns : s ∈ N<ω}.

Teorema 2.2.9. Kantorov prostor je nuladimenzionalan.

Dokaz. Ako posmatramo C \Ns, prema prethodnoj teoremi vidimo da C \Ns =
∪{Nt : ∃k < |s|, tk 6= sk}. Skupovi u ovoj uniji su otvoreni, pa je i sam skup
otvoren. Dakle, Ns je i otvoren i zatvoren skup. Kako je C metrizabilan i
Hausdorfov, sledi da je nuladimenzionalan.

Analogno prethodnom, sa Nσ = {f ∈ N : σ ⊆ f}, gde je σ ∈ N<ω definisani
su elementi baze topologije prostora Bera. Prema tome, važi i sledeće tvrdenje,
čiji je dokaz analogan prethodnom.

Lema 2.2.10. Berov prostor je nuladimenzionalan.

Teorema 2.2.11. [[12], Lema 1.22] Neka je X poljski prostor i P ⊆ X nje-
gov savršen podskup. Tada postoji neprekidna injekcija f : C → P i savršen
podskup F skupa P koji je homeomorfan prostoru C.

Dokaz. Neka je dato drvo Us, s ∈ 2<ω takvo da Us ∩ P 6= ∅. P je savršen skup,
pa postoje tačke x, y takve da x 6= y i x, y ∈ Us∩P . Po definiciji, poljski prostor
je metrizabilan, pa je i T4, zbog čega možemo izabrati skupove Usˆ0 i Usˆ1 koji
su disjunktne otvorene okoline redom tačaka x i y sa osobinom Usˆi ⊆ Us i
diam(Us) ≤ 1

|s|+1
. Prema tome, možemo formirati drvo {Us : s ∈ {0, 1}<ω}

nepraznih otvorenih podskupova X sa svojstvima:
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(i) U∅ = X;

(ii) za s ⊂ t je Ut ⊂ Us;

(iii) Usˆ0 ∩ Usˆ1 = ∅;

(iv) diam(Us) <
1
|s| ;

(v) Us ∩ P 6= ∅.

Definǐsimo preslikavanje f : C → P sa:

{f(x)} =
∞⋂
n=0

Ux|n =
∞⋂
n=0

Ux|n =
∞⋂
n=0

Ux|n ∩ P.

Dobra definisanost preslikavanja sledi iz teoreme 2.1.7. Pokazujemo da je f
neprekidno. Neka je d(x, y) < 1

2n
. To znači da je x|n = y|n, pa je f(x) ∈ Ux|n i

f(y) ∈ Ux|n. Zbog osobine (iv) iz konstrukcije drveta Us sledi da d(f(x), f(y)) <
1
n
.

Ako je x 6= y preslikavanje f je injektivno. Naime, ako x 6= y i oni se prvi put
razlikuju na n-toj komponenti, npr. xn = 0 i yn = 1, onda je zbog osobine (iii)
Ux|n ∩ Uy|n = ∅. S obzirom da f(x) ∈ Ux|n i f(y) ∈ Uy|n sledi f(x) 6= f(y).
Posmatramo skup F = f [C]. U primeru 2.1.14 smo pokazali da je C kompaktan
prostor, a prema teoremi 1.3.67 znamo da je neprekidna slika kompaktnog skupa
kompaktan skup. Dakle, F je kompaktan podskup metričkog prostora, što,
prema teoremi 1.3.119, znači da je zatvoren i ograničen. Za a ∈ F postoji x ∈ C
tako da je f(x) = a. F je savršen skup. Naime, iz injektivnosti i neprekidnosti
preslikavanja f za dovoljno bliske x i y i njihove slike će biti dovoljno blizu, pa
za svaku okolinu proizvoljne tačke a ∈ F može se naći bar još jedna tačka iz F
različita od nje. Dakle, svaka tačka F je tačka nagomilavanja i F je savršen.
Pokazujemo da je preslikavanje f zatvoreno. U primeru 3.2.5 smo pokazali da
je Kantorov prostor kompaktan. Prostor X je poljski, što znači metrizabilan,
pa je prema teoremi 1.3.103 T4. Prema teoremi 1.3.55 on je i Hausdorfov.
Konačno, prema teoremi 1.3.68 preslikavanje f iz kompaktnog u Hausdorfov
prostor je zatvoreno. Dakle, f je neprekidna zatvorena bijekcija, pa je prema
1.3.46 homeomorfizam.

Posledica 2.2.12. Savršeni neprazni poljski prostori su kardinalnosti 2ℵ0 .

Dokaz. Teoremom 2.1.22 smo pokazali da je svaki poljski prostor homeomorfan
potprostoru Hilbertovog kuba, pa je |X| ≥ |[0, 1]N| = 2ℵ0 . Prethodna teorema
nam daje |C| ≤ |X|, a znamo da je Kantorov prostor kardinalnosti 2ℵ0 , pa
zaključak sledi iz teoreme Šreder-Bernštajn (1.1.6).

Teorema 2.2.13. [[12], strana 8] Neka je X poljski prostor i F ⊆ X zatvoren
skup. Tada F ima prebrojivo mnogo izolovanih tačaka.
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Dokaz. Neka je X poljski prostor. Prema teoremi 2.1.5 postoji njegova pre-
brojiva baza U0, U1, . . . . Ako sa A označimo skup svih izolovanih tačaka skupa
F , onda za svako x ∈ A prema definiciji izolovane tačke možemo naći ix da
Uix ∩ F = {x}. Odatle zaključujemo da je A prebrojiv i zatvoren, pa je
F \ A = F \

⋃
x∈A Uix zatvoren skup.

Primer 2.2.14. Posmatrajmo Q kao potprostor R sa uobičajenom topologijom.
Znamo da je Q zatvoren potprostor i da nema izolovanih tačaka. Medutim,
|Q| = ℵ0, iz čega zaključujemo da Q nije poljski prostor.

Definicija 2.2.15. Neka je (X,O) topološki prostor. Tačka x ∈ X je tačka
kondenzacije ako je svaka otvorena okolina x neprebrojiva.

Teorema 2.2.16. Neka je X savršen poljski prostor. Tada je svaka njegova
tačka ujedno i tačka kondenzacije.

Dokaz. Ako je X savršen poljski prostor, znamo da je svaka njegova tačka x
zapravo tačka nagomilavanja. Neka je U proizvoljna okolina x. Tada je U
neprazan savršen poljski prostor, pa mora biti kardinalnosti 2ℵ0 (prema 2.2.12).

U deskriptivnoj teoriji skupova obično se, bez daljih razmatranja osobina
tačaka kondenzacije direktno izvodi dokaz teoreme Kantor- Bendiksona, koji
navodimo u nastavku.

Teorema 2.2.17. (Kantor-Bendikson)[[6], Teorema 6.4.] Neka je X 6= ∅ i
(X,O) poljski prostor. Tada se X na jedinstven način može predstaviti kao dis-
junktna unija prebrojivog skupa C i savršenog podskupa P skupa X (odnosno,
može se zapisati kao X = P ∪ C,P ∩ C = ∅).

Dokaz. Za dati poljski prostor X definǐsimo skup X∗ na sledeći način:

X∗ = {x ∈ X : x je tačka kondenzacije skupa X}. (2.1)

Uzmimo da je P = X∗ i C = X \ P . Primetimo da, po definiciji, skup P
sadrži sve svoje tačke nagomilavanja, pa je zatvoren skup (teorema 1.3.35).
Prema tome, C je otvoren skup (jer mu je komplement zatvoren (definicija
1.3.2)). Prostor X je poljski, pa prema teoremi 2.1.5 zadovoljava drugu aksiomu
prebrojivosti. Neka je sa {Un : n ∈ N} označena prebrojiva baza prostora X.
Skup C je, kao otvoren skup, unija nekih baznih skupova {Ui1 , Ui2 , . . . } (u ovom
slučaju njih najvǐse prebrojivo mnogo). Svaki od baznih skupova koji čine C
može biti najvǐse prebrojiv (u suprotnom bi u C postojala tačka kondenzacije,
a to je u kontradikciji sa definicijom C). Prema teoremi 1.1.7 C je prebrojiv
skup.

Pokažimo da je P savršen. Već smo videli da je zatvoren, pa ostaje da se
pokaže da je i savršen u odnosu na indukovanu topologiju. Neka je x ∈ P i
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pretpostavimo da je U proizvoljna okolina tačke x. Znamo da je x po definiciji
skupa P tačka kondenzacije prostora X, što znači da u svakoj oklini x (pa i u
U) ima neprebrojivo mnogo tačaka. Kako smo pokazali da je C prebrojiv, a
U = (U ∩ P ) ∪ (U ∩C) sledi da U ∩ P ima neprebrojivo mnogo tačaka. Dakle,
P je savršen skup.
Pokažimo jedinstvenost. Pretpostavimo da se X može predstaviti na bar još
jedan način kao disjunktna unija savršenog skupa i prebrojivog i otvorenog
skupa, odnosno da je X = P1 ∪ C1. Podsetimo se da ako je Y proizvoljan
savršen poljski prostor, onda je Y = Y ∗ (2.2.16). Dakle, P1 = P ∗1 , pa P1 ⊂ P .
Ako uzmemo x ∈ C1, mora biti x ∈ C, jer je C unija svih baznih prebrojivih
skupova, a C1 je prebrojiv i otvoren. Sledi P = P1 i C = C1.

Teorema 2.2.18. [[6],Exercise 6.6.] Skup P definisan u teoremi Kantor -
Bendiksona je najveći savršeni podskup skupa X.

Dokaz. Ako je Y neki drugi savršen podskup skupa X, onda je Y = Y ∗, pa
imamo Y = Y ∗ ⊂ X∗ = P . Dakle, svaki drugi savršen podskup X mora biti
sadržan u skupu P .

Definicija 2.2.19. Neka je (X,O) poljski prostor i neka je X = P ∪ C, gde je
P savršen skup, a C prebrojiv (gde su P i C disjunktni skupovi). Tada se P
naziva savršeno jezgro skupa X.

Dakle, skup svih tačaka kondenzacije poljskog prostoraX predstavlja savršeno
jezgro skupa X.

Neposredno iz dokaza teoreme Kantor-Bendiksona izdvajaju se posledice
navedene u nastavku.

Posledica 2.2.20. [[13], Posledica 2A.2.] Neka je X poljski prostor i F njegov
zatvoren i neprebrojiv podskup. Tada F sadrži neprazan savršen skup, a sam
skup F je kardinalnosti 2ℵ0 .

Dokaz. Prema 2.1.21 zatvoren potprostor poljskog prostora je poljski prostor,
pa se teorema Kantor-Bendiksona može primeniti na skup F . Sledi da on može
da se napǐse kao unija savršenog P i prebrojivog skupa C. Kako je F neprebro-
jiv, zaključujemo da savršen skup u ovom razlaganju nije prazan (inače u uniji
sa prebrojivim skupom ne bi dao neprebrojiv skup). Prema 2.2.12 imamo da
je savršen poljski prostor kardinalnosti 2ℵ0 , pa je |F | = |P |+ |C| = 2ℵ0 + ℵ0 =
2ℵ0 .

Posledica 2.2.21. [[6], Posledica 6.5.] Svaki neprebrojiv poljski prostor sadrži
homeomorfnu kopiju C i kardinalnosti je 2ℵ0 .

Dokaz. Iz teoreme Kantor-Bendiksona imamo da je X = P ∪ C, gde je P
savršen, a C prebrojiv skup. Istim rezonom kao u prethodnoj posledici, sledi
da je |P | = 2ℵ0 . Prema teoremi 2.2.11 sledi ostatak tvrdenja.
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Poslednja teorema nam daje jednu od najznačajnijih direktnih posledica
teoreme Kantor-Bendiksona.

Posledica 2.2.22. Za poljske prostore važi Hipoteza kontinuuma.

2.3 Opštiji oblik teoreme Kantor-Bendiksona

Promenimo sada pristup problemu. Posmatrajmo separabilan metrički prostor
X (dakle, u odnosu na prethodno razmatranje, zanemarujemo kompletnost).
Držimo se već uvedenih definicija: sa A′ označavamo skup tačaka nagomilavanja
skupa A, a sa A∗ tačaka kondenzacije. Ispitajmo osobine i odnose ovih skupova.
Lako se proveravaju sledeće osobine:

Teorema 2.3.1. [[9], strana 44.]Neka je X separabilan metrički prostor. Tada
je:

(i) A∗ ⊂ A′ ⊂ A;

(ii) (A ∪B)∗ = A∗ ∪B∗;

(iii) A ⊂ B ⇒ A∗ ⊂ B∗;

(iv) A∗ = A∗;

(v) za svaku kolekciju skupova K je
⋃
A∈KA

′ ⊂ (
⋃
A∈KA)′;

(vi) (A ∪B)′ = A′ ∪B′;

vii A′′ ⊂ A′;

(viii) A = A ∪ A′.

Istaknimo takode očigledno tvrdenje:

Teorema 2.3.2. Neka je X separabilan metrički prostor i A ⊂ X. Skup svih
tačaka kondenzacije A je zatvoren skup.

Teorema 2.3.3. [[9], Teorema 8.1.] Ako je X separabilan metrički prostor
onda je |A \ A∗| ≤ ℵ0.

Dokaz. Neka je X separabilan metrički prostor. Prema 1.3.102 on zadovoljava
drugu aksiomu prebrojivosti. Iz teoreme 1.3.29 sledi da prostor zadovoljava i
prvu aksiomu prebrojivosti, pa za svaku tačku prostora X postoji prebrojiva
baza okolina. Neka x ∈ A \ A∗. Tada postoji okolina U tačke x takva da
|U ∩A| ≤ ℵ0. Označimo sa {Gn : n ∈ N} prebrojivu bazu okolina x. Znamo da
postoji nx ∈ N takvo da x ∈ Gnx ⊂ U , pri čemu je očigledno |Gnx ∩ A| ≤ ℵ0.
Sada je

A \ A∗ ⊂
⋃

x∈A\A∗
(Gnx ∩ A). (2.2)
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Primetimo da je unija (2.2) najvǐse prebrojiva (na osnovu teoreme 1.1.7, jer
imamo najvǐse prebrojivo mnogo skupova Gnx , a pokazali smo da je |Gnx∩A| ≤
ℵ0). Dakle, i skup A \ A∗ je najvǐse prebrojiv.

.

Posledica 2.3.4. [[9], Posledica 8.1.] Neka je X separabilan metrički prostor i
A ⊂ X. Tada je (A \ A∗)∗ = ∅.
Dokaz. Sledi direktno iz definicije skupa A∗ i prethodne teoreme.

Posledica 2.3.5. [[9], Posledica 8.2.] Ako je X separabilan metrički prostor i
A ⊂ X tada (A∗)∗ = A∗.

Dokaz. Kako je A∗ zatvoren skup (teorema 2.3.2), imamo da (A∗)∗ ⊂ A∗ = A∗.
S druge strane, A ⊂ A∗ ∪ (A \ A∗), pa koristeći teoremu 2.3.1 dobijamo

A∗ ⊂ (A∗)∗ ∪ (A \ A∗)∗ = (A∗)∗.

Nakon što se izvedu ove osobine tačaka kondenzacije, dokaz teoreme Kantor-
Bendiksona postaje neuporedivo lakši.

Teorema 2.3.6. [Kantor-Bendikson][[9], Teorema 8.2.] Neka je X separabilan
metrički prostor. Tada je X = A ∪B, gde je A = A∗ i |B| ≤ ℵ0.

Dokaz. Posmatrajmo separabilan metrički prostor X i definǐsimo H = {C ⊂
X : C ⊂ C ′}. Uzmimo da je A =

⋃
H i B = X \ A. Tada je A ⊂ A′, odakle

sledi A′ = A′ ∪ A = A. Sada je

(A)′ = A′ ∪ A′′ = A′ = A.

Dakle, A ∈ H, pa je A ⊂ A. To znači da A∪A′ ⊂ A, tj A′ ⊂ A. Pošto smo već
utvrdili da je A ⊂ A′, sledi da je A = A′, odnosno skup A je savršen. Primenom
posledice 2.3.5 dobijamo B∗ = (B∗)∗ ⊂ (B∗)′, sto znači da B ∈ H i B∗ ⊂ A. Iz
definicije B je očigledno B ∩ B∗ = ∅ i B = B \ B∗. Konačno, prema teoremi
2.3.3 imamo |B| = |B \B∗| ≤ ℵ0.

Specijalan slučaj teoreme Kantor-Bendiksona primenjene na zatvoren pod-
skup ovakvog prostora najčešće se primenjuje u praksi.

Teorema 2.3.7. [[9], strana 45] Neka je X separabilan metrički prostor i D
njegov zatvoren podskup. Tada je D = A ∪ B, gde je A savršen i B najvǐse
prebrojiv skup.

Dokaz. Prema prethodnoj teoremi, svaki podskup D može se predstaviti kao
D = A ∪ B, pri čemu A = A′ i |B| ≤ ℵ0. Bitno je uočiti da je A′ odreden
u odnosu na indukovanu topologiju, dakle to su tačke x za čiju proizvoljnu
okolinu U važi |D ∩ U ∩ A| > 1. Medutim, s obzirom da iz |D ∩ U ∩ A| > 1
sledi |U ∩ A| > 1, svaka tačka koja je tačka nagomilavanja A u D je ujedno i
tačka nagomilavanja A u X, pa je A′ u D sadržan u A′ u X. Zato kao posledicu
imamo da je D = A ∪B i A ⊂ A′i |B| ≤ ℵ0.



Poglavlje 3

Primena

3.1 Kantor-Bendiksonov izvod i rang

U nastavku uvodimo pojam Kantor-Bendiksonovog izvoda i ranga pomoću kog
se dokaz date teoreme može izvesti na elegantniji način primenom transfinitne
indukcije i rekurzije o kojima je bilo reči na početku rada. Takode, uvodenjem
ovih pojmova, ilustrovaćemo primenu teoreme koja je tema rada.
Navedimo prvo teoremu koja ilustruje vezu izmedu topoloških prostora i ordi-
nala.

Teorema 3.1.1. [[6], Teorema 6.9.] Neka je (X,O) topološki prostor sa drugom
aksiomom prebrojivosti i (Fα)α<ρ striktno opadajući transfinitni niz zatvorenih
skupova (to znači da α < β ⇒ Fα % Fβ). Tada je ρ prebrojiv ordinal. Slično
važi i za striktno rastuće transfinitne nizove zatvorenih skupova.

Dokaz. Neka je {Un} prebrojiva baza prostora (X,O). Za svaki zatvoren skup
F ⊂ X definǐsemo skup brojeva N(F ) = {n|Un ∩ F 6= ∅}.
Uočimo da je X \ F =

⋃
{Un : n /∈ N(F )}, što znači da je preslikavanje

F 7−→ N(F ) injektivno. Važi i monotonost, jer ako F ⊆ G onda N(F ) ⊆ N(G).
Time smo pokazali da za svaki strogo monoton transfinitni niz (Fα)α<ρ imamo
da je (Nα) = (N(Fα)) striktno monoton transfinitni niz podskupova skupa
prirodnih brojeva, pa je ρ prebrojiv.

Definicija 3.1.2. Za proizvoljan topološki prostor (X,O) definǐsimo

X ′ = {x ∈ X : x je tačka nagomilavanja skupa X}.

Skup X ′ od sada nazivamo Kantor-Bendiksonov izvod skupa X.

Iz definicije 1.3.41 se lako vidi da tačke skupa X ′ nisu njegove izolovane
tačke. Očigledno, taj skup je zatvoren i važi da je X savršen ako i samo ako je
X ′ = X. Koristeći transfinitnu rekurziju uvodimo pojam Kantor-Bendiksonovog
izvoda kao što sledi:

57
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Definicija 3.1.3. Iterirane Kantor-Bendiksonove izvode, u oznaci X(α),
α ∈ ORD definǐsemo na sledeći način:

X(0) = X

X(α+1) = (X(α))′

X(λ) =
⋂
α<λ

X(α) ako je λ granični ordinal.

Primetimo da je ovako definisan niz (Xα)α∈ORD zapravo opadajući trans-
finitni niz zatvorenih podskupova skupa X.

Dakle, Kantor-Bendiksonov prvi izvod u suštini je skup tačaka nagomila-
vanja datog prostora. Drugi izvod predstavlja skup tačaka nagomilavanja pr-
vog izvoda itd. Primetimo da u prvom koraku ”eliminǐsemo” izolovane tačke
prostora X, pri čemu ostaju tačke nagomilavanja. U svakom narednom ko-
raku, ”izbacivanjem” izolovanih tačaka mi u stvari formiramo savršeno jezgro
prostora X.

Teorema 3.1.4. [[6], Teorema 6.11.] Neka je (X,O) poljski prostor. Tada
postoji prebrojiv ordinal α0, takav da je X(α) = X(α0) za sve α ≥ α0 i X(α0) je
savršeno jezgro prostora X.

Dokaz. Neka je sa P označeno savršeno jezgro datog topološkog prostora. Pokažimo
transfinitnom indukcijom po α da je P ⊆ X(α) za sve α ∈ ORD. Neka je
P ⊆ X(β) za sve β < α. Razlikujemo slučajeve:

(i) α je nasledni ordinal
Tada postoji γ ∈ ORD da α = γ+1. S obzirom da je P ⊆ X(γ), očigledno
sledi P ⊆ X(α), jer je P ⊆ (X(γ))′ = X(γ+1) = X(α).

(ii) α je granični ordinal
Ako je P ⊆ X(β) za ∀β < α, onda je P ⊆

⋂
β<αX

(β) = X(α).

Posmatrajmo skup ordinala dat sa {β : X(β) = X(α) za sve α > β}. Na osnovu
teoreme 1.2.28 postoji najmanji elemenat ovog skupa, označimo ga sa α0. Prema
teoremi 3.1.1 ovaj ordinal je prebrojiv. Ako je α0 prebrojiv ordinal za koji važi
da je X(α) = X(α0) za sve α ≥ α0, očigledno je P ⊆ X(α0). S druge strane
imamo X(α0) = (X(α0))′, što znači da je X(α0) savršen, pa je i X(α0) ⊆ P .

Prema tome, transfinitni niz Kantor-Bendiksonovih izvoda pojskog prostora
mora u jednom trenutku postati konstantan.

Definicija 3.1.5. Za poljski prostor X najmanji ordinal α0 definisan u teoremi
3.1.4 naziva se Kantor-Bendiksonov rang X i označava se sa |X|CB.
Označimo i

X∞ = X(|X|CB) = savršeno jezgro od X.
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Teorema 3.1.6. Za Kantor-Bendiksonove izvode iz definicije 3.1.3 važi:

|X(α+1) \X(α)| ≤ ℵ0

.

Dokaz. Pokazujemo transfinitnom indukcijom da je za svaki ordinal α |Xα+1 \
Xα| ≤ ℵ0.

Za α = 0 treba pokazati da je |X \ X ′| ≤ ℵ0. Skup X \ X ′ nema tačaka
nagomilavanja, pa predstavlja skup svih tačaka prostora X takvih da postoji
njihova okolina u kojoj se nalazi samo ta tačka. Prema definiciji 1.3.34, to su
izolovane tačke. Dakle, X \ X ′ je unija takvih okolina i to prebrojiva (prema
teoremi 1.3.20). Prema tome, X \X ′ je najvǐse prebrojiv.

Sada možemo dati alternativni dokaz ključne teoreme ovog rada.

Teorema 3.1.7. (Kantor-Bendikson) Neka je X 6= ∅ i (X,O) poljski prostor.
Tada seX na jedinstven način može predstaviti kao disjunktna unija prebrojivog
skupa C i savršenog podskupa P skupa X.

Dokaz. Za dati poljski prostor X, savršeno jezgro X∞ = X(|X|CB) uzimamo za
skup P , a za C uzmimo

⋃
β<|X|CB

(X(β+1) \X(β)). Ovi skupovi su očigledno dis-
junktni, P je savršen, a C je prebrojiv kao prebrojiva unija prebrojivih skupova.

3.2 Rasuti prostori

Nasuprot savršenim prostorima kod kojih je svaka tačka tačka nagomilavanja, u
ovom odeljku se bavimo prostorima čiji svaki zatvoren podskup ima bar jednu
izolovanu tačku.

Definicija 3.2.1. Za topološki prostor X kažemo da je rasut (engl. scattered)
ako i samo ako ne sadrži neprazan savršen podskup.

Sledeće tvrdenje ilustruje kako pri definisanju rasutih prostora do izražaja
dolazi teorema Kantor-Bendiksona, odnosno Kantor-Bendiksonov rang koji proizilazi
iz njenog dokaza.

Lema 3.2.2 ([10], Lema 1.5.5.). Topološki prostor X je rasut ako i samo ako
postoji ordinal α takav da je A(α) = ∅.

Dokaz. S obzirom da je izvodni skup prostora X zatvoren (teorema 1.3.35), za
svaki ordinal β je X(β+1) ⊆ X(β). Zato je X(α+1) = X(α) za neki ordinal α.
Jasno je da skup X(α) nema izolovanih tačaka. Dakle, ako je X(β) 6= ∅ za sve
ordinale β, onda prostor X nije rasut. S druge strane, pretpostavimo da X
nije rasut. Neka je A neprazan savršen podskup X. Tada je za svaki ordinal β
∅ 6= A ⊆ X(β).
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Teorema 3.2.3. [[15], Teorema 7.1.13.] Neka su X i Y kompaktni Hausdor-
fovi prostori i f : X → Y neprekidno sirjektivno preslikavanje. Tada postoji
zatvoren podskup A ⊆ X takav da f [A] = Y i f �A je sa osobinom da za svaki
zatvoren skup F ⊂ A ako f �A [F ] = Y , onda F = A.

Dokaz. Posmatrajmo skup A = {B ⊆ X : f [B] = Y }. On je neprazan, jer bar
X pripada A. Tada se lako pokazuje da je A =

⋂
B∈AB.

Lema 3.2.4 ([10], Teorema 1.5.7.). Neka je X kompaktan Hausdorfov prostor.
Prostor X je potpuno nepovezan ako i samo ako je nuladimenzionalan.

Dokaz. Jedan smer je očigledan. Ako je prostor X nuladimenzionalan Haus-
dorfov i kompaktan, onda za svake dve različite tačke x i y postoji otvoreno-
zatvoren skup O takav da x ∈ O i y /∈ O.
Neka je prostor X totalno nepovezan i neka je x ∈ X i O otvoren skup koji
sadrži tačku x. Pokazujemo da postoji skup V koji je i otvoren i zatvoren takav
da je x ∈ V ⊆ O. Neka je C = X \O. Primetimo da je C kao zatvoren podskup
kompaktnog prostora i sam kompaktan (teorema 1.3.63). S obzirom da je X
totalno nepovezan, za svako y ∈ C postoji skup Oy koji je i otvoren i zatvoren
takav da je y ∈ Oy, ali x /∈ Oy. Posto je C kompaktan, postoje x1, x2, · · · ∈ C
takvi da je C ⊆

⋃n
i=1 Oxi . Ako uzmemo da je W =

⋃n
i=1 Oxi i V = X \W ,

dobijamo da je W u isto vreme i otvoren i zatvoren skup (jer je konacna unija
takvih skupova), a i skup V je takav (kao njegov komplement).

Teorema 3.2.5. [[15], Propozicija 8.5.3.] Neka je X kompaktan Hausdorfov
rasut prostor, Y Hausdorfov prostor i f : X → Y neprekidno sirjektivno pres-
likavanje. Tada je i Y rasut.

Dokaz. Pokazujemo da je Y rasut, tj. da ne sadrži neprazan savršen podskup.
Dovoljno je pokazati da svaki zatvoren podskup Y ima bar jednu izolovanu
tačku.
Neka je Q proizvoljan zatvoren podskup prostora Y . Prema teoremi 3.2.3 pos-
toji minimalan zatvoren podskup P ⊆ X takav da je f [P ] = Q. Prostor X je
rasut, pa P ima izolovanu tačku x. Kako je f neprekidno preslikavanje, slika
zatvorenog skupa P \ {x} je pravi zatvoren podskup Q, pa je f(x) izolovana
tacka Q. Dakle, zaključujemo da je Y rasut prostor.

Teorema 3.2.6. [[10], Lema 1.5.8.] Neka je X kompaktan Hausdorfov prostor.
Sledeći uslovi su ekvivalentni:

(i) X je rasut prostor;

(ii) ne postoji neprekidna sirjekcija iz X na [0, 1];

(iii) X je nuladimenzionalan, pa ne postoji neprekidna sirjekcija iz X u C.
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Dokaz. (i) ⇒ (ii) Pretpostavimo suprotno, da postoji neprekidna sirjekcija iz
X na [0, 1]. Prema teoremi 3.2.5 tada bi prostor [0, 1] bio rasut. Očigledno je
da je [0, 1] savršen prostor, što daje kontradikciju.

(ii) ⇒ (iii) Neka prostor X nije nuladimenzionalan. Tada postoje dve ra-
zličite tačke x, y ∈ X koje se ne mogu razdvojiti otvoreno-zatvorenim skupovima.
Uočimo da je prema teoremama 1.3.66 i 1.3.58 X T3 1

2
- prostor, pa postoji

neprekidna funkcija g : X → [0, 1] tako da g(x) = 0 i g(y) = 1. Ako pos-
toji r ∈ (0, 1) takvo da r /∈ g[X] (odnosno, ako preslikavanje g nije sirjekcija),
onda je g−1([0, r]) otvoren i zatvoren podskup takav da x ∈ O ali y /∈ O. Time
je dobijena kontradikcija sa polaznom pretpostavkom i zaključujemo da je pros-
tor X nuladimenzionalan.
Pretpostavimo sada da postoji neprekidna sirjekcija izX na prostor C. Definǐsimo
funkciju iz C na interval [0, 1] sa h(s) =

∑∞
i=0

si
2i

, gde je s = 〈si〉 ∈ {0, 1}ω. Lako
se pokazuje da je h neprekidna sirjekcija iz C na [0, 1], pa ponovo dobijamo
kontradikciju.

(iii)⇒ (i) Neka je X nuladimenzionalan i pretpostavimo da nije rasut. To
znači da X sadrži neprazan savršen podskup P . Kako je P neprazan, on sadrži
bar dve različite tačke x i y. Prostor X je nuladimenzionalan, pa postoji skup
P0 koji je istovremeno i otvoren i zatvoren takav da x ∈ P0 i y /∈ P0. Neka
je P1 = X \ P0. Tada su P0 ∩ P i P1 ∩ P neprazni savršeni podskupovi X.
Posmatrajmo konačan {0, 1}niz s. Neka je Ps skup koji je i otvoren i zatvoren
takav da je Ps ∩ P 6= ∅. Primetimo da je Ps ∩ P neprazan savršen skup, pa
sadrži bar dve tačke. Primenjujući isti argument kako ranije, sledi da možemo
da nademo dva disjunktna otvoreno-zatvorena skupa Psˆ0 i Psˆ1 takva da

Psˆ0 ∪ Psˆ1 = Ps, Psˆ0 ∩ P 6= ∅ 6= Psˆ1 ∩ P.

Prema tome, formiramo drvo {Ps : s ∈ {0, 1}<ω} sa osobinama:

(i) P∅ = P ;

(ii) ako s ⊂ t onda Pt ⊂ Ps;

(iii) Psˆ0 ∩ Psˆ1 = ∅;

(iv) Psˆi ∩ P 6= ∅, i = 0, 1.

Tada za proizvoljno x ∈ X postoji niz 〈si〉 ∈ {0, 1}N takav da za sve n ∈ N
x ∈ Ps|n.
Definǐsimo preslikavanje g : X → C na sledeći način: g(x) = 〈si〉. Tada je g
neprekidna sirjekcija iz X na C.

S obzirom da je [0, 1] neprebrojiv, ne postoji sirjekcija iz kompaktnog pre-
brojivog Hausdorfovog prostora u [0, 1].
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Posledica 3.2.7. [[10], Posledica 1.5.9.] Svaki prebrojiv kompaktan Hausdorfov
prostor je rasut.

Može se pokazati i da je svaki prebrojiv kompaktan Hausdorfov prostor
ujedno i metrizabilan (videti [15], strana 149.).

Teorema 3.2.8. [[15], Propozicija 8.5.5.] Ako je X topološki prostor sa drugom
aksiomom prebrojivosti, onda je svaki rasut podskup X prebrojiv.

Dokaz. U teoremi 2.3.3 smo pokazali da je |A \ A∗| ≤ ℵ0. Ako sada pret-
postavimo da je A rasut skup, on onda nema tačaka kondenzacije, pa je A∗ = ∅
i preostaje da je A prebrojiv.

Posledica 3.2.9. [[15], Posledica 8.5.6.] Neka je X kompaktan Hausdorfov
rasut prostor i f neprekidno preslikavanje na X. Tada je f [X] prebrojiv skup.

Dokaz. Direktna posledica teorema 3.2.5 i 3.2.8.

Zanimljivo je napomenuti da se može pokazati je Hausdorfov prostor X rasut
ako i samo ako se može ”isprazniti” od izolovanih tačaka, odnosno elementi
skupa X se mogu poredati u transfinitni niz 〈xξ : ξ < η〉 takav da nijedno xξ
nije tačka akumulacije skupa Aβ = {xβ : β > ξ}.

3.3 Teorema Sierpinski Mazurkiewicz

Nakon što smo se upoznali sa najznačajnijim karakteristikama rasutih prostora,
u ovom delu rada ilustrovaćemo bitnu primenu teoreme Kantor-Bendiksona,
tačnije upotrebe Kantor-Bendiksonovog ranga. Za to će nam biti potrebne
još neke osobine ordinala. Najpre, navedimo da se oni mogu posmatrati i kao
topološki prostori.

Primer 3.3.1. Topologija odredena linearnim uredenjem
Neka je (X,<) strogo linearno ureden skup koji ima bar dva elementa. Topologija
odredena linearnim uredenjem < označava se sa O< i definǐse na sledeći način.
Ako za a ∈ X označimo

(−∞, a) = {x ∈ X : x < a} i (a,∞) = {x ∈ X : x > a},

tada je P = {(−∞, a) : a ∈ X} ∪ {(a,∞) : a ∈ X}, prema teoremi 1.3.16,
podbaza neke topologije na skupu X. Jedna baza ove topologije data je sa
B = P ∪ {(a, b) : a, b ∈ X ∧ a < b}.
Kolekcija otvorenih polupravih u R, P = {(−∞, a) : a ∈ R} ∪ {(b,∞) : b ∈ R}
je podbaza uobičajene topologije (jer se presecima ovakvih skupova mogu dobiti
elementi baze Ouob). Dakle, ako na skupu realnih brojeva posmatramo dobro
poznatu relaciju poretka, dobijamo baš uobičajenu topologiju.
Prostor čija je topologija indukovana linearnim uredenjem naziva se linearno
ureden topološki prostor (eng. linearly ordered topological space ili LOTS).
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Teorema 3.3.2. Svaki linearno ureden topološki prostor je Hausdorfov.

Dokaz. Neka je dat linearno ureden prostor X i neka su x, y elementi tog pros-
tora. Bez umanjenja opštosti, pretpostavimo da je x < y. Pokazujemo da se one
mogu razdvojiti disjunktnim otvorenim skupovima. Ako postoji z ∈ X takvo
da je x < z < y tada x ∈ (−∞, z), a y ∈ (z,∞), pa teorema važi. Ako pak
takvo z ne postoji, onda x ∈ (−∞, y) i y ∈ (x,∞) pri čemu je očigledno da su
ti skupovi disjunktni. Dakle, u oba slučaja sledi da je prostor Hausdorfov.

U definiciji 1.2.17 ordinale smo definisali kao specijalne skupove na kojima je
definisana relacija dobrog uredenja. Kako je svaki dobro ureden skup i linearno
ureden (teorema 1.2.8), na ordinalima se može definisati topologija odredena
linearnim uredenjem.
Teoremom 1.2.25 smo istakli da se svaki ordinal poistovećuje sa skupom ordinala
manjih od njega, odnosno ako je α ordinal, onda je α = {β : β < α} = pred(α).
Ako posmatramo ordinale kao topološke prostore, to znači da prostor α zapravo
predstavlja interval [0, α) (ordinali su dobro uredeni, pa postoji najmanji ele-
menat 0). Radi pojednostavljivanja zapisa, uvodimo oznaku {β : β ≤ α} =
[0, α] = α + 1.

Teorema 3.3.3. [[15], strana 151] Neka je α ordinal. Tada je on Hausdorfov i
rasut prostor.

Dokaz. Da je α Hausdorfov prostor, sledi iz teoreme 3.3.2. Prostor je rasut, jer
svaki neprazan podskup ima izolovanu tačku - uzme se najmanji elemenat tog
skupa (on postoji, jer su ordinali dobro uredeni).

Teorema 3.3.4. [[15], strana 151] Ordinal α je kompaktan ako i samo ako je
nasledni.

Dokaz. Neka je α = β + 1 nasledni ordinal i neka je {Un} njegov otvoren
pokrivač. Tada postoji otvoren skup Uk koji sadrži β. Bez umanjenja opštosti,
neka je to (α1, β + 1). No, tada mora da postoji otvoren skup (α2, γ) (gde
γ ≥ α1 + 1) iz pokrivača koji sadrži α1. Nastavljajuci ovaj postupak dobijamo
niz ordinala α1 > α2 > . . . koji je opadajući. Prema teoremi 1.2.29, svaki
opadajući niz ordinala je konačan, pa je i dati niz konačan. Dakle, na ovaj
način smo dobili konačan niz otvorenih skupova koji pokriva ordinal α.
S druge strane, neka je ordinal α kompaktan i pretpostavimo da je granični.
Tada je {[0, β) : β < α} otvoren pokrivač iz kog se ne može izvući konačan
potpokrivač.

Teorema 3.3.5. Svaki nasledni ordinal je normalan prostor.

Dokaz. Prema teoremama 1.3.66 i 3.3.4 tvrdenje sledi direktno.

U [9](p. 153) navodi se da svaki ordinal ima jedinstvenu reprezentaciju u
Kantorovoj normalnoj formi.

ξ = ωα0m0 + · · ·+ ωαkmk (3.1)
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gdje je α0 > α1 > · · · > αk ≥ 0, 1 ≤ m0 < ω, . . . , 1 ≤ mk < ω i 0 ≤ k < ω.
Takode, α je naredni ordinal ako i samo ako je αk = 0.

Neka je X kompaktan Hausdorfov rasut prostor. Prema teoremi Kantor-
Bendiksona postoji ordinal β takav da je X(β) = ∅. Jasno je da je najmanje β
sa ovim svojstvom nasledni ordinal (u suprotnom bi X(β) bio presek opadajućeg
niza nepraznih kompaktnih skupova X(γ), γ < β). Zato β = α + 1 i X(α) 6= ∅.
Pošto je X(α) kompaktan skup bez tačaka nagomilavanja, on je konačan (recimo
da se sastoji od m tačaka).

Definicija 3.3.6. Uredeni par (α,m) naziva se karakteristični sistem pros-
tora X.

Teorema 3.3.7. [[15], Propozicija 8.6.5.] Svaki beskonačan nasledni ordinal ξ
je homeomorfan ordinalu oblika ωα0 ·m0 + 1, gde je n < ω.

Dokaz. Ako je ξ nasledni ordinal, onda Kantorova normalna forma dobija oblik
ξ = (ωα0m0 + 1) + · · · + (ωαkmk + 1), pri čemu je svaki ωαimi + 1 otvoren i
zatvoren u ξ. Zato, uzimajući u obzir da važi α0 > α1 > . . . , ξ je homeomorfno
sa (ωα1m1 + 1) + · · ·+ (ωαkmk + 1) + (ωα0m0 + 1) = ωα0m0 + 1

Napomenimo da smo u dokazu prethodnog tvrdenja koristili sabiranje topolo-
ških prostora ordinala koje je komutativno (za razliku od sabiranja ordinala
definisanog transfinitnom rekurzijom u poglavlju 1.2.3. koje nije komutativno!).

Teorema 3.3.8. [[15], Teorema 8.6.6.] Neka je α ordinal i X = ωα · m + 1.
Tada za svaki ordinal β ≤ α važi

X(β) = {ωβγ : 0 < γ ≤ ω−β+αm} (3.2)

Pri tome, X(α) se sastoji od tačno m tačaka ωα, ωα · 2, . . . , ωα ·m i X(α+1) = ∅.

Dokaz. S obzirom da je ωα ·m + 1 = (ωα + 1) + · · · + (ωα + 1) dekompozicija
X na m medusobno homeomorfnih skupova koji su i otvoreni i zatvoreni, bez
gubitka opštosti pretpostavićemo da je m = 1. Tvrdenje pokazujemo postup-
kom transfinitne indukcije. Ako je β = 0 tada je po definiciji X(0) = X = {γ :
γ ≤ ωα}. Ako je β = 1, onda je X(1) skup svih graničnih ordinala u X, tj.
X(1) = {ωγ : 0 < γ ≤ ω−1+α}. Pretpostavimo da je teorema tačna za neko β.
Tada je X(β) prema induktivnoj pretpostavci izomorfno sa ω−β+α + 1, odnosno
skupu svih γ takvih da je γ ≤ ω−β+α. Zaključujemo da se X(β+1) sastoji od
svih ordinala oblika ωβ · γ, pri čemu γ ≤ ω−β+α i γ je granični ordinal (γ = ωξ
za neko ξ). Zato,

X(β+1) = {ωβ · ωξ : 0 < ωξ ≤ ω−β+α} = {ωβ+1ξ : o < ξ ≤ ω−(β+1)+α}.

Prema tome, tvrdenje važi za nasledne ordinale. Neka je sada λ granični ordinal
manji od α + 1 i pretpostavimo da je tvrdenje tačno za svako β manje od λ.
Tada

X(λ) =
⋂
β<λ

X(β) =
⋂
β<λ

{ωβ · γ : 0 < γ ≤ ω−β+α} (3.3)
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Neka ξ pripada ovom preseku i neka je sa ξ = ωδ1n1 + ωδ2n2 + · · · + ωδknk
data Kantorova normalna forma za ξ, δ1 > δ2 > · · · > δk ≥ 0, 0 < ni < ω
za sve i = 1, 2, . . . k. Kako je ξ granični ordinal, δk 6= 0, pa je ξ = ωδ · η,
δ = δk i η = ω−δ+δ1n1 + · · ·+ ω−δ+δk−1 + nk. Zbog nk 6= 0 je η nasledni ordinal.
Prema induktivnoj pretpostavci, za svako β < λ postoji γβ takav da ξ = ωβγβ
i γβ < ω−β+α. Sledi da ωδη = ωβγβ za sve β < λ. Iz jedinstvenosti Kantorove
normalne forme sledi da δ ≥ β za β < λ. Prema tome, δ ≥ λ i to znači da
možemo uzeti

ξ = ωδη = ωλ+(−λ+δ)η = ωλω−λ+δη = ωλγ,

gde je γ = ω−λ+δη = ω−λ+δ1n1 + · · · + ω−λ+δknk. Uočimo još da ako bi γ bilo
veće od ω−λ+α, tada bi ξ bilo veće od ωα. Time smo pokazali da je X(λ) ⊂⋂
β<λ{ωβ · γ : 0 < γ ≤ ω−β+α}.

Obratno, neka je ξ = ωλ · γ, 0 < γ ≤ ω−λ+α i β < λ. Tada je ξ = ωβωffl−β+λγ
i ω−β+λ ≤ ω−β+α. Prema (3.3) tada je ξ ∈ X(λ). Tako smo pokazali da je
teorema tačna za svaki granični ordinal λ ≤ α.

Posledica 3.3.9. [[15], Propozicija 8.6.9.] Ordinal je homeomorfan sa ωα ·m+1
ako i samo ako ima karakteristični sistem (α,m).

Dokaz. Sledi direktno iz teorema 3.3.7 i 3.3.8.

Teorema 3.3.10. [[10], Teorema 1.5.12.](Mazurkiewicz, Sierpinski) Neka
je X kompaktan Hausdorfov rasut prostor sa prvom aksiomom prebrojivosti.
Tada je X homeomorfan prebrojivom naslednom ordinalu.

Dokaz. Neka je X rasut kompaktan Hausdorfov prostor sa prvom aksiomom
prebrojivosti karakterističnog sistema (α,m). Pokažimo da je on homeomorfan
ordinalu ωα ·m+ 1. Tvrdenje pokazujemo duplom indukcijom po α i po m.
Fiksirajmo prvo α i pretpostavimo da je tvrdenje tačno za prostor X karakter-
ističnog sistema (α, 1). Pokazujemo da je tačno i za par (α,m) (m = 2, 3, . . . ).
Neka se X(α) sastoji od tačno m tačaka - označimo ih sa x1, . . . , xm. Pošto je
X kompaktan i nuladimenzionalan (prema teoremi 3.2.6), postoje medusobno
disjunktni skupovi F1, . . . , Fm koji su istovremeno i otvoreni i zatvoreni takvi
da xi ∈ Fi za i = 1, . . . ,m i X = F1 ∪ · · · ∪ Fm. Tada se skup F

(α)
i sastoji

od jedne tačke xi i prema induktivnoj pretpostavci je homeomorfan sa ωα + 1.
Prema tome, X je suma m prostora homeomorfnih sa ωα + 1, što znači da je
homeomorfan sa ωα ·m+ 1.
Pretpostavimo da je teorema tačna za svaki par (β,m), gde je β < α i m =
1, 2, . . . . Pokažimo prvo da je tvrdenje tačno za (α, 1), pa će iz prvog dela
dokaza slediti da je tačno i za svako m. Neka je x0 jedina tačka X(α). Pros-
tor X zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti i nuladimenzionalan je, pa pos-
toji baza okolina tačke x0 koju čine istovremeno otvoreni i zatvoreni skupovi
G0, G1, . . . takvi da Gn ⊂ Gn−1, za n ∈ N (teorema 1.3.30). S obzirom da
x0 /∈ X \ G0 postoji ordinal β1 < α takav da (X \ G0)(β1) = ∅. Štavǐse, kako
x0 /∈ Gi \ Gi−1 za i ∈ N postoje ordinali βi < α takvi da (Gi \ Gi−1)(βi+1) = ∅,
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ali (Gi \Gi−1)(βi) 6= ∅. Zbog teoreme Remzija (njenog specijalnog slučaja iz teo-
reme 1.2.6) možemo pretpostaviti da postoji nerastući niz 〈βn : n ∈ N〉 takav
da (Gn−1 \ Gn)(βn+1) = ∅ i (Gn−2 \ Gn−1)(βn) 6= ∅ (opadajući niz ne može pos-
tojati, jer su u pitanju ordinali). Prema induktivnoj hipotezi, svaki Gn−1 \Gn

je homeomorfan ordinalu ωβn · mn + 1, gde je α1 ≤ α2 ≤ · · · < α i mn < ω.
Možemo pretpostaviti da je niz 〈αn : n ∈ N〉 rastući. Jasno je da je αn < α za
svako n ∈ N i limn→∞ αn = α. Zato je

⋃∞
n=1(Gn−1 \Gn) homeomorfan sa

ωα1 ·m1 + ωα2 ·m2 + · · · = ξ

a sam prostor X je homeomorfan sa ξ + 1, a prema teoremi 3.3.9 on je homeo-
morfan i sa ωα ·m + 1 . Kako je prostor X sa prvom aksiomom prebrojivosti,
sledi da je ωα ·m+ 1 prebrojiv.

Kod nekih autora (na primer, u [10] ) pod teoremom Sierpinski-Mazurkiewicz
podrazumeva se

Teorema 3.3.11. Svaki prebrojiv kompaktan Hausdorfov prostor karakter-
ističnog sistema (α, n) je homeomorfan ordinalu ωα · n+ 1.

Dokaz. Tvrdenje je specijalan slučaj prethodno dokazane teoreme. U teoremi
3.2.7 smo pokazali da je svaki prebrojiv kompaktan Hausdorfov prostor rasut,
a u napomeni nakon te teoreme zaključili smo da se može pokazati i da je
metrizabilan. Prema 1.3.104 on tada zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti.
Dakle, važe uslovi prethodne teoreme i dokaz je gotov.

Iz ove teoreme direktno se izvode značajna tvrdenja o prebrojivim kompak-
tnim Hausdorfovim prostorima.

Posledica 3.3.12. Svaka dva prebrojiva kompaktna Hausdorfova prostora su
homeomorfna ako i samo ako imaju isti karakteristični sistem.

Posledica 3.3.13. Svaki prebrojiv kompaktan Hausdorfov prostor je homeo-
morfan dobro uredenom skupu.



Poglavlje 4

Iz istorije matematike...

4.1 Ivar Bendikson (1861-1935)

Slika 4.1: Bendikson

Švedski matematičar Bendikson (Ivar
Otto Bendixson) roden je 1. avgusta
1861. godine u Stokholmu. Otac mu
je bio trgovac, što mu je omogućilo
pristup dobrom obrazovanju. 1878.
godine upisuje Kraljevski Institut
Tehnologije u Stokholmu. Naredne
godine prelazi na Univerzitet u Upsa-
li, gde je za dve godine stekao
diplomu. U to vreme osniva se
Stockholm University Colege, a mladi
Bendikson prelazi tamo. Tu i postaje
docent 1890. godine, nakon što mu je
Univerzitet u Upsali dodelio doktorat.
Do kraja XIX veka paralelno je pre-
davao na Kraljevskom Institutu i na
koledžu u Stokholmu. 1905. godine

postao je profesor vǐse analize na koledžu u Stokholmu, gde je i bio rektor u
periodu od 1911-1927.

Bio je oženjen ćerkom bankara, Anom Lind (Anna Helena Lind). Kao
izuzetno cenjen matematičar, Bendikson je bio i politički aktivan. Značajno
je istaći da je organizovao pomoć za siromašne studente.

Bendikson je uspeo da se izdvoji kao brilijantan matematičar. Fascini-
ran Kantorovim idejama, prvo se počeo baviti teorijom skupova, a imao je
i zapažene rezultate u topologiji. Dokaz teoreme Kantor-Bendiksona iz 1883.
godine proslavio je tada mladog studenta . Jedan od zanimljivijih rezultata nje-
govog rada je primer savršenog skupa koji je totalno nepovezan. Interesovalo
ga je i ispitivanje integralnih krivih, a ostaće poznat i po teoremi Poenkare-

67
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Bendiksona, koju je dokazao nakon Poenkrea1, 1901. godine.

4.2 Georg Kantor (1845-1918)

Slika 4.2: Kantor

Slavni nemački matematičar Georg
Kantor (Georg Ferdinand Ludwig
Philipp Cantor) smatra se utemeljiva-
čem teorije skupova. Njegov rad
uspeo je da prodrma same osnove
matematike i da uvede matematičare
širom sveta u novu epohu.

Roden je 3. marta 1845. godine
u Petrovgradu u Rusiji, kao prvi od
šestoro dece bogatog trgovca Georga
Kantora (Georg Woldemar Cantor)
i Marije Bom (Maria Anna Bohm).
Zbog očeve bolesti porodica se 1856.
godine seli u Nemačku. Odrastao je
u religioznoj porodici. Sa majčine
strane nasledio je talenat za muziku
(bio je odličan violinista). Pohadao je
škole u Frankfurtu i Visbadenu i ista-
kao se kao učenik darom za nauku, naročito matematiku. Poštujući očevu
odluku da mu sin bude uspešan inženjer, upisao se na Politehniku u Cirihu,
iako je njegova želja bila da se posveti matematici. Ipak, uz očev pristanak,
Kantor ubrzo prelazi na Univerzitet u Berlinu, koji je tada bio centar nove
matematičke misli. Slušao je predavanja kod Kumera2, Vajerštrasa3 i Kroneke-
ra4, a proučavao je i fiziku i filozofiju.

Sa samo 22 godine odbranio je doktorsku disertaciju pod nazivom ”O neodre-
denim jednačinama drugog stepena” (De aequationibus secundi gradus indeter-
minatis). Nakon toga je jedno vreme radio kao učitelj u školi, da bi se zatim
zaposlio na Univerzitetu u Haleu. Tu je proveo svoj radni vek, iako mu je
neostvarena želja bila da bude predavač u Berlinu.

Kao mladog studenta prvo ga je zanimala Gausova teorija brojeva, da bi se
kasnije, pod Vajerštrasovim uticajem počeo baviti teorijom redova. Proučavao
je pitanje jedinstvenosti Furijeove reprezentacije funkcije. Svoj prvi revolu-
cionarni rad iz ove oblasti napisao je sa 29 godina. Iste godine oženio se pri-
jateljicom svoje sestre. Imali su šestoro dece.

U periodu od 1879. do 1884. godine objavio je niz radova iz teorije skupova.
Jedan od tih radova - Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre

1Poencare
2Ernst Eduard Kummer (1810-1893)
3Karl Weierstrass (1815-1897)
4Leopold Kronecker(1823-1891)
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- postao je temelj njegove teorije. Ideje iznete u ovim radovima nisu do-
bro prihvaćene. Kantorova razmatranja su osporavana od strane istaknutih
matematičara, medu kojima je bio i Kroneker, koji je tvrdio da Kantor ”kvari
omladinu”. Nedostatak podrške okruženja za njegovu teoriju uticao je na Ka-
ntora toliko da je jedno vreme napustio svoj matematički rad i posvetio se
filozofiji. Njegov švedski kolega Mitag-Lefler5 objavljivao je Kantorove radove u
svom časopisu Acta Mathematica u periodu kada su drugi odbijali da publikuju
njegove ideje. Podršku je dobijao i od dobrog prijatelja Dedekinda6, ali je veći
broj matematičara bio skeptičan prema njegovom radu.

Matematički rad Kantor je nastavio 1895. godine kada je objavljen prvi deo
svog velikog dela ”Doprinosi osnovama transfinitne teorije skupova” (Beiträge
zur Begründung der transfiniten Mengenlehre) posvećen uredenim skupovima.
Drugi deo je izašao 1897. godine, a bavio se dobro uredenim skupovima.
Ovaj rad je doveo do promene opšteg raspoloženja prema Kantorovim idejama.
Preveden je na italijanski i francuski jezik i njegova teorija širi se i van granica
Nemačke.

Kantorov rad otežavali su i zdravstveni problemi. Borbu sa maničnom de-
presijom započeo je još u ranim dvadesetim godinama, a napadi su sa vremenom
postajali sve ozbiljniji. Mnogi su neosnovano tvrdili da je sukob sa Kronekerom
doveo do Kantorovog teškog psihičkog stanja, ali se moderniji istoričari mate-
matike sa time ne slažu (pogledati [4]).

Dokaz teoreme Kantor-Bendiksona samo je kap u moru fascinantnih rezul-
tata do kojih je Kantor došao svojim radom. Prvi je shvatio značaj ”1-1”
preslikavanja. Zasnovao je teoriju kardinalnih i ordinalnih brojeva i uveo pojam
kardinalnosti skupa. Pored toga, bavio se ispitivanjem topologije realne prave.
Ovo su samo neki od njegovih otkrića čisto matematičke prirode, dok njegova
razmatranja problema beskonačnosti prelaze u prave filozofske rasprave.

Preminuo je 6. januara 1918. godine u psihijatrijskoj bolnici u Haleu.
Pred kraj života konačno je dobio podršku za svoj rad. Značaj njegovih revo-
lucionarnih ideja postaće evidentan tek kasnije, tokom XX veka kada se sve
matematičke discipline zasnivaju na teoriji skupova.

5Gösta Mittag-Leffler (1846-1927)
6Richard Dedekind(1831-1916)



70 POGLAVLJE 4. IZ ISTORIJE MATEMATIKE...



Zaključak

Iako se dokaz teoreme Kantor-Bendiksona javio još u drugoj polovini XIX veka,
do današnjih dana ova tema intrigira matematičare širom sveta. Osnovna ideja
ovog master rada bila je prezentacija teoreme Kantor-Bendiksona iz ugla onih
matematičkih disciplina u kojima se najčešće primenjuje, kao i isticanje veze
rezultata ove teoreme i teorije skupova, kako je ilustrovano u dokazu teoreme
Sierpinski - Mazurkiewicz. Značajno je istaći da se obe navedene teoreme pri-
menjuju u velikom broju tvrdenja iz topologije i funkcionalne analize, ali su
retko date sa dokazom koji ne zahteva široko predznanje. Zato je ovim radom
obuhvaćen i detaljan uvod u pojmove koji se koriste, radi potpunije slike prob-
lema kojima smo se bavili.

”Suština matematike jeste u njenoj slobodi.” G.Cantor
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MA
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