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SADRZAJ



Predgovor

Teoremu kojom se bavimo u ovom radu dokazali su nemacki matematicar Ka-
ntor i Svedski matematicar Bendikson 1883. godine nezavisno jedan od drugog.
Veliki broj pojmova koje koristimo u radu prvi je uveo ili prouc¢avao upravo
Kantor: od pojma kardinalnosti skupa, preko ideje ordinala, pa sve do Ka-
ntor-Bendiksonovog ranga. U vreme kada je teorema dokazana, on je ve¢ bio
istaknuti naucnik. Mladi Bendikson imao je samo 22 godine kada je pokazao ovo
tvrdenje, ¢ime se istakao svojim matematickim umeéem i van granica Svedske.

Teorema Kantor-Bendiksona tvrdi da se svaki poljski prostor moze na jedi-
nstven naé¢in predstaviti kao disjunktna unija savrienog skupa (skupa ¢ija je
svaka tacka tacka nagomilavanja) i prebrojivog skupa. Siroka primena spomenu-
tog tvrdenja ostvarena je u topologiji, funkcionalnoj analizi, kao i u deskrip-
tivnoj teoriji skupova koja proucava odredene klase podskupova poljskih prostora.

Prvo poglavlje rada posveceno je uvodnim pojmovima i tvrdenjima iz oblasti
teorije skupova i topologije. Dat je detaljan prikaz osobina dobro uredenih
skupova i ordinala, a posebno su istaknuti principi transfinitne indukcije i
rekurzije. Drugi deo prvog poglavlja obuhvata svojstva topoloskih i metrickih
prostora. Navedene su osnovne definicije, teoreme i primeri koji ¢e se koristiti
u nastavku.

Drugo poglavlje se bavi teoremom Kantor-Bendiksona. Predstavljeni su
poljski prostori, u okviru kojih se teorema najvise primenjuje. Definisani su
savrSeni prostori, a zatim je formulisano i dokazano tvrdenje koje predstavlja
temu rada. U okviru ovog dela istaknute su i neposredne posledice teoreme, kao
Sto je ¢injenica da za poljske prostore vazi Hipoteza kontinuuma.

U tre¢em poglavlju se uvodi pojam Kantor-Bendiksonovog izvoda i ranga,
koji proisticu iz teoreme Kantor-Bendiksona. Navedena su svojstva rasutih
prostora, na kojima je ilustrovana njihova primena. Ukratko su data i svo-
jstva ordinala kao topoloskih prostora. Kljucno tvrdenje ovog dela je teorema
Sierpinski-Mazurkievi¢, kojom pokazujemo da je svaki prebrojiv kompaktan
Hausdorfov prostor homeomorfan ordinalu.

Cetvrto poglavlje sadrzi kratke biografije poznatih matematicara koji su ovu
teoremu dokazali.
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Poglavlje 1
Uvod

1.1 Uvodne napomene i oznake

Na samom pocetku rada dajemo pregled oznaka i pojmova koje ¢emo koris-
titi, a nisu eksplicitno navedene u okviru daljeg teksta. Istaknimo prvo da
¢emo u radu u okviru tvrdenja koja se ti¢u teorije skupova koristiti ZFC sis-
tem aksioma (Zermelo-Frenkelov sistem aksioma sa aksiomom izbora), iako ih
uglavnom ne¢emo navoditi, jer bi to nepotrebno zakomplikovalo strukturu rada.
Ako posmatramo preslikavanje f: X — Y 1 A C X, B C Ysa f[4] = {f(x) :

x € A} obelezavamo direktnu sliku skupa A, dok je f71[B] ={z € X : f(x) €
B} inverzna slika skupa B.

Partitivni skup datog skupa A (kolekciju svih podskupova skupa A) obelezava¢emo
sa P(A).

Definicija 1.1.1. Skupovi A i B su ekvipotentni (iste moéi) ako i samo ako
postoji f : A — B koje je bijekcija. Oznacava se sa A v~ B.

Definicija 1.1.2. Skup A je beskonacan ako i samo ako je ekvipotentan
nekom svom pravom podskupu (3A; € A A; «~ A). Skup je konacan ako
i samo ako nije beskonacan. Skup je prebrojiv ako i samo ako je ekvipotentan
skupu prirodnih brojeva.

Definicija 1.1.3. Kardinalni broj skupa A je klasa svih skupova koji su «
skupu A. Oznaka je |A].

Definicija 1.1.4. Ako su |A| i |B] kardinalni brojevi, definisemo: |A| < |B)|
ako i samo ako postoji injektivno preslikavanje f : A — B.

Skup prirodnih brojeva bez nule oznacavac¢emo sa N. Kardinalni broj skupa
prirodnih brojeva oznacava¢emo sa N (dakle, |[N| = Ng). Poznato je da je
skup racionalnih brojeva QQ kardinalnosti Ry, dok skup realnih brojeva to nije.
Kardinalni broj skupa P(N) obelezava se sa ¢ i pokazuje se da je to i kardinalni
broj skupa realnih brojeva.



8 POGLAVLJE 1. UVOD

Teorema 1.1.5. Za svaki skup A vazi |A| < |P(A)].

U okviru posledica teoreme Kantor-Bendiksona bice reci i o Hipotezi kontin-
uuma, stoga je ovde navodimo. Naime, prethodna teorema nam daje Ry = |N| <
|P(N)| = ¢, pa se postavlja pitanje da li postoji skup A takav da Ry < |A| < ¢?
Hipoteza kontinuuma tvrdi da ne postoji skup A takav da Xy < |A] < «¢.
Bitno je istaé¢i da je ona nezavisna od aksioma teorije ZFC (ona se ne moze ni
dokazati ni oboriti na osnovu aksioma ZFC).

Teorema 1.1.6. Sreder-Bernstajn Ako su A, B proizvoljni skupovi takvi da
je |A| < |B]1i|B| < |A], tada je |A| = |B|.

Teorema 1.1.7. Unija najviSe prebrojivo mnogo najvise prebrojivih skupova
je najvise prebrojiv skup.

Teorema 1.1.8. Konac¢nih podskupova prebrojivog skupa ima prebrojivo mnogo.

U okviru dokaza jedne teoreme bi¢e nam potreban specijalan slucaj poz-
nate teoreme Remzija primenjene na skup prirodnih brojeva. Neka je [X]? =

Hz,y}:x,y € X Nz # y}.

Teorema 1.1.9. [Ramsey| Ako je [N]> = KoU K; i Ky N K; = (), onda postoji
beskonacan H C N i j € {0,1} takvi da [H]* C Kj.

Ako je A neprazan skup i n € N sa A™ oznacavamo skup svih nizova duzine
n u A. Dozvoli¢emo da n bude i 0 tako $to definisemo A° = ) (prazan niz).
Definisemo i A<Y = U,enA,. Duzinu niza s obelezavademo sa |s|. Za s € A"
im < njesm= (s9...,8m-1) (s]0 = 0). Konacni nizovi s i ¢t iz A su
kompatibilni ako je ¢ ekstenzija s (u oznaci s C t), odnosno ako je s = tlm
za neko m < |s|. U suprotnom, nizovi su nekompatibilni, §to se oznacava sa
s L t. Konkatenacija nizova s = (s; : i <n) it = (t;: j < m) je nov niz st =
(S0y -+ Sn—1,t0y- -+, tm—1). Beskonacni niz pisemo sa (x(n)) = (z,) = (z,). Sa
A% ¢emo oznaciti skup svih beskonacnih nizova na skupu A.

U okviru deskriptivne teorije skupova ¢esto se pri dokazivanju tvrdenja ko-
riste slede¢i pojmovi.

Definicija 1.1.10. Drvo na skupu A je podskup 7' C A<“ za koji vazi:
teTNsCt—set.

Elemente drveta nazivamo ¢vorovima. Beskonac¢na grana je niz x € A¥
z|n € T za svako n. Telo drveta T, [T] je skup njegovih beskona¢nih grana.

T je savrseno ako i samo ako
(VseT)(Ft,u)(tDsAhuDsAt,ue TAtLu),

tj svaki ¢lan T" ima dva nekompatibilna prosirenja u 7.
Drvo je potkresano ako za svako s € T postoji a € Ada sa e T.
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1.2 Teorija skupova

Nakon uvodnih napomena predstoje¢i odeljak daje kratak osvrt na pojedine
delove teorije skupova koje ¢emo koristiti u delu o primenama teoreme Kantor-
Bendiksona. Pri tome, posebnu paznju posvec¢ujemo ordinalima i njihovim svo-
jstvima. Dokazi tvrdenja ovog poglavlja mogu se nac¢i u [5] i [11].

1.2.1 Dobro uredeni skupovi

Pojam uredenja, narocito linearnog i dobrog uredenja bi¢e nam neophodan pri-
likom rada sa ordinalima, a kasnije i u susretu sa posebnom klasom topoloskih
prostora indukovanih linearnim uredenjem.

Definicija 1.2.1. Neka je A skup. Binarna relacija <C A? je relacija parci-
jalnog uredenja ako i samo ako je refleksivna ((Vz € A)x < x), antisimetri¢na
(Vz,y € A)x <yAy < x =z =y)itranzitivna ((Vz,z,y)r <yAy < z =
x < z ). Tada je (A, <) parcijalno ureden skup sa nosacem A.

U literaturi se ponekad koristi i termin ureden skup (kao na primer u [11]).

Na skupu prirodnih brojeva dobro poznata relacija < je parcijalno uredenje.

U parcijalno uredenom skupu izdvajaju se tacke skupa A sa posebnim os-
obinama.

Definicija 1.2.2. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup, B C Aiz € A. Tada
je x:

e majoranta (gornje ogranicenje) skupa B ako i samo ako za svako y € B
Y=z

e minoranta (donje ogranicenje) skupa B ako i samo ako za svako y € B
T <y

e najvedéi (najmanji) element skupa B ako i samo ako je z majoranta
(minoranta) B i x € B; oznacavademo ga sa maxB (minB);

e maksimalan (minimalan) elemenat skupa B ako i samo ako =3y € B
takodaz <yAz#y (y<zAzx#vy);

e supremum (infimum) skupa B (u oznaci supB (infB)) ako i samo
ako je x najmanje gornje (najveée donje) ogranicenje B, odnosno z je
min{y € A :y je majoranta B} (max{y € A : y je minoranta B});

Teorema 1.2.3. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup i B C A. Tada, ako
postoji najveci elemenat skupa B onda je on jedinstven.

Analogno tvrdenje vazi i za najmanji elemenat skupa, kao i infimum i supre-
mum, dok za majorantu i minorantu skupa to ne vazi - njih moze biti i vise u
parcijalno uredenom skupu.
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Ako je (A, <,) parcijalno ureden skup, neka za x,y € A vazi
r<yesr<yANzF#y.

Na ovaj na¢in smo definisali striktno parcijalno uredenje na skupu A. Moze
se pokazati da tada za sve x,y, 2z € A vazi:

1. =(x < z) (irefleksivnost);
2. r<yAy<x= =y (antisimetricnost);
3. r<yAy<z=x <z (tranzitivnost).

Ako definisemo © <* y <z <y Vx =y, onda <*=<.

S druge strane, ako je <C A? proizvoljna binarna relacija koja zadovoljava
uslove prethodna tri uslova i definiSemo

rLy&sSr<yVe =y,

onda se moze pokazati da je (A, <) parcijalno ureden skup. Prema tome, imamo
potpunu paralelu izmedu pojma parcijalnog uredenja i striktnog parcijalnog
uredenja: svako parcijalno uredenje ”indukuje” striktno i obratno.

Definicija 1.2.4. Neka su (A, <4) i (B, <p) parcijalno uredeni skupovi i pres-
likavanje f : A — B. Za funkciju f kazemo da je rastucéa ako i samo ako
(Vo,y € A)z <ay= f(z) <p f(y).

Preslikavanje f je izomorfizam ako i samo ako je: f bijekcijaiVz,y € A(z <4
y <= f(z) < f(y)).

Tada za parcijalno uredene skupove (A, <4) i (B, <p) kazemo da su izomorfni
i to oznacavamo sa (A, <,) = (B, <p).

Ako je preslikavanje f izomorfizam, tada je i inverzno presllkavanje f—*
izomorfizam.

Definicija 1.2.5. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup. (A, <) je linearno
ureden skup ako i samo ako vazi

(L) Vo,y € A(x <yVy <),

Svojstvo linearnosti (L) zahteva da svaka dva elementa datog skupa budu
uporediva. Zato se ovakav skup nekada naziva i lanac. Za skupove koji nemaju
uporedivih elemenata kazemo da predstavljaju antilanac.

Svima nam je intuitivno poznat primer skupa prirodnih brojeva na kome je
definisana relacija <. To je ujedno i primer linearno uredenog skupa.

Teorema 1.2.6. Neka je (L, <) linearno uredenje i (z,, : n € N) niz u L. Tada
on sadrzi ili neopadajuci podniz ili opadajuéi podniz.
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Dokaz. Definisemo Ky = {{m,n} :m <nAz, <z,}1 Ky ={{m,n} :m<
n AT, > x,}. Ocigledno je [N]? = {KyU K} i KoN K; = (). Prema teoremi
1.1.9, postoji skup H takav da je ili [H]? C Ky ili [H]? C K;. U prvom slu¢aju,
niz (z, : n € N) je neopadajuéi, a u drugom opadajuéi. ]

Definicija 1.2.7. Parcijalno ureden skup (A, <,) je dobro ureden ako i samo
ako svaki njegov neprazan podskup ima najmanji elemenat, to jest

(VB0 #BCA=3JxeBVYye Buz<y) (1.1)

Teorema 1.2.8. Ako je (A4, <4) dobro ureden, onda je on i linearno ureden
skup.

Dokaz. Da bismo pokazali da skup (A, <4) linearno ureden, dovoljno je da
pokazemo osobinu linernosti - (L) iz definicije 1.2.1. Neka x,y € A. Tada
B ={z,y} € A, pazbog 1.1 3t € BVYa € Bt < a. Tada je moguce: t = z,
pa ako uzmemo a = y dobijamo x < y; t = y, se radi analogno. U oba slucaja
sledidajexr <yVy<ux. O]

Teorema 1.2.9. Neka je (A, <4) dobro ureden i B C A. Tada je i (B,<p)
dobro ureden.

Dokaz. (B, <g)! je linearno ureden, $to se lako pokazuje. Ostaje da se pokaze
da svaki neprazan podskup B ima minimum. Neka () # C' C B. Tada ocigledno
C C A, pa postoji x € C tako da za sve y € C vazi x <4 y. Ali, tada za sve
y € C vazi i x <p y, odakle sledi da je z <p-minimum C. O

Prema tome, podskup dobro uredenog skupa je ponovo dobro ureden.

Primer 1.2.10. Ako je (A, <) dobro ureden skup i a € A. Pocetni segment
skupa A odreden elementom a je podskup svih elemenata iz A koji su manji od
a, odnosno

predia<y(a) ={r € A:z <a}.

Iz teoreme 1.2.9 sledi da je (predia <y(a), <) takode dobro ureden skup.

Navedimo sada neke osobine dobro uredenih skupova koje ¢e biti neophodne
za razumevanje pojma ordinala.

Teorema 1.2.11. Neka je (A, <) dobro ureden skup i f : A — A rastuca
funkcija. Tada vazi
Vee Az < f(z).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka postoji z € A tako da x > f(z). Pos-
matrajmo skup B = {z € Alx > f(z)} C A. Ocigledno je B # (), pa postoji
¢ = minB (jer je (A, <) dobro ureden). S obzirom da ¢ € B vazi ¢ > f(c).
Po pretpostavci, f je rastuca funkcija, pa je f(f(c)) < f(c). Takode, prema
definiciji skupa B sledi da f(c) € B, ali onda ¢ nije minB, kontradikcija. [

IPri tome, podrazumevamo da je <p=<,4 NB2.
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Prema tome, jedini automorfizam (izomorfizam skupa na samog sebe) dobro
uredenog skupa je identicko preslikavanje.

Teorema 1.2.12. Neka su (A, <4) i (B, <p) dobro uredeni skupovi i A = B.
Tada postoji tacno jedan izomorfizam f: A — B.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji i preslikavanje g : A — B koje
je takode izomorfizam. Preslikavanja g 'of : A — Ai flog: A — A
su tada izomorfizmi, pa su i rastuéa. Ako x € A, na osnovu teoreme 1.2.11
imamo = < (g7 o f)(z) iz < (f~! o g)(x). Funkcija g je izomorfizam, pa sledi
g(z) < g((g7 o f)(z)) = f(x), ai funkcija f je izomorfizam, pa imamo f(x) <
f((f~tog)(z)) = g(x). Tada, zbog (AS) iz definicije 1.2.1 sledi f(z) = g(z). O

Teorema 1.2.13. Neka je (A, <) dobro ureden skup. Tada:
(i) ne postoji x € A tako da (A, <) = preda<)(z);
(ii) ne postoje x,y € A takvi da je x # y A predia,<y(x) = predia <) (y).

Dokaz. (i) Pretpostavimo suprotno, neka postoji x € A i preslikavanje f: A —
preda,<y(z) koje je izomorfizam. Na osnovu teoreme 1.2.11 imamo z < f(x) <
x, iz ¢ega sledi kontradikcija.
(ii) Posledica tvrdenja pod (i).

[

Teorema 1.2.13 istice da dobro ureden skup ne moze biti izomorfan svom
pocetnom segmentu. Ispitajmo sada odnos podskupa.

Teorema 1.2.14. Neka je (A, <) dobro ureden skup i neka je ) # X C A sa
osobinom

Ve,ye Alee X Ny<z=yeX). (1.2)

Tada je X = A ili postoji ¢ € A tako da X = preda < (c).

Dokaz. Ako je X = A, dokaz je gotov. Pretpostavimo da X # A. To znaci da
postoji z € A\ X, pajeskup B ={z € A:x ¢ X} neprazan. 1z teoreme 1.2.9
znamo da je i B dobro ureden, pa postoji b = minB. Uoc¢imo da tada b ¢ X iza
svako y < bvaziy € X. Zbog toga, predia<,(b) C X. Ako z € X \preda <(b),
onda z ¢ predia,<)(b), pa z > b. Ali sada je b < z € X, pa zbog (1.2) jebe X
imamo kontradikciju. O]

Konaé¢no, moze se pokazati da su dva dobro uredena skupa ili izomorfna ili
je jedan izomorfan pocetnom segmentu drugog (ili obratno).
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1.2.2 Ordinali

Pojam ordinala prvi put se javlja u drugoj polovini XIX veka. Prvi ga je
upotrebio nemacki matematicar Georg Kantor. Od tada, razli¢iti nauc¢nici su
imali drugaciji pristup ovoj teoriji. Mi ¢emo se koristiti pristupom koji je dao
von Neumann? 1923. godine. On je ordinale posmatrao kao specijalne skupove
koji se uzimaju kao istaknuti predstavnici klase svih mogué¢ih dobro uredenih
skupova.

U nastavku, podrazumeva se da skupovi sa kojima radimo zadovoljavaju sve
aksiome ZF teorije.

Definicija 1.2.15. Skup A je tranzitivan ako i samo ako za sve © € A vazi
xz C A.

Drugim rec¢ima, skup A je tranzitivan ako za sve x vazi implikacija a € x €
A=ac A

Primer 1.2.16. Skupovi 0, {0}, {0,{0}},... su tranzitivni.

Definicija 1.2.17. Za skup A kazemo da je ordinal ako i samo ako vazi:
(OR1) tranzitivnost: za sve x € A vazi z C A ;
(OR2) irefleksivnost relacije €: za sve z € A vazi -~z € z;

(OR3) tranzitivnost relacije €: za sve z,y,2z € A vazi

TEYNYE€2z= T € 2z

(OR4) za sve x,y,z € Avaziz =y Vz € yVy € z (trihotomija);
(OR5) VX C A (X#(Z):>(E|y€X) (VzeX\{y})ye,z).

Primetimo da iz osobine (OR1) definicije 1.2.17 sledi da je relacija € ire-
fleksivna. Takode, iz osobine (OR4) vidimo da je (A, €) linearno ureden skup.
Konacno, (OR5) nam daje da je (A, €) i dobro ureden skup, pa mozemo dati
ekvivalentnu definiciju ordinala.

Definicija 1.2.18. Za skup A kazemo da je ordinal ako i samo ako je tranzi-
tivan i relacija € je dobro uredenje na A.

Primer 1.2.19. Skupovi 0, {0},{0,{0}},... sui ordinali. Lako se proverava
da zadovoljavaju uslove definicije 1.2.17.

Teorema 1.2.20. Neka je o ordinal i 5 € a.
(i) B je ordinal;
(ii) § = pred(p) ={0 € ald € 5},

2John von Neumann (1903-1957), madarsko-americki matematicar
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Dokaz. (i) Pokazimo da je [ ordinal. Znamo da je a tranzitivan skup, pa vazi
B € a= p Ca. Iz teoreme 1.2.9 znamo da je podskup dobro uredenog skupa
takode dobro ureden, pa je (3, €) dobro uredenje.
Ostaje da se pokaze da je [ tranzitivan skup. Ako § € § tada i § € « (zbog
B C a). Neka v € 6. Zbog 6 € a je 0 C «, pa 0 € . To nam daje 3,7,0 € a,
v €did e P, zbog (OR3) jey € 5. Dakle, 6 C [ za sve § € 3, ¢Cime smo
pokazali da je f tranzitivan skup.
(ii) Pokazujemo B = pred(f) = {v:~v € f}. Ako v € 3, zbog  C o imamo da
je v € a, pay € pred(f). S druge strane, ako v € pred(f) onda, po definiciji
pred(f) imamo v € 5.

O

Time smo pokazali da je svaki elemenat ordinala takode ordinal i da je sam
ordinal jednak svom pocetnom segmentu. U nastavku ¢emo ispitati u kakvom
odnosu mogu biti dva ordinala.

Teorema 1.2.21. Ako je « ordinal razlicit od praznog skupa, onda je § € o i
0 = mina.

Dokaz. S obzirom da je («, €) dobro ureden skup, postoji njegov najmanji ele-
menat, oznac¢imo ga sa 3. Neka v € 3, odnosno pretpostavimo da  # (). Tada
B € «a, pa zbog tranzitivnosti § C «. Sada v € «, pa iz teoreme 1.2.20 imamo
da su i ordinali, ali v € 3, a to je u kontradikciji sa pretpostavkom da je
najmanji. O]

Vazi i da izomorfni ordinali ujedno moraju biti i jednaki.

Teorema 1.2.22. Neka su « i § ordinali. Tada vazi tacno jedna od sledec¢ih
relacija:

a=p,acp,pEa.
Definicija 1.2.23. Ako su « i § ordinali, definiSemo:
a<f<=aefialf<=acefVa=00.

Primetimo da je ocigledno o < 8 <= « < . Dokaz tvrdenja koje sledi je
rutinski.

Teorema 1.2.24. < je strogo linearno uredenje na klasi ordinala.

Nakon utvrdivanja osnovnih osobina ordinala, prelazimo na svojstva skupova
ordinala. Jedna od kljucnih osobina ordinala data je slede¢im tvrdenjem.

Teorema 1.2.25. Neka je a ordinal. Tada
a={p:pjeordinal i § € a}.

Definicija 1.2.26. Neka je X neprazan skup ordinala. Tada je supX = UX i
min(X) =NX.
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Teorema 1.2.27. Neka je X neprazan skup ordinala. Tada:
(i) presek elemenata X je ordinal;
(ii) presek elemenata X pripada skupu X;
(iii) za svako a € X je NX € a ili NX = a.

Dokaz. Pokazimo (ii). Prema tvrdenju pod (i) imamo NX C « za sve a € X.
Neka za neko oo € X vazi a € NX. Tada o € NX C a, pa o € «, pa smo dobili
kontradikciju. Zbog trihotomije je

Vae X (NX =aVNX €a).

Neka je za sve a € X NX € a. Tada NX € Nyexa = NX, pa opet imamo
kontradikciju. Dakle, ostaje da postoji a € X tako da NX = «, pa je tvrdenje
dokazano. (ii7) sledi direktno iz (ii).

]

Za uniju elemenata skupa ordinala X vazi da je ona najmanji ordinal sadrzan
u X.

Teorema 1.2.28. Svaki skup ordinala je dobro ureden relacijom €.

Dokaz. Pretpostavimo da je X # ) (ako je X prazan skup, dokaz je gotov).
Ocigledno je (X, €) linearno ureden skup, jer je irefleksivan, tranzitivan i vazi
trihotomija. Uzmimo neprazan podskup Y skupa X. Kako je Y neprazan skup
ordinala, prema teoremi 1.2.27, NY € Y je najmanji ordinal u Y. O]

Kako je < na skupu ordinala dobro uredenje, vazi sledeca teorema.
Teorema 1.2.29. Svaki opadajuéi niz ordinala je konacan.

Kao sto smo videli iz definicije 1.2.17, ordinali su posebne vrste skupova.
Posmatrajmo {z : z je ordinal}. Ovo nije skup! Naime, od ranije nam je
poznat Raselov paradoks koji tvrdi da ne postoji ”skup svih skupova”, odnosno
ne postoji skup oblika {x : = ¢ x}. Isti je slucaj i sa ordinalima,sto ilustruje
sledeca teorema.

Teorema 1.2.30. (Burali-Fortijev paradoks) Ne postoji skup svih ordinala.

Dokaz. Pretpostavimo da je ON = {z : x je ordinal } skup. Na osnovi teoreme
1.2.29 on je onda dobro ureden relacijom €. Takode, on je i tranzitivan, jer za
ordinal ai 8 € a, bilo bi § € ON, pa o« C ON. Na osnovu ovoga zakljucujemo
da je ON ordinal. No, tada je ON € ON, a to je nemoguce, jer nijedan skup
nije sam sebi elemenat. O]
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Dakle, ne moze se govoriti o "skupu” svih ordinala. Zbog toga uvodimo
pojam klase. Klase, za razliku od skupova, ne mogu pripadati drugim objek-
tima. Primetimo da se i skupovi mogu posmatrati kao klase. Klase koje nisu
skupovi naziva¢emo pravim klasama. U sustini, klase su formule. Elementi
klase su svi oni skupovi z koji zadovoljavaju formulu A(x). Navedimo primere
klasa koje smo ve¢ spominjali u radu.

Primer 1.2.31. Klasa svih skupova je V' = {z|x = x} (naziva se i univerzalna
klasa), dok je klasa ordinala oznacena sa ON = {z|z je ordinal} (nekada se
oznacava i sa ORD). Klasa dobro uredenih skupova izomorfnih sa (A, R) je

type(A, R) = {x|z je dobro ureden i z = (A, R)}.

Naredna teorema nam daje reprezentaciju ordinala pomoc¢u dobro uredenih
skupova.

Teorema 1.2.32. Za svaki dobro ureden skup (X, <) postoji jedinstven ordinal
a takav da je a = (X, <).

Jedinstvenost ovakvog ordinala av omoguéava nam da definisemo type(X, <
) = « - ordinalni tip uredenja (X, <).

Teorema 1.2.33. Ako je (X, <) dobro ureden skup tada je sa type(X, <) = «
definisan ordinalni tip uredenja (X, <).

Spomenimo i posebnu vrstu ordinala - prirodne brojeve. Ako je a ordinal,
pokazuje se da je o U {a} takode ordinal, pri ¢emu je o C o U {a}. Takode,
moze se pokazati da ne postoji § takvo da je @ < f < a U {a}. Ozna¢imo
aU{a} =a+1 (uliteraturi se koristi i oznaka a U {a} = a™).

Definicija 1.2.34. Ordinal « je sledbenik (nasledni) ako postoji ordinal /3
takav da a = 81, dok za a kazemo da je graniéni ako nije 0 i nije nasledni.

Definicija 1.2.35. Ordinal « je prirodan broj ako i samo ako je
VB € ON(f <a= f=0V}p jenaredni ).

lako ne¢emo detaljnije ispitivati osobine ovako definisanih prirodnih brojeva,
napomenimo da je klasa svih prirodnih brojeva sa nulom (u oznaci w) zapravo
skup i to prebrojiv. Takode, moze se pokazati:

Teorema 1.2.36. w je najmanji grani¢ni ordinal.

1.2.3 Transfinitna indukcija i rekurzija

U ovom segmentu rada objasni¢emo pojmove transfinitne indukcije i rekurzije
koji su izuzetno znacajni u teoriji skupova, ali i Sire. Princip indukcije nam
daje "alat” za dokazivanje tvrdenja, dok se principom rekurzije konstruisu novi
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objekti.

Sam termin “indukcije” ve¢ nam je poznat od ranije. U okviru izucavanja
osobina prirodnih brojeva nemoguce je zaobici princip matematicke indukcije.
Grubo receno, ovaj princip tvrdi da ako neka osobina P vazi za 1 i ako iz
osobine da vazi za neko n € N sledi da vazi i za n + 1, onda ta osobina vazi za
sve prirodne brojeve. Preciznije, ako je P(z) neka formula, onda je

9

(P(0) AVn € N(P(n) = P(n+1))) = Vn € N(P(n))

U nastavku ¢emo videti da je ovo samo jedan specijalni slucaj mnogo jaceg
tvrdenja.

Princip transfinitne indukcije prvo definiSemo za dobro uredene skupove slede¢im
tvrdenjem.

Teorema 1.2.37. Princip transfinitne indukcije
Neka je (A, <4) dobro ureden skup i ) # B C A. Tada vazi:

(Vo € A) predia<y(x) C B=2 € B] = B =A. (1.3)

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da B # A, §to znaci da A\ B # (. Tada
0 # A\ B C A, pa postoji x = min(A\ B). Posmatrajmo preda <,)(z).
Ako je predia<,y(z) =0, onda ) C B, pa x € B, a to je nemoguce. Ako je
predia<,(x) # 0, neka t € predia<,y(x). Sledi da t < x, pat € B, zbog
¢ega imamo predia <,)(z) C B. Zato je x € B, §to ponovo daje kontradikciju.
Zakljucujemo da mora biti A = B. m

Prethodna teorema nam daje sledeé¢u posledicu koja se izuzetno lako dokazuje.

Teorema 1.2.38. Neka je (A, <4) dobro ureden skup i B C A. Tada vazi:
lag € BA (Vx € A) (predia<y(z) C B=x € B)]= B=A. (1.4)

Ako uzmemo da je skup A skup prirodnih brojeva, dobijamo bas prin-
cip matematicke indukcije. Takode, za skup A mozemo uzeti i neki ordinal,
s obzirom da su ordinali posebno definisani skupovi. Na osnovu prethodno
dokazanih teorema isto vazi i za proizvoljan skup ordinala. Analogno tvrdenje
se moze dobiti i ako se umesto skupa A posmatra neka potklasa ordinala. Prema
tome, princip transfinitne indukcije za klasu ordinala bi se mogao opisati na
slede¢i nacin:

e Princip transfinitne indukcije Neka je A(«) neki iskaz definisan za
sve ordinale a. Pretpostavimo da je za svako a tacno: ako je za sve ordinale
B < « iskaz A(B) tacan, sledi da je tacan i za . Tada je iskaz A(«a) tacan za
sve ordinale.

Na kraju, samo navodimo princip transfinitne rekurzije koji ¢emo koristiti
prilikom kontrukcije odredenih matematickih objekata.
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Teorema 1.2.39. Princip transfinitne rekurzije Neka je G(z,y) formula
takva da je G : V — V. Tada postoji jedinstveno F' tako da

(Va)F(a) = G(F | «)

Njenu primenu pokazujemo odmah na primeru definisanja operacija sa or-
dinalima. Transfinitnom rekurzijom definiSemo sabiranje ordinala. Ako je «
ordinal, onda:

(i) a+0=o;
(ii) a4+ (B +1) = (a+ ) + 1 za svako 3 ordinal;
(ili) a4+ B = supe<s(a+ &), ako je f > 0 grani¢ni ordinal.

Istim postupskom daje se i definicija mnozenja dva ordinala.

(i) a-(B+1) =a- B+ «a za svako f;
(ili) a- B = supecp(a-§).

Ako su « i 8 ordinali, onda je uslov a < f ekvivalentan uslovu da postoji
jedinstveni ordinal v takav da o + v = (. Takav ordinal se naziva razlika i

oznacava se sa v = —a + (. Stepenovanje dva ordinala uvodimo na slede¢i
nacin.
(i) a® =1

(i) ot =af - q;

(iii) of = supe-pa’ za svako B > 0 grani¢ni ordinal.
Sabiranje i mnozenje ordinala su asocijativne operacije, ali nisu komutativne.
Primer 1.2.40. l1tw=w<w+li2w=w<w:2

Primer 1.2.41. Primer naslednog ordinala su svi prirodni brojevi i recimo
w~+ 1. Ordinal w + w = w - 2 je granicni.

Poznata nam je definicija niza u skupu X kao preslikavanja = : N — X, pri
¢emu niz oznacavamo sa (z,, : n € N) ili (z,,).

Definicija 1.2.42. Transfinitni niz je funkcija ¢iji je domen ordinal: (as :
f < «a). Naziva se i « niz ili niz duzine «a.
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1.3 Topologija

U ovom odeljku upoznajemo se sa pojmom i osnovnim osobinama topoloskih
prostora, sa posebnim osvrtom na metricke prostore. Svrha poglavlja je podsecanje
na dobro poznata tvrdenja topologije i funkcionalne analize koja se izucavaju na
osnovnim studijama matematike, pa je ve¢ina teorema data bez dokaza. Zain-
teresovani ¢itaoci dokaze tvrdenja navedenih u ovom odeljku mogu naéi u [7] i
[3].

1.3.1 Topoloski prostori

Definicija 1.3.1. Neka je X neprazan skup. Za kolekciju O podskupova skupa
X kazemo da je kolekcija otvorenih skupova ako i samo ako su ispunjeni slede¢i
uslovi:

(O1) Prazan skup i skup X su otvoreni, odnosno (), X € O;

(O2) Presek svaka dva otvorena skupa je otvoren skup, odnosno za svako Oy, Oy €

O vazi O, N Oy € O;

(O3) Unija proizvoljno mnogo otvorenih skupova je otvoren skup, odnosno za
svako {O;i € I} vazi | J,.; 0; € O.

Kolekcija O je topologija na skupu X, uredeni par (X, O) nazivamo topolo-
skim prostorom, a elementi skupa X su tacke.

Kada smo objasnili pojam otvorenog skupa, prirodno se postavlja pitanje
osobina njegovog komplementa.

Definicija 1.3.2. Skup F' C X je zatvoren ako i samo ako je skup X\F
otvoren skup. Kolekciju svih zatvorenih skupova oznaci¢emo sa F.

Teorema 1.3.3. Ako je (X, O) topoloski prostor, tada familija svih zatvorenih
skupova zadovoljava slede¢e uslove:

(F1) Prazan skup i skup X su zatvoreni;
(F2) Unija dva zatvorena skupa je zatvoren skup;
(F3) Presek proizvoljno mnogo zatvorenih skupova je zatvoren skup.

Neposredno iz definicija 1.3.1 1 1.3.2 i teoreme 1.3.3, primenom matematicke
indukcije lako se pokazuje sledece tvrdenje.

Teorema 1.3.4. Neka je (X, Q) topoloski prostor.
(i) Presek konacno mnogo otvorenih skupova je otvoren skup.

(ii) Unija kona¢no mnogo zatvorenih skupova je zatvoren skup.
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Primer 1.3.5. Diskretna i antidiskretna topologija Ako je X proizvoljan
neprazan skup, onda je oc¢igledno kolekcija svih podskupova skupa X topologija
na skupu X. Nazivamo je diskretnom topologijom i obelezavamo sa Og;ge.
U diskretnom prostoru (X, Ogs.) svaki skup je istovremeno i otvoren i zatvoren,
jer vazi Ogise = P(X) = Faise-

Kolekeija {0, X'} je takode topologija na skupu X - antidiskretna topologija.
I u antidiskretnom prostoru (X, Ougisc) je ocigledno Ogugise = Fadise-

Uocimo i da ako je X # () i O proizvoljna topologija na skupu X, onda je
Oadisc g O g Odisc-

Zanimljivo je da se na proizvoljnom skupu X topoloska struktura moze defin-
isati pomoc¢u zatvorenih skupova. Naime, ako zadamo kolekciju F podskupova
skupa X na kojoj su ispunjeni uslovi (F'1), (F2), (F'3) i njene elemente nazovemo
zatvorenim skupovima, otvoreni skupovi ¢e, ocigledno, biti njihovi komplementi.
Ovo nije jedini nac¢in na koji se moze definisati topologija, Sto ¢e biti ilustrovano
kasnije u radu.

Definicija 1.3.6. Neka je (X, O) topoloski prostor. Skup A C X je:

(i) Gs skup ako isamo ako se moze predstaviti kao presek prebrojive kolekcije
otvorenih skupova;

(ii) F, skup ako i samo ako se moze predstaviti kao unija prebrojive kolekcije
zatvorenih skupova.

Definicija 1.3.7. Neka je (X, O) topoloski prostor. Kolekcija B C P(X) je
baza topologije O ako i samo ako vaze sledeé¢i uslovi:

(B1) B C O (elementi B su otvoreni skupovi);
(B2) za svaki skup O € O postoji familija {B;:j € J} C B tako da je O =
UjeJ B.]

Drugim recima, bazu topologije ¢ine otvoreni skupovi takvi da se svaki
otvoren skup topologije O moze prikazati kao unija neke potkolekcije kolek-
cije B.

Primer 1.3.8. Bazu diskretne topologije na skupu realnih brojeva ¢ine svi
singltoni, odnosno

B={{z}:2z R}

To je prilicno lako zakljuciti, s obzirom da se svaki otvoren skup O € P(R)
moze predstaviti kao O = |J,.o{z}.

Bitno je napomenuti da baza topologije u opstem slucaju nije jedinstvena.
Prilikom posmatranja vise baza istog topoloskog prostora, vazi sledece tvrdenje.

Teorema 1.3.9. Neka je (X, O) topoloski prostor i B baza topologije. Tada:
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(i) Ako je B C B; C O, onda je i By baza topologije;
(ii) Ako je B’ C O isvako B € B je unija nekih iz B’, onda je i B’ baza O;
(iii) Ako je i O; topologija na skupu X, onda iz B C O sledi O C O;.

Na pocetku poglavlja topologiju smo definisali pomo¢u otvorenih skupova,
uz napomenu da se ona moze zadati i na druge nacine. Jedan od njih je da se
to uc¢ini zadavanjem njene baze.

Definicija 1.3.10. Ako je X neprazan skup, kolekcija B C P(X) je baza
neke topologije na skupu X ako i samo ako je kolekcija {Ugzep B : B C B}
topologija na skupu X (zatvorenje familije B u odnosu na proizvoljne unije
predstavlja topologiju na X).

Navodimo teoremu koja nam olaksava utvrdivanje da li je neka kolekcija
skupova baza neke topologije.

Teorema 1.3.11. Kolekcija B C P(X) je baza neke topologije na skupu X ako
i samo ako su ispunjeni uslovi:

(BN1) Upes B = X;

(BN2) VB, By € BHB;:ie I} C B(B,NBy =, B

icl
Posledica 1.3.12. Neka je kolekcija podskupova B C P(X) takva da zadovol-
java uslove:

(BN1) Upep B = X;

(BN2’) VBy, By € B(B; N By, € BU{D}).

Tada je B baza neke topologije na skupu X.

Time smo naveli i jedan dovoljan uslov da familija skupova bude baza neke
topologije.

Primer 1.3.13. Uobicajena topologija na skupu R
Familija otvorenih intervala

B={(a,b):a,be RAa<b} (1.5)

je baza neke topologije na R. To se lako pokazuje primenom teoreme 1.3.12.
Uslov (BN1) je zadovoljen, jer R = |J,cn(—n,n) € Upeg B = R. Ako je
(a1, b1), (az,be) € B, onda jednostavno uzmemo a = min{ay, as}, b = min{by, b},
pa je

0, a>b

(a1,b1) N (a2, b2) = { (a,b), a#b

a to daje ispunjenost uslova (BN2'). Dakle, B je baza neke topologije na skupu
realnih brojeva. Ovu topologiju nazivamo uobi¢ajena topologija na skupu R.
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Ona je jedna od prvih topologija koje su proucavane u matematici. Topoloski
prostor sa uobi¢ajenom topologijom oznacava se sa (R, O,p). Dodajmo da je
skup O otvoren u (R, O,) ako i samo ako je unija neke familije otvorenih
interevala.

Moze se pokazati i da se svaki neprazan otvoren skup O € O, moze predstaviti
kao unija najvise prebrojivo mnogo disjunktnih otvorenih intervala.

Definicija 1.3.14. Neka je (X, O) topoloski prostor. Familija P C P(X) je
podbaza topologije O ako i samo ako je:

(P1) P C O;
(P2) Familija svih kona¢nih preseka elemenata P je neka baza topologije O.

Teorema 1.3.15. Ako je X # () i S neka familija njegovih podskupova, onda
postoji najgrublja topologija na X koja sadrzi familiju S.

Napomenimo da je to presek svih topologija koje sadrzi datu kolekciju pod-
skupova (lako se pokazuje da je presek proizvoljne familije topologija na datom
skupu X ponovo topologija). Nacin na koji se konstruise takva topologija dat
je u narednoj teoremi.

Teorema 1.3.16. Neka je X # () i familija S C P(X) takva da je S = X.
Familija svih konac¢nih preseka elemenata S je baza neke topologije na skupu
X, a § je njena podbaza. To je i najmanja topologija koja sadrzi S.

Posebno ¢emo istaci topoloske prostore sa prebrojivom bazom. Svojstva ovih
prostora koristicemo kasnije, naro¢ito u okviru ispitivanja osobina metrickih
prostora.

Definicija 1.3.17. Topoloski prostor (X, O) zadovoljava drugu aksiomu pre-
brojivosti ako i samo ako postoji baza B topologije takva da je |B| < Ry.

Primer 1.3.18. (R, O,,) zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti.
Familija B = {(p,q) : p,qg € Q A p < q} je takode baza uobicajene topologije,
Sto se pokazuje direktno koristeci teoremu 1.3.9 i ¢injenicu da izmedu svaka dva
realna broja postoji racionalan broj.

Teorema 1.3.19. Topoloski prostor (X, Q) zadovoljava drugu aksiomu prebro-
jivosti ako i samo ako ima prebrojivu podbazu.

Dokaz. Ako topoloski prostor zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti, to znaci
da on ima prebrojivu bazu, a samim tim i prebrojivu podbazu (jer je svaka baza
ujedno i podbaza), pa je ovaj smer tvrdenja ocigledan.

S druge strane, ako je P = {P, : n € N} prebrojiva podbaza topologije O, u
teoremi 1.3.16 smo videli da konacni preseci elemenata podbaze ¢ine bazu O.
S obzirom da kona¢nih podskupova prebrojivog skupa ima prebrojivo mnogo
(teorema 1.1.8), zakljucujemo da mora biti |B] < Ry. O
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U nastavku navodimo jednu od znacajnijih teorema u topologiji koja se
bavi problemom prebrojivih baza prostora. Tac¢nije, pokaza¢emo da svaka baza
prostora koji zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti sadrzi prebrojiv podskup
koji je takode baza.

Teorema 1.3.20. [Teorema Lindelefa?|
Neka je (X, O) topoloski prostor sa prebrojivom bazom B topologije O.

(i) Ako O; € O,i € I, onda postoji prebrojiv podskup J C I takav da je

Joi=o.

el icJ

(ii) Ako je B; neka druga baza topologije O, onda postoji prebrojiv podskup
B') C B, koji je baza topologije O.

Dokaz. Oznacimo sa B = {B,, : n € N} prebrojivu bazu topologije O.

(i) Posmatrajmo skup M = {n € N : 3 € I(B, C O;)}. Zbog aksiome
izbora, za svako n € N mozemo izabrati ¢, € I tako da je B, C O, . Neka je
J = {i, : n € N}. Dokazimo

Yo =Jo:

el icJ

Pokazimo prvo inkluziju ” € 7. Neka = € |J,.; O;. Tada postoji i* € I takvo
da z € O;+ i postoji ng € Nda xz € B,, C O;« . Sada ny € M, odakle sledi
B,, € 0;,, C U,es Os, 8to je i trebalo dokazati. Druga inkluzija ocigledno vazi,
jer J C 1.

(ii) Oznacimo By = {V; :i € I} izan € N definisimo [, ={i € I : V; C B, }.
B: je baza, pa je B, = |J,c; Vi- 1z prethodno dokazanog pod (i) znamo da
postoji J, C I, tako da |.J,,| < Vg, pri ¢emu je

szLJw

i€Jn

Ako sada definisemo
131321{‘6 :i € L_J Jﬁ}?
neN
onda imamo |Bj| < [U,cy Jn| < No Ovde smo koristili da je prebrojiva unija
prebrojivih skupova prebrojiv skup. S obzirom da je svaki B, unija nekih
elemenata kolekcije B, pa je prema teoremi 1.3.9 B; baza topologije O. n

Osvrnimo se na jos neke osobine topoloskih prostora.

Definicija 1.3.21. Topoloski prostor je povezan ako i samo ako ne postoje
otvoreni, neprazni skupovi U 1 V takvida je X = UUV, pri ¢emu je UNV = ().
U suprotnom prostor je nepovezan.

3Ernst Leonhard Lindelof (1870-1946),§vedski matematicar
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Definicija 1.3.22. Topoloski prostor (X,0) je nuladimenzionalan ako i
samo ako je Hausdorfov i ima bazu koju ¢ine skupovi koji su istovremeno i
otvoreni 1 zatvoreni.

Primer takvih prostora su ocigledno diskretna i antidiskretna topologija.

Definicija 1.3.23. Topoloski prostor (X, O) je potpuno nepovezan ako i
samo ako za svake dve razlicite tacke prostora X postoji otvoreno-zatvoren
skup O takav da x € O, ali y ¢ O.

Videli smo da se topologija moze zadati preko otvorenih ili zatvorenih skupova.
Uvodenjem pojma okoline dobijamo jos jednu mogucénost definisanja topoloskog
prostora.

Definicija 1.3.24. Neka je (X, O) topoloski prostor. Skup A C X je okolina
tacke x € X ako i samo ako postoji otvoren skup O takav da je x € O C A.
Skup svih okolina date tacke oznacicemo sa U(z).

Primer 1.3.25. U diskretnom prostoru (R, P(R)) skup okolina tacke z je kolek-
cija svih skupova koji tu tacku sadrze: U(x) ={A C X : z € A}.
Posmatrajmo prostor (R, O,.p). Intervali (—o0,2), (—1,1) su otvoreni skupovi,
a ujedno i okoline tacke 0. Za njih kazemo da su otvorene okoline date tacke.
Skup [—7,5] je okolina koja nije otvorena.

Napomenimo da je presek dve okoline okolina i da je svaki nadskup okoline
takode okolina.
U nastavku ¢emo pod pojmom okoline podrazumevati da se radi o otvorenoj
okolini posmatrane tacke.
Sada kada smo uveli pojam okoline, mozemo dati malo drugaciji pristup pojmu
otvorenog skupa. Naime, vazi sledeCe tvrdenje, koje nam olaksava dokazivanje
da je neki skup otvoren.

Teorema 1.3.26. Neka je (X, O) topoloski prostor. Tada: skup A C X je
otvoren ako i samo ako je okolina svake svoje tacke.

Definicija 1.3.27. Neka je (X, Q) topoloski prostor, x € X. Familija skupova
B(x) je baza okolina tacke z ako i samo ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

(BO1) Elementi kolekcije B(x) su okoline tacke =, odnosno B(x) C U(x);
(BO2) YU € U(x) 3B € B(z) (B C U).

Koristi se i termin lokalna baza. U(x) je jedna baza okolina tacke .
Kao i kod baze topologije, posebno izdvajamo prostore koji imaju prebrojivu
bazu okolina u svakoj tacki.

Definicija 1.3.28. Topoloski prostor (X, Q) zadovoljava prvu aksiomu pre-
brojivosti ako i samo ako u svakoj tacki x € X postoji prebrojiva baza okolina.
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Teorema 1.3.29. Neka je (X, O) topoloski prostor, x € X proizvoljna tacka i
B baza topologije O. Tada vazi:

a) Familija B(z) = {B € B : z € B} je baza okolina tacke x;

b) Ako prostor (X, Q) zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti, onda zado-
voljava i prvu aksiomu prebrojivosti.

Primer prostora koji zadovoljava I, ali ne i I aksiomu prebrojivosti moze se
naci u [7], strana 79.

Teorema 1.3.30. Neka je (X, Q) topoloski prostor koji zadovoljava prvu ak-
siomu prebrojivosti. Tada svaka tacka x € X ima prebrojivu bazu okolina koja
je pritom i opadajuc¢a u odnosu na relaciju inkluzije.

Dokaz. Nekaje {B, : n € N} neka prebrojiva baza okolina tacke . Ako skupove
B! ,n € N definisemo sa B/, = B; N By N ...N B, onda kolekcija {B!, : n € N}
ima trazena svojstva. O

Posmatrajuéi topoloski prostor i njegov proizvoljan podskup, izdvajaju se
odredene tacke tog prostora koje imaju posebna svojstva, kako je opisano u
sledec¢oj definiciji.

Definicija 1.3.31. Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X. Tacka = € X je:

e unutrasnja tacka skupa A ako i samo ako postoji O € O takav da
x € O C A; skup svih unutrasnjih tacaka naziva se unutrasnjost skupa
A (u oznaci IntA);

e spoljasnja tacka skupa A ako i samo ako postoji O € O takav da x €
O C X \ A; skup svih spoljasnjih tacaka naziva se spoljasnjost skupa A
(u oznaci ExtA);

e rubna tacka skupa A ako i samo ako za svaki O € O koji je sadrzi sece i
A1 X\ A; skup svih rubnih tacaka naziva se rub skupa A (u oznaci 0A).

Teorema 1.3.32. Neka je (X, Q) topoloski prostor. Tada za sve A, B C X
vazi:

(i) unutrasnjost skupa A je najveéi otvoren podskup skupa A;
(ii) skup A je otvoren ako i samo ako je A = Int(A);
(ili) operator unutrasnjosti je monoton.
Definicija 1.3.33. Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X. Tacka z € X je:

e adherentna tacka skupa A ako i samo ako svaka okolina tacke x sece A;
skup svih adherentnih tacaka naziva se adherencija skupa (ili zatvorenje),
u oznaci A;
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e tacka nagomilavanja skupa A ako i samo ako svaka okolina tacke x
sece skup A\ {z}, skup svih tacaka nagomilavanja naziva se izvod skupa
i oznacava sa A’

Iz definicije je oc¢igledno da je svaka tacka nagomilavanja skupa A ujedno i
njena adherentna tacka, dok obratno ne vazi.

Definicija 1.3.34. Neka je (X, Q) topoloski prostor. Tacka z € A C X je
izolovana tacka skupa A ako i samo ako postoji otvoren skup O takav da
ONA={z}.

Ocigledno je da je spoljasnjost skupa A prostora X zapravo unutrasnjost
njenog komplementa. Takode, vazi i X = IntAU ExtAUJA i dati skupovi su
disjunktni (neki mogu biti i prazni). Moze se pokazati da je rub skupa zatvoren
i da je adherencija skupa najmanji zatvoren nadskup skupa A.

Teorema 1.3.35. Neka je (X, Q) topolosgki prostor i A C X. Tada vazi da
je skup zatvoren ako i samo ako sadrzi sve svoje tacke nagomilavanja, to jest

Ae Fs A CA.

Definicija 1.3.36. Neka je (X, O) topoloski prostor. Za skup D C X kazemo
da je gust u X ako i samo ako je D = X. (X, ) je separabilan topoloski
prostor ako i samo ako postoji skup D C X koji je gust i prebrojiv.

Primer 1.3.37. Prostor (R,O,,) je separabilan.

Skup racionalnih brojeva (Q) je gust u R. Naime, u primeru 1.3.13 smo pokazali
da je B={(a,b) : a,b € R Aa < b} baza uobicajene topologije. Znamo da je Q
prebrojiv i Q N (a,b) # 0 za sve a,b € R, $to znaci da Q jeste gust u R.

Teorema 1.3.38. Neka je (X, O) topoloski prostor i BB proizvoljna baza topologije
O. Vazi: skup D C X je gust ako i samo ako je BN D # () za svaki neprazan
skup B € B.

U praksi se najcesée koristi specijalan slucaj prethodne teoreme.

Teorema 1.3.39. Skup D je gust ako i samo ako sece svaki neprazan otvoren
skup O € O.

Teorema 1.3.40. Svaki topoloski prostor koji zadovoljava drugu aksiomu pre-
brojivosti je i separabilan.

Dokaz. Neka je (X, O) topoloski prostor koji zadovoljava drugu aksiomu pre-
brojivosti. To znaci da postoji prebrojiva baza topologije O, oznacimo je sa
B = {B, : n € N}.Bez umanjenja opstosti, pretpostavimo da su bazni skupovi
neprazni. Aksiomom izbora iz svakog baznog skupa B, izaberimo elemenat
z, € B,. Tada skup D = {z, : n € N} sece svako B,, € B, pa je na osnovu
teoreme 1.3.39 gust skup. Ako uoc¢imo da je |D| < Vg, oc¢igledno je da je prostor
(X, O) separabilan. O
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Sa pojmovima neprekidnosti i granicne vrednosti funkcije smo se upoznali
jos na osnovnim kursevima analize. U topoloskim prostorima, daje se njihova
uopstenija definicija.

Definicija 1.3.41. Neka su (X,0x) i (Y,Oy) topoloski prostori i zy € X.
Preslikavanje f : X — Y je neprekidno u tacki x, ako i samo ako za svaku
okolinu V' tacke f(zq) postoji okolina U tacke zq tako da f[U] C V. Funkcija
f je neprekidna ako i samo ako je neprekidna u svakoj tacki skupa X.

Teorema 1.3.42. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostorii f : X — Y
dato preslikavanje. Tada su uslovi ekvivalentni:

(i) f je neprekidno presllikavanje;

(ii) Inverzna slika otvorenog skupa je otvoren skup, odnosno za svako O € Oy

je f710] € Ox;

(iii) Inverzna slika zatvorenog skupa je zatvoren skup, odnosno za svako F' €

Fy je fUF] € Fx;

(iv) Za svaki skup B € By (gde je sa By oznaena proizvoljna baza prostora
Oy) vazi da je f~'[B] C X otvoren skup;

(v) Za svaki skup P € Py (gde je sa By oznacena proizvoljna podbaza pros-
tora Oy) vazi da je f~'[P] C X otvoren skup;

(v) Zasvako A C X vazi f[A] C f[A].

Uslov neprekidnosti ima veliki broj ekvivalentnih tvrdenja, kao Sto je pokazala
prethodna teorema. U zavisnosti od potreba dokaza koje radimo, koristi¢emo
neke od njih.

Primer 1.3.43. Svako preslikavanje iz diskretnog prostora je neprekidno, jer je
oc¢igledno inverzna slika otvorenog skupa svakako otvoren skup. Medutim, vazi
i obratno tvrdenje: ako je za svaki topoloski prostor (X,Ox) i (Y, Oy) svako
preslikavanje f : X — Y neprekidno, onda je topologija na skupu X diskretna.

Primer 1.3.44. Ako je f : X — Y proizvoljno preslikavanje, pri ¢emu je
(Y, Oy) antidiskretni prostor, f je neprekidno. Naime, ako je Oy = {0,Y}
antidiskretna topologija, onda je f~![}] = 0@ i f7'[Y] = X, a iz definicije
131@,X € Ox.

Definicija 1.3.45. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori. Preslikavanje
f: X =Y je

e otvoreno ako i samo ako za svaki otvoren skup O u Ox f[O] € Oy;

e zatvoreno ako i samo ako za svaki zatvoren skup F' u X f[F] € Fy;
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e homeomorfizam ako i samo ako je obostrano neprekidna bijekcija. Pros-
tori X 1Y su homeomorfni ako i samo ako postoji homeomorfizam
f X — Y. Homeomorfizam topoloskih prostora oznacavamo sa X =Y.

Definicija homeomorfizma zahteva da funkcija f bude neprekidna bijekcija
i da f~!' bude neprekidno preslikavanje. Dodajmo da je u klasi topoloskih
prostora = refleksivna, simetri¢na i tranzitivna.

Teorema 1.3.46. Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostorii f : X — Y
neprekidna bijekcija. Tada su dati uslovi ekvivalentni:

(i) f je homeomorfizam;
(ii) f je otvoreno;
(iii) f je zatvoreno.

Bitno je napomenuti da se neke osobine topoloskih prostora prenose na sve
njegove neprekidne slike.

Definicija 1.3.47. Ako je P neka osobina kazemo da je ona invarijanta
neprekidnih preslikavanja ako i samo ako za proizvoljne topoloske prostore
(X,0x) i (Y,0Oy) vazi da ako X ima osobinu P i postoji neprekidno pres-
likavanje f : X — Y koje je sirjekcija, tada i Y ima tu osobinu.

Analogno se definisu invarijante otvorenih, zatvorenih preslikavanja, kao i
homeomorfizama. Invarijante homeomorfizama se nazivaju topoloske osobine.

Teorema 1.3.48. Separabilnost je invarijanta neprekidnih preslikavanja, pa i
topoloska osobina.

U okviru teme rada bavi¢emo se i topologijom koju "nasleduju” podskupovi
skupa X topoloskog prostora (X, Q).

Teorema 1.3.49. Neka je (X, O) topoloski prostor i A neprazan podskup skupa
X. Tada jesa O4 = {ONA: O € O} definisana topologija na skupu A.

Definicija 1.3.50. Topologija O4 je indukovana topologijom O na skupu A.
Topoloski prostor (A, O4) naziva se potprostor prostora (X, O).

Oznac¢imo sa F,4 familiju svih zatvorenih skupova prostora (A, O,4). Dokaz
narednog tvrdenja je jednostavan.

Teorema 1.3.51. Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X neprazan skup.
Tada vazi:

(il) Fa={FNA:FeF}
(i) O4 C O ako i samo ako A € O;
(iii) Fa € F ako i samo ako A € F.
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Definicija 1.3.52. Topoloska osobina P je nasledna ako i samo ako za svaki
topoloski prostor vazi: ako prostor (X, Q) poseduje osobinu P onda svaki njegov
potprostor ima tu osobinu. Za topolosku osobinu kazemo da je nasleduju
otvoreni (zatvoreni) skupovi ako i samo ako vazi: ako prostor (X, ) ima
osobinu P onda svaki njegov otvoren (zatvoren)potprostor ima tu osobinu.

Navodimo i neke aksiome separacije koje ¢e biti od znacaja u radu.
Definicija 1.3.53. Neka je (X, O) topoloski prostor. On je:

e T, -prostor ako i samo ako za svake sve razlicite tacke prostora postoji
otvoren skup koji sadrzi tacno jednu od njih;

e T -prostor ako i samo ako za svake sve razlicite tacke z,y € X postoji
otvoren skup O takav dax € Oiy ¢ O;

e T, -prostor (Hausdorfov) ako i samo ako za svake sve razlic¢ite tacke
x,y € X postoje dusjunktni otvoreni skupovi U i V takvi da je x € U i
yeV.

Definicija 1.3.54. Ako je (X, O) topoloski prostor, kazemo da je on regularan
ako i samo ako za svaki zatvoren skup F' i svaku tacku x van skupa F' postoje
disjunktni otvoreni skupovi Oy i Oy takvi da je x € O 1 F' C Os. Regularan T}
-prostor naziva se T3 -prostor.

Topoloski prostor (X, O) je normalan ako i samo ako za svaka dva zatvorena
disjunktna skupa Fi i Fy postoje disjunktni otvoreni skupovi O; i Oy takvi da
Fy, COiF, C0Oy. X je T, -prostor ako i samo ako je normalan T} -prostor.

Teorema 1.3.55. Svaki T)-prostor je T3-prostor, svaki T5-prostor je Hausdor-
fov, svaki Hausdorfov prostor je T3, a svaki Ti-prostor je i Tp.

Teorema 1.3.56. Neka je (X,0) T prostor i x tacka nagomilavanja skupa
A C X. Tada u svakoj okolini tacke = postoji beskonaéno mnogo elemenata
skupa A.

Definicija 1.3.57. Topoloski prostor (X, Q) je kompletno-regularan ako i
samo ako VF € FVx € X \ F 3f : X — [0, 1] neprekidno tako da je f(z) =
0 A f[F] = {1}. Prostor je T3% ako 1 samo ako je T} i kompletno-regularan.

Teorema 1.3.58. Svaki T, prostor je i T3%.
Jedna od znacajnih osobina topoloskih prostora je i svojstvo kompaktnosti.

Definicija 1.3.59. Neka je (X, Q) topoloski prostor i ) # A C X. Kolekcija
{O; : i € I} je otvoreni pokriva¢ skupa A ako i samo ako je A C J,.; O;. Skup
{0i,,...,0;,} se naziva konacan potpokriva¢ pokrivaca {O; : i € I} ako i
samo ako je A C U?:l O;. Topoloski prostor (X, O) je kompaktan ako i samo
ako svaki otvoreni pokriva¢ skupa X sadrzi konacan potpokrivac. ) # A C X
je kompaktan skup ako i samo ako je (A, O4) kompaktan topoloski prostor.
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Lako se pokazuje sledeca lema koja se cesce koristi u dokazima.

Lema 1.3.60. Skup A je kompaktan u prostoru (X,O) ako i samo ako svaki
otvoren pokrivac A ima konacan potpokrivac.

Primetimo da je svaki prostor sa kona¢no mnogo tacaka kompaktan.

Definicija 1.3.61. Familija A C P(X) ima svojstvo kona¢nog preseka ako i
samo ako svaka kona¢na potfamilija A ima neprazan presek.

Teorema 1.3.62. Topoloski prostor X je kompaktan ako i samo ako svaka
familija zatvorenih skupova sa svojstvom konac¢nog preseka ima neprazan pre-
sek.

Dokaz. Neka je (X,O) kompaktan prostor i {F; : ¢ € I} familija zatvorenih
skupova tog prostora sa svojstvom konacnog preseka. Pretpostavimo da je
Nic; Fi = 0. Tada je X = [J(X \ F;) otvoren pokivac X. Kako je X kompaktan,
postoje iy,. .., € I takvida X = U?:l(X\Fij)a pa imamo da je ) = ﬂ?zl F;
a to je u kontradikciji sa svojstvom konacnog preseka.

Pretpostavimo da svaka familija zatvorenih skupova sa svojstvom konac¢nog
preseka ima neprazan presek. Neka je {O; : i € I} otvoren pokriva¢ X. Tada
je 0 = M, (X \ O5), pa prema pretpostavci familija skupova {X \ O; : i € I}

R

nema svojstvo konacnog preseka. Zato postoje iy, ...,i € I da ﬂle(X\Oij) =
(), odnosno X = U§:1 O;,. Dakle, prostor ima konacan potpokrivac, pa je
kompaktan. O

Teorema 1.3.63. Neka je (X, O) kompaktan prostor i F' C X zatvoren skup.
Tada je F' kompaktan.

Dokaz. Oznacimo sa | J,.; O; otvoren pokrivac skupa F', O;,i € I su otvoreni
skupovi. Tada je (X \ F) U J;c; O; otvoren pokrivac prostora X. Kako je X
kompaktan postoji njegov konac¢an potpokriva¢ X = (X \ F)UO;, U---UO,,.
Ali, tada je F C O;, U---UQO,,, pa je prema lemi 1.3.60 F' kompaktan skup. [

Time je pokazano da je kompaktnost nasledna prema zatvorenim skupovima.

Teorema 1.3.64. Neka je (X,0) Hausdorfov prostor i A C X kompaktan
skup.

(i) Ako x ¢ A onda postoje disjunktni otvoreni skupovi U iV takvidaz € V
iACU.

(ii) Skup A je zatvoren.

Teorema 1.3.65. Neka je (X, O) kompaktan Hausdorfov prostor. Tada vazi:
skup A C X je kompaktan ako i samo ako je zatvoren.

Teorema 1.3.66. Svaki kompaktan Hausdorfov prostor je Tj-prostor.
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Teorema 1.3.67. Neprekidna funkcija preslikava kompaktan skup na kompak-
tan skup.

Teorema 1.3.68. Neka je f neprekidno preslikavanje kompaktnog prostora u
Hausdorfov prostor. Tada vazi:

(i) f je zatvoreno preslikavanje;

(ii) Ako je preslikavanje f bijekcija, onda je homeomorfizam.

(iii) Ako je preslikavanje f injekcija, onda je potapanje.

Teorema 1.3.69. (Hajne-Borel) U (R, O,) A C R je kompaktan ako i samo
ako je zatvoren i ogranicen.

Definicija 1.3.70. Neka su X;,7 € I skupovi. Direktan proizvod familije
skupova {X; : ¢ € I} je skup svih funkcija x : I — J,.; X; sa osobinom da
Vi€ I x(i) € X;. Oznacava se sa [[,.; X;.

el

Definicija 1.3.71. Neka je I # 0, X; # 0,i € I i i, € I. Preslikavanje
Tio © [[;er Xi — X, definisano sa m;,((z;)) = z;, je projekcija proizvoda
Hie[ X@ na X’io-

Teorema 1.3.72. Neka je I # 0 i neka su (X;,0;) i € I topoloski prostori.
Tada vazi:

(i) Kolekcija P = {m;'[0;] : i € I AO; € O;} je podbaza neke topologije O
na skupu [ [, Xi.

(ii) Kolekcija svih kona¢nih preseka B = {(,cm (0] : K C I A K| <
Ng A Vi € KO; € O;} je baza topologije O.

Definicija 1.3.73. Topologija definisana teoremom 1.3.72 naziva se topologija
Tihonovana [ [,., X;. Topoloski prostor (] [,.; Xi, O) je Tihonovski proizvod
topoloskih prostora (X;, O;).

i€l

Definicija 1.3.74. Topoloska osobina P je (prebrojivo) multiplikativna
ako i samo ako za svaku (prebrojivu) kolekciju topoloskih prostora vazi: ako za
svako ¢ € I prostor ima osobinu P, onda i proizvod poseduje tu osobinu.

Teorema 1.3.75. (Tihonov) Proizvod proizvoljne familije kompaktnih prostora
je kompaktan prostor.

Teorema 1.3.76. Druga aksioma prebrojivosti je prebrojivo multiplikativna.
Teorema 1.3.77. Separabilnost je prebrojivo multiplikativna osobina.
Primer 1.3.78. [Hilbertov kub] Prostor [0, 1]N naziva se Hilbetov kub.

Teorema 1.3.79. Svaki T; 1 prostor sa drugom aksiomom prebrojivosti moze
da se potopi u Hilbertov kub [0, 1]V,
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Kljuéni pojam za definisanje kompletnih metrickih prostora bic¢e Kosijevi
nizova. Stoga se upoznajemo i sa terminom niza i njegovim svojstvima u nekim
klasama topoloskih prostora.

Definicija 1.3.80. Neka je (X, O) topoloski prostor. Za tacku a € X kazemo
da je granica niza ako i samo ako vazi: za svaku okolinu tacke a postoji
prirodan broj ng takav da za svako n > ng x, pripada toj okolini. Za niz koji
ima granicu kazemo da je konvergentan.

U opstem slucaju, granica niza nije jedinstvena, ali vazi sledeca teorema.

Teorema 1.3.81. U Hausdorfovom prostoru niz moze imati najvise jednu
granicu.

Ako niz ima jedinstvenu granicu piSemo lim,, . x,, = a.
Teorema 1.3.82. Ako je a granica nekog niza tacaka skupa A, onda je a € A.

Definicija 1.3.83. Niz (x,) u prostoru X je stacionaran ako i samo ako
postoje tacka a i ng € N takvi da je za sve n > ng =, = a.

Ocigledno, u svakom topoloskom prostoru stacionarni nizovi konvergiraju.

Primer 1.3.84. U diskretnom prostoru konvergiraju samo stacionarni nizovi.
Neka je (x,) konvergentan niz u diskretnom prostoru (X, P(X)). Granicu niza
oznac¢imo sa a. Posmatrajmo okolinu {a}, odnosno singlton. Prema prethodnoj
definiciji tada postoji prirodan broj ng takav da za sve n > ng z,, € {a}, a to
znaci da je z,, = a.

Definicija 1.3.85. Neka su (X, Oy) i (Y, Oy) topoloski prostori i a proizvoljna
tacka. Preslikavaje f : X — Y je nizovno (sekvencijalno) neprekidno u a
ako 1 samo ako za svaki niz (r,) u prostoru X vazi: ako limx, = a onda

lim f(x,) = f(a).

Teorema 1.3.86. Ako je funkcija f : X — Y neprekidna u tacki a onda je u
toj tacki i sekvencijalno neprekidna.

Obratno ne mora da vazi.
Teorema 1.3.87. Neka je (X, Q) prostor sa prvom aksiomom prebrojivosti.
(i) Tada x € A ako i samo ako postoji niz (z,,) u A takav da lim,, o z,, = .

(ii) Skup A je zatvoren ako i samo ako je granica svakog konvergentnog niza
tacaka iz skupa A takode elemenat skupa A;

(iii) D C X je gust ako i samo ako za svako = € X postoji niz (x,) u D ¢ija
je granica .
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1.3.2 Metricki prostori
U ovom odeljku navodimo osnovne osobine metrickih prostora.

Definicija 1.3.88. Neka je X neprazan skup i d : X? — [0, 00) funkcija takva
da za svako x,y,z € X vazi:

(M1) d(z,y) = 0 ako i samo ako z = y;
(M2) d(z,y) = d(y, ) (simetri¢nost);
(M3) d(x,y) < d(z,z) +d(z,y) (nejednakost trougla).

Preslikavanje d se naziva metrika na skupu X. Uredeni par (X, d) je metricki
prostor, a broj d(z,y) se naziva rastojanje tacaka x i y.

Skup L(z,r) = {y € X : d(z,y) < r}, gde je z € X i r > 0 naziva se
otvorena lopta sa centrom u x poluprecnika r.

Teorema 1.3.89. Neka je (X, d) metricki prostor. Ako je z € X ir > 0, onda
za proizvoljno y € L(z,r) postoji broj p > 0 takav da je L(y, p) C L(z, 7).

U metrickom prostoru kolekcije ovako definisanih otvorenih lopti od velikog
su znacaja, Sto se vidi iz slede¢eg tvrdenja.

Teorema 1.3.90. Neka je (X, d) metricki prostor. Familija
By ={L(z,r):x € X,r >0}
svih otvorenih lopti predstavlja bazu neke topologije Oy na skupu X.

Dokaz. Pokazatemo da su zadovoljeni uslovi (BN1) i (BN2) teoreme 1.3.11.
Ako je x € X proizvoljna tacka, uo¢imo da je X = (J, oy L(z,n), jer za y € X
postoji ny € N takvo da je d(z,y) < ng, pa y € L(z,n9) C U, ey L(z,n).
Suprotna inkluzija je trivijalna i time smo pokazali uslov (BN1). Za uslov
(BN2) neka su L(zy,71) i L(x2,72) elementi By. Prema teoremi 1.3.89 za x €
L(zy,7m) N L(x2,72) postoje p1 > 0,py > 0 da L(x, p;) € L(x, 1) zai = 1,2.
Tada je za p = min{py,p2} © € L(z,p) C L(x1,7m1) N L(z2,72), pa je zbog
L(z,p) € By dokazano (BN2). O

Za topologiju definisanu prethodnom teoremom kazemo da je indukovana
(odredena) metrikom d.
Primetimo i da je familija svih otvorenih lopti tacke = jedna baza okolina te
tacke.

Zakljucujemo da u proizvoljnom metrickom prostoru vazi da je skup otvoren
ako i samo ako je unija neke kolekcije otvorenih lopti. Moze se pokazati i sledece
tvrdenje.

Teorema 1.3.91. U metrickom prostoru (X, d) skup O je otvoren ako i samo
ako za svako x € O postoji otvorena lopta sa centrom u x koja je sadrzana u
skupu O.
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Pored pojma metrickih prostora, znac¢ajni su nam i metrizabilni prostori.

Definicija 1.3.92. Topoloski prostor (X, Q) je metrizabilan ako i samo ako
postoji metrika d na skupu X takva da je O = O,.

Primer 1.3.93. Neka je X proizvoljan neprazan skup. Definisemo preslikavanje

d: X?—[0,00) sa:
_ )0 =y

Funkcija d je metrika na skupu X i nazivamo je trivijalna ili 01-metrika.

Uslovi (M1) i (M2) definicije metrike su o¢igledno zadovoljeni. Pokazimo (M3).

Ako bi postojale tacke z,y,z € X takve da d(z,y) > d(z,2) + d(z,y), a s

obzirom da je d[X?] = {0, 1}, moralo bi biti d(x,y) = 11 d(z,y) = d(z,y) = 0,

odakle = y = z. Poslednja jednakost dala bi d(x,y) = 0, Sto je nemoguce.
Za proizvoljnu tacku x € X imamo

L(z,3)={ye X :d(z,y) =0} = {z}, pa {z} € Oq.

Za proizvoljno A C X imamo A = | J{z}, pa je O; = P(X), odnosno trivi-
jalna metrika indukuje diskretnu topologiju.

Iz prethodnog primera zakljucujemo:
Posledica 1.3.94. Svaki diskretan prostor je metrizabilan.

Definicija 1.3.95. Neka je X # (). Metrike d; i do na skupu X su uniformno
ekvivalentne ako i samo ako postoje k,h > 0 takvi da je za sve z,y € X
dl(xay) S kd?(xay) 1 xr,Y € X dQ(Iay) S hdl(l‘7y)

Moze se pokazati da je relacija ”biti uniformno ekvivalentan” u skupu svih
metrika na X refleksivna, simetricna i tranzitivna. U nastavku navodimo neke
kljuéne osobine metrike i metrickih prostora.

Definicija 1.3.96. Metrika d definisana na skupu X je ogranicena ako i samo
ako postoji realan broj M > 0 takav da za sve z,y € X vazi: d(z,y) < M.

Teorema 1.3.97. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada vazi:

a) Funkcija d; : X? — R data sa

d(z,y)
di(z,y) = T+ d(z,y)

je ogranic¢ena metrika na skupu X.

b) Metrike d i d; na skupu X odreduju istu topologiju.
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Primer 1.3.98. Posmatrajmo uobicajenu topologiju na skupu R". Za z =
(X1, .. ) 1y = (Y, ... ,yn> eR” sledeée funkcije su metrike:

di(z,y) = 32 lwr—yil, da(z,y) = /21 (@ — ye)?, do(,y) = /205 (@ — ye)?,
doo(,y) = max{|zr — yi| : K < n}. Dokaz da su na ovaj nacin zaista definisane
metrike moze se naéi u [7].

Pokazimo da su one uniformno ekvivalentne. Vazi:

dy(,y) < (n(doo(,y))P)7 = n¥duo(z,y)

< Y (@ —y)?)r = dy(x,y).

k=1

B =
&
<

doo(,y) = ((doo (2, 9))")

Prema tome, metrike d, i ds su uniformno ekvivalentne, pa su i sve d, metrike
medusobno uniformno ekvivalentne.
Uocimo da je za n = 1 odgovarajuca metrika d, data sa dy : R? — [0, 00),

Lako se pokazuje da je topologija indukovana ovom metrikom zapravo uobicajena
topologija na skupu R. Naime, ocigledno je Bd C B, gde je By = {(a,b) :

b b—
a,b € RAa < b}. S druge strane, (a,b) = (z—r,z+71)zaz = ot ir= 2a’
Sto konacno daje By = Byop-

Dakle, prostor (R, O,.p) je metrizabilan.

Definicija 1.3.99. Neka je X metricki prostori A C X. DefiniSemo dijametar
skupa A sa
diam(A) = sup{d(z,y) : z,y € A}.

Po definiciji uzimamo da je diam(@) = 0.

Lema 1.3.100. Za proizvoljan podskup A metrickog prostora vazi:
diam(A) = diam(A).

Uslov neprekidnosti u metrickim prostorima dobija poznatiju formulaciju sa
kojom smo se susreli u okviru osnovnog kursa realne analize.

Teorema 1.3.101. Neka su (X, dx) i (Y, dy) metricki prostori. Preslikavanje
f X =Y je neprekidno u tacki xy ako i samo ako

(Ve > 0)(36 > 0)(Va € X)(dx(z,x0) < 6 = dy(f(z), f(z0)) <&).  (1.6)

Teorema 1.3.102. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada vazi: (X, d) je sepa-
rabilan ako i samo ako zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti.

Teorema 1.3.103. Svaki metricki prostor je Ty prostor.

Teorema 1.3.104. Svaki metricki prostor zadovoljava prvu aksiomu prebro-
jivosti.
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Dokaz. Uzmimo da je (X, d) metricki prostor i z € X. Dokazimo da je kolekcija

B(z) = {L(x, %) : n € N} baza okolina tacke . Uslov (BO1) o¢igledno vazi,

jer je B(x) CU(x). Ako je U proizvoljna okolina tacke x, prema teoremi 1.3.91

postoji 7 > 0 takvo da L(z,r) C U. Neka je n prirodan broj takav da je

1

— < r. Tada, za B = L(z,+) € B(x) imamo B C U, ¢ime je pokazano da vazi

n

(BO2). O
Istaknimo da teorema 1.3.104 vazi i za svaki metrizabilan topoloski prostor.

U nastavku navodimo jos neka svojstva metrizabilnih prostora.

Teorema 1.3.105. Metrizabilnost je topoloska osobina.
Teorema 1.3.106. Metrizabilnost je prebrojivo multiplikativna osobina.
Teorema 1.3.107. Metrizabilnost je nasledna osobina.

Kako se tema ovog rada odnosi i na tvrdenja u kompletnim metrickim pros-
torima, neophodno je objasniti i taj pojam. No, prvo se moramo upoznati sa
Kosijevim nizovima.

Definicija 1.3.108. Neka je (X,d) metricki prostor. Niz (x, : n € N) je
Kosijev ako i samo ako vazi:

(Ve > 0)(3ng € N)(Vm,n > ng)(d(x,, xm) < €). (1.7)

Definicija 1.3.109. Neka je (X,d) metricki prostor. Niz (x, : n € N) je
ogranicen ako i samo ako postoji M > 0 takvo da vazi d(z;,z;) < M za sve
x;, x; iz niza (z, : n € N).

Teorema 1.3.110. U proizvoljnom metrickom prostoru (X, d) vazi:
(i) Svaki Kosijev niz je ogranicen.
(ii) Ako Kosijev niz ima konvergentan podniz, onda je i sam konvergentan.
(iii) Svaki konvergentan niz je Kosijev.

Definicija 1.3.111. Metricki prostor (X,d) je kompletan ako i samo ako je
svaki Kosijev niz u X konvergentan.

Primer 1.3.112. Prostor sa diskretnom metrikom je kompletan.

Neka je (X, d) diskretan prostor i (x,) Kosijev niz. Prema definiciji 1.3.108,
imamo da za svako € > 0 postoji ng € N tako da za svako m,n > ng je
d(zp, x,) < e. Uzmimo da je ¢ = 3. Tada, zbog definicije trivijalne metrike
imamo da za sve m,n > ng je T, = T, = Tp,, Pa se dobija stacionaran niz.

Dakle, niz je konvergentan.

Navodimo i jedan potreban i dovoljan uslov kompletnosti metrickog pros-
tora.
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Teorema 1.3.113. Kantor
Metricki prostor (X, d) je kompletan ako i samo ako za svaki opadajuéi niz

Fy D Fy, D F3 D ... nepraznih, zatvorenih i ograni¢enih skupova takvih da je
limy, o diam(F,) = 0 vazi (), Fn # 0.

Dokaz. Neka je (X, d) metricki prostor i neka je F,,n € N kolekcija zatvorenih
skupova sa osobinama navedenim u teoremi. Iz svakog skupa F;, biramo tacku
x, (to nam omogucava aksioma izbora). Pokazimo prvo da je niz (x,) Kosijev.
Ako je € > 0 dato, zbog lim,,_,diam(F,) = 0, postoji ng € N takvo da za sve
n > ng diam(F,) < . Prema tome, za proizvoljne m,n > ng je &, xy € Fp,, a
vazi i d(Tp,, x,) < diam(F,,) < . Time smo pokazali da je niz Kosijev. Kako
je prostor kompletan, niz je konvergentan. Oznacimo njegovu granicu sa .
Podniz (z,, : n > m) niza (z,, : n € N) za proizvoljno m € N je niz u skupu F},, i
konvergira ka x. Po pretpostavci F}, je zatvoren skup, pa iz teoreme 1.3.87 sledi
x € F,,. Kako x € F,, za svako m € N konac¢no dobijamo da je ﬂmeN F,, # 0.
Pretpostavimo da metricki prostor (X, d) zadovoljava uslov teoreme. Pokazimo
da je on kompletan. Neka je (z,, : n € N) Kosijev niz u X. Posmatrajmo
skupove A, = {xy : k£ > n},n € N. Ocigledno vazi A; D Ay D A3 D ....
Pokazimo da njihovi dijametri teze nuli. Niz (x,, : n € N) je Kosijev, pa za dato
e > 0 postoji ny € N takvo da za sve m,n > ng d(x,,,z,) < €, odakle sledi
diam(Ay,) = sup{d(zm,x,) : m,n > ng} < e. Zan > ngje A, C Ap,, pa je
diam(A,) < € za sve n > ng, odnosno lim,,_,, diam(A,) = 0.
Uocimo da za skupove A,,,n € N vazi A; D Ay D A3 D .... Zbog leme 1.3.100
je diam(A,) = diam(A,), ti dijametri teze nuli. Dakle, po pretpostavci, sledi
da postoji tacka z koja pripada preseku skupova A,. Ostaje da se pokaze da
je lim,, .o z, = x. Neka je ¢ > 0 dato. Tada postoji ng € N takvo da za svako
n > ng je diam(A,) < ¢, a kako je x,z, € A,, imamo d(z,r,) < . Time smo
pokazali konvergenciju niza i dokaz je kompletan.

]

Za ispitivanje kompaktnosti u metrickim prostorima koristicemo sledeca
tvrdenja.

Definicija 1.3.114. Topoloski prostor (X, O) je nizovno kompaktan ako
i samo ako svaki niz u X ima konvergentan podniz. Prostor je prebrojivo
kompaktan ako i samo ako svaki beskonacan podskup skupa X ima tacku
nagomilavanja.

U metrickim prostorima vazi ekvivalencija ovih pojmova.

Teorema 1.3.115. Neka je (X, d) metricki prostor. Tada su sledeéi uslovi
ekvivalentni:

(i) (X,d) je kompaktan;
(ii) (X,d) je nizovno kompaktan;

(iii) (X,d) je prebrojivo kompaktan.
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Teorema 1.3.116. Svaki kompaktan metricki prostor je separabilan.
Teorema 1.3.117. Kompaktan metricki prostor je kompletan.

Primer 1.3.118. (R, O,x) je kompletan.

Uzmimo proizvoljan Kosijev niz (z, : n € N) u R. Prema 1.3.110 (i) niz je
ogranicen, pa pripada nekom intervalu [a,b] C R. Kako je [a,b] ogranic¢en i
zatvoren skup, prema teoremi Hajne-Borela (1.3.69), on je i kompaktan. Teo-
rema 1.3.115 kaze da je on i nizovno kompaktan, pa niz (z, : n € N) ima
konvergentan podniz. Konacno, prema teoremi 1.3.110 (i7) niz je konvergentan.
Prostor je kompletan.

Teorema 1.3.119. Neka je (X, d) metricki prostor. Ako je A C X kompaktan,
onda je on zatvoren i ogranicen.

Kod preslikavanja izmedu metrickih prostora posebno isticemo funkcije koje
”¢uvaju rastojanje”.

Definicija 1.3.120. Neka su dati metricki prostori (X, dx) i (Y, dy). Preslika-
vanje f: X — Y je izometrija ako i samo ako za svako x1,xs € X vazi

dx (1, 72) = dy (f(21), f(22)).

Za prostore X 1Y kazemo da su izometri¢ni ako i samo ako postoji sirjektivna
izometrija iz skupa X u skup Y.

Teorema 1.3.121. Neka su (X, dx) i (Y, dy) metricki prostori, neka je f : X —
Y izometrija, (z,,) niz u prostoru X i z € X. Tada vazi:

a) lim, o z, = x ako i samo ako je lim, ., f(z,) = f(z);
b) Niz (x,) je Kosijev ako i samo ako je niz (f(x,)) Kosijev.

Definicija 1.3.122. Za metricki prostor (Y, dy ) kazemo da je kompletiranje
metrickog prostora (X, dx) ako i samo ako je

(i) Y kompletan;
(ii) postoji izometrija f: X — Y
(iii) f[X] je gust skup u Y.

Teorema 1.3.123. Ako je (X, dx) nekompletan metricki prostor, onda postoji
kompletan metricki prostor (X,d) i izometrija f : X — X tako da je f[X] gust
u prostoru X.

Kompletnost nije ni nasledna ni topoloska osobina. Ali, vazi slede¢e bitno
tvrdenje.

Teorema 1.3.124. Neka je (X, d) kompletan metricki prostor. Skup K C X
je kompletan ako i samo ako je zatvoren.
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Definicija 1.3.125. Neka je X vektorski prostor nad poljem R. Preslikavanje
|- || : X — [0, 00) sa osobinama:

(N1) ||z|] = 0 ako i samo ako je x = 0;

(N2) [|ag]| = |allla)

(N3) [lz +yl| < [[=]] + [[y]]

se naziva norma na skupu X, a (X,|| - ||) je normiran vektorski prostor.

Ako je (X,]|| - ||) normiran vektorski prostor, onda je sa d : X* — [0, 00),
d(z,y) = ||z — y|| za sve z,y € X definisana metrika na X. Kompletan normi-
ran prostor naziva se Banahov prostor.
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Poglavlje 2

Teorema Kantor-Bendiksona

Prvo ¢emo navesti oblik teoreme koji se naj¢esée primenjuje u deskriptivnoj
teoriji skupova, tj. formulaciju teoreme koja se odnosi na poljske prostore. Zato
se prvo upoznajemo sa definicijom i svojstvima poljskih prostora. Nakon toga,
teoremu Kantor-Bendiksona ¢emo formulisati na prostorima koji nisu poljski
i dati direktniji dokaz. Konacno, uvodenjem pojma Kantor-Bendiksonovog
ranga u narednom poglavlju, dokaz teoreme koja predstavlja temu ovog rada
postaje skoro rutinski. Ovakvim redosledom izlaganja nastoji se pokazati da,
iako ova teorema u literaturi ¢esto ima komplikovan dokaz, (kao na primer u
[6]), sustinski, ona je mnogo jednostavnija.

S obzirom da se bitne posledice teoreme Kantor-Bendiksona zakljucuju neposre-
dno iz njenog dokaza, one ¢e biti navedene u okviru ovog poglavlja radi ko-
mpletnosti izlaganja.

2.1 Poljski prostori

Poljski prostori predstavljaju klju¢ni pojam deskriptivne teorije skupova. Nare-
dnim poglavljem daje se pregled njihovih osnovnih svojstava.

Definicija 2.1.1. Separabilan, kompletno metrizabilan prostor naziva se poljski
prostor.

Iz same definicije 2.1.1, kao ocigledna posledica izdvaja se naredno tvrdenje.

Teorema 2.1.2. [[6], Propozicija 3.3(i)] Kompletiranje separabilnog metrickog
prostora je poljski prostor.

Primeri poljskih prostora su nam dobro poznati od ranije. U nastavku
navodimo neke od njih.

Primer 2.1.3. Prostor realnih brojeva sa uobic¢ajenom topologijom,
(Ra Ouob)? je pOljSki'

U primeru 1.3.98 smo pokazali da je prostor metrizabilan, a u primeru
1.3.118 da je i kompletan. Primer 1.3.37 nam daje separabilnost, pa je (R, Oyop)
poljski prostor.

41
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Primer 2.1.4. Prostor [ = [0, 1] sa uobi¢ajenom topologijom je poljski.
Posmatrajmo interval [0,1] u (R, Oye). U primeru 1.3.98 je pokazano da je
prostor realnih brojeva sa uobicajenom topologijom metrizabilan. Za metriku
na [0, 1] uzeéemo restikciju metrike iz tog primera. Interval [0, 1] je zatvoren
i ogranicen, pa je prema teoremi Hajne-Borela i kompaktan. Kompaktnost je
u metrickim prostorima ekvivalentna nizovnoj kompaktnosti (teorema 1.3.115),
Sto znaci da svaki niz sadrzi konvergentan podniz. Na osnovu teoreme 1.3.116
dobijamo da je svaki Kosijev niz konvergentan, pa je I kompletan. On je i
separabilan jer je skup Q N1 gust i prebrojiv.

Istaknimo ocigledno, ali znacajno svojstvo poljskih prostora.
Teorema 2.1.5. Poljski prostori zadovoljavaju drugu aksiomu prebrojivosti.
Dokaz. Sledi direktno iz teoreme 1.3.102. O

Primer 2.1.6. Prebrojivi diskretni prostori su poljski. Neka je X pre-
brojiv skup na kome je definisana diskretna topologija. Metrika

_J 0, z=y
d(.’lﬁ,y)—{ 17 x%y
je kompletna metrika koja indukuje ovu topologiju, kao Sto je pokazano u

primeru 1.3.112. Prostor je i separabilan na osnovu teoreme 1.3.108, jer je
metrizabilan i zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti.

Teorema 2.1.7. [[12], Lema 1.5.] Neka je X poljski prostori Xy 2 X; 2 X5 D
. zatvoreni podskupovi X takvi da lim, . diam(X,) = 0. Tada postoji
z € X sa svojstvom (2, X, = {z}.

Dokaz. 1z teoreme 1.3.113 direktno sledi da je (), X,, # 0. Pretpostavimo
da presek nije singlton. Neka su x i y sadrzani u [\ _, X, 1 z # y. Tada je
d(xz,y) =6 > 01idiam(X,) > d(z,y) > 0 za svako n, a to je u kontradikciji sa
pretpostavkom teoreme. (]

Teorema 2.1.8. Neka je (X, Ox) poljski prostor i (Y, Oy ) proizvoljan topoloski
prostor. Ako je preslikavanje f : X — Y homeomorfizam, onda je i (Y, Oy)
poljski prostor.

Dokaz. Pokazimo prvo da je prostor (Y, Oy) metrizabilan. S obzirom da je
(X, O) poljski prostor, on je kompletno metrizabilan, pa postoji metrika dx :
X? — [0,00). Ako je preslikavanje f homeomorfizam, o¢igledno je toi f~!. Radi
jednostavnosti zapisa, ozna¢imo g = f~!. Defini§imo preslikavanje dy : Y? —
[0,00) sa dy (y1,y2) = dx(9(y1),9(y2)) za sve y1,y2 € Y. Lako se proverava da
ovako definisana funkcija zadovoljava uslove (M1) — (M3) definicije 1.3.88.

Da bismo pokazali kompletnost, uzmimo Kosijev niz (y,, : n € N) uY i pokazimo
da konvergira. Niz (g(y,) : n € N) u X je Kosijev, jer za proizvoljno € > 0
imamo dx(g(Ym), 9(yn)) = dy (Ym, yn) < € (jer je niz (y,) Kosijev u Y iza dato e
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postoji ng € N takvo da za sve n,m > ng vazi dy (ym, yn) < €). Prostor (X, Ox)
je kompletno metrizabilan, pa je Kosijev niz (g(y,) : n € N) konvergentan,
odnosno postoji xg € X takvo da lim, o g(y,) = 2. Uo¢imo da je

dY(ym f(.ﬁo)) = dX(g(yn)ag(xO)) = dX(g(yn)a xO) <g,

pa je lim, ,,, = f(x) € Y. Time smo pokazalli da je dati prostor kompletno
metrizabilan.

Iz teoreme 1.3.48(i) znamo da je separabilnost topoloska osobina, pa je kona¢no
prostor (Y, Oy) i separabilan, odnosno poljski prostor. O

Ovo tvrdenje omoguéilo nam je da zaklju¢imo da je osobina ”biti poljski
prostor” topoloska. Takode, otvorila nam je i moguc¢nost da otkrijemo nove
primere poljskih prostora, kao sto je ilustrovano u nastavku.

Primer 2.1.9. Znamo da su topoloski prostori (R, Q) 1 ((0,1), Oyep) homeo-
morfni. Na osnovu teoreme 2.1.8 imamo da je (0, 1) poljski prostor, kao home-
omorfna slika poljskog prostora (R, Oup). Medutim, uoé¢imo da uobicajena
metrika na (0,1) nije kompletna! To se lako vidi na primeru niza (L : n € N).
On jeste Kosijev, ali ne konvergira u datom skupu. Prema tome, na (0,1) se
moze definisati kompletna metrika (kao Sto je ilustrovano u dokazu teoreme
2.1.8).

Jos jedna znacajna osobina poljskih prostora je da je to svojstvo prebrojivo
multiplikativno.

Teorema 2.1.10. [[12], Primer 1.3.] Proizvod prebrojivo mnogo poljskih pros-
tora je poljski prostor.

Dokaz. Neka su prostori X, Xo,... poljski. To znac¢i da su metrizabilni, pa
oznac¢imo sa dy, kompletnu metriku koja odgovara prostoru (X, dy) za sve k € N.
Zbog teoreme 1.3.97 mozemo pretpostaviti da su metrike ograni¢ene, odnosno
da je dp < 1. U teoremi 1.3.106 smo naveli da je metrizabilnost prebrojivo
multiplikativna osobina, odnosno na skupu [ [~ , X,, se moze definisati metrika.
Proverom definicije 1.3.88 zakljucuje se da je sa:

n=0

definisana metrika. Pokazimo da je prostor (][]~ ,X,,d*) kompletan. Neka je
(fo, f1,-..) Kosijev niz u [[,~, X,,. Uoc¢imo da, prema definiciji Kosijevog niza,
imamo (Ve > 0)(3ng € N)(VYm, k > no)(d*(fm, fr) < €). Za svako m, k je tada

dn(fim(n), fr(n)) < i dn(fm(n), fr(n)) = d(

2n+1 n+

fmafk) <eg,

n=0
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a to znac¢i da je niz (fy(n), fi(n),...) Kosijev u prostoru X,,, za sve n € N. S
obzirom da je (X,,,d,) poljski prostor, $to znaci da je i kompletan, sledi da je
niz (fo(n), fi(n),...) konvergentan za svako n € N. Oznac¢imo sa g(n) granicu
tog niza u X,,. Pokazujemo da je (g(0), g(1),...) granica niza (fi, fa,...). Neka
je € > 0 dato. S obzirom da je limy_ fx(n) = g(n), postoji {§j € N takvo da
za sve | > Ig je d,(fi(n),g(n)) < 5. Za e > 0 odredimo prirodan broj M > 0
takvo da je 53 < 5. Neka je k = maz{lj :n=0,1,..., M —1}. Uocimo da je

d*(fi,9) Z 2n+1 ) - Dl l2n+1 + Z 2n+1 ))

Kod drugog sabirka koristimo ogranic¢enost datih metrika i dobijamo

— du(fi(n),g(n)) _ <~ 1 1
Z ZQZHQ” §22n+1:2_M<g'

n=M n=M
Dalje je
M—1
dn(fl(”)a g(n)) € € €
; il S48t S3

Dobili smo da d*(f;,g) < . Dakle, prostor je kompletan.
Ostaje da se pokaie separabilnost. Prostori X; su separabilni za svako i € N.
Neka je G; = {z?,z},...} prebrojiv gust skup u X;. Za 0 € N<“ definisemo

7 ’L"

oy < lo|

xy, n>|ol.

X

potm = {

Pokazimo da skup G = {f, : 0 € N} gust u [[ X,,. Pokazujemo da za svako
f € J[ X, i unapred dato € > 0 skup G sece loptu B(f,e). Ponovo uzmimo
prirodan broj M takav da 2% < 5. Kao sto smo rekli, X; su separabilni prostori

sto znaci da za ¢ = 0,1,...,M — 1 postoje zj € B(f(i),%). Ako je sada
o(i)=Fk;zat1=0,1,...,M — 1 onda

d(fo, f) = Z <f02n+1 ™ Z 2n+1 ))

n=0

Drugi sabirak majoriramo kao u prvom delu dokaza, dok za prvi koristimo

S il o) N LS 2 L

gnt1 B gnt1 2
n=0 n=0
Dobili smo da je d*(f,, f) < e, tj f» € B(f,e). Uotimo da je skup G prebrojiv,
jer je skup svih konacnih nizova prirodnih brojeva prebrojiv. Time smo pokazali
da je proizvod prebrojivo mnogo poljskih prostora separabilan, a samim tim i
poljski.
O
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Primer 2.1.11. Hilbertov kub je poljski prostor.
Prostor H = IV je prema teoremi 2.1.10 i primeru 2.1.4 poljski.

Primer 2.1.12. [[6], Primer 3.4]Jaka topologija na L(X,Y)

Neka su X i Y separabilni Banahovi prostori. Sa L(X,Y’) oznacavamo Ba-
nahov prostor ogranic¢enih linearnih operatora 7, T : X — Y sa normom
|T|| = sup{||Tz|| : € X,||z|]| < 1}. Moze se pokazati da je ogranicenost
ekvivalentna uslovu neprekidnosti ([3]), pa se naziva i prostorom neprekidnih
linearnih funkcionela. Ako je X =Y koristimo oznaku L(X).

Jaka topologija na L(X,Y) je topologija generisana linearnim funkcionelama
oblika f,(T) =Tz, f, : L(X,Y) — Y. Bazu prostora ¢ine skupovi oblika

Y,

X1lyeesTn,e;T

={Se L(X,Y):||Sx; —Tz1|| <e,....||Sxn — Tx,|| <e}

za sve 1,...,x, € X, e > 01T € L(X,Y). Oznacimo L,(X,Y) = {T €
L(X,Y) : ||T|| < 1}. Lopta Ly(X,Y) sa (indukovanom) jakom topologijom je
poljski prostor.

Pokazimo to na primeru Banahovog prostora X. Po definiciji 1.3.125 on je
kompletan i metrizabilan, ostaje da se pokaze separabilnost. Neka je D C
X prebrojiv i gust u X i neka je zatvoren u odnosu na racionalne linearne
kombinacije (odnosno, svaka racionalna linearna kombinacija elemenata D je u
skupu D). Prostor Y je poljski na osnovu teoreme 2.1.10, jer je D prebrojiv
skup. Preslikavanje iz L;(X,Y) u Y? dato sa T — T|D je injektivno i kodomen
je dat sa

{f eY?: (Va,y € D)(¥p,q € Q)[f(pr+qy) = pf(@)+af WIA(If(@)]| < [lz])}

Pokazuje se lako da je ovo homeomorfizam, pa je Li(X,Y") poljski prostor.

Primer 2.1.13. Ako je A prebrojiv, prostor AN koji predstavlja prebrojivo
mnogo kopija A sa diskretnom topologijom je poljski na osnovu primera 2.1.6 i
teoreme 2.1.10. Izdvojimo posebno sledece slucajeve:

e ako je A =2={0,1}, sa C = A oznacavamo Kantorov prostor;
e ako je A =N, tada je sa A/ = NV oznacen Berov prostor.
Dakle, Kantorov i Berov prostor su poljski prostori.

Primer 2.1.14. Kantorov prostor je kompaktan prostor jer je prostor {0, 1} sa
diskretnom topologijom kompaktan i vazi teorema Tihonova (1.3.75).

Primerima 2.1.4 i 2.1.9 ilustrovani su potprostori (R, O,.) koji su poljski. U
nastavku cilj nam je da odredimo kako se osobina ”biti poljski prostor” prenosi
na podskupove datog prostora X.

Definicija 2.1.15. Neka je (X, Q) topoloski prostor i (Y, d) metricki prostor.
Oscilacija funkcije f: X — Y u tacki x € X definiSe se na sledeé¢i nacin:
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oscy(x)=inf {diam(f[U]) : U je otvorena okolina tacke x}.

Uoc¢imo da vazi da je x tacka u kojoj je funkcija f neprekidna ako i samo
ako je oscy(z) = 0.

Teorema 2.1.16. [[6], Propozicija 3.6.] Neka je (X,O) topoloski prostor i
(Y, d) metrizabilan, f: X — Y, tada je skup {z : oscs(z) = 0} G5 skup.

Dokaz. Ako definisemo A, = {x € X : oscy(z) < €}, taj skup je otvoren i vazi
{z : 0scy(z) =0} =, A%, pa je to, kao presek prebrojivo mnogo otvorenih
skupova, G skup. ]

Time smo pokazali da je skup tacaka u kojima je funkcija neprekidna zapravo
G skup.

Teorema 2.1.17. [[6], Propozicija 3.7.] Neka je X metrizabilan prostor. Svaki
zatvoren podskup X je Gs skup.

Dokaz. Oznacimo sa d odgovarajuéu metriku na X i neka je F' C X zatvoren,
neprazan. DefiniSemo rastojanje tacke x € X od nepraznog podskupa A skupa
X sa

d(x, A) = infld(x,y):y € A}.

Neposredno iz osobina metrike sledi |d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y). Lopta oko A
data sa B(A,e) ={z:d(x, A) < €} je otvorena. Dalje sledi da je

F=()B(F, %),

neN

pa je F', kao presek prebrojivo mnogo otvorenih skupova G5 skup.
O

Teorema 2.1.18. (Kuratovski)|[[6], Teorema 3.8.] Neka je X metrizabilan, Y
kompletno metrizabilan, A C X i f: A — Y neprekidno. Tada postoji G skup
G tako da A C G C A i postoji neprekidno prosirenje funkcije f, preslikavanje
g:G—=Y.

Dokaz. Neka je G = {z : oscp(z) = 0} N A. Ovako definisan skup je Gj, jer
je prema teoremi 2.1.17 svaki zatvoren skup (pa i A) Gs, a iz teoreme 2.1.16
{z : 0sc; = 0} je takode G (samim tim je i njihov presek Gj). Preslikavanje f
je neprekidno na A, §to znaéi da je A C G C A.

Neka * € G. Posto z € A, prema teoremi 1.3.87, postoji niz (r,) € A
koji konvergira ka z. Tada je lim, o (diam(f[{@ns1, Tnio,...}])) = 0, jer
{Tpi1, Tnsa, ...} C U, gde je U neka okolina tacke z. Zbog toga je niz (f(x,))
Kosijev, sto znaci da je konvergentan u prostoru Y.

Neka je

g(x) = lim f(z,).

n—oo
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Prvo pokazujemo da je g dobro definisano, odnosno da ne zavisi od izbora niza
(xn). Neka je lim, . f(z,) = a. Pretpostavimo da postoji i niz (y,) u X
takav da je lim, .o f(y,) = b, a # b. Znamo da je Y Hausdorfov prostor (iz
teoreme 1.3.103), pa postoje disjunktne okoline U i V takve daa € Uibe V.
Tada, ako izaberemo dovoljno veliko mq, kg € N za m > mg i k > kg imacemo
flzm) € Ui f(yr) € V. Tada postoji r > 0 da d(f(zm), f(yx)) > r. Znamo
da je f neprekidna, odnosno da je oscs(z) = 0 za v € A. To znaci da postoji
okolina W tacke x takva da je diam f[ANW] < . Ta dovoljno veliko m, k bice
[(@m), f(yx) € ANW, odnosno d(f(zm), f(yr)) < 5. Kontradikcija. Prema
tome, pokazali smo da je definicija dobra.

Pokazimo da je preslikavanje g neprekidno tako $to ¢emo dokazati da osc,(z) =
0 za x € G. Neka je x € G proizvoljno. Tada, za okolinu U u G tacke x vazi
g(U) C fIU] (jer za z € A je g(z) = f(x), azaz € G\ A znamo da je g(z) bas
definisano kao elemenat f[U]), pa

diam(g[U]) < diam(f[U]) = diam f[U],

pa je oscy,(z) < oscg(x) = 0. Da je funkcija g zaista prosirenje funkcije f je
ocigledno, jer za z € X je g(z) = lim, . f(x) = f(x). ]

Teorema 2.1.19. [[6], Teorema 3.11]

(i) Neka je X metrizabilan prostor i Y C X kompletno metrizabilan. Tada
je Y G5 u X.

(ii) Ako je prostor X kompletno metrizabilan i Y C X je Gs, onda je Y kom-
pletno metrizabilan.

Dokaz. (i) Neka je X metrizabilan i Y njegov kompletno metrizabilan potpros-
tor. Posmatrajmo identicko preslikavanje idy : ¥ — Y. Ono je neprekidno,
pa iz teoreme Kuratovkog sledi da postoje Gy skup G takav da Y C G C Y i
neprekidno prosirenje preslikavanja idy, funkcija g : G — Y. Za tacku x € G
vazi da je granica nekog niza (y, : n € N) iz Y (prema teoremi 1.3.87, jer je Y C
GCY=YCGAGCY). Daljeje g(z) = lim, o0 f(yn) = lim,, 00 Yy = .
Kako je g(x) € Y sledidajex € Y, pajeY =G ig=idy.

11) Ako je Y G skup on je presek prebrojivo mnogo otvorenih skupova U,,.
(id) Ako j j g

Dakle, Y = [,y Un- Definisimo F,, = X'\ U,. Neka je sa d oznacena kompletna
metrika prostora X. Pokazimo da je sa

1 1

@) = day) + Y min{2 ™ | gy = )

n=0

definisana metrika na Y. Bitno je prvo uociti da red u gornjem izrazu konvergira
(jer konvergira red Y 2 ;2717™). Uslovi definicije 1.3.88 se lako proveravaju.
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Ovako definisana metrika d’ je kompatibilna sa topologijom indukovanom na Y.
Ostaje da se pokaze kompletnost prostora Y. Neka je (y;) Kosijev niz u prostoru
(Y,d"). Tada je se lako pokazuje da je on Kosijev i u X, pa ima granicu u X,
oznac¢imo je sa y. Da bi VaZilo ZOO  min{271" |d(x1Fn) G Fn |} < 5, zasvako

g, mora biti

| < 2n+1 za svako n. Zato, za sve n € N je

1 1
lim | - |=0

1,J—00 d(yi7 Fn) d(%’ﬂ F, )

1
|d(van) d( van

jer Tada za svako n € N niz realnih brojeva {-—— d( 7} konvergira (a samim tim
je i ogranic¢en). Znamo da lim; ., d(y;, Fy,) = d(y, F w) pa d(y, Fy,) # 0 za svako
n € N, §to znaci da y ¢ F), za sve n, odnosno y € Y. Prema tome, lim; ,,, y; =y

u prostoru (Y, d'). Time je pokazano da je prostor kompletan.
O]

Kao specijalan sluc¢aj prethodne teoreme izdvaja se potreban i dovoljan uslov
da potprostor poljskog prostora bude poljski.

Teorema 2.1.20. [[6], Teorema 3.11] Potprostor poljskog prostora je poljski
ako i samo ako je Gj.

Posledica 2.1.21. Zatvoren potprostor poljskog prostora je poljski.

Dokaz. 1z teoreme 2.1.17 svaki zatvoren skup je Gy, a iz teoreme 2.1.20 on je i
poljski. ]

Teorema 2.1.22. [[12], Teorema 1.4.] Svaki poljski prostor je homeomorfan
nekom potprostoru Hilbertovog kuba.

Dokaz. Neka je X poljski prostor. Prema teoremi 1.3.102, on zadovoljava i
drugu aksiomu prebrojivosti. Prema teoremi 1.3.103 prostor je i T}, a iz teoreme
1.3.58 sledi da je on i Tgé. Prema teoremi 1.3.79 prostor se moze potopiti u
Hilbertov kub. O

Teorema 2.1.23. Svaki poljski prostor je homeomorfan sa G5 podskupom
Hilbertovog kuba.

Dokaz. Prema teoremi 2.1.22 poljski prostor X je homeomorfan sa nekim pod-
skupom Y Hilbertovog kuba. Ostaje da se pokaze da je Y sa svojstvom Gg, a
to sledi iz teoreme 2.1.20. [

2.2 Savrseni prostori.
Teorema Kantor-Bendiksona

Podsetimo se definicije 1.3.33. Tacka nagomilavanja topoloskog prostora je
tacka koja nije izolovana, odnosno, svaka otvorena okolina U tacke x sadrzi
tacku y € U, takvu da y # x. To ujedno znaci da je svaka okolina tacke
nagomilavanja u metrickom prostoru beskonacna. U nastavku se bavimo osobi-
nama prostora ¢ija je svaka tacka tacka nagomilavanja.
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Definicija 2.2.1. Prostor je savrSen ako i samo ako su mu sve tacke tacke
nagomilavanja.

Po definiciji je () savrSen. Prema tome, savrsen prostor je specifican topologki
prostor bez izolovanih tacaka.

Definicija 2.2.2. Neka je (X, O) topoloski prostor. Za P C X kazemo da je
savrSen u X ako i samo ako je P zatvoren i savrSen u odnosu na indukovanu
topologiju.

Primer 2.2.3. (R, O,») je savrsen prostor.
Svaka tacka skupa R je njegova tacka nagomilavanja. Naime, za x € O Je > 0

da (x —e,x4+¢) CO. Tadaw—%EO\{x}.

Primer 2.2.4. Kantorov skup

Posmatrajmo interval [0, 1] sa uobi¢ajenom topologijom. Podelimo ga na tri
dela jednake duzine i izostavimo srednji interval I; = (3, 2). Ponovimo isto na
preostale dve ”treéine” intervala, odnosno izostavimo interval I, = (3%, 3%) U
(312, 3%) Nastavljaju¢i postupak, konstruiSemo Kantorov skup na sledeéi nacin:
ako sa I oznac¢imo uniju intervala koji su izostavljeni, Kantorov skup bi¢e £ 1=
0,1]\ 1.
Oznacimo sa C, = [0,1]\ I, = [0, 37 U [&, 5] U --- U [552,1]. Uocimo da
se skup (), sastoji on 2" intervala i da je konacna unija zatvorenih skupova,
pa je i sam zatvoren skup. Ocigledno je E% = (V),,eny Cn- Bitno je istadi da na
ovaj nacin krajnje tacke svih intervala C),, za sve n € N, ostaju u Kantorovom
skupu.

Kantorov skup se moze predstaviti i preko ternarnog zapisa. Naime, ako

o @ . .
broj x predstavimo u obliku z =) ;- , 3—:, gde a; € {0,1,2} onda je to njegova
ternarna reprezentacija. Ona je jedinstvena osim za x = ?% gde je p,n € NU{0}.
Tada imamo dve moguénosti:
a) a, #01a; =0 zasve k> n;
b) na n-tom mestu je 0 ili 1, a na ostalim mestima su dvojke.

Ovakvi brojevi predstavljaju granice intervala koje izostavljamo prilikom kon-
strukcije Kantorovog skupa i moze se pokazati da bar jedan od ova dva zapisa
u sebi nema cifru 1. Elementi Kantorovog skupa su brojevi koji se u ternarnoj
reprezentaciji zapisuju samo preko 0 i 2.

Primetimo da je I, kao unija otvorenih intervala, otvoren skup, Sto znaci
da je Kantorov skup zatvoren skup. On je i kompletan kao zatvoren podskup
kompletnog prostora sa uobic¢ajenom topologijom (teorema 1.3.124).

Teorema 2.2.5. Kantorov skup je savrsen.
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Dokaz. Pokazujemo da je svaka tacka Kantorovog skupa tacka nagomilavanja.
Neka x € E1. Tada x € C, za sve n € N, sto znaci da x pripada nekom od
2" intervala f{Ojl ¢ine C,. Posmatrajmo krajnju tacku z, ovog intervala koja je
bliza tacki x (ako je z jedna krajnja tacka intervala posmatramo drugu krajnju
tacku). Ocigledno je |z, — x| < 37 < L. Dakle, za svako dato n mozemo
na¢i bar jednu tacku z,, € E1 takvu da |z — z,| < - 1 # z,, pa je x tacka
nagomilavanja. S obzirom da’smo x uzeli pr01zvoljno i kako je Kantorov skup

zatvoren, sledi da je on savrsen. ]

U nastavku pokazujemo vezu izmedu Kantorovog skupa i Kantorovog pros-
tora. Metrika d* na Kantorovom prostoru data je u teoremi 2.1.10. Medutim,
rastojanje d’ na istom prostoru definisano sa

d/(I ): 0, f =g
Y s, [ # 9, gde je n najmanji broj za koji je f(n) # g(n)

je takode metrika (Sto se lako pokazuje). Vazi i vise:
Lema 2.2.6. Metrike d* i d' na prostoru C su ekvivalentne.

Dokaz. Neka su f,g € C. Primetimo prvo da Kantorov prostor prestavlja
proizvod prebrojivo mnogo topoloskih prostora sa diskretnom topologijom, pa
je metrika d iz dokaza teoreme 2.1.10 zapravo metrika dy; iz primera 1.3.93. 1z
definicija datih metrika vidimo da je d'(f, g) < d*(f,g). S druge strane je

@ (79 < 3 PRI o5 L asg)

1
2t+1

Dakle, posmatrane metrike jesu ekvivalentne. O

Analogno lemi 2.2.6 na prostoru Bera na isti nacin je definisana ekvivalentna
metrika.

Teorema 2.2.7. [[12],Exercise 1.8.] Kantorov skup F 1 je homeomorfan Kan-
torovom prostoru C.

Dokaz. Neka je preslikavanje ¢ : C — E 1 definisano na sledeci nacin. Ako je
(x,, : n € N) proizvoljan niz iz Kantorovog prostora, onda

plla)) =3 22,

n=1

Vrednosti ove funkcije su ocigledno elementi Kantorovog skupa, prema primeru
2.2.4. Zbog jedinstvenosti ovakve ternarne reprezentacije brojeva preslikavanje
je bijekcija. Pokazimo da je neprekidno. Neka je € > 0 dato ing € N takvo da

55 < €. Prema definiciji metrike na C ako je d(z,a) < 515 za neke nizove (;) i
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(a;) to znaci da se vrednosti tih nizova poklapaju na prvih ny mesta, pa imamo
da je
e P 1
lp(z) — pla)] < Z BT < T <&

n=ng

Dakle, ¢ je neprekidno preslikavanje. Analogno se moze pokazati da je i inverzno
prelikavanje neprekidno, pa je ono homeomorfizam. O

Zbog toga se u literaturi Kantorov prostor cesto naziva Kantorovim skupom.
Navedimo jos neka svojstva ovog prostora.
Posmatrajmo skup svih kona¢nih nizova nula i jedinica ({0, 1}<“ = 2<¥). Ako
je s € 2<¥  definisimo skup Ny, = {f € C : s C f}. Naredna dva tvrdenja
navedena su u vidu primera u [[10], p.5].

Lema 2.2.8. Skup U C C je otvoren ako i samo ako postoji S C 2<% takav da
U= UsES NS'

Dokaz. Pokazujemo da je skup N, otvorena okolina svake svoje tacke. Neka
f € C. Prema definiciji okoline, potrebno je naci otvoren skup O C N; koji
sadrzi f. Ako posmatramo a € Lg(f, #) imamo d(f,a) < Wﬁ, sto znaci da
je s Ca, paa€ N, Dakle, Ly(f, Qpﬁ) C N, i Ny je otvoren skup.

S druge strane, neka je a € N,. Tada je a|qsy C f, pa d(f,a) < ﬁ i
a € Ld(f,z‘sﬁ). Dakle, zakljucujemo da je Ny = Ld(f,#), pa je skup
{N; : s € 2<¥} baza topologije na C. Prema tome, skup U C C je otvoren ako i
samo ako moze da se prikaze kao unija neke podfamilije { N, : s € N<“}. O

Teorema 2.2.9. Kantorov prostor je nuladimenzionalan.

Dokaz. Ako posmatramo C \ Ny, prema prethodnoj teoremi vidimo da C\ Ny =
U{N; : 3k < |s|,tx # sx}. Skupovi u ovoj uniji su otvoreni, pa je i sam skup
otvoren. Dakle, N; je i otvoren i zatvoren skup. Kako je C metrizabilan i
Hausdorfov, sledi da je nuladimenzionalan. O

Analogno prethodnom, sa N, = {f € N : 0 C f}, gde je 0 € N<“ definisani
su elementi baze topologije prostora Bera. Prema tome, vazi i sledece tvrdenje,

¢iji je dokaz analogan prethodnom.
Lema 2.2.10. Berov prostor je nuladimenzionalan.

Teorema 2.2.11. [[12], Lema 1.22] Neka je X poljski prostor i P C X nje-
gov savrsen podskup. Tada postoji neprekidna injekcija f : C — P i savrSen
podskup F' skupa P koji je homeomorfan prostoru C.

Dokaz. Neka je dato drvo U,, s € 2<% takvo da U, N P # (). P je savrsen skup,
pa postoje tacke x,y takve da x # yiz,y € UsNP. Po definiciji, poljski prostor
je metrizabilan, pa je i Ty, zbog ¢ega mozemo izabrati skupove Uso i Uy~ koji
su disjunktne otvorene okoline redom tacaka z i y sa osobinom U,; C U i
diam(Us) < Mﬁ Prema tome, mozemo formirati drvo {Us : s € {0,1}<“}
nepraznih otvorenih podskupova X sa svojstvima:
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(i) Up = X;
(ii) za s C tje U, C Uy;
(111) USAO N USAl = @;

(iv) diam(Uy) < ﬁ;

(v) Usn P # 0.

Definisimo preslikavanje f : C — P sa:

{f@)} =\ Usto = [ Ustn = () Uatn N P

n=0

Dobra definisanost preslikavanja sledi iz teoreme 2.1.7. Pokazujemo da je f
neprekidno. Neka je d(z,y) < 55. To znadi da je z|n = y|n, pa je f(z) € Uy i
f(y) € Uypn. Zbog osobine (iv) iz konstrukcije drveta U sledi da d(f(x), f(y)) <
1

Kko je © # y preslikavanje f je injektivno. Naime, ako x # y i oni se prvi put
razlikuju na n-toj komponenti, npr. =, =01y, = 1, onda je zbog osobine (ii7)
Usln VUyjn = 0. S obzirom da f(z) € Uyjn 1 f(y) € Uy sledi f(x) # f(y).
Posmatramo skup F' = f[C]. U primeru 2.1.14 smo pokazali da je C kompaktan
prostor, a prema teoremi 1.3.67 znamo da je neprekidna slika kompaktnog skupa
kompaktan skup. Dakle, F' je kompaktan podskup metrickog prostora, sto,
prema teoremi 1.3.119, znaci da je zatvoren i ogranicen. Za a € F postoji x € C
tako da je f(z) = a. F je savrSen skup. Naime, iz injektivnosti i neprekidnosti
preslikavanja f za dovoljno bliske x i y i njihove slike ¢e biti dovoljno blizu, pa
za svaku okolinu proizvoljne tacke a € F' moze se na¢i bar jos jedna tacka iz F
razlicita od nje. Dakle, svaka tacka F' je tacka nagomilavanja i F' je savrsen.
Pokazujemo da je preslikavanje f zatvoreno. U primeru 3.2.5 smo pokazali da
je Kantorov prostor kompaktan. Prostor X je poljski, sto znac¢i metrizabilan,
pa je prema teoremi 1.3.103 7,. Prema teoremi 1.3.55 on je i Hausdorfov.
Konacno, prema teoremi 1.3.68 preslikavanje f iz kompaktnog u Hausdorfov
prostor je zatvoreno. Dakle, f je neprekidna zatvorena bijekcija, pa je prema
1.3.46 homeomorfizam. ]

Posledica 2.2.12. Savreni neprazni poljski prostori su kardinalnosti 2%°.

Dokaz. Teoremom 2.1.22 smo pokazali da je svaki poljski prostor homeomorfan
potprostoru Hilbertovog kuba, pa je | X| > [[0, 1]N] = 2%. Prethodna teorema
nam daje |C| < |X], a znamo da je Kantorov prostor kardinalnosti 2%, pa
zakljucak sledi iz teoreme Sreder-Bernstajn (1.1.6). O

Teorema 2.2.13. [[12], strana 8] Neka je X poljski prostor i F' C X zatvoren
skup. Tada F' ima prebrojivo mnogo izolovanih tacaka.
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Dokaz. Neka je X poljski prostor. Prema teoremi 2.1.5 postoji njegova pre-
brojiva baza Uy, Uy, . ... Ako sa A ozna¢imo skup svih izolovanih tacaka skupa
F, onda za svako x € A prema definiciji izolovane tacke mozemo naéi i, da
Uy, N F = {z}. Odatle zakljucujemo da je A prebrojiv i zatvoren, pa je
F\A=F\U,caUi, zatvoren skup. O

Primer 2.2.14. Posmatrajmo QQ kao potprostor R sa uobic¢ajenom topologijom.
Znamo da je QQ zatvoren potprostor i da nema izolovanih tacaka. Medutim,
|Q| = Ny, iz cega zakljucujemo da Q nije poljski prostor.

Definicija 2.2.15. Neka je (X, Q) topoloski prostor. Tacka x € X je tacka
kondenzacije ako je svaka otvorena okolina x neprebrojiva.

Teorema 2.2.16. Neka je X savrSen poljski prostor. Tada je svaka njegova
tacka ujedno i tacka kondenzacije.

Dokaz. Ako je X savrsen poljski prostor, znamo da je svaka njegova tacka x
zapravo tacka nagomilavanja. Neka je U proizvoljna okolina z. Tada je U
neprazan savrsen poljski prostor, pa mora biti kardinalnosti 2% (prema 2.2.12).

O

U deskriptivnoj teoriji skupova obicno se, bez daljih razmatranja osobina
tacaka kondenzacije direktno izvodi dokaz teoreme Kantor- Bendiksona, koji
navodimo u nastavku.

Teorema 2.2.17. (Kantor-Bendikson)[[6], Teorema 6.4.] Neka je X # 0 i
(X, O) poljski prostor. Tada se X na jedinstven na¢in moze predstaviti kao dis-
junktna unija prebrojivog skupa C' i savrsenog podskupa P skupa X (odnosno,
moze se zapisati kao X = PUC, PNC = ).

Dokaz. Za dati poljski prostor X definisimo skup X* na slede¢i nacin:
X" ={z € X : x je tacka kondenzacije skupa X}. (2.1)

Uzmimo da je P = X* 1 C = X \ P. Primetimo da, po definiciji, skup P
sadrzi sve svoje tacke nagomilavanja, pa je zatvoren skup (teorema 1.3.35).
Prema tome, C' je otvoren skup (jer mu je komplement zatvoren (definicija
1.3.2)). Prostor X je poljski, pa prema teoremi 2.1.5 zadovoljava drugu aksiomu
prebrojivosti. Neka je sa {U, : n € N} oznacena prebrojiva baza prostora X.
Skup C je, kao otvoren skup, unija nekih baznih skupova {U;,, U,,, ...} (u ovom
slucaju njih najvise prebrojivo mnogo). Svaki od baznih skupova koji ¢ine C'
moze biti najvise prebrojiv (u suprotnom bi u C' postojala tacka kondenzacije,
a to je u kontradikciji sa definicijom C'). Prema teoremi 1.1.7 C' je prebrojiv
skup.

Pokazimo da je P savrSen. Ve¢ smo videli da je zatvoren, pa ostaje da se
pokaze da je i savrSen u odnosu na indukovanu topologiju. Neka je x € P i
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pretpostavimo da je U proizvoljna okolina tacke z. Znamo da je x po definiciji
skupa P tacka kondenzacije prostora X, §to znaci da u svakoj oklini = (pa i u
U) ima neprebrojivo mnogo tacaka. Kako smo pokazali da je C' prebrojiv, a
U=(UnNP)U(UNC)sledi da UN P ima neprebrojivo mnogo tacaka. Dakle,
P je savrsen skup.
Pokazimo jedinstvenost. Pretpostavimo da se X moze predstaviti na bar jos
jedan nac¢in kao disjunktna unija savrSenog skupa i prebrojivog i otvorenog
skupa, odnosno da je X = P, U (4. Podsetimo se da ako je Y proizvoljan
savrsen poljski prostor, onda je Y = Y* (2.2.16). Dakle, P, = P}, pa P, C P.
Ako uzmemo x € C7, mora biti z € C, jer je C' unija svih baznih prebrojivih
skupova, a C] je prebrojiv i otvoren. Sledi P = P, i C = (4.

]

Teorema 2.2.18. [[6],Exercise 6.6.] Skup P definisan u teoremi Kantor -
Bendiksona je najveci savrseni podskup skupa X.

Dokaz. Ako je Y neki drugi savrSsen podskup skupa X, onda je Y = Y* pa
imamo Y = Y* C X* = P. Dakle, svaki drugi savrsen podskup X mora biti
sadrzan u skupu P. O]

Definicija 2.2.19. Neka je (X, O) poljski prostor i neka je X = PUC, gde je
P savrsen skup, a C prebrojiv (gde su P i C' disjunktni skupovi). Tada se P
naziva savrseno jezgro skupa X.

Dakle, skup svih tacaka kondenzacije poljskog prostora X predstavlja savrseno
jezgro skupa X.

Neposredno iz dokaza teoreme Kantor-Bendiksona izdvajaju se posledice
navedene u nastavku.

Posledica 2.2.20. [[13], Posledica 2A.2.] Neka je X poljski prostor i F' njegov
zatvoren i neprebrojiv podskup. Tada F' sadrzi neprazan savrsen skup, a sam
skup F je kardinalnosti 2%°.

Dokaz. Prema 2.1.21 zatvoren potprostor poljskog prostora je poljski prostor,
pa se teorema Kantor-Bendiksona moze primeniti na skup F'. Sledi da on moze
da se napise kao unija savrsenog P i prebrojivog skupa C'. Kako je F' neprebro-
jiv, zaklju¢ujemo da savrsen skup u ovom razlaganju nije prazan (inace u uniji
sa prebrojivim skupom ne bi dao neprebrojiv skup). Prema 2.2.12 imamo da
je savrsen poljski prostor kardinalnosti 2%, pa je |F| = |P| + |C| = 2% + Ry =
2o, ]

Posledica 2.2.21. [[6], Posledica 6.5.] Svaki neprebrojiv poljski prostor sadrzi
homeomorfnu kopiju C i kardinalnosti je 2%0.

Dokaz. 1z teoreme Kantor-Bendiksona imamo da je X = P U C, gde je P
savrsen, a C' prebrojiv skup. Istim rezonom kao u prethodnoj posledici, sledi
da je |P| = 2%. Prema teoremi 2.2.11 sledi ostatak tvrdenja. O
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Poslednja teorema nam daje jednu od najznacajnijih direktnih posledica
teoreme Kantor-Bendiksona.

Posledica 2.2.22. Za poljske prostore vazi Hipoteza kontinuuma.

2.3 Opstiji oblik teoreme Kantor-Bendiksona

Promenimo sada pristup problemu. Posmatrajmo separabilan metricki prostor
X (dakle, u odnosu na prethodno razmatranje, zanemarujemo kompletnost).
Drzimo se ve¢ uvedenih definicija: sa A" oznacavamo skup tacaka nagomilavanja
skupa A, a sa A* tacaka kondenzacije. Ispitajmo osobine i odnose ovih skupova.
Lako se proveravaju sledece osobine:

Teorema 2.3.1. [[9], strana 44.]Neka je X separabilan metricki prostor. Tada
je:

(i) A* C A’ C A
(il)) (AUB)* = A*U B,
(iii) AC B = A* C BY;
(iv) A* = A*;
(v) za svaku kolekciju skupova K je U e A C (Uuexc 4)';
(vi) (AuB) = A" UB,
vii A” C A';
(viii) A= AU A",
Istaknimo takode oc¢igledno tvrdenje:

Teorema 2.3.2. Neka je X separabilan metricki prostor i A C X. Skup svih
tacaka kondenzacije A je zatvoren skup.

Teorema 2.3.3. [[9], Teorema 8.1.] Ako je X separabilan metricki prostor
onda je |A\ A*| <N,.

Dokaz. Neka je X separabilan metricki prostor. Prema 1.3.102 on zadovoljava
drugu aksiomu prebrojivosti. Iz teoreme 1.3.29 sledi da prostor zadovoljava i
prvu aksiomu prebrojivosti, pa za svaku tacku prostora X postoji prebrojiva
baza okolina. Neka x € A\ A*. Tada postoji okolina U tacke x takva da
|UNA| <¥y. Oznacimo sa {G,, : n € N} prebrojivu bazu okolina . Znamo da
postoji n, € N takvo da x € G,,, C U, pri ¢emu je ocigledno |G, N A| < Rq.
Sada je

AAC | (GnnA). (2.2)

€A\ A*
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Primetimo da je unija (2.2) najvise prebrojiva (na osnovu teoreme 1.1.7, jer
imamo najvise prebrojivo mnogo skupova G, , a pokazali smo da je |G,, NA| <
No). Dakle, i skup A\ A* je najvise prebrojiv. O

Posledica 2.3.4. [[9], Posledica 8.1.] Neka je X separabilan metricki prostor i
A C X. Tada je (A\ A%)* = 0.

Dokaz. Sledi direktno iz definicije skupa A* i prethodne teoreme. O

Posledica 2.3.5. [[9], Posledica 8.2.] Ako je X separabilan metricki prostor i
A C X tada (A*)* = A*.

Dokaz. Kako je A* zatvoren skup (teorema 2.3.2), imamo da (A*)* C A* = A*.
S druge strane, A C A*U (A \ A*), pa koristeéi teoremu 2.3.1 dobijamo

AT C (A U (A AT = (A7)
O

Nakon sto se izvedu ove osobine tacaka kondenzacije, dokaz teoreme Kantor-
Bendiksona postaje neuporedivo laksi.

Teorema 2.3.6. [Kantor-Bendikson|[[9], Teorema 8.2.] Neka je X separabilan
metricki prostor. Tada je X = AU B, gde je A= A* i |B| < N,.

Dokaz. Posmatrajmo separabilan metricki prostor X i definisimo H = {C C
X:C0cCC} UmimodajeA=JHiB=X\A Tadaje A C A, odakle
sledi A’ = AU A = A. Sada je

(A =AuA" =A = A

Dakle, A € H, paje A C A. To znaci da AUA’ C A, tj A’ C A. Posto smo veé
utvrdili da je A C A’, sledi da je A = A’, odnosno skup A je savrsen. Primenom
posledice 2.3.5 dobijamo B* = (B*)* C (B*), stozna¢ida B € H i B* C A. Iz
definicije B je ocigledno BN B* = () i B = B\ B*. Konacno, prema teoremi
2.3.3 imamo |B| = |B \ B*| < N,. O

Specijalan slucaj teoreme Kantor-Bendiksona primenjene na zatvoren pod-
skup ovakvog prostora najcesée se primenjuje u praksi.

Teorema 2.3.7. [[9], strana 45] Neka je X separabilan metricki prostor i D
njegov zatvoren podskup. Tada je D = AU B, gde je A savrSen i B najvise
prebrojiv skup.

Dokaz. Prema prethodnoj teoremi, svaki podskup D moze se predstaviti kao
D = AUB, pri cemu A = A’ i |B| < Ny. Bitno je uociti da je A" odreden
u odnosu na indukovanu topologiju, dakle to su tacke z za ¢iju proizvoljnu
okolinu U vazi |[D N U N A| > 1. Medutim, s obzirom da iz |[DNUNA| > 1
sledi [U N A| > 1, svaka tacka koja je tacka nagomilavanja A u D je ujedno i
tacka nagomilavanja A u X, paje A’ u D sadrzan u A’ u X. Zato kao posledicu
imamo da je D =AUBi1AC Al |B| <.

O



Poglavlje 3

Primena

3.1 Kantor-Bendiksonov izvod i rang

U nastavku uvodimo pojam Kantor-Bendiksonovog izvoda i ranga pomocu kog
se dokaz date teoreme moze izvesti na elegantniji nac¢in primenom transfinitne
indukcije i rekurzije o kojima je bilo rec¢i na pocetku rada. Takode, uvodenjem
ovih pojmova, ilustrova¢emo primenu teoreme koja je tema rada.

Navedimo prvo teoremu koja ilustruje vezu izmedu topoloskih prostora i ordi-
nala.

Teorema 3.1.1. [[6], Teorema 6.9.] Neka je (X, O) topoloski prostor sa drugom
aksiomom prebrojivosti i (F,,)a<, striktno opadajuéi transfinitni niz zatvorenih
skupova (to znaci da a < § = F, ; F3). Tada je p prebrojiv ordinal. Sli¢no
vazi i za striktno rastuce transfinitne nizove zatvorenih skupova.

Dokaz. Neka je {U,} prebrojiva baza prostora (X, Q). Za svaki zatvoren skup
F C X definisemo skup brojeva N(F) = {n|U, N F # 0}.

Uocimo da je X \ F = |J{U, : n ¢ N(F)}, sto znaci da je preslikavanje
F —— N(F) injektivno. Vazi i monotonost, jer ako F' C G onda N(F') C N(G).
Time smo pokazali da za svaki strogo monoton transfinitni niz (¥, )<, imamo
da je (N,) = (N(F,)) striktno monoton transfinitni niz podskupova skupa
prirodnih brojeva, pa je p prebrojiv. ]

Definicija 3.1.2. Za proizvoljan topoloski prostor (X, Q) definisimo
X' ={x € X : x je tacka nagomilavanja skupa X }.
Skup X’ od sada nazivamo Kantor-Bendiksonov izvod skupa X.
Iz definicije 1.3.41 se lako vidi da tacke skupa X’ nisu njegove izolovane
tacke. Ocigledno, taj skup je zatvoren i vazi da je X savrSen ako i samo ako je

X’ = X. Koristedi transfinitnu rekurziju uvodimo pojam Kantor-Bendiksonovog
izvoda kao Sto sledi:

o7
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Definicija 3.1.3. Iterirane Kantor-Bendiksonove izvode, u oznaci X,
a € ORD definisemo na sledeéi nacin:

X0 =x

x(atl) — (X(a))/
X = ﬂ X (@ ako je \ grani¢éni ordinal.

a<<

Primetimo da je ovako definisan niz (X%),corp zapravo opadajuéi trans-
finitni niz zatvorenih podskupova skupa X.

Dakle, Kantor-Bendiksonov prvi izvod u sustini je skup tacaka nagomila-
vanja datog prostora. Drugi izvod predstavlja skup tacaka nagomilavanja pr-
vog izvoda itd. Primetimo da u prvom koraku ”eliminiSemo” izolovane tacke
prostora X, pri ¢emu ostaju tacke nagomilavanja. U svakom narednom ko-
raku, ”izbacivanjem” izolovanih tacaka mi u stvari formiramo savrseno jezgro
prostora X.

Teorema 3.1.4. [[6], Teorema 6.11.] Neka je (X, O) poljski prostor. Tada
postoji prebrojiv ordinal ayg, takav da je X(® = X(@0) za sve o > g i X (@) je
savrseno jezgro prostora X.

Dokaz. Neka je sa P oznaceno savrseno jezgro datog topoloskog prostora. Pokazimo
transfinitnom indukcijom po a da je P € X za sve « € ORD. Neka je
P C X za sve B < a. Razlikujemo slucajeve:

(i) « je nasledni ordinal
Tada postoji ¥ € ORD da a = y+1. S obzirom da je P C X, o¢igledno
sledi P C X jer je P C (X)) = X0+ = x(@),

(ii) « je grani¢ni ordinal
Ako je P C X za VB3 < a, onda je P C ﬂ,@<aX(B) = X,

Posmatrajmo skup ordinala dat sa {f : X®) = X (@ za sve a > f}. Na osnovu
teoreme 1.2.28 postoji najmanji elemenat ovog skupa, oznac¢imo ga sa c«g. Prema
teoremi 3.1.1 ovaj ordinal je prebrojiv. Ako je ag prebrojiv ordinal za koji vazi
da je X = X(@) za sve o > a, ocigledno je P C X(@) S druge strane
imamo X (®0) = (X (20))’ " 5to znaci da je X () savrsen, pa je i X(@0) C P.

O

Prema tome, transfinitni niz Kantor-Bendiksonovih izvoda pojskog prostora
mora u jednom trenutku postati konstantan.

Definicija 3.1.5. Za poljski prostor X najmanji ordinal a definisan u teoremi
3.1.4 naziva se Kantor-Bendiksonov rang X i oznacava se sa | X|¢p.
Oznacimo i

X = xXXles) = gavrseno jezgro od X.
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Teorema 3.1.6. Za Kantor-Bendiksonove izvode iz definicije 3.1.3 vazi:

lx(aJrl) \X(a)’ < N

Dokaz. Pokazujemo transfinitnom indukcijom da je za svaki ordinal o [ X1\
X <Ry
Za a = 0 treba pokazati da je | X \ X’| < Rg. Skup X \ X’ nema tacaka
nagomilavanja, pa predstavlja skup svih tacaka prostora X takvih da postoji
njihova okolina u kojoj se nalazi samo ta tacka. Prema definiciji 1.3.34, to su
izolovane tacke. Dakle, X \ X’ je unija takvih okolina i to prebrojiva (prema
teoremi 1.3.20). Prema tome, X \ X’ je najvise prebrojiv.
O

Sada mozemo dati alternativni dokaz kljuéne teoreme ovog rada.

Teorema 3.1.7. (Kantor-Bendikson) Neka je X # 01 (X, O) poljski prostor.
Tada se X na jedinstven nacin moze predstaviti kao disjunktna unija prebrojivog
skupa C' i savrsenog podskupa P skupa X.

Dokaz. Za dati poljski prostor X, savrseno jezgro X = X (Xles) yzimamo za
skup P, a za C' uzmimo Us_ x|, (XB+D\ X)), Ovi skupovi su ocigledno dis-
junktni, P je savrSen, a C' je prebrojiv kao prebrojiva unija prebrojivih skupova.

O

3.2 Rasuti prostori

Nasuprot savrsenim prostorima kod kojih je svaka tacka tacka nagomilavanja, u
ovom odeljku se bavimo prostorima ¢iji svaki zatvoren podskup ima bar jednu
izolovanu tacku.

Definicija 3.2.1. Za topoloski prostor X kazemo da je rasut (engl. scattered)
ako i samo ako ne sadrzi neprazan savrsen podskup.

Sledece tvrdenje ilustruje kako pri definisanju rasutih prostora do izrazaja
dolazi teorema Kantor-Bendiksona, odnosno Kantor-Bendiksonov rang koji proizilazi
iz njenog dokaza.

Lema 3.2.2 ([10], Lema 1.5.5.). Topoloski prostor X je rasut ako i samo ako
postoji ordinal o takav da je A = (.

Dokaz. S obzirom da je izvodni skup prostora X zatvoren (teorema 1.3.35), za
svaki ordinal 3 je X¥*tD) C X®) . Zato je X@t) = X(® za neki ordinal a.
Jasno je da skup X(® nema izolovanih tacaka. Dakle, ako je X = () za sve
ordinale 3, onda prostor X nije rasut. S druge strane, pretpostavimo da X
nije rasut. Neka je A neprazan savrsen podskup X. Tada je za svaki ordinal
0+£ACX®, O
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Teorema 3.2.3. [[15], Teorema 7.1.13.] Neka su X i Y kompaktni Hausdor-
fovi prostori i f : X — Y neprekidno sirjektivno preslikavanje. Tada postoji

zatvoren podskup A C X takav da f[A] =Y i f [ je sa osobinom da za svaki
zatvoren skup F' C A ako f [4 [F] =Y, onda F = A.

Dokaz. Posmatrajmo skup A ={B C X : f[B] = Y}. On je neprazan, jer bar
X pripada A. Tada se lako pokazuje da je A = (.4 B. O

Lema 3.2.4 ([10], Teorema 1.5.7.). Neka je X kompaktan Hausdorfov prostor.
Prostor X je potpuno nepovezan ako i samo ako je nuladimenzionalan.

Dokaz. Jedan smer je ocigledan. Ako je prostor X nuladimenzionalan Haus-
dorfov i kompaktan, onda za svake dve razlic¢ite tacke x i y postoji otvoreno-
zatvoren skup O takavdax € Oiy ¢ O.

Neka je prostor X totalno nepovezan i neka je x € X i O otvoren skup koji
sadrzi tacku x. Pokazujemo da postoji skup V' koji je i otvoren i zatvoren takav
dajex € V C O. Nekaje C = X\ O. Primetimo da je C kao zatvoren podskup
kompaktnog prostora i sam kompaktan (teorema 1.3.63). S obzirom da je X
totalno nepovezan, za svako y € C' postoji skup O, koji je i otvoren i zatvoren
takav da je y € O,, ali x ¢ O,. Posto je C kompaktan, postoje x1, 2, -- € C
takvi da je C' C U, O,;. Ako uzmemo da je W = J_,0,, 1V = X\ W,
dobijamo da je W u isto vreme i otvoren i zatvoren skup (jer je konacna unija
takvih skupova), a i skup V' je takav (kao njegov komplement). ]

Teorema 3.2.5. [[15], Propozicija 8.5.3.] Neka je X kompaktan Hausdorfov
rasut prostor, Y Hausdorfov prostor i f : X — Y neprekidno sirjektivno pres-
likavanje. Tada je i Y rasut.

Dokaz. Pokazujemo da je Y rasut, tj. da ne sadrzi neprazan savrsen podskup.
Dovoljno je pokazati da svaki zatvoren podskup Y ima bar jednu izolovanu
tacku.

Neka je @ proizvoljan zatvoren podskup prostora Y. Prema teoremi 3.2.3 pos-
toji minimalan zatvoren podskup P C X takav da je f[P] = Q. Prostor X je
rasut, pa P ima izolovanu tacku x. Kako je f neprekidno preslikavanje, slika
zatvorenog skupa P\ {x} je pravi zatvoren podskup @, pa je f(z) izolovana
tacka (). Dakle, zaklju¢ujemo da je Y rasut prostor. [

Teorema 3.2.6. [[10], Lema 1.5.8.] Neka je X kompaktan Hausdorfov prostor.
Sledeci uslovi su ekvivalentni:

(i) X je rasut prostor;
(ii) ne postoji neprekidna sirjekcija iz X na [0, 1];

(iii) X je nuladimenzionalan, pa ne postoji neprekidna sirjekcija iz X u C.
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Dokaz. (i) = (ii) Pretpostavimo suprotno, da postoji neprekidna sirjekcija iz
X na [0,1]. Prema teoremi 3.2.5 tada bi prostor [0, 1] bio rasut. Ocigledno je
da je [0, 1] savren prostor, §to daje kontradikciju.

(17) = (7i1) Neka prostor X nije nuladimenzionalan. Tada postoje dve ra-
zlicite tacke z,y € X koje se ne mogu razdvojiti otvoreno-zatvorenim skupovima.
Uoc¢imo da je prema teoremama 1.3.66 i 1.3.58 X T3%— prostor, pa postoji
neprekidna funkcija g : X — [0, 1] tako da g(z) = 01 g(y) = 1. Ako pos-
toji r € (0,1) takvo da r ¢ g[X] (odnosno, ako preslikavanje g nije sirjekcija),
onda je g~ ([0, r]) otvoren i zatvoren podskup takav da z € O ali y ¢ O. Time
je dobijena kontradikcija sa polaznom pretpostavkom i zakljucujemo da je pros-
tor X nuladimenzionalan.

Pretpostavimo sada da postoji neprekidna sirjekcija iz X na prostor C. Definisimo
funkciju iz C na interval [0,1] sa h(s) = Y ;= 3¢, gde je s = (s;) € {0, 1}*. Lako
se pokazuje da je h neprekidna sirjekcija iz C na [0, 1], pa ponovo dobijamo
kontradikciju.

(77i) = (i) Neka je X nuladimenzionalan i pretpostavimo da nije rasut. To
znaci da X sadrzi neprazan savrsen podskup P. Kako je P neprazan, on sadrzi
bar dve razlicite tacke x i y. Prostor X je nuladimenzionalan, pa postoji skup
Py koji je istovremeno i otvoren i zatvoren takav da z € Py iy ¢ F,. Neka
je PP = X\ Fy. Tada su Py P i P, N P neprazni savrseni podskupovi X.
Posmatrajmo konacan {0, 1}niz s. Neka je P, skup koji je i otvoren i zatvoren
takav da je P, N P # (). Primetimo da je P, N P neprazan savrsen skup, pa
sadrzi bar dve tacke. Primenjujuéi isti argument kako ranije, sledi da mozemo
da nademo dva disjunktna otvoreno-zatvorena skupa Ps~g i Ps-; takva da

PyogUPy1 =P, PgNP#0# Py NP.
Prema tome, formiramo drvo {Ps : s € {0,1}<“} sa osobinama:
(i) By = P;
(ii) ako s C t onda P; C Ps;
(il) PyoN Psy =0
(iv) PN P #0,i=0,1.

Tada za proizvoljno z € X postoji niz (s;) € {0,1}" takav da za sve n € N
S Ps|n.

Definisimo preslikavanje g : X — C na slededi nacin: g(x) = (s;). Tada je g
neprekidna sirjekcija iz X na C. O]

S obzirom da je [0, 1] neprebrojiv, ne postoji sirjekcija iz kompaktnog pre-
brojivog Hausdorfovog prostora u [0, 1].
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Posledica 3.2.7. [[10], Posledica 1.5.9.] Svaki prebrojiv kompaktan Hausdorfov
prostor je rasut.

Moze se pokazati i da je svaki prebrojiv kompaktan Hausdorfov prostor
ujedno i metrizabilan (videti [15], strana 149.).

Teorema 3.2.8. [[15], Propozicija 8.5.5.] Ako je X topoloski prostor sa drugom
aksiomom prebrojivosti, onda je svaki rasut podskup X prebrojiv.

Dokaz. U teoremi 2.3.3 smo pokazali da je |A\ A*| < N,. Ako sada pret-
postavimo da je A rasut skup, on onda nema tacaka kondenzacije, pa je A* = ()
i preostaje da je A prebrojiv. ]

Posledica 3.2.9. [[15], Posledica 8.5.6.] Neka je X kompaktan Hausdorfov
rasut prostor i f neprekidno preslikavanje na X. Tada je f[X] prebrojiv skup.

Dokaz. Direktna posledica teorema 3.2.5 1 3.2.8. O

Zanimljivo je napomenuti da se moze pokazati je Hausdorfov prostor X rasut
ako i samo ako se moze "isprazniti” od izolovanih tacaka, odnosno elementi
skupa X se mogu poredati u transfinitni niz (z¢ : £ < n) takav da nijedno z
nije tacka akumulacije skupa Ag = {xs : > £}

3.3 Teorema Sierpinski Mazurkiewicz

Nakon §to smo se upoznali sa najznacajnijim karakteristikama rasutih prostora,
u ovom delu rada ilustrova¢emo bitnu primenu teoreme Kantor-Bendiksona,
tacnije upotrebe Kantor-Bendiksonovog ranga. Za to ¢e nam biti potrebne
jos neke osobine ordinala. Najpre, navedimo da se oni mogu posmatrati i kao
topoloski prostori.

Primer 3.3.1. Topologija odredena linearnim uredenjem

Neka je (X, <) strogo linearno ureden skup koji ima bar dva elementa. Topologija
odredena linearnim uredenjem < oznacava se sa O i definiSe na slede¢i nacin.
Ako za a € X oznac¢imo

(—o0,a)={reX:z<a}li(a,00)={reX : z>a},

tada je P = {(—o00,a) : a € X} U{(a,00) : a € X}, prema teoremi 1.3.16,
podbaza neke topologije na skupu X. Jedna baza ove topologije data je sa
B=PU{(a,b):a,be X ANa < b}.

Kolekcija otvorenih polupravih u R, P = {(—o00,a) : a € R} U {(b,00) : b € R}
je podbaza uobicajene topologije (jer se presecima ovakvih skupova mogu dobiti
elementi baze O,,,). Dakle, ako na skupu realnih brojeva posmatramo dobro
poznatu relaciju poretka, dobijamo bas uobicajenu topologiju.

Prostor ¢ija je topologija indukovana linearnim uredenjem naziva se linearno
ureden topoloski prostor (eng. linearly ordered topological space ili LOTS).
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Teorema 3.3.2. Svaki linearno ureden topoloski prostor je Hausdorfov.

Dokaz. Neka je dat linearno ureden prostor X i neka su x,y elementi tog pros-
tora. Bez umanjenja opstosti, pretpostavimo da je x < y. Pokazujemo da se one
mogu razdvojiti disjunktnim otvorenim skupovima. Ako postoji z € X takvo
dajex < z < ytadaz € (—00,2), ay € (z,00), pa teorema vazi. Ako pak
takvo z ne postoji, onda z € (—o0,y) i y € (x,00) pri ¢emu je ocigledno da su
ti skupovi disjunktni. Dakle, u oba slucaja sledi da je prostor Hausdorfov. [J

U definiciji 1.2.17 ordinale smo definisali kao specijalne skupove na kojima je

definisana relacija dobrog uredenja. Kako je svaki dobro ureden skup i linearno
ureden (teorema 1.2.8), na ordinalima se moze definisati topologija odredena
linearnim uredenjem.
Teoremom 1.2.25 smo istakli da se svaki ordinal poistovec¢uje sa skupom ordinala
manjih od njega, odnosno ako je « ordinal, onda je a« = {8 : 8 < a} = pred(a).
Ako posmatramo ordinale kao topoloske prostore, to znaci da prostor « zapravo
predstavlja interval [0, «) (ordinali su dobro uredeni, pa postoji najmanji ele-
menat 0). Radi pojednostavljivanja zapisa, uvodimo oznaku {8 : f < a} =
0,a] =a+1.

Teorema 3.3.3. [[15], strana 151] Neka je o ordinal. Tada je on Hausdorfov i
rasut prostor.

Dokaz. Da je a Hausdorfov prostor, sledi iz teoreme 3.3.2. Prostor je rasut, jer
svaki neprazan podskup ima izolovanu tacku - uzme se najmanji elemenat tog
skupa (on postoji, jer su ordinali dobro uredeni). O

Teorema 3.3.4. [[15], strana 151] Ordinal « je kompaktan ako i samo ako je
nasledni.

Dokaz. Neka je a = 4 1 nasledni ordinal i neka je {U,} njegov otvoren
pokrivac¢. Tada postoji otvoren skup Uy koji sadrzi 5. Bez umanjenja opstosti,
neka je to (aq,8 + 1). No, tada mora da postoji otvoren skup (as,7) (gde
v > ag + 1) iz pokrivaca koji sadrzi ;. Nastavljajuci ovaj postupak dobijamo
niz ordinala a3 > as > ... koji je opadajué¢i. Prema teoremi 1.2.29, svaki
opadaju¢i niz ordinala je konacan, pa je i dati niz konacan. Dakle, na ovaj
nacin smo dobili kona¢an niz otvorenih skupova koji pokriva ordinal a.

S druge strane, neka je ordinal o kompaktan i pretpostavimo da je grani¢ni.
Tada je {[0,5) : 8 < a} otvoren pokriva¢ iz kog se ne moze izvuéi konacan
potpokrivac. O

Teorema 3.3.5. Svaki nasledni ordinal je normalan prostor.
Dokaz. Prema teoremama 1.3.66 i 3.3.4 tvrdenje sledi direktno. O]

U [9](p. 153) navodi se da svaki ordinal ima jedinstvenu reprezentaciju u
Kantorovoj normalnoj formi.

§=wmg+ - +wmy (3.1)
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gdijejeag>a; > >, 20,1 <my<w,...,. 1 <mp<wil<k<w.
Takode, a je naredni ordinal ako i samo ako je aj = 0.

Neka je X kompaktan Hausdorfov rasut prostor. Prema teoremi Kantor-
Bendiksona postoji ordinal 3 takav da je X® = (). Jasno je da je najmanje /3
sa ovim svojstvom nasledni ordinal (u suprotnom bi X (%) bio presek opadajuéeg
niza nepraznih kompaktnih skupova X ~ < 3). Zato f = a+ 11 X #£ .
Posto je X(® kompaktan skup bez tacaka nagomilavanja, on je konacan (recimo
da se sastoji od m tacaka).

Definicija 3.3.6. Uredeni par («,m) naziva se karakteristi¢ni sistem pros-
tora X.

Teorema 3.3.7. [[15], Propozicija 8.6.5.] Svaki beskona¢an nasledni ordinal £
je homeomorfan ordinalu oblika w® - mg + 1, gde je n < w.

Dokaz. Ako je £ nasledni ordinal, onda Kantorova normalna forma dobija oblik
&= (w*mg+ 1)+ -+ + (w*my + 1), pri ¢emu je svaki w*m; + 1 otvoren i
zatvoren u £. Zato, uzimajudéi u obzir da vazi ag > a7 > ..., £ je homeomorfno
sa (w¥my + 1) 4+ -+ (w*mg + 1) + (w*mg + 1) = w*mgy + 1 O

Napomenimo da smo u dokazu prethodnog tvrdenja koristili sabiranje topolo-
skih prostora ordinala koje je komutativno (za razliku od sabiranja ordinala
definisanog transfinitnom rekurzijom u poglavlju 1.2.3. koje nije komutativno!).

Teorema 3.3.8. [[15], Teorema 8.6.6.] Neka je o ordinal i X = w®-m + 1.
Tada za svaki ordinal § < « vazi

XB® = {Wfy:0<y<wProm} (3.2)
Pri tome, X(® se sastoji od taéno m tacaka w®, w®-2,...,w* -mi Xt =

Dokaz. S obzirom da je w* -m+1 = (w*+1) 4+ --- + (w* 4+ 1) dekompozicija
X na m medusobno homeomorfnih skupova koji su i otvoreni i zatvoreni, bez
gubitka opstosti pretpostavicemo da je m = 1. Tvrdenje pokazujemo postup-
kom transfinitne indukcije. Ako je 8 = 0 tada je po definiciji X = X = {~:
v < w}. Ako je B = 1, onda je XV skup svih grani¢nih ordinala u X, tj.
XM =Jwy:0 <y <w '}, Pretpostavimo da je teorema tacna za neko 3.
Tada je X® prema induktivnoj pretpostavci izomorfno sa w=?*t® + 1, odnosno
skupu svih v takvih da je v < w™?*®. Zakljuéujemo da se X ¥V sastoji od
svih ordinala oblika w” - v, pri éemu v < w™P+* i 4 je grani¢ni ordinal (y = wé
za neko &). Zato,

X B+ {wﬁ cwE 0 < wE < w—6+a} _ {wﬂﬂf Lo<e< w_(5+1)+a},

Prema tome, tvrdenje vazi za nasledne ordinale. Neka je sada A grani¢ni ordinal
manji od o + 1 i pretpostavimo da je tvrdenje tacno za svako S manje od .
Tada
XV =X"={" 7y:0<y<w (3.3)
B<A B<A
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Neka ¢ pripada ovom preseku i neka je sa & = w'ng + wny + -+ + wWhny,
data Kantorova normalna forma za &, 61 > 0y > -+ > 0, > 0,0 < n; < w
za sve i = 1,2,...k. Kako je £ grani¢ni ordinal, &, # 0, pa je & = w’ -1,
§=0pin=wn; .. 4w %1 £ n,. Zbog ny # 0 je n nasledni ordinal.
Prema induktivnoj pretpostavci, za svako 3 < X postoji 75 takav da & = wP,
i 75 < w P Sledi da w'n = wPys za sve B < . Iz jedinstvenosti Kantorove
normalne forme sledi da 6 > [ za < A. Prema tome, 6 > X\ i to znaci da
mozemo uzeti

A (=A+3) A

E=wn=w 0= w0 = wy,

gde je v = w0 = wMp, + ... 4w M, Uoéimo jos da ako bi ~y bilo
veée od wt?, tada bi € bilo veée od w®. Time smo pokazali da je X*
Npriw’ - 7:0 <y <w Pte}

Obratno, neka je £ = w* - 7,0 < v < w ™™ i3 < A\ Tada je £ = wPwl=FAy
i Wt < WAt Prema (3.3) tada je € € XV, Tako smo pokazali da je
teorema tacna za svaki granicni ordinal A < a. ]

Posledica 3.3.9. [[15], Propozicija 8.6.9.] Ordinal je homeomorfan sa w®-m+1
ako i samo ako ima karakteristicni sistem (a, m).

Dokaz. Sledi direktno iz teorema 3.3.7 1 3.3.8. OJ

Teorema 3.3.10. [[10], Teorema 1.5.12.](Mazurkiewicz, Sierpinski) Neka
je X kompaktan Hausdorfov rasut prostor sa prvom aksiomom prebrojivosti.
Tada je X homeomorfan prebrojivom naslednom ordinalu.

Dokaz. Neka je X rasut kompaktan Hausdorfov prostor sa prvom aksiomom
prebrojivosti karakteristicnog sistema (o, m). Pokazimo da je on homeomorfan
ordinalu w® - m + 1. Tvrdenje pokazujemo duplom indukcijom po a i po m.
Fiksirajmo prvo « i pretpostavimo da je tvrdenje tacno za prostor X karakter-
isticnog sistema (o, 1). Pokazujemo da je ta¢no i za par (o, m) (m =2,3,...).
Neka se X (@ sastoji od taéno m tacaka - oznacimo ih sa 1, ..., z,,. Posto je
X kompaktan i nuladimenzionalan (prema teoremi 3.2.6), postoje medusobno
disjunktni skupovi Fi,..., F,, koji su istovremeno i otvoreni i zatvoreni takvi
daz; € Fzait=1,....mi X = FyU---UF,,. Tada se skup Fi(a) sastoji
od jedne tacke x; i prema induktivnoj pretpostavci je homeomorfan sa w® + 1.
Prema tome, X je suma m prostora homeomorfnih sa w® + 1, sto znaci da je
homeomorfan sa w* - m + 1.

Pretpostavimo da je teorema tacéna za svaki par (5,m), gde je f < aim =
1,2,.... Pokazimo prvo da je tvrdenje tacno za («,1), pa Ce iz prvog dela
dokaza slediti da je tacno i za svako m. Neka je z, jedina tacka X®. Pros-
tor X zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti i nuladimenzionalan je, pa pos-
toji baza okolina tacke xy koju ¢ine istovremeno otvoreni i zatvoreni skupovi
Go, Gy, ... takvi da G,, C G,_1, za n € N (teorema 1.3.30). S obzirom da
zo ¢ X \ Gy postoji ordinal 8; < a takav da (X \ Go)®) = . Stavise, kako
zo ¢ G; \ Gi_1 za i € N postoje ordinali 8; < a takvi da (G; \ Gi_1)F+) = (),
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ali (G;\ Gi_1)#) # (). Zbog teoreme Remzija (njenog specijalnog slucaja iz teo-
reme 1.2.6) mozemo pretpostaviti da postoji nerastuéi niz (3, : n € N) takav
da (Gpo1 \ Gp)P ) =01 (Gpo \ Gno1)P) # 0 (opadajuéi niz ne moze pos-
tojati, jer su u pitanju ordinali). Prema induktivnoj hipotezi, svaki G,_1 \ G,
je homeomorfan ordinalu w” - m, + 1, gde je oy < ay < --- < a'im, < w.
Mozemo pretpostaviti da je niz («, : n € N) rastuéi. Jasno je da je oy, < @ za
svako n € N i lim,_,o o, = . Zato je |J,_(Gn-1 \ G,) homeomorfan sa

wal_m1+wa2,m2+...:§

a sam prostor X je homeomorfan sa £ + 1, a prema teoremi 3.3.9 on je homeo-
morfan i sa w®-m + 1 . Kako je prostor X sa prvom aksiomom prebrojivosti,
sledi da je w® - m + 1 prebrojiv.

O

Kod nekih autora (na primer, u [10] ) pod teoremom Sierpinski-Mazurkiewicz
podrazumeva se

Teorema 3.3.11. Svaki prebrojiv kompaktan Hausdorfov prostor karakter-
isti¢nog sistema («,n) je homeomorfan ordinalu w® - n + 1.

Dokaz. Tvrdenje je specijalan sluc¢aj prethodno dokazane teoreme. U teoremi
3.2.7 smo pokazali da je svaki prebrojiv kompaktan Hausdorfov prostor rasut,
a u napomeni nakon te teoreme zakljucili smo da se moze pokazati i da je
metrizabilan. Prema 1.3.104 on tada zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti.
Dakle, vaze uslovi prethodne teoreme i dokaz je gotov.

]

Iz ove teoreme direktno se izvode znacajna tvrdenja o prebrojivim kompak-
tnim Hausdorfovim prostorima.

Posledica 3.3.12. Svaka dva prebrojiva kompaktna Hausdorfova prostora su
homeomorfna ako i samo ako imaju isti karakteristicni sistem.

Posledica 3.3.13. Svaki prebrojiv kompaktan Hausdorfov prostor je homeo-
morfan dobro uredenom skupu.



Poglavlje 4

Iz istorije matematike...

4.1 Ivar Bendikson (1861-1935)

Svedski matematicar Bendikson (Ivar
Otto Bendizson) roden je 1. avgusta
1861. godine u Stokholmu. Otac mu
je bio trgovac, sto mu je omogucilo
pristup dobrom obrazovanju. 1878.
godine upisuje Kraljevski Institut
Tehnologije u Stokholmu. Naredne
godine prelazi na Univerzitet u Upsa-
li, gde je za dve godine stekao
diplomu. U to vreme osniva se
Stockholm University Colege, a mladi
Bendikson prelazi tamo. Tu i postaje
docent 1890. godine, nakon Sto mu je
Univerzitet u Upsali dodelio doktorat.
Slika 4.1: Bendikson Do kraja XIX veka paralelno je pre-
davao na Kraljevskom Institutu i na
koledzu u Stokholmu. 1905. godine
postao je profesor vise analize na koledzu u Stokholmu, gde je i bio rektor u
periodu od 1911-1927.

Bio je ozenjen ¢erkom bankara, Anom Lind (Anna Helena Lind). Kao
izuzetno cenjen matematicar, Bendikson je bio i politicki aktivan. Znacajno
je istaci da je organizovao pomo¢ za siromasne studente.

Bendikson je uspeo da se izdvoji kao brilijantan matematicar. Fascini-
ran Kantorovim idejama, prvo se poceo baviti teorijom skupova, a imao je
i zapazene rezultate u topologiji. Dokaz teoreme Kantor-Bendiksona iz 1883.
godine proslavio je tada mladog studenta . Jedan od zanimljivijih rezultata nje-
govog rada je primer savrsenog skupa koji je totalno nepovezan. Interesovalo
ga je i ispitivanje integralnih krivih, a ostace poznat i po teoremi Poenkare-
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Bendiksona, koju je dokazao nakon Poenkrea', 1901. godine.

4.2 Georg Kantor (1845-1918)

Slavni nemacki matematicar Georg
Kantor (Georg Ferdinand Ludwig
Philipp Cantor) smatra se utemeljiva-
¢em teorije skupova. Njegov rad
uspeo je da prodrma same osnove
matematike i da uvede matematicare
Sirom sveta u novu epohu.

Roden je 3. marta 1845. godine
u Petrovgradu u Rusiji, kao prvi od
Sestoro dece bogatog trgovca Georga
Kantora (Georg Woldemar Cantor)
i Marije Bom (Maria Anna Bohm).
Zbog oceve bolesti porodica se 1856.
godine seli u Nemacku. Odrastao je
u religioznoj porodici. Sa majcine
strane nasledio je talenat za muziku
(bio je odlican Violipist‘a). Pohac"{z'xo je Slika 4.2 Kantor
skole u Frankfurtu i Visbadenu i ista-
kao se kao ucenik darom za nauku, narocito matematiku. Postujuéi ocevu
odluku da mu sin bude uspesan inzenjer, upisao se na Politehniku u Cirihu,
iako je njegova zelja bila da se posveti matematici. Ipak, uz ocev pristanak,
Kantor ubrzo prelazi na Univerzitet u Berlinu, koji je tada bio centar nove
matematicke misli. Slusao je predavanja kod Kumera?, Vajerstrasa® i Kroneke-
ra’, a proucavao je i fiziku i filozofiju.

Sa samo 22 godine odbranio je doktorsku disertaciju pod nazivom ” O neodre-
denim jednacinama drugog stepena” (De aequationibus secundi gradus indeter-
minatis). Nakon toga je jedno vreme radio kao ucitelj u skoli, da bi se zatim
zaposlio na Univerzitetu u Haleu. Tu je proveo svoj radni vek, iako mu je
neostvarena zelja bila da bude predavac¢ u Berlinu.

Kao mladog studenta prvo ga je zanimala Gausova teorija brojeva, da bi se
kasnije, pod Vajerstrasovim uticajem poceo baviti teorijom redova. Proucavao
je pitanje jedinstvenosti Furijeove reprezentacije funkcije. Svoj prvi revolu-
cionarni rad iz ove oblasti napisao je sa 29 godina. Iste godine ozenio se pri-
jateljicom svoje sestre. Imali su Sestoro dece.

U periodu od 1879. do 1884. godine objavio je niz radova iz teorije skupova.
Jedan od tih radova - Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre

'Poencare

2Ernst Eduard Kummer (1810-1893)
3Karl Weierstrass (1815-1897)
4Leopold Kronecker(1823-1891)
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- postao je temelj njegove teorije. Ideje iznete u ovim radovima nisu do-
bro prihvac¢ene. Kantorova razmatranja su osporavana od strane istaknutih
matematicara, medu kojima je bio i Kroneker, koji je tvrdio da Kantor ”kvari
omladinu”. Nedostatak podrske okruzenja za njegovu teoriju uticao je na Ka-
ntora toliko da je jedno vreme napustio svoj matematicki rad i posvetio se
filozofiji. Njegov svedski kolega Mitag-Lefler® objavljivao je Kantorove radove u
svom cCasopisu Acta Mathematica u periodu kada su drugi odbijali da publikuju
njegove ideje. Podrsku je dobijao i od dobrog prijatelja Dedekinda®, ali je veéi
broj matematicara bio skeptican prema njegovom radu.

Matematicki rad Kantor je nastavio 1895. godine kada je objavljen prvi deo
svog velikog dela ”Doprinosi osnovama transfinitne teorije skupova” (Beitraige
zur Begrindung der transfiniten Mengenlehre) posvecen uredenim skupovima.
Drugi deo je izasao 1897. godine, a bavio se dobro uredenim skupovima.
Ovaj rad je doveo do promene opsteg raspolozenja prema Kantorovim idejama.
Preveden je na italijanski i francuski jezik i njegova teorija Siri se i van granica
Nemacke.

Kantorov rad otezavali su i zdravstveni problemi. Borbu sa mani¢nom de-
presijom zapoceo je jos u ranim dvadesetim godinama, a napadi su sa vremenom
postajali sve ozbiljniji. Mnogi su neosnovano tvrdili da je sukob sa Kronekerom
doveo do Kantorovog teskog psihickog stanja, ali se moderniji istoricari mate-
matike sa time ne slazu (pogledati [4]).

Dokaz teoreme Kantor-Bendiksona samo je kap u moru fascinantnih rezul-
tata do kojih je Kantor dosao svojim radom. Prvi je shvatio znacaj ”1-1”
preslikavanja. Zasnovao je teoriju kardinalnih i ordinalnih brojeva i uveo pojam
kardinalnosti skupa. Pored toga, bavio se ispitivanjem topologije realne prave.
Ovo su samo neki od njegovih otkri¢a ¢isto matematicke prirode, dok njegova
razmatranja problema beskonacnosti prelaze u prave filozofske rasprave.

Preminuo je 6. januara 1918. godine u psihijatrijskoj bolnici u Haleu.
Pred kraj zivota kona¢no je dobio podrsku za svoj rad. Znacaj njegovih revo-
lucionarnih ideja postace evidentan tek kasnije, tokom XX veka kada se sve
matematicke discipline zasnivaju na teoriji skupova.

SGosta Mittag-LefHler (1846-1927)
SRichard Dedekind(1831-1916)
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Zakljucak

[ako se dokaz teoreme Kantor-Bendiksona javio jos u drugoj polovini XIX veka,
do danasnjih dana ova tema intrigira matematicare Sirom sveta. Osnovna ideja
ovog master rada bila je prezentacija teoreme Kantor-Bendiksona iz ugla onih
matematickih disciplina u kojima se najces¢e primenjuje, kao i isticanje veze
rezultata ove teoreme i teorije skupova, kako je ilustrovano u dokazu teoreme
Sierpinski - Mazurkiewicz. Znacajno je istaci da se obe navedene teoreme pri-
menjuju u velikom broju tvrdenja iz topologije i funkcionalne analize, ali su
retko date sa dokazom koji ne zahteva Siroko predznanje. Zato je ovim radom
obuhvacen i detaljan uvod u pojmove koji se koriste, radi potpunije slike prob-
lema kojima smo se bavili.

”Sustina matematike jeste u njenoj slobodi.” G.Cantor
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