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Osnovni pojmovi
o Nekaje X #Q i d: X x X —[0,») tako da vaze sledeci uslovi:

L. d(x,z)zO Sx=y;
2. Vx,yeX je d(x,y)=d(y,x)(simetri¢nost) ;
3. Vx,y,z € X vaZi nejednakost trougla d(x,y)<d(x,z)+d(z,y).

Tada kazemo da je preslikavanje d metrika na skupu X a d(x,y) je rastojanje tacaka x i y.
Par (X,d) je metricki prostor.

. Niz {x,} = iz X je Kosijev ako vazi sledeci uslov:

eIN

(Ve >0)(3n,(e)eN)(Vm,neN)(m,n>ny (&)= d(x,.x,)<¢)

< (Ve>0)(3ny(¢)eN)(Vn,pe N)(n >ny(e)= d(xmp,xn)< 5)

. Ako u metrickom prostoru (X,d) za svaki Kosijev niz {x,} _ u X postoji limx,=xe€X,

n—x0

kazemo da je (X,d) kompletan metrcki prostor.

. Nekaje v:X — [O,oo) , gde je X vektorski prostor, tako da vaze sledeci uslovi:

=0 x=0
)=|ﬂ,|v(x), VAeF,VxeX (FE{R,(C})
cv(x+y)<v(x)+v(y), Vx,yeX

1. v

—_
N X
S —

2. v
3

Tada kazemo da je preslikavanje v norma nad X a ureden par (X,v) normiran prostor

(X[-0)-

d(x,y)z”x—y”, Vx,ye X

. Ako je normiran prostor (X , ||) kompletan metricki prostor kazemo da je Banahov
prostor.
. Skup svih neprekidnih linearnih preslikavanja X u Y oznacava se sa L(X,Y), gde su

(X,”-”x) i (Y, ||||y) normirani prostori nad istim poljem F e {R,C} .

. L(X)Y) je Banahov prostor ako je (Y,

Y=R ili Y=C tada je prostor L(X,Y) Banahov prostor i on se naziva dualni prostor

||) Banahov prostor. Ako je specijalno

prostora X a obelezava se sa X".

. Prostor neprekidnih linearnih funkcionela nad X’, u oznaci X" = (X ') je drugi dual od X.

i1
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. Neka je V vektorski prostor nad poljem IFE{]R,(C} i definisano je preslikavanje

)

(-|-):V>< V' — [F. Preslikavanje (|) se naziva skalarni proizvod a ureden par (V,(-

pred-Hilbertov prostor (unitaran prostor) ako vaze slede¢i uslovi:
1. (x|x) >0,zasve xe/l;

(
3.(x+y|z)=(x|z)+(y|z), za sve Xx,y,z€V;
4.(/1x|y)=i(x|y),za sve x,y,eV, 1eF;
(

5. x|y) =(y|x), zasve x,yeV.

. Kompletan pred-Hilbertov prostor (V,(- )) je Hilbertov prostor.

. Grupa je Abelova' (komutativna) ako i samo ako je njena operacija komutativna.

. (AC) Aksiona izbora: Neka je {X L iAe A} kolekcija nepraznih skupova. Tada postoji
funkcija g:A — |J X, , takva da za sve A e A vazi g(1)e X,. Ovakva funkcija naziva

AeA

se funkcija izbora.

. Hausdorfov? princip maksimalnosti: Ukoliko pretpostavimo da vazi AC, tada je u svakom
parcijalnom uredenom skupu svaki lanac sadrzan u nekom maksimalnom lancu.

. Zornova® lema: Pretpostavimo da vazi Hausdorfov princip maksimalnosti i neka je X

neprazan parcijalno ureden skup u kom svaki lanac ima gornje ograni¢enje. Tada u skupu
X postoji maksimalan element.

! Niels Henrik Abel (1802-1829), norveski matematicar
? Felix Hausdorff (1868-1942), nemacki matematicar
3 Max August Zorn (1906-1993), americki matemati¢ar nemackog porekla

v
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Predgovor

Teorija operatorskih algebri se uglavnom razmatra nad poljem kompleksnih brojeva ili
kompleksnim Hilbertovim prostorima. Postavlja se prirodno i interesantno pitanje: Sta je sa
poljem realnih brojeva? Koji rezultati i dalje vaze u realnom slucaju? Koji rezultati ne vaze u
realnom slucaju? I koji rezultati su potrebni da bi se promenile odredene osobine i norme?

Do sada, teorija operatorskih algebri nad poljem realnih brojeva ¢ini se da nije uvedena
sistematski i temeljno.

Slicno kao u kompleksnom slucaju, realna operatorska algebra je, precizno govoreci, * algebra
koja se sastoji od ograni¢enih (realnih) linearnih operatora na realnom Hilbertovom prostoru, tj. *
podalgebra od B(H), gde je B(H) kolekcija svih ogranicenih (realnih) linearnih operatora na
Hilbertovom prostoru H, * je kompozicija operatora. Kako je u pitanju objekat beskonacnih
dimenzija (u opStem slucaju, H je beskona¢no dimenzionalan), da bi ga proucavali moramo
zahtevati da bude zatvoren u nekoj topologiji. Slicno kompleksnom slucaju, zatvorenje realnih
operatorskih algebri u odnosu na uobicajene lokalno konveksne linearne topologije na B(H) moze
pripadati samo dvema klasama: slabom zatvorenju i uniformnom zatvorenju. Dakle, potrebno je
da prou¢imo slabo zatvorene realne operatorske algebre (realne DZon fon Nojmanove algebre) 1
uniformno zatvorene realne operatorske algebre.

Cilj ovog rada je da postavi osnove realnih operatorskih algebri i da da sistematsku diskusiju za
realne operatorske algebre.

Kako kre¢emo od pocetka (realni Banahovi i Hilbertovi prostori, realne Banahove algebre, realne
Banahove * algebre, itd.) i neke osnovne ¢injenice su date, neke rezultate u vezi realnih
operatorskih algebri mozemo dobiti lako. Medutim, u cilju sistematskog proucavanja, mnogi
rezultati u ovom radu deluju trivijalno (tj. kao da su samo prelaz sa kompleksnog slucaja).
Generalno, postoje dve metode za pokazivanje rezultata kod realnih operatorskih algebri:
prepraviti dokaze iz kompleksnog slucaja u realni slu¢aj; i prvo obaviti kompleksifikaciju a onda
se vratiti u realan slucaj. Ponekad je samo jedan metod na raspolaganju, a drugi nije. Ponekad
moramo koristiti oba metoda istovremeno.

U ovom radu, opisaéemo razlike izmedu kompleksnog i realnog slu¢aja. Stavise, kako je
A=(B,-), naglasi¢emo operaciju “-” kroz ovaj rad.

Ovaj rad je takode uvod u realne operatorske algebre. Za pracenje, potrebno je samo znanje o
Banahovim i operatorskim algebrama.

Rad se sastoji iz 4 poglavlja.

Poglavlje 1 je uvodno. Odeljak 1.1 se bavi kompleksifikacijom realnih Banahovih prostora i
realnih Hilbertovih prostora. Ta¢nije, stavljamo ||§+iy||:||§—iy ,VE, 1, tj. operacija “-” je

izometrija. Onda dobijamo tvrdenja 1.1.4 i 1.1.5, koja su vazna za ovaj rad. Odeljak 1.2 se bavi
spektralnom dekompozicijom u realnim Hilbertovim prostorima. Za (realne) normalne operatore,
koristimo spektralni par, a za (realne) samo-konjugovane operatore, teorema o spektralnoj
dekompoziciji je ista kao u kompleksnom slucaju.

Poglavlje 2 sadrzi kompleksifikaciju realnih Banahovih algebri, spektar, deljive realne Banahove
algebre, radikal, Arensove proizvode, Abelov slucaj, itd. Kompleksifikacija realne Banahove
algebre moze biti izabrana tako da bude kompleksna Banahova algebra, a operacija®“-” 1 dalje
izometrija. Spektar elementa mora biti definisan u kompleksifikaciji, i simetri¢an je u odnosu na

kompleksno konjugovanje. Tvrdenje 2.4.6 daje osnovnu &injenicu (a(x) NR={0},vxe R(A)) i

koristi¢emo je kasnije. Sto se tie Arensovih proizvoda, imamo Tvrdenje 2.6.4 itd. Odeljak 2.7 je
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Gelfandova teorija za komutativne realne Banahove algebre. Ta¢nije, bavimo se opStim slu¢ajem
(sa 1 bez identiteta).
Poglavlje 3 je o realnim Banahovim * algebrama. Lema 3.1.3 daje nam osnovnu informaciju

([U (A)] ) Ak) . Sto se ti¢e komutativnog slu¢aja, Teorema 3.2.3 je sli¢na kompleksnom sluéaju,

ali moramo dodati hermitski uslov. Odeljci 3.3, 3.4 1 3.5 su GNS konstrukcija, * reprezentacije i
* radikal. Odeljak 3.6 bavi se simetriénim realnim Banahovim algebrama. Tacnije, data je
odgovaraju¢a forma Ptakove teorije u realnom slucaju.

Poglavlje 4 su osnove realnih Dzon fon Nojmanovih algebri. Naravno, ima mnogo razlika izmedu

kompleksnog i realnog slucaja, npr. [P(M)] =M, (g Muopétemsluéaju) , [U(M)] cM (u

opstem sluéaju , ali [U(M)]< M), itd. Tvrdenje 43.3 (M. =M, +iM.) deluje zanimljivo i

korisno. StaviSe, vazna teorema o Dzon fon Nojmanovom dvostrukom komutiranju,
Kaplanskijeva teorema itd. i dalje vaze u realnom slucaju.

Ovom prilikom se zahvaljujem svojoj porodici, roditeljima Verici i Zoranu, bratu Aleksandru i
baka Zivani, koji su mi predstavljali najveéu podriku ne samo tokom pisanja ovog rada, nego i u
zivotu. Zahvaljujem se predsedniku komisije Prof. dr Milosu Kurili¢u i ¢lanu komisije Prof. dr
Milanu Grulovi¢u. Najvecu zahvalnost dugujem svom mentoru akademiku Prof. dr Stevanu
Pilipoviéu, koji je uvek imao vremena i razumevanja za mene i puno mi pomogao ne samo tokom
pisanja ovog rada, ve¢ i tokom studiranja i zbog kojeg sam zavolela funkcionalnu analizu, teoriju
mera i teoriju operatora. Cast mi je i veliko zadovoljstvo §to je ovaj master rad nastao pod
njegovim mentorstvom.

Novi Sad, 2011. Andrijana Stamenkovié¢
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Realni Banahovi i Hilbertovi prostori

1.1 Kompleksifikacija realnih Banahovih i Hilbertovih prostora

Neka je X realan Banahov prostor. Onda X_ =X +iX prirodno postaje kompleksan linearan
prostor.

Prvo se pitamo: da li postoji norma na X, koja ¢ini X, (kompleksnim) Banahovim prostorom i
indukuje postojecu normu na X ?

Odgovor je potvrdan i postoji beskonacno mnogo nacina da se to uradi.

(1) Neka je

||§+i77||:sup{(f(§)2 +f(77)2)5‘feX*,

gde X oznacava neprekidni dual od X .
Ocigledno, (XC,

f||=1}, VEneX

. ||) ¢e zadovoljavati naSe uslove i

& +iml|= ~in

b

max (|| Jnl) <l + iml < (Je +al” . vémex.

(2) Za 1< p <+4oo,neka je |-|p l,-norma na X, tako da je (Xc,

. |p) realan Banahov prostor i

X, iX su zatvoreni (realni) linearni potprostori od X, tj.

1
gvin, = (|l +ll” )7 . 1< p<vo0

n ), VénelX.

1 |§ + 1'77|OO = max("(f

Dalje, neka je
le+inl, =c;' suplle” (&+in), lo<E]
Ve X, gdejec, =supd(jcosd]” +|sin 9|”); 0 e R}
(ISp<+4o) i ¢, =1.

0

Tada ¢e (Xc,

. |p) zadovoljavati naSe uslove i
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l¢+in], =&, vénex.

Zaista dovoljno je pokazati nejednakost trougla norme || .

b Sto je ekvivalnetno sa

‘eie(é +l'771)+ei€(§2 +in, )‘p = ‘eiﬁ (51 +in, )‘p +‘ei0 (52 1, )‘p ’
VOeR, &.&5.m.meX.
Neka je

§I'=§1cos¢9—msin0 , 771'=§lsin0+77100s9,
§2I:§2cos¢9—7725in6’ , nzlzé:zsin0+7720059,

Onda bi trebalo pokazati:

! !
& iy | -

P

‘(51' + i771, ) + (gzl + i’72’)

! !
s‘gﬂ +i771‘ +
p p

Ali, (Xc,

: |p) je realan Banahov prostor, pa je poslednja nejednakost ocigledna.

Definicija 1.1.1.

Neka je X realan Banahov prostor i X, = X +iX . Tada se (Xc,

. ) zove kompleksifikacija od X

ako je, (Xc,
[e+io)=[g]. véex).i

U ovom slu¢aju imamo max(".f

. ) kompleksan Banahov prostor,

(¢ +in=|¢-in]. v&nex.

77||)S||§+i77 , VénelX.
1

Zapravo, [[¢]|< (& +in]|+ |¢ - in]) = | +n].

1| <[ +in].

||| |Xje originalna norma od X (4.

b

Sli¢no,

Napomena: Ovaj uslov “||z§ + i77|| = ||<§ —i77||, V¢&,me X 7 u definiciji 1.1.1 je veoma vazan za na$
cilj.
(pogledati propoziciju 1.1.4, 1.1.5, itd.)

Na osnovu dosadasnjeg razmatranja, imamo sledece.

Teorema 1.1.2.

Za svaki realan Banahov prostor, postoji jedinstvena (do na ekvivalenciju) njegova
kompleksifikacija.
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Definicija 1.1.3.

Neka je X realan Banahov prostor i X. njegova kompleksifikacija. DefiniSemo operaciju

. * * L. v
—:X,—>X_. 1 —:X, > X, naslede¢inacin

Erin=¢-in, [(&)=/(&), VéneX LeX, , feX]

Ocigledno,  operacije su  konjugovano  linearne, izometri¢ne

X={§CEXC 6?0=§C};iak0 je f€X_,ondaje

f=ref(éeR, véeX.

Propozicija 1.1.4.

Neka je X realan Banahov prostor i X, kompleksifikacija od X.

(i)Ako feX,if=f onda f|XeX ivaz|f|x|=|/].
(ii) Za svako ge X", oznatimosa g, (& +in)=g(&)+ig(n), VéEneX

Tada g e X, ,g,. =g, i ||g||= 8.

Specijalno, ako f € X iakoje f = f , tada je (f]X) = f-

vee e e . .. * v . v .. *
(ii1) Imajuéi u vidu (ii), X se moZe izomerti¢no utopitiu X,

X ={fex;

f:f}in:X*+iX*

$to je kompleksifikacija od X. Stavise, f+ig=f—ig, Vf,ge X .

Dokaz:

(i) Kako je f(&)eR,VéeX ,sledi da je f|XeX . Otigledno da je,

||f|X|| < ||f|| Sada V¢ >0, mozemo pronaci &£,77 € X tako da vazi

| +in| <1i|f]|< f(E+in)+ &

Kako je f(&), f(n7)eR imamo da je f(n)=0if(&+in)=f(£) S druge

strane,

e

X =11

(i1) oCigledno na osnovu (i).

5||S||.§+i77||£1. Zato imamo da vazi ||f||£f(§)+§£||f|X”+§ Sledi,
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(i)  Zasvako feX : mozemo napisati
1 = (1 =
f==(r+7)+i|==(r-7) |
2 2i
Zeljeni zakljucak sledi na osnovu (i), (ii) i razmatranja posle definicije 1.1.3.

Napomena: Neka je E kompleksan Banahov prostor. Razmatramo sledece pitanje: Da li postoji
zatvoreni realan linearan potprostor X od F, tako da je E = X +iX kompleksifikacija od X ?
Ocigledno, ovo je ekvivalentno slede¢em pitanju: Da 1i postoji konjugovana linearna izometrija
“ na E tako da je —° = id ?

Cini se da je to pitanje, generalno i dalje otvoreno.

Propozicija 1.1.5.

Neka je X realan Banahov prostor i X, =X +iX kompleksifikacija od X. Pretpostavimo da
postoji (kompleksan) Banahov prostor X ., tako da je X, :(XC*) 1 operacija “-“ u X, je
G(X X )—neprekidna. Tada je X O'(X P ) - zatvoren u X, 1 postoji zatvoren realan linearan

potprostor X, od X . tako daje X = (X " )* 1 X . = X, +iX. kompleksifikacija od X-.

Dokaz: Kako je operacija “-“ u X, G(XC,XC*) - neprekidna i X = {fc eX,

3 =§c} ,tada je X

U(X .4 - ) - zatvoren u X.. Za svako fe X o definiSemo

7(&)=r(&), véex,.

[I3RE]

Na osnovu O'(XC,XC*) - neprekidnosti operacije u X. i dualne teorije imamo da j_"eXc*.

Ocigledno, Hf”z"f" Neka je X. ={feXc* ‘fzf}. Tada je X+ zatvoren realan linearan
potprostorod X . 1 X . =X, +iX, je kompleksifikacija od Xx.

Zasvako & e (X . )* , £ se moZe prirodno produziti na element iz (X - ) =X,.
Stavise,

E(1)=&(F)=¢()=¢(f). Y ex..

Sledi, & =& € X. Obratno, za svako & e X vazi

E(f)=E(f)=&(F)=¢(f)eR, Vfex.



Andrijana Stamenkovi¢ Realni Banahovi 1 Hilbertovi prostori

Sledi, £ e(X. )* i X =(X. )* je realan linearan prostor. Sada je dovoljno pokazati da vazi:

gl =sup{[e(/)]|f e X. . |f]<1}, véex.
Ocigledno
el =sup{l(1) | £ e x.. . I11<1}
>sup{l¢ (/][ e XA <1}, vee x.

Za svako FeX cX,i|F|<1,mozemo prona¢i mrezu {fifcXx. tako da je
19155 Fuo(x.x.)
Kako je F=F,sledi

%(f, +f,)>Fu O'(X:,XC)
Ocigledno

SUeR)ex i B(nei)st . v

Sledi,

F||< 1}

fl<1} . véex.

[&l=sup{|F (&) [Fex™,
=sup{ |¢(/)] |/ ex. .

Za kompleksan Banahov prostor E, prirodno mozemo E posmatrati kao realan Banahov prostor sa
. . . ey . e o * . * . I3
originalnom normom i oznaciti taj prostor sa E,. O relaciji izmedu £ i E, imamo sledece.

Propozicija 1.1.6.

Neka je E kompleksan Banahov prostor. Za svako f € E, definisemo

(Ref)(&)=Ref(&), VEEE,.

*

Tada f — Re f:E" — E. je (realna linearna) bijekcija i o¢uvava normu, tj. (E *) =FE .

~

Dokaz: Pretpostavimo daje Ref =0 zaneko feE ,fi.Ref(&)=0,VEEE.
Tada vazi Ref(é) =O,Ref(i§)=0=—lmf(§) f(§)=0 ,V&eE. Sledi, f=0.
Octigledno, f(&)=Re f(&)-iRef(i&),VfeE ,E€E.
Za svako g e E: , neka je f(§) =g(§)—ig(i§) ,VEeE.
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Tadaje /(i€)=if (¢).Ref(&)=g(&) i |£ () =g(¢)' +2(i&) <2l ¢ . v& < £.
Sledi, feE ig=Ref.

Ocigledno je ||Ref|| < ||f|| ,VfeE".

Obratno, za £ € E nekaje f(&)=re”.

Ondaje, r=|/ (&)= f(e7¢). |e & =]¢] i Re s (e7¢) =|1 ().

Sledi, [Re £ /] i |/ =|Re /] . ¥/ < E.

Napomena: Neka je E=F" gde je F kompleksan Banahov prostor. Zbog Propozicije, & — Re&

. o . .
je izometri¢ni izomorfizam iz E, na F, gde,

(Re&)(f)=Re&(f),VEEE, , feF,

B

i delovanje £, na F, je samo realni deo delovanja £ na F.

tj.

Definicija 1.1.7.

Neka su E i F' dva Banahova prostora nad poljem F (= R ili C). Ozna¢imo skup svih F -
linearnih ogranicenih operatora iz £ u F sa B(E,F). Stavise, ako je £ = F onda samo pi§emo
B(E,E) = B(E).

Propozicija 1.1.8.

Neka su X'i Y dva realna Banahova prostora i X, Y, kompleksifikacija od X, Y redom.

(i) Za svako a € B(X,Y) definisemo

a.(E+in)=aé+ian ,VEne X.
Tada a, eB(XC,YC) i postoji pozitivna konstanta K tako da je
la| < a.| < K|a], vae B(X,Y).
(i1) Ako identifikujemo a sa a. (VaeB(X,Y )) onda se B(XY) moze utopiti u
B(X.Y,) iB(X,Y,)=B(X,Y)+iB(X,Y) .

(iii)  Nekaje a+ib=a—ib,Va,beB(X,Y).
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Tada je

[Fl=l. 75 =12 Ve eB(X.Y) & e X..

“.” je konjugovano linearno i —> =id .

(ivy  B(X,Y)={teB(X,.Y,)

7=t} iako te B(X,.Y,) tadaje

(=T 1E =tE, ,VE eX, &tX Y.

v) Ako je X = Y onda imamo

st=st , ‘v’s,teB(Xc).

Dokaz: Posmatramo (X

c

|) kao realan Banahov prostor. Tada je |||| ~ ||1 na X, tj. postoji
pozitivna konstanta K tako da je |§ + 1'77|1 = ||§|| + ||77|| < K||cf +in||, V& ne X.

Dakle,

a, (& +in)|=[a¢ +ian| <[al(1£] + Il < K]allls + in], ¥ & € X i fa| < K], ¥a e B(x.Y).
Zasvako t € B(X_,Y,) definidemo & =1¢& +it,&,gde 1,E,,E €Y ,VEe X .

Ocigledno je da tada #,t, e B(X,Y) idavazi t =1, +it,u B(X,,Y,).
rel=g) =kl i 2]l
Tada je 7] =[], vt e B(X..Y.).

&

Stavise,

, VE eX,.

I
)

¥

Napomena: Generalno, ne vazi ||a||=

a,|,VaeB(X,Y) tako da B(X,Y,) nije

kompleksifikacija od B(X,Y) u opstem slucaju.

Neka je X realan Banahov prostor i X, kompleksifikacija od X, a € B(X). Ako je spektar od a
definisan sa {1e R la-2 nije invertibilno u B(X)} onda spektar od a moze da bude prazan.

2 3
Npr. X=R*ia= .
-3 0

Definicija 1.1.9.
Neka aeB(X). Spektar od a definisemo sa

o(a)=o(a.)= {/I € C|a — A nije invertibilno u B(X, )} .
Ocigledno a(a) je neprazan kompaktan podskup od C.
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Propozicija 1.1.10.

Neka aeB(X).Tadaje o(a)=0(a), gde je operacija “-” kompleksno konjugovana.

Dokaz: Neka A eC . Otigledno, a— A je invertibilno u B(X,) ako i samo ako je a—A=a—1

invertibilno u B(X,), tj. ¢ o(a) ako i samo ako Ae o(a).Sledi, o(a)=0(a).
O

Sada razmatramo sluc¢aj Hibertovih prostora. Neka je H realan Hilbertov prostor. Tada ce
H,=H +iH biti kompleksan Hilbertov prostor ako definiSemo

(E+in, & +in")y=(EE)+(nny+i(n.&)—i(E'), VEE ny' e H,

gde je operacija <,> unutrasnji proizvod u H.
Oigledno, [€-+in]" = ~inl| =[] +

kompleksifikacija od H. Stavise, jednakost ||.f+i77||2 =||é‘||2 +||77||2 (Vf,neH) ne znaci da je
HLiHuH,.

2,V§,neH , 1 kompleksan Hilbertov prostor H. je

Propozicija 1.1.11.

Neka je H realan Hilbertov prostor i H, definiSemo kao u prethodnom razmatranju.
Tada je B(HC) = B(H) + iB(H) kompleksifikacija od B(H) i

<gc’77c>=<§c’ﬂc> =<nc’§c>’ ;* :t_*’ a: :(a*)c s (ab)c zacbc3
V¢, eH,  teB(H,)iabeB(H),

gde je t"adjungovano od #, V¢ € B(H.,).

Dokaz: Za ae B(H),E,ne H vazi

a. (& +in)[ =lag+ian| =|ag]” +Janl <|al (|&]" + I )= al] ¢+ in]"

Dakle, a+ib||=||a—ib||,Va,beB(H).
Na osnovu Propozicije 1.1.7, B(Hc) je kompleksifikacija od B(H ) .

Ocigledno, <<§_C,77_c> =(n..£.),VEn. € H,.Sada, za svako 1€ B(H,),&, 1, € H,, vazi

(F e )= (e.Tn) ={5.T) ~{7.E )= (70 E) = (7 e )= (e

Dakle, vazi £ =7", Vte B(H,).

ac||<]al i

a.|l= ||a|| Na osnovu direktnog racuna,

10
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Na kraju, neka je (K,(,))kompleksan Hilbertov prostor i neka je <§,77>r =Re <¢f,77> ,Vének.
Tada je (Kr =K ’<’>;~) realan Hilbertov prostor i norme u K i K, su iste. O¢igledno, B (K ) se
moze izometri¢no utopiti u B(K,) (tj. la = "a”K, ,Vae B(K)) , 1 ako aeB(K,) onda
ae B(K) ako i samo ako je aié =iaé,VEe K.

Stavige, poznato je da B(K )= (T (K ))* ,gde je T(K) prostor operatora sa tragom na K.

Ako teT (K ) , onda postoji normalizovana ortogonalna baza {el |l € A} od K i skup {/1, |l € A} ne

1
negativnih brojeva tako da je (t*t)z e =Ae,VieAilt ,=>,4. U ovom sluaju,

1 1
Ll'e A} bi¢e normalizovana ortogonalna baza od K, i (t*t)z e =Ae, (t*t)z ie, = Alie;,,

{e,,zel,

VILI'eA. Tada teT(K, )it , =224 =2|f| -

Na osnovu Napomene posle Propozicije 1.1.6 imaé¢emo sledeéi dijagram:

B(K) B(K) < B(K,)

itrK _;) ~LRetrK \2 try
(k) T(K), <= T(K,)

Za svako aeB(K)iteT(K),vaii

trK,. (at) = Zl<af€/,el>r + Zl'<aﬁ€l'aie/'>r
= 221<ate,,e, >r =2Retr, (at).

1.2 Teorema spektralne dekompozicije u realnim Hilbertovim prostorima

Definicija 1.2.1.

Neka je H realan Hilbertov prostor. {e1 (-).e, ()} se zove spektralni par na C, ako za svaki
Borelov podskup A od C, ¢ (A),e,(A)e B(H) izadovoljava sledece:

(1) e () je prebrojivo aditivan u ““ jakoj ” topologiji operatora od B(H), j = 1,2.

(ii) e (A)* =¢(A), e, (A)* =—e¢, (A)za svaki Borelov podskup AcC.

(ii1) e (Z) =¢(A), e, (Z) =—e¢, (A)za svaki Borelov podskup A= C,

gde je “ = kompleksno konjugovano.
(iv) e (4 mAz)zel(Al)el(Az)_ez (Al)ez (Az),

11
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Ry
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>
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e,(A,), za svaki Borelov podskup A,A, = C.

Propozicija 1.2.2.

Neka je H realan Banahov prostor i e, (A)e B(H ), za svaki Borelov podskup A od C,j = 1,2.
Onda je {el ('),e2 ()} spektralni  par na C ako 1 samo ako je u
H,=H+iH, e(-) = (e1 ()+ ie, ()) spektralna mera na C i @ = e(Z) , za svaki Borelov

podskup A C. Stavige, ako je {el ('),e2 ()} spektralni par u C onda:

(1) H e;(A) H <1, za svaki Borelov podskup A od C,j = 1,2.

(2) ¢(A)=¢ (A)2 -e, (A)2 ,e,(A)=¢(A)e,(A)+e,(A)e (A), za svaki Borelov podskup
AcC.
(3) Za svaku Borelovu particiju {Ak |1 <k< m} uC, {/Ik |1 <k< m} cRiéeH tako da je

||§|| <1, imamo

kzzl/lkej(Ak)g < max|4, |, j=1,2.
Dokaz: Oc¢igledno,
(1) po definiciji 1.2.1 <:>e(-) je prebrojivo aditivan u jakoj topologiji operatora od

B(H,).

(ii) p(: dc:ﬁniciji 1.2.1 < e(A) =e(A), za svaki Borelov podskup A od C.

(iii))  po definiciji 1.2.1 < e(Z) = TA) , za svaki Borelov podskup A od C.

(iv)  po definiciji 12.1 <e(ANA,)=e(A)e(A,)za sve Borelove podskupove
ALA, cC.

(v) po definiciji 1.2.1 < e()=01ie(C)=1.

(iv)  po definiciji 1.2.1 =(2)< e(A)2 =e(A), za svaki Borelov podskup A od C.
Dakle, {e1 (-).e, ()} je spektralni par, ako i samo ako, u . e(-) je spektralna mera u
C i e(K) =m , za svaki Borelov skup AcC. Neka je sada {e1 (-).e, ()}
spektralni par u C. Tada je e(-) spektralna mera. Specijalno, ||e(A)||£1, za svaki

Borelov podskup A cC. Na osnovu definicije 1.1.1 i Propozicije 1.1.11 imamo
Hej (A)H < ||e(A)|| <1, Borelov podskup AcC,j=1,2.

Neka je {Ak |1 <k< m} Borelova particijau C, {xlk |1 <k< m} cRi e H tako da je ||§|| <I.

12
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Tada vazi:
2

2
+

g‘iﬂk% (Ak )f

élkez (Ak )f

2

kf_ﬂ,kel (Ak)§+i§:/1ke2 (A)é

gl/lke(Ak)f :gﬂ,f”e(Ak)f”z

< rnax|/1k|2 é”e(Ak )§||2 < max|/1k|2.

1<k<m 1<k<m

Dakle,

Smax|/1k| , j=1,2.

1<k<m

ki_lzkej(Ak)g

Teorema 1.2.3.

Neka je H realan Hilbertov prostor, a e B(H ) 1 a je “normalno” (tj .aa= aa*) . Tada postoji

jedinstven spektralni par {e1 (-).e, ()}u C (zaista u o(a), ako primetimo da je o(a)=0(a) na
osnovu Propozicije 1.1.9) tako da je
a= [ Rezde (z)- [ Imzde,(z)i
o(a) o(a)
I Im zde, (z) = I Rezde,(z)=0
o(a) o(a)

Dokaz: Kako je a “normalno” u B(H.), sledi da postoji jedinstvena spektralna mera e(-) u o(a)

tako je a= [ zde(z)u H,. Stavise, a=a= [ Zde(z)= [ zde(Z) jer je o(a)=0(a). Al

o(a) o(a) o(a)

Wf) je spektralna mera u o(a) i zbog jedinstvenosti, imamo e(Z) =e(A) ili e(Z) =e¢(A)za
svaki Borelov podskup A od C.
Neka je sada e(-)=¢(-)+ie,(-), gde ¢(-).e,(-)eB(H). Na osnovu Propozicije 1.2.2,

{el (-),e2 ()} je spektralni par u G(a) .
Ocigledno,

J )Im zde, (z)+ J )Rezdez (z)=0.

13
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Na osnovu e, (_) =¢ ()i o(a)=0(a), mozemo videti da je

I Imzde, (z)=0

Dalje,

Teorema 1.2.4.
Neka je H realan Hilbertov prostori ' =a € B (H ) . Tada postoji jedinstvena spektralna familija

{e/1 |/1 € O'(a)} c B(H) tako da vazi

a= .[ Ade, =.|-/1de/1 .
o(a) R

Dokaz: Kako je a =aeH, i o(a)eR sledi da postoji jedinstvena spektralna familija

{e/I |/1 € J(a)} < B(H,) tako da vazi

a= | Ade, uH.,.
o(a)

Stavise, a=a = I Ad ai {a|/’t € a(a)} je spektralna familija, zbog jedinstvenosti imamo
(

o(a)
e, =¢,eB(H),Vieo(a).

Dokaz sledece teoreme je slican kao u kompleksnom sluc¢aju.

Teorema 1.2.5.

Neka je H realan Hilbertov prostori t € B (H ) . Tada postoji jedinstvena polarna dekompozicija

t=vlt

b

1
gde je | t | = (t*t)z iv je parcijalna izometrija u B(H).

14
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Realne Banahove algebre
2.1 Definicija i kompleksifikacija

Definicija 2.1.1.

Realna algebra A4 se zove realna Banahova algebra, ako je realni Banahov prostor i
||ab|| < ||a|||b ,Va,be A.

Svaka realna Banahova algebra 4 se moze izometri¢no utopiti u realnu Banahovu algebru sa
identitetom, na primer A=A+R sa ||a + /1|| = ||a|| + |/1|, VYae A, AeR.

Neka je A realna Banahova algebra. Postavljamo slede¢e pitanje: da li postoji norma na
A. = A+iA (o€igledno A, prirodno postaje kompleksna algebra) tako da je 4. (kompleksna)

Banahova algebra i oCuvava postojec¢u normu na 4.

Odgovor je potvrdan i postoji beskona¢no mnogo nacina da se to uradi.
MozZemo pretpostaviti da 4 ima identitet 1 i ||1|| =1.Za 1< p<+w0, neka je || . ||p norma na A, kao

u poglavlju 1.1. Tada je (AC,
, Va,be A.
p

L. ||p =sup {”(a + z'b)(c + id)”p

Onda ¢e (AC," . ||/p) zadovoljavati nase uslove. U stvari, kako je ||1 + iO"p = ||1|| =1, sledi

|p) kompleksan Banahov prostor koji o¢uvava postojecu normu

nadi ||a +ib||p =||a—ib

c,deA,

Dalje neka je ||a + ib||’p = c+id||p < 1}, Va,be 4.

||a + ib"'p > ||a + ib”p ,Va,be A .

Sa druge strane, || . ||p ~ | |, » na 4. (pogledati poglavlje 1.1 1 4, kao realan Banahov prostor). Onda

postoje konstante K,i K}, >0 tako daje K, (||a|| + ||b||) < ||a + ib||p <K, (||a||+ ||b ) , Va,b e A.

Dalje,

||a + ib”,p = sup{"(ac - bd) + i(ad + bc)”p

Je+id], <1}

<K sup {Jac— b+ Jad + bd]

Je-+id], <1]
<K (Jal-+ ol sup {Je + ] | -+ ], <1

<KLK (ol +[el) < KK, fla+ i

, Va,be A.
P

15
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Dakle,

A~ A i (4

/p) je (kompleksna) Banahova algebra. Na osnovu

||c +id||p = ||c —id”p (Vc,d € A) , imamo

StaviSe, za svako a € 4

, Ya,be A.
p

Jal=lal, <l =sup{la(e + )], | |e-+ia], <1}

=C,' SUP|. 1 < SUP e ("ac cos—adsin 6|’ +|acsin 6+ ad cos 6| );
»

1
S”a"supHc+ al, <1 € supe R (”ccosé’ dsin 9||p +||cs1n9+dcos H"p)

31}—
P

~asup]

Uzimajuéi funkcionelu Minkovskog, imamo drugi metod.
Neka je

U={aeA|||a||<l}i

{Za a;

a,eU,a,eC,Vji Z‘a_i‘sl}.
Tada je V apsolutno konveksan i apsorbujuci podskup od 4. i V je semi — grupa. Neka je p()
funkcionela Minkovskog na V, tj.

p(x) :inf{/l > 0|x € /"LV}, VxeA,.

Tada je ( s p( )) (kompleksna) Banahova algebra;

V= )<t1f: p(a)=lal

p(x
(a+lb) ( ) VYa,be 4 i

max (a6 < p

a+zb < 2max(

) Ya,be A

). Tada ﬁ,ﬁeU i

U stvari, za svako x=a+ibe 4, (a,be A)uzimamo u>max(
wop

Dakle, V je apsolutno konveksan i apsorbujuéi podskup od A4...
Jasno,

%‘akak -Zﬂjbj :;akﬂjakbj eV
J >J

16
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ako a;,b, €U, a,,p3,€C,Vk,ji Z|ak|sl , Z‘ﬂj‘g , tj. V je takode semi — grupa.
. - -

Ako je p(x) = 0, zaneko x € A, , mozemo pronaéi &, >0+ i {x,} cV takodaje x=¢,x, , Vn.
Na osnovu definicije za ¥, mozemo napisati x, =a, +ib,, gde a,,b, €U, Vn.

Dakle, ¢&,a, >0,¢,b, >0,x=01 moZemo videti da je (Ac,p(')) kompleksna normirana
algebra. Ocigledno, x €V ako je p(x) <1. Obratno, neka x € V. Tada moZemo napisati

x=2aa;
]

gde a_/eU,ajeC,VjiZ‘aj‘Sl.Uzimamo broj A tako da je 1>/1>maxjHajH. Tada je
J

(x)<1}.

a; X a; .
7"eU, vjlzzgajT/EV' Dakle, p(x)£/1<11V={

a

Neka aeA. Na osnovu a —eUcV, p| ———
pla)+e

]<1,V5>0,VﬂA=Ui na osnovu
ol +&

prethodnog paragrafa imamo da je p ||a||

Ocigledno, V =V , gdeje V = {a —zb|a,b €Aia+ibe V}.

Dakle, p(a +ib) = p(a —ib), Ya,be A.

).

Konacno, neka a,b € A.Uzimamo u > max( a

Tada je a+zb:l £+L~£eVip atib <l1.
20 2 u 2 u 2u

max (o],

osnovu V cU +iU imamo da %,%EU i ||a||</1,||b||<l.

Dakle,

. . b
). Ako je A >0 tako da a+ibe AV , tada je %”EEV' Na

Tada je p(

max(”a”,”b”) <p(a+ib)< 2max( a

)

i (Ac,p(~)) je takode kompletan.

Definicija 2.1.2.

)
) i

. |) se zove kompleksifikacija od A, ako je (A

c?

Neka je A4 realna Banahova algebra. (A

c?®

kompleksna Banahova algebra, |||||A je originalna norma na 4 ( j.

Na osnovu prethodnog razmatranja imamo sledece.

17
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Teorema 2.1.3.

Za svaku realnu Banahovu algebru, postoji jedinstvena (u ekvivalentnom smislu)
kompleksifikacija za nju.

Napomena. Za svaku realnu algebru 4, moZemo definisati operaciju —: 4, — A, kao u definiciji

1.1.3. O&gledno, xy=xy, Vx,ye 4, .

Sli¢no definiciji 1.1.9, imamo sledece.

Definicija 2.1.4.

Neka je 4 realna Banahova algebra i 4, kompleksifikacija od 4. Za svako a € 4, spektar od a je
definisan sa o (a)=0, (a)= {l eC

a— A nije invertibilno u 1:16}, gde je A=A ako A ima
identitet, 4= A+ R ako 4 nema identiteti 4, = A+ iA.

Oznacimo spektralni radijus od a sa r(a)=max {|ﬂ| |ﬂ € O'(a)}.
Sli¢no propoziciji 1.1.10 imamo

o(a)=0(a),

r(a)zinf

1
a" a"”S”a,VaeA.

1
n =1im
n

Ocigledno imamo sledece.

Lema 2.1.5.

Neka je A realna Banahova algebra sa identitetom nad C (ili R), a,be€ B i ab=ba. Onda je ab
invertibilno ako i samo ako su a i b invertibilni.

Propozicija 2.1.6.

Neka je 4 realna Banahova algebra, ae 4 i A,ucR. Tadaje A+iue G(a) akko (a —/1)2 + 1

nije invertibilno u A i ekvivalentno, A+iu ¢ o (a) akkoje (a - ﬂ,)z + 4/ invertibilnou A .

Dokaz: Na osnovu Leme 2.1.5, Definicije 2.1.4 1 o(a)=0(a)

1mamo

18
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(/1+iy)e0(a)<:>(/1+i/1),(l—iu)éa(a)
< a—(A+ip)ia-(A—iu) suinvertibilne u 4,
@(a—l—iy)(a—ﬂ,+iy):(a—/1)2 + 11° je invertibilno u;‘i(,

& (a - /1)2 + 1 je invertibilno u 4.

Sada, neka je B kompleksna Banahova algebra. Tada je 4 = B, realna Banahova algebra sa
orginalnom normom i proizvodom.

Propozicija 2.1.7.

Neka je B kompleksna Banahova algebrai 4 = B, . Tada za svako a € 4 imamo

o,(a)=0oz(a)vog(a).

Dokaz: Prvo pretpostavimo da B ima identitet.

Na osnovu Leme 2.1.5.1 o (a)=0,(a), A+iu¢o,(a),gde A, ueR

S Aripueo,(a)

<a—(A+ip) i a—(A—iu) suinvertibilne u 4., gde a—(A+iu)e 4, = A+id
& (a -1 —iu)(a -1+ i,u) = (a —/1)2 + 4% je invertibilno u 4,

< (a —/1)2 + 1 jeinvertibilnou 4= B, = B

< (a—A-ip)i(a—A+iu) suinvertibilniu B, gde (a—A—iu),(a—A+iu)eB
S Atipeog(a), tj.o(a)=0z(a)vog(a), Vac 4.

Sada pretpostavimo da B nema identitet.

Na osnovu Propozicije 2.1.6.1 A +iu¢o,(a), gde L, ueR

= (a —/1)2 + 1 jeinvertibilnou A= A+R.

S druge strane, na osnovu Leme 2.1.5,

Atriu¢oy(a)

@(a—/l—iy)(a—ﬂﬁiy):(a—l)z+/¢2 je invertibilno u B+ C, gde
(a—/l—i,u),(a—/1+i,u)eB+(C
<:>(a—/1)2+/12=(a2—2ia)+(}tz+,uz) je invertibilno u B+R=4+R. Dakle, imamo

o,(a)=04(a)vog(a),Vac 4.

19



Andrijana Stamenkovi¢ Realne Banahove algebre

2.2 Deljive realne Banahove algebre

Definicija 2.2.1.

Neka je A4 realna Banahova algebra sa identitetom. 4 nazivamo deljiva ako za svaki element
a#0,ae A, ajeinvertibilan u 4.

Primer I: F=Rili Csa normom apsolutne vrednosti je deljiva Abelova realna Banahova
algebra.

Primer 2: Neka je H algebra kvaterniona, tj. H je 4-dimenzionalni realan linearan prostor sa
bazom {l,i, j,k} i proizvodom, tako da je 1 identitet i

==k =1, jj=k=-ji

jk=i=—kj , ki=j=—ik.
Neka

1
||x||=(0:2+,82 +7/2+52)5,
Vx=a+pi+yj+ok, a,p,y,0 €R.

Jasno, |||| jenormana H.

Na osnovu

xy=(aa'— BB —yy'—68")+(af' + o'+ y5'—&')i
+(ay' +ya'+ 6B - pS') j+(ad'+5a' + By’ — yp' )k,
glex=a+pi+yj+6k,y=a'+pi+y'j+o'k ia,B,y,0,a B,y ,0 eR,
imamo
vl =l wx, v < H.
Dakle, H je realna Banahova algebra. Stavise, za x=a + fi +yj+ 0k (a,ﬂ,]/,é'e ]R) neka je

x =a-pPi-yj-ok.

. * * 2
Tadaje x x=xx =||x|| .

Dakle, H je deljiva (ne-komutativna) realna Banahova algebra.

20



Andrijana Stamenkovi¢ Realne Banahove algebre

Teorema 2.2.2.

Neka je A4 deljiva realna Banahova algebra. Tada postoji algebarski izomorfizam 7 od 4 na D
tako da je ||Ta || = r(a),Va €4, gde jeD=R,Cili H.

l?okaz: Videti [1 ].
Stavise, u sluaju Abelove algebre, imamo jednostavan lak dokaz. Neka je 4 deljiva Abelova
realna Banahova algebra. Ako postoji a€ A\R, tada a ima ne-realan spektar. Neka

a+ifec(a),a,feR. Tada je B#0. Na osnovu Propozicije 2.1.6, (a —a)2 + /4 nije
invertibilno u 4. Kako je 4 deljiva, sledi da je

(a—a)2 +3° =0.

Neka je b=(a—a)/pB. Tadaje b>=-1ia=a+ pb.

Ako postoji neko drugo b’ e 4 tako da je 5> =—1, tada vazi 0=b" —b" =(b-b")(b+b'). Kako
je A deljiva sledi da je b'=bili —b. Stavise,
b=(a—a)/feA\R. Dalie, A={A+ub|A, ueR}=C.

2.3 Topoloska grupa invertibilnih elemenata i njena glavna komponenta

Neka je 4 realna Banahova algebra sa identitetom. Ozna¢imo podskup svih invertibilnih
elemenata od 4 sa G = G(A) . Jasno, G je topoloska grupa u normi topologije od A. Ozna¢imo

komponentu povezanosti koja sadri identitet od G sa G, = G, (A).
Slicno kompleksnom slu¢aju imamo sledece.

Teorema 2.3.1.

Neka je A4 realna Banahova algebra sa identitietom, G=G(4)i G, =G, (4). Tada

(1) Gy je zatvorena — otvorena normalna podgrupa od G, svaka komponenta povezanosti
G ima sledeéi oblik: @G, =Gya (zanckoaeG);iG/G, je diskretna u faktor
topologiji.

(i) Gy=fe" e
Sada, neka je A4 realna Banahova algebra sa identitetom i 4. je kompleksifikacija od
A Jasno,  G(A)=G(4)NA,Gy(4)=Gy(4)NA4, (%) =(x") VxeG(4,).

Prirodno, pitamo se da li je

a[eA,lﬁiSn,Vn}. Specijalno, G, je takode putno povezano.

Gy (4)=Gy(A4)NA4?
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Generalno, odgovor je negativan. Tipi¢an primer je sledeCe: Neka je A=R. Tada
G(R)=R'=R\{0} ima dve komponente povezanosti: {ﬂ, eR|A> 0} i {/"L eR|A< O} ;

i GO(R):{16R|/I>O}. Ali 4, =R+iR=CiG,(C)=G(C)=C\{0} je povezano. Dalje,
G, (C)NR=R\{0} =G(R) 2 G, (R).

2.4 Radikal

Definicija 2.4.1.

Neka je 4 realna Banahova algebra. (Realan) linearan potprostor J od A se naziva levi (desni)
ideal od A, ako je J#Ai4AJcJ (JA cJ ) Levi (desni) ideal od A se naziva regularan, ako

postoji u€ A takoda a—aueJ (a —uae J), Va e A. Dakle, u se naziva modularna jedinica za

J. Jasno, svaki levi (desni) ideal od A je regularan ako A ima identitet. Slicno kompleksnom
slucaju, mozemo dokazati da je svaki maksimalan regularan levi (desni) ideal od A zatvoren.

Definicija 2.4.2.

Neka je A realna Banahova algebra. R(A) = ﬂ{L|L je maksimalan regularan levi ideal od A} se

naziva radikal od A.
Ako je R(A4)={0}, tada se A naziva semi-jednostavna.

Sli¢no kompleksnom sluéaju, imamo sledece.

Propozicija 2.4.3.

Neka je 4 realna Banahova algebra. Tada

(i) R(4)= ﬂ{R|R je maksimalan regularan desni ideal od A} i R(A) je zatvoren
dvostrani ideal od 4.

(i)  R(4)=R(4).

(ii1) A/ R je semi-jednostavna realna Banahova algebra sa faktor-normom, gde je
R=R(A).
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Teorema 2.4.4.

Neka je 4 realna Banahova algebra. Tada za svako a € 4 sledec¢i iskazi su ekvivalentni:

(1) aeRr (A) ;

(i)  1+baimaleviinverzniu 4, Vbe 4;
(iii)  1+bajeinvertibilnou A,Vbe 4 ;

(iv) 1+ ab ima desni inverzniu 4, Vbe A4 ;
v) 1+ ab jeinvertibilnou A4, Vhe 4.

Lema 2.4.5.
Neka je 4 realna Banahova algebra, 0% p° =pe A, B=pApi B+ A. Tadaje
op(b)U{0}=0,(b),Vbe 4.

Dokaz: MoZemo pretpostaviti da 4 ima identitet 1. Jasno, p#1,B,=B+iB=pA.p,B ima
identitet p, i

O3 (b)ZO'B( (b),0,(b) =0, (b),VbeB.
Neka, Ag o, (h)ic=(h—2)"(e4,). Tada

p:pc(b—ﬂ,)pzpcp-(b—lp)
=p(b-A)ep=(b-4p)- pep,

§. 1€, (b). Dakle, o, (b) = o, (b). Neka 0% 2 ¢ oy (b), (b—Ap) =c(eB,) i
d=Ac+p(eB,). Tadaje

(d=p)(4"'b=p)=(4"b=p)(d-p)=p,
A7bd — 2 —d =2"db— A b—d =0

Dakle, (1-476)(1-d)=(1-d)(1-27"b)=1,4. Le o, (b).
Sada je dovoljno pokazati da O e o, (b).

Suprotno, b ima inverzni b™' € A. Tada
pzp(bb_l)zpbb_l =bb' =1.

To je nemoguce.
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Primetimo sledece vazne Cinjenice.

Propozicija 2.4.6.

Neka je 4 realna Banahova algebra. Tada je

(1) o(a)NR={0},VaeR(4).

(ii) o(x)U{0} oo (x)U{0} i (O'(x)ﬂR)U{O}:(O'()?)HR)U{O} , Vxed gde je
X=x+ReA/R i R=R(A).

Dokaz:

(1) MozZemo pretpostaviti da A ima identitet. Na osnovu Teoreme 2.4.4, 1+baje
invertibilno u A, Vbe 4. Specijalno, 1+ pxa je invertibilno u 4, VO#=ueR i
a(a)ﬂ(R \ {O}) =@ . Stavise, 0 e o(a). Dalje, o(a)NR={0}, YaeR(4).

(i1) Prvo pretpostavimo da 4 ima identitet. Ako A+iug¢ G(x), A,ueR, tada je
(x=2)" + 4% invertibilno u 4, (videti Propoziciju 2.1.6). Sledi da je (%—2)° + 4
takode invertibilno u 4/ R. Na osnovu Propozicije 2.1.6, A +iu ¢ o(X). Dakle,

o(x)>0o(X), Vxe A

Neka AeRidgo(X). Tada postoji yeA tako da je (¥-4)7=7(¥-2)=1, t.
u=l-(x—A)yiv=1-y(x—1)eR. Na osnovu Teoreme 244 1-uil-v su

invertibilni u A. Na osnovu

(x—ﬂu)y(l—u)_l =1=(1—U)_1y(x—/t),

x—A jeinvertibilno u 4, tj. A& o(x). Dakle, o(x)NR=0(%)NR, Vxe 4.
Ako A ima identitet, mozda A/ R ima identitet. Sada, na osnovu Leme 2.4.5,

dobijamo zakljucke u opstem slucaju.
U

Napomena: Za svaku kompleksnu Banahovu algebru B, imamo
o(b)={0},VbeR(B),o(y)U{0}=c(7)U{0},VyeBij=y+R(B).

Propozicija 2.4.7.

Neka je 4 realna Banahova algebra i 4. kompleksifikacija od 4.
(i) Oznadimo B=R(A4, )N A. Tada Bc R(A4) iR(A4,)=R(A.)=B+iB.

(i1) Ako je A semi-jednostavna, tada je Banahova algebarska norma na 4 jedinstvena u
ekvivalentnom smislu.
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Dokaz:

(1) Ako a e B, tadaje 1+ xa invertibilno u Zlc , Vx € A, . Specijalno, 1+ baje
invertibilno u 4, Vb € A . Na osnovu Teoreme 2.4.4, a e R(A). Ako je I.
maksimalan regularan levi ideal od 4.1 u € 4, modularna jedinica tada je Z takode

maksimalan regularan levi ideal od 4, sa modularnom jedinicom u . Dakle,
R(A4.)=R(A.)iR(A,)=B+iB.

(i1) Neka je || . ||' norma na 4 tako da je (A,” : ||')takode Banahova algebra i (Ac,

1) je
kompleksifikacija od (A,””') Kako je A semi-jednostavna, sledi iz (i) da je

A, takode semi-jednostavna. Na osnovu Teoreme DZonsona ||||’ ~|||| na 4.

Specijalno ||||’ ~|||| na 4.

Napomena: Interesantno je pitati se: Da li je R(A4,)=R(A)+iR(A)? U Abelovom sléaju,
odgovor je potvrdan (videti propoziciju 2.7.6).

2.5 Funkcionalni racun

Neka je 4 realna Banahova algebra sa identitetom, a € A1 A, kompleksifikacija od 4.
Oznagimo: H (a)={f|/ je analiticka u okolini od &(a)}.
Tada, za svako f € H(a),

f(a)z—_'ff(z)(a—z)f1 dze A,

gde je I' neka glatka jednostrana zatvorena kriva u otvorenoj okolini U od a(a) (f je analiticka
u U) i ['je zatvaranje o (a).

Prirodno Zelimo da postavimo pitanje: kada f (a) eA?

Na osnovu J(a) = O'(a) ,mozemo uzeti [ =I'c U =U. Ako je f(E) = f(z), VzeU,tadaje

7(a) =2Lm_l[m(a-z)‘l dz:szl[f(z)(a_z)-ldz—z
:2_—”11.!]’(2)((1—2)1 dz = f (a),

tj. f(a) e A

25



Andrijana Stamenkovi¢ Realne Banahove algebre

Generalno, za f e H (a) vazi:

mfz%”.!m&t_g)-l dgzsz_rg(E)(a_z)-l .
:2__7[11.r<%’(z)(01—z)1 dz=g(a),

gdeje g(z)=f(Z),VzeUigeH(a).
Stavise , f(a)=b+ic, gde je

b=%(f(a)+g(a))eAic=2il_(f(a)—g(a))eA.

2.6 Arensovi proizvodi

Neka je 4 realna (ili kompleksna) Banahova algebra, 4" dual od 4i 4" drugi dual od 4. Za svako
ac 4, feA*, me A", defini§emo

(fa)(b)=f(ab), (af)(b)=f (ba)

Lako je videti da fa,af ,mf, fme A"1

o< Nl 7]
[l < 1

E

Stavise, ako je m = a € A ( kanonitko utapanje Au A" ) tada je mf = af, fin = fa, Vf € A"

Definicija 2.6.1.

. . . . . . F% 4 . 7. W
Prvi i drugi Arensovi proizvodi u A su definisani na slede¢i nacin:

(mn)(f)=m(nf),
(m-n)(f)=n(fim),

Vf e A*,m,n ed”.

Lako je videti da ¢e 4" biti realna ( ili kompleksna) Banahova algebra sa prvim ili drugim
Arsenovim proizvodom i 4 je realna ( ili kompleksna) podalgebra od A" .
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Definicija 2.6.2.

Realna (ili kompleksna) Banahova algebra A se naziva regularna ako vazi mn=m-n,
Vm,n e A7

Propozicija 2.6.3.

Neka je A4 realna ( ili kompleksna) Banahova algebra. Tada su sledeci iskazi ekvivalentni:

1. Ajeregularna.

2. Za svako fiksirano me A", funkcija x > mx: 4~ — 4" je O'(A**,A*) - neprekidna
(jasno, funkcija x —> xm:4" — A~ je automatski G(A**,A* ) - neprekidna).
3. Zasvako fiksirano ne 4™, funkcija x > x-n:4" — A" je O'(A**,A*) - neprekidna

(jasno, funkcija x > n-x:4" — A" je automatski (T(A**,A* ) -neprekidna).

Dokaz: Na osnovu definicije 2.6.2, 1.= 2. je o¢igledno.
2.=1. Na osnovu pretpostavke, za svako fed imed ,(m-)(f)ée bit O'(A**,A*)-

neprekidna linearna funkcionela na A" . Tada na osnovu [26, Appendix], postoji linearna
funkcija T, : A" — A" tako da vazi mn(f) = n(Tmf), Vmne A" .

Sada
(T,/)(a)=a(T,.f)=(ma)(£)=m(af) = (fm)(a). Va< 4.
tj.
T,.f=fm.
Dakle,

(mn)(f)=n(fin)=(m-n)(f),Vfed il

*% .
mn=m-n,Vm,ne A 1A jeregularna.

Dokaz 1.< 3. je slican dokazu 1. < 2.
U

Neka je A4 realna Banahova algebra i A, = 4+i4 kompleksifikacija od 4 isto tako Banahova
algebra. Na osnovu Propozicije 1.1.4 AC* =A" +id i AC** =A" +i4” su kompleksifikacije od

11313

* . *% . . . .o * . *% .
A i 4 kao Banahovi prostori respektivno. operacije u A4 ,1A4. su indukovane -
.. . * . . . e X . . .. .
operacijama u A. i A, respektivno (videti definiciju 1.1.3). StaviSe, takode imamo prvi i drugi
. *% o . . . . . *% . v .
Arensov proizvod u 4. . Jasno, prvi i drugi Arensovi proizvodi u 4. su prirodna proSirenja

prvog i drugog Arensovog proizvodau A" na A, respektivno. Dakle, imamo sledece.
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Propozicija 2.6.4.

Neka je 4 realna Banahova algebra i 4, = 4 +i4 kompleksifikacija od 4 (videti definiciju 2.1.2).
Tada je 4 regularna ako i samo ako je A, regularna. Stavise, u ovom sluéaju Arensov proizvod u

k%, . v . . sk
A, je prirodno proSirenje Arensovog proizvodau A .

2.7 Abelove realne Banahove algebre

Neka je A Abelova (komutativna) realna Banahova algebra, 4, = 4+i4 kompleksifikacija od 4 i
Q. spektralni prostor od 4, .

Definicija 2.7.1.

Q= Q(A) = { p|A | pE Qc} se zove spektralni prostor od A. Drugim rec¢ima, Qje skup svih ne-

nula kompleksnih (realnih) linearnih funkcionela na 4. Operacija “-“u 4, se moze pro§iriti na Q
tj. definiSemo

ﬁ(a)zp(a) , Vae A4, ili

,E(x)zp(;) ,Vxed, ,VpeQ.

Teorema 2.7.2.

Neka je 4 Abelova realna Banahova algebra i Q spektralni prostor. Tada

1. p je neprekidno na 4 i ||p|| <1 ( piSemo p¢ A generalno), VpeQ. Stavise,
p=poped < p(4)cR.

2. Q je lokalno kompaktan Hausdorfov prostor u topologiji tackaste konvergencije na A4 i
Q je kompaktan kada 4 ima identitet.

3. po ﬁ(Vp € Q)je homeomorfizam od (2 sa periodom 2.
4. o(a)= {p(a)|p € Q} (kada A ima identitet) ili
o(a)={0}U {p(a)|p € Q} (kada 4 nema identitet) i
r(a)= sup{|p(a)| lpe Q} ,Vae A.
5. Gelfand transformacija a — a(-) je homomorfizam iz 4 u
C, (€, —) (kao realne algebre), gde je a(p)=p(a), Vac 4, peQ,
C,(Q)={f|f je kompleksna funkcija neprekidna na Q i nestaje u oo},

(Q-)={f G (Q)|7(p)=1(p).7p ey,
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Dokaz: Na osnovu definicije o Q2 ovo je o€igledno.

Posmatramo vezu izmedu Q i skupa svih maksimalnih regularnih ideala na A (videti definiciju
24.1.).
Prvo pretpostavimo da 4 ima identitet.

Ako peQ i p=p tada ped i
A=J+R,

gde je J = {a € A|p(a)= 0} maksimalan ideal od 4. Jasno, 4, =J.+C i J,=J+iJ je takode
maksimalan ideal od 4, .

Ako peQ i p#p,tada p(-) moZe uzeti ne-realnu vrednost na 4. Kako je p(1)=1, sledi da
postoji v e 4 tako daje p(v)=i.Jasno, p(l +0? ) =0.Tadaje

A=J+[Lv],

gde je J:{a € A|p(a):0} , [l,u]:{a+ﬂu a,ﬁeR}. Dakle. 4/J =C iJ je maksimalan ideal

od 4 (primetimo da C ne sadrzi nijedan netrivijalan ideal).
Obratno, neka je J maksimalan ideal od A. Sli¢no kompleksnom slu¢aju, mozemo pokazati da J
mora biti zatvoreni A/ J deljiva. Na osnovu Teoreme 2.2.2., imamo

A4/J=R ili C,
tj.
A=J+R ili A=J+[Lv]

gde 1+v°eJ.Akoje A=J+R ondaje 4, =J, +C i J,=J+iJ je takode maksimalan ideal
od A... Dalje, postoji jedinstveno p=peQ tako daje J = {a € A|p(a) = 0} )

Akoje 4 =J+[1,U], tada je
4, =(J,+C(1+iv))+C=(J,+C(1-iv))+C.

Kako je ov(1iv)=(Fi)(1xiw)*i(1+0) i (1+0°)e, sledi da su (J,+C(1+iv)) i
(Jc +(C(1—iu)) takode maksimalni ideali od 4. i njihov presek je J =J +iJ. Dakle J_ nije
maksimalni ideal od 4. i postoji peQ tako da je p=p i J:{aeA|p(a)=0} (zaista,
pla+a+pv)=a+pi,Vael, a,feR).

Sada neka o € Q tako da je J = {a € A|J(a) :0} .
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Kako je o(1)=1 i 1+v* e J, sledi o(v)=i ili (~i), tj. c=p ili c=p. Na osnovu gornje
diskusije imamo sledece.

Teorema 2.7.3.

Neka je 4 Abelova realna Banahova algebra sa identitetom i Q2 spekralni prostor.

1. Postoji bijekcija izmedu

{peQ\p=5}

{J|Jjemaksimalan idealod 41 A4/J = R}

tako da je J ={a € A|p(a)=0} , A=J+R 1 J, =J+iJ je takode maksimalan ideal od
A =J.+C.

2. Postoji bijekcija izmedu

{{p=;}\peﬂip¢/_?}

{J|JjemaksimalanidealodAiA/J = C}
tako da je J:{aeA|p(a):0}, A=J+[Lv], gde je [l,u]:{a+ﬂu

a.peR}, p(v)=i,
1+v*eJ i v+J je jedinstven u A/J. Stavise, u ovom sluéaju, J, =J +iJ nije maksimalan

ideal od 4, i J,=1,NI, J=I,NN4, gde su I,=J,+C(1+iv)={xe4,|p(x)=0] i

Iﬁ=7p=J0+(C(1—iu)={xeAc

p(x)= 0} dva maksimalna ideala od 4, .

Pretpostavimo da 4 nema identitet i 4= A4+ R . Primetimo sledeée.

Lema 2.7.4.
Postoji bijekcija izmedu

{J | J jemaksimalan regularanideal od 4 }

{I|Ijemaksimalanidealod;1 i1+ A} ,
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tako da je/ =J+R(1—u), gde je ue A modularma jedinica za J (§j. a—aueJ,Vae 4).
Stavise, za svaki maksimalan regularan ideal J od 4 modularna jedinica je jedinstvena do na
dodavanje elementaod Ji A/ J=A/1,J=INA.

Dokaz: Neka je J maksimalan regularan ideal od 4 i u,u’ dve modularne jedinice za J. Tada

u—uu',u'-u'ueJ.

Kako je uu'=u'u sledida (u—u')eJ .

Neka je J maksimalan regularan ideal od 4, ¥ modularna jedinicaza Ji [ =J + R(l - u) . Jasno, /
jeidealod A, I#AiINA=J.Akojelidealod 4 i I ' tadaje I'NA=INA=J . Zaista,
ako ANI'DJ, tadaje I'NA=Aiuel'. Kako I-uelcl' sledida lel'il'=A4. Ovo je
kontradikcijasa /'# A.Dakle, I'NA=1(1A=J.Sadanekaje x=a+Ael',gde ac 4, 1cR.
Tada je

a+du=x-A(1-u)el'NA=J,x=(a+Au)+A(1-u)el, I'=1 il je maksimalan,

Neka je / maksimalan ideal od A, I # A i J=1()A.Jasno, Jje ideal od 4. Kako je [ # 4, sledi
da postoji 1-uel\ A, gde ue A.Na osnovu

a—auza(l—u)eIﬂAzJ,VaeA,

J je regularan ideal od 4 sa modularnom jedinicom u. Slicno prethodnom paragrafu, mozemo
pokazati da je /=J+R(I—u). Neka je J ideal od 4 i J'>J. Jasno, u je takode modularna

jedinica za J' i I'=J'+]R(1—u), je ideal od A. Dakle, J+R(1—u)=l=1'=J'+R(1—u),
J'=J 1Jje maksimalan.

Na kraju, neka je J maksimalan regularan ideal od A4, u modularna jedinica za J i
I=J+R(1-u).

Ocigledno, a+J —>a+1 (VaeA) je homomorfizam iz A/Jna A/I. Kako je
u+1=1+1 sledi da je homomorfizam sirjektivan (“na”). Stavise, ako je a+/=1zaneko ae A4

tada aeINA=Jia+J=J. Dakle, A/J=A/I.
O

Ako peQip=p,tadapedi postoji ueAd tako da je p(u)=1iAd=J+Ru, gde je
J= {a € A| pla)= 0} . Jasno, J je maksimalan regularan ideal od 4 i u je modularna jedinica za
J. StaviSe, J, =J +iJ je takode maksimalan regularan ideal od 4, =J, + Cu.

Neka peQ inekajep#p. p se moze prirodno produziti na Ai p# pna A otigledno. Na
osnovu Teoreme 2.7.3 i Leme 2.7.4 imamo

AlJ=A4/1=C,
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gde 1:{x621|p(x)20} (#4) je maksimalan ideal od 4, J:{aeA|p(a):0}:IﬂA je
maksimalan regularan ideal od 4. Kako A4/J=C, sledi da postoje u,ved tako da je
A/J:[;t,;)],ﬁ je identitet od A/ J 1 L~t+z~)2 :6, gde je;t:quJ, l~)=U+J, 0=J. Jasno, u je

modularna jedinica za J. Za p =0 na 4, p(u)=1. Stavie, mozemo pretpostaviti da je p(v)=i.
Tada je

A=J+[u,v],

gde je [u,u] = {au + fv
I=J+R(1-u), A=1+[L0].

Obratno, neka je J maksimalan regularan ideal od 4 i ¥ modularna jedinica za J. Na osnovu Leme
2.7.4, I=J+R(1-u)(# 4) je maksimalan ideal od 4, u=u+J jeidentitetod 4/J i

a,ﬂeR}. Na osnovu Teoreme 2.7.3 1 Leme 2.7.4 imamo

A/J=A/1=Rili C.
Akoje A/J=A/1=R tada vazi

A=J+Ru,A=1+R.

Dalje, postoji jedinstveno p=peQ tako da je J:{aeA|p(a):O}ip(u):1. Ako je

A/ J =C tada postoji v e Atako da je A/J:[&,D] , 00 =0. Dakle,

A=J+[u,v],u+v’eJi
4,=(J, +C(u+iv))+Cu
=(J, +C(u—iv))+ Cu.

Kako je

u(uiiu)z(uiiu)+(u2 —u)ii(u—uu)i

v(utiv)=—(v-vu)*i(u+v’)+(Fi)(ut),

sledidasu J, +C(u+iv)iJ, +C(u—iv) dva maksimalna regularna ideala od A, i njihov presek
je J.=J+iJ . Dakle, J. nije maksimalan regularan ideal od A, i postoji peQ tako da je

p;t,EiJ:{aeA|p(a):0}(Zaista pla+au+po)=a+pi, VaeJ,a,feR).
Sada neka o € Q tako da je J={aeA|a(a)=0}.Kako (a—au)eJ,Vae Aio+#0na Asledi

da je o(u)=1. Na osnovu u+v’eJ,o(v)=iili-i,fji.o=pili p. Na osnovu gornjeg

razmatranja, imamo sledece.
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Teorema 2.7.35.
Neka je 4 Abelova realna Banahova algebra i Q spektralni prostor.

1. Postoji bijekcija izmedu
{peQlp=p}i
{J|J je maksimalan regularan ideal od 4 i A/J = R} , tako da je J= {a € A|p(a) = 0} ,

A=J+Ru, p(u)=1 gde je ue A modularna jedinica za J , u+J je jedinstveno u 4/J i
J, =J +iJ je takode maksimalan regularan ideal od 4, =J_ + Cu.

2. Postoji bijekcija izmedu
{{p.pllpeipp} i
{J|J je maksimalan regularan ideal od 4 i 4/J = (C} , tako da je J= {a € A|p(a) = 0} ,
A=J+[uv], p(u)=1, p(v)=i gde je wued modularna jedinica za J,
[u,u] = {au + pv
ovom slucaju, J.=J+iJ nije maksimalan regularan ideal od 4, i

c

Jo=L,NL,J=1,N[,N4 gl su I,=J +C(u+iv)={xeA|p(x)=0},

a,ﬂeR},uﬂ)zeJ i u+J,0+Jsu jedinstveni u A/J. Stavise, u

I; = E =J, +C(u—-iv)= {x €A, |,5(x) = O} dva maksimalna regularna ideala od 4, .

Propozicija 2.7.6.

Neka je A Abelova realna Banahova algebra. Tada vazi
R(4,)=R(A)+iR(A4)i R(4)={ae 4lr(a)=0}.

Dokaz: Na osnovu Teoreme 2.7.5 i Definicije 2.4.2,

R(4)NA=N{I,N4|peq}
=N{1,N1;N4|peQf
= ﬂ{J |/ je maksimalan regularan ideal od A} =R(4)

Sada na osnovu Propozicije 2.4.7, imamo
R(A.)=R(A)+iR(A).

Stavige, kako je R(4,)= {x €4,

r(x)= 0} (rezultat u kompleksnom slucaju) sledi

R(4)=R(4,)NA={ae 4|r(a)=0}.
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Sada neka je B Abelova kompleksna Banahova algebra. Onda je 4=B, Abelova realna
Banahova algebra sa originalnom normom i proizvodom. Neka su Q(B) i Q(A) spektralni

prostori od B, A respektivno. Na osnovu Definicije 2.7.1, imamo prirodno utapanje
Q(B)uQ(A). Izdvajamo sledece.

Teorema 2.7.7.

Neka je B Abelova kompleksna Banahova algebrai 4 = B, . Onda vazi
0(4)=Q(B)UQ(B).

gde je “—” operacija u Q(A) (videti Definiciju 2.7.1) i tim utapanjem Q(B)uQ(4),

Q(B)iQ(B) postaju dva disjunktivna , zatvorena — otvorena podskupa od Q(A4).

Dokaz: Neka p e Q(A) . Za svako a,b e A, imamo
,o(ia)2 ,o(b)2 =p(ia-b)2 = p(—a2b2)= —p(a)2 p(b).

Uzimajuéi b € A tako da je p(b) # 0, mozemo videti

2

p(ia) =—,0(a)2 ,Vae A.

Dalje, p(ia)=ip(a)ili—ip(a), Vae A
Ako postoji a,,a, € Atako da je

plia)=ip(a), pliay)=—ip(a,)i p(a;)#0, p(a,)#0,

onda je
pla)play)=ip(a)-(-ip(a,))

:P(ial ~ia2)=—p(al)p(a2).

Ovo je nemoguce. Dakle, p(ia)=ip(a).,VaeAdili p(ia)=-ip(a),Vaecd, ti. p je
kompleksno linearan ili konjugovano kompleksno linearan.

Dakle, peQ(B) ili peQ(B)i Q(A4)=Q(B)UQ(B).
Sada je dovoljno pokazati da je Q(B) otvoren podskup od Q(4).
Neka ¢e Q(B) iaed,e>0 tako da je |§0(a)| >¢. Posmatrajmo otvorenu okolinu

U(p,a,ia,e) od ¢ u Q(A4), gde je

U(p.aia,e)={peQ(4)|p(b)-p(b) <z, b=ailiia}.
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Tadaje p(a)#0,VpeU(p,a,ia,c). Akoje p(ia)=—ip(a)zancko peU(p,a,ia,c) tadaje

&> |p(ia)—go(ia)| :|p(a)+qo(a)|
> 2|g0(a)| —|p(a)—go(a)| > 2|¢(a)| -&,

ili |qo(a)|<8. Ovo je kontradikcija. Dakle, p(ia)=ip(a) ili peQ(B), VpeU(p,aia,c),
tj. U(p,a,ia,e) = Q(B).
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Realne Banahove * algebre

A se zove realna Banahova * algebra, ako je 4 realna Banahova algebra i postoji ( realna) linearna
operacija * na A tako da vazi

£
ok

a =(a*) =a,(ab)*=b*a* ,Va,be A.

Prirodno definiSemo proSirenje *:4—>A4 na *:4. — A4.. Onda je A4 =A+iA kompleksna

Banahova * algebra prema Teoremi 2.1.3.

3.1 Neke osnovne leme

Lema 3.1.1.

Neka je 4 realna Banahova * algebra i B maksimalna Abelova * podalgebra od 4. Onda je
B_ = B+iB maksimalna Abelova * podalgebra od 4., B je zatvoreno u 4 i

oy (b)UL0} =, (b)U0} , Vb e B.
Dokaz: Jasno, B, =B'+iB'=B+iB=B_, gde je B/,B' komutirajusa B,,Bu 4., A4 respektivno.

Zbog toga je B, takode maksimalna Abelova podalgebra od 4.. Sada pomoc¢u kompleksnog

slucaja direktno dolazimo do ostalih zakljucaka.
U

Lema 3.1.2. (Fordova lema u realnom slucaju)

Neka je 4 realna Banahova * algebra sa identitetom (jedinicom)i & =he 4.

1. Ako je r(l—h)<1, onda postoji jedinstveni elemenat u' =ue 4 tako da je

r(1-u)<liu® =h. Zaista

1 I

- n _1 > -1
= h-1)"=—(z2(h-z)"d
=2 (-1 = )

gde red ) ... apsolutno konvergira u normi, I" je glatka jednostavna (koja ne

n=0

preseca samu sebe) kriva u {z € C| |z—1]< 1} koja sadrzi o(h)iL=T.
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2. Akoje h>0(tfj. h" =hio(h)c=(0,4+%)), onda postoji jedinstveno u e 4 tako
dajeu>0iu’=h.
3. Akoje Reo(h)>0, onda postoji jedinstveno u” =u e 4 tako da je Reo(h)>01

u’=h.

Dokaz : 1. Na osnovu funkcionalnog kalkulusa (vidi odeljak 2.5) ili na osnovu konvergencije
redova, imamo u € 4 i u” = h. Prema Fordovoj lemi u 4, , o¢iglednoje u” =u i r(1-u)<l.

. . . .. . .. h .. o
2.1 3. MozZemo naci pozitivan ceo broj n takav da vazi r(l——} <1. Tada su na$i zakljucci
n

ocigledni.
Lema 3.1.3.

Neka je 4 realna Banahova * algebra sa identitetom, U(A4) = {u € A‘u*u =uu" = 1} (podskup svih

unitarnih elemenata u 4) 1 4, = {k €A

k= —k} (podskup svih anti-hermitskih elemenata u A4).

Onda [U (A)] D A4,, gde je [U (A)] (realni) lineal od U(A) [lineal = sve linearne kombinacije
datih vektora].

Dokaz: Neka k € 4, i r(k)<1.Ondaje

r(1=(1+#7))=r (k) <1.
Na osnovu leme 3.1.2, postoji & =he A tako da vazi
W =1+k
i  je zapravo limes realnih polinoma u 1+ k”. Stoga hk = kh . Sada neka je

u.=kth.

Jasno, u, eU(A)ik =%(u+ +u_)e [U(A)] .

Napomena: Ako je B kompleksna Banahova * algebra sa identitetom, onda je (kompleksni) lineal
od U(B), B, tj. [U (B )] = B. Ali ovo ne vazi u opstem slucaju za realne Banahove * algebre.
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Lema 3.1.4.

Ako je A semi-jednostavna realna Banahova * algebra, onda je operacija * na 4 automatski
neprekidna u normi.

Dokaz: Na osnovu Propozicije 2.4.7, A. je takode semi-jednostavna. Na osnovu Dzonsonove
teoreme operacija * je automatski neprekidna na 4., pa i na A po normi.
U

Sada, na osnovu Definicije 2.4.2, Propozicije 2.4.3 i Leme 3.1.4, imamo sledece:

Posledica 3.1.5.

Neka je A realna Banahova * algebra i R = R(4) njen radikal. Onda je R zatvoreni * dvostrani
ideal od 4 i operacija * je neprekidnana A/ R .

Neka je sada 4 realna Banahova * algebra. Za svako fe A", me A™, mozemo definisati

f*(a):f(a*), Wl*(f)Zm(f*), Vaed.

Lako je pokazati ono §to sledi.

Lema 3.1.6.

Operacija * na 4" i A" je (realna) linearna i sa periodom 2. Stavise, m" =a"ako je m=ae Ai

(af) =f"a",(fa) =a f",(mf) = f'm",(fm) =m’ /" (videti odeljak 2.6).

Dabi 4™ bila realna Banahova * algebra sa Arensovim proizvodima prvog i drugog reda (videti
definiciju 2.6.1) i operacijom * kao $to smo ve¢ definisali, moremo proveriti da li vazi

(mn) =n'm" ili (mn)* =n"-m ,Vmned .

Neka je 4 regularna (videti definiciju 2.6.2).
Onda

(mn)*(f)=(m.n)(f)* =n<f*m)=n*(m*f)=n*m*(f),erA*.
Zbog toga je, (mn)* =nm,VmneAd" .
Obratno, neka je (mn)* =n'm ili (m- ) m ,Vmne A .Tadaje
n

(mn) (/)= (n'm")(1)= ( ) ()= (mn) (1), i
(men) (£)= (")) = () =m(nf" )= (nn (1), 9F € A

-
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ti. mm=m-n,Vm,ne A" iA je regularno.
Na osnovu date diskusije, imamo sledece.

Propozicija 3.1.7.

Neka je A realna Banahova * algebra. A je realna Banahova * algebra sa Arensovim
proizvodom prvog i drugog reda i operacijom * ako i samo ako je 4 regularna.

Napomena: Ova propozicija takode vazi za proizvoljnu kompleksnu Banahovu * algebru.
Naravno, moramo definisati

f*(a)zf(a*),m*(f)zm(f*),VaeB,feB*,meB**.

3.2 Abelove realne Banahove * algebre

Neka je A Abelova realna Banahova * algebra i Q2 njen spektralni prostor. Sada, osim operacije
“—“na Q (videti definiciju 2.7.1) imamo i operaciju * na Q, .

p*(a)zp(a*),VaeA,peQ.

Jasno, operacija * je takode i homeomorfizam na Q sa periodom 2. Zapazimo da je “—=1id ” na
Q ekvivalentan sa Gelfandovom transformacijom d(p)eR (Vae 4,peQ); $ta je sa “x=id ”
na Q7

Lema 3.2.1.

Neka je 4 Abelova realna Banahova * algebra i r(a)2 :r(a*a) ,Vae A. Onda je 4 anti —
hermitska , tj. o (k) =iR, Vk € 4y .

Dokaz : Neka je k*=—keAi1+iyea(k),gdeyeR. Tada postoji peQ tako da je
p(k)=1+iu.Nekaje a=(A+k)" k,gdeje 1>0.Tada vazi

pa)=(A+1+iu)" p(k).
Jasno,
|2

0<1+ 4’ =|p(k) Sr(k)2 =r(k*k).
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Takode,

,o(k)|2 =|p(a)|2 < r(a)2 = r(a*a)

= r((ﬂf -k*)" k*k) <r(22-#)" r(K'k)

[(/1 +1)° + /f}m

Ako uzmemo m-ti koren i pustimo da m — oo, dobijamo
(A+1) + 4> <r(A =)< A7 +r (k)
ili
2241+ 2 <r (k) , VA >0.

To je nemoguce. Dakle, 4 je anti-hermitska.

Definicija 3.2.2.

Neka je 4 realna Banahova * algebra. Kazemo da je 4 hermitska, ako je

o(h)cR,Vhe 4, = {a € A‘a* = a} , kazemo da je A anti-hermitska, ako je

a(k)ciR,VkeAK={aeA‘a*=—a}.

Teorema 3.2.3.
Neka je 4 Abelova realna Banahova * algebra. Onda su sledeci iskazi ekvivalnetni:

A je hermitska i anti-hermitska;

A je hermitska i anti-hermitska;
A, je hermitska;

1

2

3

4. *=idna Q,tj: p =p,VpeQ;

5. svaki maksimalan regularni ideal od 4 je zatvoren u odnosu na operaciju *;
6. Gelfandova transformacija I': 4 — C, (Q,—) je * homomorfizam, gde je

r'O=70), % €6 (Q-);
7. A je hermitska i r(a)2 = r(a*a), VYaec 4.

Dokaz : Ekvivalnecije izmedu 1, 2 i 3. su ocigledne.

Da je 3.<4. sledi iz kompleksnog slu¢aja. Na osnovu teoreme 2.7.5, imamo ekvivalenciju
izmedu 4.1 5.

4.6. je ocigledno.

3. <7. sledi iz kompleksnog slucaja.

7. <1.sledi iz Leme 3.2.1.
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Posledica 3.2.4.

Neka je 4 Abelova, hermitska i anti-hermitska realna Banahova * algebra. Onda je

R(A)z{aeA|r(a)=p(a)=0}=p_1(0)=R(AC)ﬂAi

gde je

—

p(a) :r(a*a)E ,Vae 4.

Dokaz : Ne osnovu Teoreme 3.2.3, r(+) = p(+) na 4. Dokaz ogigledno sledi iz Propozicije 2.7.6.

3.3 Pozitivne linearne funkcionele i GNS konstrukcija

Definicija 3.3.1.
Neka je 4 realna Banahova * algebrai f (: A— R) (realna) linearna funkcionela na 4.
fie hermitska , ako je [~ = f 4. f(a*):f(a),Va e Aili f|4, =0.

fje pozitivna ,u oznaci f >0, ako je f(a*a) >0,VaeA.

Napomena : U kompleksnom slucaju sa identitetom, f >0 implicira da je f hermitska. Ovo ne
vazi u realnom slucaju.

Propozicija 3.3.2.

Neka je A realna Banahova * algebra, f >0 i hermitska funkcionela na 4. Onda je f. >01i

hermitska funkcionelana 4., f;(-)>0 i hermitska funkcionelana 4, f,(-)e 4'i

*

f(b a)2 < f(a*a)f(b*b) (Svarcova nejednakost)

|13 (a)|< 1 (bB) p(a),

)
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Dokaz : Jasno, f.>01i to je hermitska funkcionela na 4, . Ostalo zakljuujemo iz kompleksnog
slucaja.

Definicija 3.3.3.

Neka je A realna Banahova * algebra. {ﬂ,H } se naziva * - reprezentacija od A, ako je H realan
Hilbertov prostor i z je * homomorfizam iz 4 na B(H). Kako {ﬁ,H } moze biti prirodno

prosireno na * reprezentaciju {ﬂ'C,HC} od 4,,sledidaje 7: 4— B(H) neprekidno i
||7z(a)|| <p(a),VaeA.

Neka je sada 4 realna Banahova * algebra, f >0 i hermitska funkcionela na 4, i neka je
L, = {a € A‘f(a*a) = 0}

levo jezgro od . Prema Svarcovoj nejednakosti, Ly je leviideal od 4.
DefiniS§emo unutrasnji proizvod <,> na A/ L, na slede¢i nadin:

(35)=1(va),

Vaea=a+L,,be b= b+L,eA/L,. Ondajenjegovo kompletiranje H , = (A/Lf,<,>)7 realan

Hilbertov prostor. Za svako a € 4, neka vazi 7, (a)l; =ab,Vbe Al L.

Na osnovu Propozicije 3.3.2, imamo

Hﬂ.’f (a)l;”z =f(b*a*ab) =1 (a*a)

Sf(b*b)p(a)2 :p(a)2 Hb~ ,Vbe AlL,.

Zbog toga 7, (a) moze biti na jedinstven nacin prosireno do ogranic¢enog linearnog operatora na

H ,, §to i dalje oznaavamo sa 7, (). Dobijamo sledece.

Teorema 3.3.4. (GNS konstrukcija)

Neka je A realna Banahova * algebra, f >0 i hermitska funkcionela na 4. Onda postoji *

reprezentacija { ﬁ./»,HI/»} od 4 takva da je

fy(@=(7(@h.b), Va,pe A
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Stavise, ako 4 ima jedini¢ni element (identitet) 1, onda je Sr =1 cikli¢an vektor za

{ﬁf-,Hf} (tj. ﬁf.(A)gf:Hf) i
fla)=(m @&.8) Vac 4.

Ako 4 nema identitet, sledeca klasa pozitivnih funkcionela je vazna.

Definicija 3.3.5.

Neka je 4 realna Banahova * algebra bez identiteta, A= A+R, />0 i hermitska funkcionela

na 4. Kazemo da je f pozitivno prosirenje, ako postoji f >0 na A tako daje f |A = f. Jasno, f

mora biti hermitska funkcionela na A. Oznacimo
g(A) = { I | f =0, hermitska funkcionela na 4 sa pozitivnim prosirenj em} .

Propozicija 3.3.6.

Neka je A realna Banahova * algebra, f >0 i hermitska funkcionela na 4. Tada f € g(A) ,ako i
samo ako postoji pozitivna konstanta K tako da je

f(a)' <Kf(a'a),Vae4.
Dokaz :
f ee(A) < mozemo definisati f(1) tako da vazi f((a + /1)* (a+ /1)) >0,Vaed,AeR.
< mozemo definisati f'(1) tako da vazi
f(a'a)+24f(a)+ A f(1)20,Vae 4,AeR
<> mozemo definisati f'(1) tako da vazi
f(a) <f(1)f(d'a),vae4
& postoji konstanta K (= f (1)) > 0 tako da vazi
f(a)' <Kf(a'a),Vae4.
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Definicija 3.3.7.

Neka je A realna  Banahova * algebra  sa  identitetom. Oznaéimo

S(4)= { p| p > 0,hermitska funkcionela na 4 i p(1)= 1} . S(A) se naziva prostor realnih stanja
od 4.
peS(A) senaziva realno stanje na A.

Propozicija 3.3.8.

Neka je A realna Banahova * algebra sa identitetom. Onda je S (A) a(A*,A) - kompaktan
konveksan podskup od 4.

Dokaz: Na osnovu Propozicije 3.3.2, S (A) c A" . Jasno, S (A) je konveksan i zatvoren u odnosu
na a(A*,A) . Sada je dovoljno da pokazemo da je S (A) ograni¢en. Kako je operacija *

neprekidnana 4,/ R(4,), gde je R(A4

4

) radikal od 4., sledi da postoji konstanta K >0 tako da
vazi

~ %k

a

<K’|a

,Vae A, /R(A4,).

R(A,)=0 je otigledno.
Zato, mozemo definisati 5, €S(4,/R(4,)). 4. p,(@)=p.(a), Vacie 4, /R(4,).
Tada je

Za proizvoljno peS(A), P. eS(Ac) 1p,.

sa< e faff <ol

po(a) <rya'a)<

Vaed,gdeje B=4,/R(4,),t.||p|<K .

Definicija 3.3.9.

Neka je 4 realna Banahova * algebra sa identitetom. * reprezentacija

(7, =@ esayn  Hy = ® s H, |

peS(4)x, u =~ peS(4)

naziva se univerzalna * reprezentacija od A.
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3.4 *» Reprezentacije i topoloski nesvodljive * reprezentacije

Definicija 3.4.1.

Neka je 4 realna Banahova * algebra. Za * reprezentaciju {ﬂ,H } od A kaze se da je topoloski
nesvodljiva ako je E :{0} ili je H jedini zatvoren (realno) linearan potprostor od H koji
zadovoljava 7(a)EcE,Vae 4.

Definicija 3.4.2.

Neka je 4 realna Banahova * algebra sa identitetom. ®(A)=exS(A) (skup svih ekstremnih
tataka od S(A)) naziva se prostor Cistih stvarnih stanja od A. Svako pe® (4) se naziva Cisto
stvarno stanje na A.

Propozicija 3.4.3.

Neka je A realna Banahova * algebra sa identitetom, p stvarno stanje na A4 i {7[ o H p} *

reprezentacija od A indukovana pomocu p. Onda je {ﬂ'p,H p} topoloski nesvodljiva ako i

samo ako je pe®(A).

Jos vazi, ako je {ﬁ,H } topoloski nesvodljiva * reprezentacija od 4, onda postoji pe® (4) takvo

daje {7, H}= {7[ .z p} (unitarno ekvivalentno).

Dokaz: Prvi deo tvrdenja dokazuje se slicno kompleksnom slucaju. Neka je sada {7‘[,H }

topoloski nesvodljivo. Jasno, 72'(1) =1 (jedini¢ni operator na H). Uzmimo & € H i ||§|| =1.Tadaje

p()=(x()2.2)es(4).

DefiniS§imo U:H — H , tako da Un(a)§ =a=a+L,, Vae A . Zakljucak sledi direktno.

Sada razmatramo postojanje ne-nula * reprezentacija i ne-nula topoloSki nesvodljivih *
reprezentacija.
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Propozicija 3.4.4.

Neka je 4 realna Banahova * algebra sa identitetom. Tada

{{ﬁ,H}Hﬂ',H} jene-nula * reprezentacija od A} 40,
{{ﬂ',H } |{7z,H } jene-nula topoloskinesvodljiva * reprezentacija od A} L%
S(A)=D.

Dokaz: Ako je S(A)#<D, onda je ®(A4)= prema Propoziciji 3.3.8. i Krein-Milmanovoj

teoremi. Prema tome, postoje ne-nula * reprezentacije od 4 i ne-nula topoloski nesvodljive *
reprezentacije od 4.

Obratno, neka je {ﬂ,H } ne-nula * reprezentacija od A. Uzimanje restrikcije od 7 na neki

potprostor od H, moZzemo pretpostaviti da postoji £ € H tako da E(A)é: =Hi ||§|| =1.0Ondaje

p()=(x(-)£.¢)eS(4)

i5(4)=9.

Neka je sada 4 realna Banahova * algebra bez identitetai A= 4+ R .

(1) Neka je p,(a+4)=A,Vaed, AeR. Onda je py Cisto stvarno stanje na A i *
reprezentacija {ﬁo,ﬁo,éo} indukovana sa py je jednodimenzionalna topoloski

nesvodljiva * reprezentacija od 4.
Zapravo, levo jezgro io od o je

L, ={(a+/1)

aed, ieR, po((a+/1)*(a+i))=0}=/1

Hy=A/L,=R, #(a+A)=A,Vaed, AcR.
(2) Jasno

#S(Z[)>1
(e es(d) e {pc(4)

< {f]£ 20, f jehermitska funkcionelana 4 i /|4 # 0} # &
o e(A)\ [0} 2D,
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3)

4

#5(4)>1

& postoji ne-nula * reprezentacija od 4

&> postoji * reprezentacija zod A tako da 7r|A #0, gde #E oznacava koordinantni broj
proizvoljnog skupa E.

U stvari, ako je {ﬁ,H } ne-nula * reprezentacija od 4, onda ona moze biti proSirena na *

reprezentaciju od A (definisu¢i 7(1)=1). Dalje, neka acd i écH tako da je
m(a)é#0i|E|=1.Ondaje p(-):<ﬂ(-)§,§>e S(?l)\{po}.
Obratno, neka je pe S (;1)\{ po} i {7r,H ,.f} cikliéna * reprezentacija od 4 indukovana

sa p. Tvrdimo da je 7|4 # 0. U suprotnom,
p(a)=(r(a)é.&)=0,Vae 4,

i p=p,.O0vo je kontradikcija.

#5(4)>1

<> postoji ne-nula topoloski nesvodljiva * reprezentacija od 4
&> postoji topoloski nesvodljiva * reprezentacija 7od A tako da je 7z|A #0.

U suprotnom bi bilo, ako je #S(;l) >1 tada je #KP(;I) >1 1postoji pe (P(;l) \ {po} .
Neka je {ﬁ,H ,5} cikli¢na * reprezentacija od A indukovana sa p. Tvrdimo da je
7z|A # 0 . Obratno

p(a) :<7z(a)§,(§> =0,Vae A

i p=p,,a to je kontradikcija. Jasno, r je topoloski nesvodljivo na A . Obratno, ako A4

ima ne-nula topoloski nesvodljivu * reprezentaciju, onda je #S (;1) >1 na osnovu (3).

Na osnovu ove diskusije, imamo sledece.

Propozicija 3.4.5.

Neka je A4 realna Banahova * algebra bez identiteta i A=A+R. Onda su sledeéi iskazi

ekvivalentni:
(i)  Postoji ne-nula * reprezentacija od 4.
(ii)  Postoji ne-nula topoloski nesvodljiva * reprezentacija od 4.
(i) #S(4)>1.
(iv) e(4)\{0}=D.
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3.5 * Radikal

Definicija 3.5.1.

Neka je A realna Banahova * algebra. Onda je

£

R =R(4)= ﬂ{ker;r|7zje * reprezentacija od A}
* - radikal od A4.

A nema ne-nula * reprezentaciju, ako je R* =4 ; ako je R" = {O} , onda kazemo da je 4 * semi-

jednostavna [semi-simple]. Kako je svaka * reprezentacija od 4 neprekidna, R" je u odnosu na *
zatvoren, dvostrani ideal od 4. Jasno 4/ R" biée * semi-jednostavna i

R (4)=F (;1) = ﬂ{kerﬁ‘ﬁje * reprezentacija od ;l} .

Stavise, ako je R = R(A) radikal od A4, onda je R takode zatvoren u odnosu na * dvostrani ideal
od A, prema Teoremi 2.4.4.

Napomena: Mi ne znamo da li je zadovoljeno R(A.)=R(A4)+iR(A4) (videti kraj odeljka 2.4.).
Ali imamo

Zapravo, neka je a+ibe R’ (AC), gde a,be A i {ﬁ,H} je proizvoljna * reprezentacija od 4.
Otuda je {z.,H,} * reprezentacija od A. gde je nx =rx+ir,H =H+iH i
7 (a+ib)=n(a)+iz(b)=0. Prema tome, n(a)=n(b)=0,a,beR (4), tj.
R'(A4,)c R (A)+iR"(A). Obratno, neka je ae R (A4) i {o,K} proizvoljna * reprezentacija od
A.. Neka je H =K, (odeljak 1.1.) i 7=0|4. Onda je {x,H} * reprezentacija od 4. Zato je

o(a)=n(a)=0iaeR (4,) 4. R (A)cR (4.)i R (4)+iR (4.)=R (4.).

Propozicija 3.5.2.

Neka je 4 hermitska realna Banahova * algebra. Onda R(4)< p™' (0)c R™(4).

Kao posledica toga, ako je 4 1 * semi-jednostavna, onda je 4 semi-jednostavna.

Dokaz: Ako je = proizvoljna * reprezentacija od A4, onda ||7r(a)|| < p(a), VYae A. Zato,
p’! (0) ckerzip’ (0) cR.
Neka je ac R.Onda a’a € R . Kako je 4 hermitska, iz Propozicije 2.4.6 sledi
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O'(a*a)za(a*a)ﬂRz{O}.
Dakle, p(a)zr(a*a); =0,t. Rc p ' (0).

Propozicija 3.5.3.

Neka je 4 realna Banahova * algebra.

(1)
S (A) # (O, ako A ima identitet,

Rgase - o
#S(A) > 1,ako 4 1ma identitet.

(i) AkojeR’ ¢ 4, ondaje
R =N {ker T |7r jetopoloskinesvodljiva *reprezentacija od A}
=N {ker T ‘7: jetopoloskinesvodljiva *reprezentacija od }1} .
Dokaz:

(i)  Sledi iz Propozicije 3.4.4 13.4.5.
(i) Zbog R*(A)zR*(.;I) moZemo pretpostaviti da 4 ima identitet. Ako a¢ R’, onda

postoji * reprezentacija {ﬂ,H } od A4 takva da ﬂ(a) # 0. Dalje, mozemo pretpostaviti

daje 7(1)=1.Uzmimo & e H tako da je ﬁ(a*)fio i [£|=1.Onda

p()=(()s:¢)e5(4)

p(aa*) > 0. Prema Krein-Milmanovoj teoremi i Propoziciji 3.3.8, S(4) je o-(A*,A) - zatvaranje
od C,®(A4) [=zatvaranje od C,P(4) u odnosu na O'(A*,A) ], gde je CoE skup svih konveksnih
kombinacija skupa £ u linearnom prostoru. Zato postoji p € P(A4) tako da je p(aa*) >0 . Neka je
{7[ o H p} topoloki nesvodljiva * reprezentacija od 4 indukovana pomoéu p. Jasno, a’ &L »

(levo jezgro od p). Dalje, tvrdimo da aa’ ¢L,. U suprotnom, bilo bi, na osnovu Svarcove

nejednakosti
0< ,o(aa*)2 < p(aa* -aa*)z 0

To je nemoguée. Sada je np(a)fzié/*io u H, i agkerz,. Zbog toga je

(R* c) N {ker7r|7r jetopoloskinesvodljiva * reprezentacijaod A} cR.
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Teorema 3.5.4.

Neka je 4 realna Banahova * algebra.

(1)

(i)

Dokaz:
(1)

(i)

Ako A ima identitet (jedinicu) i R* & 4, onda je

R :ﬂ{kerﬂp|pe S(A)} :ﬂ{kerﬂp|pe(P(A)} = ﬂ{Lp|p € S(A)} =ﬂ{Lp|pe (P(A)}
Ako 4 nema identitet (jedinicu)i R° & 4, onda je

R :ﬂ{kel‘ﬂ'f|f eg(A)} =ﬂ{Lf|fe g(A)} =ﬂ{ker7zf‘f cs(d)ikerz, ch}
= ﬂ{ker 7, | />0 1 hermitska funkcionela na A}.

Jasno, R ckerz, CLp,‘v’peS(A). Obratno, ako a¢R", onda postoji *
reprezentacija {7,H} od 4 tako da je 7(a)#0. To ukazuje da postoji &€ H tako da
je m(a)&#0. Bez gubitka opstosti, mozemo da pretpostavimo |&]=1 i mzH .
Onda je p(~)=<7z(')§,§>eS(A) i p(a*a)=||7r(a)g“||2 >0, tj. agL,. Kako je

Co@(A)G =S(A) sledi daje

N{L,|pe@(4)}=N{L,|peS(4)}.
Stavise, L, Skerz, > N{kerz, |oe®(4)} o R, Vpe®(4). Odatle dobijamo (i).
Na osnovu (i), imamo

R*=R*(;1)=ﬂ{ker7rp peS(;l)}.

pes(d)=nic,

Neka je p,(a+A)=A,Vae A4, AeR. Onda pOeS(zzl),ker;rvO=A,L~0=A, gde je L, levo

jezgro od p, i {ﬂO,HO} je * reprezentacija od 4 indukovana sa P, - Odatle

R =nL,

pes(A)|=n{(L,N4)|loes(A)\{m}} =N, |1 ea(a) (o} =N{L,|f e ()}

Ako primetimo da je svaka * reprezentacija od 4 direktna suma nekih cikli¢nih * reprezentacija

od A4 i nula * reprezentacija od 4, imamo R = ﬂ{ker;rH;r,H , §} jeciklitna * reprezentacija od A}
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Za cikli¢nu * reprezentaciju {z,H,&} od 4, nekaje f(+) =<7r(')§,§>. Onda fee(4) i

ackerr & ﬂ(a)ﬁ(b)fzo, Vbe A
= f(b*a*ab) =0,Vbe 4

<abel,, Vbe A< ackern,,

tj. kerz=kerz,. Stavise, u ovom sluaju f(a*a)=||7z(a)§"2=0 ako ackerz, ft.

ker 7 =ker Ty Lf . Zato imamo

R =ﬂ{ker7rf|fe g(A) ikerz, ch} =ﬂ{ker7zf|f eg(A)}
=N {ker 7T, | f 20 ihermitska funkcionela na A}.

Napomena: Ako A 1ima identitet, u opStem slucaju R*gﬂ{p_'(0)|peS(A)} jer

p|Ax =0,VpeS(A). Ovo se razlikuje od kompleksnog slucaja.

3.6 Simetricne realne Banahove * algebre

Definicija 3.6.1.

Neka je 4 realna Banahova * algebra. KaZzemo da je a € 4 pozitivno, u oznaci a >0, ako je
d=a i O'(a)CR .. Oznac¢imo podskup svih pozitivnih elemenata u 4 sa 4, i a>b ako

d =a, b =bedi (a—b)eA+.
1
Oznacimo p(a) = r(a*a)E ,Vae 4.

Teorema 3.6.2.

Neka je 4 realna Banahova * algebra, koja je hermitska i anti-hermitska.
(1) Ako ae 4 i O'(a) c R, ondaje r(a)2 < r(a*a) .
(2) Akoje hy=a'a,h,=h, € A, ondaje r(hhy)<r(h)r(h).

(3) A. je konus tj. ako je a,b>0 ondaje a+5>0.
(4) Akoje h =h;e A,i=1,2,ondaje r(h +h)<r(h)+r(h).
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®)] r[ai_za*JSp(a), Yae A.

(6) r(a) = p(a) za svako normalno ae 4,tj a'a=aa’".

@) p() je algebarska kvazi-norma na A.

Dokaz:

(1) Bez gubitka opstosti, moZzemo pretpostaviti da 4 ima identitet. Za proizvoljno A e R, za
koje je |/1| >11 & >0, samo treba da pokazemo da je 1-b invertibilno, gde je

U stvari, ovo implicira /I(r(a*a)+£)l/2 ¢o(a),VAeR sa |/1| >1. Kako je o(a)cR,
sledi da je

" 1/2

r(a)s(r(a a)+8) ,Ve>0.
Zbog toga imamo r(a)2 < r(a*a).

Sada dokazujemo da je 1-b invertibilno. Jasno r(b*b) = r(bb*) <1. Kako je A4 hermitska,

sledi da je 1-b'b>0i1—bb" >0. Prema Lemi 3.1.2, postoje u>0,0>0, tako da je
1-b'b=u’ i 1-bb" =0".
Ako primetimo da je (1+b*)(1—b) =u(1+u_1 (b* —b)u_' )u i A anti-hermitska, sledi da

1-b ima levi inverzni element. Sli¢no, iz
(1 —b)(l + b*) = U(l +o! (b* - b)zf1 )u
sledi da 1-b ima desni inverzni element. Dakle, 1-b je invertibilno.

(2) Kako je 4 hermitska, imamo
o(hhy)U{0} = a(ahza*)U {0} cR.

Prema (1),
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r(hy)<r(i i by )2 =r(WH )2

1 1
on 27 b ;
hy by |*, Va.

o\ 12"
s...Sr(hl % ) <

Neka 1 — +o0. Odatle dobijamo r(h i) <r(h)r(h,).

(3) Bez gubitka opstosti, moZzemo pretpostaviti da 4 ima identitet. Pokazacemo najpre da je
1+a+b invertibilno. Zbog

“+‘9+L),Vge(0,1),
l-¢ 1-¢

1+a+b:(1—g)(1+

mozemo pretpostaviti da je a >0 . Onda

l+a+b=(1+a)(1-uv)(1+b),

gde u=(1+a)_la>0, U=(1+b)_1b20. Jasno, r(1-u)<1, r(u)<1, r(v)<l. Na
osnovu Leme 3.1.2, moZemo zapisati u = ’,0>0. Iz (2) imamo r(uv)<r(u)r(v)<l1.
Zbog toga je 1-wuv invertibilno, pa je 1 Il+a+b invertibilno. Kako je
A+a+b= /’L(l+/1’1a +/1’1b) za svako A >0, iz prethodnog pasusa sledi daje A+a+5b
invertibilno, VA >0.Dakle, a+5>0.

(4) - (7) Dokazuje se sli¢no kompleksnom slucaju.

Napomena: Nejednakost “r(a)2 < r(a*a)“ ili “r(a)<p(a)“ naziva se Ptakova nejednakost.

Ako je B hermitska kompleksna Banahova * algebra, onda ova nejednakost vazi za svaki element
iz B. Ali, u realnom slucaju, moramo pretpostaviti da 4 € R. Zbog toga ne znamo da li Ptakova
nejednakost vazi za proizvoljan element u realnom slucaju.

Teorema 3.6.3.
Neka je 4 realna Banahova * algebra. Tada su slede¢i iskazi ekvivalentni:

(1) A4 je hermitska i anti-hermitska.

+ *
(2) 4 je hermitska i r(a_za ]Sp(a), Vae 4.

(3) A je hermitska i r(a)= p(a), za svako normalno a € 4.

(4) A je hermitskai p(-) je sub-aditivna na 4.

Dokaz: (1)=(2)=(3) i (1)=(4) sledi lako na osnovu Teoreme 3.6.2.
(4)=(2) ocigledno.
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(3)=(1) Posmatrajmo maksimalnu Abelovu * podalgebru koja sadrzi a. Sada je to kao u slucaju
Abelove algebre, a to je Teorema 3.2.3.

Definicija 3.6.4.

v . . v v *
Za realnu Banahovu * algebru 4, kazemo da je simetricna ako vazi a a>0,Vae A .

Teorema 3.6.5.

Neka je 4 realna Banahova * algebra. Tada su sledeci iskazi ekvivalentni:

(1) 4 je simetri¢na.

(2) A je hermitska i anti-hermitska.

(3) 1+d"a je invertibilno u A, Vaed.
@) Rea(a*a) >0, VaeA.

5) —1¢ U(a*a), VA>0,aecA.

Dokaz: (1)=(2) Jasno.
(2)=(1) MozZemo pretpostaviti da 4 ima identitet. Neka postoji a € 4 tako da je

s=inf{alzeo(a’a)}<0.
1
Ako zamenimo a sa ua (za neko g >0), mozemo pretpostaviti da tada o € (—1,—5] . Stavimo
. -l
b=2a (1 +a a) .

Tada je 1-b'b=(1-da'a) (1+a’a) 20 i o(b'b)c(~0,1]. PiSemo b=h+k, gde je h'=h,

k =—k . Na osnovu Teoreme 3.6.2,
1+bb" =2(h* =) +(1-b"b) 20,

i o(bb") = [-1,0) . Kako je &(b'p)U{0} = (bb")U{0} , sledi da o (b'p) = [-1,1].

Iz 6 € a(a*a) ibb= 4a*a(l + a*a)i2 , iImamo

451(1+5) eo(b'd).
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Zato je ‘45/(1+5)2‘§1, tj. 6/6|<1+ 5. Dakle, |§|<% jer 1+ 6% <2. To je kontradikcija sa

56(—1,—%). Dakle, a’'a>0, Vae 4. Stavise, A je simetri¢na < A je hermitska i anti-

hermitska <> A4 je hermitska i anti-hermitska < 4 je simetri¢na. Dakle, (1)<>(3) je oc¢igledno.
Na kraju, (1)=(4)=(5)=(3) je ocigledno.

Napomena: Prirodno je pitanje: da li iz 4 je simetricna = A, je simetricna? U Abelovom
(komutativnom) slucaju, odgovor je potvrdan (videti Teoremu 3.2.3 i zapaziti ¢injenicu A4, je
hetmitska <> A4, je simetri¢na).

Teorema 3.6.6.

Neka je 4 je realna Banahova * algebra sa identitetom. Tada su sledec¢i iskazi ekvivalentni:

(1) 4 je simetricna.

(2) Aje hermitskai r(u)=1vueU(4).

(3) Aje hermitskai r(u)<1L,VueU(A).

(4) A je hermitska i postoji konstanta & >0 tako daje r(u)<a,VueU(A).

Dokaz: (2)=(3)=(4) je ocigledno.
(4)=(3)Za ueU(A), u" jetakodeu U(A) za svako ne N . Tada

1
r(u)n :r(u")Sa i r(u)Sa;, Vn.

Dakle, r(u)<1, VueU(A).
(3)=(2) To je posledica toga da u €U (4) implicira u™' e U (4).

(1)=(2) To je ocigledno na osnovu Teoreme 3.6.5 i 3.6.3.
(2)=(1) Na osnovu Teoreme 3.6.5 dovoljno je da dokaZzemo da je A4 anti-hermitska. Neka je

k'=—ked sa r(k) <1, neka je B maksimalna Abelova * podalgebra od 4 koja sadrzi £, 1 neka

je Q spektralni prostor od B. Kao u dokazu Leme 3.1.3, imamo

u=h+keU(A),

gdeje i =hiheB.Neka peQ.Kakoje r(u)=1=r(u*),imamo

gde su «, f € R. Kako je 4 hermitska, p(h) je realno. Onda je
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2

0<p(h) S%(|p(h)+ (k)| +]p(h)=p(k)) <1.
U nekom trenutku ,o(h)2 —,o(k)2 = p(h2 —kz): ,o(u*u) =1.

Dakle, ,o(k)2 =,0(h)2 —-1<0 i p(k)eiR, VpeQ. Dalje, na osnovu Leme 3.1.1 i Teoreme
2.7.2, O'(k)ci]R.

Propozicija 3.6.7.

Neka je 4 simetri¢na realna Banahova * algebra sa identitetom, ' hermitska linearna funkcionela
nadi f (1) =1. Tada su slede¢i iskazi ekvivalentni:

(D) f(a)ZO,VaeA+.
2) f20nad,t. feS(4).
(3) f(hz)ZO,Vh*=heA.

@) |f(n)|<r(h),vh =hed.
®)] |f(a)| Sp(a), Yaec A.
(6) |f(a)| <p(a),Vae 4 iajenormalno,tj. a'a=aa .

Dokaz: Jasno, imamo (1)=(2)=(3) i (5)=(6)=(4),
(2)=(1) Ako je a>0, ondaje a+¢&>0 za svako £ >0. Na osnovu Leme 3.1.2, postoji u >0
tako da je a+&=u® =u'u . Ondaje f(a)+5:f(a+g):f(u*u)20, Ve>0.Zatoje f(a)=0

(3)=(4) Nekaje h"=he A i r(h)<1.Ondaje r(1—-(1+4))<1.Na osnovu Leme 3.1.2, postoje
u =u i v =v tako da je 1+h=u’ i 1-h=0". Tada je f(1+h)20, na osnovu (3), t.

lf ()<t
(2)=(5) To je ocigledno na osnovu Propozicije 3.3.2.
Sada je dovoljno dokazati (4)=(2).

Zasvako " =he A, imamo
o(h)c[a,p]

jer je A hermitska, gde je o =mino (), f=maxo(h). Neka je p=%(a+ﬂ), 5=%(ﬂ—a).
Ondaje |1 - p|<8,VAieo(h),t. r(h—p)<5.Naosnovu (4),

|f(h)—,0|=|f(h—p)|£r(h—p)£5.

Zatoje, f(h)=p-S=a=mino(h).

56



Andrijana StamenRovic Realne Banahove * algebre

Kako je 4 simetri¢na, sledi da je mina(a*a) >0,Vae 4. Dakle,

f(a*a) > mina(a*a) 20,VaeA.

Lema 3.6.8.

Neka je 4 simetri¢na realna Banahova * algebra sa identitetom i 4 =he A. Tada za svako
Aeo(h) postoji peS(A) tako daje

p(h)=4.

Specijalno, postoji p e S(4) tako da je

lp(h)|=r(h).

Dokaz: Otigledno, A=A, +A,. Za h =hed i /Ieo(h), definiSemo (realnu) linearnu
funkcionelu p na [1,h]={a+ﬁh a,ﬁeR} na slede¢i nacin p(a+ﬂh)=a+ﬂﬂ,Va,be]R.
Ondaje p(a)>0, Vae[Lh]N4,, p(1)=11 p(h)=4.

Neka je

E jelinearan potprostorod 4, il,h € E;
£=1{(F, p;)| pg jelinearna funkcionelana E, p,. (1) =1y,
pp(a)=0,Yae ENA, ip;|[LLh]=p

i (E,pp)<(F,pp) ako je EcCFi (pF|E):pE. Na osnovu Zornove Leme, £sadrzi
maksimalan element (E » Pr ) .

Tvrdimo da je E = 4,,.

U stvari, pretpostavimo da postoji aeAd,\E. Neka je F=FE+Ra. Kako je
leE,—r(a)l<a<r(a)li A, jekonus (videti Teoremu 3.6.2), moZzemo da definiSemo p, na F
tako da je (pF|E)=pEi sup{pE (b) |beE,b£a} < pp (a)Sinf{pE (c)lceE, aSc}.

Za svako d+AacA,, gde deE 1R, moramo da dokazemo
pp(d+2a)=pp(d)+2Apy(a)=0. Kada je 1=0, to je ofigledno. Ako je A>0, onda
jea>—-d/ A, pp(a)zpp(-d/ ), 4. 0< pp(d+2Aa)=pp(d)+Aps(a). Akoje 2 <0, onda je
a<-d/ A, pp(a)<pp(=d/A),tj. 0< pp(d+4a) = pg(d)+App(a).
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Dakle, (F,pF) efi (E,pE)g(F,pF). Ovo je kontradkcija. Dalje, neka je
Pl Ay = pg i plAx =0. Ondaje p|4, = p; i p|4x =0. Ondaje peS(A4)ip(h)=24.
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Osnovi realne Dzon fon Nojmanove algebre

4.1 Banahovi prostori operatora na realnom Hilbertovom prostoru

Definicija 4.1.1.

Neka je H realan Hilbertov prostor. Treba da oznacimo sa F(H), C(H) i B(H) skup svih linearnih
operatora konacnog ranga, svih kompaktnih linearnih operatora i svih ogranicenih linearnih
operatora na H respektivno.

|||| bi¢e norma operatora na H. Jedinicni operator na H je oznacen sa Iy ili 1 ako to ne stvara
zabunu i H, = H +iH je Hilbertova kompleksifikacija od H ( videti odeljak 1.1). Stavise, F(H.,),
C(H.) 1 B(H,) su odgovaraju¢i prostori operatora na /. Tada je

B(H,)=B(H)+iB(H)

c

kompleksifikacija od B(H) u operatorskoj normi |||| (videti Propoziciju 1.1.11). Jasno,
F(H,)=F(H)+iF(H).

Propozicija 4.1.2.

Neka je H realan Hilbertov prostor. Onda je

C(H)=(F(H),|-]) ;

C(H) je zatvoren * dvostrano od B(H);, C(H) nije dualni prostor za svaki Banahov prostor ako je
dimH =+ ;1

C(H,)=C(H)+iC(H)
je kompleksifikacija od C(H) u || : || .

Dokaz : Na osnovu dokaza u kompleksnom slucaju, i Propozicije 1.1.11, dovoljno je pokazati da
ako je (a+ib)e C(H, )onda a,be C(H), gde a,beB(H).
Za svaki ograni¢en niz {&,} < H, o€igledno postoji podniz {é‘nk } tako da je {(a +ib)¢, }

konvergentan. Onda {acfnk} i {bfnk} moraju biti konvergentni. Dakle, a,b e C (H )
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Definicija 4.1.3.

Neka je H realan Hilbertov prostor. Skup svih klasa operatora tipa traga na H, oznaCimo sa

T(H), tj. a eT(H) ako ae C(H) iy A, <40, gde je {/1”} skup svih pozitivnih
1

karakteristi¢nih vektora (a*a)2 .

ZaaeT(H),

a||1 =Y ,A, sezovenormatragaodai tr(a)=Y ,<a§,,§,> se zove trag od a, gde

je {5,} bilo koja normalizovana ortogonalna baza od H. Slicno kompleksnom slucaju, tr(‘) je
dobro definisan na T(H).

Sli¢no kompleksnom slucaju, imamo sledece.

Teorema 4.1.4.
Neka je H realan Hilbertov prostor.
(1) T(H)=(F(H),

2) C(H)* =T(H),tj. za svako f'€ C(H)*postoji jedinstveno a eT(H)tako da vazi
||f||=||a||1 if(c) =tr(ac) ,Vee C(H); obratno, za svako a eT(H), tr(a-) je

Il )7 i T(H) je * dvostrani ideal od B(H);

neprekidna linearna funkcionela na C(H) sa normom ||a

T
3) T(H)* =B(H), tj. za svako FeT(H)* pstoji jedinstveno b e B(H) tako da vazi
||F|| =||b|| i F(a)=tr(ab),VaeT(H); obratno, za svako beB(H),tr(-b)je

neprekidna linearna funkcionela na T(H) sa normom ||b|| .
Napomena : T(H) se zove predual od B(H), i oznaen je sa B(H ), =T (H).

Propozicija 4.1.5.

Neka je H realan Hilbertov prostor. Onda je T (HC)=T (H )+iT (H )kompleksiﬁkacija od
T(H)u ””1

Dokaz: Na osnovu C(H) =T(H),C(H,) =T(H.), Propozicije 4.1.2 i 1.1.4 zakljutak je
ocigledan.
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4.2 Lokalno konveksne topologije u B(H)

Neka je H realan Hibertov prostor. Slicno kompleksnom slucaju, predstavicemo sledece lokalne
topologije u B(H):

(1) slaba topologija ( operatora);

(2) jaka topologija ( operatora);

(3) jaka * topologija ( operatora)

(4) o - slaba topologija ( operatora) i ekvivalentna sa G(B(H ), T(H )) ;
(5) o - jaka topologija ( operatora) i ekvivalentna sa S(B(H ).T(H )) ;
(6) o -jaka * topologija ( operatora) i ekvivalentna sa s (B(H ),T (H )),
(7) Mekejeva' topologija T(B(H),T(H));

(8) uniformna topologija (operatora).

Sli¢no dokazima u kompleksnom slucaju i na osnovu dualne teorije, imamo sledece.

Propozicija 4.2.1.

Neka je H realan Hilbertov prostor i f linearna funkcionela na B(H).
(1) Akojef o(B(H), T(H)) - neprekidna, onda postoji jedinstveno a € T'( H ) tako da vazi

f(b)ztr(ab), VbeB(H)

i postoje {&,}.{m,} < H sa 2, (|¢,

? 4 ||77n ||2 ) <+oo tako da vazi

F(0)=X(b,m,). ¥b B(1),

Stavige, akoje f >0 (tj. f(b*b) >0,Vhe B(H)) , onda moZemo uzeti da je

é:n = 7711 > vn'
(2) Ako je fslabo neprekidno ili jako neprekidno onda postoji jedinstveno v € F (H ) tako
da vazi

f(b)=tr(bv),VvbeB(H)

i postoje &,....&, i 7y,...,17, € B(H ) tako da vazi

f(b)=2(b&.n,),VbeB(H).

i=l1

! George Mackey (1916-2006) americ¢ki matematicar
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Stavige, ako je £ >0, ondaje v >0ili mozemo uzetidaje & =7, ,1<i<n.

Teorema 4.2.2.
Odnosi izmedu topologije (1) - (8) su sledeci:

top.3) D top.2) D top.1)
N N N
top.8) D top.7) D top.6) D top.5) D top.4)

gde je,,o“ finija.
Stavise, u svakoj ograni¢enoj lopti od B(H), imamo top.1) ~ top.4) ~ top.2) ~ top.5.) ~ top.3) ~
top.6).

Napomena : VideCemo top.6) ~top.7) u svakoj ograni¢enoj lopti od B(H) ( videti kraj Odeljka
4.3).

Posledica 4.2.3.

Neka je f linearna funkcionela na B(H).
Tada su slede¢i iskazi ekvivalnetni:
(1) fje G(B(H),T(H ) - neprekidna ;
() fje s(B(H),T(H)) - neprekidna;
3) fies (B(H),T(H)) - neprekidna;

(4) f je (B(H),T(H)) - neprekidna;

(5) f je slabo neprekidna na svakoj ograni¢enoj lopti od B(H);
(6) f je jako neprekidna na svakoj ograni¢enoj lopti od B(H);
(7) f jejako * neprekidna na svakoj ogranic¢enoj lopti od B(H).

Propozicija 4.2.4.

Neka je K konveksan podskup od B(H).

(1) Slede¢i iskazi su ekvivalentni:

(i) K je J(B(H),T(H))—zatvoren;
(i)  Kje s(B(H),T(H))- zatvoren;
(i)  Kije s (B(H),T(H)) - zatvoren;
(iv) K je T(B(H),T(H))- zatvoren;

(v) K N AS je slabo zatvoren, VA >0;
(vi) K N AS jejako zatvoren, VA >0;
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(vii) K N AS jejako zatvoren, gde je S zatvorena jedini¢na lopta od B(H).

(2) K je slabo zatvoren ako i samo ako je K jako zatvoren.

Posmatrajmo topolosku restrikciju sa B(H,) na B(H).

Propozicija 4.2.5.

Neka je H realan Hilbertov prostor. Onda je
(top.j) u B(HC) |B(H) ~top.j)u B(H),
tj.
a, — 0 u odnosu na top.j) u B(H),
a, = 0 u odnosu na top.j) u B(,),
gde mreza {q,} c B(H)i j=1,2,..8.
Dokaz : Dovoljno je pokazati da zakljucak vazi za Mekejevu topologiju (top.7)). Primetimo

sledecu ¢injenicu.
Ako je E G(T(Hc),B(Hc )) - kompaktan podskup od T(HC) , onda su

ReE:{aeT(H)| postoji b € T(H) tako da (a+ib)eE},

ImE = {b € T(H)| postoji a e T(H) tako da (a +ib) € E}
O'(T(H),B(H)) - kompaktni podskupovi od T(H) i

ReE+iImE:{(a+ib) |aeReE,beImE} je O'(T(HC),B(HC)) - kompaktan podskup od
T(H, )koji sadrzi E.
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4.3 DZon fon Nojmanova dvostruka komutatorska teorema

Definicija 4.3.1.

Neka je H realan Hilbertov prostor. * podalgebra M od B(H) se zove realna VN (Von Neumann)
algebra (na H) ako je

M=M",

gdeje M'= {b € B(H)|ba =ab,Va e M} (komutant od M) i M"=(M")' (dvostruki komutant od M).
Ako je E podskup od B(H) i M najmanja realna VN algebra koja sadrzi £, onda se M zove realna
VN algebra generisana sa E. Jasno, M = ﬂ{N |N realna VNalgebrana HiE c N } .

Napomena: Neka je M #* podalgebra od B(H) i M=M+iM. Jasno, M =M"'+iM"i
M!=M"+iM". Dakle, M je realna VN algebra na H, ako i samo ako, je M. VN algebra na
H, =H+iH.

Slicno kompleksnom slucaju i na osnovu dualne teorije, imamo sledece.

Propozicija 4.3.2.

Neka je H realan Hilbertov prostor.

(1) Ako je E podskup od B(H), onda je (E UE *) realna VN algebra i realna VN

algebra generisana sa E je (E UE *)

Specijalno, komutant svake realne VN algebre je realna VN algebra.
(2) Ako je M realna VN algebra na H, tada je M slabo zatvoren i M je dualni prostor

realnog faktor Banahovog prostora M. =T (H)/M , gde je
M, ={aeT(H)|tr(ab)=O,VbeM}.

(3) Akoje {M 1} familija realnih VN algebra na H, onda je M =(1,M, takode realna
VN algebrai M’ je realna VN algebra generisana sa U, M .
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Propozicija 4.3.3.

Neka je M realna VN algebra na realnom Hilbertovom prostoru 7 i M, =M +iM . Onda je
operacija ”-*“ slabo neprekidna ili O'(M M. ) - neprekidnau M, M je O'(M oM. ) - zatvorena
uM,,i

M. =M. +iM.
je kompleksifikacija od M..

Dokaz : Na osnovu Propozicije 1.1.11, imamo
<)_C§c’770>:<77c’x§_c> ? VXEMC’ gc’ﬂc EHC'

Zato je operacija ’-“ u M slabo neprekidnai M = {x eM, |)_c = x} je slabo zatvorenau M, .

Kako je 1 (Xt) :tr(x;) , VxeM,, teT(H,)sledi da je operacija ”-“ u M, takode O'(MC,MC* ) -

neprekidna. Prema Propoziciji 1.1.5

MC* =N+IN

je kompleksifikacija od N, gde je M . =T (H,)/ M, i Nz{feMc* ‘fzf} je a(MC,MC*)-

zatvoreno u M. Jasno, M, =M 6 +iM, . Zato je ]7=?+Mdako je f=t+M,_ , gde je
teT(HC).Kakoje T(Hc)zT(H)+iT(H),imamo

N={t+M,,|teT(H)}.
Na osnovu M, =T(H)/ M, dovoljno je da dokaZzemo

e+, || =e+ M,

,VieT(H)
tj.

inf{”t +b+ ic||1

beeM, |=inf{|t+b| [peM, |, vieT(H).

Na osnovu Propozicije 4.1.5, T(H,)=T(H)+iT(H) je kompleksifikacija od T(H) u |- -
Zato je,

|t +b+ic|, > ¢+
e+, || =]+ M,

L VteT(H),bceM, (cT(H))i
,VteT(H).
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Propozicija 4.3.4.

Neka je M realna VN algebra na realnom Hilbertovom prostoru H i
P(M)= {p € M‘p* =p= pz} (podskup svih projekcija u M).
(1) P(M) je kompletna mreza u odnosu na relaciju inkluzije, tj. ako je
{p/|l € A} = P(M),tada je sup, p, i inf, p, € P(M). Stavise,

sup p; =(“jako™)—lim sup p,
leA leF

= projekcija sa H na [U p,H}

leA

inf p, = (“jako™)-lim . inf
inf p, = (*jako”)-lim inf p,

=projekcijasa Hna () p,H,
leA

gde je F proizvoljan kona¢an podskup od A .
(2) Neka a € M ineka je a = vk polarna dekompozicija od a. Onda v,k € M. Specijalno,

projekcija vv”sa H na aH je u M.
(3) Nekaje a =aeM ia= J'/‘tdel spektralna dekompozicija od a. Onda e, e M,VAeR.

Specijalno,

[P(M)] =My,
gde je [P(M )] zatvorenje norme (realnog) lineala od P (M ).
4 M=M;+M My=M _-M,=[M,] (realni linecal od M,), gde je

M, = {a eM |a > 0} (podskup svih pozitivnih operatora u M).

Dokaz:
(1) Ocigledno je ako posmatramo zakljucak u M..

(2) Naosnovu Teoreme 1.2.5, v,he B(H)\M =M .
(3) Naosnovu Teoreme 1.2.4, e, e B(H)\M,=M,V1eR.
(4) Zbog spektralne dekompozicije, mozemo videti daje M, =M, - M, .

Propozicija 4.3.5.

Neka je M realna VN algebra na realnom Hilbertovom prostoru H i
U(M) = {u eM ‘u*u —uu = 1} (podskup svih unitarnih operatora u M).
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(1) Neka je a € M normalno, tj. a'a = aa” . Tada postoji spektralni par {e1 (‘),e2 ()} (videti
Definiciju 1.2.1.) u M tako da vazi

a= j Rezdel(z)—_[ Im zde, (z)
o(a) o(a)

| Imzde (z)= [ Rezde,(z)=0
o(a) o(a)

(2) (Realni) lineal [U (M )J od U(M) (* podalgebra od M) je gust u odnosu na normu, u M

[U(m)]=m
Dokaz: (1) Neka je
a= _[ zde(z)
o(a)

spektralna dekompozicija od a. Tada e(-) €M, =M +iM . Sada zakljucak sledi na osnovu
Teoreme 1.2.3.

(2) Na osnovu Leme 3.1.3, imamo

UM)oMy.
S druge strane, ako p € P (M ) onda je

p:%(2p—1)+%e[U(M)j|.

Dakle, P(M) c [U(M)] . Sada na osnovu Propozicije 4.3.4 (3) imamo

[U(M)]=M .

Napomena. Rezultat ” [U (M )] =M “ je vazan. Za svaku kompleksnu VN algebru N, imamo
N= [U(N)} (kompleksni lineal od U (N)). Ali, za realnu VN algebru M, [U(M)J CMu
opstem slu¢aju. Na primer, M =L” ([0,1]) na H=1I ([0,1]) .
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Definicija 4.3.6.

Neka je M realna VN algebra. Z = Z(M) =M (\M' se zove centar od M. Ako je Z =R, onda se

M zove realni faktor. Jasno, Z, =Z +iZ je centar VN algebre M, =M +iM i M je realan faktor
ako 1 samo ako je M. faktor.

Propozicija 4.3.7.

Neka je M realna VN algebra na realnom Hilbertovom prostoru H, p € P(M ) 1 Z je centar od M.
(1) M,=pMp i M, =Mp sudve realne VN algebre na realnom Hilbertovom prostoru pH i

(M,) =M,

)M, NM ., =Z,. Specijalno, ako je M realan faktor ondasu M, i M takode realni faktori.
Dokaz: (1) Na osnovu rezultata u kompleksnom slucaju,

pM_.p=pMp+ipMp i M. p=Mp+iMp

su dve VN algebre na pH, =pH +ipH i (pM, p)' =M p. Sada, prema Napomeni posle

Definicije 4.3.1, M, 1 Ml', su dve realne VN algebre na pH i (Mp )' =Mp.

(2) Sli¢no kompleksnom slucaju.

Napomena. Kako je [U (M ):l G M generalno, ne mozemo direktno ,,kopirati“ dokaz u

kompleksnom slucaju.
Sli¢no kompleksnom slu¢aju, imamo sledece.

Teorema 4.3.8. (DZon fon Nojmanova' dvostruka komutatorska teorema)

Neka je H realan Hilbertov prostor i M * podalgebra od B(H ) . Onda je M realna VN algebra na
H ako i samo ako 1€ M i M je slabo zatvorena.

Sada ¢emo posmatrati topologije u realnoj VN algebri. Neka je M realna VN algebra na realnom
Hilbertovom prostoru H. Kako je M = (M* )* ,gdeje M, =T (H ) / M |, mozemo uvesti sledece
topologije u M: o(M,M.), s(M,M.), s"(M,M.) i Mekejevu topologiju 7(M,M.). Jasno,

imamo sledece relacije:

! John von Neumann (1903-1957) madarsko-ameri¢ki matematicar

68



Andrijana Stamenkovic Osnovi realne DZon fon Nojmanove algebre

o(M,M.)~o(B(H),T(H))|M,
s(M,M.)~s(B(H),T(H))M,
s"(M,M.)~s"(B(H),T(H))|M,
r(M,M.)c B(H (H))|M .

Sli¢no kompleksnom sluaju, jos uvek ne znamo da li je 7(M,M. )~ T(B(H),T(H))‘M ?

Stavise, na osnovu Propozicije 4.3.3 i sli¢no dokazu Propozicije 4.2.5, imamo

o(M,M.)~o(M,M.)M,
s(M,M.)~s(M_,M.)M,
s (M,M.)~s" (M, M, )M,
t(M,M.)~7t(M,,M.)M .

Kako je ¢(M,,M.)~s (M, M,) u svakoj ogranienoj lopti od M, takode imamo
r(M,M.)~s (M,M.) usvakoj ograni¢enoj lopti od M .

4.4 Kaplanskijeva teorema o gustini, tenzorska proizvod komutatorska
teorema i poredenje projekcije

Teorema 4.4.1. (Kaplanskijeva' teorema o gustini)

Neka je H realan Hilbertov prostor, N,M dve * podalgebre od B(H)i N < M . Ako je N slabo
gust u M, onda (N), je T(B(H),T(H)) -gustu (M), gde su (N), i (M), zatvorene jedini¢ne
lopte od N, M, respektivno.

Dokaz: JasnoN,=N +iN je slabo gust u M_=M +iM . Onda na osnovu Kaplanskijeve
teoreme o gustini u kompleksnom slucaju, (N,) je T(B(Hc),T(HC)) - gust u (M), .
Specijalno, za svako ae M sa |a|| <1 postoji mreza {a, +ib} = (N,), tako da (a,+ib)—>a u
7(B(H,),T(H,)), gde a;,b, € N,VI. Lako je videti da a,~>a u 7(B(H),T(H)). Stavise,

la] <[, + it <1.v1

! Irving Kaplansky (1917-2006) kanadski matematicar
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Posledica 4.4.2.
Neka je H realan Hilbertov prostor i M * podalgebra od B(H ) .

1) Zatvorenja od M za top.1),...,top.7) su jednaka.
2) Ako 1eM , onda je M realna VN algebra < M je G(B(H),T(H)) - zatvorena <

(M), je slabo zatvorena.

Neka su H, i H, dva realna Hilbertova prostora. Sli¢no kompleksnom slucaju, moZemo
konstruisati realan Hilbertov prostor H, ® H,, tenzorski proizvod od H, i H, . Lako je videti da
vazi

(H,/®H,), =(H,) ®(H,),
.
H ®H, +iH, ®iH, =(H, +iH,)®(H, +iH,).

Sada, neka je M realna VN algebrana H ,,j=1,2.

Realna VN algebrana H, ® H, generisana sa
{al ®a2‘aj eMj,j=1,2}

se zove tenzorski proizvod od M, 1 M, , oznaceno sa M,®M, , tj.

"

MléM2 ={a1 ®a2‘aj eMj,jzl,Z}
Kako je

!

(M, +iM,) =M +iM ,j=1,.2.

(M, +iM,)® (M, +iM,) = (M, &M, ) +i( M,®M, ),

na osnovu teoreme o tenzorskom proizvodu u kompleksnom slucaju, sledi

(M, @M, ) +i(M, @M, ) =(M, +iM, )/ ®(M, +iM, )'

= (M{+iM)®(M; +iM}) = (M@M} ) +i(M{@M;)
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Dakle, imamo sledece.

Teorema 4.4.3.

Neka je M, realna V'N algebra na realnom Hilbertovom prostoru H;, j=1,2. Onda je

(M,0M,) =M @M,
na H ®H,.

Sli¢no kompleksnom sluc¢aju, takode imamo sledece.

Propozicija 4.4.4.

Neka su H; i H, dva realna Hilbertova prostora.

(1) Ako je M; realna VN algebra na H; i Z; centar od M;, j=1,2 onda je Z = ZI@Z2 centar od

M, M , - Specijalno, tenzorski proizvod dva realna faktora je opet realan faktor.
(2) Neka su M;, N; dve realne VN algebre na H,, j=1,2. Onda je

n

((M, am,)U(N,@nN, )) =(M,UN,) ®(M,UN,)

(M, @M, )N (N, ®N, ) =(M, N N,)®(M, NN,).

Definicija 4.4.5.

Neka je M realnaVN algebra na realnom Hilbertovom prostoru Hi p,q € P(M). Za p i g kazemo
da su ekvivalentni (u odnosu na M) 1 oznaci p~gq, ako postoji ve M tako da je v'v=p i
vU" =q; pslabije od ¢, u oznaci ¢ = p ako postoji € P(M) takodaje p~r i r<gq.

Stavise, za svako peP(M), postoji minimalna centralna projekcija c¢(p) u M tako da je

p <c(p). U stvari, c(p) je projekcija iz H na [MpH ] . ¢(p) se zove centralni pokrivac od p.

Sli¢no kompleksnom slu¢aju, imamo sledece.

Propozicija 4.4.6.

Neka je M realna VN algebra.

(1) Neka su {p;},_, i {q,}, ,dve ortogonalne familije projekcije u M i p,~¢q,, VieA.
Ondaje p=3.p ~q=2.4,-

leA leA

(2) Neka p,ge P(IM) i p=q,q*=p.Ondaje p~q.
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(3) Neka p,qe P(M) i g*>= p, onda je c(p)<c(q). Specijalno, ako je p~g¢g onda je
c(p)=c(q).

(4) Neka p,qe P(M) i g < p.Onda je centralni pokriva¢ od gu M ,, c¢(q)p.

Na osnovu dokaza u kompleksnom slucaju, uzimajuéi da je [U M )] =M (videti Propoziciju
4.3.5(2)) i Teoreme 4.4.1, imamo sledecu sli¢nu teoremu.

Teorema 4.4.7.

Neka je M realna VN algebra p,q € P(M). Onda postoji centralna projekcija ze M tako da vazi
pz=qz 1 q(l-z)= p(1-2).

Na osnovu dokaza u kompleksnom slu¢aju i Teoreme 4.4.3, imamo sledece.

Teorema 4.4.8.
Neka je { V2 |l € A} ortogonalna familija projekcija u M tako da vazi
p~pr,VLl'eAi) p=1.
7
Onda je
M=M,®B(K),

gde je p~ p,,VI, K je realan Hilbertov prostor sa dimK=#A =" znaci prostorno * izomorfno,
tj. postoji unitarni operator u iz Hna pH ® K tako da vazi

uMu” =M ,®B(K).
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4.5 Pozitivne linearne funkcionele

Definicija 4.5.1.

Neka je M realna VN algebra. Za linearnu funkcionelu p na M kazemo da je pozitivna i
oznacavamo sa p =0, ako je p(a)=0, YaeM, 1 p(b)=0, Vb =-beM, . Jasno, ako je

>0 na M, ondaimamo p(a’)= p(a), Vae M ivazi Svarcova nejednakost:

lp(va)[ < p(a’a) p(bb).Vabe

i p,>0 na M,, gde je p, prirodno progirenje od p na M, =M +iM. Kako je p, e M, i

= p.(1)= p(1), sledi na osnovu Propozicije 1.1.4,da pe M i ||p|| =p(1).

Pe
Stavise, ako je ¢ >0 na M, ondaje p>0 na M, gde je

p(a)=Rep(a),YaeM ,tj. p= Re((0|M) .

Definicija 4.5.2.

Neka je M realna VN algebrai p >0 na M. Za p kaZzemo da je normalno ako je
sup pla)= p[Slllp a,j

za svaku rastu¢u mrezu {al} oM,

za p kazemo da je realno normalno stanje ako je p normalno i || p|| =p()=1;

za p kazemo da je kompletno aditivno, ako je

p(;pzj =2r(p)
za svaku ortogonalnu familiju { Pz} projekcije u M.

Teorema 4.5.3.

Neka je M realna VN algebrai p >0 na M. Tada su sledeci iskazi ekvivalentni:

1. peM.,tj.pje o(M,M.) - neprekidno.

2. pje normalno.
3. pje kompletno aditivno.

Specijalno, ako je p normalno ili kompletno aditivno na M, onda je p, normalno ili

kompletno aditivno na M..
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Sada, neka je M realna VN algebra na realnom Hilbertovom prostoru H i p realno normalno

stanje na M. Onda je p, normalno stanje na M.. Ako je L= {a eM‘p(a*a) = 0} levo jezgro od

p,ondaje L, =L+iL levo jezgro od p, . Lako je videti da vaZi

(1200, )= (0 1 L.0)) (0 1 L)

gde su <,> i <,>c unutra$nji proizvodiu M /L i M_/ L, indukovani sa pi p, respektivno. Onda

mozemo videti da je

{ﬂ'p[ =7, +l7Z'p,HpC =Hp +1Hp} R

gde je {7[ o H p} * reprezentacija od M indukovana sa p i {7: oo pc} * reprezentacija od M,

indukovana sa p, .
Neka je S, prostor realnih normalnih stanja na M i

(7=, H=®, H,|

pes,z,

Tvrdimo da je {7,H} zadovoljeno.

U stvari, ako je 72'(61)20 zaneko a € M , onda je
<7r(a*a)1p,1p>=p(a*a)=0,VpeSn.

Dakle, imamo tr(a*at) =0,VteT(H), 1 tr(a*ah) =0,Vh" =heT(H). Na osnovu definicije o

tragu, lako je videti da vazi

tr(a*ak) = tr(aka*) =0,Vk" =—k eT(H).

. . * .
Dakle, moramo imati ¢ a=01a=0.
Naravno, {ﬁ,H } se moze prirodno proSiriti na zadovoljenu * reprezentaciju od M,. Dakle, imamo
sledece.

Propozicija 4.5.4.

Neka je M realna VN algebra i S, prostor realnih normalnih stanja na M. Otuda je, za svako
pES,, * reprezentacija {7[ o H p} od M indukovana sa p (GNS konstrukcija), o - o neprekidna,

7,(M) je realna VN algebra na H, i HﬁpHSI. Stavise, {75:@ HZ@peS"Hp} jeoc-o

PES T,

neprekidna, izometri¢na, zadovoljena * reprezentacija od M.

74



Andrijana Stamenkovic Osnovi realne DZon fon Nojmanove algebre

Lema 4.5.5.
Neka f e M. Pretpostavimo da postoji a eM, , sa ||a|| <1li ||f|| = f(a).Ondaje f>0.

Dokaz: Na osnovu Propozicije 1.1.4,

f. =|| f ||= f(a). Sada, na osnovu rezultata iz
kompleksnog slucaja, f, >0 na M,. Dakle, />0 na M.
Drugi dokaz je direktan. To je slede¢e. Na osnovu 0<a <1, imamo —-1<2a-1<1. Kako je

F<|f|=f(a) sledi daje
|7]< 7 (a)=f(1-a)= 7 (2a-1)<]/]
Dakle, f(1-a)=01i f(1)=f(a)=|/]-
Za svako be M, tvrdimo da je f (b)le >0. U stvari, moZemo pretpostaviti da je || f ||=1 i
0<bh<1.0Ondaje

12[1-p||2|f(1-b)|=|1-4] i 420,

Sada, za ¢ =—ceM moramo dokazati da je f(c)=0.Nekaje f(c)=u(eR)i|f]|=1.Onda
je

1

[t s =| 1 e+ )<+ 2= (Jef +4°

A +2Au+ P <A? +||c||2,v/1€]R.

Dakle, f(c)=u=0.

Na osnovu Leme 4.5.5 i sli¢no kompleksnom slucaju, imamo sledece.

Teorema 4.5.6.

Neka je M realna VN algebra i ¢ € M.. Onda postoji jedinstveno @ € M, sa >0 i jedinstveno
veM tako daje

p=Roivv=s(o),
gde je R,w(a)=w(av),YaeM i s(w) jenosas od @, tj.

1—s(a))=sup{p|p eP(M),a)(p)=0} .
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Napomena: Jedinstveni prikaz ¢ =R @ se naziva polarna dekompozicija od ¢, @ se naziva

apsolutna vrednost od ¢ i oznacava sa |(/7| .

Za linearnu funkcionelu ¢ na M kazemo da je hermitska, ako je ¢@=¢ , ftj.

(p(a*)zgo(a),VaeM ili ¢7|MK =0. Oznacimo M*HZ{(/)EM*

pZO}.

o=l i
M*+:{pEM*

Teorema 4.5.7.

Neka je M realna VN algebrai ¢ € M.,, . Onda postoji jedinstveno ¢, € M, tako da je
o=0.—0_ilel=lo.|+lo-]-

Specijalno, M,, =M, —M,, = [M*+ ] (realni lineal).

Dokaz: Ako ¢, 1 ¢ zadovoljava naSe uslove, onda vazi

¢)c = ¢+c _(o—c *

Prema Propoziciji 1.1.4, jedinstvenost sledi na osnovu kompleksnog slucaja.
Jasno, ¢, je hermitska na M _. Dakle, na osnovu kompleksnog slu¢aja imamo jedinstveno

P..P. €M . 1 p, >0 tako da vazi

v.=p, = p- i o] =lel=lo.]+ o]

Neka je ¢, :Re(pi|M). Onda vazi ¢, e M.,

o.|=Rep.(1)=p.()=p.] i p=p, - 0.

Napomena : Jedinstveni prikaz ¢ = @, —@_ se naziva ortogonalna (ili Zordanova) dekompozicija

od . Stavise, za svaku kompleksnu VN algebru &, imamo N, = [N*+] (kompleksni lineal).
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Teorema 4.5.8. (Radon'-Nikodimova’ teorema)

Neka je M realna VN algebra, ¢,y e M. i ¢ > >0. Tada:
(1) Postoji t, € M sa 0<t,<1 tako daje y(a)=9(tyat,),VaeM .

1 .. .
(2) Za svako ﬂzg,postop heM sa A2h=0 takodaje y(a)=¢(ha+ah),NaecM .

Dokaz:

(1) Sliéno kompleksnom slucaju.
(2) Na osnovu kompleksnog slucaja, postoji & =h,k" =—k € M tako da vazi A>h+ik>0

i y/(a):go(a(h+ik)+(h+ik)a), VaeM . Dakle vy(a)=¢(ha+ah),VaeM i
A>2h>0.

4.6 o - Konacne realne VN algebre

Definicija 4.6.1.

Za realnu VN algebru kazemo da je o-kona¢na ako je svaka ortogonalna familija ne-nula
projekcija u M prebrojiva.

Sli¢no kompleksnom slu¢aju, imamo sledece.

Propozicija 4.6.2.

Neka je M realna VN algebra na realnom Hilbertovom prostoru. Tada su sledeci iskazi
ekvivalentni:

(1) M je o-konacna.

(2) M sadrzi odgovaraju¢i niz separacije {fn} vektora u H, tj. ako aeM i ako je
aé, =0, Vn, tada je a=0.

(3) M’ sadrzi cikli¢an niz {,} u H, . [a'nAa'eM',n] je gust u H.

(4) Postoji prostor zadovoljenih realnih stanja na M.

' Johann Radon (1887-1956) austrijski matemati¢ar
2 Otto Nikodym (1887-1974) poljski matematicar
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Propozicija 4.6.3.

Neka je M realna VN alebra na realnom Hilbertovom prostoru H.
(1) M je o-konacna ako i samo ako je M, =M +iM o-konacna.

(2) Ako je M, separabilna onda je M o-konaéna. Specijalno, ako je H separabilan onda je M
o-konacna.
(3) Ako je M Abelova i o-konacna onda M sadrzi vektor separacije.

Dokaz:

(1) Neka je M o-kona¢na. Tada M sadrzi odgovarajuéi niz separacije {&,} < H . Jasno, {, }

je takode razdvajajuc¢i za M.. Dakle, M. je o-konacna. Dokaz u suprotnom smeru je
ocigledan.

(2) Kakoje M . =M. +iM.,sledidaje M . separabilna. Dakle, M. i M su o-konacne.
(3) Sli¢no kompleksnom slucaju.

Propozicija 4.6.4.

Neka su M, N o-konacne realne VN algebre na realnim Hilbertovim prostorima H, K respektivno.
Ondaje M®N o-konatnona H ® K .

Dokaz: Jasno, (M ®N ) =MCéNC je o-kona¢na. Dakle, M ®N je o-kona¢no.
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ZAKLJUCAK

U ovom radu postavili smo osnove realnih operatorskih algebri i dali sistematsku diskusiju za
realne operatorske algebre.

Opisali smo razlike izmedu kompleksnog i realnog slucaja, naglasili operaciju
Takode, dali smo uvod u realne operatorske algebre.

U odeljku 1.1 bavili smo se kompleksifikacijom realnih Banahovih prostora i realnih Hilbertovih

prostora. Stavili smo ||§+iy||=||§—iy||,v.§,y, tj. operacija “-” je izometrija, dok smo se u

[T3%3]

odeljku 1.2 bavili spektralnom dekompozicijom u realnim Hilbertovim prostorima.

Poglavlje 2 sadrzi kompleksifikaciju realnih Banahovih algebri, spektar, deljive realne Banahove
algebre, radikal, Arensove proizvode, Abelov slucaj, itd. Kompleksifikaciju realne Banahove
algebre izabrali smo tako da bude kompleksna Banahova algebra, a operacija“-” 1 dalje
izometrija. Spektar elementa definisali smo u kompleksifikaciji i uzeli da je simetriCan u
odnosu na kompleksno konjugovanje. U tvrdenju 2.4.6 dali smo osnovnu <injenicu

(O'(x) NR= {0} ,Vxe R(A)) i koristili je kasnije. U odeljku 2.7 dali smo Gelfandovu teoriju za
komutativne realne Banahove algebre. Tacnije, bavili smo se opstim sluajem (sa i bez
identiteta).

Poglavlje 3 je o realnim Banahovim * algebrama. U Lemi 3.1.3 dali smo osnovnu informaciju

([U (A)] o4, ) . Sto se ti¢e komutativnog slu¢aja, Teorema 3.2.3 je sli¢na kompleksnom slucaju,

ali morali smo dodati hermitski uslov. U odeljcima 3.3, 3.4 i 3.5 radili smo GNS konstrukciju,
* reprezentacije 1 * radikal. U odeljku 3.6 bavili smo se simetricnim realnim Banahovim
algebrama. Tacnije, dali smo odgovarajucu formu Ptakove teorije u realnom slucaju.

Poglavlje 4 su osnove realnih Dzon fon Nojmanovih algebri. Dali smo vaznu teoremu o DZon fon
Nojmanovom dvostrukom komutiranju, Kaplanskijevu teoremu itd.
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