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Generativne funkcije

Predgovor

U ovom master radu se prezentuje metod generativnih funkcija, mocne
tehnike koja se mozZe primenjivati u raznim matematic¢kim oblastima. Ovde ¢e pre
svega, akcenat biti na koris¢éenju generativnih funkcija u kombinatorici.

Ideja potiCe od de Moavra (Abraham de Moivre), od oko 1720. godine, koji je
upotrebio generativne funkcije za izvodenje formula za Fibonacijeve brojeve. Ojler
(Leonhard Euler) ih je sistematski koristio od 1741. godine u svojim istrazivanjima u
teoriji brojeva. Laplas (Pierre Simon Laplace) je, takode, razvio metod generativnih
funkcija u svom klasi€nom radu “Theorie analytique des probabilities” (1812. god.).
Prioritet otkrica generativnih funkcija, medutim, po svemu sudeéi dele Bernuli (Jakob
Bernoulli) i Stirling (James Stirling).

U uvodnoj glavi rada dat je kratak pregled neophodnog predznanja iz
kombinatorike, a zatim i osnovne definicije koje se tiCu generativnih funkcija. Prvo se
razmatraju generativne funkcije kao proizvodi polinoma koji generiSu konacne nizove
i nacCin prikazivanja nizova pomocu funkcija. Opisano je kombinatorno znacenje
binomne teoreme i dobijanje generativnih funkcija €iji su koeficijenti kombinacije bez
ponavljanja reda k u skupu od n elemenata. Opisane su i transformacije
beskonacCnih nizova u funkcije i obrnuto, kao klju¢ni korak u konstruisanju
generativnih funkcija beskonac¢nih nizova, a zatim i uopstenje binomne teoreme i
dobijanje generativnih funkcija Ciji su koeficijenti kombinacije reda k u skupu od n
elemenata, sa ponavljanjem. Zatim se uz pomo¢ odredenih transformacija nad
opisanim generativnim funkcijama, dobija i generativha funkcija za reSavanje
kombinatornih problema u kojima je bitan poredak elemenata, odnosno
eksponencijalna generativna funkcija, posebno pogodna za reSavanje problema u
kojima se javljaju varijacije elemenata.

U drugoj glavi govori se o operisanju generativnim funkcijama. Dati su primeri
konstruisanja generativnih funkcija za zadate nizove, pomoc¢u opisanih operacija i
ve¢ poznatih generativnih funkcija. Npr. objasnjeno je kojim nizovima odgovaraju
generativne funkcije dobijene sabiranjem, mnoZenjem, transliranjem ¢&lanova,
mnozenjem konstantom, smenom promenljive, diferenciranjem, integracijom i
prelaskom na niz parcijalnih suma, za funkcije koje odgovaraju nekim vec¢ poznatim
nizovima. Ovi postupci bi¢e potkrepljeni velikim brojem primera.

Treéa glava sadrzi brojne primene generativnih funkcija. Prikazano je kako se
koriste generativne funkcije kao tehnika za reSavanje kombinatornih problema, prvo
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problema vezanih za kombinacije elemenata, potom problema prebrajanja u kojima
je bitan poredak elemenata. Primenice se generativne funkcija na odredivanje
Clanova nizova zadatih rekurentnim relacijama, najpre linearnim a zatim i drugih
tipova: Fibonacijevih brojeva, harmonijskih brojeva, Katalanovih brojeva itd. Takode,
data je i primena na racunanje broja particija datog prirodnog broja (rastavljanja na
sabirke). Na kraju, pojavljuje se i primer primene na izraCunavanje matematickog
oCekivanja diskretne promenljive u teoriji verovatnoce, kao i neke primene na
zadatke koji su se pojavljivali na matematickim takmicenjima srednjoskolaca.

Ana Bogdanovi¢
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1. Uvod

1.1. Osnovne tehnike prebrojavanja

Kombinatorika je matematicka disciplina koja prouc€ava diskretne skupove i
strukture. Povezana je sa mnogim drugim granama matematike, poput algebre,
teorije verovatnoce, geometrije, kao i sa raznim oblastima u raCunarstvu, a osim
toga, njeni principi i logika korisni su u svakodnevnom Zivotu. Re¢ kombinatorika
nastala je od latinske re€i combinare Sto znaci slagati. Termin "kombinatorika” potice
od Lajbnica (Gottfried Leibniz) u njegovom radu "Dissertatio de Arte Combinatoria”
iz 1666. godine, koji, zajedno s Bernulijem (Jakob Bernoulli), razvija kombinatoriku u
savremenu matemati¢ku disciplinu, mada su se kombinatorni problemi javljali i
ranije. Kombinatorika je oblast matematike u neprestanom i brzom razvitku, a jedan
od osnovnih i najvaznijih problema kojima se bavi kombinatorika svakako je
prebrojavanje (enumeracija) skupova. Veoma moc¢na metoda prebrojavanja koja se
nije razvijala uz “tradicionalnu” kombinatoriku, ve¢ je svoju primenu naSla u
modernijoj istoriji kombinatorike, jeste metoda generativnih funkcija, o kojoj ¢e u
ovom radu biti reci. Bi¢e objasnjeno na koji nacin funkcioniSe i gde se sve moze
primeniti, ne samo kao tehnika prebrojavanja, nego i kao tehnika za reSavanje
mnogih drugih problema. Ali pre svega, definiSimo neke osnovne pojmove
kombinatorike i osnovne metode prebrojavanja. U daljem toku rada videéemo da se
do istih rezultata dolazi i pomocCu generativnih funkcija.

Kod nekih kombinatornih problema, odnosno prebrajanja izbora elemenata,
bitan je poredak u kojem se elementi nalaze, i u tom slu€aju govorimo o uredenom
izboru elemenata. Takode, treba obratiti paznju i na to da li je, ili nije dozvoljeno
ponavljanje elemenata.

Definicija 1.1.1. Neka je X n-toclani skup, n € N. Permutacija skupa X je bilo koja
uredjena n-torka razli€itih elemenata iz tog skupa.

Teorema 1.1.1. Broj permutacija skupa od n elemenata je P(n) = n!.

Definicija 1.1.2. Varijacija k-te klase, bez ponavljanja, n-to€lanog skupa X, je bilo
koja uredjena k-torka razli€itih elemenata iz tog skupa.

Teorema 1.1.2. Broj varijacija k-te klase skupa od n elemenata je


https://sh.wikipedia.org/wiki/Matematika
https://sh.wikipedia.org/wiki/Algebra
https://sh.wikipedia.org/wiki/Teorija_verovatno%C4%87e
https://sh.wikipedia.org/wiki/Geometrija
https://sh.wikipedia.org/wiki/Ra%C4%8Dunarstvo
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Vink)=n(n—-1)-....(n—k+1).

Napomena 1.1.1. Ako nije posebno naglaseno, podrazumeva se da su u pitanju

varijacije bez ponavljanja, odnosno, svaki element iz skupa ucCestvuje najviSe jednom

u varijaciji.

Definicija 1.1.3. Varijacija sa ponavljanjem k-te klase n-to¢lanog skupa X, je bilo

koja uredena k-torka njegovih elemenata.

Teorema 1.1.3. Broj varijacija sa ponavljanjem k-te klase skupa od n elemenata je
V(n k) = nk.

Kada kod prebrajanja izbora elemenata, nije bitan poredak u kojem se
elementi nalaze, govorimo o neuredenom izboru elemenata. Kod neuredenih izbora
elementa, veliki zna¢aj imaju binomni koeficijenti. Binomni koeficijenti (Z) imaju veliki
broj primena i sasvim sigurno su jedan od najvaznijih kombinatornih pojmova.

Definicija 1.1.4. Neka je X skup, a k nenegativan ceo broj. Simbol (}) oznacava
skup svih k-to€lanih podskupova skupa X.

Definicija 1.1.5. Neka su n,k nenegativni celi brojevi, tako da je n > k. Binomni
koeficijent (7) je funkcija promenljivih n i k data pomocu

ny nn-Dm-2)..-(n—k+1) [[[Zg(n—1i)
(k)_ k(k—1)..-2-1 B k! '

Napomena 1.1.2. Posebne vrednosti binomnih koeficijenata su (§) =1, () =n,
() = 1. Ovu definiciju mozemo da prosirimo i na negativne vrednosti k i na vrednosti
k > n dogovorom da je (}) = 0,zasve k <0ik >n.

Lema 1.1.1. Faktorijelna reprezentacija. Za cele brojeve ni k, n > k > 0, vazi

n n!
(k) G

Lema 1.1.2. Uslov simetri€nosti. Za svaki ceo broj n > 0 i svaki ceo broj k vazi

(Z) - (n ﬁ k)'

Najvaznije svojstvo binomnih koeficijenata iskazano je u sledecoj teoremi.
Ona se Cesto naziva i Binomni razvo;.

Teorema 1.1.4. Binomna teorema. Za svaki nenegativni ceo broj n vaZzi
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G+t = z;o (Z) xfynk.,

(Ovo je jednakost dva polinoma sa promenljivama x i y, pa vaZzi za proizvoljne
vrednosti x i y ).

Definicija 1.1.6. Kombinacija k-te klase, bez ponavljanja, n-to¢lanog skupa X, je bilo
koji njegov podskup od k elemenata.

Teorema 1.1.5. Broj kombinacija k-te klase skupa od n elemenata je

n)_n(n—l)-...-(n—k+1)

Cln k) = (k k!

Napomena 1.1.3. Kao i kod varijacije, podrazmeva se da su u pitanju kombinacije
bez ponavljanja, ukoliko nije drugacije naglaseno.

Definicija 1.1.7. Kombinacija, k-te klase, sa ponavljanjem, n-to¢lanog skupa X, je
bilo koji multiskup sastavljen od ta¢no k, ne obavezno razliCitih, elemenata skupa X.

Teorema 1.1.6. Broj kombinacija sa ponavljanjem k-te klase skupa od n elemenata
je

n+k—1)=(n+k—1).

Cn, k) =( .

n—1
1.2. Generativna funkcija konaénog niza

Generativne funkcije su veoma koristan metod za reSavanje mnogih
problema, ¢esto kombinatorne prirode, ali ne i samo takvih. Osnovna ideja je da se
beskonaénom nizu brojeva dodeli odredena funkcija, tzv. generativna funkcija. Na taj
nacin se beskonatno mnogo brojeva niza, zamenjuje jednim objektom. Dakle,
generativne funkcije omogucéuju da se problemi nad nizom, prenesu na probleme
nad funkcijom, tako da se, dobro razvijeni matematicki aparat, za rad sa funkcijama i
stepenim redovima, moZe iskoristiti i za reSavanje kombinatornih problema.

Da bi se priblizio smisao generativne funkcije, a pre svega veza sa
kombinatornim problemima, posmatrajmo sledece jednostavne primere:

Primer 1.2.1. Neka su a i b dva objekta koji se mogu sabirati, mnoZiti realnim brojem
i mnoziti izmedu sebe (takvi objekti su, na primer, dva realna broja, dva kompleksna
broja, dva polinoma...). Razmotri¢emo sve moguce kombinacije, ta dva objekta.
Ocigledno, broj 1-kombinacija je dva, a broj 2-kombinacija od dva objekta je — jedan.
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Posmatrajmo sada funkciju f(x) = (1 + ax)(1 + bx) gde sabirak jedan znaci: objekat
a ne ucestvuje u kombinaciji, a sabirak ax: objekat a u€estvuje u kombinaciji.
Analogno vazi i za objekat b. Kada se zagrade izmnoze, dobijamo:

(1+ax)(1+bx) =1+ (a+ b)x + (ab)x?.

Koeficijent uz x je upravo "spisak” svih mogucih 1-kombinacija, a koeficijent uz x? je
jedina 2-kombinacija ova dva objekta.

Primer 1.2.2. Sli¢no je i kada posmatramo tri objekta a, b, c, sa istim svojstvima kao
u primeru 1.2.1.. Odgovarajuca funkcija bi bila:

fX)=0+ax)(1+bx)(1+cx) =1+ (a+ b+ c)x+ (ab + bc + ac)x? + (abc)x3.

Sabirci koeficijenata uz x, x2, x3 predstavljaju sve 1-kombinacije, 2-kombinacije, 3-
kombinacije od tri objekta, respektivno. Ako nas zanima samo broj kombinacija ali ne
i same kombinacije dovoljno je da prebrojimo broj sabiraka uz odgovarajuci stepen
x-a. U tom slucaju stavili bismo da je a = b = ¢ = 1, kada funkcija postaje f(x) =
(1+ x)3. To je funkcija koja razvijanjem po stepenima od x daje broj kombinacija
jednog, dva odnosno tri elementa u skupu od tri elementa.

U narednom tekstu bi¢e reci o polinomima i njihovom proizvodu, stoga sledi
nekoliko informacija s tim u vezi.

Opsti oblik polinoma je:
p(x) = ap + ayx + azx? + - + ayx™.

Ovo je polinom n-tog stepena, gde su ay,a4,a, ...a, Koeficijenti iz skupa realnih
brojeva. Dva polinoma se mnoze tako sto se svaki sabirak jednog polinoma mnozi
svakim sabirkom drugog polinoma i svi ti proizvodi se sabiraju. Ako su:

p(x) = ag + a;x + azx® + - + a,x"
q(x) = by + byx + byx? + -+ + by x™

dva polinoma, formula za koeficijent uz x*, u proizvodu p(x)q(x), gde je
0 < k <n+m, bibila

aobk + albk_l + -+ ak_1b1 + akbo.

Ovo je korisno zbog toga S$to nam Cesto treba samo koeficijent uz x na odredeni
stepen. Takode pri razvijanju proizvoda polinoma mozemo stati kada Clanovi predu
odredeni stepen, odnosno stepen x-a uz koji stoji koeficijent koji nam treba.

Posmatrajmo sad polinome zadate na slede¢i nacin: p(x) = Y xb i
q(x)=Zje]xf, I,] su konacni skupovi prirodnih brojeva. Koeficijenti u ovim



Generativne funkcije

polinomima su jedan ili nula. Za svaki prirodan broj r, broj uredenih parova (i,j) za
koje vazi i + j = r jednak je koeficijentu uz x" u proizvodu p(x)q(x). To proizilazi iz
¢injenice, da za svako (i,j) takvo da je i+ j =r, u proizvodu p(x)q(x) javlja se
xtxJ = x*J = x". Dakle koliko reSenja jednacinei +j =r ima, toliko se puta x”
javlja u proizvodu. Ovakva konstatacija moze se proSiriti na tri i viSe polinoma, a
njenu ilustraciju vide¢emo u primeru 1.2.5..

Sledi definicija generativne funkcije kona¢nog niza:

Definicija 1.2.1. Heka je aqa; ... a, konac¢an niz brojeva. Funkcija G(x) definisana na
sledeci nacin:

G(x) = ag+ a;x + azx? + -+ ax™
naziva se generativna funkcija niza (ay, a4, ..., ).

Kako izgledaju generativne funkcije pomocéu kojih reSavamo neke
kombinatorne probleme, pogledajmo u narednim primerima:

Primer 1.2.3. Na koliko se nacina pomocu jednog zlatnog, srebrnog i bronzanog
novcica od po jedan dinar, moZe platiti racun od dva dinara?

Cak i jednostavnim prebrojavanjem dobija se da je reSenje tri nadina.
Medutim, pokuSajmo da do reSenja dodemo i pomocu proizvoda:
(1+x)(1+x)(1+x), gde jedinica u prvoj zagradi znaci da nismo iskoristili zlatni
novCi¢, dok x ozna€ava da jesmo, isto vaZi i za preostala dva novcica i preostale dve
zagrade. Kako je

1+x)=1+3x+3x*+x3

zaklju¢ujemo da je trazeni broj nacina, koeficijent koji se nalazi uz x2, odnosno tri.
MozZemo redi, da je G(x) = (1 +x)3 =1+ 3x + 3x2 + x3, generativna funkcija niza
(1,3,3,1). Primetimo, da ova funkcija osim $to daje odgovor na koliko se nacina
moze platiti raun od dva dinara, kaze na koliko se nac¢ina moze platiti i raCun od
jednog, odnosno tri dinira. To su koeficijenti uz x i x3.

Primer 1.2.4. Koliko naCina za placanje postoji ukoliko imamo 2 zlatna, 1 srebrnii 3
bronazana novcica od po dinar, a racun od pet dinara?

U ovom sluc€aju posmatramo sledeci proizvod:
A+x+x)A+x0)(1+x+x%+x3)

gde sabirci u prvoj zagradi oznac¢avaju da li smo iskoristili 0, 1 ili 2 zlatha novc€iéa,
redom. Dakle broj iskoriS¢enih nov€i¢a se poklapa sa keficijentima x-a, s tim sto je
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x% = 1. Na isti nacin se interpretiraju druga i tre¢a zagrada za srebrne i bronzane
novCi¢e. Kada razvijemo ovaj proizvod

A+x+x)A+x)A+x+x%2+x3) =1+ 3x +5x% + 6x3 + 5x* + 3x° + x°

reSenje dobijamo kao koeficijent uz peti stepen x-a, odnosno broj nacina da se plati
racun od pet novcica je 3. Generativna funkcija koju smo Koristili u ovom slu€aju je

G) =1 +x+x)A+x)(1+x+x%+x3),

generativna funkcija niza brojeva (1,3,5,6,5,3,1), odnosno funkcija koja generise broj
mogucnosti za pla¢anje raCuna od 1, 2, 3, 4, 5 ili 6 dinara.

Ako bismo pocetno pitanje preformulisali, tako da nas zanima broj nacina da
se racun plati koristeCi od svake vrste bar po jedan novci¢, onda bi odgovarajuca
generativna funkcija izgledala ovako G(x) = (x + x?)(x)(x + x2 + x3). Izbacili bismo
samo x°, odnosno jedinicu iz svake zagrade i time iskljucili moguénost da novci¢ ne
bude izabran.

Primer 1.2.5. Ako imamo ra¢un od 21 dinara i 6 nov¢anica od dinar, 5 od dva dinara
i Cetiri od 5 dinara, na koliko nacina moZzemo platiti racun?

Trazeni broj nacina jednak je broju reSenja jednaCine a+ b +c =21, a€
{0,1,2,3,4,5,6}, b € {0,2,4,6,8,10}, c € {0,5,10,15,20}, gde a predstavlja deo racuna
placen nov€anicom od dinar, b od dva, a ¢ nov€anicom od pet dinara. Trazeni broj
naci cemo pomocu generativne funkcije

G) =0 +x+x2++x)A+x2+ -+ x990+ x>+ -+ x29)
kao koeficijentu uz x21.

Kombinatorno zna€enje binomne teoreme. Posmatrajmo n razli€itih
objekata y, y, ...y,. Zanimaju nas kombinacije, bez ponavljanja, elemenata u skupu
od tih n objekata. Zapravo ovo je uopstenje ranijinh primera, gde smo imali po dva ili
tri objekta. Dakle posmatramo proizvod

P14+ yx) =14 510+ 5502 +53x3 + -+ + s,x™,
Koeficijenti:
S1(y1’y2‘ yn) =y + Vo + . 4 Vn

So(¥1.Ya, V) = V1¥2 + V1V + Y10 + V23 + -+ Yno1n

sn(Y1,Y2, - Yn) = V1Va - Vn
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su funkcije od n promenljivih, a ako nas ne zanimaju same funkcije, koje su
kombinacije reda k od n elemenata, gde k = 1,2, ...n, ve€ jedino broj k-kombinacija,
staviéemo y; = y, = - = y, = 1. Dobijamo s (1,1,..1) = (}), k = 1,2, ...n, a podetni
proizvod postaje

(1+x)n=1+(111)x+ (;)x2+...+(2)xn

paje (1 +x)™ generativna funkcija niza brojeva ((’;) 0. G) (Z))

Koeficijente si, k € {1, 2, ..., n}, mozZemo izraCunati i na drugi nacin. Analogno
razmatranju iz prethodnog odeljka, moZzemo redi i da je koeficijent uz x* jednak broju
reSenja jednacine i, +i, + -+ i, = k, gde iy, i,,..,i, € {0,1}. Svako takvo reSenje
znaci da ce biti odabrano k promenljivih medu promenljivama i, i,, ..., i, iz ¢ega
sledi da ¢e n — k promenljivih uzeti vrednost 0. Broj ovakvih odabira jednak je broju
podskupova sa k elemenata u n-to¢lanom skupu, odnosno broju (Z) poznatom kao
binomni koeficijent.

Mozemo rec¢i da je (1+ x)" generativha funkcija Ciji su koeficijenti broj
kombinacija k-te klase u skupu od n elemenata, a ilustraciju ovog tvrdenja vide¢emo
u primeru 3.1.

1.3. Generativna funkcija beskonaénog niza

Neka je ag,ay ...a, .. beskonacni brojevni niz, tada beskonacni brojevni red
predstavlja sumu svih €lanova ovog niza Y2,a; =ag+ a, + -+ a, + . Zbirovi
So = Qg, S1 = Qg + Aq,..., Sp = Ni=p@; ZOVU se parcijalne sume. Kazemo da je red
konvergentan ako postoji grani¢na vrednost s = lim,_,. s, = X;—,a;, koju zovemo
zbir beskonacnog reda.

Funkcijski red (red funkcija) je red Ciji su €lanovi funkcije iste promenljive:
Yico Ui (%) = up(x) + u;(x) + -+ u,(x) + . Oblast konvergencije funkcijskog reda
je skup svih onih vrednosti x, koje pripadaju zajednickoj oblasti definisanosti svih
funkcija u; (x), za koje konvergiraju dobijeni brojevni redovi.

Stepeni redovi spadaju u funkcijske redove, Ciji su €¢lanovi funkcije iste
promenljive x. Kod stepenog reda, opsti Clan je n — ti stepen nezavisno promenljive,
pomnozen nekim koeficijentom:

(o]
ag + ayx + ax? + -+ ax + - = Z a;x*
i=1

10
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ap+ a(x—xp) +a,(x— xo)2 + ot a,(x—x))"+ - = z a;(x— xo)i
i=1

gde su koeficijenti a, i vrednost x, konstante. Tacka X, se naziva taCka razvoja
stepenog reda. Tacka razvoja za prvi red je oCigledno x,=0. Ocigledno je da
stepeni red uvek konvergira za X = X,, kada je njegova suma jednaka a,. Pored toga,
red apsolutno konvergira u nekom intervalu, |x—x0|<r. PoluSirina intervala

konvergencije stepenog reda r, se naziva polupre¢nik konvergencije. Suma
beskonacnog stepenog reda, u intervalu konvergencije je neka funkcija f(x), ili
drugim re¢ima on u intervalu konvergencije definiSe neku funkciju f(x)

flx) = Zoo an(x — x0)" = ag + a3 (x — xp) + a3 (x —x0)* + -+ an(x —x0)" + -+
n=0

Obrnuto, neka se neprekidna funkcija f(x), koja ima sve izvode u tacki x = x,
moze razvitiu red,

! (n)
£ = fro) +1 i’,‘) (x—xo)+---+fn—(!"°)<x—xo)"+--- =
©  FM(x,) .
= n:O—n!O (x = xo)

oko tatke x,, u intervalu u kome je on konvergentan. Ovaj red poznat je pod

nazivom Tajlorov red. Ovakve transformacije beskonacnih nizova u funkcije i
obrnuto, kljuéni su korak u konstruisanju generativnih funkcija.

Sledeca propozicija, koju mozemo videti i u knjizi [1] iz literature, govori o
tome da se za svaki stepeni red, ako niz (ay, a;, a, ...) ne raste prebrzo, moze naci
polupre¢nik konvergencije, odnosno da postoji interval konvergencije, tako da za
odgovarajuce vrednosti promenljive x iz datog intervala, stepeni red zaista definiSe
funkciju, pomocu koje se pak jedinstveno odredjuju €lanovi niza (a,, a4, a, ...).

Propozicija 1.3.1. Neka je (ay,a4,a, ...) niz realnih brojeva, i pretpostavimo da za
neki realan broj K, vazi |a,| < K™ za sve n > 1. Tada, za svaki broj x € (—%%) red

Ym0 anx™ apsloutno konvergira, Sto znali da vrednost te sume definiSe
funkciju f(x) realne promenljive x, na ovom interval. Vrednosti ove funkcije na
proizvoljno maloj okolini nule, jedinstveno odreduju sve €lanove niza (ag, a4, a, ...).
a(n)(o)

n

Funkcija f(x) ima ima sve izvode u tacki O i za sve n=0,1,2... imamo a, =

gde a™(0) predstavlja n-ti izvod funkcije f(x) u tagki O.

Sada mozemo dati definiciju generativne funkcije beskonacnog niza.
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Definicija 1.3.1. Neka je (aqa; ... a,, ... ) beskona€an niz realnih brojeva. Generativha
funkcija G (x) ovog niza predstavlja zbir beskona¢nog reda

o
G(x) =ag+a;x+ax?+ -+ ax"+ - = Z a;xt.
i=1

Primetimo da elementi niza (agy,aq,...a,, ...) jesu uredeni ali ne moraju
obavezno biti razli¢iti. Na primer, kako smo ranije videli, funkcija (1+ x)* je
generativna funkcija niza brojeva 1,3,3,1, dakle a, = a, | a; = a,. Takode, mozemo
zakljuciti da se svaki konacni niz moze pretvoriti u beskonacni, tako $to su, nakon
odgovarajuceg n, svi ¢lanovi niza a,,;,i € N jednaki nuli.

Sledi nekoliko primera beskonacnih nizova i odgovarajuéih generativnih
funkcija:

Primer 1.3.1. Posmatrajmo niz (1,0,0,...). Generativha funkcija ovog niza je
konstantna funkcija f(x) = 1.

Primer 1.3.2. Identi¢ka funkcija f(x) = x je generativna funkcija niza (0,1,0,0, ...).

Primer 1.3.3. 1+ x +x? + x3 ... je stepeni red, gde je a; =1, za sve i. Ako je x
realan broj iz interval (—1,1), onda ovaj red konvergira i njegova suma je ﬁ U tom

smislu, ovaj red odreduje funkciju ﬁ i obrnuto. Zaista, 1+ x+x%2+x3+ - je

Tejlorov red funkcije fx u tacki x = 0, jer kada diferenciramo funkciju k puta, zatim
ubacimo x = 0 u rezultat, dobijamo bas k!, kao koeficijent uz x*. MoZemo sada redéi
daje ﬁ generativna funkcija niza (1,1, 1, ...).

Primer 1.3.4. Takode poznat je i razvoj funkcije e* u stepeni red 1 +%+ XZ—T + x3—? + .

1 1

8to znali da je e* generativna funkcija niza (1,1,=,=, ...).
217 3!

Uopstenje binomne teoreme. Uopstenje binomne teoreme podrazumeva da
se za stepen binoma, umesto prirodnog broja n, (x + y)™, uzima broj iz skupa realnih
brojeva. Detaljnije o narednoj definiciji i propoziciji moZe se pogledati u knjizi iz
literature, [1].

Definicija 1.3.2. Za svaki proizvoljan realan broj r i svaki nenegativan ceo broj k,
definiSemo binomni koeficijent

(Z) _ r(r—1)(r —k!Z) w(r—k)

12
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(po definiciji je () =1). Funkciia (1+x)" je generativna funkcija niza
(OO ).
Propozicija 1.3.2. Stepenired (7) + (1)x + (})x* + -+ konvergira za sve |x| < 1.

Za kombinatornu primenu, vazno je primetiti da ukoliko je r negativan ceo broj
binomni koeficijent (7)se moze prikazati kao binomni koeficijent bez negativnih
brojeva, odnosno zar = —n je

r -n —n(-n—-1)... (—n — (k- 1)) nn+1).. (n + (k — 1))
(k) = ( k )= k! = (=DF k!
n+k—1 n+k—-1
S (e ()
Tako, ako razvijamo ! dobijamo

(1-x)"

a-07=3" (M= co(" e =Y ()

n+1 n+i—1\ . )
=1+nx+< ) )x2+--~+< ; )xl+---

1
a-xn

Dakle je generativna funkcija niza (1,n, (*3),...("*I™"), ...), odnosno

niza ((Zj) (0 N Gy O o ) MozZe se reéi da je (1—x)™" generativna
funkcija Ciji su koeficijenti broj kombinacija reda k u skupu od n elemenata, sa

neograni¢enim ponavljanjem svakog od elementa.

Primetimo da je suma stepenog reda 1+ x + x? +x3+---, koji smo veé
pominjali, slu€aj kada je n=1. Za n =2, dobijamo generativhu funkciju niza
(1,2,3,4,5,...).

1.4. Eksponencijalna generativna funkcija

Videli smo da su generativne funkcije pogodne za pronalaZzenje broja
kombinacija, ali postavlja se pitanje da li se mogu primeniti i na reSavanje
kombinatornih problema u kojima je bitan poredak elemenata?

Primetimo da se permutacije nekog skupa, sa svim razli¢itim elementima,
dobijaju tako Sto se elementi datog skupa na sve moguce nacine ispremestaju.
Takode ako nam treba broj varijacija klase k u skupu od n elemenata, prvo c¢emo
nac¢i sve kombinacije klase k, a zatim prebrojati permutacije svake od nadenih
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kombinacija. Tako da u sluCaju varijacija V(n, k) postoji slede¢a veza sa
kombinacijama C(n, k): V(n, k) = k! C(n, k). Ranije smo videli da se kombinacije reda
k, C(n,k) mogu pronac¢i pomocu generativne funkcije (1 + x)", a sada menjajuci
koeficijente ove generativne funkcije, na sledeci nacin:

k k

(1+x)" = Zk=OC(n, k)xk = ZM KICO I 77 = Zk:o V(n k)

dobijamo i generativnu funkciju koja sadrzi informacije o varijacijama reda k, V(n, k).
n
(n=k)!

kada pomnozimo k! i (}) t. k!ﬁ. Dati koeficijenti govore o broju varijacija k

)

k
To su koeficijenti uz % odnosno koeficijenti oblika koji se zaista i dobijaju

elemenata u n-to¢lanom skupu.
U ovom primeru, posmatrali smo generativhu funkciju drugacijeg oblika,
odnosno oblika

e xk
g(x) = Zkzoakg

koja se zove eksponecijalna generativha funkcija. UopSte, kada kombinatorne
probleme, u kojima je bitan poredak elemenata, Zelimo da reSimo pomocu
generativnih funkcija najceSce koristimo eksponencijalne generativne funkcije.

Posmatrajmo sada problem, u kome se jedan objekat u varijaciji moze javiti
viSe puta, i pokusajmo da ga reSimo pomocéu eksponencijalne generativne funkcije.

Na koliko nacina od slova a,a,a,b,c mozemo sklopiti re¢ od k slova, gde je
k=1,2,3,4,5?

Primecujemo da su u pitanju varijacije. PokuSacemo da se posluzimo
nacinom koji smo prethodno opisali, odnosno da modifikujemo koeficijente
generativne funkcije koja bi opisivala broj kombinacija k-elemenata iz datog skupa

A+x+x2+xNA+x)(1+x).

Stepeni x-a u prvoj zagradi nam kazu da se slovo a moZze javiti nula, jednom, dva ili
tri puta, druga i tre¢a zagrada govore da se slova b i ¢ javljaju jednom ili nijednom.
Nakon mnozZenja zagrada svaki sabirak ¢emo pomnoziti i podeliti sa k!, dobijamo

2 x3 x4 xS

X X
1+3E+8§+24§+7ZZ+1205

k
Sto bi znacilo da koeficijenti uz % odredjuju broj re€i od k slova. Medutim, obi¢nim
kombinatornim rasudivanjem zaklju¢ujemo da je broj trazenih varijacija 3,7,13,20 i
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20, redom. Dakle, postoji greSka i povezana je s Cinjenicom da za razliku od ranijeg
razmatranja, ovde imamo varijacije s ponavljanjem. Moramo uzeti u obzir da ako
imamo kombinaciju od k elemenata, broj permutacija unutar te kombinacije bice
manji ako medu k elemenata ima istih, sto je upravo bio slu€aj s ovim primerom.
Drugim re€ima ako smo uzeli dva slova a, pogreSno smo zakljucili da oni daju dve
reci, zapravo daju samo jednu. Na osnovu ovog, mozemo rec¢i da ako je jedno slovo

u kombinaciji od k elemenata ponovljeno m puta, onda u toj kombinaciji postoji %

permutacija. Tako da ako se neko slovo nade u kombinaciji m puta, onda moramo i
podeliti sa m!, pa ispravljena generativna funkcija izgleda ovako

x?  x3 7 13 5 1
<1+x+—+—)(1+x)(1+x)=1+3x+—x2+—x3+—x4+—x5

2! 3! 2 6 6 6
P L S LT LA T
22! 6 3! 6 4! 6 5!
x? x3 x* x°
= 1+3x+7§+ 13§+ZOZ+ZO§.

k
Koeficijenti uz ’;—, su traZzene vrednosti.

| u opStem sluCaju postupak je slican, tako dolazimo do zakljuCka da je
eksponencijlana generativna funkcija, Ciji su koeficijenti broj varijacija reda k u skupu
od n elemenata, sa neograni€enim ponavljanjem svakog od elemenata, sledeca

x x? xk "
<1+_+_+...+_+...> =(e*)"=e™ =

1 2! k!
nx (nx)? (nx)* x x¥
=14+ — e = Z k__
Tt vt T oo KI

gde su koeficijenti n*.

U pretposlednjoj jednakosti koristimo poznato razvijanje funkcije e* u red, tj.

2 k k

1+Z 4>+ 4+ =e". MoZemo primetiti i da je funkcija e®=3F o>
eksponencijalna generativna funkcija za niz (1,1,1..). Dok je, recimo, za niz

(1,1,2!,3!1,4!...), odnosno a; = k!, eksponencijalna generativna funkcija i jer je

k

1 <k x X
= = ! =—.
1—x Zkzox Zk:o k!
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2. Operacije s generativnim funkcijama

Videli smo neke nizove i njihove generativhe funkcije, medutim postavlja se
pitanje da li bi uz pomo¢ vec¢ poznatih generativnih funkcija za odredene nizove,
mogli da konstruiSemo nove generativne funkcije za neke druge nizove? Postoje
odredene tehnike pomocu kojih mozemo vrsiti operacije s generativnim funkcijama, i
u nastavku ¢e biti izloZene.

a) Sabiranje generativnih funkcija,;
Neka su (ag, aq,a; ...) i (bg, by, by ...) nizovi, Cije su generativne funkcije A(x) i
B(x). Posmatrajmo funkciju G(x) = A(x) + B(x)

A(X) + B(x) = Zw

byx! = Z (a; + b)xt .
i= 0 i=0

a;x' +
0 i=

Dakle, funkcija G(x) je generativna funkcija niza (ay + by, a; + by, a, + by, ...).
b) MnoZenje generativne funkcije konstantom;

Ako je A(x) generativna funkcija niza (ag, a4, a, ...) i ¢ proizvoljan realan broj,
tada je cA(x) generativna funkcija niza (cay, caq, ca, ...). Zaista

o . © .
cA(x) = CZ a;xt = Z ca;xt.
i=0 i=0

Na osnovu a) i b) mozemo zakljuciti da je linearna kombinacija aA(x) + fB(x)
generativna funkcija niza (aaqy + by, @a, + by, @a, + b, ...), gde su a i B realni
brojevi. Ovaj zaklju¢ak mozemo primeniti i na vise generativnih funkcija.

C) Translacija;

Ako je dat niz (0,0, ...0,a,,a4,a,, ...), gde se nula na po€etku niza ponavilja n
puta, a znamo generativnu funkciju, A(x), niza (ay, a4,a, ...), onda je generativha
funkcija pocetnog niza x"A(x). Moze se reéi, da na ovaj naCin pomeramo niz u
desno, za odredjeni broj mesta. Zaista

0 . 0 .
x"A(x) = x™ Z a;x' = Z a;_npx".
i=0 i=n

Tako se generativna funkcija niza (0,0,0,0,1,1,1 ...) dobija kada generativnu
funkciju niza (1,1,1,1 ...), odnosno 1T1x pomnozimo sa x*.
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Medutim Sta se deSava ako Zelimo da pomerimo niz u levo, odnosno da
nademo generativnu funkciju za niz (a,, a,4+1, Ansz ---)? U tom sluaju moramo A(x)
podeliti sa x™, ali pre toga oduzeti prvih n ¢lanova, i dobijamo trazenu generativnu
funkciju, odnosno

A(x) —ag—ayx — - —a,_1x" 1
xn
dakle,
(00} i oo i
x‘”z a;xt = Z Ajynxt.
i=n i=0
. 1 1 . . . ’ . . .
Za niz (—,—,—...), generativnu funkciju nalazimo pomocéu opisanog pravila i
317417 5!

funkcije e*, koja je generativha funkcija niza (1, 1,2l :

1731’

...), tako Sto ¢emo izvrsiti
odgovarajuce oduzimanje, a potom deljenje:

1 2e*¥ -5
x __ _ _ 3 _
(e 1-1 2!)/" T3

d) Smena promenljive;

Neka je c¢ proizvoljan realan broj, A(x) generativna funkcija niza (ay, a,,a; ...).
Posmatrajmo funkciju G(x) = A(cx), imamo A(cx) = ag + a;cx + a(cx)? + -+, dakle
G (x) je generativna funkcija niza (ay, a;c, ayc? ...).

Recimo, ako Zelimo da odredimo generativnhu funkciju niza (1,2,4,8,16...),

kre¢emo od generativne funkcije niza (1,1,1,1...), odnosno A(x) = i Za c = 2,

G(x) = A(2x) = 1_—12x =1+2x+ (2%)% + (2x)% ... = 1+ 2x + 4x2 + 8x3 + ---.  Dakle,

G(x) = ﬁje trazena generativna funkcija.

MozZzemo takode, zameniti promenljivu x sa x™. U ovom slucaju dobijamo
generativnu funkciju niza, kod koga je na kn-tom mestu k-ti ¢lan pocetnog niza, a
ostali ¢lanovi su jednaki 0. Odnosno G(x) = A(x™) = ag + a;x™ + a,x*™ + -

Na primer, ako zamenimo x sa x?2, dobijamo generativnhu funkciju niza
(ap,0,a4,0,a,,0...). Niz (1,0,0,1,0,0..), moZzemo dobiti zamenom promenljive x,
promenljivom x3 u funkciji A(x) = Lx odnosno odgovaraju¢a generativna funkcija bi

bila G (x) = A(x3) = —

1-x3"

e) Diferenciranje i integracija;

Ako je funkcija A(x) = ay + a;x + a,x? + ---, onda je njen izvod

17



Generativne funkcije

A (x) = a; + 2a,x + 3azx? + -+ = z (i + Dajq
i=0
Funkcija A'(x) je generativna funkcija niza (a,, 2a,, 3as,...).

Integral funkcije A(x) je

x 1 1 © 1 .
f A(t)dt=a0x+§a1x2+§a2x3+---=2 —aj_1x".
o .

Dakle, fOxA(t) dt je generativna funkcija niza (0, ao,%aléaz, o).

Za primer, posmatrajmo generativnu funkciju niza (1,1,1 ...), odnosno funkciju
Alx) = i =1+ x+x?+ x3 + --- . Diferenciranjem, dobijamo

A'(x) = 2=1+2x+3x2+~-=z

1
(1-x) i=

odnosno, generativhu funkciju niza (1,2,3,...). S druge strane integracijom date

i+ 1t
0

funkcije nastaje generativna funkcija niza (0, 1,

N |-

1
130 ) odnosno

fotdt—l L o) mxtixi g —zmli
) (t) =Ing—= n(l—-x)=x SX 33X = xt.

i=1 1l
f) MnozZenje generativnih funkcija.

Neka su (ag, aq,a;, ...) i (by, by, b, ...) nizovi, Cije su generativne funkcije A(x) i
B(x), onda je A(x)B(x) generativna funkcija niza (¢, ¢y, c, ...) tako da je

n
Cp = Z a; bn—i .
i=0

Zaista, A(X)B(x) = (aO + a, x + CLZXZ + )(bo + b1X + bzxz + ) —
= aoby + (agby + a;by)x + (aghb, + a;by + ayby)x* + ---.

Napomena 2.1. Ako su svi €lanovi niza (b, by, b, ...) jedinice, generativha
funkcija tog niza je B(x) = i Proizvod A(x)B(x) postaje

n
A(x) :Z a; = ag+ (ag + a))x + (ag + a; + a)x? + .
i=0

1—x

Dakle,

A =
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je generativna funkcija za parcijalne sume niza generisanog funkcijom A(x).

U narednim primerima, vide¢emo kako se dobijaju generativne funkcije nekih
nizova, kombinovanjem prethodno opisanih operacija.

Primer 2.1. Odredimo generativnu funkciju niza (1,0, 3,0,5,0 ...). Polazimo od
funkcije G(x) =

(1_1x)2 za koju znamo da je generativna funkcija niza (1, 2,3,4,5, ...).
Koristimo smenu promenljive, odnosno pravilo pod d), i promenljivu x menjamo sa
-x. Dakle G(—x) = m je generativna funkcija niza ((—-1)°1, (-1)!2, (-1)23,
(-1)34, (-1)*5...), $to je zapravo niz (1, —2,3, —4,5...). Dalje koristimo sabiranje
generativnih funkcija, pa mnozenje konstantom (pravila a) i b)), odnosno funkcija

1 1 > 1+ x?

1 _ 1 _
E(G(X) + G(—X)) - E((l _ x)Z + (1 +X)2 - (1 — x)z(l +X)2

je traZzena generativna funkcija niza (1,0,3,0,5,0 ...). Opisani postupak se ¢esto koristi
kada je potrebno parne ¢lanove niza zameniti nulom.

Primer 2.2. Posmatrajmo sada niz (0,0,0,0,—6,6,—6,6,—6...). U potrazi za
njegovom generativnom funkcijom, prvo éemo pronaci generativhu funkciju niza
(—6,—6,—6,—6...), koju dobijamo koriS¢enjem pravila b), odnosno mnozenjem

funkcije ﬁkonstantom —6. Zatim koristimo smenu promenljive x promenljivom - x,

pa je % generativna funkcija niza (—6,6,—6,6,—6...). Primenom translacije,

pomeranjem hniza u desno za Cetii mesta dobiamo pocetni niz
(0,0,0,0,—6,6,—6,6,—6...) Cija je genrativna funkcija —6x*/(1 + x).

Primer 2.3. Za pronalazenje generativne funkcije niza (1,1,0,1,1,0,1,1,0...),
koristimo pravilo a), odnosno sabiramo generativne funkcije nizova (1,1,1,1,1,...) i
(0,0,—1,0,0,—-1,...). Prva generativha funkcija ve¢ nam je dobro poznata, a drugu
dobijamo polazeci od funkcije 1/(1 — x3), mnoZenjem sa x? i konstantom —1 (pravila
c) i b)). Dakle, generativna funkcija poCetnog niza je:

1 x? _1+x
1—x 1—x3 1—x3"

Primer 2.4. Nac¢i generativnu funkciju za niz kvadrata (12, 22,32, ...), odnosno
za niz sa opstim ¢lanom a,, = (n + 1)2.

1
(1-x)%’
funkcija niza (1,2,3,...), gde je a, = n+ 1. Ako na ovu funkciju primenimo pravilo
diferenciranja, dobi¢emo

Polazimo od funkcije za koju smo u pravilu e) videli da je generativna
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( ! )I 2 24+3-2x+4+4-3x%+
—_———— -—e_—— . x . x cee
(1-—x)? (1-x)3

Dakle,

(1_2x)3 je generativha funkcija niza (2-1,3-2,4-3,..), sa opstim ¢lanom
=nm+2)(n+1)=m+1)%*+n+1. Posto je nama potreban niz sa opstim

oduzmemo

clanom a, = (n+ 1)?, preostaje samo da od generativne funkcue )

generativnu funkciju niza (1,2,3,...). Time dobijamo da je trazena generativna
funkcija jednaka

2 1 _ 1+x
(1-%% (1-x2 (1-x3

. . . . . 1 '_1 . .
Primer 2.5. Da je — generativna funkcija niza (1,n,(";"),..("";™"), .), videli

smo vec¢ ranije, ali u ovom primeru do istog zaklju¢ka doéi ¢emo i primenom
operacija nad generativnim funkcijama, opisanim u ovoj glavi. Naime, poznato je da

ako se funkcija ﬁ diferencira jednom dobija se, ;)2 generativna funkcija niza

(1-x
(1,2,3,4..). Pretpostavimo da je funkcija i diferencirana k puta,k € N,

R : N : (k+2) (ke+0)! :
Alx) = emmsr=Y generativna funkcija niza (k' (k+ 1), o ) Pri
diferenciranju k + 1 puta, funkcije fx dobijamo A’ (x) = % a na osnovu pravila
pod e), koje kaze da je funkcija A'(x) generativna funkcija niza
, . (k+1)! . . .
(a4, 2a,,...,ia;,...), znamo da je RS generativna  funkcija niza

((k+ DL (k + 2)1, (k+3) (k+1+i)!

T ) Na osnovu matematiCke indukcije

zaklju€ujemo da je pretpostavka tacna, pa kako vazi za svakon € N, vaziizan — 1.
Dakle, diferenciranjem  funkcije i n —1 puta dobijamo generativhu funkciju

G( )— (- 1))n niza ((n— 1!, nl, (n;rl)!,...,(n_i1'+i)!,...). Dalje, mnozenjem G(x) sa

dObIja se trazena generativna funkcija, odnosno

n 1). - )n, generativna funkcija

(n-1)! ! (n+1)! (n-1+4DN
hiza ((2—1)!’ (n:)!’ 2!7(11:—1)!’ B irll(n—il)!)’ Y (1’ n, (nzl)’ (n+; 1)’ )
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3. Primena generativnih funkcija

Primena generativnih funkcija mozZe se videti, kako u jednostavnijim
kombinatornim problemima, tako i u nesto sloZenijim. Mogu se primeniti u
problemima prebrajanja, problemima koji se tiCu sredivanja polinoma, rekurzivnih
jednacina, Fibonacijevih i Katalnovih brojeva, particije prirodnog broja, teoroje
verovatnoce.

Za pocetak ¢emo videti kako ova tehnika “radi” sa uobi€ajenim problemima
prebrajanja kombinacija, a ¢ime se sluzimo da bi reSavala i probleme prebrajanja
kod kojih je poredak elemenata bitan.

Resicemo prvo jedan jednostavniji problem:

Primer 3.1. Na koliko se nacina od 20 razli¢itih kuglica moZe izabrati kolekcija
odnjink, k=1,2..207

Svaka od 20 kuglica moze biti izabrana ili ne, tako da svakoj odgovara po
jedna zagrada u izrazu (1 + x)?°. TraZeno reSenje se nalazi kao koeficijenti uz x*, u
razvoju generativne funkcije:

20 20 20 20
20 _ 2 ... 74 ... 20
02 =14 (7 )t (5 )2 bt ()7 e () 22
JoS jedan od problema u kome je trazen broj kombinacija, a za Cije se

reSavanje moze primeniti generativna funkcija, glasi:

Primer 3.2. Kutija sadrzi 30 crvenih, 40 plavih i 50 belih kuglica, a kuglice iste
boje se medusobno ne razlikuju. Na koliko se naCina mozZe izabrati 70 kuglica iz
kutije?

Pre nego Sto predemo na reSavanje problema, pronadimo generativhu
funkciju za niz (1,1, ...,1,0,0,...), gde se jedinica na pocCetku niza pojavljuje n puta.
Koristeéi prethodno opisanu translaciju niza u desno i generativnu funkciju i niza
(1,1,1...), imamo da je x™/(1 — x) generativna funkcija niza (0,0, ...,0,1,1...), gde
se 0 javlja n puta. Oduzimajuci ovako dobijen niz od niza (1,1, 1 ...) dobijamo pocetni
niz (1,1, ...,1,0,0,...), a odgovarajuéa generativna funkcija je

1 x" _1—x”

1—-x 1—-x 1-—x
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Ovo se naravno moglo dobiti i direktno, kao suma prvih n clanova
geometrijskog niza (1, x,x2,... x" 71, ...).

Vratimo se problemu. Posmatraéemo proizvod:
Q+x+x2+ .. +x3AQ +x+x2+ .. +x)A +x +x% + ...+ x°9)

iz Cijeg razvoja dobijamo traZzeno re$enje, drugim recima trazimo koeficijent uz x7°.
Zapisacemo proizvod u nesto drugacijem obliku, znajuc¢i da je (1 + x + x2 + ... + x39)
generativna funkcija niza (1,1,...,1,0,0,...) sa 31 jedinicom na pocetku, a pokazali
smo da je to takode i funkcija (1 —x31)/(1 —x). Dakle, (1 +x+x? + ..+ x3%) =
(1 —x31)/(1 —x), a analogno vazi i za preostale dve zagrade u proizvodu, tako da
on postaje:

1—x3t 1—x% 1—x5 1

=% T-x 1-x  @-mp - ¥ A=,

Faktor (1 —x3)"! mozZemo rastaviti pomocu binomne teoreme, a u proizvodu

(1 —x3D)(1 = x*1)(1 — x>1) bitni su nam samo sabirci &iji stepen x-a ne prelazi 70,
Sto znaci da ne moramo razvijati ceo proizvod. Dakle, dobijamo

()4 Q) () Jamrma s,

U ovom proizvodu x7° javice se kada sabirak (722)x7° iz prve zagrade pomnoZzimo sa
sabirkom 1 iz druge, zatim (%)x3 sa —x%!, (3)x?° sa —x* i (})x'® sa —x°L.
Trazeni koeficijent uz x”° bice (77) — (%) — (%)) — (%)) = 1061.

Sledec¢i primer pokazuje kako koristeCi generativne funkcije u odredenim

problemima, moZzemo ustedeti na racunu i odrediti koeficijent uz dati stepen x-a, u
proizvodu polinoma.

Primer 3.3. Nadéi koeficijent uz x*> u izrazu (x? + x3 + x* + ---)%.

Umesto da sredujemo izraz, dovoljno je da x? + x3 + x* + -+ zamenimo
odgovaraju¢om funkcijom. S obzirom da je 1 + x + x2 + - = lTlx mnozenjem leve i

2

4
desne strane sa x? dobijamo da je (x? +x3+x*+-)*= (f_—x) , a to je dalje

x8(1 —x)~*. I1zraz (1 — x)~* moZemo razviti pomoéu binomne formule i dobijamo:

(G Qe Qe (S )
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U ovom razvoju potreban nam je samo ¢lan koji sadrzi x7, jer jedino on
pomnozZen sa x® daje x*°. Trazeni koeficijent je (%) = 120.

U narednim primerima, videCemo primenu eksponencijalne generativhe
funcije, pri reSavanju kombinatornih problema u kojima je bitan poredak elemenata.

Primer 3.4. Naci eksponencijalnu generativnu funkciju za broj rec¢i duzZine k, nad
azbukom od 5 slova, u kojima se svako slovo pojavijuje najviSe 6 puta.

Trazena funkcija je
x x? x® .
A+ttt
k
u kojoj svaki sabirak oblika % govori da je dato slovo izabrano k puta, s tim §to k
nije vece od 6, jer se svako slovo pojavljuje najviSe 6 puta.

Primer 3.5. Metodom generativnih funkcija utvrditi na koliko se nacina 20 studenata
mogu smestiti u tri sobe, tako da u svakoj sobi bude bar jedan student?

2 3
Koristiéemo eksponencijalnu generativnu funkciju (%+%+%+ )3, u kojoj

je kao $to vidimo izuzet sabirak 1, odnosno x°, zbog toga $to ni jedna od tri sobe ne
moze biti prazna, odnosno mora u svakoj biti bar jedan, ili viSe studenata. Dalje je

x? x3
(—+?+§+ N =(e"—-1)P =e3 -3 +3e* -1
a kako vazi jednakost e™ = ¥¥_ nk = dobuamo

k
e~°”f—3«32’f+3«3x—1=Z°< 3’<x——3zm +3z ——1
k=0 k! k=0 k=0 k!

< k
=Z 3k -3- 2’<+3)——1
k=0
20
Koeficijent uz Z—Ol iznosi 32° — 3229 4 3 $to je i traZzeni broj nadina.

Primer 3.6. Odrediti broj re¢i duzine k, nad azbukom {0,1,2,3} sa parnim brojem nula
i neparnim brojem jedinica, metodom generativnih funkcija.

Eksponencijalna generativna funkcija u ovom slu¢aju, takode je proizvod,koji

k
za prvi Cinilac ima sabirke oblika ’;—, s tim Sto k uzima samo parne brojeve, odnosno
pokazuje koliko se puta moze javiti nula, dok je drugi €Cinilac zagrada sa sabircima
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istog oblika, ali k uzima neparne brojeve jer se jedinica moze javiti samo neparan
broj puta. Treci i Cetvrti faktor odnose se na broj pojavljivanja brojeva 2 i 3.

x% x* x  x3 x° x x% x3 2
Ltpt gt \grgtgt o )\(tr gttt )

Koristicemo identitete:

x? x*
E(ex+e_x)—1+i+z+
3 x5
—(ex—e_x)=x+§+§+
koji se lako dobijaju iz €injenice da je:
— — )2 —+\3 2 3
e‘x=1+1—T+( 2!) +( 3!) +---=1—%+%—%+

Otuda, naSa eksponecijalna funkcija dobija oblik:

l(ex + e—x)l(ex _ e—x)exex — 1(82x _ e—Zx)BZx
2 2 4

k

1 1 x X
— _(phx _ — k__ _
=z D 4<Zk=04 k! 1)'

k
Trazeni broj je koeficijent uz % koji iznosi i -4k = 4%-1 7a sve k > 0.

3.1. Generativne funkcije i rekurentne jedna€ine

Rekurentne jednacine predstavljaju poseban oblik zapisivanja vrednosti
odredenog niza. To su jednacCine u kojima, poCevSi od nekog Clana niza, svaki
sledeci zavisi od nekoliko prethodnih.

Definicija 3.1.1. Rekurentna jednacina reda k je jednacina oblika a, ., =
F(n,an, ansq, ) Anik—1), 9de je n prirodan broj, a a,, aniq, - nik-1 jJ€ k+1
uzastopnih ¢lanova niza {a,},n € N. ReSenje rekurentne jednacine je niz {a,}, koji
rekurentnu jednacinu prevodi u identitet.

Definicija 3.1.2. Opste reSenje rekurentne jednacine reda k je ono reSenje
koje sadrzi sva reSenja. OpSte reSenje rekurentne jednaline reda k sadrzi k
proizvoljnih konstanti (zato Sto prvih k ¢lanova niza u potpunosti odredjuje niz).
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Ukoliko su dati poCetni ¢lanovi ovog niza onda je moguée odrediti vrednosti tih
konstanti — tada kaZzemo da smo dobili jedno ili partikularno reSenje.

Definicija 3.1.3. Linearna rekurentna jednacina je jednacina oblika
fiManik + fieci(Manik—q + -+ fo(Ma, = f(n)

i ona se naj¢esce zadaje u normiranom obliku, tj. sa f,(n) = 1. Akoje f(n) =0toje
linearna homogena rekurentna jednacina, a ako je f(n) # 0 to je linearna
nehomogena rekurentna jednacina. Ako su funkcije f;(n) konstante onda imamo
linearnu rekurentnu jednacinu sa konstantnim koeficijentima, u protivnom govorimo o
linearnoj jednacini sa funkcionalnim koeficijentima.

Dakle homogena linearna rekurentna jednacdina sa konstantnim
koeficijentima ima slededi oblik:

Ckn+k T Ck—10n+k-1 T -+ Coan = 0,
dok je nehomogena oblika:
CkOnsk + Cko1Gnik—1 + -+ coan = f(0).

| u jednom i drugom slu€aju, lako mozemo izraziti a,,,, pomocu k prethodnih
Clanova.

Generativne funkcije mogu se primeniti i na odredivanje ¢lanova nizova
zadatih linearnim rekurentnim relacijama, sto ¢emo videti iz sledecih primera.

Primer 3.1.1. Koriste¢i generativnu funkciju odrediti formulu za izraCunavanje opSteg
Clana, a,, niza zadatog rekurentnom formulom a,,,; = a, + n, uz uslov da je a, = 1.

Neka je
f(X) =ag+a;x + ax? + -+ apx™ + -
generativna funkcija zadatog niza. Na$ cilj je da dobijemo izraze oblika (a,;; — a, —
n)x™*1, koji su svi jednaki nuli budu¢i da je a,,; = a, + n. Da bismo to postigli

1
(1-0n’

koristicemo ranije opisanu translaciju, kao i fukciju takode od ranije poznatu,

na slededéi naéin:
f(x)=ayg+ax+ azxz 4ot a x4
xf(x) = apx + alxz + a2x3 RSN anxn+1 T o

xZ

2 3 n+1
—==x"+2x7+--+nx" 4+
(1-x)?
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Mnozeci drugu i tre¢u jednakost sa —1 i sabiranjem sa prvom, dobijamo:

2 2

x
2=(1—x)f(x)—m=

X
f(x)—xf(x)—m

=ay+ (ay —ag)x+ (a; —a; — Dx* + -+ (apy — ayp —m)x™ + -

Kako su u poslednjem zbiru, svi koeficijenti, osim a,, jednaki nuli dobijamo:

2

X
(1—X)f(x)—m=ao=1

Odakle je:

1 x?

=T +ta =7

Dalje, razvijanjem u red, od ranije poznatih, funkcija Tlx i (1 —x)"3 dobijamo:

+
~
Il

=tnsstn () (er (e ee (o

1+x+2x2+<1+<2)>x3+<1+<;>>x4+~-<1+(:))x"+---

Dakle, f(x) je generativha funkcija niza (1, 1,2,4,7,...,1+ @ ) a upravo to je

niz zadat rekurentnom relacijom a,,; =a, +n, sa pocCetnim uslovom q, = 1.
Trazena formula za izraCunavanje n-tog ¢lana niza je

nn—1)

a, =1+ >

Primer 3.1.2. Jedan od najpoznatijih nizova brojeva jeste (0,1,1,2,3,5,8,13,21...),
poznat kao Fibonacijev niz brojeva. Svaki ¢lan se dobija zbirom prethodna dva,
odnosno rekurentnom relacijom a,,; = a, + a,_1, gde su pocetni uslovi a, =0 i
a, = 1. Pitanje je kako pomocu generativhe funkcije izvesti formulu za opS$ti ¢lan
ovog niza?

Kao i u prethodnom primeru, glavna ideja je da konstruiSemo generativnu
funkciju u kojoj ¢e svi, osim jednog koeficijenta, biti jednaki nuli, odnoso da se
posluzimo €injenicom da je a, — a,_; —a,—, = 0. Za pocetak, oznacicemo sa f(x)
generativnu funkciju zadatog niza, odnosno

f(xX) =ag+a;x + ax? + -+ apx™ + -

Posmatrajmo i funkcije dobijene primenom translacije na funkciju f(x)
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xf(x) = apx + a;x% + ax3 + -+ ayx™ 4 -
x2f(x) = apx?® + a1 x® + ax* + - + ax™t? + -
MnoZenjem druge i treCe jednakosti sa —1, a zatim sabiranjem sve tri, dobijamo
(1—x—x)f(x) = ag + (a,—ap)x + (a; — a;—ag)x2 + -+ (@, — Ay — Ayp)x™,

a kako su svi koeficijenti, osim (a;—ay) = 1, jednaki nuli mozemo izraziti f(x) na
slededi nacin:
X
fx) =

1—x—x2°

—-1+V5

U imeniocu ovog razlomka nalazi se kvadratni trinom 1 — x — x2, ¢iji su koreni
-1-v5

. Nakon kraéeg raCunanja dobija se da se f(x) moze predstaviti na slededi

nacin:
() = 1 ( 1 1 >
flx S5\ —ax 1-p8x/
gde je a = 1+‘/§ B = ! 2\/_ Od ranije nam je poznat razvoj funkcije (1 —x)71,
pomocu njega razvijamo u red razlomke _— [ —ﬁ odnosno:
=1+ax+a’x?+ - +a™x" + -
1—oax
L 1+ Bx+ B2x% 4+ X" + -
1—-px
pa vazi:

_ 1 202 4o g g™ ) — 202 4 oo B 4
f(x)—\/g(1+ax+ax+ +a™x™+ ) \/§(1+ﬁx+ﬁx+ + ™ + )

1 2 _ 2,2 n _ AN 4N
= (@@= (@ = x4 ot (@ = O ).

S druge strane na poéetku smo rekli da je f(x) = ag + a;x + ax? + -+ a,x™ + -,
a kako je razvijanje funkcije u stepeni red jednoznacno, sledi da je

Ly L [(115 1-v5\"
n—ﬁ( ,8) \/—<< 2 > < > ))

Na ovaj nacin smo metodom generativne funkcije pronasli formulu za izraCunavanje
opsSteg Clana Fibonacijevog niza.
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Metod primenjen u prethodnom primeru, moze se generalizovati, odnosno
mozemo naci generativne funkcije za nizove zadate linearnim rekurentnim
formulama oblika a, = cja,_1 + a5 + -+ cpra,—, | pocetnim uslovima a,,
a, ...,a,-1. Generativna funkcija je, u ovom slu€aju, u obliku razlomka, gde je
brojilac polinom stepena manjeg od m, a imenilac polinom m-tog stepena:

Qmx)=1—c;x — szz — e — ™,
Da bismo ovo dokazali, posmatrajmo sledece funkcije:
f(x)=ay+ax+ ayx? + o+ Ay x™ L+ @ x™ + oo
Xf(X) = aox + @y + apx® + o + @y x™ + @™ 4 oo
X2F(X) = agx® + agx® + ayx® + -+ @y x™ 4 @ x™2 .
X (%) = agx™ + a;x™ 1 + @™ o @y 2™+ @ x4 e

mnozeéi drugu jednakost sa —c;, treu sa —c,, i tako dalje, sve do poslednje
jednakosti koju, po analogiji, mnozimo sa —c,,, zatim sabirajuéi sve novonastale
jednakosti dobijamo:

fO) = erxf () — cox?f(x) — -+ — cx™f (x) =
=ay + (ay — c1a9)x + (a; — a1 — €2a0)x% + -+ (O — C1Amog — =+ — CRA)X™ + -
odnosno:
FO)(M —cix — cpx? — o = cpx™) = Ppp_i (%)

gde je P,,_;(x), i = 0,1, ...m, polinom stepena manjeg od m. Naime, posle sabiranja
na desnoj strani, svi koeficijenti uz x* jednaki su nuli, za k > m, zbog rekurentne
formule zadate na pocetku a,, = c;a,_1 + ;a5 + -+ + cna,_n, 1Z KoOje sledi da je

Ap — C10p-1 — C2Ap—2 = = Cplp-m = 0
zasven =m.

Medutim, treba napomenuti, da u opStem slucaju nije bas uvek lako, niti
moguce, iz ovako dobijene generativne funkcije rekonstruisati opsti ¢lan niza.

Harmonijski brojevi. Harmonijski red definisan je kao suma brojeva oblika%

>
n=1n.
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Poznat je po tome Sto izuzetno sporo divergira. Potrebno je sabrati ¢ak viSe od
0.5-10*% prvih ¢lanova reda da bi zbir postao veéi od 100. Parcijalna suma

harmonijskog reda Hn=2£=1% naziva se n-tim harmonijskim brojem. Medu

1. . . v . 1
harmonijskim brojevima vazi rekurentna relacija H,, = H,,_; + -

Neka je (H,, H;, H,, ... H,, ...) niz harmonijskih brojeva, gde je H, = 0. Sa h(x)
oznaci¢emo generativnu funkciju datog niza, odnosno

h(x) = Hy + Hix + Hyx? + -+ Hpx™ + -+ =

1 1 1
=x+(1+—)x2+---+(1+—+---+—>x"+---
2 2 n

Na osnovu rekurentne formule H,, = H,_, +% sledi da je H, — (Hn_1 +Tll) =0, Sto

¢emo, kao i u ranijim primerima, iskoristiti da pronademo generativnu funkciju h(x).
Posmatrajmo funkcije:

xh(x) = Hyx + Hix? + -+ H_;x™ + -+

1 1, 1
In =x+sx +---+£x”+---.

1—x 2

Mnozenjem ovih funkcija sa —1 i sabiranjem sa h(x) dobijamo:

1
h(x) — xh(x) —In T
1
= (Hl_l)x+<H2_H1_§)x2+"‘+<Hn_Hn_1_£>xn+“'

Svi koeficijenti na desnoj strani jednaki su nuli, dakle:

h(x)(1 —x) —1In ! =0
1—x

1 1
In

h(x)=1_x 1—x

Razvoj funkcija i i lnﬁ od ranije je poznat, i ako primenimo postupak o mnozenju
generativnih funkcija dobijamo:

1 1
h(x) = In =(1+x+x2+---+xn+---)(x+—x2+---+—x"+--->=
1-x 1-—x 2 n
= +3 2+11 3+ +<1+ ! + +1+1> "+
- 2x 6x n n—1 2 X

ZakljuCujemo da je generativna funkcija niza harmonijskih  brojeva
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1
In

h(x)zl—x 1—x

Osim pomocu rekurentnih relacija, do ovog rezultata moze se doéi i pomocu

generativne funkcije za parcijalne sume niza generisanog odredenom funkcijom. U
111

ovom slu€aju u pitanju su parcijalne sume niza (0,1,5,5,1...), odgovarajuca

generativna funkcija je In 1T1x pa na osnovu napomene 2.1. sledi

1 1
In x=x+<1+—>x2+---.

hG) = —7In7— 2

Brojevi Katalana. Brojevi Katalana predstavljaju niz brojeva datih opstim ¢lanom
C. = 1 (2n>
"Ta+1\n/’
U kombinatorici postoje mnogi problemi &ija su reSenja upravo Katalanovi brojevi,

odnosno niz Katalanovih brojeva, a do kojih mozemo doéi pomocéu generativnih
funkcija. Jedan od takvih, jeste takozvani problem tetiva, formulisan na sledeci nacin:

Na kruznici je dato 2n taCaka. Na koliko se naCina te taCke mogu razbiti na n
parova, tako da medu n tetiva odredenih tim parovima taaka ne postoje dve koje se
seku?

Oznacimo tacke na kruznici sa A4, A,, ... A,,, a upravo u ovom poretku su na
kruznici i poredane. Neka je a, broj trazenih nacina razbijanja taCaka na n parova.
Pri spajanju taaka, moramo voditi raCuna da sa svake strane odgovrajuce tetive
ostane paran broj taCaka, kako se tetive ne bi sekle. Tako, ako podemo od tacke A,
ona moze biti spojena samo sa taCkama sa parnim indeksima, odnosno sa taCkama
A, Ay, ... Ay, Dakle, prva tetiva je ona koja spaja tacke A, i Ay, k € {1,2,...n}. Sa
jedne strane tetive A;A,, smesteno je 2k — 2 = 2(k — 1) taCaka, a one se, postujuci
uslove zadatka, mogu spojiti na a,_,nacina. Sa druge strane tetive A;A,;, nalazi se
2n — 2k = 2(n — k) taCaka koje se mogu spojiti na a,,_, nacina. Dakle broj spajanja
datih taCaka sa n tetiva, pri kojima je taCka A; spojena sa A, jednak je a,_,a,_g-
Sumiranjem po k, dobijamo

an = aoan_l + alan_z + .+ ak_lan_k + -+ an_lao.

Neka je g(x) generativna funkcija niza {a,},n € N, odnosno

gx) =ag+ a;x +ax?+ - = Z apx™
nenN

gde je a;, = a; = 1. Kako su koeficijenti ove generativne funkcije reSenja problema,
koristi¢emo od ranije poznate metode da pronademo g(x). Posmatrajmo
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(g(x))Z = (ao +a.x + azxz + '“)(ao +a;x+ a2x2 + )
= aoao + se + (aoan_l + alan—z + cos an_lao)xn—l + ..
=(a; +a;x + azx? + -+ a,x" 1 +-)

$to je jednako @. Dakle,

x(g())? =g(x) -1

ReSavajuci kvadratnu jednacinu
x(g(x)* —g(x)+1=0
po g(x), dobija se

1++vV1—4x

gx) = o

Imaju¢iuvidudajezax=0,g(0) =a,=1,kaoi

y T Ll s S g LV
ligg() =iy = =1 ligg() =lip—— — =

za generativnu funkciju treba uzeti reSenje sa znakom minus ispred korena, tj

1—-—+v1-—4x

gx) = P

Da bismo nasli koeficijent uz x™ u razvoju funkcije g(x) koristimo Njutnovu binomnu
formulu

o SHEDGD )
k=1
odakle se, posle kraceg racunaja, dobija
(1-4x)7 =1 - ZZ%(Z:__f) K
k=1

odavde je

0= T S S

Prema tome,
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1 (271)
= v\
Pomocu generativne funkcije g(x) dobili smo niz brojeva sa opstim ¢lanom
1 (2n>
I
odnosno niz brojeva (1,1, 2,5, 14,42,132,429, 1430, 4862, ... ), koji se nazivaju brojevi
Katalana. Za n-ti ¢lan niza Katalanovih brojeva, najéesée se koristi oznaka C,,.

Problem takozvane triangulacije mnogougla, odnosno razlaganje mnogougla
na trouglove, takode se reSava pomocu Katalanovih brojeva. Pitanje je: Na koliko
razlicitih nacina konveksan n-ugao Ay, A, ..A, moZe da se razloZi na trouglove,
poviacenjem nekih njegovih dijagonala, tako da se nikoje dve ne seku u
unutrasnjosti mnogougla?

Ideja je slitna kao u prethodnom primeru sa tetivama i kruznicom. Trazeni
broj oznacimo sa T, posmatrajmo (n + 1)-ugao Ay, A, ...A,, Anyq- TEMena Ay i Apyq
su susedna, prema tome, u svakoj triangulaciji, stranica A;A,,; pripada tacno
jednom trouglu. Medu ostalim temenima, biramo A, koje ¢e biti treCe teme u trouglu
A1A, 1A, Trougao A;A, .14, deli polazni mnogougao na dva manja, jedan k-ugao
A, A, . Ay 1 jedan (n—k + 2)-ugao, Ay, Aksq, - Ansq. Oznacimo sa T, broj nacina
da se izvrSi triangulacija prvog mnogougla, a sa T,_k42, drugog. Dakle, broj
triangulacija u kojima se pojavljuje trougao A,A,,14 jeste Ty T, _x+2. Sumiranjem po
k, dobijamo rekurentnu formulu:

Tn+1 = TzTn + T3Tn_1 + -+ TTLTZ
Ako umesto n piSemo n + 1, dobijamo:
Thi2 = ToThyr + Tl + o+ Tya T,

a zatim uvedemo oznaku C; = Ty.,, dobijamo upravo rekurentnu formula za brojeve
Katalana:

C‘l’l = COCn_1 + CICH—Z + -+ Cn_lco.
Dakle, broj triangulacija n-ugla, iznosi:

1

Tn:Cn—Zzn_1<

2n — 4)
n—2

Brojevi Katalana, takode, imaju Cestu primenu pri reSavanju problema koji se
mogu svesti na problem odredivanja broja dobrih nizova. Naime, za niz nula i

jedinica duzine 2n nad skupom {1,0} kazemo da je uravnotezen ako sadrzi n nula i n
jedinica. Za jedan takav niz, kazemo da je dobar ako je u svakom njegovom
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poCetnom segmentu broj jedinica vedi ili jedank od broja nula. Broj, ovakvih, dobrih
2n nizova upravo je jednak:
C = 1 (271)
" n+1\n/

Dokaz ove jednakosti, kao i vise o ovoj temi moze se videti u knjizi [2].

3.2. Particije prirodnog broja i generativne funkcije

Particija prirodnog broja n je predstavljanje n u obliku zbira nekoliko prirodnih
brojeva, pri ¢emu je redosled sabiraka nebitan. Sa p(n) oznaCavamo broj particija
broja n. Recimo particije broja 5 su: 1+1+1+1+1=5 1+1+1+2=5,
1+42+2=5,1+143=5,24+3=5,14+4=5, 5=5, dakle p(5) =7. U ovom
primeru ¢lanovi zbirova ne opadaju, a na taj naCin se mogu predstaviti particije bilo
kog prirodnog broja n, tako da se moze izvrsiti slede¢e poredenje. Naime particije
broja n, mogu se uporediti sa "neopadaju¢im zidovima” koji su izgradeni od n cigli,
kao u primeru na slici, koji se odnosi na dve particije broja 5, 1+2+2i1+ 1+ 3.

[ ]
LI [ ]
I I I

Broj particija broja n jednak je broju reSenja jednacine i; +i, +:-+i, =n, S
tim Sto su u ovom slu€aju skupovi vrednosti promenljivih iy, i,,...,i, nesto drugadciji
nego Sto smo do sada videli. Naime, promenljiva i; ¢e uzimati vrednost koja govori
koliki je zbir koji Cine samo sabirci jednaki broju j u particiji broja n, drugim reCima i;
je broj cigli iskoriS¢enih da se sagrade kolone visine j. i; moze biti samo umnozak
broja j, tako da vazi:

i1 €{0,1,2,3,..},i, €{0,2,4,6, ..}, ..., i; € {0,],2],3j, ..}

Na primer, particiji 1 +2 + 2 =5, odgovara reSenje i; =1, i, =4, i3 =i, =is = 0.
Kao Sto ve¢ znamo, broj reSenja jednacine i; +i, + -+ i, =n, odnosno p(n),
jednak je koeficijentu uz x™ u proizvodu:

n 1
k=11—xk"

P(x) = (1+x+x2+---)(1+x2+x4+---)...(1+x"+x2“+---)=1_[
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Medutim, ovaj proizvod nije generativna funkcija niza {p(n)},n € N. Da bismo
dobili generativnu funkciju, ona mora istovremeno da sadrzi p(n) za sve prirodne
brojeve, tako da moramo koristiti beskonacni proizvod. Dakle,

o 1
-]
(x) T AF

je generativna funkcija niza {p(n)},n € N .

Ako se trazi broj particija broja n, tako da sabirci u njima nisu veéi od m, onda
je trazeni broj, koeficijent uz x™ u proizvodu:

m 1
Pm(X) - Hk_l 1—xm °

Ako je uslov da svi sabirci u particijama p(n) budu razli€iti, odgovarajuca
generativna funkcija je:

P(x) = 1_[:3:1(1 + x*) .

Particije Ciji su svi delovi neparni, imaju generativnu funkciju:

o 1
PG = 1_Lc=1 (1 —x2k=1)

Primer 3.2.1. Broj particija broja 9 na sabirke jednake 3, je koeficijent uz x° u izrazu
1+ x3 4+ x° + x°. Taj koeficijent je 1 i odgovara particiji 3 + 3 + 3.

Primer 3.2.2. Broj particija brojeva 9 i 10, na sabirke 2 i 3 su koeficijenti uz x° i x1° u
izrazu:
A+x?2+x* o+ x4+ x3+x°+x°) =
=1+x2+x3+x*+x°+2x% +2x% +2x10 + -
Ima, dakle po dve trazene particije za svaki od ovih brojeva. To su, za broj 9
particije: 3+3+3i2+2+2+3,zabroj10:2+2+3+3i2+2+2+2+2.

Primer 3.2.3. Broj particija n na razliCite sabirke je jednak broju particija na neparne
sabirke.

Pomocu generativnih funkcija lako se moze uveriti da je ovo istinito tvrdenje.
Ako generativnu funkciju particija na razliCite sabirke, zapisemo u nesto drugacijem

obliku:
oo k o 1 ka

%} 1 —
P() = Hk=1(1 +x) = nk=1 1-—- ik A+ = Hk=1 1—xk
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_1—x2 1—x* 1—x°
T 1—x 1—x2 1-—x3 7

primeticemo da se svi faktori 1 —x?f skraduju, a ono $to ostaje, upravo je
generativna funkcija za broj particija na neparne sabirke, odnosno:

o 1
P =] | gy

3.3. Pronalazenje o¢ekivane vrednosti

Primer 3.3.1. Bacamo kocku dok se prvi put ne pojavi broj Sest. Koliki je ocekivani
broj bacanja?

, ;o . . o 1 ,
VerovatnocCa da ¢e Sestica pasti nakon prvog bacanja je p = - a verovatnoca

da nece pasti nakon prvog, nego nakon drugog bacanja je (1 —p)p. Generalno,
verovatnoéa da se $estica pojavi, prvi put, nakon i-tog bacanja je q; = (1 — p)"~!p.
Ocekivanje, odnosno prosecan broj bacanja je onda:

S=Z iq; =Z i(1-p)'p.
i=0 i=1

Da bismo pronasli datu sumu, posmatrajmo sledecu generativnu funkciju:

q(x) = q1x + qx% + - .
Diferenciranjem, dobijamo
q(x)=1-q+2-qx+3qsx*+ .
Otuda vidimo da je Zeljena suma S jednaka vrednosti q'(1).

Dalje, sabiranjem jednakosti

p p
LI = 1— 2 4.
1_p+q(x) 1_1D+px—|-( p)px* +

sa

—(1-p)x (1 f o q(x)> = —px —p(1 —p)x? + -~

dobijamo

1 p
p 1-1-px 1-p°

q(x)=1f

Nakon difernciranja imamo da je
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q0) =,
1->0-p)x)
panaosnovu S =q'(1),aq'(1) = p/p? = 1/p, zakljuGujemo da je
1
S=-.
p

Posto je u ovom slu€aju p = % traZzeni oCekivani broj bacanja je 6.

Postoje i drugi, brzi nacini da se dode do reSenja, ali pokazan metod sa
generativnom funkcijom ima mnoge primene u teoriji verovatnoce. Ako je X
proizvoljna promenljiva, koja uzima vrednost i, sa verovatno¢om ¢q;, i =0,1,2, ..., i
ako je q(x) =Y2,q:x" generativna funkcija, onda je ocekivanje promenljve X
jednako q'(1).

3.4. Razni zadaci

Na kraju ove glave, videCemo nekoliko zadatka, takmicCarskog tipa, za
srednjo$kolce, za €ija se reSavanja mogu primeniti generativne funkcije.

Zadatak 3.1. (Putham 1997) Za prirodan broj n i realan broj c, definiSimo x;
rekurzivno takodajex, =0,x;, =1izak >0
Xy = CxXg+1 — (N — k)X
k+1

Fiksirajmo n i neka je ¢ najve¢i moguc takav broj da je x,,., = 0. Naci x;, u funkciji od
nik,1<k<n.

Resenje. Posmatrajmo generativnu funkciju

(o]
f(2) =x1 +x2 + x32% + -+ = Zk Oxk+1zk .

Primetimo da ukoliko je x,,, = 0, sledi da je x; = 0, za sve i > n. Diferenciranjem
funkcije f dobijamo

f'(2) = x, + 2x32 + 3x42% + -+ = z (k + 1)xp,2".
k=0
S druge strane, iz rekurzivne formule je
(k+ Dxgyz = cxppr —(n—k +1—Dxy,

mnozimo levu i desnu stranu jednakosti sa z*
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(k 4+ Dxps22% = cxpp12® — (n + Dxgz® + (k + Dxpzk .

a zatim sumirajuéi po k, dobijamo

Z (k + Dxpyp2" = CZ Xps1Z2¥ — (n+ 1)2 xezk + z (k + Dxgz" .
k=0 k=0 k=0 k=0

ZakljuCujemo da je

F1(2) = czkzoxkﬂzk —(n+1) Zk=0xkzk + Zk=0(k + D2k
Posto je zf (2) + xo = Yo Xk 2", a (22 (2))' = Xioo(k + Dx, 2", onda je
f'@ =cf(2) — (n+ Dzf(2) + (Z*f (2))’
f'(@) =cf(2) — (n+ Dzf (2) + 22f (2) + 2°f'(2)

f'@) =cf(2) = (n—Dzf(2) + 2°f'(2)

fl@) c—m-1Dz c—m-1) c+n-1)
f(z)  1-z2 = 2(1-2) 2(1+ z)

Integracijom obe strane dobijamo

n—1+4+c¢
——In(1+2)

n—1-c
In f(2) =Tln(1—z)+ >

iz Cega, na osnovu pravila logaritmovanja, sledi

n—1+c

f@D=(1-2 2 (1+z) 2 .

Imajuéi u vidu da je f(z) zapravo polinom, zakljuCujemo da je najve¢a moguca
vrednost zac =n — 1. Tada je

f@=@0+2)""
Sto je, kako je od ranije poznato, genrativna funkcija niza

(.70, (%5Y, - (121). Dakle, %, = (371), za k = 1,2, ..,n.

Zadatak 3.2. (Leningrad Mathematical Olympiad 1991) Konacan niz celih brojeva
a,ay, .., a, Nazivamo p-balansiranim ako je suma oblika ay + axsp + Agizp +
konstantna za k = 1, 2, 3, .... Dokazati da ukoliko je niz od 50 ¢lanova p-blansiran za
p =3,5,7,11,13,17 onda su svi ¢lanovi tog niza jednaki 0.

ReSenje. Neka je f(x) generativna funkcija niza ay,a,, ..., as,, data kao sledeci
polinom
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f(x) =a; + ax + azx? + - agox®
i neka je
Sp = a1 + a1+p + a1+2p + o= az + a2+p + a2+2p + o= = ap + a2p + a3p + -

za p =3,5,7,11,13,17. Posmatrajmo 6,, p-ti koren jedinice razli€it od 1, za p =
3,57,11,13,17. Po$to je 6,? =1, 6,*** =g, .., ,'P**V =9 P! za k=
1,2,3,...sledi

f(gp) = a1 + a29p + a39p2 _l_ a509p4-9 —
= (a1 ta4p t ) + (az + agep + ...)gp 4ot (ap +ay, + ...)gpp—l _
= p(l +6,+ -+ gpp—l) .

Na osnovu formule za sumu prvih p ¢lanova geometrijskog reda vaZzi jednakost

1-—
140, + 46,77 =

gde je 1 — 6, # 0 jer je 6, p-ti koren jedinice razli¢it od 1. Kako je 1 — 8, = 0 sledi
14+0,++6,""1=0

iz Cega dalje sledi da je f(6,) = 0. Posto 6, mozZe uzeti p — 1 razligitih vrednosti,
polinom f ima (3—-1)+(5—-1)+ -4+ (17 — 1) = 50 nula u ovim korenima jedinice.
To je nemoguce posto je u pitanju polinom 49-tog stepena, osim ako nisu a; = a, =
- = ago = 0, odnosno f(x) = 0.

Zadatak 3.3. (Na osnovu zadatka sa IMO Shortlist 1998) Neka je ay, a,, a,, ... rastuci
niz nenegativnih celih brojeva takav da svaki nenegativan ceo broj moZe na
jedinstven nacin biti predstavijen u obliku a; + 2a; + 4a, (i,j,k nisu obavezno

razligiti). Naéi azqs.

Resenje. Neka je f(x) = x% + x% + x% + ---, tada je f(x?) = x2% + x2% + x2% +
o, a fx?) = x*% 4 x4 4 x*%2 + ... Sledida je

fOOfxDf(x") =

= (x% + x% + x% + - )(x%% + 1% 4 x2%2 4 ) (x4 x4 x4 ) =

E xai+2aj+4ak ]
i,j,k
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Kako svaki nenegativan ceo broj moze na jedinstven nacin biti predstavljen u obliku
a; + 2a; + 4ay, sabirke iz ove sume mozemo poredati po rastu¢im stepenima x-a,

odnosno

1
1—x

fFfEADfxH) =1+x+x2+- =

Odavde mozemo zakljuciti i da vazi

fOOFOHf(®) =

1—x2
pa deljenjem poslednje dve jednakosti dobijamo
fx) 1-x?
f(x® 1-—x

fx) = +x)f(x®).
Sledidaje f(x) = (1 +x)(1 +x®)f(x®) = 1+ ) (1 +x8)(1 + x¥)f (%) =
=1 +x)A+x®)(1+x%)(1+x%)..

ZakljuCujemo da su a; brojevi koji zapisani u sistemu sa osnovom 8, imaju samo cifre
0 i 1. Da bismo pronasli a, oz, dovoljno je da 2005 izrazimo u sistemu sa osnovom 2,
a zatim samo promenimo osnovu u 8. Dakle, 2005 = 210 + 29 + 28 + 27 + 26 + 2% +
22+ 2% paje ayps =81 +8° +8% +87 +8°+ 8%+ 82 + 89,

Zadatak 3.4. (Putnam 1980) Niz racionalnih brojeva f(n,i) (gde su n i i prirodni
brojevi i vazi i = n) definisan je rekurzivno na sledeéi nacin:

1
f(l,l) =7

[
] n+1 )
fn+1,i) =T(f(n,n) +f(nn+1)+-+f(ni—-1)).

Ako je p prost broj dokazati da za n > 1 imenilac razlomka f(n,p) (u skracenom
obliku) nije deljiv sa p.

ReSenje. DefiniS§imo f,, na slededi nacin
fu(@) = f(n,)x™+ f(n,n+ Dx™ + f(n,n + 2)x™2 + -+ f(n, D)x + .

Ako ovo pomnozimo sa (1+x+ x?+-) koeficijenti uz x"**¥, k € N, postaju
fn,n)+ f(n,n+1) + -+ f(n,n+ k), dalje mnozeci sa (n + 1) dobijamo

m+Df DA +x+x*+-)=
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=+ Dfnn)x*+ -+ m+D(f(mn)+f(n+ 1)+ -+ flni—1))xi"t + .
Odavde vidimo da je koeficijent uz x‘~! jednak if(n+1,i). S druge strane
posmatrajmo prvi izvod funkcije £, ., (x)

frii@=m+Dfn+Ln+Dx"+-+if(n+1,)x" 1+

zaklju€ujemo da vazi sledeca jednakost
fari(xX) =M+ Df (DA +x+ x2 40,

Posmatrajmo sluCaj kadajen =1
x? x3
fL(x) = 2<x+7+?+--->(1+x+x2 + ).
2 3
Primetimo da je (1 +x + x2 4 ---) prvi izvod (x +>+ % + - ) pa je desna strana
gornje relacije zapravo izvod sloZene funkcije i integracijom obe strane dobijamo

2 3 2
fz(x)=<x+x7+%+---> :

Pomocu indukcije lako mozemo zaklju€iti da vazi

x? x3 "
fn(x)=<x+7+?+~~> :
Koeficijent uz x? u ovom izrazu je zbir racionalnih brojeva oblika % gde je a prirodan

broj, a b proizvod nekih n brojeva iz skupa {1,2,..,p—n+ 1}. Dakle, njihov
zajednicki imenilac jeste ((p —n + 1)1, Sto nije deljivo sa p.
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Zakljucak

Materijal izloZzen u prethodnih Cetrdesetak strana samo je deo celokupne
teorije generativnih funkcija. Bez obzira na to, ovde su izloZene sve bitne ideje i
metode koje leZze u osnovi ove teorije i koje su potrebne za dalje koriS¢enje tehnike
generativnih funkcija.

Generativne funkcije predstavljaju most izmedu diskretne matematike, s jedne
strane i matematiCke analize s druge strane. To se postize tako Sto se beskonacnom
nizu realnih brojeva dodeli odredena neprekidna funkcija, tzv. generativna funkcija.
Na taj nacin, umesto sa beskonacno mnogo objekata racunske operacije vrSimo sa
konaéno mnogo objekata i to u dobro razvijenom analititCkom aparatu. Odredeni
problemi nad nizovima sada postaju lako reSivi uz pomo¢ generativnih funkcija.
Koristeéi neke poznate razvoje funkcija u stepene redove, i operacije opisane u
drugoj glavi, mozemo pronadi generativhe funkcije zadatih nizova, ali i obrnuto,
pronaci niz koji odgovara datoj generativnoj funkciji.

Primena generativnih funkcija u kombinatorici od velikog je znacaja jer pruza
nov pristup reSavanju kombinatornih problema, nesto drugaciji od onog na koji smo
navikli. Za pojedine probleme, koji se reSavaju na razliCite naCine, pomocu razlicitin
formula, generativne funkcije pruzaju isti pristup reSavanju. Tako ova tehnika daje
nov aspekt za posmatranje i reSavanje zadataka, ali i istrazivanje novih moguénosti
za reSavanje joS uvek otvorenih problema iz oblasti kombinatorike.

Generativne funkcije, izmedu ostalog, koriste se i za reSavanje problema
zadatih rekurentnim relacijama, pronalazenje opsteg ¢lana niza, $to ima veliki znacaj
kada je potrebno izraCunati ¢lanove niza sa velikim indeksima. Mozemo dobiti
funkcije koje generiSu clanove Katalanovih, Fibonacijevih ili harmonijskih nizova
brojeva, koji se koriste u kombinatorici i geometriji. Takode, znacajna je i primena
generativnih funkcija u problemima vezanim za particiju prirodnog broja, kao i
pronalazenje ocekivane vrednosti diskretne promenljive, Sto je samo jedan od
primera primene genrativnih funkcija u teoriji verovatnoce.

Ovaj rad bazira se na opisivanju genrativnih funkcija kao metode koja se
primenjuje u problemima diskretne prirode. Ali one bi mogle naéi primenu i u
problemima matematicke analize, na ¢emu bi se moglo zasnivati neko buduce
prouc¢avanje generativnih funkcija, kao analitickih i asimptotskih metoda.
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