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Predgovor

Matematika je jedan od najvaznijih alata za razvoj veStina razmisljanja koje su potrebne
pojedincima za reSavanje svakodnevnih problema. Sa druge strane, matematika se uglavnhom
smatra jednim od najtezih Skolskih predmeta [23]. Zaista, prva stvar koju svako uoci kada otvori
knjigu iz matematike jeste da je puna simbola, jer matematicari svoje ideje iskazuju jezikom
matematike. Osnovni razlog zbog kog ucenici smatraju da je matematiku tesko razumeti je taj
Sto se sastoji od specificne mreZze apstraktnih odnosa, a algebra je oblast koja najviSe ukljucuje
ove odnose [23].

Teorija i praksa su pokazale da ucenici imaju velike poteskoce sa razumevanjem algebre u
viSim razredima [10]. Uzrok tog problema je nedovoljna povezanost aritmetike ( koja se izu¢ava
u mladem Skolskom uzrastu ) i algebarskih sadrzaja koji se uce kasnije [13]. Taj prelaz bi trebalo
da olaksa rana algebra, kroz koju bi se algebarski sadrzaji uvrstili u nastavu od samog pocetka
osnovnog obrazovanja [31].

U ovom radu bavimo se pojmovima rana algebra i ranoalgebarsko misljenje, koje je vazna
komponenta prelaska sa aritmetike na algebru. Rad se sastoji od tri glave.

Prva glava je uvodna i u njoj je dat kratak istorijat algebre i razmatranje uzroka problema koji
nastaju pri prelasku sa aritmetike na algebru.

Druga glava sadrzi teorijske osnove za ubacivanje algebarskih sadrzaja u nastavu matematike
u nizim razredima osnovne Skole, uvodi se pojam rane algebre i osnovnih elemenata
ranoalgebarskog misljenja, kao i nekoliko priprema za ¢as nastavne teme ,Polinomi”.

U trecoj glavi data je analiza uspeha ucenika Osnovne skole ,,Zmaj Jova Jovanovié¢” iz Rume, iz
matematike, na kraju Sestog i na kraju sedmog razreda, tabelarno i graficki, kako bi se primetio
pad proseka ocena iz matematike po odeljenjima, kao i razmatranje mogucih razloga zasto
ucenici imaju slabije ocene u sedmom razredu nego Sto su imali u Sestom.
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Glava 1l

Uvod

1.1 Rana istorija algebre

Na pitanje ,Sta je algebra?”, dobili bismo razli¢ite odgovore u zavisnosti od toga koga pitamo.
Ucenici bi verovatno, zahvaljujuéi tradicionalnom nacinu poducavanja, algebru definisali kao
granu matematike u kojoj treba pronaci tacnu vrednost nepoznate x ili y, matematicari bi
odmah pomenuli prstene i polja [1].

Poreklo naziva algebre se vezuje za knjigu arapskog matematicara al-Khwarizmi-a (Abu Ja'far
Muhammad Ibnu Musa al- Khwarizmi-persijski matematicar, astronom, astrolog i geograf iz IX
veka) “The Compendious Book on Calculation by Completion and Balancing” (al-Kitab
almukhtasar fi hisab al-jabr wal-muqabala), $to u slobodnom prevodu moZe biti ,,Sazeta knjiga o
proracunima kompletiranjem i balansiranjem”. lzraz algebra je izveden iz naziva jedne od
osnovnih operacija sa jednacinama al-jabr, Sto znaci obnavljanje, a odnosi se na postupak
uspostavljanja balansa dodavanjem istog broja sa obe strane jednakosti, koji je opisan u ovoj
knjizi. U svom najpoznatijem delu al-Khwarizmi piSe o reSavanju linearnih i kvadratnih jednacina
i daje opStu metodu, tehniku za njihovo resavanje koristeéi samo reci [1]. Knjiga sadrZi mnoge
prakti¢ne svakodnevne probleme tog vremena, kao Sto su raspodela zemljiSta, plac¢anje radnika
ili podela nasledstva.

Koreni algebre mogu se pratiti od drevnih Vavilonjana koji su razvili formule za pronalaZenje
reSenja za probleme koji se danas uglavhom reSavaju koriS¢enjem linearnih i kvadratnih
jednacina [10]. Vedina Egipcana i Grka tog doba su obi¢no resavali takve jednacine
geometrijskim metodama, kao $to su one opisane u Euklidovim , Elementima*“.

U pocetku su se algebarski problemi pisali tekstualno, a ne simbolima, pa je bilo jako tesko
formulisati probleme. Diofant je napravio velike promene u algebri uvodedi simboliku, te time
omogucava jasan i uniforman zapis i formalizaciju ove discipline. Algebarski simboli su ubrzo
zamenili pisanje algebre u prozi, u verbalnom obliku poznatom kao retori¢ka algebra, odnosno
algebra u kojoj su jednacine zapisane rec¢ima. Osim toga, proucavao je algebarske jednacine i
njihova racionalna reSenja, razmotrio je niz zadataka o predstavljanju brojeva u odredenom



obliku i joS opstije probleme resavanja neodredenih jednacina sa celim i pozitivnim racionalnim
brojevima. Najpoznatiji je po svojoj knjizi ,Arithmetica” koja se sastoji od 13 knjiga od kojih je
pronadeno Sest [11].

Prvo kompletno aritmetic¢ko resenje (ukljuc¢ujuéi i negativno i nulu) kvadratne jednacine dao
je Brahmagupta, indijski matematicar i astronom, u svom radu ,, Brahma-sphuta-sid "hanta“, koji
je imao 22 poglavlja, uklju¢uju¢i dva poglavlja o matematici: Predavanja o aritmetici i
Predavanja o neodredenim jednacinama [12].

Devedesete godine dvadesetog veka predstavljaju pravi trijumf matematicke discipline koju
zovemo algebra. Smatramo da je 1545. godina i pojava knjige Dirolama Kardana (Girolamo
Cardano) ,, Ars Magna” pravi pocetak algebre. U ovom delu predstavljeni su, po prvi put, javno,
principi reSavanja kubnih i bikvadratnih jednacina. Pun naslov Kardanove knjige u prevodu znaci
Velika vestina, ili Pravila algebre. Knjiga sadrzi 40 poglavlja. Kardano koristi geometrijske
argumente za dokaze svojih tvrdenja. Savremeno pisanje matematickih tvrdenja pocinje od
francuskog pravnika i matematicara Fransoa Vijete (Francois Viete) iz 16. veka. On algebru
naziva analitickom umetnosc¢u [10].

1.2 Aritmetika i algebra

Postoje razlicite definicije algebre, pa samim tim i razli¢ita misljenja Sta ta¢no spada u domen
algebre [1]. Uobicajena podela algebre je na elementarnu i apstraktnu algebru. Prva se bavi
svojstvima matematickih operacija, a druga proucava strukture poput grupa, prstena i polja.
Predmet algebre je izuavanje matemati¢kih entiteta, bilo konkretnih kao Sto su brojevi,
polinomi, funkcije, matrice, bilo apstraktnih, kao Sto su grupe, prsteni, polja [40].

Sa druge strane, aritmetika (gr¢. arithmos-brojevi, techne-umece) je grana matematike koja
se bavi brojevima i ra¢unskim operacijama sa brojevima [10]. Sa aritmetikom i njenim osnovnim
racunskim operacijama (sabiranje, oduzimanje, mnozenje i deljenje) ucenici se upoznaju u
prvim razredima osnovne $kole.

Problemi nastaju kada se sa aritmetike prede na ucenje algebre. Postavlja se pitanje koje su
sustinske razlike izmedu aritmetike i algebre i Sta je to Sto uzrokuje probleme. Pre svega,
aritmetika se bavi izraéunavanjem poznatih brojeva, dok algebra zahteva razumevanje
nepoznatih i promenljivih veli¢ina, kao i prepoznavanje razlika izmedu konkretnih i uopstenih
situacija.



Na nivou osnovnoskolske matematike, ucenicima pokazujemo kako nesto funkcionise, ne
objasnjavajuci te procese. Algebra se pojavljuje ¢im se postave pitanja ,Zasto?”, ,Kako mi
znamo da tako treba?, ,MoZemo li to uraditi na neki drugi na¢in?”[9]. Cinjenica da je algebra
nastala istorijski kasnije, a kao generalizacija aritmetike, sugerise da algebra treba da sledi
aritmetiku u nastavnom planu i programu. Dugo se verovalo da aritmetika mora prethoditi
algebri i da u pocetnoj nastavi matematike nema mesta za algebarske ideje, Sto je dovelo do
problema prilikom ucéenja i najosnovnijih algebarskih koncepata u starijim razredima osnovne
skole [1].

Postoje razlike u interpretaciji slova, simbola i izraza izmedu aritmetike i algebre. U aritmetici
slova uglavnom predstavljaju skracenice, dok slova u algebri oznacavaju promenljive ili
nepoznate velicine [36]. Takode, razliCita je interpretacija znaka jednakosti. U pocetnoj nastavi
matematike, gde dominira aritmetika, na znak jednakosti se gleda kao na signal da treba izvrsiti
nekakvo izracunavanje. Tek kasnije, ucenici se dovode u situaciju da na znak jednakosti gledaju
kao na uporedivost dva iskaza, znak da su leva i desna strana izraza jednake. Razli¢ita
interpretacija matematickih simbola u razli¢itim periodima Skolovanja mogla bi biti uzrok
problema koji se javljaju pri u€enju algebre. Poducavanje algebre zahteva smisleno koris¢enje
jezika algebre, ispitivanje odnosa izmedu veli¢ina i poznavanje procesa generalizacije [3], [5],
[35].

Ucenici koriste svoja iskustva iz aritmetike u tranziciji ka algebri [23]. Nedostaci koji proisticu
iz nadina ucenja aritmetike, kao, na primer, ucenje oduzimanja bez fokusiranja na odnose
izmedu umanjenika, umanjioca i razlike, mogu uticati na razvoj algebarskog misljenja [23].
Ovakva situacija dovodi do toga da ucenici osnovnih Skola aritmetiku percipiraju kao skup
pravila. Umesto direktnog memorisanja pravila, neophodno je da ucenici vide odnose na kojima
polivaju pravila i da razviju osnovne aritmeticke vesStine [25]. Razvijanje ovih vestina
omogucava zapisivanje brojnih reéenica matemati¢ckim simbolima, razumevanje osnovnih
karakteristika operacija i konceptualizaciju broja u razli¢itim oblicima (5=7-2, 5=3+2, itd.)

Prihvatljiva transformacija od aritmetike do algebre zahteva [21]:

— fokusiranje na medusobnu vezu izmedu brojeva, a ne samo na radunanje sa tim
brojevima;

fokusiranje na operacije, ali i na njihove inverze;

fokusiranje na to Sta je problem, a ne samo kako ga resiti;

— preispitivanje znacenja znaka jednakosti.



Prema misljenju velikog broja clanova akademske zajednice matematickog obrazovanja,
poducavanje algebre u osnovnim Skolama ne bi trebalo odvajati od poducavanja aritmetike,
veé, naprotiv, treba ubacivati algebarske koncepte u aritmeti¢ke sadrzaje kad god je to moguée
[9], [31]. Ranu algebru moZemo posmatrati kao most izmedu aritmetike i algebre. Rana algebra
bi trebala da bude reSenje za mnoge probleme koji se javljaju u matematickom obrazovanju,

tamo gde aritmetika ,zavrSava®“, a algebra ,pocinje” [8].



Glava 2

Teorijska pozadina

2.1 Rana algebra i ranoalgebarsko misljenje

U mnogim zemljama ucenici se sa algebrom upoznaju u viSim razredima osnovne skole.
Tradicionalno, algebra se poducava posle aritmetike kada se proceni da su ucenici ovladali
neophodnim vestinama u radu sa aritmetickim strukturama i da su razvili sposobnosti koje
omogucavaju prihvatanje algebarskog rezonovanja [8]. Aktivnosti u matematici nizih razreda
mogu se opisati kao aktivnosti posredstvom objekata (kao Sto su brojevi, figure, promenljive),
svojstva objekata, odnosno veze izmedu njih i transformacijama tih objekata [9]. Mo¢
matematike leZi u relacijama i transformacijama koje nastaju uocavanjem pravilnosti i njihovom
generalizacijom, a ne u objektima [39]. Cilj uenja matematike je konstrukcija apstraktnih
pojmova [32].

Razumevanje matematike nije memorisanje matematickih algoritama, koji mogu biti korisni
prilikom izracunavanja. Potrebu za njima treba svesti na najmanju meru i snaziti ucenike u
razumevanju matematickih problema i osmisljavanju nacina za reSavanje problema. Na algebru
mozemo gledati kao na jedan apstraktan sistem u kome se, u medusobnoj isprepletenosti,
reflektuju aritmeticke strukture. Apstraktnost algebre je jedan od glavnih razloga zbog kog
ucenici imaju problema sa razumevanjem gradiva [4]. Algebarske ideje povezuju sve oblasti
matematike i mnoge oblasti izvan matematike i zbog toga je potrebno dublje angazovanje
ucenika kako bi razvili algebarske vestine rasudivanja.

Vrlo Cesto, za reSavanje nekih problema, potrebno je koristiti i aritmetiku i algebru, kao, na
primer, pri reSavanju sledeéeg zadatka, preuzetog iz [2]:

588 putnika treba da se preveze iz jednog mesta u drugo pri ¢emu putuju u dva razli¢ita
voza. Jedan voz sadrzi samo vagone od 12 mesta, a drugi samo vagone od 16 mesta. Ako drugi
voz ima osam vagona vise nego prvi, koliko najmanje vagona treba da imaju oba voza da bi se
svi putnici prevezli?



Najjednostavnije receno, pod ranom algebrom se podrazumeva proces ubacivanja
algebarskih sadrZaja zajedno sa uobicajenim aritmetickim sadrZajima u nastavni plan i program
za nize razrede osnovne Skole [10]. Kroz ranu algebru ucenici treba da se upoznaju sa
algebarskom notacijom [9]. IstraZivanja su pokazala da ucenici imaju poteskoca u shvatanju da
slovo n (ili bilo koje drugo slovo) moZe da oznacava bilo koji broj [23]. Razlog je pre svega taj Sto
su u nastavi aritmetike navikli da se bave konkretnim sluéajevima, dok u algebri preovladavaju
opsti slucajevi. Sustina rane algebre je produbljivanje nastave aritmetike [7]. Za uvodenje
algebarskog misljenja u nastavni plan i program najzasluZniji je matematicar J. J. Kaput?!, koji
opisuje algebarsko zaklju¢ivanje kao generalizaciju aritmetike i zakona, koris¢enje simbola i
njihovo znacenje, proucavanje strukture brojevnih sistema, proucavanje pravilnosti i funkcija,
proces matematickog modeliranja [18]. Ovakav nacin misljenja bi trebalo razvijati kod ucenika
od samog pocetka obrazovanja, kako bi dalje u¢enje i shvatanje algebre bilo produktivnije.

SloZenost algebre pripisuje se sintaktickim nedoslednostima u aritmetici, na primer,
promenljiva moZe istovremeno da predstavlja vise brojeva, slova se biraju proizvoljno,
jednakost se posmatra kao ekvivalencija, nevidljivi znak mnoZenja, pravila prioriteta i upotreba
zagrada [4].

Aritmetika je orijentisana na odgovor i nedovoljno se fokusira na relacije. Primer iz knjige
Adding It Up [24] pokazuje da ¢ée ucenici, koji su tek poceli sa uéenjem algebre, u zadatku
8+5=_+9na prazno mesto staviti broj 13 zato Sto im je 8+5signal da izvrSe raCunanje,
umesto da stave tacnu vrednost 4. Kada je znak jednakosti prisutan oni ga tretiraju kao
separator izmedu problema i reSenja i vrSe izraCunavanje sa leve strane znaka.

Algebra je jezik, a kako bismo razumeli taj jezik moramo pre svega razumeti koncept
promenljivih, odnosno ono $ta promenljive predstavljaju [35]. Algebra kao jezik podrazumeva
sposobnost Citanja, pisanja i manipulacije brojevnim i simboli¢kim reprezentacijama u izrazima,
formulama, jednadinama i nejednacinama, kao i fleksibilno primenjivanje gramatickih pravila
algebarskog jezika [10]. Fleksibilnost se odnosi na upotrebu standardnih algebarskih konvencija.
Na primer, izraz 12X znaci 12 pomnoZeno sa X. lzraz xl12je takode ispravan, ali se 12X
preferira jer postoji konvencija, nepisano pravilo, da se koeficijent piSe na prvom mestu.
Takode, promenljive koje se koriste u algebri mogu imati razli¢ita znaenja u zavisnosti od
koncepta. Recimo, u jednacini 5+ X =9, X je nepoznata i 4je reSenje problema, dok u izrazu
X+Y=Y+X, X predstavlja bilo koji broj [10].

! James J. Kaput (1952-2005), matematicar koji se zalagao za uéenje algebre sa razumevanjem, kroz svoj Zivotni rad
uvodi mnoge inovacije i tehnologije koje olakSavaju rad u matematici.



Razdvajanje aritmetike i algebre produzava i produbljuje ucenicke poteskoce u
razumevanju vaznih koncepata koji stoje u osnovi aritmetike, pa se preporucuje parcijalno
integrisanje ova dva domena. Najprikladniji podsticaji ranoalgebarskog misljenja za ucenike
nizih razreda osnovne skole su [33]:

generalizacija aritmetike

uocavanje funkcionalnih veza

uocavanje relacijskih veza

preispitivanje uloge znaka jednakosti

2.2 Generalizacija aritmetickih koncepata

Generalizacija je jedna od osnovnih nau¢nih metoda istraZzivanja. Rec je nastala od latinske reci
generalisatio, $to znaci uopStavanje, uopstenost. Generalizacija je prelaz sa razmatranja datog
skupa objekata na odgovaraju¢e razmatranje njegovog nadskupa. Krece se od nekog pojma
kome je pridruzen odreden skup objekata, njegov opseg i ustanovljava se neko svojstvo svih
elemenata zadatog skupa. Zatim se posmatra opstiji pojam, svojstvo se prenosi na sve elemente
dobijenog nadskupa ili se izgraduje opstije svojstvo. Kako nije odmah jasno da li ée pri tom
prenosenju svojstvo ostati sacuvano, neophodno je dokazati da to svojstvo vazi za sve elemente
nadskupa [27]. U $kolskoj matematici najée$¢i prelazi sa skupa na nadskup su: N - Z, N - Q*,
Z-Q Q—-R, R—>C, jednakostrani¢ni touglovi— jednakokraki trouglovi, pravougli
trouglovi — trouglovi, kvadrati — pravougaonici, pravougaonici — paralelogrami, paralelogrami
— trapezii tako dalje [27].

Termin generalizacija aritmeti¢kih koncepata se odnosi na zaklju€ivanje koje se manifestuje
kada ucenici uocavaju neke pravilnosti koje se pojavljuju tokom rada sa operacijama sabiranja i
mnoZenja, kao i njihovim inverzima — oduzimanjem i deljenjem [9]. Nastava matematike treba
da bude usmerena na podsticanje osnovnih vestina usvajanja i izrazavanja i sistematskog
opravdavanja matematicke generalizacije. Takva iskustva dovode do razumevanja koje je
nezavisno od brojeva ili objekata sa kojima se radi (na primer, a+b=b+a bezobziradalisu a
i bceli, decimalni brojevi ili promenljive) [8]. Generalizacija, odnosno prelaz sa konkretnog i
pojedinaénog ka opstem je sloZen misaoni proces. Postoje ucenici koji teSko savladavaju taj
prelaz. Zato je pred nastavnicima ogdovoran zadatak da svojim metodi¢kim pristupom
ucenicima ucine taj prelaz sto laksim. Evo nekoliko primera generalizacije preuzetih iz [9]:

9



Pri savladavanju vesStina sabiranja i oduzimanja prirodnih brojeva unutar skupa
{0,1,2,...,20}, ili skupa {0, 1, 2, ...,20, 21, ...,99} uéenici uocavaju da:

a) Neki brojevi se, izmedu ostalog, mogu dobiti i kao zbir dva jednaka broja:
(0=0+0), 2=1+4+1, 4=2+4+2..., 20=104+10

Ove brojeve zovemo parni brojevi. Zajedno sa ostalima koji se ne mogu tako predstaviti
1, 3,...19 ¢ine ceo pomenuti skup. Brojeve koji nisu parni zovemo neparni brojevi. Ako sa a
oznacimo bilo koji prirodan broj, tada se zbir a+a moZe zapisivati kao 2a. Prirodno se
postavlja pitanje kako éemo predstavljati neparne brojeve. Parni brojevi se mogu ilustrovati
slede¢im figurama:
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Figura 3.
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Figura 4.

Koncept parnog broja omogucava u€enicima da se upoznaju sa logi¢kim alatima:
—  Princip iskljucenja treceg: Prirodan broj je paran ili neparan.

— Princip nekontradikcije: Prirodan broj ne moze istovremeno biti paran i neparan.

Takode, koncept parnog broja pruza mogucnost usvajanja algebarske notacije, ali i pravila
zakljucivanja ,Modus ponens”. U nizim razredima osnovne $kole moZe se, na nekoliko nacina,
odgovoriti na pitanje kako znamo da je zbir dva parna broja opet paran bro;j.

Brojevi 2i 4 su parni brojevi .

2+4=06 (6je paran brojjerje 6 =3+3).
Zbir parnih brojeva 2i 4 je paran broj 6 (zakljucak).
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Brojevi 6i 12 su parni brojevi.
6+12=18 (18 je paran broj jerje 18=9+9).
Zbir parnih brojeva 6i 12 je paran broj 18 (zakljucak).

Drugi nacin da se pokaZe da je zbir brojeva 2 i 4 opet paran broj je sledeci:

Brojevi 2 i 4su parni brojevi, jer se mogu dobiti kao zbir dva jednaka broja, tj.
2=1+1i4=2+2.

Ako saberemo brojeve 2i 4 ovako zapisane, imamo
2+4=(1+1)+(2+2)=(@1+2)+(1+2)=3+3,

dakle zbir brojeva 2i 4 je predstavljen u obliku zbira dva jednaka broja, pa je prema gore
pomenutom 2+ 4 takode paran broj.

Na ovaj nacin ucenike stavljamo u poziciju da na znak jednakosti ne gledaju kao na signal da
treba izvrsiti neka izra¢unavanja, nego kao na jednakost leve i desne strane, odnosno ako u
nekoj jednakosti desna strana ima neko svojstvo, tada to svojstvo ima i leva strana jednakosti i

obrnuto.

Zatim, mozemo da predemo na sledece razmisljanje, koje predstavlja generalizaciju upravo

izlozenog zakljucivanja.

Pretpostavka 1. Prvi broj je paran, pa se moze predstaviti kao zbir dva jednaka broja, recimo
at+a.

Pretpostavka 2. Drugi broj je paran, pa se moze predstaviti kao zbir dva jednaka broja, recimo
b+b.

Zakljucivanje: Saberemo zbir a+a sa zbirom b+b. Dobijamo

(a+a)+(b+b)=(a+b)+(a+b).
Zaklju¢ak: Bududi da su sabirci sa desne strane prethodne jednakosti jednaki (prepoznavanje

reprezentacije parnog broja), zaklju¢ujemo da zbir (a+ b)+(a+b) predstavlja paran broj.

Dakle, zbir (a+a)+(b+b) je takode paran broj.
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Analogno, izvodimo zakljucke:
Razlika dva parna broja je paran broj.
Zbir ili razlika dva neparna broja je paran broj.

Zbir ili razlika parnog i neparnog broja je neparan broj.

Kod sabiranja dvocifrenih brojeva, na primer 37 + 28, moze se postupiti na neki od sledeéih nacina:

37+28=(37+3)+(28-3)=40+25=65
37+28=(37-2)+(28+2)=35+30=65

U pocetku, u€enik moze da navede uocenu pravilnost re¢ima: Zbir dva broja se ne menja ako
jednom sabirku dodamo neki broj, a od drugog sabirka oduzmemo taj isti broj, ili obrnuto.
Simbolicki, ovo zapisujemo kao:

a+b=(a+c)+(b—c) wuz uslovdaje c<b
=(a—C)+(b+C) uzuslovdaje c<a.

b) Kada oduzimamo broj od zbira brojeva, na primer (35+47)— 27, to se moze uraditi na
vise nacdina:
(35+47)—27 =(35—27)+ (47 —0)=8+47 =55;
(35+47)—27 =(47-27)+35=20+35=55;
(35+47)-27 =(35+47)—(13+14)
=(35—13)+ (47 —14) = 22+ 33 =55;
(35+47)—27=82-27=(82+3)—(27+3) =85-30="55;
(35+47)—27 =82—-27 =(70+12) — (20 +7)
= (70-20)+ (12 —7) =50+5 = 55.

Dakle, prvo uporedimo broj Ckoji oduzimamo od zbira a+b sa sabircima a i b, ali i sa samim
zbirom a+b. Tokom tog uporedivanja ucenici pokazuju koliko razumeju relaciju poretka medu
prirodnim brojevima. Koji nac¢in ¢éemo upotrebiti zavisi od medusobnih odnosa brojeva o kojima
se radi u konkretnom oduzimaniju, ali je pre svega vazno da razumemo ideju koja se nalazi u

osnovi ovih izraCunavanja.
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2.3 Uocavanje funkcionalnih veza

Uocavanje funkcionalnih veza pomaze u razumevanju odnosa izmedu matematickih operacija,
posebno rekurzivnog odnosa (opis koji govori kako se menja uzorak iz koraka u korak). Pojam
funkcionalnih veza se odnosi na uopsStavanje numeri¢kih modela [9]. Takvi obrasci se mogu
predstaviti slikama, brojevnim pravama, funkcijskim tabelama.

Ucenici su sposobni da primete funkcionalnu zavisnost izmedu dve promenljive veli¢ine i
pre nego Sto se pojam funkcije uvede u nastavi matematike u visSim razredima osnovne skole. U
svakodnevnom Zivotu susrecu se sa raznim situacijama, recimo, visina plate radnika zavisi od
broja radnih sati, na osnovu kojih razvijaju oseéaj zavisnosti i uzrocnosti. Za ucenike u
osnovnom obrazovanju dovoljno je funkciju definisati kao pravilo koje elementima jednog
skupa dodeljuje elemente drugog skupa [20].

Za uocavanje funkcionalnih veza moZze se iskoristiti objasnjavanje operacije sabiranja. Primer
je preuzet iz [9].

1+41=2, 2+1=3,.., 9+1=10

Dakle, kada neki broj saberemo sa brojem 1 rezultat sabiranja je sledbenik tog broja. Ako
sa aoznacimo bilo koji prirodan broj, a sa a'sledbenik broja a, tada jednakost

a+l=a’
opisuje pridruZivanje koje paru brojeva a i 1 pridruzuje broj a’.

Sada moZemo i da odgovorimo na pitanje kako predstavljati neparne prirodne brojeve.
Kako su neparni prirodni brojevi sledbenici parnih prirodnih brojeva, predstavljamo ih tako Sto
reprezentaciji parnog broja dodamo broj 1:

2a+1,
pri ¢emu slovo aoznacava bilo koji prirodan bro;j.

Neparni brojevi mogu se ilustrovati sledeéim figurama:
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Na sledeci nacin u¢enicima se moZe pokazati da je zbir dva neparna broja paran broj.

Brojevi 5 i 9su neparni brojevi.
5+9=14 (14je paranbrojjerje 14=7+7).
Zbir neparnih brojeva 5i 9 je paran broj 14 (zakljucak).

Dokaz mozemo dati i na sledeéi nacin:
Broj 5je neparan broj, pa se moZe predstaviti u obliku
5=4+1=2+2+1;
Broj 9 je neparan broj, pa se moZe predstaviti u obliku
9=8+1=4+4+1.
Ako sabremo brojeve 5 i 9 prikazane na ovaj nacin imamo

549=04+D)+B+)=2+2+)+(4+4+)=(2+4+D)+(2+4+1).

Zbir sa desne strane jednakosti je paran broj, pa zakljucujemo da je zbir 5+9 sa leve strane
jednakosti takode paran broj.

Uopstavanjem konstruiSemo zakljucivanje:

Pretpostavka 1. Prvi broj je neparan, pa se moze predstaviti kao zbir dva jednaka broja i
broja 1, recimo a+a-+1.

Pretpostavka 2. Drugi broj je neparan, pa se moze predstaviti kao zbir dva jednaka broja i
broja 1, recimo b+b+1.

Zakljucivanje: Saberemo zbir a+a+1 sa zbirom b+b+1. Dobijamo

(@a+a+)+(b+b+)=(@+b+D)+(@a+b+1).

Zakljucak: S obzirom da su sabirci na desnoj strani prethodne jednakosti jednaki, zaklju¢ujemo
da zbir (a+b+1)+(a+b+1) predstavlja paran broj. Dakle, zbir (a +a+ 1)+ (b+ b+ 1) sa

leve strane jednakosti je takode paran broj.
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2.4 Uocavanje relacijskih veza

Uocavanje relacijskih veza se odnosi na ispitivanje odnosa izmedu datih veli¢éina, a ne
pronalaska rezultata matematickih operacija. Podrazumeva koris¢enje osnovnih osobina
brojeva i operacija za transformaciju matematickih re¢enica. U kontekstu aritmetike ovaj termin
je shvacen kao sposobnost ucenika da prepoznaju razli¢ite odnose izmedu brojeva, operacija i
relacija sa njima [28]. Ovakav nacin razmisljanja pruza nam drugaciju perspektivu u pogledu na
aritmetiku i igra klju¢nu ulogu u ucenju [23], [26].

Pri reSavanju matematickih problema ucenici bi trebali da ispituju dve ili viSe ideja
alternativno, gledajuci na vezu izmedu njih, da ih analiziraju i koriste medusobne odnose u
nameri da reSe problem [33]. Ovo je od velikog znacaja u matematici, budu¢i da mnoge
matematicke ideje ukljuuju odnose izmedu razli¢itih reprezentacija brojeva, ali i operacija i
relacija izmedu njih. Treba dobro razumeti aritmetiku, kako bi apstrakcije koje prethode ulasku
u algebru bile dobro zasnovane i samim tim doprinele boljem razumevanju algebre. To se moze
postici razli¢itim aktivnostima, koje ne samo da podsti¢u razumevanje aritmetike, nego i vestine
raCunanja. Da bi se pocelo sa ovakvim nacinom razmisljanja, uc€enicima treba omoguditi
reSavanje matematickih problema u kojima su jednacine i nejednacine objekti koji se analiziraju
[20].

Posmatrajmo dva nacina na koji bi u¢enici resavali sledeci zadatak:
Zadatak: Na prazno mesto upisi neki broj tako da jednakost bude tacna: 8 — O =9 —4.

Prvi nacin: Ucenici izracunaju koliko je 9 — 4, dobiju rezultat 5. Zatim se zapitaju koji broj
treba oduzeti od 8 da bi se dobilo 5, 8 — 3 = 5, dakle 3 je trazeni broj.

Drugi nacin: 9 je za jedan veée od 8. Kako od broja sa desne strane oduzimamo 4, da bi
seuspostavila ravnoteza, od broja sa leve strane moramo oduzeti broj koji je za jedan manji od
4, pa je 3 broj koji se trazi.

Oba nacina reSavanja su korektna i dovode do ta¢nog reSenja, razlika je samo u nacinu
razmisljanja. Pogledajmo jo$ jedan primer i nacine reSavanja istog. Kako bi ucenici resili ovaj
problem:

147 + 222 =223 + 07

Prvi nacin je da izracunaju vrednost sa leve strane, pa zatim da prilagodavaju rezultat na
drugoj strani kako bi izraz bio valjan. Drugi nacin je posmatranje odnosa izmedu datih brojeva
sa obe strane znaka jednakosti. Ovo je jednostavniji nacin reSavanja kada su veliki brojevi kao u
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datom primeru. 223 je za jedan vece od 222, pa kako bi se nadoknadila razlika, od 147 treba
oduzeti jedan, dakle reSenje je 146.

U praksi, u€enici se viSe drze tradicionalnog metoda resavanja, odnosno radije se opredeljuju
za racunanje. U radu sa velikom brojevima to moZe dovesti do poteSkoca, pa i greSke pri
raCunu. Razmisljanje o numeri¢kim odnosima sa obe strane znaka jednakosti je upravo
relacijsko razmisljanje. Na taj nacin ispitujemo kako je jedna operacija povezana sa drugom.
Relacijsko razmisljanje se koristi kao strategija za reSavanje mnogih problema, na primer
strategije udvostrucéenja ili polovljenja. Recimo, znamo da je 6 + 6 za jedan manje od 6 + 7, ili
daje4 -7 polaod8-7.Tojejednostavan primer relacijskog razmisljanja.

Ucenicima ne treba nametati relacijsko razmisljanje, ve¢ ga je potrebno uvoditi kroz zadatke,
recimo ta¢no/netacno jednakosti, otvorene jednakosti [23]. U jednacinama treba birati velike
brojeve, kako bi odustali od racunanja i poceli da razmisljaju o odnosima izmedu datih brojeva.

2.4.1 Resavanje jednacina i nejednacina

Poducavanje uéenika nizih razreda osnovne Skole o upotrebi slova kao algebarskih promenljivih
i nepoznatih uglavnhom se svodi na koris¢enje promenljive x kako bi se opisala nepoznata
vrednost u aritmetickim zapisima i reSavanje prostih jednacina i nejednacina u skupu prironih
brojeva. Takav sistem ucenja ne podstice algebarsko misljenje, a preterana upotreba slova x
dovodi do toga da se ucenici naviknu na taj nacin predstavljanja nepoznate, pa im zadaci u
kojima se upotrebljavaju druga slova izgledaju nepoznato i teSko. Cilj poducavanja je da ucenici
rade sa izrazima koji ukljuuju promenljive, bez razmisljanja o odredenom broju, nego sa
slovima na njihovom mestu, da rade sa simbolima bez obradanja paZnje na ono Sto oni
predstavljaju.

Promenljive mogu predstavljati jedinstvenu nepoznatu vrednost ili vrednosti koje se
menjaju. Na primer, u zadatku n +n + 4 = n + 12, slovo n predstavlja nepoznatu vrednost,
koja se pojavljuje na viSe mesta u izrazu. Ako se isto slovo ili simbol pojavljuje vise od jednom u
izrazu ono ima istu vrednost na svakom mestu na kom se pojavi. Dok, na primer, u jednacini
a+ 6 =10—b, jedno reSenje je a=3, b =1, a drugo a = b = 2, odnosno jednacina ima
viSe reSenja, pa promenljive mogu varirati. Veéinu ucenika zbunjuje moguénost da su njihove
vrednosti jednake, jer misle da razli¢ita slova moraju da oznacavaju razli¢ite brojeve, $to nije
uvek tacno.
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Ucenici prvo treba da reSavaju jednacine i nejednacine sa jednom nepoznatom pomocu
pokusaja i pogreSaka, a u viSim razredima trebalo bi da znaju postupke resavanja kada te
neformalne metode viSe nisu prikladne. Zatim, treba im zadati zadatke sa viSe varijabli i
dopustiti im da reSe metodom kojom hoce [20]. Kako bi uvideli da metoda pogadanja ne daje
rezultate, moZe se zadati jednacina oblika 3x + 2 = 11 — x, gde reSenje nije ceo broj. Nakon
Sto rese viSe ovakvih jednakosti, razvice i metodu za njihovo resavanje.

2.4.2 Aktivnost za u¢enike

Pri uvodjenju ta¢no/netacno jednakosti ucenicima kroz jednostavne primere treba objasniti Sta
je to tacna, a Sta netacna jednskost, na primer:

5+3=28 2+7=10 2+6=8+0
4+4=7 5=6-3 7—4=5-3

Jednakosti oblika 5 =5 Ccesto zahtevaju dodatna objasnjenja jer su ucenici naviki da sa
jedne strane jednakosti bude neka rac¢unska operacija.

Prvo im moZemo podeliti listice na kojima su ispisane neke tacne i neke netacne jednakosti.
Ucenici resavaju listi¢ i odreduju koje su jednakosti tacne, a koje nisu. Svaki odgovor mora da
ima i objasnjenje. Zatim, kako bi savladali sastavljanje jednakosti, zadamo zadatak da svaki
ucenik na papir napise nekoliko tacno/netacno jednakosti, od kojih je barem jedna tacna i
barem jedna netacéna i da ih da drugu iz klupe da reSava. Kad sami zadaju zadatke drugovima iz
odeljenja ucenici su skloni tome da zadaju velike brojeve, ¢ime je racunanje teze i samim tim
koriste se drugim metodama reSavanja.

Takode, mozemo im postaviti zadatak da sastave jednakosti koristeéi neki odreden broj, na
primer ako je datum 27., treba da pomodu brojeva i operacija zapisu broj 27. U pocetku ¢e
koristiti jednostavne izraze, ali kasnije ¢e poceti da koriste razne trikove, dodavanje i
oduzimanje istog broja, nulu. Na ovaj nacin ucenici razvijaju relacijsko misljenje, uce da
razmisljaju o odnosima izmedu brojeva sa obe strane jednakosti.
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2.5 Uloga znaka jednakosti

Ucenici nizih razreda osnovne Skole imaju zablude o znacenju znaka jednakosti [6]. Ve¢ u prvoj
godini Skolovanja znak jednakosti se interpretira kao signal da se izvrSe naznacene racunske
operacije. Znak jednakosti je jedan od najvaznijih simbola u svim oblastima matematike u
kojima se radi sa brojevima i operacijama. Vazno je da razumeju da se simbol “=" odnosi na
jednakost i balans izmedu brojeva, izmedu leve i desne strane znaka jednakosti [6].

Na temelju iskustva, uéenici smatraju da je jedna strana jednakosti, obi¢no leva, problem, a
da desna strana predstavlja odgovor na taj problem. Takvo razmisljanje dodatno potkrepljuje i
npr. koris¢enje kalkulatora, gde je rezultat ono Sto se dobija kada pritisnemo tipku “=". U
pisanoj formi, simbol “=" posmatraju kao nesto Sto razdvaja problem od resenja.

Zadaci otvorenog tipa, tj otvorene jednakosti, se mogu koristiti kao alat koji ¢e ucenike
podstaci da razmisljaju o odnosima izmedu brojeva i kako da predstave te odnose. Pod
otvorenim jednakostima podrazumevamo jednakosti koje imaju prazno mesto koje treba
popuniti kako bi jednakost bila tacna. Na primer, u zadatku 28+35=29+ _ na prazno mesto
treba upisati neki broj tako da jednakost bude tacna, bez izraCunavanja [23]. Kada se ispitaju
veli¢ine sa obe strane jednakosti, vidimo da se jedan od brojeva sa leve strane (28) poveca na
29.Mozemo zakljuditi da drugi broj (35)treba da se smanji za 1 da bi suma bila jednaka. Dakle,
na prazno mesto treba upisati broj 34.Resenje je nadeno uspostavljanjem ravnoteze imedu
datih brojeva.

Nauditi ucenike da posmatraju celu jednacinu je izazov, jer se uglavnom fokusiraju na
raCunanje Citajuéi sa leva na desno brojevnu recenicu. Zadaci poput 11+3 =4+ _ ih teraju da

nadu smisao i pogledaju ceo izraz, jer znaju da 11+ 3+ 4 [23].

Takode, neke neke matematicke ,recenice” uéenici mogu da transformisu koristeéi svojstva
racunskih operacija, na primer izraz (46+17)+14 moZe da se zapiSe kao (46+14)+17
koristeéi svojstvo asocijativnosti sabiranja, ili, recimo 9-7kao (10-7)—7, kombinovanjem

deseticai jedinica.

Praksa je pokazala da je u€enicima najteze transformisanje izraza koristedéi distributivnost. Na
primer, u zadaku 8+4 =4-(_+ ) kako bi dosli do resenja, ucenici prvo nadu broj 12, odnosno
izvrSe sabiranje sa leve strane jednakosti, a zatim dodu do reSenja 3podelom broja 12 sa 4. Sa
druge strane, ucenici koji su sposobni da uocavaju odnose izmedu brojeva mogu da primete da
su brojevi 8 i 4 dvostruko vedi i jednaki broju 4, respektivno, te da je zbir ta dva broja tri puta
veéi od 4. Kako je broj 4zajednicki faktor i leve i desne strane date jednakosti, moZe se
zakljuciti da rezultat sabiranja u zagradi sa desne strane mora da bude broj 3, odnosno da na
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prazna mesta treba upisati brojeve 1 i 2, uzimajuéi u obzir osobinu komutativnosti sabiranja

[23].

Razumevanje znaka jednakosti vazno je i za sredivanje algebarskih izraza, jer uglavhom kada

se susretnu sa njima ucenici imaju pote$kocéa. Cak i re$avanje jednostavnijih jednacina, kao na

primer 3x + 18 = 63 zahteva od ucenika da vidi obe strane jednakosti kao ekvivalentne izraze.

Operativno i relaciono razumevanje znaka jednakosti ima uticaj na relacijsko razmisljanje i

razumevanje algebarskih koncepata koje ¢e ucenici uciti kroz Skolovanje. Kako bi razmisljao na

ovaj nacin, uenik mora da posmatra jednacine kao objekte za analiziranje, a ne kao pocese

koje treba obaviti [28]. Fokusirajuci se na sabiranje i oduzimanje prilikom resavanja zadataka,

treba obratiti paznju na sledece osobine [9]:

Komplementarnost sabiranja i oduzimanija;
Komutativnost sabiranja;

Zbir dva broja se ne menja kada se isti broj doda jednom sabirku, a oduzme od drugog
sabirka;

Rezultat oduzimanja se ne menja kada se isti broj doda ili oduzme od oba ¢lana;
Nula je neutralni element za sabiranje;

Kada se broj oduzme od samog sebe dobija se nula;

Asocijativnost sabiranja;

Svaki broj se na viSe nacina moze prikazati kao zbir dva broja.

Ucenicima znak jednakosti moZemo predstaviti kao vagu, koja je u ravnoteZi kada je vrednost

izraza sa obe strane jednakosti ista. Vizuelno im to predo¢imo sa slikama vage (Slika 1).

Slika 1. Prikaz znaka jednakosti pomocu vage
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2.6 0Od aritmetike ka algebri

Kroz sledeci primer, koji je uzet iz udzbenika iz matematike za drugi razred osnovne $kole [30],
u okviru nastavne teme ,Sabiranje i oduzimanje brojeva do 100“ u nastavnoj jedinici
,0duzimanje broja od zbira“, moZiemo da podstaknemo ucéenike da razviju vestine
ranoalgebarskog misljenja. Ideja je preuzeta iz S. Stevanovié, S. Crvenkovié, D. A. Romano: Jedan
primjer analize aritmetickog i ranoalgebarskog misljenja.

Zadatak 1: U prodavnici je bilo 25 belih i 30 crnih SeSira. Prodato je 10 SeSira. Koliko SeSira je
ostalo u prodavnici?

Ponudeno je sledeée resenje: Prvo odredimo broj SeSira pre prodaje (saberemo broj belih i
crnih):
25+ 30 = 55.

Zatim od tog broja oduzmemo broj prodatih Sesira: 55 — 10 = 45.
Isto mozemo zapisati i jednim izrazom : (25 + 30) — 10 = 45.

U udzbeniku je dat jedan nacin reSavanja ovog zadatka i, mada se ne navodi da je to i jedini
nacin, stice se takav utisak i ucenici zadatke istog tipa Sablonski reSavaju koristeéi se naucenim
primerom.

Kako bismo im pruzili uvid u razli¢ite nacine reSavanja ovog zadatka i da bi dublje razmatrali
problem moZemo im postaviti pitanja:

1) Sta bi bilo da su kupljeni samo beli $e3iri?
Ovde ¢e vecina ucenika primetiti da tada ra¢unamo ovako: (25—10) +30 =15+
30 = 45;

2) Astada su kupljeni samo crni SeSiri?
Tada bismo rac¢unali ovako: 25 + (30 — 10) = 25 + 20 = 45.

Primetimo da je rezultat izraunavanja na sva tri nacina isti i iznosi 45.

3) Daje kupljeno 28 sesira, kako bismo tada rac¢unali?
Ako je kupljeno od obe vrste tada (25 + 30) — 28 = 55 — 28 = 27;
Ako su kupljeni samo crni, 25 + (30 — 28) = 25 + 2 = 27.
4) Da je kupljeno 40 Sesira, tada bi to moglo da se uradi samo na prvi nacin, odnosno
(25+30) —40 = 55 — 40 = 15.

Ucenici bi znali da odgovore na postavljena pitanja, jer je ovakav pristup resavanju zadataka
tradicionalan u poducavanju strategija oduzimanja broja od zbira brojeva.
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Nastavnik treba da prepusti u¢enicima da sami izvedu zakljucke o nac¢inima reSavanja zadatog
problema i da opiSu rec¢ima kako su dosli do reSenja, a zatim da uz njegovu pomo¢ zapisu
postupke resavanja.

Dakle, re¢ima bismo mogli ovako opisati postupak:

Ako ne vodimo racuna koji $esiri su kupljeni; onda od ukupnog broja SesSira 25 + 30 treba
oduzeti broj 10 u prvom slucaju, broj 28 u drugom slucaju i broj 40 u tre¢em slu¢aju, odnosno

(25 + 30) — 10 = 45, (25+30)—28=27 i (25+30)—40= 15,

Dalje, moZemo pokazati da ako Zelimo jednim izrazom da pokrijemo sva tri sluéaja, to
moZemo zapisati ovako (25+30) —c, gde smo slovom cobeleZili broj kupljenih Sesira. Ucenici
treba da razumeju da su pravilnosti koje uoavamo u radu sa brojevima Sabloni i treba ih
navesti da dodu do zakljucka zasto smo ovde tako zapisali postupak, odnosno da primete da
ako u izraz (25+30) —c umesto slova c uvrstimo 10, 28ili 40 dobijemo iste rezultate kao gore.
Zatim postavimo pitanje da li slovo Coznacava samo brojeve 10,28 i 40 ili i neke druge
brojeve, gde bismo trebali da dodemo do zaklju¢ka da u nasem Sablonu slovo Cjeste oznaka za
te brojeve, ali i za sve druge brojeve koje moZzemo da oduzmemo od zbira 25+ 30. Ne
mozZemo izracunati koliko je (25+30)—c, ovaj Sablon nam oznacava da se od zbira 25 + 30
oduzima neki broj, ali nije receno koji, pa tako ne znamo rezultat oduzimanja. Rezultat zavisi od
toga kojim brojem ¢emo zameniti slovo C. Ovako upotrebljeno slovo zovemo promenljiva.

Na slican nadin moZemo razmatrati drugi deo zadatka, odnosno slucajeve kada su kupljeni
samo beli ili samo crni SeSiri. Uz pomo¢ nastavnika uéenici bi sami trebali da dodu do reSenja i
da pokusaju da ih zapisu.

Oduzimanje jednog broja od zbira brojeva moze se obaviti na vise nacina. Koji na¢in éemo
upotrebiti zavisi od medusobnih odnosa izmedu konkretnih brojeva u zadatku. Cilj ovakvog
reSavanja zadataka jeste da ucenici koriste algebarsku notaciju, uocavaju veze izmedu brojeva,

proucavaju relacije i da razumeju ideju koja je u osnovi ovih izracunavanja.

Zadatak 2: Pera je zamislio dva broja. Njihov zbir je 19, a njihova razlika je 5. Koji su to brojevi?

Po ugledu na [4] zadatak se mozZe resiti na viSe nacina, postupak mozemo opisati koriste¢i samo
reci, samo brojeve ili algebarske simbole, na primer:

Recima: Brojeve nalazimo tako $to od njihovog zbira oduzmemo razliku i dobijeni broj podelimo
sa dva, ¢ime smo dobili manji broj. Veéi broj dobijemo tako sto manji broj saberemo sa pet.
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Numericki: 19 —5=14, 14:2=7, 7+ 5 =12.
Koristedi algebarske simbole: Do trazenih brojeva dolazimo reSavanjem jednacine
x+ (x+5)=19.

U praksi, ucenici najviSe koriste drugi nacin, izbegavajuci jednacine. Kako bi se izbegao ovaj
problem potrebno je sa ucenicima diskutovati o drugim nacinima reSavanja zadataka, uvoditi
pisana objasnjenja u lekcije iz matematike, tako bi i sami nastavnici mogli viSe da saznaju o
nivou razumevanja ucenika posmatrajuci njihove analize zadataka poput ovog, sa ciljem da im
pomognu da prevazidu ,strah” od algebre.

2.7 Algebra u skolskoj nastavi

Kako se matematika razvijala, oblast algebre je postala Sira i ljudi su poceli da je dele na
apstraktnu algebru i Skolsku algebru. Glavna razlika izmedu onoga Sto se podrazumeva pod
algebrom generalno i algebre u Skoli je nivo apstrakcije sa kojim se radi. Ipak, imaju istu ideju:
sve je u generalizaciji [1].

Skolska algebra predstavlja polaznu tacku za razvijanje algebarskog misljenja koje je osnova
za naprednu algebru. Uprkos njenoj vaznosti za nastavak Skolovanja, nastava i uenje algebre se
susreée sa mnogim problemima. Najproblemati¢nija podrucja su promenljive, algebarski izrazi,
algebarske jednacine i tekstualni zadaci [1].

Sto se ti¢e promenljivih, uéenici nemaju jasnu sliku o upotrebi odredenih slova i znakova u
razli¢itim situacijama, ne razumeju znacenje simbola u jednadinama i teSko prevode probleme
opisane re¢ima u ogovarajuce algebarske izraze.

Smileni rad u algebri, kao i fluentno manipulisanje algebarskom notacijom podrazumeva da
ucenici dobro razumeju aritmetiku. Znanje aritmetike je osnovni preduslov za razumevanje
algebre. Zbog toga ucenicima treba pruziti priliku da vide odnose izmedu te dve grane
matematike, potrebne su aktivnosti koje se fokusiraju na prelazak sa tipi¢nih aritmetickih na
algebarske probleme [1]. Postoji faza u nastavnom planu i programu kada uvodenje algebre
moze jednostavne stvari ucliniti komplikovanim, ali bez algebre je nemoguce uciniti
komplikovane stvari prostim [34].

Kao reSenje za problem prelaza sa aritmetike na algebru i istovremeno poducavanje algebre
u nizim razredima osnovne Skole preporucuje se istrazivanje Sablona i pravilnosti. IstraZivanje
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pravilnosti moglo bi se osmisliti u razli¢itim oblicima, na primer slikovni ili geometrijski prikazi,
numericki Sabloni, pravilnosti koje se ponavljaju.

2.7.1 Pravilnosti

Istrazivanje, proucavanje pravilnosti kao i prosirivanje pravilnosti na veée skupove doprinosi
razvoju algebarskog misljenja. Sablon (3ema, obrazac, engl. pattern) predstavlja odredenu
pravilnost koja se moZe uociti u prirodi ili ljudskim tvorevinama, gde se elementi ponavljaju na
neki predvidljivi nacin. Priroda je puna pravilnosti, na primer snezne pahuljice i kristali, ali ima i
primera iz Zivotinjskog sveta, poput pruga na zebri.

Jedan nacin koriséenja pravilnosti su, recimo, numericke pravilnosti koje su vizuelno
prikazane. Vizuelni prikaz matematickih objekata moze biti od velike pomodéi uc€enicima pri
zakljuCivanju. Na primer, razmotrimo sledeci kvadratni obrazac (Slika 2) koji ima oblik niza
brojeva (a) i vizuelni prikaz istog (b) [1].

Zadatak: Nastavi niz brojeval!

000

00 0069

14 9. 0 00 0060
(a) (b)

Slika 2.Prikaz jedne pravilnosti brojeva

U brojevnom nizu (a) ucenici treba da uvide vezu izmedu brojeva, bez ikakvog dodatnog
objasnjenja. Mnogi ucenici se ne snalaze u ovakvim zadacima i odbijaju dalje istrazivanje. Sa
druge strane, slikovni prikaz istog niza brojeva pomocu tackica koje formiraju kvadrate
ucenicima pruza drugaciji pogled na isti zadatak. Ovde se mogu primetiti neka predvidanja [1]:
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e Ucenici direktno primecuju da je sledeéi broj u nizu onaj koji je kvadrat nekog broja (uz
razmatranje: broj 1 je kvadrat broja 1, broj 4 je kvadrat broja 2, broj 9 je kvadrat broja
3);

e Ucenici primecuju porast tackica na svakoj slici;

e Ucenici primecuju odnos izmedu broja tackica na svakoj slici i broja tackica u vrsti i
koloni.

Za pocetak razvoja algebarskog misljenja nije loSe krenuti sa Sablonima koji se ponavljaju.
Sabloni mogu biti kocke, ¢ackalice, geometrijski oblici i mogu se praviti od razli¢itih materijala.
Ucéenicima mozemo zadati zadatak da na osnovu jednog datog Sablona naprave nove iste
Sablone, ili da zadamo $ablon i razlicite materijale kako bi napravili isto od razli¢itih materijala.

Slika 3. Primeri Sablona od papira za ucenike

Osnovna karakteristika pravilnosti je da se ponavljaju po odredenom obrascu (boji, obliku,
veli¢ini), odnosno slede neko pravilo. To znaci da su predvidive, da ih ¢esto mozemo dovrsiti
posmatrajuéi samo deo niza. Prepoznavanje pravilnosti je temelj za ideju da dve razlicite
situacije mogu imati isto matematicko znacenje.

Jedan zanimljiv tip pravilnosti su fraktali — beskonacno ponavljajuéi elementi. Isti, ili vrlo
slican, element se ponavlja kroz sve dimenzije objekta. Bez obzira koliko ga uvecavali ili
smanjivali, Sema i koli¢ina detalja ostaju isti. Fraktale nalazimo u slikama, gradevinama,
kinematografiji. Jedan od najpoznatijih primera fraktala je Pitagorino drvo. Ovaj fraktal je dobio
ime po Pitagori zato Sto svaka trojka susednih kvadrata svojim zajednickim temenima odreduje
pravougli trougao, u obliku koji se tradicionalno koristi za prikaz Pitagorine teoreme.
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Slika 4. Pitagorino drvo

2.7.2 AKtivnost za ucenike sa elementima aritmetike i algebre

Ucenicima je postavljeno pet problema, rade samostalno u toku jednog Skolskog ¢asa. Dve
glavne teme problema su aritmetika i algebra. Aritmeticki zadaci se fokusiraju na razumevanje
ucenika u obavljanju osnovnih rac¢unskih operacija sa celim brojevima, dok je sektor algebre
fokusiran na uocavanje pravilnosti i obrasaca pri reSavanju problema. Ideje za zadatke su
preuzete iz Ayu Apsari, R. Bridging Between Arithmetic and Algebra: Using Patterns to Promote
Algebraic Thinking, ali zadaci su osmisljeni u skladu sa nastavnim jedinicama koje su
obradivane.

Problem 1. Napisi naredna tri ¢lana niza brojeva:

a. 52,53,54,...

b. 97,98,99,...

c. 1,3,5,..

d. 92,94,96,...

e. 1,1,2,3,5,8, ..
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Problem 2. Popuni brojevnu piramidu:

89

Problem 3. |zra¢unaj vrednost izraza:

a. 10+8-4=
b. 39-11 =

c. 185:5—-4=
d. 62 =

Problem 4. Odredi da liima paran ili neparan broj blokova, bez brojanja.

Problem 5. (Problem granice): Uz pomo¢ informacija sa slike odredi broj plocica u obliku
kvadrata kojima ée se poplocati granica oko bazena. Na slici je podrucje veli¢éine 10x 10 u
obliku kvadrata, a bazen je veli¢ine 8 x 8. Ako je moguce, naci viSe od jednog nacina za
odredivanje broja grani¢nih kvadrata.

[ LTI T 1]

8

10
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U prva dva problema od ucenika se trazi da uvide vezu izmedu datih brojeva, da zakljuce
u kakvim odnosima se nalaze ti brojevi kako bi nastavili niz ili popunili piramidu. Treéi zadatak je
izraCunavanje sa brojevima i, mada ucenicima na prvi pogled ne izgleda teSko, ¢esto dolazi do
greSaka u redosledu racunskih operacija. U ¢etvrtom zadatku ono $to ucenike zbunjuje je to Sto
se traZzi da daju ta¢an odgovor bez brojanja. Uglavnhom su misljenja da moraju prebrojati
blokove kako bi zakljucili da li je njihov broj paran ili ne. Ideja zadatka je da uvide da postoji
»,Cudan” deo date slike i da mogu doneti zaklju¢ak razmatrajuci ga. Peti zadatak se odnosi na
metodu prebrojavanja elemenata bez racunanja svakog koraka. Postoji nekoliko nacina za
redavanje ovog problema. Cesto resenje koje uéenici ponude je 10 +10+8+8=2-10+2-
8 = 20+ 16 = 36, jer uoce kako sa leve i desne strane od pocetka do kraja bazena ima po 10
kvadrata, a da sa gornje i donje strane vodoravno ostane po 8. Jo§ neka moguca resenja su
10%2 — 82,4 - 8 + 4. lako je izracunati granicu kada se radi o manjem bazenu. Kada bismo isti
zadatak postavili sa ve¢im dimenzijama bazena, teSko bi prebrojavanjem dosli do tacnog
rezultata. Ovakvi zadaci mogu da posluze kao uvodni u opisivanju formula za n-ti korak.

2.8 Matematicki razgovori

»Nikada necemo postati pravi matematicari, cak i ako znamo
napamet sve tude dokaze, ako nas um nije dovoljno sposoban
da samostalno resava bilo kakve probleme.”

Rene Decartes

Razgovori u ucionici su klju¢no obeleZje reformi u nastavi matematike [4]. Nastavnici treba da
ohrabruju ucenike da iskazuju svoje ideje, da raspravljaju o njima. Potreban je veéi stepen
interakcije kako izmedu nastavnika i u¢enika, tako i izmedu ucenika medusobno.

Komunikacija u matematici je vaina matematicka praksa kojom se razvijaju umeda
povezivanja, uopstavanja i opravdavanja ideja. Kroz pitanja tipa ,,MoZze li se ovaj problem resiti
na drugaciji na¢in?“, ,Kako znamo da je ovo reSenje tacno?“, ,Da li ovaj nacin resavanja uvek
daje tacne rezultate?”, nastavnici omoguéavaju ucenicima da verbalizuju i prosire svoje
misljenje o matematickim objektima i njihovim medusobnim vezama [9]. SluSajuéi njihove
odgovore i ideje nastavnik ima uvid u nivo razumevanja i razmisljanja svakog ucenika, a to mu
moze pomocdi da razume koncepte i zablude na kojima se zasnivaju njihovi zakljucci.

27



U tradicionalnoj nastavi matematike nastavnik se nalazi u centru aktivnosti, on je taj koji
matematicke ideje prenosi ucenicima [23]. Ovakva nastava od ucenika ne zahteva previse
angazovanja, oni usvajaju nastavnikove modele i ideje i prema njima pristupaju resenju
problema. Casovi bi se mogli organizovati tako da uéenici rade u parovima, grupama ili da je
celo odeljenje ukljuc¢eno u diskusiju. Na ovaj nacin ucenici diskutuju o strategijama reSavanja
zadataka, razmatraju da li je necije reSenje efikasniji i lakSi nacin reSavanja problema. Uloga
nastavnika kao rukovodioca diskusije je da odrzi red u diskutovanju i napravi redosled kojim ¢e
ucenici izlagati svoje ideje. Pri tome, nije loSe odabrati manje sofisticiraniju strategiju kao prvu
za razmatranje, jer prezentovanje ,,savrSenog odgovora“ na pocetku prekida diskusiju [38].

Naravno, pozeljno je ukljuditi sve ucenike u diskusiju, ako je potrebno dodatno analizirati i
jednostavnim jezikom objaSnjavati neke probleme kako bi svi mogli da prate razgovor.
Nastavnici bi trebali da neguju algebarsko misljenje i prilikom ucenja drugih matematickih
koncepata, tako Sto bi pomagali u€enicima da obrate paZznju na matematicke proporcije,
relacije i pravilnosti. Dajuc¢i ucenicima moguénost istraZivanja matematickih problema
prihvatanjem postojanja razli¢itih pristupa reSavanja problema, dobijaju se moéni alati
matemati¢kog misljenja i sti€u se iskustva o korisnosti matematike [38].

2.9 Polinomi

Pojam polinoma i operacije sa njima predstavljaju vazan algebarski sadrzaj u osnovnoj skoli.
Polinomi se obraduju u sedmom razredu osnovne Skole, upravo kada je primeceno manje
interesovanje ucenika za matematiku, kao i znaéajno slabiji rezultati na kontrolnim vezbama.

Poslednjih godina razumevanje pojma polinoma i osnovnih operacija sa njima je sve slabije,
zbog cega ucenici kasnije imaju problema i sa razumevnjem slozenijih zadataka iz ove oblasti
koji se obraduju u srednjoj Skoli. Jedan od razloga zbog kog dolazi do poteskoéa u razumevanju
polinoma je taj Sto ucenici ne usvoje dobro pojam stepena. Zbog toga, pre uvodenja pojma
polinoma, potrebno je ponoviti Sta je stepen i vazne osobine stepena.

a-a-.. a piSemo a”™, gde je a bilo koji realan, a n bilo koji prirodan broj.
N — —
n

U udzbeniku za sedmi razred osnovne Skole [17] navodi se sledeca definicija stepena:

Proizvod u kome se pojavljuje samo realni broj a kao ¢inilac n puta (n € N) nazivamo n-tim
stepenom broja a. Broj a je osnova stepena a™, a broj n je izloZilac stepena a™.
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stepen izloZilac
osnova

Osobine stepena:

MnoZenje stepena jednakih osnova:

52.53=5.5.5-5:5=52%¥3 =55 4j a-a™ =a"*"" nmeN
2 3

Deljenje stepena jednakih osnova:

6
56.53 5¢ _ 555555
' 53 5:5-5

3

=503=5% . qgham=a""™ nmeNn>ma=#=0

51=55°=1,t. a'=a, a®=1a+#0

Stepen proizvoda i koli¢nika:
(5:-8)*=(5-8)-(5-8):(5-8)-(5:8)=(5-5-5-5)-(8-8-8-8) =5%-8%tj.

(a-b)"*=a"-b"neN

Stepen stepena:
(53)* =53-53.53.53 = 53+3+3+3 _ 534 _ 512 ¢ (g")M ="M pmeEN

U vedini udzbenika za osnovnu Skolu uvodi se sledeéa definicija polinoma i objasnjenja pojma
monoma, binoma i trinoma:

Polinomi su algebarski izrazi dobijeni pomocu znakova brojeva, znakova promenljivih i
znakova operacija sabiranja, oduzimanja i mnoZenja (+,—, *).

2 x+3

Na primer, izrazi 7a,5,7 — 4x, 5x% + 7x — T ,a3b% + ab® ++/5 jesu polinomi, dok izrazi

1.3 . . .
— i—— nisu polinomi.
x 6+a
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Vrste polinoma:

Monomi su polinomi u kojima se od znakova operacija pojavljuje samo znak za mnozenje (-).
Dakle, to su izrazi koje dobijamo od znakova brojeva, znakova promenljivih i znaka za mnozZenje.
Na primer, ako su x,y, a, b, c promenljive, izrazi 5, x, 5x, 5x2, x3y?, —6a°bc? jesu monomi (sa
jednom ili vise promenljivih), dok izrazi 5 — x, 5x + x? to nisu.

Brojevna konstanta u monomu naziva se koeficijent tog monoma. Za monome koji se
razlikuju samo u koeficijentu kazemo da su sli¢ni, , na primer 4x i x su sliéni monomi sa jednom

promenljivom, a —3a?b i V5a?b su sliéni monomi sa dve promenljive.

Ako su A i B dva neslicha monoma, onda izraz A + B nazivamo binomom, a za monome A i B
kazemo da su ¢lanovi binoma A + B. Cesto se kaze da su binomi dvoélani polinomi. Na primer,
ako su a, b, x promenljive, izrazi 1 + x, a + b, a® + 3b? su binomi.

Ako su A, B i C tri neslicna monoma, onda izraz A + B + C nazivamo trinomom, a za monome
A, B i C kazemo da su ¢lanovi trinomac A + B + C. Kaze se i da su trinomi troclani polinomi. Na

primer, ako su a,x,y i z promenljive, izrazi 1+ 2a+a?,x —y +z, 4x?y + x3z — gyzz

jesu trinomi.
Za polinome sa vise od tri ¢lana ne postoji poseban naziv.

Polinom po promenljivoj x je izraz P = a,x™ + a,_x™ 1 + -« + a;x + a, pri éemu jen € N,
ag, a4, ..., a, € R. Ako je a, # 0 broj n se naziva stepen polinoma, koeficijent a, je vodedi
koeficijent, sabirak a,x™ je vodeéi monom, a sabirak a, je slobodan ¢lan tog polinoma. Ako je
a, = 1 polinom se naziva monicni polinom. Polinom je linearan ako je n = 1, kvadratni ako je
n = 2, kubni ako jen = 3.

U nastavku je dato nekoliko primera ¢asova na kojima se obraduju polinomi i operacije sa
njima, po nastavnom planu i programu za sedmi razred osnovne $kole.

Primer casa 1.

Razred Vil

Naziv predmeta Matematika (redovna nastava)

Nastavna tema Racionalni algebarski izrazi

Nastavna jedinica Sabiranje polinoma.Suprotni polinomi.Oduzimanje polinoma.
Tip Casa Obrada
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Oblik rada

Frontalni, individualni

Nastavna sredstva

Tabla, kreda, udzbenik, zbirka

Nastavne metode

Metoda razgovora, metoda ilustracije

Ucenici treba da:

Cilj nastavnog rada

e upoznaju pojam polinoma i monoma;

e umeju da kod datih monoma razlikuju koeficijent od
promenljivog dela monoma;

e umeju da uoce slicne monome;

e razvijaju logicko, analiticko i algoritamsko misljenje;

e razvijaju koncentraciju, sposobnost za uporan i predan rad,
postupnost i sistemati¢nost u radu.

Mogucdi tok casa

Komentar

1. Uvod

ni deo casa

Kratko podsecanje:

Navedi nekoliko primera monoma. Kako se
naziva brojevna konstanta u monomu?

Sta kazemo za monome koji se razlikuju
samo u koeficijentu?

Uvodni deo ¢asa ne treba da traje duze od 5
minuta.

2. Glavni deo casa

Primer: Koji polinom je zbir monoma 2a i
7a?

Odgovor: Monomi 2a i 7a su sli¢ni, a njihov
zbir ra¢unamo koristeci distributivni zakon:
2a+7a=(2+7)a=9a

Dakle, zbir sliénih monoma je njima sli¢an
monom cCiji je koeficijent jednak zbiru
koeficijenata datih monoma (monoma

sabiraka).

Ako je M monom, a « i 8 realni brojevi, tada
jeaM + M = (a + f)M.

Glavni deo Casa treba da traje oko 35 minuta.
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Polinom je sreden ako je zapisan kao zbir
neslicnih monoma. Svaki polinom se moze
prevesti u sreden oblik sabiranjem njegovih
slicnih monoma

Radi preglednosti, sredene polinome
zapisujemo tako da stepeni monoma
opadaju.

Primer: Pisemo X° +2x* +3x+1,ane

3x+x% +1+2x%,
Primer. Dati su polinomi

A=2x+3y;
B=a’-4a+11;

C=xy—2y® +5yx°i
D =6+ 6ab—36a°b*?

Koji od njih su sredeni?

Primer. Ucenici treba da date polinome
zapisSu u sredenom obliku:

a) 3a®’-15+5a—6a’ +7;

6) 8x% —6x% —2x° —x+11x* +43x..

Polinome ciji je zbir jednak nuli nazivamo
medusobno suprotnim polinomima, tj.
polinomi P i - P su medusobno suprotni
polinomi jer je P + (—P) = 0.

Zadatak. Odredi suprotan polinom polinomu
P ako je:

a) P =3x;

b) P = 4a? - 5a.

Na casovima obrade ove nastavne teme treba
insistirati na razvijanju sistemati¢nosi prilikom
reSavanja zadataka. Pored sistematiénosti,
urednost, postupnost, pa i strpljenje neophodni
su prilikom reSavanja pomenutih zadataka.
Dobro je poznato da su nepregledno i neuredno
zapisivanje cesto uzrok greSaka i to treba
napominjati uenicima.
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Zadatak. Odredi zbir monoma: Napisati onoliko primera koliko ima u¢enika u

] odeljenju, prilagodavajuci tezinu zadatka
a) 2xi3x;

b) Zxi0.7x;
c¢) 3.4abi0,5ab.
Sabiranje polinoma vrS§imo primenom

svakom uceniku.

zakona komutativnosti i asocijativnosti
operacije sabiranja. Pre sabiranja pogodno je
polinome napisati u sredenom obliku. Zbir

dva polinoma odredujemo tako §to Nastavnik ispisuje na tabli zadatke koje ucenici
saberemo sli¢éne monome, a preostale samostalno reSavaju. On dalje prati rad ucenika,
monome iz oba polinoma prepi$emo. usmerava ih na pravilno reSavanje zadataka,
daje instrukcije i neophodna i dodatna
Zadatak. Naci zbir polinoma: obja3njenja, bodri u¢enike da slobodno pitaju
a) P=a?+5a—3iQ = —3a%+1; sve S$to im nije jasno.

b) A=2x2+3iB=x—4.

3. Zavrsni deo Casa

B _ . _ Zavrsni deo Casa treba da traje oko 5 minuta.
Za domadi zadatak, tj. uvezbavanje

. . v . . Cilj domaceg zadatka je da obezbedi samostalan
realizovanih sadrZaja, zadati odabrane J 8 J

o rad ucenika na usvajanju sadrzaja realizovanih u
zadatke iz zbirke.

toku casa.

Napomenimo, uvodni zadaci koji se prikazuju ucenicima treba da budu laksi i kraéi. Kasnije
zadavati sloZenije zadatke, traZiti od uéenika da svoja reSenja zapisuju postupno i pregledno,
kako bi celo odeljenje moglo da prati nastavu. Kod sabiranja monoma treba zadavati primere
gde je dat zbir nesli¢cnih monoma, jer ucenici ¢esto ne shvataju da razli¢ite objekte ne mogu da
sabiraju (jedan pogre$no uradjen primer je 5x? + 3x3 = 8x°>, a ovakve gre$ke se u praksi
redovno ponavljaju). Takode, jedna od cestih gresaka koju ucenici prave pri oduzimanju
polinoma je ta Sto ne vode rac¢una kod oslobadanja od zagrada, vrlo ¢esto promene znak samo
nekim ¢lanovima (najéesée samo prvom), ili ¢ak nijednom ¢lanu polinoma unutar zagrade.

Prilog za ¢as: Sava je uéenik sedmog razreda. Na kontrolnoj vezbi iz matematike resio je sve
zadatke. Medutim, potkrale su mu se neke greske. Tvoj zadatak je da pronades greske i
zaokruzi$ ih hemijskom olovkom. Zatim u koloni u kojoj piSe ,tvoje reSenje” resi ispravno
zadatke koje je Sava pogresno uradio. Pokusaj da ocenis njegovu kontrolnu vezbu.

33




Zadatak

Savino resenje

Tvoje reSenje

1. Izracunaj vrednost izraza za
x=-1:

(7 + 3x)(4 - x).

7+3-1)(4+1)=9-5=
45

2.Saberi monome: 76 +a? =

8a?

3.Sredi polinom po opadajuéim
stepenima:

5e3—3+2e +6e?—¢e?

et-Bed+6e?+2e-3

4.Uprosti izraz:

a—-2b+4-3a+2b-5=

4a-2b+4+2b-5=

4a+4-5=4a-1

5.Saberi polinome Ai B:
A=x*+3x-0,5

B=11x?-7x—-22

A+B=

=x2+3x-05 +11x% - 7x -
2.2

= 12x% + 10x - 2,7

6. Izracunaj y ako je

10y —(-y+1)=11

10y —(-y+1)=11
10y +y-1=11

11y-1=11
10y = 11
Y=11

34




Ovakav nacin zadavanja zadataka ucenicima mozZe biti zanimljiv, oni su ti koji pregledaju i
ocenjuju neciji rad, pa ¢e se samim tim potruditi da bolje obave svoj zadatak.

Primer ¢asa 2.

Razred Vil

Naziv predmeta Matematika (redovna nastava)

Nastavna tema Racionalni algebarski izrazi

Nastavna jedinica Kvadrat zbira i kvadrat razlike

Tip casa Obrada

Oblik rada Frontalni

Nstavna sredstva Tabla, kreda, udzbenik, zbirka

Nastavne metode Metoda razgovora, metoda reSavanja zadataka
e usvajanje pravila za racunanje kvadrata binoma

Cilj nastavnog rada e razlikovanje kvadrata razlike od kvadrata zbira
e grafi¢ka interpretacija kvadrata binoma-usvajanje

Moguci tok casa Komentar

1. Uvodni deo ¢asa

Na pocetku obnoviti sa u¢enicima sta je
kvadrat realnog broj, kako se zapisuje i kako

se izraCunava. Usmeno postaviti neka
pitanja: Uvodni deo Casa ne treba da traje duze od 5

minuta.
Koliki je kvadrat broja 6?

Koliki je kvadrat broja —5?
Kolika je vrednost izraza — 42?

2. Glavni deo casa

e Nastavnik predaje teorijski deo, uz zapis | N@ ¢asovima obrade ove nastavne teme treba

na tabli i projektovanije slike. insistirati na razvijanju sistematic¢nosi prilikom
e Formulu za kvadrat binoma zapisati i reSavanja zadataka. Pored sistemati¢nosti,
reCima na tabli. urednost, postupnost, pa i strpljenje neophodni

su prilikom reSavanja pomenutih zadataka.
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a+b

Neka su A i B dva neslicna monoma. lzraz
oblika (A + B)? predstavlja kvadrat binoma
A+ B.
(A+B)?=(A+B)-(A+B)=A-A+
AB+B-A+B-B =A%+ 2A4B + B?

Kvadrat binoma jednak je zbiru kvadrata
¢lanova tog binoma i njihovog dvostrukog
proizvoda.

Formula za kvadrat binoma vaZzii akosu Ai B

bilo koji polinomi.

Izraz oblika (A — B)? predstavlja kvadrat
razlike monoma A i B. Izvodimo opsti
obrazac koji éemo koristiti kada bude
potrebno.

(A—B)? = A> — 2AB + B*
Dalje se rade odabrani zadaci iz zbirke.

Zadatak 1. Odredi kvadrat binoma P ako je:

a) P=4a-3;
b) P=9x—§y;
¢) P=—6a—>5b.

Zadatak 2. Date trinome zapiSi kao kvadrat
binoma:

Dobro je poznato da su nepregledno i neuredno
zapisivanje Cesto uzrok gresaka i to treba
napominjati uenicima.

36




a) 1—10x + 25x2%;
b) 49a? + 28ab + 4b?;
c) 9a?b? + 3ab +i.

Zadatak 3. Akoje A =3x+ 1,B = 2x —

3,C =2 — x, odredi:

a) A>+B?+C%;
b) (A+C)?— B2
c) A>—B?+A-C.

3. Zavrs

ni deo casa

Za domadi zadatak, tj. uvezbavanje
realizovanih sadrZaja, zadati odabrane
zadatke iz zbirke.

Zavrsni deo Casa treba da traje oko 5 minuta.
Cilj domaceg zadatka je da obezbedi samostalan
rad ucenika na usvajanju sadrzaja realizovanih u
toku ¢asa.

Uglavnom za proizvoljne polinome koristimo slova A4, B, C, ... Kada uvedemo formule za

kvadrat binoma i razliku kvadrata gde su A i B proizvoljni monomi, deluje da je u¢enicima jasno

kako da primenjuju te formule. Medutim, u praksi se deSava da oni ne znaju Sta moze da stoji

umesto slova A i B, pa kada im zadamo da odrede, na primer, kvadrat binoma x i y, odnosno

(x +y)?, ne dobijemo odgovor. U&enici ¢esto ne razumeju da i ako promenimo imena

promenljivih formule i dalje vaze [20].

Primer ¢asa 3.

Razred Vil

Naziv predmeta Matematika (redovna nastava)

Nastavna tema Racionalni algebarski izrazi

Nastavna jedinica Razlika kvadrata

Tip casa Obrada

Oblik rada Frontalni

Nstavna sredstva Tabla, kreda, udzbenik, zbirka

Nastavne metode Metoda razgovora, metoda reSavanja zadataka
e usvajanje pravila za racunanje razlike kvadrata

Cilj nastavnog rada e razlikovanje kvadrata razlike od razlike kvadrata
e uvezbavanje pravila za racunanje razlike kvadrata
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Moguci tok casa

Komentar

1. Uvod

ni deo casa

Kako se zove izraz 2x — 7? (razlika monoma
2xi7).

Uvodni deo ¢asa ne treba da traje duze od 5
minuta.

2. Glavni deo casa

Pocetnu postavku zadatka | dobijeno resenje

napisati na table posebno.
2x—=7)2x+7) =4x?>—49

Kako se zove izraz 2x — 77? (razlika monoma

2xi7).

Kako se zove izraz 2x + 7? (zbir monoma
2xi7)

Kako se zove izraz (2x — 7)(2x + 7)?
(proizvod razlike i zbira monoma 2x i 7)
Kako se zove izraz 4x? — 49 ? (razlika
monoma 4x? i 49)

Da li monomi 4x? i 49 imaju veze sa
monomima sa leve strane jednakosti? (49 je
kvadrat broja 7, 4x? je kvadrat monoma 2x)
Kako bismo sada nazvaliizraz 4x? — 49?
(razlika kvadrata monoma 2x i 7) Dakle,
izraze koji su dati kao binomi i to kao

razlika monoma i ti monomi su kvadrati
mozemo rastaviti na proizvod zbira i razlike

tih monoma.

Nastavnik predaje teorijski deo, uz zapis
na tabli i projektovanje slike.

Formulu za razliku kvadrata zapisati i
re¢ima na tabli.

Na ¢asovima obrade ove nastavne teme treba
insistirati na razvijanju sistemati¢nosi prilikom
reSavanja zadataka. Pored sistemati¢nosti,
urednost, postupnost, pa i strpljenje neophodni
su prilikom reSavanja pomenutih zadataka.
Dobro je poznato da su nepregledno i neuredno
zapisivanje Cesto uzrok gresaka i to treba
napominjati uenicima.

38




a-b

b a

Neka su A i B dva neslicha monoma. lzraz
oblika A?> — B? predstavlja razlikukvadrata
monoma A i B.

A2 —B?*=(A+B)(A-B)
Dalje se rade odabrani zadaci iz zbirke.

Zadatak 1. Razliku kvadrata zapisi u obliku
proizvoda:

a) x2—-1;
b) 4x? —5;
c) 36a? —49b?.

Zadatak 2. Koristedi razliku kvadrata

izraCunaj:
a) 912 — 97
b) 872 — 777

9 (73) - (23)"
Zadatak 3. Uprosti izraze:

a) (a—1(a+1)+5a2a—-1);




b) (6a — 5b)(6a + 5b) + (2a +

1)(5a — 18a);
c) 4-(a—5)(a+5)—R2a-3)2a+
3).

Zadatak 4. Resi jednacine:

a) x+3)(x—3)— (x> —4x) =9;
b) Q—=y)2+y)—(6y—y*) =4
o) (x+2)2—-(x-3)(x+3)=1.

3. Zavrsni deo Casa

Ponoviti sa u¢enicima formulu za

izracunavanje razlike kvadrata. Zavr$ni deo ¢asa treba da traje oko 5 minuta.

Za domaci zadatak, tj. uveZbavanje Cilj domaceg zadatka je da obezbedi samostalan
realizovanih sadrZaja, zadati odabrane rad ucenika na usvajanju sadrzaja realizovanih u
zadatke iz zbirke. toku casa.

Napomena: U praksi se deSava da pojedini ucenici ne zapamte formulu za razliku kvadrata, pa
do reSenja dolaze mnozedi svaki ¢lan iz prve zagrade sa svim ¢lanovima iz druge zagrade.
Greska koja se Cesto deSava pri mnozZenju svakog ¢lana sa svakim je ta da ucenici ne znaju dokle
su stigli, pa neki ¢lan izostave. U tome im moze pomodi docrtavanje strelica, na primer:

C=-x)(x?+3x—1)=2x>4+6x—2—-x3—-3x2+x=—x3—x2+7x—-2

Slededa vazna lekcija iz polinoma je rastavljanje polinoma na cinioce. Za polinom koji je
predstavljen u obliku proizvoda drugih polinoma kazemo da je rastavljen na ¢inioce. Ucenicima
Cesto nije jasno Sta znadi rastaviti polinom na cinioce i zasto to rade. Zato u zadacima treba
insistirati na rastavljanju polinoma na cinioce, kako bi uvideli da pojedine probleme najlakse
mogu resiti na taj nacin.

Polinomi imaju znacajnu primenu u svim oblastima matematike (na primer rastavljanje
polinoma na cinioce u reSavanju jednacina, dokazivanju Pitagorine teoreme), kao i u fizici,
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hemiji, informatici, astronomiji. U osnovnoj skoli polinomi predstavljaju prvi susret ucenika sa
algebrom, kroz lekcije vezane za polinome i operacije sa njima ucenici uce algebarsku notaciju i
razvijaju algebarsko misljenje, koje im moze biti od pomodi pri reSavanju raznih zadataka iz svih
oblasti matematike.

Neki zanimljivi zadaci

Zadaci su preuzeti iz [29].

Zadatak 1. DuZina jedne katete pravouglog trougla je 18 cm, a zbir duzZina druge katete i
hipotenuze je 54 cm. Odredi povrsinu tog trougla.

Resenje:
Sa ¢ oznac¢imo hipotenuzu, a sa a i b katete datog pravouglog trougla.
Dakle, imamoa = 18 cm, b + ¢ = 54 cm, P =? Odavde imamo b = 54 — c.
Posto se radi o pravouglom trouglu, znamo da vazi Pitagorina teorema:
c? =a®+b?
Dalje, zamenimo u ovu jednakost ono Sto nam je dato u zadatku:
c? =182 + (54 — ¢)?
c?=324+54%2—-2-54-c + c?
c? =324 +2916 — 108c + ¢?
c? +108c — c? = 3240
108c = 3240
¢ = 3240:108 = 30
ab _ 1824

Dalje je lako izracunatidajeb =54 —30 =24 cmiP = ~ = = 216 cm?.
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Zadatak 2. Dokazi da je razlika kvadrata dva uzastopna neparna broja deljiva sa 8.
Resenje:

Parne brojeve moZemo predstaviti u obliku 2k, k € Z, a njemu susedne neparne u obliku 2k —
1i2k + 1. Tada imamo:

Rk-12-QCk+1)?=(Qk+1) - 2k-1) - (2k+ 1)+ (2k—1))
=QRk+1-2k+1)-Qk+1+2k—1)=2-4k =8k
Dobijeni broj 8k je deljiv sa 8, ¢ime smo dokazali ono $to je trazeno u zadatku.

Zadatak 3. Ako su u trouglu ABC stranicea = x2 — y2,b = 2xy ic = x? + y?,x >y, dokazi da
je taj trougao pravougli.

Resenje:
Proveri¢emo da li za dati trougao vazi Pitagorina teorema, tj. ¢ = a? + b2. Prema tome,
(2 +yH)? = (x? — y?)? + (2xy)?
x* + 2x%y? + y* = x* — 2x%y? + y* + 4x?y?
x* 4+ 2x2y? + y* = x* 4+ 2x2y% + y*

Sto je tacna jednakost, znaci vazi Pitagorina teorema pa je AABC pravougli.

2.10 Neke misli o algebri

Navodimo nekoliko razmatranja metodi¢ara matematike o tome $ta je algebarsko misljenje.

Greenes and Findel (1998): Velike ideje algebarskog misljenja uklju¢uju predstavljanje,
proporcije, balans, znacenje promenljivih, Sablone i funkcije, induktivho i deduktivno
zakljucivanje [14].

Herbert and Brown (1997): Algebarsko misljenje je koriS¢enje matematickih simbola i alata za
analizu razli¢itih situacija posredstvom: (1) izdvajanja informacija iz date situacije... (2)
predstavljanja tih informacija re¢ima matematike, dijagramima, tabelama, grafovima i
jednacinama... i (3) tumacdenje i primena matematickih rezultata, kao Sto je pronalaienje
nepoznate vrednosti, testiranje pretpostavki i utvrdivanje funkcionalnih odnosa [15].
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Kaput (NCTM, 1993): Algebarsko misljenje ukljuuje konstrukciju i reprezentaciju obrazaca i
pravilnosti, opreznu generalizaciju i, Sto je najvaznije, aktivno istrazivanje i pretpostavljanje.

Kieran and Chalouh (1993): Algebarsko misljenje uklju€uje razvoj matematickog zakljucivanja
unutar algebarskog okvira pronalazenjem znacenja algebarskih simbola i operacija aritmetickim
terminima [22].

Usiskin (1997): Algebra je jezik. Ovaj jezik ima pet glavnih aspekata: (1) varijable (nepoznate),
(2) formule, (3) generalizaciju $ablona, (4) prazna mesta, (5) relacije. Ako se u bilo koje vreme
o ovim idejama razgovara sa decom od obdanista pa nadalje, tada postoji moguénost da se
uvede algebarski jezik [35].

Vance (1998): Algebra se ponekad definiSe kao uopsStena aritmetika ili kao jezik za
generalizaciju aritmetike. Medutim, algebra je vise od skupa pravila za manipulaciju simbolima:
to je jedan poseban nacin misljenja [37].

Kieren (2004): Razvoj algebarskog misljenja u ranijim godinama $kolovanja podrazumeva razvoj
posebnog nacina misljenja koje ukljuCuje analiziranje relacija izmedu veli¢ina, isticanje
struktura, proucavanje promena, generalizaciju, problematiku reSavanja problema / zadataka,
modeliranje, procenjivanje [21].
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Glava 3

Uspeh ucenika u Skoli

3.1 Uloga nastavnika i uspeh ucenika u nastavi matematike

Uspeh ucenika iz bilo kog predmeta uslovljen je razli¢itim Ciniocima. Nastavnik je jedan od njih,
koji svojim postupcima i nainom rada odreduje kvalitet rada i stepen ostvarenog uspeha
ucenika. Od nacina na koji ostvaruje svoju profesionalnu ulogu zavisi organizacija nastave i
nastavnih aktivnosti, kvalitet nastavnih ¢asova, kao i nivo motivacije ucenika i medusobni
odnosi u odeljenju [38].

Nekada su nastavnici imali dominantnu ulogu u nastavi, izlagali su gradivo koje su ucenici
slusali i zapisivali. Danas, nastavnici nisu jedini izvor informacija, pa su neophodni drugaciji
pristupi poducavanju, potrebno je ucenike Sto viSe ukljucivati u nastavu i posvetiti paznju
razvoju interesovanja i motivacije ucenika za nastavne sadrzaje.

Kako matematika obi¢no nije omiljeni predmet medu ucenicima, pred nastavnicima
matematike je vrlo tezak zadatak jer treba da ostvare propisani nastavni program, a da pri tome
ucenicima priblize matematiku i olaksaju ucenje. Da bi se ucenici zainteresovali za matematiku,
oni najpre treba da je razumeju, da postignu pocetni uspeh u radu i pronadu razloge zbog kojih
¢e nastaviti aktivnije da uce [38].

Ucenici iz matematike uglavnom postizu slabije rezultate u odnosu na ostale nastavne
predmete, a primecuje se i losiji uspeh iz matematike u viSim razredima osnovne Skole u
odnosu na uspeh iz istog predmeta u niZim razredima, $to se moZe pripisati vecoj sloZenosti
matematickih zadataka, Sto iziskuje i povecanje zahteva za ulaganjem truda.

Ovo se posebno primecuje kod ucenika sedmog razreda, kada nastavni sadrzaji iz matematike
prelaze sa aritmetike, koja je do tada bila dominantna, na algebru.
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3.2 Analiza uspeha ucenika iz matematike u Sestom i sedmom razredu
osnovne Skole

Ovom analizom su obuhvadena cetiri odeljenja sedmog razreda osnovne $kole ,Zmaj Jova
Jovanovi¢“ iz Rume, od kojih su dva odeljenja od po 20 ucenika, jedno odeljenje od 19 ucenika i
jedno odeljenje od 22 ucenika. Analiziran je uspeh svih uéenika iz matematike na kraju Sestog
razreda, kao i uspeh istih uenika iz matematike na kraju drugog polugodista sedmog razreda,
kako bi se uporedili uspesi u pomenutim razredima jer nastavnici primecuju slabije
interesovanje ucenika za matematiku u sedmom razredu, kao i dobijanje losijih ocena na
kontrolnim i pismenim zadacima.

Svi ucenici pohadaju istu osnovnu Skolu, ucili su iste matematicke sadrzaje. Dodatna nastava
izvodi se u svim odeljenjima u kojima ima ucenika zainteresovanih za takmicenje i onih koji Zele
da poboljsaju svoj uspeh, a dopunsku nastavu izvode svi nastavnici u skladu sa rasporedom i
potrebama ucenika.

Selektovani uzorak na osnovu kog je radeno istrazivanje je grupisan tako da se obraduju
podaci o ukupnom broju odli¢nih, vrlo dobrih, dobrih i dovoljnih ocena na kraju drugog
polugodista za ova Cetiri odeljenja. Nedovoljnih ocena kao i neocenjenih ucenika nije bilo. Pored
toga, obradeni su i podaci o prose¢noj oceni iz matematike na kraju Sestog i na kraju sedmog
razreda. Navedeni podaci su predstavljeni u Tabeli 1. i Tabeli 2.

Odeljenja VI-1 VI-2 VI-3 VI-4

Broj ucenika u
odeljenju 19 20 22 20

Ukupno

odlicnih 5 5 7 8

ocena
Ukupno vrlo
dobrih ocena 4 5 8 3

Ukupno dobrih
ocena 7 4 5 5

Ukupno
dovoljnih 3 6 2 4
ocena
Prosecna
ocena odeljenja 3,59 3,45 3,91 3,75

Tabela 1. Ocene iz matematike na kraju Sestog razreda osnovne skole
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Odeljenja Vii-1 Vil-2 Vii-3 Vil-4

Broj ucenika u

odeljenju 19 20 22 20

Ukupno

odli¢nih 3 3 7 6

ocena
Ukupno vrlo
dobrih ocena 3 2 5 2

Ukupno dobrih
ocena 8 10 6 7

Ukupno
dovoljnih 5 5 4 5
ocena
Prosecna
ocena odeljenja 3,21 3,15 3,68 3,45

Tabela 2. Ocene iz matematike na kraju sedmog razreda osnovne Skole

Kako bismo bolje uvideli promene u uspehu, grafi¢ki su prikazane prosecne ocene Sestog i
sedmog razreda.

45
3.91
3.75
4 3.59

345
- _—"" 3.8

3 3.45
3.21 3.15

VI/VII-1 VI/VII-2 VI/VII-3 VI/VII-4

Prosecna ocena iz matematike na kraju Sestog razreda

ProsecCna ocena iz matematike na kraju sedmog razreda

Slika 5. Prosecne ocene iz matematike na kraju sestog i na kraju sedmog razreda
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Na osnovu prikazanog, primetimo da su prosecne ocene po odeljenjima u sedmom razredu
nize u odnosu na prosecne ocene po odeljenjima u Sestom razredu. Odeljenje koje je imalo
najvisu prose¢nu ocenu u Sestom razredu (VI-3) ostalo je odeljenje sa najviSom prose¢nom
ocenom i u sedmom razredu, mada je ona nesto niza u odnosu na ocenu u Sestom. Odeljenje
koje je bilo najslabije u Sestom razredu, ostalo je najslabije i u sedmom.

Ako bismo posmatrali pojedinacno ocene ucenika po odeljenjima mozemo da uocimo
sledece, najvedi broj ucenika koji je u Sestom razredu imao ocenu vrlo dobar i dobar ima nizu
ocenu u sedmom razredu. Broj odlicno ocenjenih ucenika se neznatno smanjio u sedmom
razredu, dok je broj dovoljnih ocena povecan. Jedan od razloga je i taj Sto ucenici koji su imali
odli¢ne ocene na kraju Sestog razreda nastavljaju da se trude i u narednom razredu, dolaze na
dodatne i dopunske casove ukoliko su im potrebna dodatna objasnjenja, kako bi odrzali
dotadasnji odlican uspeh. Mnogi ucenici gube interesovanje kako se gradivo usloZnjava, te zbog
toga dobijaju i loSije ocene. Kada bismo ucenike pitali $ta je razlog losijih ocena, verovatno bi
odgovorili da je gradivo teZe i komplikovanije. MoZemo se zapitati da li je jedan od razloga i taj
Sto se bas u sedmom razredu aritmetika zamenjuje algebrom, koja je do tada ucenicima bila
nepoznata, kao i da li bi situacija bila drugacija da su ucenici u nizim razredima, mozda ve¢ kod
ucitelja, bili podvrgnuti metodama algebarskog nacina misljenja i reSavanja zadataka.
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Zakljucak

Prema velikom broju ucenika, pa ¢ak i velikom broju odraslih, aritmetika se odnosi na
izraunavanja sa brojevima zasnovanim na odredenom pravilu, bez uspostavljanja bilo kakvog
odnosa izmedu datih brojeva. Takvo misljenje predstavlja prepreku koja pojedince sprecava da
razumeju stvarno znacenje aritmeti¢kih operacija. Da bi se to izbeglo, neophodno je kod
ucenika razvijati matematicke vesStine zakljuivanja, Sto se mozZe posti¢i zadavanjem veé
pomenutih taéno/netacno ili zadataka otvorenog tipa. Na ovaj nacin daje se smisao
aritmeti¢kim operacijama Sto otvara vrata za razvoj algebarskog misljenja [8].

Mozda postoji mnogo razloga da se algebra posmatra kao naprednija grana matematike od
aritmetike i zato se u nastavhom planu i programu za osnovne $kole i uvodi posle aritmetike.
obrazovanja. Racunska tacnost jeste vazna, ali ako previse govorimo o konkretnoj prirodi
aritmetike rizikujemo da ucenicima pruzimo samo povrSan pogled na matematiku i
obeshrabrujemo njihove pokusaje generalizacije [8].

Prihvatanje pojma rana algebra u cilju poboljSanja nastave elementarne matematike u nizim
razredima osnovne Skole podrazumeva promenu nastavnih planova i programa iz matematike
za te razrede [9]. Grupa istraZivaca iz [8] iznela je stav da je to moguce raditi, a da se pri tome
ne zahteva izmena ¢itavog nastavnog programa matematike za nize razrede osnovne Skole, dok
James Kaput i Maria Blanton u [19] smatraju da osnovnoskolski realizatori nastave matematike
imaju malo iskustva u dosezanju ciljeva povezivanja aritmeti¢kih tvrdnji sa aktivnostima
uopstavanja i formalizacije.

Ubacivanje algebarskih sadrzaja u nastavu matematike u nizim razredima osnovne skole nije
nimalo jednostavan zadatak. Prednosti koje donosi ovaj koncept su velike, pocevsi od boljeg
razumevanja aritmetike, olakSavanja ucenja algebre u viSim razredima, pa sve do jasnijeg
razumevanja i boljeg snalazenja u svakodnevnim Zivotnim situacijama [10].
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