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Predgovor

Fraktalna geometrija jedna je od najmladih oblasti matematike koja je svoju popularnost stekla
zahvaljujuéi radovima matematic¢ara Benoit Mandelbrot®-a koji je ovu oblast iskoristio da opise
pojave i objekte u prirodi koje je nemoguée opisati pomoc¢u Euklidove geometrije. Znacaj ovog kon-
cepta ubrzo su uvidele i druge discipline kao Sto su bioloske nauke, fizika, geoloske i kompjuterske
nauke itd. Tokom godina, fraktalna geometrija je razvijana, pa se tako doslo do pojmova frak-
talne dimenzije, slu¢ajnih i multifraktala, kao i njene povezanosti sa dinamicki sistemima, teori-
jom verovatnoce, teorijom haosa, kompleksnom analizom, algebrom i mnogim drugim oblastima
matematike. Mozemo uvideti da je fraktalna geometrija sveprisutna u raznim disciplinama, sto je
autoru bila inspiracija za ovaj rad.

Posebno interesantna je i fraktalna kriva koja nosi naziv po svedskom matematicaru Helge Von
Koch?-u, danas veoma znacajna u istrazivanjima fraktalne antene. Predmet istrazivanja ovog rada
jeste fraktalna geometrije Koch-ove krive i nacini na koje se ona moze generisati. Rad je podeljen
na Cetiri celline, a svaka celina sastoji se od teorijskog uvoda i primene teorije na Koch-ovu krivu u
cilju otkrivanja nekih njenih osobina i na¢ina na koje je mozemo generisati koriste¢i druge oblasti
matematike.

U prvom poglavlju, definisani su osnovni pojmovi fraktalni geometrije kao $to su definicija
fraktala, njihove osobine i klasifikacija. Pokazana je geometrijska konstrukcija Koch-ove krive i
pahulje, a zatim je izracunata duzina ove krive i povrsina koju ona ogranicava. Takode, definisana
je fraktalna, odnosno Hausdorff-ova dimenzija i ukazano je na neke od primena ove dimenzije
u drugim naukama. Na kraju su pokazane tri mozda najpopularnije metode za izracunavanje
dimenzije fraktala - metod samosli¢nosti, Richardson-ova i Minkowski-Bouligand-ova metoda.

Naredno poglavlje sastoji se od teorijskog uvoda, gde su definisani osnovni pojmovi topologije
neophodni za definisanje sistema iterativnih funkcija (IFS) pomocu kojeg se, koristeéi dva al-
goritma, mogu generisati fraktali. U drugom delu ovog poglavlja iskoris¢en je deterministicki
algoritam kako bi se dobila Koch-ova kriva.

Trece poglavlje u uvodnom delu sadrzi osnovne pojmove algebre jezika i formalne gramatike
potrebne za definisanje L-sistema koje kasnije koristimo kako bismo, pomocu kornjacine inter-
pretacije datog sistema, generisali Koch-ovu krivu. Za pravljenje slika u ovom delu koriséen je
Python programski jezik koji ima moguénost kornjacine interpretacije reci.

U poslednjem poglavlju, definisana je Thue-Morse-ova re¢ i pokazane su neke njene osobine.
Nakon toga, pokazano je da je ova re¢ zapravo specijalan L-sistem, te da se kornjacina interpretacije
reCi moze iskoristiti ponovo, kao i da se Koch-ova kriva moze dobiti kao grani¢na vrednost niza
Thue-Morse-ovih reci. Za pravljenje slika i ovom delu korisc¢en je programski jezik Python.

Novi Sad, mart 2019. Aleksandra Ivkovié

IBenoit B. Mandelbrot (1924 - 2010), poljski matematicar koji se skolovao u Francuskoj i smatra se ocem
fraktalne geometrije.

2Helge von Koch (1870 - 1924), svedski matematicar poznat po Koch-ovoj pahulji, jednog od najranije otkrivenih
fraktala.
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Glava 1

Osnovni pojmovi fraktalne
geometrije 1 Koch-ova kriva

Oblast matematike zvana fraktalna geometrija rada se krajem XIX veka, u vreme kada se u umet-
nosti razvijaju impresionizam, kubizam i modernizam, kao i jazz pravac u muzici i funkcionalnost
pre svega u arhitekturi. Dobro poznat primer u arhitekturi jeste Eiffel-ov toranj koji je sagraden
1889. godine i ¢ija struktura ukljuéuje samoslicnu konstrukciju, napravljenu radi mininalizacije
tezine kao i §to efikasnije iskoristivosti materijala. Sve do tada svetu je bila poznata samo Euk-
lidova geometrija koja nije mogla da opiSe sve pojave u prirodi te je objekte nepravilnih oblika
klasifikovala kao patoloske. Ovakvi objekti, medutim, privukli su paznju poznatih matematicara
kao §to su Weierstrass ', Von Koch, Cantor?, Peano®, Poincaré*, Fatou®, Julia® itd.

Tako, 1872. godine, Weierstrass pocinje da izucava krive koje su neprekidne, ali nemaju tan-
gentu ni u jednoj tacki (tzv. Weierstrass-ova funkcija), zatim Cantor 1883. godine predstavlja
skup danas poznat kao Cantor-ov trijadski (trojni) skup, a Klein” i Poincaré krajem XIX veka
dolaze do danas poznatih samo-inverznih fraktala.
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Slika 1.1: Weierstrass-ova funkcija. Slika 1.2: Koch-ova kriva.

Pocetkom XX veka, 1904. godine, Helge Von Koch inspirisan radovima Weierstrass-a i Poincaré-
a daje geometrijsku definiciju samosli¢ne krive koju danas nazivamo Koch-ova kriva ili Koch-ova
pahulja. Svoj doprinos fraktalnoj geometriji dao je i Sierpiriski® 1915. godine konstrukcijom svog

IKarl Weierstrass (1815 - 1897), nemacki matematicar ¢esto nazivan ocem moderne analize.

2Georg Cantor (1845 - 1918), nemacki matematicar i otac teorije skupova.

3Giuseppe Peano (1858 - 1932), italijanski matematicar i glotolog, poznat po svojim radovima iz oblasti
matematicke logike i teorije skupova.

4Henri Poincaré (1854 - 1912), francuski matematicar, fizi¢ar i inzenjer, koji je doprineo svim granama matem-
atike koje su postojale za vreme njegovog zivota.

5Pierre Fatou (1878 - 1929), francuski matematicar i astronom koji je izucavao vise oblasti analize.

6Gaston Julia (1893 - 1978), francuski matematicar koji je dosao do formule koja daje fraktal nazvan po njemu.

"Felix Klein (1849 - 1925), nemacki matematic¢ar poznat po radovima iz oblasti teorije grupa, kompleksne analize
i ne-euklidske geometrije.

8Wactaw Sierpiriski (1882 - 1969), poljski matematicar koji je poznat po svojim doprinosima teoriji skupova
(izucavao Aksiomu izbora i Kontinuum hipotezu), teoriji brojeva i topologiji. Tri poznata fraktala nazvana su po
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poznatog trougla, a ubrzo nakon toga i konstrukcijom tepiha Sierpinskog.

Slika 1.3: Sierpinski trougao. Slika 1.4: Sierpinski tepih.
Nakon toga, dva francuska matematicara, Fatou i Julia dolaze do rezultata iz oblasti kompleks-
nih dinamickih sistema koji su veoma znacajni za istrazivanje ponasanja pojedinih fraktala. Jos
jedno od novijih otkriéa jeste Lévy C kriva koju je 1938. prezentovao Lévy?.

Tokom decenija, naucnici su objavljivali radove o objektima koji su nepravilnih oblika i koji se
ne mogu objasniti pomoé¢u Euklidove geometrije. Medutim, nisu nailazili na odobravanje tadasnje
javnosti i tek posthumno njihova otkri¢a dolaze do izrazaja. Mandelbrot je izu¢avao njihove radove
i uocio osobine koje su zajednicke za sve ove objekte. 1975. godine, u svom radu ”Fractals: Form,
Chance and Dimension”, on sve ove objekte objedinjuje pod pojmom ”fraktal” (lat. fractus §to
znadi slomljen ili izlomljen) i daje svoju definiciju, kao i graficki prikaz svih ovih objekata.

Slika 1.5: Grananje kod drveéa mani- Slika 1.6: Dihotomo grananje kod mrke
festuje samosli¢nost. alge (lat. Pheophyta)
Danas se Mandelbrot smatra zacetnikom fraktalne geometrije, jer je upravo njegov rad doprineo
popularizaciji ove oblasti matematike koja je pre njega bila kritikovana i osporavana. Znacaj ove
oblasti mozemo uvideti u nekoliko razli¢itih nauénih disciplina.

Jedna od najznacajnijih primena fraktalne geometrije jeste u bioloskim istrazivanjima, gde se
koristi radi analize ili predvidanja razli¢itih bioloskih procesa i fenomena kao Sto su:

e struktura celija, proteina i hromozoma kod DNK,
e fizika zemljista,

e nervni sistem [17],

e struktura biljaka i gljiva,

e kretanje organizama,

e dihotomi sistem grananja,

e DNK nizovi itd.

Jos znacajnija od bioloskih istrazivanja jeste primena u kompjuterskim naukama. Fraktalna ge-
ometrija nam omogucava da kompresujemo fotografije [8][4], kao i da reprodukujemo, u virtuelnom

njemu.
9Paul Lévy (1886 - 1971), francuski matematicar koji se najvise bavio teorijom verovatnoce.
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okruzenju, kompleksne Sare i neregularne oblike koriste¢i jednostavne algoritme koje kompjuteri
izvrsavaju [9]. Na primer, popularni serijali poput Star Wars i Star Trek-a najbolji su primer
primene fraktala u produkciji specijalnih efekata.

Slika 1.7: Fotografija galaksije nastala koris¢enjem fraktalne geometrije i ra¢unara.

Takode, novija istrazivanja primenjuju ovu vrstu geometrije u kontroli saobracaja u mrezama
poput LAN-a, MAN-a, WAN-a i Internet-a. Za male uredaje, kao §to su mobilni telefoni, proizvode
se antene u obliku fraktala koje mogu koristiti Sirok spektar frekvencija pritom ne zauzimajuéi
mnogo mesta [6].

Sada kada smo videli Siroku primenu i zna¢aj ove grane matematike, prelazimo na definiciju
fraktala, kao i njihovu podelu, za koje ¢emo koristiti [2].

1.1 Definicija, osobine i podela fraktala

Intuitivno, fraktal je fragmentiran geometrijski lik koji se moze razloziti na manje delove tako da
svaki od njih, makar priblizno, bude umanjena (skalirana) kopija celine. Drugim re¢ima, to su
objekti koji daju jednak nivo detalja nezavisno od rezolucije koju koristimo. Ova osobina naziva
se samosli¢nost. Osim toga, njihova dimenzija ne mora biti ceo broj i Mandelbrot je 1975. dao
nesto matematicki precizniju definiciju ovog pojma koristeéi upravo ovu osobinu:

1.1.1. Definicija Fraktal je skup ¢ija je Hausdorff®-Besicovitch'' dimenzija strogo veéa od
topoloske dimenzije.

Hausdorff-Besicovitch-evu dimenziju detaljnije ¢emo objasniti kasnije u ovom poglavlju, kao i
njen znacaj u razumevanju fraktala. Kao §to vidimo, postoji vise definicija koje nam priblizavaju
njihovu strukturu. Mozemo ih objediniti i reé¢i da su to objekti koji obi¢no imaju sledeée osobine:

e previse su nepravilni (iregularni) da bi bili opisani Euklidovom geometrijom,

e imaju finu strukturu do proizvoljno malih skaliranja,

poseduju osobinu samosli¢nosti,
e imaju jednostavnu rekurzivnu definiciju,

e i njihova Hausdorff-Besicovitch-eva dimenzija je strogo veéa od topoloske dimenzije.

10Felix Hausdorff (1868 - 1942), nemacki matematicar i jedan od osnivaca moderne topologije.
L Abram Samoilovitch Besicovitch (1891 - 1970), ruski matematicar koji je mahom radio istrazivanja na kombi-
natornim metodama i u realnoj analizi.
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Tako svaki fraktal poseduje osobinu samosli¢nosti, ne poseduju isti stepen, odnosno istu vrstu
samosli¢nosti. Neki od ovih objekata se mogu naéi u prirodi, dok su drugi samo rezultat numerickih
formula. Pokazalo se da do obe grupe mozemo do¢i pomoéu matematickih jednac¢ina i prema tome,
mozemo ih podeliti na sledeéi nacin:

1. Potpuno samosli¢ni fraktali - sadrze kopije koje su sli¢ne celom fraktalu. Primeri ove grupe
su trougao Sierpinskog, Koch-ova kriva, Hilbert-ova kriva, Cantor-ov skup itd.

Slika 1.8: Koch-ova kriva i manifestacija potpune samosli¢nosti.

2. Kvazi samosli¢ni fraktali - sadrze male kopije sebe koje nisu slicne celom fraktalu. Ovoj
grupi pripadaju Mandelbrot-ov skup i Julia skup.

Slika 1.9: Mozemo videti da Mandelbrot-ov skup sadrzi umanjene kopije sebe, ali one nisu potpuno
slicne celom fraktalu.

3. Statisticki samosli¢ni fraktali - ne sadrze kopije samog sebe, ali neke njegove osobine ostaju
iste pri razli¢itim procenama. Brown'?-ovo kretanje i Perlin'®-ov §um su primeri ove grupe.

12Robert Brown (1773 - 1858), skotski botanicar i paleobotani¢ar koji je znacajno doprineo razvoju botanike.
Poznat po izu¢avanju tzv. Brown-ovog kretanja.

I3Kenneth Perlin (1957 - ), americki matematicar, zasluzan za otkriée danas poznatog Perlin-ovog suma koji se
koristi u kompjuterskoj grafici za produkciju realisticnih fraktalnih tekstura i svetlosnih efekata.
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Slika 1.10: Primer buke kod koje nemamo kopije celine, ali u svakom od umanjenih delova krive
oc¢igledna je konstantnost Hausdorff-Besicovitch-eve dimenzije.

Fraktale je moguce klasifikovati i po nacinu njihovog nastanka. Sistemi iterativnih funkcija
(IFS) je jedan od nacina koji ¢emo detaljnije objasniti u narednom poglavlju. Zatim, postoje
fraktali definisani rekurzivnim formulama i na kraju, slu¢ajni fraktali koji nastaju crtanjem grafova
nekih stohastickih procesa. Dakle, prema nacinu nastanka fraktale mozemo podeliti na sledeéi
nacin:

1. Geometrijski fraktali - nastali pomoéu IFS-a. Ovaj na¢in daje nam potpuno samosli¢ne
figure.

2. Algebarski fraktali - definisani rekurzivnim formulama i zapravo kvazi samosli¢ni fraktali.

3. Stohasticki fraktali - nastali crtanjem grafova nekih stohastickih procesa, odnosno statisticki
samoslicni fraktali.

1.2 Geometrijska konstrukcija Koch-ove krive, njena duzina
i povrsina

Helge Von Koch u svom radu 1904. godine opisao je neprekidan proces u kom na stranicama
jednakostrani¢nog trougla dodaje umanjene jednakostrani¢ne trouglove. Dobijenu krivu nazvao je
pahulja i to je upravo danas poznata Koch-ova pahulja ili Koch-ova kriva. Koch je prezentovao
krivu koja je odmah prouzrokovala dve matematicke dileme u ono vreme. Prvo je postavljeno
pitanje kako je moguce da ova neprekidna kriva ni u jednoj tacki nije diferencijabilna, odnosno da
se ni u jednoj njenoj tacki ne moze povuéi tangenta. Drugo pitanje koje se nametalo jeste kako ova
neprekidna kriva koja je beskonacne duzine bez preklapanja ni u jednoj tacki moze da ogranicava



GLAVA 1. OSNOVNI POJMOVI FRAKTALNE GEOMETRIJE I KOCH-OVA KRIVA

konac¢nu povrsinu. Mi ¢emo u nastavku pokazati geometrijski pristup konstrukciji Koch-ove krive,
koji je Koch predstavio, kao i da je ova kriva beskona¢ne duzine, pri ¢emu ograni¢ava povrsinu
koja je konacna. Oslanja¢emo se na [15].

Konstrukcija Koch-ove krive poc¢inje jedinicnom duzi koja se naziva inicijator. Inicijator za-
pravo predstavlja nultu iteraciju ove krive. Prvu iteraciju dobijamo tako $to pocetnu jedini¢nu
duz podelimo na tri jednaka dela, pa srednji deo zamenimo sa dve jednake duzine koje zaklapaju
ugao od 60°. Time dobijamo krivu koja se sastoji od ¢etiri jednaka segmenta, svaki duzine % i ona
se naziva generator. Narednu iteraciju dobijemo tako $to svaki od segmenata prethodne iteracije
zamenimo skaliranom verzijom generatora.

?%

Slika 1.11: Prve tri iteracije za dobijanje Koch-ove krive.

Dakle, pocevsi od inicijatora koji ima jedan segment duzine jedan, dolazimo do krive u prvoj
iteraciji koja ima Cetiri segmenta, svaki duzine % Zatim u narednom koraku, kriva ima 16 seg-
menata, svaki duzine % itd. Beskona¢nom primenom ovog postupka dolazimo do tzv. Koch-ove
krive.

2

Slika 1.12: Cetvrta i peta iteracija za dobijanje Koch-ove krive.

Ako sa n oznacimo broj iteracija (koraka) prilikom konstrukcije, sa NV,, broj segmenata u datom
koraku i sa s, duzinu segmenta u datom koraku, onda iz gore prikazane konstrukcije mozemo
zakljuciti da ¢e Koch-ova kriva u n-toj iteraciji imati N,, = 4- N,,_; = 4™ segmenata, gde ¢e svaki

Sn—1 1

biti duzine s, = =5+ = 3. Ove formule moZemo uopstiti na slede¢i nacin: ako je inicijator

duzine S umesto jedini¢ne duzi, onda se broj segmenata u n-tom koraku moze predstaviti kao

N, =4-N,_; =4

dok je duzina segmenta
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Dakle, Koch-ova kriva konstruisana iznad zaista ima beskonaénu duzinu. Ako bismo sada
umesto jedini¢ne duzi u gornjoj konstrukciji uzeli jednakostrani¢ni trougao ¢ije su stranice duzine
jedan, dobili bismo jos jednu varijantu Koch-ove krive. Neka je sada inicijator bas takav trougao, a
oznake za broj koraka, broj i duzinu segmenata iste su kao kod prethodne konstrukcije. Dobijemo
sledece objekte:

Slika 1.13: Konstrukcija Koch-ove pahulje.

U prvom koraku, svaku stranicu trougla podelimo na tri dela i srednje parce zamenimo sa
umanjenom kopijom inicijatora, a to je upravo jednakostrani¢ni trougao ¢ije su stranice duzine
s = é Na taj nac¢in dolazimo do generatora koji ima N = 3-4 segmenta. U slede¢em koraku ponovo
svaki segment podelimo na tri dela i srednje parce zamenimo sa umanjenom kopijom inicijatora.
Dobijena figura ima N = 3 - 4% segmenata duzine s = 3% Kao sto vidimo, u n-toj iteraciji broj
segmenata bice N = 3 -4" i svaki ¢e biti duzine s = 3% Ako kao u prethodnom slu¢aju umesto
jednakostrani¢nog trougla ¢ije su stranice duzine jedan uzmemo za inicijator jednakostrani¢ni
trougao ¢ije su stranice proizvoljne duzine, onda ove formule mozemo uopstiti na sledeéi nacin.
Neka je duzina stranice trougla jednaka S. Tada je broj segmenata u n-tom koraku moguce izraziti

kao

N,=N,_1-4=3 4"

dok je duzina segmenta

Odavde je duzina krive data sa

pa kada n — oo, sledi
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Dakle, Koch-ova pahulja je takode beskonacne duzine. Medutim, ova kriva je zatvorena i moze
se pokazati da je povrS§ina koju ona opisuje konacna. Neka je broj dodatih trouglova u n-tom
koraku T,,. Ovaj broj mozemo nadi iz

Tnan,1-3=4”—1-3:;4n.

Ako sa a, obelezimo povrsinu trougla dodatog u n-toj iteraciji, onda se povrsina tog trougla
moze naci iz

Gnp ago

9 9
gde je ag povrsina inicijatora. Ukupna dodata povrSina u n-toj iteraciji je onda

3 n a0_3 4n
b, = n'an—1'4 “on T 1 ao <9)

odakle sledi povrsina pahulje A,, u n-toj iteraciji

Qp =

I
N
=)
—_
+

Il
)
S
AAC\/\
+

Il
S
=)

I
N
=)

—
+
G GUwW wli— wl
I
ol W
7 N
O
~———
-
Il

o] oo

pa je konacno

A, = % (8 - 3<3)n) . (1.1)

Kada n — oo, dobijamo
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. . ag 4\ 8 4

Dolazimo do povrsine pahulje koja je jednaka % od povrsine inicijatora ag, pa tako ako je §
duzina njegove stranice, znamo da je povrSina pahulje

2523
=

(1.2)

1.3 Fraktalna dimenzija, metode za njeno izracunavanje i
dimenzija Koch-ove krive

U Euklidovoj geometriji susre¢emo se sa oblicima kao sto su tacka, prava, kvadrat, kocka itd. ¢ije
dimenzije ta¢no znamo kako da odredimo i to su uvek celobrojne velic¢ine - tacka je dimenzije
0, prava dimenzije 1, kvadrat dimenzije 2, kocka 3 itd. U ovom poglavlju predstavicemo novu
dimenziju, koja ne mora biti celobrojna vrednost i da¢emo neke metode za njeno izracunavanje,
pri éemu ¢emo za to koristiti izvore [6] i [14].

Slika 1.14: Tacka, prava, kvadrat i kocka u klasi¢noj geometriji.

Pokazimo sada kako mozemo doé¢i do formule za odredivanje dimenzije neke euklidske figure

pomocu odnosa broja segmenata i faktora skaliranja. Po¢nimo od duzi duzine jedan, koju ¢emo
prvo skalirati za % Time dobijemo dve umanjene kopije pocetne duzi, obe duzine % Da bismo
prekrili jedini¢nu duz potrebna su nam dva segmenta. Ako pocetnu duz skaliramo za %, dolazimo
do tri umanjene kopije pocetne duzi, sve tri duzine % i da bismo prekrili jedini¢nu duz potrebna

su nam tri segmenta itd. Ovaj postupak mozemo ponoviti beskona¢no mnogo puta. Primetimo
da u svakom koraku vazi: 1 1 )
2=—, 3=—, 4=—
1/2 1/3 1/4

U opstem slucaju, vazi slede¢i odnos broja segmenata i faktora skaliranja:

N(s) = %
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&— 6 &———6 &—a——0 D=1
N=1 N=3 N=4
D=2
N=1 N=4 N=9

Slika 1.15: Primer skaliranja i prekrivanja prave i kvadrata.

Da bismo prekrili jedini¢ni kvadrat potrebne su nam cetiri skalirane kopije pocetnog kvadrata

za faktor L, ili 9 skaliranih kvadrata za faktor % itd. Ponovo mozemo uociti Sablon i da u oba

=(i) - ()

slucaja vazi:
U ostem slucaju, vazi slede¢i odnos broja segmenata i faktora skaliranja:

vo- (1)

Posmatrajmo sada Sta se deSava sa kockom ¢ije su stranice takode duzine jedan. Da bismo
prekrili ovu kocku neophodno nam je osam umanjenih kopija za faktor % ili 27 umanjenih kopija
za faktor % itd. Primetimo da vazi

(i) 7= ()

pa mozemo zakljuciti da, u opstem slucaju, odnos broja segmenata i faktora skaliranja izgleda

ovako: 5
vo=(2)"

Slika 1.16: Primer skaliranja i prekrivanja kocke.

10
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Ako sa D obelezimo euklidsku dimenziju ovih figura, na osnovu prethodno pokazanog, mozemo
zapisati odnos ovih veli¢ina kao
D
1
N(s) = <) . (1.3)

S

Primenom logaritamske funkcije na ovu jednakost, dolazimo do formule za izra¢unavanje dimenzije
euklidske figure. Primenom iste mozemo proveriti dimenzije gore navedenih figura, za koje unapred
znamo dimenziju.

D
Duz 5= N(s):(1> . p_logN(s) _log2 _

1/2 log } log 2
1 D:>D logN() log9_
1/3 log - 73 ~ log3

I)D _logN(s) log64
1/4 B logl/i4 ~ log4

DN | =

Kvadrat: s =

W =
=
%
S~—
Il
7N

Kocka: s= - =3

| =
—~
»
SN—
Il
7N

Medutim, Hausdorff i Besicovitch pokazali su da postoje objekti, kako u prirodi tako i u matem-
atici, ¢ije su dimenzije neke veli¢ine izmedu dimenzija u klasicnoj geometriji, odnosno objekti ¢ije
dimenzije ne moraju biti celobrojne vrednosti. Mandelbrot u svojoj knjizi The Fractal Geometry
of Nature [13] kaze:

”Oblaci nisu sfere, planine nisu konusi, obale nisu krugovi, kora drveta nije glatka,
niti munje putuju pravolinijski.”

i sa pojmom fraktala uvodi i pojam fraktalne (parcijalne) dimenzije koja je danas mozda naj-
znacajnija osobina fraktala. Prvobitno, analiziraju¢i Richardson-ove radove na temu duzine obale,
Mandelbrot je dosao do velicine koja ukazuje na odnos broja segmenata lenjira neophodnih za
merenje i faktora skaliranja, odnosno duzine lenjira. Primetio je i da dobijena duzina postaje
preciznija sa smanjenjem duzine segmenata lenjira. Ovaj nacin definisanja dimenzije fraktala,
uporedivanjem kako se detalj u fraktalnom sablonu menja prilikom promene faktora skaliranja,
samo je jedan od moguc¢ih nacina za definisanje ovog pojma. Od tada, mnogi matematicari dali
su formalne definicije bazirajuci se na osnovnu ideju Mandelbrota.

Moze se reéi i da dimenzija fraktala ne ukazuje samo na njegovu kompleksnost detalja, nego i na
stepen njegove neregularnosti, kao i na to u kojoj meri ispunjava neki euklidski prostor. Na primer,
kriva ¢ija je fraktalna dimenzija jednaka 1.10 ponasa se skoro kao obi¢na linija ¢ija je dimenzija
1, ali kriva ¢ija je fraktalna dimenzija jednaka 1.9 kreée se kroz prostor vrlo sli¢no povrsi. Povrs
fraktalne dimenzije 2.1 ponaSa se vrlo slicno obi¢noj ravni, ali ako je njena fraktalna dimenzija
jednaka 2.9, ova povrs se krece i savija u prostoru na nac¢in blizak ispunjavanju samog prostora kao
zapremina. Ako posmatramo Koch-ovu krivu, koja je potpuno samoslican fraktal, njena euklidska
dimenzija jednaka je 1. Medutim, mi ¢emo u nastavku pokazati da je njena fraktalna dimenzija
strogo veca od 1, tacnije &~ 1.262, sto ukazuje da je nivo detalja ove krive prevelik da bi se smatrala
jednodimenzionalnom, ali i premali da bi se smatrala dvodimenzionalnom krivom.

Zmacaj dimenzije fraktala narocito je vidljiv u biomedicinskim istrazivanjima, gde se koristi
za analizu éelija, tkiva i njihovog funkcionisanja. Istrazivanja su pokazala da nivoi bioloske or-
ganizacije (Celijske, tkivne, organske) imaju samosli¢cne strukture u okviru definisanog domena
merenja i da mogu biti okarakterisane fraktalnom dimenzijom. Fraktalna dimenzija nekog bi-
oloskog sistema ukazuje nam na kompleksnost njegove grade i funkcije. Takode, moze posluziti

11



GLAVA 1. OSNOVNI POJMOVI FRAKTALNE GEOMETRIJE I KOCH-OVA KRIVA

za odredivanje degenerativnih promena u takvim sistemima. Na primer, pri proceni stepena ma-
ligniteta i utvrdivanju morfoloskih, anatomskih i fizioloskih razlika koje postoje izmedu zdravih i
obolelih éelija (kanceri dojke, jajnika, jetre, grli¢a materice), koristi se upravo fraktalna dimenz-
ija. Analizama je utvrdeno da veCe vrednosti fraktalne dimenzije odgovaraju kasnijem stadijumu
razvoja kancera, odnosno kancer grli¢a materice zavisi od dimenzije éelija [10].

Kako smo ve¢ ustanovili da se fraktalna dimenzija moze definisati na vise nac¢ina, tako pos-
toji i viSe metoda za njeno odredivanje. Za neke fraktale sve ove dimenzije se poklapaju, ali u
opstem slucaju one nisu jednake. Neki pristupi su zgodni za teorijsko odredivanje, dok su drugi

e Hausdorff-ova dimenzija
e Dimenzija samosli¢nosti

e Box-counting dimenzija

Richardson-ova dimenzija

Dimenzija korelacije
e Dimenzija mase

e Dimenzija odnosa obima i povrsine itd.

Najstarija i najpoznatija jeste Hausdorff-ova dimenzija ili Hausdorff-Besicovich-eva dimenzija
koja je zgodna u slucaju teorijskog istrazivanja fraktalne dimenzije. Druge metode su mnogo
primenljivije u prakti¢nim istrazivanjima u drugim nau¢nim disciplinama. Mi ¢emo u ovom
poglavlju detaljnije objasniti Hausdorff-ovu dimenziju i tri metode koje se ¢esto koriste - metoda
samosli¢nosti, Richardson-ova i Minkowski-Bouligand-ova metoda.

1.3.1 Hausdorff-ova dimenzija

Prvi zapisi o fraktalnoj dimenziji pojavili su se u Hausdorff-ovim radovima iz 1918. godine.
Definicija dimenzije koju je tada dao, danas je poznata pod nazivom Hausdorff-ova dimenzija i
vrlo je neprakti¢na za primenu. Cak i za najjednostavnije fraktale veoma je tesko izracunati je,
$to implicira da je za slozenije strukture skoro nemoguce odrediti je. Samim tim ova dimenzija
nije najpopularniji izbor van teorijskih okvira, ali ¢emo je mi ovde uvesti jer je svakako baza za
sve dimenzije i metode koje su kasnije razvijene. U nastavku se oslanjamo na [2] i [14].

U ovom delu dacemo definiciju Hausdorff-ove dimenzije za skupove A koji se nalaze u Eukli-

dovom prostoru
R*={x | 2= (x1,....,2n),2; €ER}, meN.

Samim tim prvo ¢emo se podsetiti osnovnih pojmova vezanih za metricki prostor, a zatim ¢emo
definisati Hausdorff-ovu meru i Hausdorff-ovu dimenziju.

1.3.1. Definicija Neka je X neprazan skup. Preslikavanje d : X x X — R je metrika na X ako
vazi:

(M1) d(z,y) > 0;
(M2) d(z,y) =0 akko x = y;
(M3) d(z,y) = d(y,x);

12
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(M4) d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).
Uredeni par (X, d) je metricki prostor, a broj d(x,y) rastojanje elemenata x i y.

Slede¢i pojam koji nam je neophodan jeste otvoren pokriva¢ nekog skupa iz X te uvodimo
sledeée pojmove.

1.3.2. Definicija U metrickom prostoru (X, d) otvorena lopta sa centrom u tacki x € X poluprecnika
e > 0 je skup B.(x) svih tacaka y € X takvih da je d(x,y) < €, tj.

B.(z) = B(e,z) ={y € X | d(z,y) < e}

1.3.3. Definicija Podskup O skupa X je otvoren ako za sve elemente tog skupa postoji otvorena
lopta B:(x) sa centrom u tacki x i poluprecnika € koja je u potpunosti unutar skupa O, tj.

Vee X 3B.(x): B:(z)CO.

1.3.4. Definicija Kolekcija otvorenih skupova {O1,Oa, ...} naziva se otvoreni pokrivac skupa A
ako vazi

=0

Specijalno, ako je familija otvorenih skupova konacna i vazi inkluzija iznad, onda je {O1,0a, ...}
konacan otvoren pokrivac skupa A.

Metrika na skupu R™ definisana je sa

te je (R™, d) metricki prostor. Ako je A podskup skupa R™i{0O1, O, ...} familija otvorenih skupova
iz R™, onda je data familija otvoren pokriva¢ skupa A ako vazi

Ac fj O:.
=0

Takode, dijametar skupa A definiSemo sa
diam(A) = sup{d(z,y) | xz,y € A}.

Sada mozemo preéi na definiciju Hausdorff-ove mere i Hausdorff-ove dimenzije. Neka je A C R™,
€ > 01 neka je s > 0. Definisemo skup

hi(A) = mf{z diam(0;)° | {O1, 04, ...} pokrivaé skupa A takav da je diam(O;) < e}. (1.4)
i=0

Dakle, uzimamo sve otvorene pokrivace skupa A ¢iji skupovi O; imaju dijametar strogo manji
od €. Za svaki takav pokriva¢ uzimamo dijametre skupova koji ¢ine pokriva¢, podizemo ih na
stepen s i sumiramo. Ova suma moze biti kona¢na ili beskona¢na. Uoc¢imo da ukoliko smanjimo
€ broj moguéih pokrivaca skupa A se takode smanji, pa mozemo reé¢i da se infimum ovog skupa
povecava smanjenjem €, odnosno kada e — 0. Sada mozemo definisati limit za h2(A), odnosno
upravo Hausdorff-ovu meru.

13
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1.3.5. Definicija Za skup hi(A) definisan sa (1.4), granicéna vrednost

h*(A) = lim hS(A)

e—0

naziva se s-dimenzionalna Hausdorff-ova mera skupa A.

Po konvenciji, h*(®) = 0. Nije tesko uociti da h'(A) predstavlja duzinu glatke krive, h?(A)
povrsinu glatke povrsi itd. Hausdorff je dokazao slede¢u teoremu, kojom dolazimo do pojma
Hausdorff-ove dimenzije.

1.3.6. Teorema Neka je n € N i A ogranicen podskup metrickog prostora (R™,d). Neka je h®(A)
funkcija definisana u definiciji 1.3.5. Tada postoji jedinstveno Dy € [0,n] takvo da

s oo ako jes < Dy
= >
W (4) {0 akojes>DH’S—0

Dokaz. Dokaz se moze pronadi u [7]. O

Dakle, za razli¢ite vrednosti s € [0, 00), funkcija h®(A) uzima tacno tri vrednosti - nulu, neki
realan broj i beskonacnost. Sledi definicija Hausdorff-ove dimenzije.

1.3.7. Definicija Neka je n € N i A ogranicen podskup metrickog prostora (R™,d). Broj Dy iz
prethodne teoreme naziva se Hausdor(f-Besicovich-eva dimenzija skupa A, u oznaci Dy (A), i vazi

Di(A) = inf{s | h*(A) = 0} = sup{s | h*(4) = oc}.

Za s = Dy (A), Hausdorff-ova Dy (A)-dimenzionalna mera se koristi za uporedivanje veli¢ina
fraktala ¢ije su fraktalne dimenzije jednake. Fraktal, ¢ija je mera HDH(A)(A) veca, smatra se
veéim fraktalom. Ukoliko su fraktalne dimenzije razlicite, kazemo da je veéi onaj Cija je fraktalna
dimenzija veca.

Mi éemo u nastavku ovog poglavlja izracunati dimenziju Koch-ove krive koriste¢i metode koje
su primenljivije u bioloskim istrazivanjima, za razliku od Hausdorff-ovog teorijskog pristupa.

1.3.2 Metod samosliénosti

Metod samosli¢nosti koristi promenu veli¢ine (duzine, povrSine, zapremine, ...) u odnosu na
menjanje broja iteracija kod potpuno samoslicnih objekata, te otuda i naziv. Ovom metodom
dobija se dimenzija koja je vrlo precizna. Racun je poprilicno pravolinijski i moze se pronadi u
uvodu knjige [6] ili u [14]. Naime, podsetimo se fomule koju smo koristili za odredivanje dimenzije
euklidskih figura

N(s) = (1.5)

sD’

gde je D dimenzija, N(s) broj delova objekta u odnosu na s, a s faktor skaliranja. Ako sada
primenimo logaritamsku funkciju na jednakost (1.4), dobijemo

1
log N(s) = log (3D>
odnosno

o0 <o (1)
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Tada iz osnovnih osobina logaritama sledi

1
log N(s) = D -log(-),
s
pa se dimenzija D moze dobiti iz sledeée jednakosti

- 08N (1.6)

odnosno formula za odredivanje dimenzije objekta u euklidskoj geometriji moze se iskoristiti za

odredivanje dimenzije potpuno samosli¢nih fraktala. Kada s — 0, fraktalna dimenzija dobija se

kao o N

D = lim Lfs). (1.7)
s—0 log 5

Primetimo da je ova metoda pogodna za izra¢unavanje fraktalne dimenzije Koch-ove krive, s
obzirom da ona pripada potpuno samoslicnim fraktalima. Pokazali smo kako se ona geometrijski
konstruise i rekli da u n-toj iteraciji imamo N = 4™ segmenata, gde je svaki duzine s = %, u
slucéaju kada je inicijator duz duzine jedan. Sada pomocu jednakosti (1.4) dolazimo do sledeéeg:

n=0: D= log 1 =
log1
log 4
= = ~ 1.262
" log 3
n=2: D=1 96
log 9

pa je fraktalna dimenzija Koch-ove krive D ~ 1.262.

1.3.3 Richardson-ova metoda

Richardson'4-ova metoda za izracunavanje fraktalne dimenzije poznata je jo§ i pod nazivom di-
menzija kompasa ili varying slope dimension. lako nije precizna kao metoda za racunanje dimenzije
kod potpuno samosli¢nih fraktala, ova metoda nam omogucéava da sra¢unamo fraktalnu dimenz-
iju prirodnih objekata koji nisu potpuno samosli¢ni. Da bismo razumeli Richardson-ov postupak
koristi¢emo [14], a za primer ¢emo uzeti duzinu obale Velike Britanije. Koristeéi lenjir, povla¢imo
linije duz obale, a zatim uporedujemo duzine povucenih duzi i duzinu lenjira, koja je u nasem
slucaju upravo faktor skaliranja. Sto preciznije su ove dve mere, to je precizniji i dobijeni rezultat.

— o
- Fd ]
=T : 'l"-/- = .l'r ey
o t I, ¥ q
& Y F lll.
= % :l.'l_ E ‘-.. I'il' S5
v e \ e I"-
ha Ty 4 i NN
¥ - d a4 1
¥y 3 f | 4
b ey : {
y - - - J ey S
Fl s Tk

Slika 1.17: Povlacenje duzi duz obale Velike Britanije sa razli¢itim skalama.

MTewis Fry Richardson (1881 - 1953), britanski matematicar, fizicar, meteorolog i psiholog koji je postavio
temelje modernih matematickih metoda za prognozu vremena.
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Dakle, neka je p duzina povucene duzi uz obalu, a s faktor skaliranja. Uzmimo logaritamsku
vrednost ovih duzina i obelezimo tacku }gig na grafu. Ako ovo uradimo za sve vrednosti definisanih
parametara, dobi¢emo linearan grafik funkcije ¢iji je polozaj odreden sa dva parametra - nagib
grafa i poCetna tacka grafa. Nagib d je znac¢ajan u odredivanju dimenzije obale, pa se Richardson-

ova formula za izra¢unavanje fraktalne dimenzije definiSe kao

Dy =1+4d. (1.8)
Pokazimo u nastavku kako mozemo do¢i do dimenzije Koch-ove krive koristec¢i ovu metodu.

U prethodnom odeljku dosli smo do opstih formula za dobijanje broja segmenta, faktora skali-
ranja i same duzine Koch-ove krive. Podsetimo se ovih jednakosti u slucaju kada je inicijator

jedini¢na duz:
n\" 4\"
Sn =\35 Pn =\3 ’
(5) 7= (3)

gde s, oznacava faktor skaliranja, a P, duzinu krive u n-toj iteraciji. Kako je

4 42
logg _q log (54) _y
log 5 log 3
dolazimo do jednakosti
log P,
1
log 3
i analogno
log Si
="
log +
3
pa izjednacavanjem poslednje dve jednakosti
log i log P,
1 = 1
log + log 3
3
log 2 - log -
log P, = 83 1g En
log +
3
log 4 1
log P, = g‘;’ -log —
log T Sn

odakle je konacno

J= log P, 10g§
~ logs, log3’

Daljim koriSéenjem odgovarajuceg logaritma, u ovom slucaju logs, dobijemo nagib
3
d = logs 1 ~ 0.26

odakle iz (1.7) fraktalna dimenzija Koch-ove krive iznosi
D=1+d~1.26.

Primetimo da smo istu veli¢cinu dobili i koriséenjem prethodne metode.
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1.3.4 Minkowski—Bouligand-ova metoda

Minkowski'?-Bouligand'6-ova metoda naziva se jos i Box-counting metoda i ona je najéesée korigéena
metoda za odredivanje fraktalne dimenzije, jer je prilagodiva raznim prirodnim objektima. Njom
aproksimiramo dimenzije komplikovanih objekata kod kojih ne mozemo da primenimo ni jednu od
prethodnih metoda. Takode, pomoc¢u ove metode mozemo izracunati fraktalne dimenzije veoma
malih objekata poput Cantor-ove prasine do dimenzije planinskog venca. Obzirom da je ova
metoda najcesée koriSéena u praksi, ona se moze pronaéi u bilo kojoj knjizi o fraktalima i fraktal-
noj dimenziji, a mi ¢emo u radu koristiti [6].

Da bismo izrac¢unali dimenziju dvodimenzionalnog objekta, potnemo tako Sto objekat prekri-
jemo nekom minimalnom mrezom. Zatim uporedimo dimenzije mreze sa brojem kvadrata koji
sadrze bar deo objekta. Odnos dimenzije mreze i broja kvadrata da¢e nam dimenziju samog
objekta.

Slika 1.18: Primer prekrivanja obale Velike Britanije razli¢itim mrezama.

1.3.8. Napomena Iako ova metoda u veéini slucajeva daje precizan rezultat, ona se ne moze ko-
ristiti apsolutno uvek. Recimo, ako koristimo plocice da prekrijemo objekat, izracunata dimenzija
ne sme biti vec¢a od 2, jer fraktalna dimenzija ne moze biti veta od dimenzija ploc¢a koris¢enih za
merenje.

Da bismo odredili dimenziju trodimenzionalnog objekta, umesto mreze ploca ili kvadrata ko-
ristimo mreze kocki ili kvadra, a zatim uporedujemo dimenziju, npr. kvadra sa brojem ”kutija”
koje sadrze objekat. Nama je u ovom sluc¢aju znacajnija dvodimenzionalna mreza, jer ¢emo box-
counting metodu iskoristiti da izra¢unamo fraktalnu dimenziju Koch-ove krive.

Ako posmatramo dva razli¢ita prekrivanja neke figure, odnosno prekrivanja sa dve razlicite
mreze takve da je rezolucija prve mreze 1/s,, a rezolucija druge mreze 1/sp, onda je opsta formula
za izracunavanje fraktalne dimenzije pomoc¢u box-counting metode data sa

_ log(n(a)) —log(n(b))
log(1/s4) — log(1/sp)’
gde je n(a) funkcija broja kvadrata prve mreze koji sadrze deo objekta, n(b) funkcija broja kvadrata

druge mreze koji sadrze deo objekta. U nastavku ¢emo koristiti tri razlicite mreze kako bismo
pokazali preciznost dobijenih rezultata.

(1.9)

5 Hermann Minkowski (1864 - 1909), nemacki matematicar koji je razvio geometriju brojeva.
16George Louis Bouligand (1889 - 1979), francuski matematicar, najpoznatiji po metodu za nalazenje fraktalne
dimenzije koja nosi njegovo ime.
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GLAVA 1. OSNOVNI POJMOVI FRAKTALNE GEOMETRIJE I KOCH-OVA KRIVA

Posmatrajmo Koch-ovu krivu prekrivenu mrezom jedini¢nih kvadrata. Broj kvadrata koji
sadrze deo krive jednak je 18 od moguéih 30. Zatim je posmatramo u mrezi od 60 kvadrata
dimenzije 0.5 x 0.5 od kojih 41 sadrzi krivu i na kraju uzmemo tre¢u mrezu koja sadrzi 480

kvadrata od kojih 105 sadrzi krivu.

ik

t, RN
PR el

Slika 1.19: Koch-ova kriva prekrivena mrezom jedini¢nih kvadrata.
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Slika 1.20: Koch-ova kriva prekrivena mrezom kvadrata dimenzije 0.5 x 0.5.
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Slika 1.21: Koch-ova kriva prekrivena mrezom kvadrata dimenzije 0.25 x 0.25.

U slede¢em koraku uporedujemo rezultate:

log41 —log 18

31 log2 —log1
1 _
D, , — ogl05—logdl o0
12 log4 —log2
log 105 — log 18
D, = loal0slosls

log4 —log 1

Na osnovu ove tri mreze, vidimo da je srednja vrednost jednaka 1.27 $to je blizu Hausdorff-ove
dimenzije naSe krive. Ako bismo uzeli jos vise mreza, sa finijom podelom, dobili bismo vrednosti
koje bi upadale u odredeni interval i bile jo§ preciznije od gore dobijenih. Ono §to jo§ mozemo
da uradimo jeste da skiciramo graf odnosa logn() i log% i pomoéu parametra nagiba funkcije
odredimo fraktalnu dimenziju.
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Glava 2

Sistemi iterativnih funkcija (IFS) i
Koch-ova kriva

Sistem iterativnih funkcija (IFS) je definisao Hutchinson 1981. godine, ali je svoju popularnost
stekao kada je Barnsley! 1988. objavio rad pod nazivom Fractals everywhere [2] koji smo koristili
za definisanje osnovnih pojmova iz topologije i sistema iterativnih funkcija. Primeri najranijih
fraktala koji se mogu konstruisati na ovaj na¢in jesu Cantor-ov skup i De Rham?-ova kriva.

-

Slika 2.1: Primer De Rham-ove krive.

Ovaj nacin generisanja fraktala daje nam najceSce objekte sa visokim nivoom samosli¢nosti.
Obzirom da smo u prvom poglavlju pokazali da takvi fraktali nastaju kao beskona¢na unija kopija
samog sebe, gde je svaka kopija transformisana na odredeni nacin, jasno je da ¢e IFS biti pogodan
nacin za generisanje istih. Pokazacemo da su ove transformacije sadrzane u sistemu funkcija, koje
su uglavnom afine i kontraktivne. Takode, pokazacemo da je tzv. atraktor IFS-a upravo fraktal i
dva najcesce koris¢ena algoritma za generisanje, od kojih éemo jedan iskoristiti da pokazemo kako
se Koch-ova kriva moze dobiti kao atraktor IFS-a.

Tako IF'S fraktali mogu biti bilo koje dimenzije, oni su uglavnom generisani u 2-dimenzionalnom
prostoru, pa ¢emo tako i mi ovde uraditi.

I Michael Barnsley (1946 - ), britanski matematic¢ar koji se bavi istrazivanjem i razvijanjem fraktalne kompresije.
2Georges de Rham (1903 - 1990), §vajcarski matematicar poznat po svom doprinosu diferencijalnoj topologiji.
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GLAVA 2. SISTEMI ITERATIVNIH FUNKCIJA (IFS) I KOCH-OVA KRIVA

2.1 Osnovni pojmovi iz topologije i definicija IFS-a

Nakon definicije metrickog prostora, neophodno nam je da uvedemo pojam kompletnog (ili pot-
punog) metrickog prostora. Da bismo to uradili, definiSemo prvo posebnu klasu nizova, a to su
Cauchy?>-jevi nizovi.

2.1.1. Definicija Niz {z,}nen iz X je Cauchy-jev ako vazi sledeéi uslov:
(Ve > 0) (3no(e) € N) (Vn,m € N) (n,m > ng(e) = d(zn, Tm) < €)

odnosno
(Ve > 0) (3no(e) e N) (Vn,p € N) (n > ng(e) = d(Tntp, n) <€).
2.1.2. Definicija Niz {x, }nen iz X konvergira ka x € X ako
(Ve > 0) (Ino(e) € N) (Vn > no(e)) d(zn, z) < €.

2.1.3. Teorema Ako je niz {Tn nen 1z X konvergentan, onda je on i Cauchy-jev.

Dokaz. Neka je ¢ > 0 dato. Ako je niz {z, }nen iz X konvergentan, odnosno ako je lim,, o ©, =
x € X, onda mozemo odrediti ng € N takvo da je za sve prirodne brojeve n > ng : [z, — 2| < §.
Sada, za sve n,m > ng vazi

3

2~ &

€
[T — | < T — 2| + |2 — 2| < §+
pa je po definiciji ovaj niz Cauchy-ev. O

U proizvoljnom metrickom prostoru obratno ne mora da vazi! Slede definicija kompletnog i
definicija kompaktnog metrickog prostora:

2.1.4. Definicija Metricki prostor (X,d) je kompletan ako u njemu svaki Cauchy-ev niz konver-
gira.

2.1.5. Definicija Neka je (X,d) metricki prostor i A C X. Skup A je kompaktan ako iz svake
familije otvorenih skupova {O;}icr za koju vazi

Ac o
il
moZe da se izdvoji konacéna familija skupova O, , O,,, ..., O;, tako da je

k
Ac o,

j=1

odnosno ako postoji konacan pokrivac skupa A. Ako je A = X kaZemo da je (X,d) kompaktan
metricki prostor.

Na metrickom prostoru mozemo definisati sledeée preslikavanje:

2.1.6. Definicija Kontrakcija ili funkcija kontrakcije, na metrickom prostoru (X,d) je funkcija
w:X — X takva da
d(w(z),w(y)) <v-d(z,y), Ve, y € X

za neku realnu konstantu v € [0,1) koju nazivamo faktor kontrakcije.

3 Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857), francuski matemati¢ar, jedan je od tvoraca teorije funkcija kompleksne
promenljive.
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GLAVA 2. SISTEMI ITERATIVNIH FUNKCIJA (IFS) I KOCH-OVA KRIVA

2.1.7. Lema Neka je w : X — X kontraktivno preslikavanje na metrickom prostoru (X,d). Tada
je preslikavanje w neprekidno.

Dokaz. Neka je dato € > 0 i neka je v > 0 faktor kontrakcije w. Tada za d(x,y) < §id = % vazi

dw(z),w(y)) < yd(z,y) <e,  Va,yeX,
odnosno w je neprekidno preslikavanje. O

2.1.8. Teorema Neka je w : X — X kontraktivno preslikavanje na metrickom prostoru (X,d).

Tada w ima jedinstvenu fiksnu tacku v* € X 1 za sve x € X niz w”(x)neNO konvergira ka x*, tj.

*

lim w"(z) = 2¥, Vo e X.

n—oo

Dokaz. Neka je © € X i neka je v € [0,1) faktor kontrakcije preslikavanja w. Tada je za sve
m,n € Ny ‘
d(w" (z), 0™ (2)) <A™ d(z, 0" ().

Ako je k=0,1,2, ..., onda vazi

A, ot (@) < d(a,w(@) + dw(z),0? (@) + ... + dW (@), 0" (@)

<A +v+92 4. 4 Nd(,w(z))
1
md(lﬁw(z))

IN

pa zamenom ove u prvu nejednakost dobijemo

A" (@), W™ (2)) <A L, ()

odakle sledi da je niz {w"(x) }nen, Cauchy-ev. Kako je (X, d) kompletan metricki prostor, Cauchy-
ev niz ima grani¢nu vrednost z* € X, odnosno

. NN
nl;n;ow (x) =",

Hoc¢emo da pokazemo da je z* i fiksna tacka kontrakcije w. Kako je w kontrakcija, iz leme 2.1.7.,
sledi da je w neprekidna, pa vazi

¥\ _ : n _ n _ 1 n+1 o
w(z*) = w(T}LIr;Ow (z)) = nhﬁngo ww™(x)) = nlirrgow (x) = z™.

Dakle, z* jeste fiksna tacka kontrakcije w. Sada ostaje da pokazemo da je ona jedinstvena. Pret-
postavimo da su z*,y* € X dve fiksne tacke preslikavanja w, tj. vazi w(z*) = z* i w(y*) = y*.
Tada je
d(z*,y") = d(w(z"),w(y")) <v-d(z",y")
odnosno kako je v € [0,1)
d(z”,y") < d(z”,y")

$to je u kontradikciji sa definicijom metrike, pa je fiksna tacka z* jedinstvena. O

Sada zelimo da definiSemo nov kompletan metricki prostor na skupu svih podskupova skupa
X sa novom metrikom. Na tom prostoru definisa¢emo kontraktivno preslikavanje.

2.1.9. Definicija Neka je (X, d) kompletan metricki prostor. Tada sa H(X) obeleZavamo skup
nepraznih kompaktnih podskupova skupa X .
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Na (X, d) kompletnom metrickom prostoru, gde je x € X i A, B € H(X), rastojanje tacke x
od skupa B, u oznaci d(z, B), definisano je sa

B) = mi
d(x, B) ZIJI}C_III?ld(l‘,y)

a rastojanje izmedu skupova A i B, u oznaci d(A, B), definisano je sa

d(A, B) = maxd(a, B).

acA
Koristeéi ova rastojanja moze se definisati Hausdorff-ovo rastojanje na sledeé¢i nacin.

2.1.10. Definicija Hausdorff-ovo rastojanje ili Hausdorff-ova metrika h je rastojanje izmedu
tacaka A i B skupa H(X) definisano sa

h(A, B) = max{d(A, B),d(B, A)}.

Sledeca lema daje nam osobinu Hausdorff-ove metrike koju ¢emo koristiti kasnije.

2.1.11. Lema Za sve skupove B,C,D,E € H(X) vaZi
h(BUC,DUE) <max{h(B,D),h(C, E)}.
Dokaz. Da bismo dokazali osobinu iznad, oslanja¢emo se na dve osobine prethodno definisanih

rastojanja skupa od tacke i skupa od nekog drugog skupa. Dakle, neka su A, B,C, D, E € H(X).
Tada vazi:

e Ako je B podskup skupa C, onda je d(z,C) < d(z, B), za neku tacku z € X.
Po definiciji sledi da je

— mi < mi — d(z,B).
d(z,C) Zrélgd(x,y)_gggd(a?,y) d(z, B)

o Zasve A, B,C € H(X) vazi

d(AU B, C) =max{d(A,C),d(B,C)}

Ovo sledi iz

d(AUB,C) = max d(z,C) = max{gleaf d(z,C), max d(z,C)} = max{d(4,C),d(B,C)}.

Sada koriste¢i ove dve osobine mozemo pokazati da je
h(BUC,DUE)=max{d(BUC,DUE),d(DUE,BUC)}
= max{max{d(B,D U E),d(C,D U E)},max{d(D,BUC),d(E,BUC)}}
< max{max{d(B, D),d(C, E)},max{d(D, B),d(E,C)}}
= max{max{d(B, D),d(D, B)},max{d(E,C),d(C,E)}}
=max{h(B,D),h(C, E)}.
O

2.1.12. Lema Neka je w : X — X neprekidno preslikavanje na metrickom prostoru (X,d). Tada
funkcija w preslikava H(X) uw H(X).

22



GLAVA 2. SISTEMI ITERATIVNIH FUNKCIJA (IFS) I KOCH-OVA KRIVA

Dokaz. Neka je A neprazan kompaktan podskup skupa X. Tada je ocigledno da je i w(A4) =
{w(z) | x € A} neprazan skup. Ostaje jos da pokazemo da je w(A) kompaktan. Neka je {y, =
w(xy) }nen beskonacan niz u A. Odatle vazi da je i {x,}nen beskonacan niz u A. Kako je A
kompaktan skup, postoji podniz {zx, }nen niza {2, tnen koji konvergira ka nekoj tacki a* € X.
Preslikavanje w je neprekidno, pa sledi da i podniz {yn, = w(zn, )}nen konvergira ka tacki y* =
w(x*) € w(A). Odavde po definiciji kompaktnog skupa sledi da je i skup w(A) kompaktan. O

Sledecéa lema nam pokazuje kako od kontrakcije na metrickom prostoru (X, d) mozemo doéi do
kontrakcije na novom metrickom prostoru (H(X), h).

2.1.13. Lema Neka je w : X — X kontraktivno preslikavanje na metrickom prostoru (X,d) sa
faktorom kontrakcije . Preslikavanje w : H(X) — H(X) definisano sa

w(B) = {w(z) : z € B}, VB € H(X)

je kontrakcija na prostoru (H(X),h(d)) sa faktorom kontrakcije .

Dokaz. Iz leme 2.1.7. sledi da je preslikavanje w neprekidno, pa iz leme 2.1.11. w preslikava
H(X) u samog sebe. Neka su sada dati skupovi B,C' € H(X). Tada je

A(w(B),w(C) = max{min{d(w(z), w(s))}}

< mazzep{min{y - d(z,y)}}.
yeC

Analogno se dobije d(w(C'),w(B)) < v -d(C, B). Sada iz definicije 2.1.10. i prethodno dobijenog
sledi

h(w(B),w(C)) = max{d(w(B),w(C)), d(w(C),w(B))}
<~ -max{d(B,(C),d(C,B)}
<7 d(37 C)

pa je w kontrakcija na H(X) sa faktorom +. O

Obzirom da ¢e nam u nastavku biti neophodna, na kompletnom metrickom prostoru (X, d)
kolekciju kontrakcija oznacavatemo sa

wp: X—=>Xn=12..,N,

gde su 0 < =, < 1 faktori kontrakcije koji odgovaraju svakoj w,. Slede¢a lema daje nam kon-
strukciju kontraktivnog preslikavanja na metrickom prostoru (H(X), h(d)).

2.1.14. Lema Neka je (X, d) metricki prostor i neka je {w, : n = 1,2,..., N} konacéna famili-
ja kontraktivnih preslikavanja na (H(X),h(d)), gde svaka kontrakcija w, ima faktor kontrakcije
Yn,n=1,2,..., N. Preslikavanje W : H(X) — H(X) definisano sa

N
W(B) = wi(B)Uwy(B)U...Uw,(B) = | Jwn(B), VB e H(X)
n=1
je kontraktivno preslikavanje sa faktorom kontrakcije v = max{y, :n=1,2,...., N}.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po N.

e Ako je N=1, za neko B € H(X): W(B) = w1(B), pa je W ocigledno kontrakcija.
Ako je N=2, za neko B,C € H(X): W(B) = w1(B) Uwsz(B) i W(C) = w1(C) Uws(C), pa
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je tada koriste¢i osobinu Hausdorff-ove metrike i ¢injenice da su w; i we kontrakcije

h(W(B), W (C)) = h(w1(B) Uwz(B),w1(C) Uws(C))
< max{h(wi(B),w1(C)), h(w2(B) Uw(C))}
<max{y; - h(B,C),v2 - h(B,C)}
< max{vi,72} - h(B,C),

odnosno W je kontrakcija sa faktorom max{vyi,y2}.

e Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n = 1,2, ..., N, odnosno
N N
h( U wn(B), U wn (@) < max{v,...,yn} h(B,C), VB,C € H(X).
n=1 n=1

e Pokazujemo da tvrdenje vazi za N + 1. Neka je za neke B,C € H(X) :

N+1 N+1
n=1 n=1

Tada je koriste¢i osobinu Hausdorff-ove metrike, indukcijsku pretpostavku i ¢injenicu da su
w1, ...,wn+1 kontrakcije

N

N
< max{h(| | wn(B), | wn(C)), Mwn41(B),wn11(C))}

n=1 n=1
< max{max{y1,...,yn - h(B,C)},yn41 - h(B,C)}
:max{max{’% | v = 15-'-5N}77N+1}'h(B50)
=max{yli=1,...,N+1}-h(B,C),

odnosno W je kontrakcija s faktorom max{vy; | ¢ =1,..., N + 1}.

O

2.1.15. Definicija Neka je (X,d) kompletan metricki prostor i neka je w, : X — X,n =
1,2,..., N, konacéna kolekcija kontrakcija, gde svako preslikavanje w, ima faktor kontrakcije yy,.
Tada se

{X;wn,n=1,2,...,N}

naziva sistem iterationih funkcija (IFS) sa faktorom kontrakcije v = max{vy, :n =1,2,..,N}.

Za kontrakciju W definisa¢emo iteracije na sledeéi nac¢in: za B € H(X)in € Ny
Ww°B)=B, WYB)=W(B), .. ,W"™YB)=WoW"(B)=W(W"(B)) itd.

Sledi najznacajnija teorema u ovom poglavlju.
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2.1.16. Teorema Neka je {X;wn,n = 1,2,..., N} sistem iterationih funkcija sa faktorom kon-
trakcije v. Tada je transformacija W : H(X) — H(X) definisana sa

N
Uwa(B), VBeHX),

kontrakcija na kompletnom metrickom prostoru (H(X),h(d)) sa faktorom kontrakcije vy, tj.
h(W(B),W(C)) <~ -h(B,C).

Jedinstvena fiksna tacka A € H(X) je

i data je sa

A= lim W*(B), VBe H(X).

n—00

Fiksna tacka A € H(X) naziva se atraktor IFS-a.

Sada kada smo definisali IFS, kao i njegov atraktor, pokaza¢emo kako se on implementuje u
dvodimenzionalnom prostoru, odnosno u sluéaju kada imamo IFS {R?;w, : n = 1,2,..., N}, gde
su wy, afina preslikavanja.

Znamo da je afina transformacija u ravni w,, : R> — R? oblika
' T an, bn X €n
= w’I’L = + 5
(o)== (0)-(a a) (5)+(%)
gde je (x,y) € R? proizvoljna tacka u ravni. Matrica A,, data sa
a, by
cn  dp

je kombinacija rotacije, skaliranja i smicanja, transformacija u ravni koje su obi¢no izrazene preko
linearnih jednacina, a vektor
()
fn

Postoje dva algoritma za generisanje atraktora IFS-a: deterministicki i stohasticki. Mi ¢emo
ovde definisati oba:

predstavlja translaciju u ravni.

e Deterministicki algoritam.
Neka je {X;wn,n =1,2,..., N} IFS definisan iznad. Izaberemo kompaktan skup 4y C R? i
racunamo sukcesivno Ay, Ao, ..., A, koristedi

App1 = U w;i(4,), za n=12, ...
j=1

Na taj nacin dobijamo niz podskupova A,, C H(X),n = 0,1,2, ..., pa na osnovu prethodne
teoreme ovaj niz konvergira ka atraktoru IFS-a.
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e Stohasticki algoritam.
Neka je {X;wp,n = 1,2,..., N} IFS definisan iznad, gde je p, > 0 verovatno¢a dodeljena

kontrakciji w,, zan =1,2,..., N, takva da je Zfil pn=11

o |det(Ayn)| |and, — bncyl
Sy [Anl 0 landn = bucyl

Izaberemo zg € X i izra¢unamo rekurzivno

Ty € {w1(Tn-1), w2 (Tpn-1), ..., wn(Tn-1)}

zan = 1,2,.... Na taj nacin dobijamo niz podskupova z,, C X,n =0,1,2, ... koji ponovo na
osnovu prethodne teoreme konvergira ka atraktoru IFS-a.

2.2 Konstrukcija Koch-ove krive pomocéu deterministickog
algoritma

Nakon sto smo uveli osnovne pojmove i definisali IFS, pokaza¢emo kako se pomocu determin-
istickog algoritma moze generisati Koch-ova kriva i pritom ¢emo koristiti rad [5].

Prvo éemo se podsetiti matri¢ne reprezentacije rotacije u ravni. Dakle, rotaciona matrica
n—( cos 0 —sinf
“\ sinf  cosf
rotira tacke u ravni oko koordinatnog pocetka u smeru suprotnom od kazaljke na satu za ugao 6.

Pa tako ako Zelimo da rotiramo tacku (z,y) koristimo proizvod R(z,y). Takode, ako Zelimo da
rotiramo tacku u smeru kazaljke na satu, onda umesto za ugao 6 uzimamo ugao —@, pa je matrica

rotacije
cosf) sinf
R( —sin 6 0089)'

Mi ¢éemo u nastavku kontrakcije zapisivati u obliku
W(x, y) = (anx +bny + en, crn +dpy + fn)

Na osnovu geometrijske konstrukcije Koch-ove krive opisane u (1.2) znamo da je inicijator jedini¢na
duz koju skaliramo za %, a zatim sredinu skalirane duzi zamenimo sa dve jednake duzine koje
zaklapaju ugao od 60°. Na taj nacin dobijamo generator Koch-ove krive itd. U ovom odeljku nas
interesuje kako ove geometrijske transformacije opisane u (1.2) mozemo definisati pomoc¢u niza
kontraktivnih preslikavanja tako da, sukcesivnom primenom definisanih kontrakcija na inicijator,
dobijemo niz krivih koje konvergiraju ka Koch-ovoj krivoj. Pokaza¢emo da se nasa kriva moze
dobiti kao atraktor IFS-a koji ¢ine Cetiri kontraktivna preslikavanja.

Vodeni geometrijskom konstrukcijom, definisa¢emo odgovarajuce kontrakcije. Dakle, znamo
da u prvom koraku imamo skaliranje duzi za faktor % te ¢emo prvu kontrakciju definisati tako da

upravo to uradi:
-G )0+
= 3 +
wl(y) <0§ y 0)

e = (3.2)

odnosno
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U sledeéem koraku zelimo da segment duzine % rotiramo za % i transliramo tako da mu pocetna
tacka bude u (2,0). Dakle, druga kontrakcija ¢e sadrzati jos i rotaciju i translaciju:

=(3)=(128 1208) () (3),

1 V3 V3 1
wa(z,y) = <6~T— YT 6x+6y> :

I—eo|

odnosno

1
ga
Trecte preslikavanje ¢e ponovo sadrzati rotaciju i translaciju tako da segment duzine % rotira za

—Z i translira u tacku (3, ?):

o ()= (1)

odnosno

Slika 2.2: Inicijator i generator Koch-ove krive.

Poslednja kontrakcija bice slicna prvoj, jer ako posmatramo sliku generatora Koch-ove krive

vidimo da nam ponovo treba skalirani segment duzine 1 samo transliran za vektor (%, 0):

L()-(E D)1

x 2
W4($,y) = (3 + 57 g) .

Po uzoru na teorijski uvod o IFS-u, Aq ¢e biti oznaka za inicijator, koji od ranije znamo da je
kompaktan skup, a koriste¢i deterministicki algoritam

Al =uw; (Ao) U wg(Ao) U UJg(AQ) U W4(A0)

wi= O

odnosno

je upravo generator Koch-ove krive A;. Nastavljamo da primenjujemo kontraktivna preslikavanja,
ali sada na dobijeni generator. Time dobijamo krivu koja je treéa iteracija u geometrijskoj kon-
strukeiji:

AQ = wl(Al) U WQ(Al) U UJ3(A1) U (U4(A1).

Slika 2.3: Treca iteracija Koch-ove krive.
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Primetimo da kontrakcije primenjene na generator svaki segment koji je sada duzine %, pomocu
rotacije, translacije i faktora skaliranja, zamenjuju umanjenom kopijom generatora. Ako nastavimo
postupak, dolazimo do n-te iteracije Koch-ove krive:

An = w1 (An—l) U w2(An—1) U w3(An—1) U w4(An—1)

i do niza kompaktnih podskupova {4, }nen, C H(R?) koji na osnovu teoreme 2.1.16. konvergira
ka atraktoru IFS-a {R?;w,,n = 1,2, ..., N}, odnosno ka Koch-ovoj krivoj.

Pomodéu kona¢nog niza kontraktivnih preslikavanja moguée je doéi i do Koch-ove pahulje. IFS
se sastoji od osam kontrakcija i to su:

T 1y V3
wil@y) = <_|3| - 2’3+6>

oy (L1 el VB
2 V3 2 32
e )_<yl_1ml_ﬁ>
LY== T3 2
o (535-4)

o 1 el VB
w6($7y) = <_3+ 57% — 2)
wr(z,y) = <?+;g+\é§>

o w2 VB
WS(xvy)_<_\/§+21_\/§ 2)

Svaka od njih ponovo predstavlja transformacije u ravni u koje se mi ovde ne¢emo udubljivati, ali
se detaljnija konstrukcija istih moze pronaéi u [5].
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Glava 3

L-sistemi 1 Koch-ova kriva

1968. godine, biolog i botaniéar Aristid Lindenmayer! dosao je do nagina za opisivanje razvoja
jednostavnih visecelijskih organizama kao sto su bakterije, alge i ¢elije biljaka. Njegovo formalno
matematicko otkri¢e poznato je pod nazivom L-sistemi ili Lindenmayer-ovi sistemi i medu prvima
koji su objavljeni bili su L-sistemi za modeliranje razvoja crvene alge Callithamnion roseum i
modrozelene alge Anabaena catenula. Kasnije su ti L-sistemi prosireni kako bi opisivali vise biljke
i slozenije strukture grananja.

Slika 3.1: Primer drveéa generisanog pomoc¢u L-sistema.

Korak dalje u interpretaciji L-sistema otisli su Szilard? i Quinton 1979. godine kada su pokazali
da se L-sistemima mogu generisati fraktali. U ovom poglavlju uveséemo neke od osnovnih pojmova
algebre jezika i formalne gramatike [12] kako bismo definisali L-sisteme, a zatim ¢emo pokazati
kako se Koch-ova kriva moze generisati pomoéu ovog sistema [14].

3.1 Osnovni pojmovi algebre jezika i formalne gramatike i
definisanje L-sistema

Definisemo prvo azbuku i jezik nad datom azbukom.

3.1.1. Definicija Neka je ¥ neprazan konacan skup simbola. Skup ¥ nazivamo azbuka ili alfabet.
Svaki konacan niz simbola iz ¥ nazivamo reé ili string nad 3, a re¢ koja ne sadrzi nijedan simbol
je prazna reé i nju cemo oznacavati sa €. Skup svih reci nad X oznacavacemo sa X*, a skup svih
nepraznih reci nad ¥ oznacavaéemo sa L (X1 = X* {e}). DuZina redi w, u oznaci |w|, jeste broj
simbola u w.

L Aristid Lindenmayer (1925 - 1989), madarski biolog i botanigar, profesor univerziteta u Utrehtu, poznat po
formulisanju L-sistema.
2Andrew L. Szilard madarski informaticar, profesor emeritus zapadnog univerziteta u Ontariu.
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3.1.2. Definicija Neka je ¥ neka azbuka. Svaki podskup L skupa svih re¢i ¥ nad X zovemo jezik
nad X.. KaZemo da je L konacan jezik ako sadrzi konacan broj reci. Na skupu P(X*) svih jezika
nad ¥ definisemo sledeée operacije: za sve X, Y € P(X*)

sabiranje: X +Y =X UY

konkatenacija: X Y ={w1 -wy | w1 € X Awe €Y}

iteracija: X* = Jo_, X™

stepenovanje: X0 = {e}, X"t = X". X

Algebru Ly, = (P(X*),+,,&,%) zovemo algebra jezika nad X.

3.1.3. Primer Neka je ¥ = {a, b} dvoelementna azbuka. Skup ¥* = {¢, a, b, aa, bb, ab, ba, aaa, aabd, ...}
je skup svih re¢i nad azbukom 3. Duzina reci je

le] =0, |a|=|bl =1, |aa| = |bb|] = |ab|] = |ba| = 2, itd.

Svaki podskup L iz skupa svih re¢i ©* jeste jedan jezik nad azbukom X. Ako su X = {aa, bb, ab, ba}
1Y = {aaa, bbb, aab, aba, baa, bba, bab, abb} dva jezika nad azbukom ¥*, onda je zbir ova dva jezika

X +Y = {aa,bb, ab, ba, aaa, bbb, aad, aba, baa, bba, bab, abb},
a proizvod
X - Y = {aaaaa, aabbb, aaaab, aaaba, aabaa, ..., baaab, baaba, babaa, babba, babab, baabb}.
Stepen skupa X je
XY ={e}, X' =X, X*=X-X = {aaaa, aabb, aaab, aaba, ..., baab, baba} itd.

dok je iteracija skupa X

X =Jx"={guXxux?uxiu..
n=0

Sada mozemo uvesti osnovne pojmove formalne gramatike pomoéu kojih ¢emo definisati L-
sisteme. Formalne gramatike su sistemi prerade stringova (eng. rewriting systems) koje je 1957.
godine uveo Noam Chomsky?.

3.1.4. Definicija Formalna ili generativna gramatika G je uredena céetvorka
(‘/7 T7 S7 P)7
gde su Vi T konaéni disjunktni skupovi, S € V, a P je konacan skup uredenih parova (c, ), gde

sua,B € (VUT)* ire¢ a sadrzi bar jedan simbol iz V.

Ako je G formalna gramatika, onda kazemo da je V skup neterminalnih (nezavrsnih) simbola,
T skup terminalnih (zavrsnih) simbola, S pocetni simbol ili aksiom i P skup produkcija. Po
konvenciji, vaze sle¢e oznake:

e produkcije («, 8) obelezavamo sa o —

3Noam Chomsky (1928 - ), americki lingvista, filozof i istori¢ar, smatra se ocem moderne lingvistike.
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A, B, C, D, EiS ¢e oznacavati neterminalne simbole i S ée biti pocetni simbol

a, b, ¢, d, e i cifre ée oznacavati terminalne simbole

e X, Y, Z ¢e oznacavati simbole koji su terminalni ili neterminalni

e u, v, W, X, y, z Ce oznacavati terminalne reci sastavljene od terminalnih slova
e o, 3,7,0 ¢e oznacavati reci sastavljene od terminalnih i neterminalnih slova.

3.1.5. Definicija Neka je G formalna gramatika. DefinisSemo binarnu relaciju neposredne posledice
ili neposredne izvodljivosti = na skupu (VUT)* na sledeéi nacin: ako o, § € (VUT)*, onda o = 3
ako i samo ako postoje i, an € (V UT)* i postoji produkcija v — § iz P takva da je

a=a1yas i B = aidas.
Relaciju = na skupu (V UT)* definisemo kao refleksivno-tranzitivno zatvorengje relacije =. Jezik
definisan ovom gramatikom je jezik L(G) definisan sa L(G) = {w € T* | S = w}.
Na osnovu definicije refleksivno-tranzitivnog zatvorenja relacije = imamo da je « = g ako i
samo ako a = f ili postoji konacan niz reci oy, ..., a, iz (V UT)* takav da je

a=oa,f=a,10; = a;41, zal <i<n.

Svaki konacan niz reéi aq,...a, iz (VUT)* takav daje oy = Sia; = a1, zasve 1 <i<n
zovemo izvodenje redi o, u gramatici G. U svakom koraku izvodenja primenjuje se tacno jedna
produkcija.

3.1.6. Primer Neka G = (V, T, S, P) formalna gramatika zadata produkcijama
S—aS 1 S—e

Tada je S jedini neterminalni simbol i po¢etni simbol, a a jedini terminalni simbol i jezik generisan
gramatikom G je

L£(G) = {a" | neN}.

Sada mozemo definisati sisteme prerade reci kod kojih u svakom koraku izvodenja sva slova reci
zamenjujemo istovremeno u skladu sa datim produkcijama. Ove sisteme nazivamo Lindenmayer-
ovim sistemima i kod njih nema neterminalnih simbola.

3.1.7. Definicija Neka su m,n € Ng. (m,n) L-sistem je uredena trojka
g = (27 P7 w0>7
gde je ¥ neprazna, konacna azbuka, P konacan skup produkcija, odnosno uredenih cetvorki (u, a, v, &),

glejeue | X ae S, ve U X ia€X*, awy € X pocetna rec.

U nastavku, produkcije ¢emo obelezavati sa (u,a,v) — a. Kao i kod formalne gramatike G,
definiSemo binarnu relaciju na L-sistemu.

3.1.8. Definicija Neka je G = (2, Pywy) (m,n) L-sistem, a1, ...,a € ¥ i aq,...,ar € X*. Binarnu
relaciju neposredne posledice ili neposredne izvodljivosti :g> na X* definisemo na sledeci nacin:

e ako je m=01i n=0, onda a;...ay :g> ... ako

(e,a4,6) = a; € Pyza sve i =1, ... k;
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e akojem=01in#0, onda a;...ax :g> 1. ako
(6,04, Qi11...Qi4n) > ; € Piza svei=1,..k, gde jea; =¢, zaj>k;

e ako jem #0 in =0, onda slicno kao u prethodnom slucaju.

e ako jem #0in+#0, onda ay...ax :g> aq...ap ako

(@imm - Qim1, Qi Qi 1---Qitn) —> 0 € Pyza sve i =1,..,k, gdejea; =¢, zaj <1lilij>k.

Relaciju :;> na X* definiSemo kao refleksivno-tranzitivno zatvorenje relacije :g>, pa je iz definicije

. oy . * . o1 .o o .
refleksivno-tranzitivnog zatvorenja w :g> v ako i samo ako w = v ili postoji kona¢an niz v, ...,v; €

¥* takav da je
v = w, vl:vivi?viﬂ, 1<i<l.

Jezik generisan sa G je
L(G)={veX | w :;> v}.

Svaki konacan niz reci vq,...,v; € X* takav da vi = wp 1 v; ? Vit1, za sve 1 < ¢ < [, zovemo
izvodenje reci v; u (m,n) L-sistemu. Uoc¢imo da iz definicije relacije ? u svakom koraku izvodenja
na svako slovo u rec¢i primenjuje se tac¢no jedna produkcija.

3.1.9. Primer Neka je data jednoelementna azbuka ¥ = {a}, produkcija a — a? i pocetno slovo

wo = a. Ako bismo izvodili rec¢i kao kod formalnih gramatika, u jednom koraku izvodenja bismo

mogli samo jedno a da zamenimo sa a?, te bi uzastopnom primenom produkcije dobili niz reéi

a3,a*,a, ... . Dakle, jezik generisan ovom gramatikom bio bi

{a" | n >3}

Pokazali smo kako izgleda dobijeni jezik u formalnoj gramatici, a sada ¢emo pokazati kako izgleda
dobijeni jezik u L-sistemu. U jednom koraku izvodenja svako a mozemo da zamenimo sa a2, pa
se dobije niz reci

a=a-a-a
b =a2.a2. a2
a2=a2. a2 a2 -a%-a%. a2

12 12

Dobijeni jezik mozemo zapisati kao {a*?" :i > 0}. Uocimo da je niz a*,a%,a
u L-sistemu.

izvodenje reci a

Najjednostavniji jesu upravo (0,0) L-sistemi, koji se u literaturi mogu pronaéi u oznaci 0L.
Ovakve L-sisteme nazivamo konteksno slobodnim i sve produkcije u sistemu su oblika

(e,a,e) > a odnosno a — a.

U nastavku ¢emo se koristiti upravo 0L L-sistemima.
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3.2 Generisanje Koch-ove krive pomoc¢u L-sistema

Pokazali smo kako se Koch-ova kriva geometrijski konstruiSe pocevsi od jedini¢ne duzi, te je jasno
da pri generisanju krive pomoc¢u L-sistema moramo u samom sistemu imati informacije o geometriji
fraktala. Za graficku interpretaciju re¢i dobijenih L-sistemom Szilard i Quinton su koristili pro-
gramski jezik LOGO-style kornjaca (eng. turtle graphics), koji ¢emo i mi koristiti i ¢iju éemo
funkcionalnost opisati u nastavku.

Zamislimo kornjacu koja se nalazi na listu papira i koja svojim pomeranjem moze i ne mora
da ostavlja trag na papiru. Ona reaguje na odredene komande koje su zadate u vidu simbola
koji mogu biti obi¢na slova ili znakovi kao s§to su + i -. Pa neka su tako sledeéi simboli, odnosno
komande, definisane kao:

F Pomeri se napred za korak duzine d i nacrtaj duz od pocetnog do krajnjeg stanja.
f Pomeri se napred za korak d bez crtanja duzi.
+ Skreni levo (smer suprotan od kazaljke na satu) pod uglom 6.

— Skreni desno (smer kazaljke na satu) pod uglom 0.

Obratimo paznju da smo gore pomenuli stanje kornjace. Ono je neophodno preciznije defin-
isati kao (z,y, «), gde koordinate (z,y) predstavljaju poziciju kornjace, a ugao « pravac njenog
kretanja. Ako je zadata duzina koraka d i prirastaj ugla &, onda se kornjacino stanje promeni
svaki put kada su komande interpretirane, pa mozemo izvesti slede¢u tabelu:

Komanda | Stanje kornjace (z,y, @) se menja u
F (z+dcosa,y + dsina)
f (z 4 dcosa,y + dsin a)
+ (.%‘, Yy, — 6)
- (x,y,a+9)

Ukoliko kornjaca naide na neki drugi simbol ona ga ignorise.

Neka je sada w re¢ nad azbukom ¥ = {F, f,+,—}, (xo,y0,a0) pocetno stanje kornjace, a
d i ¢ fiksirani parametri. Slika ili skup duzi koju nacrta kornja¢a interpretirajuéi re¢ w naziva
se kornjacina interpretacija re¢i w. Ovakav nacin interpretacije re¢i mozemo primeniti na reci
generisane L-sistemom nad azbukom . Pogledajmo kako to izgleda u slucaju Koch-ove krive.

U geometrijskog konstrukeiji, pokazanoj u (1.2), u svakom koraku duz zamenjujemo sa novim
segmentom koji se sastoji od cetiri linije. Ovaj segment se moze opisati pomocu sledeéeg stringa:

F+F——-F+F,

gde za ugao § biramo 60°. Dakle, kornjaca se iz pocetnog stanja (0,0, 0) pomera napred za korak
d i pritom crta duz (F'). Zatim se okrece levo za 60° u smeru suprotnom od kazaljke na satu (+) i
pomera napred za korak d, ponovo crtajuéi duz (F'). Zatim se okreée u desno, tj. u smeru kazaljke
na satu za 120° (——) i pomera napred za korak d crtajuéi duz (F'). Na kraju se rotira u levo za
60° (+) i pomera napred za korak d ponovo crtajuéi duz (F). Lako se uvidi da je dobijeni trag
koji kornjaca ostavi upravo druga iteracija u geometrijskoj konstrukciji krive. Shodno tome, ¢itav
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proces opisan u 1.2 moze se opisati slede¢im L-sistemom:

Azbuka: X ={F f,+,—}
Aksioma: wg=F
Produkcije: F —-F+F——-F+F
Prirastaj: ¢ = 60°

Pocevsi od aksiome, niz stringova koji se dobije primenom pravila L-sistema je sledeéi:

F
F+F——-F+F
F+F—--F+F+F+F——F+F——-F+F——F+F+F+F——F+F

Duzina koraka d u svakoj sledecoj iteraciji tri puta je manja od duzine u prethodnoj, odnosno
dolazi do skaliranja za % Jasno se moze uociti povezanost Koch-ove geometrijske konstrukcije i
konstrukcije pomoc¢u interpretacije re¢i u L-sistemu, jer inicijator odgovara bas wg, dok je generator
predstavljen sa desnom stranom produkcije u sistemu.

g _#%

Slika 3.2: Kriva dobijena primenom produk-  Slika 3.3: Kriva dobijena dvostrukom pri-
cije na F'. menom produkcije na F'.

U (1.2) smo pokazali i kako se, osim Koch-ove klasi¢ne krive, moze geometrijski konstruisati
i Koch-ova pahulja koja ograni¢ava povrs konacne povrsine. Kako za opisivanje Koch-ove krive,
tako i za pahulju mozemo koristiti L-sisteme. Pa, kako je inicijator u konstrukciji Koch-ove pahulje
jednakostrani¢ni trougao, sledeéi string se moze iskoristiti za njegov opis:

F——-F——F,

gde za ugao § biramo 60°. Dakle, kornjaca se iz pocetnog stanja pomera napred za korak duzine
d crtajuéi pritom duz (F). Zatim se okreée desno za 120° u smeru kazaljke na satu (——) i
pomera napred za korak d, ponovo crtajuéi duz (F'). Na kraju ponavlja prethodnu rotaciju (——)
i pomeranje napred (F') i time dobijamo trag koji predstavlja jednakostranican trougao ¢ije su
stranice duzine d. Znamo da se u svakom sledec¢em koraku stranica trougla zamenjuje novim
segmentom koji je upravo generator kod geometrijske konstrukcije Koch-ove krive, te se L-sistem
koji opisuje pahulju moze definisati kao:

Azbuka: X =A{F f,+,—-}
Aksioma: wo=F—-—-F——F
Produkcije: F —-F+F—-—-F+F

Priragtaj: ¢ = 60°

Pocevsi od aksiome, niz stringova koji se dobije primenom pravila ovog L-sistema je sledeci:
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F——F—-F
F+F——-F+F——F+F——F+F——F+F——F+F

Duzina koraka d je ponovo u svakoj sledecoj iteraciji tri puta manja od koraka u prethodnoj
iteraciji, obzirom na faktor skaliranja.

Slika 3.4 Tnicijator  Slika 3.5 Pabulja dobi- D 30 Pahuado-
F — —F — —F Koch-ove jena primenom produk- 1ena dvostrukom pri-

. .. o menom produkcije na
pahulje. cije na F F F. Fo_p__p

Na ovaj nacin se moze opisati i bilo koja modifikacija Koch-ove krive i pahulje. Recimo, umesto
jedini¢ne duzi ili jednakostrani¢nog trougla mozemo uzeti inicijator koji je kvadrat stranica duzine
d, a za generator cik-cak krivu na slici 3.8. Obe ovakve krive se mogu opisati nizom stringova, te
ako posmatramo L-sistem:

Azbuka: X ={F, f,+,—}
Aksioma: wo=F+F+F+F
Produkcije: F - F+F—-F—-FF+F+F—-F
Prirastaj: ¢ = 90°

uzastopnim ponavlljanjem pravila sistema dolazimo do tzv. Koch-ovog ostrva.

_I_|_‘

i o

Slika 3.9: Koch-ovo os-
Slika  3.7: Inicijator Slika 3.8:  Generator trvo dobijeno primenom
Koch-ovog ostrva. Koch-ovog ostrva. produkcije na F' + F +

F+F.

Lindemayer-ovim sistemima se mogu generisati mnogi fraktali, uklju¢ujuéi i razne varijacije
Koch-ove krive. Takode, kornjacina interpretacija se moze prosiriti dodavanjem novih simbola
azbuci ¥ = {F, f,+,—} ili ¢ak asociranjem parametara kao $to je duzina koraka sa odredenim
simbolom azbuke, te bi kornjaca, prilikom interpretacije odredenog simbola, znala koja je duzina
koraka koju treba da iscrta itd. Definisanje takvih parametara je prisutno u tzv. parametarskim
L-sistemima i omoguéava Siru primenu, naroCito u kreiranju biologkih modela. Vise detalja o
ovome, kao i drugim prosirenjima L-sistema i njegovim primenama, ¢italac moze pronaéi u [16].
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Glava 4

Thue-Morse-ove rec¢i 1 Koch-ova
kriva

Thue'-Morse?-ova re¢ predstavlja binarni niz,
01101001100101101001011001101001...

odnosno niz nula i jedinica, koji je izuéavan jos 1851. godine od strane Prouhet3-a. Medutim,
Prouhet nije eksplicitno spominjao ovaj niz brojeva, veé¢ je to 1906. godine u¢inio Thue koji je
ovaj niz koristio za izucavanje kombinatorike nad re¢ima. Iako je ve¢ ranije pomenut, ovaj niz
reci dozivljava popularnost 1921. godine kada ga je Morse primenio u svojim radovima iz oblasti
diferencijalne geometrije. Shodno tome u literaturi se ova re¢ naziva Thue-Morse-ova ili Prouhet-
Thue-Morse-ova re¢. U ovom poglavlju ¢emo prvo definisati ovakav niz reci i pokazati neke njihove
osobine [1][3][11]. Zatim ¢emo do¢i do Thue-Morse-ovog niza kao specijalnog L-sistema i Koch-ove
krive kao grani¢ne vrednosti tog niza [11].

4.1 Definicija i osnovne osobine Thue-Morse-ove reci

Kao i kod L-sistema, azbuku ¢emo oznacavati sa Y, svaki niz simbola iz ¥ bi¢e re¢ nad azbukom
3, gde ¢emo praznu re¢ ponovo oznacavati sa . Skup svih kona¢nih re¢i nad ¥ oznacavacemo sa
¥*, a sada ¢emo uvesti i oznaku za skup svih re¢i 3°°, konacnih i beskona¢nih nad ¥. Duzina reci
w, tj. broj simbola u w, oznacavaéemo sa |w|. U nastavku ée nam biti neophodan i pojam prefiksa
neke reéi, pa ako suw; € X% 1wy € 3%, kazemo da je re¢ wy prefiks reci wy ako postoji re¢ w € X°°
takva da je wy = wjw. Takode, za re¢ w nad binarnom azbukom {0,1} definiSemo komplement
re¢i w, u oznaci w, kao re¢ koja se od w dobija tako Sto se svako pojavljivanje simbola 0 zameni
simbolom 1, i obratno. Ovde ¢e nam od znacaja biti operacija konkatenacije ili nadovezivanja
koju smo takode definisali u prethodnom pogalvlju. Dakle, ako su wy € ¥°° i wy € ¥* neke reci
date sa wy = aaa i wy = bab, operacija nadovezivanja ili konkatenacije stringova je definisana kao

w1 - wa = aaa - bab = aaabab.

L Axel Thue (1863 - 1922), norveski matematicar, poznat po svojim radovima iz oblasti kombinatorike i diofan-
tovih aproksimacija.

2Marston Morse (1892 - 1977), americki matematicar, poznat po radovima iz oblasti matematicke analize i
diferencijalne topologije.

3Eugéne Prouhet (1817 - 1867), francuski matematicar koji je prvi dao resenje problema iz teorije brojeva pod
nazivom Prouhet-Tarry-Escott problem.
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Nakon osnovnih pojmova iz algebre jezika, od kojih su neki ve¢ definisani kod L-sistema,
prelazimo na definiciju funkcije morfizma koja ¢e nam trebati u nastavku ovog poglavlja.

4.1.1. Definicija Neka su X i Q) dva alfabeta. Funkcija ¢ : ¥ — QF naziva se morfizam ako je
za sve konacne reci wi,ws € X°° ispunjeno

plwiwz) = p(w1) - p(ws).
4.1.2. Napomene

1. Ako je ¢ : ¥ — ¥* morfizam, onda ¢ mozemo primenjivati vise puta. Dakle, za k € N i
we X"

Pw=w i ¢"w=p(" "W).

2. Ako za morfizam ¢ : ¥ — ¥* i neko a € ¥ vazi da je a prefiks reéi ¢(a), odnosno postoji
w € ¥ takvo da je p(a) = aw, onda je dobro definisana rec¢

¢>(a) = lim ¢"(a).

k—o0

Za sve k € N, koriste¢i prethodnu napomenu i definiciju morfizma:

" (a) = " (p(a)) = p*(aw) = ¢*(a) - ¢*(w),

pa je ¢*(a) prefiks reci ¢**1(a), za sve k € N. To znati da je limes niza {¢*(a)},y dobro
definisan i re¢ ¢*°(a) je fiksna tacka morfizma ¢.

Posmatramo morfizam ¢ : {0,1} — {0, 1}* definisan sa
P(0)=01 i ¢(1)=10.
Ako je w = 0100, onda je p(w) = 01100101. Posto je a € {0,1} prefiks re¢i ¢(a), mozemo pronaéi
re¢ ¢>°(a), u skladu sa prethodnom napomenom. Uzmemo za a = 0. Tada je ¢(a) = 01, zatim

¢*(a) = 0110, ... ,
©*°(a) = 0110100110010110...,

a to je upravo Thue-Morse-ova re¢. Navedeni morfizam je Thue-Morse-ov morfizam. Ova dva
pojma definiSemo u nastavku.

4.1.3. Definicija Neka je {t,}, oy, niz nad skupom {0,1} definisan rekurzivno sa
to=0, ton=ty, topt1 =10, n>0,

gde je zat € {0,1},t =1 —t. Ouako definisani niz zovemo Thue-Morse-ov niz, a reé¢ koju taj niz
generise Thue-Morse-ova reé i oznacavamo je sa TM.

Uvedimo slede¢u oznaku:
Sa T'M,, oznatavamo prefiks Thue-Morse-ove reéi duzine 2™, n > 0.

Na osnovu definicije, pocetak Thue-Morse-ove reci je
TM =011010011001011010010110...

a svaki
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TMy =0
TM, =01
TM;y = 0110

TM; = 01101001

je prefiks Thue-Morse-ove reci, redom duzine jedan, dva, Cetiri, osam itd. Sada ¢emo definisati
Thue-Morse-ov morfizam, kako bismo pomoc¢u njega dali jos jednu definiciju Thue-Morse-ove reci.

4.1.4. Definicija Thue-Morse-ov morfizam je preslikavanje ¢ : {0,1}" — {0,1}" definisano sa

©(0)=01 , ¢(1)=10.

Ako je w neka re¢ nad {0,1} i ¢ Thue-Morse-ov morfizam, onda vazi:
p(@) = pw).
4.1.5. Primer Neka je w = 010 i ¢ Thue-Morse-ov morfizam. Tada je w = 101 i sledi da je
(@) = p(101) = (1)¢(0)p(1) = 100110

o(w) = 9(010) = p(0)p(1)¢(0) = 0IT00T = 100110,

odnosno sledi upravo jednakost

©(010) = ¢(010).
4.1.6. Teorema Thue-Morse-ova rec je fiksna tacka Thue-Morse-ovog morfizma ¢, odnosno vazi

©(TM) =TM. Stavise, TM i TM su jedine fiksne tacke morfizma .

Dokaz. Neka je w re¢ nad azbukom {0,1}" i neka je w, n-to slovo re¢i w, za n > 0. Za svako
slovo a € {0,1}" vazi:
p(a) = aa.
Ako w zapisemo kao
W = Wowi1W2...WnpWnp41-.-,

onda je zan >0

p(w) = p(wo)p(w1)p(w2) - p(wn)e(Wnt1)--
= WoWW1Wi1WaW32 ... WnpWpWn+1Wn41,

pa vazi:

o(wn) = @(W)2ne(W)2nt1

Kako je za sve n > 0 : w, € {0,1}", iz prethodnih jednakosti sledi

o(wn) = wnn = ©(W)2nP(W)2n41,
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odnosno vazi
Wn =9Wan 1 Wn=pW)ant1-
Ako je w fiksna tatka morfizma ¢, onda iz dobijenih jednakosti sledi

Wn = Won i Wy = Won+1,

pa za wg = 0 imamo da je po definiciji w bas Thue-Morse-ova re¢, a ako je wg = 1, onda je w bas
TM. Odavde sledi da su w i w jedine fiksne tacke morfizma ¢. O

Sada kada znamo sta je Thue-Morse-ova re¢ moze se prethodno navedeno povezati sa Koch-
ovom krivom. Thue-Morse-ov niz i Koch-ova kriva imaju nekoliko zajednickih osobina. Kako kriva
tako i Thue-Morse-ova re¢ definisane su iterativno. Stavise, obe poseduju osobinu samosli¢nosti
koju smo opisali u prvoj glavi. Za Thue-Morse-ov niz kazemo jo$ i da je fraktalan, odnosno
samoslican, Sto mozemo videti ako iz niza

0110100110010110...

izbacimo svaki drugi simbol:
0114101100101 14d...

tj. dobijemo upravo pocetni niz
01101001....

Nije tesko uociti da se Thue-Morse-ova re¢ moze dobiti pomocéu L-sistema i to na sledeéi nacin.
Neka je ¥ = {0,1} azbuka, S = 0 pocetna re¢ i P skup sledeé¢ih produkeija:

0—-01 1 1—=10.

Tada je (X,S5, P) upravo L-sistem kojim generiSemo Thue-Morse-ove re¢i, pa mozemo reéi da
je ovo jedna vrsta L-sistema. To zna¢i da LOGO-style kornja¢u mozemo iskoristiti i za graficku
reprezentaciju Thue-Morse-ovih re¢i. Rekli smo da za dati alfrabet ¥ = {0, 1} i definisan morfizam

@ X* = X takav da je ¢(0) = 01, ¢(1) = 10, dobijamo niz reci {¢"(0)}, y, nad ¥*

0,01,0110,01101001,...
pocevsi od wy = 0, koji konvergira ka tzv. Thue-Morse-ovoj reci

t= li_)rn ©"(0) = 0110100110010....
Ako sada umesto nula i jedinica za alfabet uzmemo ¥ = {F, L}, gde F i L predstavljaju komande
za kornjacu u ravni, mozemo graficki pokazati da niz Thue-Morse-ovih reci konvergira ka fraktalu.
Neka su komande sledece:

F Pomeri se napred za korak duzine d i nacrtaj duz od pocetnog do krajnjeg stanja.
f Pomeri se napred za korak d bez crtanja duzi.
L Skreni levo (smer suprotan od kazaljke na satu) pod uglom 4.

Dakle, sli¢no kao $to smo definisali kod L-sistema definisemo i ovde komande za kornjacu, ovog
puta nesto drugacije. L predstavlja rotaciju u smeru suprotnom od kazaljke na satu, za neki fiksni
ugao ¢, dok F ostaje nepromenjeno u odnosu na L-sisteme. Promenu stanja kornjace mozemo
prikazati na isti na¢in kao §to smo to uradili u tre¢em poglavlju:

Komanda | Stanje kornjace (z,y, @) se menja u
F (z +dcosa,y + dsina)
f (x4 dcosa,y + dsin a)
L (x,y,a —9)
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Sada, ako je ¥ = {F,L} i ¢ : ¥* — ¥*, prefiksi Thue-Morse-ove reci se mogu dobiti kao

TM, =¢"(F) i TM, =¢(L).

Prefiksi su slededi:

(F)
TMy =¢*(F) = FLLF
TM3 =¢*(F) = FLLFLFFL
TMy =p*(F)= FLLFLFFLLFFLFLLF

Ako bismo ovaj niz reci prikazali graficki, koristeéi kornjacinu grafiku, videli bismo da reci
parnog indeksa T Mg, T Myg, T Mi2, T My, ... po¢inju da lice na Koch-ovu krivu. U nastavku da-
jemo osobinu niza reci oblika {T'Ms,,TMs,}, jer ¢e se kasnije pokazati da upravo ovakav niz
prefiksa Thue-Morse-ove re¢i konvergira ka Koch-ovoj krivoj.

\VANAVAVARLNAN

Slika 4.1: Kornjac¢ina interpretacija prefiksa T'Mg.

4.1.7. Lema Za sve n € N:
TM2n+2 = TMy,TM 2, TM2,T My,

TM2n+2 = TM27LTM2nTM2nTM2n7
odnosno reci oblika {T May, T Moy} su palindromi.

Dokaz. Dokazujemo indukcijom po n. Pokaza¢emo da vazi prva jednakost:

e Ako jen =0, onda je TMy = TMyTMyTMyTMy= FLLF.
e Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n, odnosno da je

TM27L+2 =TM2,TMo, T M2, T May,.
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e Pokazujemo da tvrdenje vazi za n 4+ 1, odnosno da je

TMoyta =T Moy 0T Moy 0T Moy 0T Moy yo.

T Marn 2T Moy 2T Moy 2T Moy o =T Moy TM 0, TM 3y, T Moy T Mo T My TM 2, T Moy,

T Moy T Mo, TMopT Moy T Moy T Moy T Moy, T Ms,

=T Mo, TM 9, TM o, T Moy T Mo, T Mo, TMop,TMs,
TM o, TMowTMonTMonT Moy T Moy T Mo, T Mo,

=T Map1TMon 1T Mon 1T Moy A TM oy 1T Moy i1
TMap 1 TMopiy

=T Man12T Mo 2T Mo 2T Moy 4o

=T Mani 3T Man 3

=T Myt

Analogno se dokazuje i druga jednakost iz tvrdenja. O

Osobina da su reci {T'Ma,,, T Mo, } palindromi nama je od znacaja jer garantuje da ¢e graficka
reprezentacija ovih reci biti simetri¢na, $to znamo da je jedna od osobina Koch-ove krive.

4.2 Koch-ova kriva kao grani¢na vrednost niza Thue-Morse-
ovih reci

Kao i ranije, oslanjamo se na pokazanu Koch-ovu geometrijsku konstrukciju u (1.2), te hoéemo
da pokazemo da niz konvergira ka standardnoj Koch-ovoj krivoj. Koristi¢cemo rezultate do kojih
su dosli Ma i Holdener u svom radu When Thue-Morse meets Koch, te se sve definicije, leme,
teoreme, kao i njihovi dokazi mogu pronaéi u [11].

Neka je fiksiran ugao § = %, odnosno kornjaca se uvek rotira za ugao od 60°. Znamo da je Koch-
ova kriva generisana pomoc¢u L-sistema tako $to je F dato za pocetnu re¢, a FF - F+F ——F + F
jedina produkcija, gde su + i — rotacije za ugao § u smeru suprotnom, odnosno u smeru kazaljke
na satu. Neka je K : ¥* — ¥* morfizam takav da je

K(F)=FL°FL*FL°F i K(L)=1L,

gde je (¥*,) monoid re¢i nad ¥. Produkcija data L-sistemom odgovara upravo morfizmu K.
Primetimo da se FL? FL?2FL5F moze faktorisati na dva nacina:

1. (FLY(LFL)(LFL)(L‘F)
2. (FL)(L*FL)(LFL*)(LF).

Ako definisemo 0 := L*FL* i 1 := LFL i pretpostavimo da je prazna re¢ ¢ = L5 (obzirom da
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predstavlja rotaciju za 27 kornja¢a se vra¢a u pocetnu poziciju), dobijemo:
K(0) = K(L*FL*) = K(LY)K(F)K(L*) =
= (K(L) (FL*)(LFL)(LFL)(L*F)(K(L))* =
L4(FL4)(LFL)(LFL)(L4F)L =
= LY FLY11(L*F)L* =
= 0110 =
= ¢*(0)
K(1)=K(LFL)=K(L)K(F)K(L) =
= L(FL)(L*FL)LS(LFL*)(LF)L =
= L(FL)(L*FL)L*L*(LFL*)(LF)L =
= (LFL)(L*FLY(L*FL*)(LFL) =
=1001 =
= ¢*(1)
Primetimo da su dva morfizma u sledeéem odnosu:
K(F) = ¢*(F)
K(L) = ¢*(L)
Sledec¢a teorema daje nam njihov odnos u opstem slucaju.
4.2.1. Lema Neka je n € Ny i neka je ¢ = L prazna re¢ u skupu svih reéi nad azbukom
¥ ={F,L}. Tada vaze sledeéi identiteti:
1. KM(LAFLY) = ¢*"(L*FL*)
2. K*(LFL) = p®>*(LFL).

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po n.

e Ako je n = 0, onda vazi:
KYL*FLY) = L*FL* = Q°(L*FLY)
KY(LFL) = LFL = ¢°(LFL).
e Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n, odnosno da vaze identiteti:
K™(L*FL*) = ¢*"(L*FL*)
K"(LFL) = ¢*"(LFL).
e Pokazujemo da tvrdenje vazi za n + 1. Koriste¢i bazu i indukcijsku pretpostavku, sledi
G TLARLAY) = P (LAFLY) 2 (LAFLY)
= K"(L*FLY)K(L*FLY)
= K™Y (L*FLY)
¢ 2(LFL) = > (LFL)¢*(LFL)
=K"(LFL)K(LFL)
= K" (LFL)
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O

Ako pogledamo kornjacinu interpretaciju stringova L*FL* i LFL, vidimo da su to zapravo
inicijatori u geometrijskoj konstrukeiji, te je K(L*FL*) i K(LFL) generator krive, K?(L*FL*) i
K2(LFL) su treéa iteracija u konstrukciji itd. U oba slu¢aja dolazimo do n-te iteracije krive, samo
je dobijena kriva zarotirana u zavisnosti od stepena L koji je u stringu. Shodno tome, direktna
posledica ove leme jeste da niz {¢®"(L*FL*)}, y predstavlja jedan od nacina na koji se moze
kodirati i generisati Koch-ova kriva.

Slika 4.2: Generator Koch-ove Slika 4.3: Treca iteracija Koch-ove
krive kodiran pomocéu KC(LFL). krive kodirana pomoéu K?(LFL).

Slika 4.5: Treca iteracija Koch-
ove krive kodirana pomocéu
K2(L*FL*).

U nastavku ¢e nam od znacaja biti stanje kornjace i pokaza¢emo na koji nacin se moze odrediti
njena pozicija. Pre toga, obelezimo stanje kornjace kao uredeni par (7,9), gde je ¥ € R? vektor
pozicije i v jedini¢ni vektor koji opisuje pravac kornjace. Definisane komande F' i L reprezentuju
transformacije u ravni, pa ¢emo sa Tr oznacCavati transformaciju koja nastane usled kornjacine
interpretacije simbola F', a sa T, ¢emo oznacavati transformaciju koja nastane usled kornjacine
interpretacije simbola L. Ove transformacije su definisane sa:

Slika 4.4:  Generator Koch-ove
krive kodiran pomoéu K(L*FL*).

gde je za fiksiran ugao 6 = %

wl

matrica rotacije, a L® = . Kako je svaka re¢ w nad azbukom ¥ niz simbola F i L, svaka re¢
. - .. k e . .. R
ima jedinstvenu reprezentaciju w = [[;_; L™ F™, gde su n;,m; > 0, a interpretacija reci w je
transformacija u ravni koju ¢emo obelezavati sa T, i ona je data sa

T, : (¥,0) = (F+ M, R),

gde je M matrica oblika M = ( Z _xy ) za neko z,y € R, a R = R¥, k > 0. Uredeni parovi
(M,R) € G = Ma(R) x (Rs) tada ¢ine grupu u odnosu na operaciju
(My, Ry)(Ma, Ry) = (My + Ri M2, R Ry)
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i postoji homomorfizam ¢ : ¥* — G takav da je

k _ k
v(w) = | SomiRE=" Ry Y g
j=1 i=1

Ako je pocetno stanje kornjace (7, 09) = ((0,0),(0,1)), onda se njeno novo stanje nakon trans-
formacije T, moze na¢i pomoc¢u definisanog homomorfizma i projekcija 71 i M9 — 71 0 p(w) - 0 i
79 0 ¢(w) - ¥ predstavljaju redom poziciju i pravac kornjace. Koristeéi definisani homomorfizam ¢
definiSemo novo preslikavanje koje ¢e nam dati samo poziciju kornjace nakon transformacije 7.,,.

4.2.2. Definicija Neka je dat vektor pravca 99 = (0,1) i neka je preslikavanje ¢g : Mao(R) — R?
definisano sa (M) = M -?y. Pozicioni homomorfizam g : ¥* — R? je kompozicija g = ¢gom 0.

Ako sa G obelezimo skup {g(w) | w € ¥*}, na njemu mozemo definisati binarnu operaciju ©
na sledeéi nacin:

g(w1) © g(wa) = g(w1) + T2 0 Y(wi) - g(wa).

Lako se pokaze da je (G, ®) grupa i da je preslikavanje g homomorfizam. Operacija ® i homomor-
fizam ¢ bi¢e nam od koristi kasnije u radu.

Koriste¢i uvedenu reprezentaciju re¢i w € ¥* i vektor pozicije i vektor pravca kornjace, ho¢emo
da pronademo poziciju i pravac kornjace koja interpretira Thue-Morse-ove re¢i T My, i T Mo,.

4.2.3. Lema Neka su wy i we reci nad X* éije su pozicije w1 0 (w1) = My i1 0o p(we) = Mo, a
pravei jednaki ma 0 (w1) = w2 0 Y(w2) = R. Tada za sve n > 0:

1. g o P(*™(w1)) = 2 0 Y(0*"(w2)) = R,
2. w1 o (> (wr)) %Ml — 31,

2
m1 o (¥ (wa)) = ZHELM, — FSLA.

Koristeéi prethodnu lemu mozemo naéi tatnu poziciju i pravac kornjace koja interpretira Thue-
Morse-ove prefikse. Naredna lema nam u (1) daje pravac kornjace, a u (2) poziciju kornjace u
zavisnosti od toga da li interpretira T'Ms, ili TM,.

4.2.4. Lema Za sve n € N vazi:

1. T2 O w(TMgn) = T2 O ’(/}(TMQTL) = R%,

2. m o (T Myy,) = 373;711%5,

m1 0 (T M3,) = 335 Rs

Ako se prisetimo geometrijske konstrukcije Koch-ove krive, jos dva pojma su nam bila od
znacaja, a to su duzina segmenta i faktor skaliranja. Upravo zbog toga ¢emo ih i ovde definisati
koristeéi pozicioni homomorfizam. Obzirom da bas T'Mjg li¢i na generator krive, navedene pojmove
¢emo definisati kada je n > 3.
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AVANRNR

Slika 4.6: Kornjacina interpretacija prefiksa T Mg.

—
4.2.5. Definicija DuZina segmenta, u oznacil, zan > 3, definise se kao duzina vektora g(T May,),

odnosno l,, = |g(T'Ma,,)|. Faktor skaliranja definise se kao S,, = l3/l,, zan > 3.

Koristeéi lemu 4.2.4. i pocetno stanje (7, 09) = ((0,0),(0,1)) moZemo ta¢no da izracunamo
duzinu segmenta i faktor skaliranja:

ln = |g(TM2n3‘ =

. 3 — 3n—1
o+ Rsvo| =

L, 1, 3n2_1

U slede¢em koraku Zelimo da definisemo preslikavanje koje ée svaki prefiks T My, ili TMoy,
preslikati u odgovarajuéu poligonalnu krivu. Neka je S C ¥* i neka je H(R?) skup svih nepraznih
kompaktnih podskupova skupa R2. Podsetimo se da smo skup H(R?) definisali kod IFS-a i
da smo pokazali da je (H(R?),h) kompletan metricki prostor, gde je h Hausdorff-ova metrika.
Preslikavanje K : S — H(R?) je poligonalno preslikavanje takvo da je za s € S

K[s] = {ag(s) | 0 <a>1},

gde je g pozicioni homomorfizam. Preslikavanje K se moze prosiriti na skup svih re¢i nad S tako
da je za sve X,Y € §*
K[XY] = K[X]U (9(X) © K[Y]),

gde je g(X)OK[Y] = g(X)+m09¢(X) - K[Y]. Ispitivanjem specijalnog poligonalnog preslikavanja
Koy : {TMsp, TMop}* — H(Rz)7 Ma i Holdener su dosli do slede¢e dve leme, a nakon toga i
konvergencije.

4.2.6. Lema Neka je (H(R?),h) metricki prostor i neka je 3 < k < n. Tada za bilo koje dato
€ > 0 postoji dovoljno veliko N € N tako da za sve n > N

h(Sn Kok [T Moy, Sy Kok 42 [T May]) < e.
Dakle, prethodna lema kaze da Sto je k vece, razlika izmedu dva uzastopna poligonalna pres-
likavanja Kof i Kog1o primenjena na neko T'My,, i skalirana za S,, je sve manja. Na osnovu ovog

rezultata, moze se pokazati naredna lema koja nam daje razliku izmedu bilo koje dve poligonalne
krive.
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GLAVA 4. THUE-MORSE-OVE RECI I KOCH-OVA KRIVA

4.2.7. Lema Neka je (H(R?),h) metricki prostor i neka su j,k € N takvi da je 3 < j < k. Tada
za bilo koje dato € > 0 postoji dovoljno veliko N € N tako da za sve n > N

h(SnKQj [’17]\4271]7 SnKQk[TMgn]) < E.

Prethodne dve leme su klju¢ne u dokazivanju konvergencije poligonalnih krivih {.S,, Ko [T M2p|}n>3
u metrickom prostoru (H(R?), h). Sledi teorema o konvergenciji niza poligonalnih krivih:

4.2.8. Teorema Neka je zan > 8

n ) .
5 ako je n paran broj
n+1

Fn = { 3= ako je n neparan broj

Tada niz kompaktnih skupova {Sp Kok [T May]}n>s konvergira u metrickom prostoru (H(R?), h).

Kako je (H(R?), h) kompletan metricki prostor, sledi da niz {S,, Kox[T'M2,]}n>5 konvergira ka
nekom kompaktnom skupu. Sledeca teorema kaze da je taj skup bas Koch-ova kriva.

4.2.9. Teorema Neka je zan > 5

b — 5 ako je n paran broj
" 2 ako je n meparan broj

Tada niz kompaktnih skupova { Sy, Kok [T May]}n>5 konvergira ka Koch-ovoj krivi u metriékom pros-
toru (H(R?),h).

Dakle, na osnovu prethodne teoreme i svega navedenog vidimo da se Koch-ova kriva zaista
moze kodirati pomoéu Thue-Morse-ovih reci {T'May, }r,>3.
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Zakljucak

U ovom master radu prezentovani su osnovni pojmovi fraktalne geometrije, kao i geometrijska
konstrukcija i osobine Koch-ove krive. Ukazano je na znacaj ove oblasti matematike i koliko su
osobine fraktala i fraktalna dimenzija znacajni u drugim nau¢nim oblastima, te su pokazane i neke
od najpoznatijih metoda za odredivanje ove dimenzije. Box-counting metoda je najcesée kori¢ena
prilikom odredivanja fraktalne dimenzije nekog objekta, a u novijim istrazivanjima o kanceru,
pokazalo se da celije kancera manifestuju osobine fraktala, te da se odredivanjem dimenzije ovih
¢elija moze doc¢i do zakljucka o stepenu razvoja i tipu ovakvih céelija.

Takode, osobina samosli¢nosti koji fraktali poseduju, pokazala se znacajna i u drugim is-
trazivanjima, a da su oni zaista svuda oko nas jo$ jednom je dokazano, ovog puta rezultatima
poljskih nau¢nika koji su analizirali knjizevna dela. Naime, nauc¢nici sa Instituta za nuklearnu
fiziku u Poljskoj analizirajuéi vise od sto dela svetske knjizevnosti otkrili si korelaciju izmedu
pojedinac¢nih delova i celine. Pokazalo se da je u veéini ispitanih tekstova svaki deo teksta imao
strukturu sliénu celini, odnosno svaka recenica je imala strukturu nalik na strukturu cele knjige.
Stavise, pokazalo se da romani koji prate tok svesti razvijaju strukturu sli¢nu onoj koju imaju
tzv. multifraktali.

S druge strane, obzirom da zivimo u eri interneta, kompjutera, mobilnih telefona itd., posebno
nam je znacajan razvoj antena koje doprinose svakodnevnoj lagodnosti korisnika. Upravo zbog
toga, sve osobine i metode definisane u ovom radu prikazane su na primeru Koch-ove krive koja
je od velikog znacaja za razvoj fraktalnih antena. Naime, neke varijacije Koch-ove krive poseduju
osobinu ispunjavanja prostora koja omoguéava da fraktalna antena sa velikim nivoom odziva bude
svedena na minimalne dimenzije. Osim prednosti dimenzije, ove antene pokazale su i Sirok opseg
i moguénost rada na vise opsega, odnosno sve ono $to savremeno drustvo zahteva.

Zbog svega prethodno recenog, prikazana su tri nacina na koje se Koch-ova kriva, ali i drugi
fraktali, mogu generisati koristeci sisteme iterativnih funkcija, L-sisteme ili Thue-Morse-ovu rec.
Ovi nacini ne samo da imaju veliki znacaj u razvoju kompjuterske grafike, veé¢ i u drugim naucénim
oblastima. Recimo, na jednoj od konferencija iz oblasti fraktalne geometrije, naucnici su postavili
pitanje generisanja fraktalnih zvukova i muzike. Obzirom da talasi imaju samosli¢nu strukturu,
postavilo se pitanje da li oni generiSu i fraktalni zvuk prilikom udara, kao i da li lom stakla ili
grmljavina generisu ovaj Sablon u zvuku, odnosno da li je moguce kreirati fraktalni zvuk kao sto
to ¢inimo sa fotografijama. Do jasnih odgovora jos nisu dosli, ali su pocetni rezultati ukazali da
neki vid korelacije postoji.

Mozemo primetiti da se fraktalna geometrija razvija u svima pravcima i da je sveprisutna, ¢ak
i u manje uocljivim objektima i pojavama i da mozemo ocekivati jos mnoga iznenadenja.
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