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Glava 1

Problem zadovoljenja uslova

Razni kombinatorni problemi se mogu izraziti pomoc¢u problema zado-
voljenja uslova (CSP). Kod ove teorije cilj je naéi preslikavanje skupa pro-
menljivih u dati skup tako da zadovoljava odredene uslove. U vestackoj
inteligenciji ovaj pristup je prihva¢en kao pogodan i efikasan na¢in za mode-
liranje i reSavanje mnogih problema iz realnog zivota kao Sto su planiranje,
obrada slike, analiza programskog jezika i razumevanje prirodnih jezika. CSP
se koristi u bazama podataka, u teoriji slozenosti, kao i u kombinatornoj op-
timizaciji. Jos jedna prakticna strana je ta Sto je uslovno programiranje, tj.
reSavanje konkretnih problema koji su predstavljeni kao instanca CSP, oblast
koja se brzo razvija sa svojim medunarodnim casopisima i konferencijama.

Jedan od laksih problema zadovoljenja uslova je problem osam dama:
treba postaviti osam dama na Sahovsku tablu tako da se nikoje dve dame ne
napadaju. Pa mozemo pretpostaviti da su horizontalni redovi table promen-
ljive, a vertikalni redovi su moguce vrednosti, tako dodeljivanje vrednosti
promenljivama predstavlja postavljanje dame na odgovarajuée polje table.
Cinjenica da se dame ne smeju napadati moze biti predstavljenja kao uslov
Cij, po jedan za svaki par promenljivih 4, j, gde uslov C;; dozvoljava jedino
parove (k,l) takve da dama na poziciji (i,k) ne napada damu na poziciji
(7,1). Lako je videti da svako resenje ovog problema odgovara trazenom po-
stavljanju osam dama.

Sada ¢emo dati formalnu definiciju problema zadovoljenja uslova.

Definicija 1.0.1 Instancu problema zadovoljenja uslova cine:

1. konacan skup promenljivih, V. Zbog jednostavnosti pretpostavimo da je
V= {l’l, T2, ..y xn};
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2. konacan domen vrednosti, D;

3. konacan skup uslova {C,...,Cy}; svaki uslov C; (1 < i < q) je par
(si, Ri) gde:

e s; je torka promenljivih duZine k;, zvana polje uslova;

e R; je ki-arna relacija nad D, zvana relacija uslova.

Za svaki uslov (s;, R;), torke u R; predstavljaju dozvoljene vrednosti za
promenljive iz s;. Duzina s; i torki iz R; se naziva arnost uslova.

Resenje problema zadovoljenja uslova je funkcija koja preslikava promen-
ljive u domen tako da slika svakog polja ogranicenja je element odgovarajuce
relacije ogranicenja.

Sada ¢emo dati neke primere poznatih problema i njihovu reprezentaciju
kao probleme zadovoljenja uslova.

Primer 1.0.1 Najocigledniji algebarski primer CSP-a je problem resavanja
sistema jednacina: da li dati sistem linearnih jedna¢ina nad kona¢nim poljem
F ima resSenje? Jasno, u ovom primeru svaka pojedinacna jednacina je uslov,
gde promenljive iz jednacine formiraju polje ogranicenja i skup svih torki
koje su resenja ove jednacine predstavljaju relaciju ogranicenja.

Primer 1.0.2 U iskaznom racunu 3-SAT problem je odreden sa iskaznom
formulom koju cine klauzule, a svaku klauzulu ¢ini disjunkcija tri litera-
la (promenljivih ili negacija promenljivih), i postavlja se pitanje da li se
promenljivama mogu dodeliti vrednosti tako da formula bude tac¢na.

Pretpostavimo da je ® = ¢y A... A ¢, jedna takva formula, gde su ¢; klau-
zule. Pitanje zadovoljenja formule ® mozemo izraziti kao CSP (V,{0,1},C),
gde je V skup promenljivih koje se pojavljuju u formuli i C skup uslova
{(s1,p1); - (Sn, pn) }, gde je svaki uslov (s, pi) konstruisan na sledeéi nacin:
sk je lista promenljivih koje se pojavljuju u ¢, i pi se sastoji od svih torki
za koje je formula ¢y, tacna. Stoga, svaki 3-SAT problem se moze predstaviti
kao CSP.

Prethodni primer nam sugerise da se svaki CSP moze predstaviti u
logickoj formi. Zaista, koristec¢i standardno predstavljanje relacija i predika-
ta, CSP mozemo zapisati kao formulu prvog reda pi(s1) A ... A p,(s,) gde je
pi (1 <i < q) predikat nad D i p;(s;) znaci da je p taéno za torku s;. Onda



se postavlja pitanje da li je data formula zadovoljiva. Ova forma se obi¢no
koristi u bazama podataka.

Primer 1.0.3 Relacijska baza podataka je konacan skup tabela. Tabele
¢ine Seme i instance, gde je Sema konacan skup osobina, a svaka osobina
ima svoj skup moguéih vrednosti, oznacen kao domen. Instanca je konacan
skup redova, gde svaki red predstavlja preslikavanje osobine Seme u domen
te osobine.

Standardan problem kod relacijskih baza podataka je problem konjuk-
tivnog upita. Kod ovog problema se pitamo da li konjuktivni upit u rela-
cijskoj bazi podataka, odnosno upit u obliku p; A ... A p, gde su py, .., pn
atomicne formule, ima reSenje.

Konjuktivni upit nad relacijskom bazom podataka odgovara problemu
zadovoljenja uslova tako Sto: osobine zamenimo sa promenljivama, tabele sa
uslovima, Seme sa poljima uslova, instance sa relacijama uslova i vrste sa
torkama. Stoga je konjuktivni upit ekvivalentan sa CSP primerom kod koga
su promenljive iste kao i promenljive upita. Za svaku atomi¢nu formulu p; u
upitu, postoji uslov C takav da je polje uslova od C lista promenljivih od p;
i relacija uslova od C je skup modela za p;.

Jos jedna preformulacija problema zadovoljenja uslova je problem ho-
momorfizma: ovde se postavlja pitanje da li postoji homomorfizam izmedu
dve relacijske strukture. Neka je 7 = (R, ..., Ry) lista relacijskih imena sa
odredenom arnosti za svako relacijsko ime. Neka su A = (A; Rt ..., RY) i
B = (B; RE, ..., RB) relacijske strukture tipa 7. Preslikavanje h : A — B se
naziva homomorfizam iz A u B ako je za sve 1 < i < k, (h(ay), ..., h(an)) €
RE kad god je (ai,...,a,) € RA. U tom sluéaju pisemo h : A — B. Dobi-
jamo da je problem homomorfizma isto sto i CSP ¢im zamislimo elemente
iz A kao promenljive, elemente iz B kao vrednosti, torke iz relacija iz A kao
polje uslova i relacije iz B kao relacije uslova. Tada je jasno da je resenje
ovog CSP-a tacno homomorfizam iz A u B.

Sada ¢emo dati dobro poznate kombinatorne probleme i njihovu repre-
zentaciju kao probleme zadovoljenja uslova.

Primer 1.0.4 Za svaki prirodan broj k, instancu problema k-obojivosti ¢ini
graf G. Postavlja se pitanje da li ¢vorovi grafa G mogu da se oboje sa k boja
tako da susedni ¢vorovi budu obojeni razli¢itim bojama.
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Sledi da se svako bojenje grafa moze predstaviti kao CSP gde je A = G i
B je kompletan graf sa k ¢vorova, K.

Primer 1.0.5 Problem kompletnog podgrafa ¢ine graf G i prirodan broj k.
Pitanje je da li G ima podgraf izomorfan sa kompletnim grafom Kj,

Sledi da se svaki problem kompletnog podgrafa moze predstaviti kao prob-
lem homomorfizma iz K u graf G (koji je ulaz). Ovo nije CSP, jer je fiksiran
domen homomorfizma dok je u CSP-u fiksiran kodomen.

Medutim, mozemo predstaviti K} kao egzistencijalno zatvorenu logicku
formulu ¢ u kojoj je deo pod kvantifikatorima konjunkcija relacija izmedu
proizvoljne dve razli¢ite promenljive i izmedu nijedne dve iste. Inace, ovakve
formule se nazivaju primitivno-pozitivne formule. Za tu fiksiranu formulu
¢k, pitanje da li je graf G (bez petlji) zadovoljava je ekvivalentno pitanju da
li G ima podgraf izomorfan sa kompletnim grafom K}, pa je ovo bar problem
provere modela (model checking), Sire klase problema nego CSP u kojima se
pitamo da li model zadovoljava formulu.

Primer 1.0.6 Problem Hamiltonovog grafa ¢ini graf G = (V; E). Pitanje je
da li za graf G postoji Hamiltonova kontura, odnosno kontura koja sadrzi sve
¢vorove grafa G. Problem Hamiltonovog grafa se moze predstaviti kao pro-
blem homomorfizma za A = (V;Cy,#y) i B = (V; E, #v), gde #y oznacava
relaciju nejednakosti na V i Cy je proizvoljan ciklican graf sa ¢vorovima iz
V. Ponovo nije u pitanju CSP problem, ali jeste problem provere modela.

Primer 1.0.7 Problem izomorfizma grafova bez petlji G = (V; E) i G' =
(Vs E'), tako da je |V| = |V’|. Pitanje je da li postoji bijekcija izmedu V' i
V' tako da su ¢vorovi iz G susedni ako i samo ako su susedne njihove slike
u G'. Sledi da se svaki problem izomorfizma grafova moze predstaviti kao
problem homomorfizma grafova za A = (V;E,E)i B= (V';E',E’), gde E
oznacava skup svih parova iz #y koji nisu u E. Ponovo je u pitanju problem
provere modela koji nije CSP.

Kao i kod drugih racunskih problema, nije samo standardna verzija
CSP-a zanimljiva. Postoji mnogo zanimljivih problema koji se proucavaju,
kao Sto su: koliko dati problem zadovoljenja uslova ima reSenja, nalazenje
reSenja minimalne tezine u odnosu na neku unapred zadanu tezinsku funkciju,
da li je za data dva problema sa istim skupom promenljivih svako minimalno
resenje prvog takode resenje drugog problema, da li dva data problema imaju
isti skup resenja, nalazenje svih resenja datog problema...



Glava 2

Problemi Sirine 1

2.1 Uvod

Posto resavanje problema zadovoljenja uslova moze biti NP-kompletno,
postavlja se prirodno i vazno pitanje: kakve restrikcije opsteg problema nam
osiguravaju polinomnu slozenost.

U ovom radu ¢emo proucavati karakterizaciju slozenosti resenja proble-
ma zadovoljenja uslova u kome svako ogranicenje pripada fiksnom skupu
zvanom baza. Feder i Vardi su definisali ovu klasu problema zadovoljenja
uslova, dok pristup koji su zapoceli Jeavons, Cohen i Gyssens u [8, 9] se
oslanja na cinjenicu da polinomna slozenost problema zadovoljenja uslova
sa odredenim relacijama zavisi od algebarskih osobina skupa relacija koje
se javljaju u problemu. Ovaj pristup nas dovodi do identifikacije nekoliko
klasa problema zadovoljenja uslova polinomne slozenosti. Ove godine su na-
javljena dva resenja opste karakterizacije problema zadovoljenja uslova poli-
nomne slozenosti ([5] i [22]) i ta karakterizacija je data postojanjem jedne
kompatibilne algebarske operacije.

Metode lokalne konzistencije su se intezivno proucavale kao osnovni alat
za reSavanje problema zadovoljenja uslova. Ukratko, osnovna ideja kod
metoda lokalne konzistencije je slede¢a: Kad se moze na¢i nekonzistentan
par uslova onda se svakom moze smanjiti relacija uslova tako da su novi
uslovi medusobno konzistentni. Ovo daje ekvivalentan problem jer izbrisane
torke svakako ne pripadaju reSsenju. Medutim, vremenska slozenost ovog
postupka moze biti eksponencijalna ako nekonzistenciju moramo detektovati
projekcijom na ceo presek polja uslova ili neki njegov veliki podskup. Umesto
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toga, mi projektujemo uslove na mali podskup preseka polja uslova (veli¢ine
manje od neke unapred zadate konstante) i trazimo nekonzistencije.

Ponekad je moguce odluciti egzistenciju reSenja problema zadovoljenja
uslova proveravanjem konzistencije svih podproblema do odgovarajuce veli-
¢ine. Posto postoje problemi koji ne mogu biti reseni lokalno konzistentnim
metodama, ostaje veliki deo posla da bi izveli uslove koji garantuju da pro-
blem moze biti resen lokalno konzistentnom metodom. Taj posao je zavrSen
u radovima [3] i kasnije rafiniran u [2] i dobijeno je da je dovoljno gledati re-
strikcije na dvoelementne skupove koordinata, ako ikakva lokalna konzisten-
cija radi. Specijalan slucaj kad je dovoljno gledati samo projekcije na jednu
koordinatu je glavna tema ovog rada.

U ovom poglavlju posmatra¢emo familiju lokalno konzistentnih metoda
zvanih (7, k)-konzistentne, dobijenih od pojma ogranicene Sirine Datalog pro-
grama. Za klasu problema resivih pomoéu (j, k)-konzistencije kazemo da su
problemi Sirine (j, k). Pitanje da li problem zadovoljenja uslova ima Sirinu
(j,k) za k > j > 2 je razreSeno u [2], uz koriséenje neke od operacija koje
karakterisu algebarski tu osobinu, kao one pronadene u radovima [18], [17],
[4] i [14].

Zanimace nas preostali slucaj, dakle (1, k)-konzistencija. Klasa problema
koja se moze resiti primenom (1, k)-konzistencije za neko fiksno k se naziva
klasa Sirine 1. Ova klasa sadrzi neke poznate familije polinomne slozenosti
kao sto su Horn, problemi konstante i problemi kompatibilni sa polumreznom
operacijom. Glavni rezultat ovog poglavlja je karakterizacija problema Sirine
1 pomocu kompatibilnih operacija. Predstavicemo dovoljan algebarski uslov
za skup relacija takav da bilo koji problem zadovoljenja koji za bazu ima
taj skup relacija moze biti reSen (u polinomnom vremenu) koristeéi (1, k)-
konzistenciju za neko k. Stavise, pokazaé¢emo da je taj uslov neophodan.

Sa ovom novom karakterizacijom podseti¢emo se ve¢ poznatih familija
polinomne slozenosti, kao Sto su problem konstante i problemi kompati-
bilni sa polumrezom, vide¢emo da se uklapaju u zajednicku Ssemu, odnosno,
pokazac¢emo da su to posebni slucajevi problema sirine 1. Stavise, izveséemo
novu familiju zvanu CSCI (Constant Semiprojection Commutative Idempo-
tent) koristedi ¢isto algebarske argumente.

Motivacija za ove rezultate je dosla iz alternativne karakterizacije prob-
lema Sirine 1 Federa i Vardija [15]. U [15] se identifikuju tri glavne famil-
ije polinomne slozenosti, slicne sa podgrupama, strogo ogranicene Sirine i
problemi §irine 1 koriste¢i pojmove iz Database teorije (Datalog programa)
i teorije grupa. Ove tri klase uklju¢uju sve prethodno poznate probleme
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izracunljive u polinomnom vremenu. U [7], familija problema striktno ograni¢ene
sirine je okarakterisana pomocu kompatibilnih operacija.

2.2 Preliminarni rezultati i definicije

2.2.1 Kompatibilnost operacija

Kao sto smo rekli glavni rezultat ovog poglavlja je definisanje svih mo-
guéih restrikcija nad ogranicenjima da bi osigurali Sirinu 1. Glavni deo
rada je proucavanje skupa problema definisanog na nekoj fiksnoj bazi (skupu
relacija) na fiksiranom nepraznom kona¢nom domenu i slozenosti problema
zadovoljenja na tom skupu relacija.

Definicija 2.2.1 Za svaki skup relacija I', Cr je problem definisan sa:

1. Data je instanca problema zadovoljenja uslova P, u kome su sve relacije
ogranicenja elementi od I'.

2. Pitanje: Da li ulazno P ima resenje?

Svaka operacija definisana na elementima skupa D se moze prosiriti
do operacije na n-torkama elemenata D (za bilo koje n) ra¢unajuéi operaciju
komponentu po komponentu:

Definicija 2.2.2 Neka je f : D¥ — D operacija arnosti k nad D. Za svaku
kolekciju n-arnih torki ti,ts, ...t € D™, definisemo torku f(ti,....tx) na
sledeéi nacin:

Ftreonty) = (FEL, oo ta[1]), F(1[2], s t]2], F (B[R], o ti[]).

Koristedi ovu definiciju, sada ¢emo definisati kompatibilnost operacija i rela-
cija.

Definicija 2.2.3 Neka je R relacija nad domenom D, neka je f : D¥ — D
operacija arnosti k nad D. KaZemo da je R kompatibilna sa f (f je kompa-
tibilna sa R ili f je polimorfizam od R) ako za sve ti,ts,....tx € R,

f(t1, ..., tx) € R.
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Kazemo da je operacija f kompatibilna sa bazom I' ako je f kompatibilna sa
svakom relacijom iz I'. Sledec¢a lema nam govori da osobina biti kompatibilan
sa operacijom je ocuvavanje neke operacije nad relacijama.

Lema 2.2.1 Neka su R © Ry n-arne relacije nad domenom D 1 neka je Ry
m-arna relacija nad domenom D. Neka su sve tri relacije R, Ry i Ry kom-
patibilne sa nekom operacijom f. Sledece relacije su takode kompatibilne sa

f.

1. Dekartov proizvod, Ry X Ry definisan da bude (n + m)-arna relacija

Ry x Ry = {(t[1],t[2], ... t[n +m]) | (¢t[1],¢[2],...,t[n]) € Ry A
(tln+ 1], t[n + 2], ..., t[In + m]) € Ry}

2. Jednakosna selekcija 0;—j(R) (1 < 1,5 < n) definisana da bude n-arna
relacija
0i=j(R) = {t € R[t[1] = t[j]}

3. Projekcija m;, . ;. (R) gde je (i, ..., i) lista indeksa izabranih iz skupa
{1,2,...,n}, definisana da bude relacija arnosti k

Wil,---,ik(R) = {(t[il]a ""t[ik]”t € R}

Dokaz. Sledi direktno iz definicije.

Skup svih relacija koje se mogu dobiti od datog skupa relacija I', koristeci
Dekartov proizvod, jednakosnu selekciju i projekciju oznaci¢emo sa I't. Stoga
svaka operacija kompatibilna sa I' je kompatibilna sa I'" takode.

S druge strane, osobina biti kompatibilan sa nekom operacijom se ocuvava
pomocu nekih operacija na funkcijama.

Lema 2.2.2 Neka je g : D™ — D m-arna funkcija i neka je fi, fo, ooy fin :
D" — D n-arna funkcija. Ako su g, f1, fo, ..., fmn kompatibilne sa R, za neku
relaciju R, onda su sledece funkcije takode kompatibilne sa R:

1. Kompozicija g(f1, fa, .., fm) definisana kao n-arna operacija
g(f17 f27 M fm)(x:l’ M {,Un) = g(fl(x17 ) x”)’ A fm(x:l’ M $n))
2. Za svako j < k, projekcija proj; i definisana kao operacija arnosti k

projir(x, ..., ) = x;
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Dokaz. Sledi iz definicje.

Svaki skup operacija zatvoren za kompozicije i koji sadrzi sve operacije
projekcija se naziva klon. U [16] je ustanovljeno da slozenost Cr odredena
skupom kompatibilnih operacija sa I". Kazemo da operacija f garantuje
polinomnu slozenost ako je za svaku bazu [ kompatibilnu sa f, klasa Cr je
polinomne slozenosti. Na osnovu ovoga pristupa, neke funkcije koje garantuju
polinomnu slozenost su pronadene, kao Sto su blizu-jednoglasne operacije,
koset-generatorne operacije, polumrezne operacije, operacije konstante, Malj-
cevljeve operacije, gmm operacije, "edge” operacije, Jonsonove operacije i
tako dalje. Konacno, najavljena su dva dokaza koji tvrde da slabe blizu-
jednoglasne operacije garantuju polinomnu slozenost (ve¢ pomenuti preprinti
[5] i [22]), pa kako odsustvo kompatibilnih slabih blizu-jednoglasnih operacija
garantuje NP-kompletnu slozenost (na osnovu [6]), ti radovi tvrde da su
kompletirali klasifikaciju slozenosti problema zadovoljenja uslova.

2.2.2 Lokalna konzistencija

Metode lokalne konzistencije su metode odbijanja, slicna je metodi re-
zolucije za iskazne formule u konjuktivnoj normalnoj formi. Lokalna konzis-
tencija se moze definisati na razli¢ite nacine, ali svi se oni uklapaju u istu
Semu: metod lokalne konzistencije uzima konkretno P i dodaje sve uslove koji
slede iz P do odredene arnosti. Uslov (s, ()) sa praznom relacijom uslova se
naziva prazno ogranicenje. Ako se tokom procesa primene konzistencije doda
neko prazno ogranicenje, onda oc¢igledno P nema resenje. Nazalost, obrnuto
nije uvek tacno, odnosno odsustvo praznog ograni¢enja ne implicira egzis-
tenciju resenja. Tako da je interesantna tema istrazivanja pronaci pod kojim
uslovima nad skupom uslova relacija I'; odreden nivo lokalne konzistencije
(uz odsustvo praznih ogranic¢enja) garantuje egzistenciju resenja.

Definicija 2.2.4 Neka je P problem zadovoljenja uslova sa skupom promen-
lyivih 'V, domenom D 1 skupom uslova C. Za svaki podskup W od V restrikcija
od P na W, oznacena sa Py, je problem zadovoljenja sa skupom promenljivih
W i domenom D, gde su ogranicenja dobijena od ogranicenja iz P elimini-
suci sva ogranicenja cije polje ogranicenja nije celo sadrzano u W. Tako da,
ogranicenge (s, R) je u Py, ako i samo ako (s, R) je u P i svaki element torke
s jeu W.

Definicija 2.2.5 Problem zadovoljenja uslova P sa skupom promenljivih V
je (j, k)-konzistentan (0 < j < k) ako za sve skupove promenljivih W, W',
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takvih da W C W' C V' i sadrzZe najvise j i k promenljivih respektivno, svako
resenje za Pj, moZe biti prosireno do resenja na Py, .

Neformalno, problem je (j, k)-konzistentan ako svako parcijalno resenje
na bilo kom skupu sa najvise j promenljivih moze da se prosiri do parcijalnog
resenja na nekom nadskupu koji sadrzi najvise k promenljivih.

Posto se u literaturi pojavljuje nekoliko slicnih definicija konzistencije
verujemo da je prikladno da pomenemo i njih. Neformalno mozemo rec¢i da su
razli¢ite definicije konzistencije dobijene na osnovu nacina kako definisu pod-
probleme. Grubo, pojmovi konzistencije mogu biti podeljeni na dva glavna
tipa: (1) konzistencija bazirana na promenljivama i (2) konzistencija bazi-
rana na relacijama.

Kod konzistencije bazirane na promenljivama podproblem je odreden kao
podproblem koji sadrzi sve restrikcije "koje se odnose” na skup promenljivih.
Konzistencija bazirana na promenljivama je privukla mnogo vise paznje od
bazirane na relacijama. Postoje razli¢iti pojmovi konzistencije u zavisnosti
kako je ”odnositi se” definisano. Cesto, podproblem ”odnositi se” na skup
promenljivih W je definisan kao podproblem koji sadrzi sva ogranic¢enja sa
poljem striktno sadrzanim u W, kao §to je i definisano u ovom radu. Ovaj po-
jam konzistencije je blizak pojmu definisanom ovde. Tacnije, k-konzistencija
u [9] odgovara tacno (k — 1, k)-konzistenciji, kako je ovde definisana. U
nekim drugim sluc¢ajevima, problem ”odnositi se” na skup promenljivih W
je definisano kao problem koji sadrzi projekcije svih ograni¢enja na W. Obe
definicije su ekvivalentne za potrebe ovog poglavlja ako je k dovoljno veliko
(Sto ne¢emo ovde dokazati). Odabrali smo ovu definiciju konzistencije da bi
olaksali dokaze. Konac¢no, konzistencija bazirane na relacijama je kompliko-
vaniji pojam koji je zastareo u svom originalnom obliku, ali jedan hibridni
pojam koji ujedinjuje relacijsku konzistentnost i konzistentnost po promenlji-
vama je onaj koji se u [2] koristi za punu karakterizaciju ogranicene Sirine,
pa je i najznacajniji. No mi se drzimo (7, k)-konzistencije po promenljivama
koju smo definisali jer je laksa.

Za dat problem zadovoljenja uslova P, postoji neki problem P’ takav
da je (1) Svako ogranicenje iz P je i u P’, (2) P’ je (j,k)-konzistentno
i (3) P i P’ imaju isti skup resenja. Problem P’ se ponasa kao (j,k)-
konzistentan problem povezan sa P. CSP literatura sadrzi neke efikasne
metode za izvrsavanje odredenih nivoa konzistencije. Ovde ¢emo predstaviti
algoritam, zvan Cons; ) (4, k su fiksirani), koji sprovodi (j, k)-konzistenciju.
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Algoritam Cons;
Ulaz: P
P =P
ponavljati
za svaki podskup W takav da je |[W| < j
za svaki nadskup W’ od W takav da je |W'| < k

za svaku torku s = (x1, ..., z;) sa promenljivama iz W

neka je R projekcija od P’y na s, odnosno
R = {(u(x1), ..., p(x;)) : p je resenje od P'yy }
(R sadrzi slike od s koje se mogu prosiriti do reSenja na P’jy)
ako (s, R) nije u P’ onda dodajemo (s, R) u P’.
sve dok ni jedno ogranicenje nije dodato.
vratimo P’.

U suStini, algoritam trazi podskupove W C W' promenljivih koji ne
zadovoljavaju uslove (7, k)-konzistencije i dodaje odgovarajuéa ogranicenja
sve do trenutka kada problem P’ zadovoljava uslove (7, k)-konzistencije i ni
jedno ogranicenje nije dodato. Za fiksne j, k algoritam C'ons; ) radi u poli-
nomnom vremenu u odnosu na veli¢inu zadatog problema P.

Primetimo da su ogranicenja dodata u algoritmu Cons(;;) minimalna
u smislu da za sve (j, k)-konzistentne probleme P’ pridruzene P i svaku
promenljivu z; (1 < i < n), svako reSenje za P’ je resenje za (Cons; i) (P))5 -

Stavige, za svako ogranicenje (s, R) dodato u algoritmu, relacija R je pro-
jekcija podproblema P'jy, na s. Posto sve relacije vezane za problem za-
jedno sa uslovljenim relacijama iz I' mogu biti dobijene kao niz Dekartovog
proizvoda i jednakosne selekcije relacija iz I'. Imamo da ako P € Cr, onda
P’ € Cr+. Kako skupova W i W’ ima polinomno mnogo, a i reSavanje re-
strikovanog problema na W’ se moze izvrsiti u polinomnom vremenu, sledi
da se i do problema P’ moze doéi u polinomnom vremenu.

Definicija 2.2.6 Za instancu problema zadovoljenja uslova P kaZemo da
ima Sirinu (j, k) ako: P ima reSenje ako i samo ako svaka (j, k)-konzistentna
instanca problema pridruZena P ne sadrZi prazno ogranicenje (s,0). Sliéno,
skup relacija ' nad D ima Sirinu (j, k) ako svaka instanca problema zadovo-
lienja uslova P ima Sirinu (j,k). Osim toga kaze se da I ima Sirinu j ako
ima Sirinu (j,k) za neko fiksno k.
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Stoga, skup relacija I ima Sirinu (j, k) ako i samo ako je svaki problem u
Cr resiv primenom (j, k)-konzistencije (npr. koristeéi prethodni algoritam).
Posledica toga je da je svaki problem u Ct resiv u polinomnom vremenu,
posto je za fiksne j i k, moguée izvrsiti (j, k)-konzistenciju u polinomnom
vremenu u odnosu na veli¢inu problema.

Feder i Vardi [15] su dali alternativnu karakterizaciju ovih pojmova u
terminima Datalog programa. Datalog programi su daleko izvan ovog rada.
Ali bez obzira, spomenu¢emo da je pojam Sirine ovde definisan ekvivalentan
pojmu §irine definisanom u [15].

2.3 Problem Sirine 1

Sada ¢emo proucavati klasu problema koja moze biti reSena primenom
(1, k)-konzistencije za neko fiksno k, takode zvani problemi Sirine 1. Pojam
(1, k)-konzistencije je prirodno uopstenje konzistencije po lukovima za nebi-
narne probleme.

U ovom poglavlju éemo dokazati da je familija sa bazom Sirine 1 potpuno
odredena u terminima zatvorenih funkcija. Konkretno, vide¢emo da za svaku
bazu I', Cr je resivo primenom (1, k)-konzistencije za neko k > 1 ako i samo
ako su zadovoljeni neki uslovi nad skupom zatvorenih funkcija. Prvo ¢emo
se upoznati sa pojmom skupovne funkcije.

Skupovna funkcija je svaka funkcija f : P(D) \ {0} — D gde je D proiz-
voljan skup i P(D) je skup svih podskupova skupa D.

Za svaku skupovnu funkciju f postoji familija funkcija pridruzenih f
{fi:i=1,2,..}, gde je za svako i, f; : D' — D dato sa

fl'<ZIZ'1, ceey .Z'Z) = f({l’l, ceny xl})
Neka je f skupovna funkcija nad D i neka je R neka relacija nad D, kazemo
da su f i R kompatibilne ako je familija funkcija pridruzenih f kompatibilna

sa R (definicija 2.2.3).

Teorema 2.3.1 Neka je I' konacan skup relacija nad D. Sledeca tvrdenja su
ekvivalentna:

(a) Skup T je sirine 1;

(b) T je kompatibilan sa nekom skupovnom funkcijom.
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Da bismo dokazali teoremu 3.1.1 potrebno je da definiSemo neke pojmove
i dokazemo pomoc¢na tvredenja.

Definicija 2.3.1 Za dat skup relacija I', posmatrajmo problem zadovoljenja
uslova C(I") definisan sa:

Promenljive u C(I') su neprazni podskupovi A od D. Za relaciju R u T arnosti
k, postogi uslov ((Ay, Ag, ..., Ag), R w C(T"), A; ne moraju biti disjunktni, ako
za sve 1 <1 < k i sve a; iz A; postoje elementi a; u preostalim A; takvi da
(ay,aq,...,ax) € R.

Postoji alternativna karakterizacija uslova iz C(I'): lako je proveriti da je
uslov R(Ajq, ..., Ax) u C(I") ako i samo ako postoje neke torke ty,...,t,, u R
takvi da {t1[l], t2[l], ..., t[l]} = Ay zasve 1 <1 < k.

Definicija 2.3.2 Neka su date familija operacija F i familija relacija R na
skupu A. Definisimo:

Inv(F)={r:(3n>0)r C A" i (Vf € F) r je kompatibilno sa [}
Pol(R)={f:(3n>0)f: A" - A i (Vr € R) [ je kompatibilno sa r}

Teorema 2.3.2 Neka je data familija operacija F na konacnom skupu A.
Ako je familija F klon, odnosno sadrzi sve projekcije i zatvorena je za kom-
poziciju, onda Pol(Inv(F)) = F.

Dokaz. Neka f € F. Tada je f kompatibilno sa svakom relacijom iz
Inv(F), pa je f € Pol(Inv(F)), odnosno F C Pol(Inv(F)). Ostaje samo
da pokazemo da za svaku operaciju g arnosti m koja nije u F postoji relacija
u Inv(F) takva da nije kompatibilna sa g. Neka je g operacija arnosti m na
skupu A. Formirajmo matricu 7' dimenzije |A|™ X m ¢ije su vrste bas sve m-
torke sa elementima iz skupa A. Za svaku operaciju f € F arnosti r i svaku
matricu F' dimenzije |A|™ X r sa kolonama uzetim iz T" i elementima b;; formi-
ramo vektor kolone f(F') veli¢ine |A|™, ¢iji su elementi t; = f(b;1, bj2, ..., bjy),
za 1 < j < |A|™. Ako f(F) nije kolona u T onda nalepimo tu kolonu na
matricu T i dobijamo novu matricu 7; dimenzije |A|™ x (m + 1). Na ovaj
na¢in mozemo da pridruzimo kolone matrici 7' sve dok ne dodemo do ma-
trice Ty sa |A|™ vrsta takvih da za svaku operaciju f iz F i svaku matricu
F' sa kolonama iz Tj vektor kolone f(F') ée biti u Tp. Indukcijom po rednom
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broju kolone u 7Ty moze se dokazati da je svaka kolona u T lista rezultata
neke operacije iz F na sve m-torke iz T. Baza su prvih m kolona koje su
projekcije, a kad god dodamo kolonu, tu smo primenili neku operaciju iz F
na prethodno dobijene kolone. Ako je g(T') kolona u Ty onda g moze biti
dobijeno pomoéu operacija iz F, tako da mozemo pretpostaviti da g(7") nije
u Ty. Od Ty formirademo relaciju Py arnosti |A|™ koja sadrzi sve vrste iz T,
(transponovane matrice od Tp). Iz definicije sledi da je Py u Inv(F) ali nije
kompatibilno sa g. Sledi da je F = Pol(Inv(F)).

Definicija 2.3.3 KaZemo da je familija relacija zatvorena ako sadrzi unarnu
relaciju A 1 ako je zatvorena za Dekartov proizvod, jednakosnu selekciju o;—;

i projekciju T, . i, -

Lema 2.3.1 Zatvorena familija relacija je zatvorena i za presek.

Dokaz. Neka je data zatvorena familija relacija R i neka su P, () € R n-arne
relacije. Tada je

PN Q = 7r1,...7n<0_1:n+1(02:n+2(-~-an:2n<P X Q))))
]

Teorema 2.3.3 Neka je data zatvorena familija relacija R na konacnom
domenu. Tada je

Inv(Pol(R)) = R.

Dokaz. Teorema 8.4. u [1].

Teorema 2.3.4 Neka je data familija relacija R. R je zatvorena ako i samo
ako su sve relacije iz R definabilne pomocéu primitivno pozitivnih formula (pp
formula), odnosno pomocéu formula

(1) 3y2) .-y ) (Ru (Y1, o Y, ) A oo A RR(YE s 01,),

gde yl? 7ym G {y%7 "'7y1}17 '."yf7 ’yfk}



2.3. PROBLEM SIRINE 1 19

Dokaz. (=) Neka je data pp formula (Jy)(Jyz)...(3ym) (Ri (Y1, - Yr, ) A A
Ri(yf, - yr)). Tada je Ri(yi,....yt) A ... A Re(yf, ..., yF ) ekvivalentno sa
R(yi, syt s o yF, oo, yffk), gde je R dobijeno Dekartovim proizvodom Ry, ...,
Ry, ako se neke promenljive yf ponavljaju mozemo jednakosnom selekcijom
dodati te uslove, dok kvantifikovanim promenljivama odgovara projekcija bez
tih promenljivih.
(<) Unarna relacija A je data pp formulom A(x).

Neka su date dve relacije definabilne pomoc¢u pp formula, i to (Jy;)(Jy2)

o (Fym) (R (Y s Y )AARK(YE syl ) 1(F21) (F22) .. (Fzn) (Qu(21, s 2)A

AQu(2, .., 21)). Pretpostavimo da je {y1, ...y}, -, yF, o yh Y0 {2, L 2

e 2 zil} = (), ako nije, onda mozemo preimenovati promenljivo tako da
to bude zadovoljeno. Tada je Dekartov proizvod dat formulom ((3y;)(3ys)...
Fym) (Ba(yi, - yr ) A ARR(YE, - 0,))) A(F21) (F22) . (F20) (Q (21 - 22,)

A ANQu(2 .., zil))), sto je ekvivalentno sa pp formulom (3y1)(3ys)...(Fym)
(321)(F22) ...(32) (R (1, ...,y}l) Ao AN Ri(yk, ...,y,’fk) A Qq(z1, ...,ztll) A A
Qi ..., zil))

Jednakosna selekcija 0,,—,; relacije date pp formulom (Jy1)(3y2)...(Iym)
(Ri(yts syt ) A oo A R(uF, -, yfk)) je data pp formulom (Jy;)(Fy2)...(Iym)
(Rl(y%a tey yq}l)/\/\Rk(yllca ct yfk)/\Rl(y%a Tt yil—la yjla yil-i-la ] yjl'—la y}? yjl'+17 e
YL A AN Ryl Ry L ).

Projekcija m; neke relacije odgovara pp formuli te relacije tako da su joj
egzistencijalno kvantifikovane sve promenljive osim ¢-te, dok se m;, ;, moze
dobiti na slican nacin, s tim da se proizvoljan redosled projekcija moze dobiti
permutovanjem slobodnih promenljivih.

[ |
Definicija 2.3.4 Neka je A algebra i S C A. Tada je
Sg(X)=N{B: X C B iX je poduniverzum od A}
poduniverzum generisan sa X .
Definicija 2.3.5 Neka je A algebra 1 S C A. Definisemo sledeci skup

E(S)=SuU{f(ai,...,an) : f je n-arna operacija algebre A,
za nekon >0, i ay,...,a, € S}.

Za svako n > 0 definisemo E™(S) na sledeéi nacin
E°S) =S
E"(S) = E(E™(9)).
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Lema 2.3.2 Neka je A algebra i S C A. Tada vazi
Sg(S) = J{E"(S) : n > 0}.

Dokaz. (C) Kako je S C |J{E"(S) : n > 0}, dovoljno je pokazati da je
U{E™(S) : n > 0} poduniverzum. Neka je f n-arna operacija algebre A i
neka je ¢t n-torka sa elementima iz [J{E"(S) : n > 0}. Kako je E°(S) C
E1(S) C .., sledi da je svaki element n-torke t iz E™(S), za neko dovoljno
velimo m. Ali tada je f(t) € E™ C|J{E"(S):n > 0}.

(2) Kako je Sg(S) presek svih poduniverzuma koji sadrze S, dovoljno
je pokazati da je, za svako n > 0, E™"(S) C B, gde je B poduniverzum koji
sadrzi S. Sto se lako dokazuje indukcijom.

[ |
Lema 2.3.3 Neka je S C A™. Tada je
mi(59(95)) = Sg(mi(S5))-

Dokaz. (C) Kako je m(S9(S)) = m(U{E*(S) : k > 0}) = U{m(E*(S)) :
k > 0}, pokaza¢emo indukcijom da vazi m;( E*(S)) C Sg(m;(S)), zasve k > 0.
Za k = 0 imamo m;(E°(S)) = m;(.9), §to je podskup od Sg(m;(S)).

Pretpostavimo da je m;(E*(S)) C Sg(m(S)). Tada je m(E*(S)) =
i (E*(9)) Um({f(t1,....,tm) : f je m-arna operacija na A" (pa i na A), za
neko m > 0, i ty,....,t,, € E*(S)}). Imamo da proji,(t1), ..., projin(tm) €
m(E*(S)) C Sg(mi(9)), za sve ty,....t,m, € EF(S)). Pa f(projin(t1),...,
projin(tm)) € Sg(mi(S)), odnosno m;( E¥*1(S)) C Sg(m(9)).

(2) Sli¢éno kao i za prethodni slucaj, Sg(m;(S)) = U{E™(m:i(S)) : n > 0}.
Pokazac¢emo indukcijom da vazi E*(m;(S)) C m(Sg(S)), za sve k > 0. Za
k =0 imamo E°(7;(S)) = m;(S), $to je podskup od 7;(Sg(9)).

Pretpostavimo da je E*(m;(S)) C m;(Sg(S)). Tada je E*l(m(S)) =
E¥(mi(S)) U {f(ay,...,am) : f je m-arna operacija na A, za neko m > 0,
iay,..,an € E¥(m(S))}. Odnosno, ay,...,a, € 7;(Sg(S)), pa postoje n-
torke t1,...,t, € Sg(S) takve da proj;,(t;) = aj, za 1 < j < m. Tada
f(t1, ..., tm) € Sg(9), odnosno f(aq, ...,an,) € m(Sg(9)), za sve ay, ..., any, €
E*(7;(S)). Dobijamo E***(7;(S)) C m;(Sg(S)).
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Teorema 2.3.5 Ako je skup relacija I' sirine 1, onda C(I") ima resenje.

Dokaz. Neka je I' konacan skup relacija na skupu A i neka je data instanca
problema C(T') = (V, A,C), gde je V.= P(A)\ {0} i C = {(A4, ..., A), R)|
Ay, A € VR € Tyar(R) = k i postoje torke ti,...,t,, € R takve da
mi({t1, o tm}) = Aiy 1 <0 < k}.

Sada ¢emo napraviti instancu C(I")" takvu da je: 1-konzistentna, za sve

((Ay, ..., Ag), R) € C postoji jedinstven uslov u C(I")’ takav da R4, 4, C R,
4, je pp definabilna od T'.
77777 4, = RN(Sg(A1) xSg(As) x...x Sg(Ag)). Dokazimo da
jemi(Ra,...a,) =Sg(A;), zasve 1 < j <k. Smer C je trivijalan, a na osnovu
prethodne leme imamo S¢g(A;) = Sq(m;({t1, ..., tm})) = m(Sg({t1, ..., tm})) C
mi(RN(Sg(Ay) x...xSg(Ax))) = Ra,.. a,, ¢ime smo dokazali tvrdenje. Kako
je Sg(A;) definabilno pomoéu pp formula dobijenih od relacija iz I, sledi da
Sg(A;) € Inv(Pol(T")), a Inv(Pol(I')) je zatvoreno za Dekartov proizvod i
presek, pa R4, . a, € Inv(Pol(I')). Kako smo dodali samo kona¢no mnogo
relacija iz Inv(Pol(T')) i T ima Sirinu 1 sledi da i novi skup relacija I
ima Sirinu 1. Relacije R4, . 4, su neprazne zato Sto su skupovi A; bili
neprazni. Kako je za svako B C A Sg(B) jednoznacno odredeno, sledi (1,1)-
konzistencija C(I')’, gde je [ konstanta izabrana da bude veca ili jednaka od
svih arnosti relacija u I'. Iz toga sledi da postoji resenje instance C(I')". Kako
je Ra, .4, € R, sledi da je to resenje i instance C(I).

,,,,,

-----

Dokaz teoreme 2.3.1 [(a) = (b)] Neka je h resenje problema C(I") (egzis-
tencija takvog resenja je osigurana teoremom 2.3.5) i neka je f” skupovna
funkcija definisana sa:
F(Ai) = h(4).
Pokazaé¢emo da je f* kompatibilna sa I': neka je m prirodan brojim > 1,

neka je R neka relacija arnosti k iz I" i neka su ¢4, to, ..., t,,, (ne nuzno razlicite)
torke u R. Neka su A4; (1 <7 < k) podskupovi od D takvi da:

Ai={tli]:1<l<m}, 1<i<k

Na osnovu konstrukcije R(A1, As, ..., Ax) se pojavljuje u C(I'), pa ih h zado-
voljava. Tada imamo

((A1), 1(As), oo B(AL)) = (f" (A1), [ (A2), s fH(AR)) = fn(tr, s t) € R
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[(b) = (a)] Neka je I' skup relacija nad D kompatibilan sa f. Neka
je k maksimalna arnost relacija iz I'.  Pokazatemo da je primena (1,k)-
konzistencije dovoljna da se odluci zadovoljivost. Neka je P bilo koji prob-
lem u Ct i neka je P’ problem dobijen primenom (1, k)-konzistencije na P.
Za svaku promenljivu x, oznac¢imo sa D, skup vrednosti koje se mogu do-
deliti promenljivoj x, odnosno skup resenja problema P’ restrikovano na x:
D, =P,

Posmatrajmo vektor t koji svakoj promenljivoj x dodeljuje vrednost sku-
povne funkcije nad D,, to je

t(z) = f(Da).

Pokaza¢emo da je t resenje. Neka je ((x1,x2, ..., ), R) neko ogranicenje
u P. Jasno, D,, C mR (1 <i < m). Posmatrajmo sada, podskup R’ od R,
dobijen tako da svaka promenljiva z koja se pojavljuje u polju ogranic¢enja
ima vrednost u D,. Formalnije,

R =RN(D;, x..xD,,).

Kako je D,, dobijeno primenom (1, k)-konzistencije, imamo da je D,, =
mi(R') (1 <i<m). Neka su ty,1s, ..., t; torke u R'. Posto je R kompatibilno
sa f;, imamo:

fl<t17t27 '--,tl) = (f(Dx1)7f(sz)> 7f(Dxm)) € R.

Pa t zadovoljava R.
[ |

Karakterizacija problema Sirine 1 pomoc¢u kompatibilnih funkcija je teo-
retski interesantna ali nije potpuno zadovoljavajuca. Prvo, ako hoé¢emo da
koristimo karakterizaciju da bi proverili da li data baza I' ima Sirinu 1 onda
moramo proveriti uslove kompatibilnosti za beskonac¢nu familiju operacija.

U stvari moguce je, za dato konacno I', da ograni¢imo arnost operacija
koje posmatramo.

Teorema 2.3.6 Neka je I' konacan skup relacija nad D, neka je m maksi-
malan broj torki bilo koje relacije iz I' i neka je f skupovna funkcija nad D.
Ako je f,, kompatibilno sa I' onda je i f kompatibilno sa T.
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Dokaz. Za svaku skupovnu funkciju f i svako & > 0, f, pripada svakom
klonu koji sadrzi fi,1. Posmatrajmo identitet:

fk(l'l,LEg, ,l’k) = fk+1(l'175132, ...,l’k,l‘k).

Taj identitet vazi za sve skupovne funkcije zato $to {1, o, ..., Tg, T} =
{1, 9, ..., 21 }. Dakle, za sve k < m vazi da su f; kompatibilne sa T.

Za slucaj k > m, neka je R neka relacija iz I', neka je £ > m i neka su
t1,t9, ..., tx torke u R. Kako je & > m, neke torke se ponavljaju. Posmatraj-
mo podlistu od m torki t;,,%;,, ..., %;, iz kojih smo izbacili samo one koje se
ponavljaju, odnosno takve da {t; : 1 < i < k} = {t;;, : 1 < j < m}. Na
osnovu konstrukcije skupovnih funkcija imamo:

fk(tl,tQ, ,tk) = fm(ti17ti27 ...,tim) € R.

Dakle, fi je kompatibilna sa R, pa kako je R proizvoljna relacija u I';, onda
je fr kompatibilna i sa I'.

Bilo bi interesantno otarasiti se zavisnosti od broja torki, tj. da dokazemo
da je baza kompatibilna sa skupovnim funkcijama proveravanjem jedino oso-
bina zatvorenosti do neke fiksne arnosti (nezavisno od veli¢ine domena i
baze). To vazi za dvoelementni slucaj, posto je poznato da je svaki klon
u na dvoelementnom skupu kona¢no generisan [20, 21] ali je netacno za vece
domene. Sledi kontraprimer.

Primer 2.3.1 Neka je D = {0,1,2,...,d} domen veli¢ine |D| > 2. Posma-
trajmo skupovnu funkciju f: P(D) \ ) — D definisanu sa:

| 0, akoje S={0,1}

F(8) = { 2, inace

Za svako m, posmatrajmo m-arnu relaciju R,, koja sadrzi sve torke takve da
ili (1) tacno jedna komponenta te torke je 1 a preostalih m — 1 su nule, ili (2)
najmanje jedna komponenta torke je 2. Tvrdimo da je f; kompatibilno sa
R,, ako i samo ako je k < m. Ako k <mity,... tx € R, onda ili postoje
i,7 takvi da t;[j] = 2 ili je za sve 1 < i < k ta¢no jedna komponenta torke ¢;
jednaka 1, a preostalih m — 1 su nule. U prvom slucaju fi(t1, ..., tx)[j] = 2,
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pa fr(ti,....tx) € Ry. U drugom slucaju, kako k < m, mora da postoji
prirodan broj j € [1,m] takav da j-ta komponenta t;[j] = 0 za sve i. Ponovo,
fk(tla ,tk)[j] = fk((), 0, ,0) = 2, pa fk(tl, ,tk) S Rm
Sa druge strane, ako k > m, neka je za sve i < m, t;[i] = 11 ¢;[j] = 0 ako
i # j,dokzak >i>mnekat; =t,. Tada fi(t1,...,tx) = (0,0,...,0) & R,,.
Kao posledicu dobijamo da za svaku vrednost k postoji neka baza data
sa 'y, = {Rk41} takva da je fi kompatibilno sa I'y ali f nije.

2.4 Primena kompatibinosti

Koristeci karakterizaciju problema Sirine 1 dokazanoj u teoremi 2.3.1 moguce
je preformulisati neke ve¢ poznate klase problema polinomne slozenosti i
definisati neke nove. Od sada, kazemo da funkcija (ili skup funkcija) garan-
tuje polinomnu slozenost ako za svaku bazu I' kompatibilnu sa njom, Cr je
polinomne slozenosti.

2.4.1 Konstantne operacije

Unarna funkcija f; koja preslikava svaki element u fiksni element d € D se
naziva konstantna funkcija. Svaka relacija kompatibilna sa f; sadrzi torku
(d,d,...,d) i stoga operacija f; garantuje polinomnu slozenost, odnosno za
svako I" kompatibilno sa f;, Cr je polinomne slozenosti.

Konstantne operacije su poseban slucaj problema Sirine 1. PoSto su
klonovi zatvoreni za dodavanja nebitnih promenljivih, za sve ¢ > 0, funkcija
fi : D' — D data sa fi(z1,....,2;) = fi(z1) = d pripada svakom klonu koji
sadrzi f;. Kao posledicu dobijamo da je skup relacija I' kompatibilan sa
f1 kompatibilan i sa skupovnom funkcijom f : P(D)\ ) — D datom sa

f(8) = d.

2.4.2 Polumrezne operacije

Binarna operacija f se naziva polumrezom ako je asocijativna, komutativna i
idempotentna. Klasa CSP problema kompatibilnih sa polumreznim operaci-
jama je resena u polinomnom vremenu u [10].

Neka je f polumrezna operacija. Nije tesko primetiti da je, kao posledica
osobina polumreze, funkcija g data sa

g({x1, za, oy }) = flxy, f(a, ooy f(mimg, 25)..0))
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dobro definisana skupovna funkcija. Za svako 7, g; se moze dobiti kao niz
kompozicija funkcije f. Stoga, svaka baza kompatibilna sa f je takode kom-
patibilna i sa g.

2.4.3 Klasa CSCI (Constant Semiprojection and Com-
mutative Idempotent)

Sada ¢emo identifikovati novu familiju kompatibilnih operacija koje implici-
raju Sirinu 1, odnosno postojanje kompatibilne skupovne funkcije. Ova nova
klasa je dobijena od klase polumreza zamenjujuci uslov asocijativnosti kom-
patibilnos¢u sa posebnom vrstom poluprojekcije. Prvo nam treba sledeca
definicija:

Neka je D konacan skup. Poluprojekcija f je funkcija arnosti k£ > 3 takva
da za neki indeks 1 < i <k, f(x1,...,xx) = 24, kad god je |[{x1,...,xx}| < k.
Stavise, f se naziva konstantna poluprojekcija ako je fz1,...yx,) = d za
neko fiksno d € D kada uslov poluprojekcije nije zadovoljen, odnosno kada
je {z1, ...,z }| = k.

Teorema 2.4.1 Neka je I' konacan skup relacija kompatibilan sa nekom CI
operacijom [ i sa nekom konstantnom poluprojekcijom g arnosti 3. Tada je
Cr Sirine 1.

Dokaz. Dokaz ima dva glavna dela. Prvo, zapazimo da poluprojekcija moze
biti prosirena do proizvoljne arnosti. Neka je g, konstantna poluprojekcija
arnosti k gde je projektovana prva promenljiva i konstanta je d. Onda, za
svako j > k, funkcija g; arnosti j data sa:

x1, akoje [{z1,...,x;} <k
95 (@1, 25) = { d, inace ’
pripada svakom klonu koji sadrzi g;. Vide¢emo da za svako j > k, g; moze
biti dobijeno kao niz kompozicija koriste¢i samo g, i projekcije.
Dokazujemo indukcijom. Pretpostavimo da g;, gde je j > k, pripada
klonu. Operacija g;1; moze se dobiti od g; na slede¢i nacin:

gj+1(ZL‘1, "'7mj+1) = gj(gj(--'gj<gj($17 ...,Zl'j),l'g,
ey Lj—1, I’j+1), ), T3y eeny ZL‘j+1)

Ako [{x1,...,xj41}| < k, onda g;(z1, ..., i1, Tig1, ..., Tjp1) = T1 za sve i =
2,3,...,7+1. Primenom tih jednakosti redom za 7 = j+41, 7 = j i tako sve do
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i =2, izraz g;(g;(...g;(gj(x1, ..., ), Tay .. Tj_1, Tj11), -.), T3, ooey Tj1) S€ sVOAI
na .

Ako je [{z1, ..., z;41}| > k mozemo razlikovati dva slucaja, kada je [{z1, ..., z;}|
> kikada je [{z1,...,z;}| = k—1. U prvom sluc¢aju imamo g¢;(z1,...,z;) =d
i posto je g; defisano kao projekcija prve koordinate ili je d sledi da je
gj+1(z1, ..., xj41) = d. U drugom sluc¢aju imamo da se z,41 razlikuje od
svih ostalih xy, gde je 1 < k < j, a kako je 5 > k sledi da postoje neki
1 <n < m < jtakvi da su z,, = x,, (neka je m najvece takvo). Tada je
gj(ZL’l, vy Ty Tn4-2, ...71Ej+1) = T, a gj(ZEl, vy Tp—15 Tn+-1, ...71’j+1) = d zato
sto je |[{z1, ... Tm—-1, Tm+1, ..., Tj+1}| = k 1sada, kao i u prvom slucaju, imamo
da je gj+1(21,...,z;41) = d. Odnosno to vazi kad god je [{z1,...,xj11} > k.

Sada posmatrajmo skupovnu funkciju A datu sa:

_J f(9), akoje S| <2
h(S) = { d, inace

Za svako k > 3, funkcija hx moze biti dobijena kao niz kompozicija ko-
riste¢i f i g na sledeci nacin:

hk(tl, tg, cees tk) = f(f(f(gk(tl, tg, ceey tk), gk(tg, t3, cees tl)), ceey
...,gk(t37t4, ...,tg)), ...,gk(tk,tl, ceey tk—l))~

Kao posledicu dobijamo da svaki klon koji sadrzi f i ¢g sadrzi i h; za
sve k > 3. Za k < 2 imamo jednakosti: ho(z1,x2) = f(x1,22) 1 hi(x1) =
f(x1,2z1). Tada je skupovna funkcija h kompatibilna sa svakom relacijom
kompatibilnom sa f i g.

Za klase konstantnih operacija i polumreznih operacija smo pokazali da
su polinomne slozenosti. Klasa CSCI nije bila ispitana pre karakterizacije
Sirine 1. Vazno je znati da li je polinomna slozenost klase CSCI jednostav-
na posledica prethodno poznatih klasa polinomnih relacija ili je nova klasa
problema polinomne slozenosti koja jos nije otkrivena. Pokaza¢emo da klasa
CSCI ukljucuje probleme koji ne mogu biti obracunati u okviru kompati-
bilnih operacija kao §to je u [10] dobijena relacijom koja nas dovodi do pro-
blema polinomne slozenosti ali ne pripada klasama koje su bile poznate do
objavljivanja rada o Sirini 1. Te klase su klase koset generatornih operacija,
blizu-jednoglasnih operacija i nekih skupovnih operacija, poznatih kao kon-
stantne operacije i polumrezne operacije.
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Prema tome, neophodno je da pokazemo da postoji neka CI funkcija ¢
i neka konstantna poluprojekcija ¢ arnosti 3 i neka relacija R, i da su svi
definisani nad istim domenom D, takvi da ¢ i ¢ ocuvavaju R, ali ni jedna od
pomenutih klasa polinomne slozenosti ne ocuvava R.

Neka je D = {0,1,2} domen. Neka je ¢ : D?* — D komutativna i idem-
potentna operacija data Kejlijevom tablicom

_ Jof1]2]
0JoJo0]2
1011

212

Operacija ¢ je turnir, poznata je kao kamen-papir-makaze algebra. Neka
je R ternarna relacija sa torkama

{(0,0,1)
(0,2,1)
(0,2,2)
(1,0,2)}

Direktno se proverava da je R kompatibilna sa ¢. Stavise, posto svaka
kolona sadrzi samo dve razli¢ite vrednosti, R je kompatibilno sa svim polupro-

jekcijama (samim tim R je kompatibilno sa svim konstantnim poluprojekci-
jama arnosti 3).

Malo tezi posao je pokazati da relacija R nije kompatibilna sa pomenutim
operacijama polinomne slozenosti. Analizira¢emo po sluc¢ajevima.

Koset generatorne operacije Koset generatorne operacije [13] su direk-
tno uopstenje afinih operacija [10] na neabelove grupe. Za svaku koset
generatornu operaciju f : D* — D postoji neka grupa (D;-,~!) takva da je
f(z,y,2) =x -y~ 2z Kao posledicu [13] dobijamo da svaka n-arna relacija
R kompatibilna sa f je desni koset podgrupe grupe (D;-,~!)". Stoga, R
nije kompatibilna sa bilo kojom koset generatornom operacijom zato $to u
kona¢nim grupama kardinalnost svakog koseta deli red grupe.

Blizu-jednoglasne operacije Operacija f : D¥ — D (k > 3) se naziva
blizu-jednoglasna operacija ako za sve x,y € D vazi

o, y,y,....,y) =W, 2,9, ....Y) = .. = @Y, Y, ., Y T) = Y.
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U [14] je pokazano da je zatvaranje ispod blizu-jednoglasne operacije do-
voljno da garantuje polinomnu slozenost problema zadovoljenja uslova. Da
bi pokazali da nijedna blizu-jednoglasna operacija ne ocuvava R potrebno je
detaljno ispitivanje. Ispitiva¢emo posebno za svaku arnost k.

Za k = 3 ispitivanje je jednostavno. Za svaku ternarnu blizu-jednoglasnu
operaciju m (takode zvana veéinska operacija) imamo

m((0,0,1),(0,2,2),(1,0,2)) = (0,0,2) ¢ R.

Stoga, operacija m ne ocuvava R.

Sada, pretpostavimo da je k > 4. Neka je m blizu-jednoglasna operacija
arnosti k nad domenom D koja je kompatibilna sa R. Kako je m(0,2,...,2) =
21m(0,0,...,0,2) = 0 onda postoji neki prirodan broj 1 < n < k — 2 takav
da su zadovoljeni slede¢i uslovi:

- m(0,..,0,2,...,2) =1, ili

n n+1
A~ . A~
“m(0,..,0,2,...2) =21im(0,..,0,2,..,2) = 0

U prvom slucaju imamo kontradikciju sa

n
A\

Ve

m((1,0,2),...,(1,0,2),(0,2,2),...,(0,2,2)) = (x,1,2) e R

(Nemoguce za bilo koju vrednost x).
U drugom slucaju imamo,

n
A\

m((1,0,2),...,(1,0,2),(0,0,1),(0,2,2), ..., (0,2,2)) = (2,0,2) € R

n
A
7 R

m((1,0,2),...,(1,0,2),(0,2,2),(0,2,2), ..., (0,2,2)) = (2,2,2) € R

Imamo kontradikciju posto nijedna vrednost x ne moze istovremeno da
zadovoljava oba uslova.
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Konstantne operacije Sledi odmah iz ¢injenice da R ne sadrzi nijednu

torku oblika (d,d, d).

Polumrezne operacije Neka je f polumrezna operacija kompatibilna sa
R. Prisetimo se da polumrezna operacija f(z,y) definiSe parcijalno uredenje
x <y ako isamo ako f(x,y) =z, 1 f je operacija infimuma u tom uredenju.
Pokazimo da je f(0,1) # 1. Ako bi bilo f(0,1) = 1, dobili bismo f((0,2, 1),
(1,0,2)) = (1,0,2) iz ¢ega imamo 1 < 0, 0 < 21i 2 < 1. Sto nije parcijalno
uredenje (pa ni polumrezno). Naravno, ne moze poc¢injati ni sa 2, jer nijedna
torka u R ne pocinje tako, pa pocinje sa 0.

Ne moze biti ni f((0,2,1),(1,0,2)) = (0,2,1). Zato $to bismo ponovo
dobili krug, ovog puta 0 < 1,2 <011 < 2, Sto je nemoguce. Pa mora vaziti

£((0,2,1),(1,0,2)) = (0,0,1) ili (0, 2, 2).

U prvom slucaju imamo kontradikeiju s obzirom da je f((0,2,2),(1,0,2))
=(0,0,2) ¢ R. Za drugi slucaj uzmimo f((0,0,1),(1,0,2)) =(0,0,2) ¢ R.
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Glava 3

Problemi Sirine 2

3.1 Uvod

Neka je B konac¢na relacijska struktura. Kod problema zadovoljenja
uslova nad B, CSP(B), data nam je kona¢na relacijska struktura A i na$ cilj
je da ispitamo da li je A homomorfno sa B. Motivisani Hipotezom o diho-
tomiji Federa i Vardija [15] koja tvrdi da za svako B, CSP(B) je ili polinomne
ili NP-kompletne slozenosti, zelimo da za datu strukturu B odredimo da li je
CSP(B) resiv u polinomnom vremenu ili ne. Svi poznati P-problemi reseni su
u upitnom jeziku Datalog. Datalog programi su parametrizovani na nekoliko
nacina, definisudi Sirinu na vise nacina. Medu njima, relacijska Sirina koju je
uveo Bulatov je znacajno zanimljiva. Interesantna osobina relacijske Sirine
je Sto Sto ne zavisi od arnosti relacija iz B, $to je ¢ini posebno zanimljivom
za algebarski pristup CSP-u. Iako su Feder i Vardi su dali kompletnu karak-
terizaciju koja odlucuje da li struktura B dovodi do problema zadovoljenja
uslova, CSP(B) sirine 1, malo je poznato za vece Sirine. Za k = 2ili k > 4 ne-
mamo primere problema prave relacijske Sirine k£, odnosno strukture B koje
imaju Sirinu k£ ali nemaju Sirinu £ — 1. U ovom poglavlju ¢emo pokazati da
ne postoje problemi prave relacijske Sirine 2, odnosno pokazac¢emo da svaki
problem zadovoljenja uslova Sirine 2 je takode Sirine 1.

Neka je jezik konacan skup relacijskih simbola. Sa 7 ¢emo oznacavati
jezik. Sa r = p(P) > 0 ¢emo oznacavati arnost relacijskog simbola P iz 7.

T-struktura A se sastoji od skupa A, koji se naziva univerzum od A, i
relacija P4 C A" za svaki relacijski simbol P € 7 gde je r arnost od P. Zbog

31
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lakse notacije, kazemo da P(ay, ..., a,) vazi u A umesto (ai, ..., a,) € PA. Sve
strukture smatramo da su konacne.

Homomorfizam 7-strukture A u 7-strukturu B je preslikavanje h : A —
B takvo da za svako 7m-arno P € 7 i svako (ay,...,a,) € P?, imamo da
(h(ay), ..., h(a,)) € PB. Kazemo da je A homomorfno sa B i obelezavamo sa
A — B ako postoji homomorfizam iz A u B.

Neka je A 7-struktura i f : A — B je preslikavanje univerzuma od A
u konacan skup B, definisemo homomorfnu sliku od A za f, f(A), da bude
T-struktura sa domenom f(A) i tako da za sve P € T arnosti r vazi

Pf(A) = {(f(al)’ "'7f(ar)) | (ala "'7a7") = PA}'

DefinisSemo uniju A U B 7-struktura A i B da bude 7-struktura sa uni-
verzumom A U B takva da je PAYB = PA U PB za svako P € 1.
Za svako preslikavanje f i I C dom(f) ozna¢imo sa f; restrikciju od f na
I. Za svaka f,g parcijalna preslikavanja iz A u B, piSemo f C g ako je
dom(f) € dom(g) i gaom(r) = f- Kazemo da je g ekstenzija od f, odnosno f
je restrikcija od g.

Definicija 3.1.1 Neka su A, B 7-strukture i neka je k > 1. k-minimalna
familija za (A, B) je neprazan skup H parcijalnih preslikavanga, sa domenima
kardinalnosti najvise k, iz A u B takvih da za svako h € H vaZi:

(1) za svaki torku P(ay,...,an) u A postoji neka torka P(by,...,b,) u B
takva da h(a;) = b; ako a; € dom(h) i za svaki podskup I od ay, ..., an,
takav da |I| < k, postoji preslikavanje h' iz H takvo da h'(a;) = b; za
svako a; € 1.

(i7) W' € H za svako h' C h.

(i1i) ako je dom(h) < k tada za svako a € A, postoji neko h' € H takvo da
a€dom(h')ihCH.

Lema 3.1.1 Neka su A, B, C 7-strukture i neka je k > 1. Ako je A
homomorfno sa B i ako postoji k-minimalna familija H za (B, C) tada postoji
k-minimalna familija za (A, C).

Dokaz. Neka je f homomorfizam iz A u B i definiSemo G da bude skup
koji sadrzi svako preslikavanje h iz H domena f(I), za svako I C A veli¢ine
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najvise k, odnosno sadrzi preslikavanja ho f;. Dokazimo da je G k-minimalna
familija za (A, C).

Kako je za svako g € G, g = ho fr i |I| <k, sledi da je g parcijalno pre-
slikavanje skupa A u skup C' ¢ija kardinalnost domena je manja ili jednaka
od k i:

(1) ako je P(aq,...,an) u A tada je P(f(a1),..., f(an)) u B, pa postoji
P(cy,...,cm) u C i ako je a € dom(g), onda g(a;) = h(f(a;)) = ¢;. Za
svaki podskup I od ay, ..., a,, takav da I < k vazi |f(I)| < k pa postoji
preslikavanje h' iz H takvo da je h'(f(a;)) = ¢; za sve a; € I, odnosno
trazeno preslikavanje je ¢ = h' o f.

(17) ako je ¢’ C g, tadaje g =h' o f;,gdeje JCTih' Ch,pag €q@.

(7i7) ako je dom(g) < kia € A, kako je g=ho fzanekohe Hil C A,
|I| < k. Pa kako je i dom(h) < k sledi da postoji neko b’ € H takvo da
f(a) € dom(h')ih C K, odnosno h'of =g € Gia € dom(qg), g ¢

Postoji veoma jednostavan postupak, zvan k-minimalan test, koji nam za
dve relacijske strukture A i B govori da li postoji k-minimalna familija za
(A, B) (zapravo pronalazi jednu takvu familiju). k-minimalan test pocinje sa
familijom H parcijalnih preslikavanja iz A u B ¢iji je domen najvise veli¢ine
k. Zatim iterativno uklanja preslikavanja iz H koja ne zadovoljavaju uslove
(1 — 3) k-minimalne familije. PosSto je broj parcijalnih preslikavanja iz A
u B sa domenom veli¢ine k ogranicen sa |A|*|B|* k-minimalan test radi u
polinomnom vremenu. Kazemo da (A,B) prolazi k-minimalan test ako je
rezultuju¢i skup H neprazan, u suprotnom ne prolazi. Struktura B ima
relacijsku Sirinu £ ako je A — B za svaku strukturu A takvu da (A, B)
prolazi k-minimalan test.

Glavni rezultat ovog poglavlja je

Teorema 3.1.1 Svaka struktura koja ima relacijsku Sirinu 2 ima takode
sirinu 1.

Neka je m > 1. Kontura duzine m u 7-strukturi A je kolekcija m ra-
zlicitih torki Py(ad, ...,al ), ..., Pn_1(ai" !, ...,a™ 1) koje su tacne u A takve

ey Wy gy W

da je kardinalnost skupa {a} | 0 < i < m — 1,1 < j < r;} je manja od
1+ Zogigmfl(ri —1).
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Petlja je kontura duzine 1. Obim 7-strukture je duzina njegove najkrace
konture.

Teorema 3.1.2 [19/(Lema retke neuporedivosti) Neka su k,l pozitivni celi
brojevi © neka je A struktura. Tada postoji struktura G sa sledecim osobi-
nama:

1. G je homomorfno sa A

2. Za svaku strukturu B sa najuvise k elemenata, A je homomorfno sa B
ako i samo ako je G homomorfno sa B

3. G ima obim > .

3.2 k-relacijska stabla

Definicija 3.2.1 Neka je T relacijska struktura i neka je I podskup od T
takav da |I| < k. Par (T, 1) se naziva k-relstablo (relacijsko stablo) ako

(1) T sadrzi samo jednu torku ¢iji se elementi ne ponavljaju i I je podskup
elemenata te torke velicine najvise k, ili

(2) postoji konacna kolekcija (T;,1;), j € J k-relstabala i ey,...e, € T,
n > 0 takvi da za sve j € J, TjN{e,....,en} C I; i za svei,j € J,
j—zi mj—; g {617 "'7671}7 i

(a) T je unija torke P(ey, ..., e,) (za neko n-arno P € 7) iJ;c; T, i
I C{ey,...oen} ili

(b)) T=U;c; Tj i I ={er,...;en}, ili
(3) postoji k-relacijsko stablo (T, 1") takvo da I C I'.

Konacno, struktura T je k-relstablo ako je (T, () k-relstablo.

Generalno, relacijska struktura A se naziva stablo ako nema kontura. U
nasoj terminologiji, stabla su 1-restabla.

Teorema 3.2.1 Neka su A, B strukture i neka je k > 1. Sledeca tvrdenja
su ekvivalentna:

(a) (A,B) prolazi k-minimalan test
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(b) postoji k-minimalna familija za (A, B)
Stavise, ako je A bez petlji tada su (a) i (b) takode ekvivalentna sa:
(¢) svako k-relstablo homomorfno sa A je homomorfno i sa B

Dokaz. [(a) < (b)]. Ovo je zapravo dokaz tacnosti k-minimalnog testa, $to
je pravolinijski.

[(b) = (¢)] Neka je H k-minimalna familija za (A, B). Pokaza¢emo da ako je
(T, I) k-relacijsko stablo, f homomorfizam iz T u A i neka je h preslikavanje
iz H takvo da je dom(h) = f(I) tada postoji homomorfizam ¢ iz T u B
takvo da je g = (h o f7). Dokaz dajemo indukcijom po strukturi (T, 7).

(1) T je samo torka P(ey,...,e,) i I je bilo koji podskup od {ey,...,e,}
takav da je |I| < k. Neka je P(ay,...,a,) slika od P(ey,...,e,) do-
bijena preslikavanjem f. Neka je P(by,...,b,) torka u B koja postoji
zato §to h zadovoljava uslov (i) k-minimalne familije. Preslikavanje
g:{e1,...,en} = B, g(e;) =b;, 1 <i < n, zadovoljava potrebne uslove.

(2a) Neka je P(aq,...,a,) slika od P(ey,...,e,) dobijena preslikavanjem f.

Neka je P(by, ..., b,) torka u B koja postoji zato sto h zadovoljava uslov
(1) k-minimalne familije. Stavimo da je g(e;) = b; za 1 < i < n. Na
ostatku skupa T' g definiSemo na slede¢i nacin:
Za j € J, posmatrajmo preslikavanje b} : f(I;) N {a1,...,an} — B
definisano sa h’(a;) = b;, za a; € dom(h};). Uslov (ii) k-minimalne
familije garantuje da h} € H. Stavise, na osnovu uslova (i) k-
minimalne familje, H sadrzi ekstenziju h; od h; sa domenom f(I;).
Na osnovu indukcijske hipoteze postoji homomorfizam g¢; iz T; u B
takav da g;(e) = h;j(f(e)) za svako e € I;. Definisemo g(e) = g;(e)
za svako j € J isvako e € Tj. Preslikavanje g zadovoljava potrebne
uslove, zato $to su T;\{ey, ..., e, } disjunktni skupovi i po hipotezi g; su
homomorfizmi.

(2b) (T,I) je dobijeno pravilom (2b). Definisemo g(e) = h(f(e)) za sve
e € I i prosirimo ¢ na ostatak od 7' kao u prethodnom slucaju.

(3) (T,I) je dobijeno pravilom (3) od (T, I’) gde I C I'. Na osnovu oso-
bine (ii7) od H postoji h’' definisano na f(I’) koje prosiruje h. Pa
preslikavanje g koje zadovoljava potrebne uslove, postoji za (T, I"), f i
n .
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[(¢) = (a)] Pokazatemo da za svako preslikavanje h uklonjeno iz H k-
minimalnim testom postoji k-relacijsko stablo (T, ), neki homomorfizam
fiz T u A, gde je f; injektivno, f(I) = dom(h), i za svaki homomorfizam
g: T — B, g; # (ho fr). Ovo ¢emo pokazati indukcijom po redosledu
izbacivanja preslikavanja h.

Ako je h uklonjeno u prvoj iteraciji, tada je neophodan uslov (i) k-
minimalne familije oboren sa h. Stavimo da je T struktura koja sadrzi samo
torku P(ay, ..., a,) datu uslovom, definisemo f da bude identi¢no preslika-
vanje i neka je I = dom(h).

Pretpostavimo sada da je h uklonjeno u nekoj kasnijoj iteraciji. Razma-
tra¢emo slucajeve u zavisnosti koji uslov k-minimalne familije je oboren sa

h.

(1) Neka je P(ay,...,a,) torka zbog koje h mora da bude eliminisana i neka
je h;, 7 € J skup preslikavanja sa domenom u potpunosti sadrzanom
u {ai,...,a,} koja su prethodno uklonjena iz H. Za svako j € J, neka
su (T;,1;) 1 f; k-relacijsko stablo i preslikavanje respektivno za h;.
Adekvatnim preimenovanjem elemenata T; mozZemo pretpostaviti da
je fj restrikovano na [; identicko i da su sve druge promenljive nove,
odnosno [; = T; N {ai, ..., a,}. Takode mozemo pretpostaviti da osim
elemenata iz skupa {ay, ..., a,} svaka dva od ovakvih struktura nemaju
drugih zajednickih elemenata, odnosno, za sve i # j € J, T, N1T; C
{ai,...,a,}. Sada ¢emo definisati (T,I) i f. (T, I) je konstruisano na
osnovu pravila (2a) sa (T, 1;), j € J, torke P(ay, ..., an), 1 I = dom(h).
f(x) je definisano da bude identicko ako = € {ay,...,a,} i fj(x) ako
x € Ty, inace. Tada (T, I) i f zadovoljavaju potrebne uslove.

(i7) Postoji neko h C R’ takvo da je h’' prethodno uklonjeno iz H. Neka
su (T, I") i f" dobijeni iz indukcijske hipoteze. U ovom slucaju samo
stavimo T =T', I = dom(h) i f = [’

(77i) U ovom slucaju, h je eliminisano zato sto je |[dom(h)| = n < k i postoji
neko a takvo da H ne sadrzi ekstenziju od h definisanu nad a. Dakle,
svaka moguca ekstenzija h; : dom(h) U {a}, j € J od h je prethodno
uklonjena iz H. Za svako j € J, postoji pogodno (T, ;) i f;. Neka
je dom(h) = {ay, ...,a,} i preimenujmo promenljive strukture T;, j €
J tako da za sve j € J, T; N {ay,....,an} C I;, f; je identicko na
T;0{ay,...,an}, izasvei # j € J, T,NT; C{ay,...,a,}. Postavimo da
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T bude ;¢ ; Tj, I = {a1, ..., a,}, 1 f(z) je identicko ako z € {ay, ..., an}
i fj(x) gde x € T}, inace. (T, )i f zadovoljavaju trazene uslove.

Konaé¢no smo kontrapozicijom dokazali implikaciju. Ako k-minimalan test
ne prolazi tada preslikavanje i sa praznim domenom je uklonjeno, pa kako
za I = () vazi da za svaki homomorfizam ¢ : T — B mora biti ispunjeno
g1 # (ho fr), sledi da ne postoji homomorfizam ¢g. Ovo implicira da je uslov
(¢) netacan.

Da bismo dokazali glavnu teoremu koristicemo obstrukciju kao karakteri-
zaciju relacijske Sirine.

Definicija 3.2.2 Neka je B 7-struktura. Skup O 1-struktura je obstruktioni
skup za B ako za svaku T-strukturu A

A — B ako i samo ako VO € 0,0 4 A

Primetimo da direktnom primenom prethodne teoreme se moze pokazati
da struktura ima relacijsku Sirinu k& ako i samo ima obstruktivni skup koga
¢ine k-relacijska stabla. Ovo ¢e biti dovoljno da pokazemo nasu glavnu teo-
remu, verujemo da je zanimljivo da se upoznamo sa novom klasom relacijskih
struktura, koje ¢emo zvati k-urelstablo (od uopsteno relstablo). Pojam k-
urelstablo je pravo uopstenje k-relstabla ali kao Sto ¢emo videti u narednoj
teoremi pojmovi su ekvivalentni kada budemo definisali obstrukciju. Razlog
zbog kog mislimo da pojam k-urelstabla moze biti zanimljiv je taj Sto je
definisano za stablo-dekompoziciju kao i za nekoliko drugih srodnih pojmova
kao Sto je Sirina stabla.

Definicija 3.2.3 Neka je A 7-struktura. Stablo-dekompozicija od A je par
(T, @) gde je T stablo i ¢ : V(T) — P(A) je preslikavanje koje svakom ¢voru
od T dodeljuje skup elemenata iz A, tako da su zadovoljeni sledeci uslovi:

1. ¢vorovi koji sadrze bilo koji dati element iz A formiraju podstablo,

2. za bilo koju torku bilo koje relacije iz A, postoji ¢vor u T koji sadrzi
sve elemente iz te torke.

Zbog lakse notacije kazemo da cévor v € V(T) sadrZi element a € A ako
a € p(v).
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Definicija 3.2.4 7-struktura A je k-uopsteno relacijsko stablo (ili k-urelstablo)
ako postoji stablo-dekompozicija (T, ) od A takvo da:

(i) dva razlicita évora u T imaju najvise k zajednickih elemenata

(ii) za svaki évort iz T postoji torka u A koja sadrzi svaki element iz t ili
je t velicine najuvise k.

Lema 3.2.1 Neka je T struktura i neka je k > 1. Ako je T k-relstablo tada
je takode i k-urelstablo.

Dokaz. Pokazaéemo indukcijom po strukturi da ako je (T, I) k-relstablo
onda postoji stablo-dekompozicija (T, ¢) od A i ¢vor v € T tako da je

p(v) =1.

(1) T je samo torka P(ey,...,e,) i I je bilo koji podskup od {e,...,e,}
takav da je |I| < k. Tada je V(T) ={v} i p(v) = {e1,...,en}.

(2a) T je unija torke P(eq,...;en) 1 U;e; Ty, I C {er,...,en}. Pa pret-
postavimo da za (T, I;) postoji stablo-dekompozicija (1}, ;) 1 ¢vorovi
v; € T; takvi da je ¢;(v;) = I;. Tada se trazeno stablo T dobija od
stabala T} i novog ¢vora v, tako Sto v spojimo sa ¢vorovima v;, j € J.
A trazeno preslikavanje je p(u;) = ¢;j(u;), za u; € Tj 1 p(v) = I.

(2b) T =U,c;T;il={es,...;en}. Pa se stablo-dekompozicija dobija isto
kao u prethodnom slucaju.

(3) postoji k-relacijsko stablo (T, ") takvo da I C I’ i za njega postoji
stablo-dekomporzicija (T, ¢), koje je trazeno i za (T, ).

Obrnuto ne vazi, posebno §to k-relstablo, za proizvoljno k, ne moze imati
petlje. Ali ovo nije jedini razlog: posmatrajmo na primer strukturu A sa
¢vorovima aq, ..., ax, k > 2, i sa samo jednom relacijom arnosti k sa torkama
(ay,...,ax) 1 (ag, ...,ag,a;). Struktura A nije (k — 1)-relstablo ali je sigurno
l-urelstablo (pa i (k — 1)-urelstablo) $to se pokazuje pomoéu dekompozicije
stabla koje sadrzi jedan jedini ¢vor v sa p(v) = {ay, ..., ax}. Medutim moze
se pokazati da ako struktura ima obstruktivni skup sacinjen od k-urelstabala
tada takode postoji obstruktivni skup sacinjen od k-relstabala.
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Teorema 3.2.2 Neka ja B struktura i k > 1. Sledeca tvrdenja su ekviva-
lentna:

(a) B ima relacijsku Sirinu k;
(b) B ima obstruktivni skup sacinjen od k-relstabala;
(c) B ima obstruktivni skup sacinjen od k-urelstabala.

Dokaz. Ekvivalencija izmedu (a) i (b) je direktna posledica teoreme 3.2.1
iako su potrebne male dopune da bi se dokazalo, mora se pretpostaviti da je
struktura A bez petlji.

[(a) = (b)] Treba da pokazemo da ako je B struktura sa relacijskom
Sirinom k i A struktura (ne mora biti bez petlji) koja nije homomorfna sa B
(odnosno (A, B) ne prolazi k-minimalan test), tada postoji neko k-relstabla
homomorfno sa A i nije homomorfno sa B. Na osnovu Leme retke neuporedi-
vosti, ako A nije homomorfno sa B onda postoji neka struktura bez petlji G
takva da je homomorfna sa A i nije homomorfna sa B. Teorema 3.2.1 daje da
postoji k-relstablo C homomorfno sa G (pa i sa A) i koje nije homomorfno
sa B.

[(b) = (a)] Neka je B struktura koja zadovoljava uslov (b) i neka je A
struktura koja nije homomorfna sa B. Ponovo na osnovu Leme o retkoj ne-
uporedivosti, postoji neka struktura bez petlji G homomorfna sa A, a nije
sa B. Na osnovu teoreme 3.2.1, ne postoji k-minimalna strategija za (G, B),
Sto na osnovu leme 3.1.1 implicira da ne postoji k-minimalna strategija za
(A,B).

[(b) = ()] sledi na osnovu leme 3.2.1 pa je ostalo jedino jos da pokazemo
da [(¢) = (b)]. Neka je B struktura koja zadovoljava uslov (c¢) i neka je O
obstruktivni skup za B koji se sastoji od k-urelstabala. Jedino je neophodno
pokazati da za svako A koje nije homomorfno sa B postoji homomorfizam iz
nekog k-relstabla C u O u A. Ponovo na osnovu Leme retke neuporedivosti,
koja je homomorfna sa A i nije sa B. Stoga postoji neko C u O takvo da
je homomorfno sa G (pa i sa A). Pokazacemo da je C stvarno k-relstablo.
Neka je (T, ¢) stablo-dekompozicija od C koje zadovoljava uslove definicije
3.2.4. Primetimo da u stablo-dekompoziciji 7" mozemo zameniti bilo koju
granu (v,v’) u T sa dve grane (v,u), (u,v') gde je uw nov évor takav da
o(u) = p(v)Np(v') pri ¢emu opet dobijamo stablo-dekompoziciju koje zado-
voljava uslove definicije 3.2.4. Stoga mozemo pretpostaviti bez gubljenja
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opstosti da je za svaku granu (v,v") u T ¢(v) C @) ili p(v') C p(v).
Stavise, uslov (17) k-urelstabla garantuje da ne postoji grana u 7" izmedu dva
¢vora velicine veée od k. Takode mozemo pretpostaviti dodavanjem ¢vora
ako je neophodno da T sadrzi bar jedan ¢vor velic¢ine najvise k. Pokaza¢emo
indukcijom po broju ¢vorova u T da ako je v ¢vor u T veli¢ina najvise k,
tada (C, p(v)) je k-relstablo. Za bazni slucaj pretpostavicemo da 7' sadrzi
samo jedan cvor veli¢ine najvise k. Kako C ima najvise k ¢vorova i rezul-
tat sledi iz zapazanja da ponavljanjem primenjivanja pravila (1), (2b) i (3)
k-relstabla moguce je generisati sve strukture sa najvise k Cvorova (zaista,
lako je primetiti da iterativnom primenom ovih pravila mozemo generisati
sve strukture sa stablo-dekompozicijom koje se sastoje samo od Cvorova
veli¢ine najvise k). Za indukcijski korak, pretpostavimo prvo da svi susedi
vj, 7 € J, od v, imaju veli¢inu najvise k. Neka su T}, j € J, sve komponente
povezanosti u 1" posle uklanjanja ¢vora v, i neka su C;, j € J, podstrukture
od C indukovane sa UueTj ©(u). Na osnovu indukcijske hipoteze (C;, ¢(v;)),
j € J je k-relstablo. Takode, ako je C’ podstruktura od C indukovana sa
©(v), tada je na osnovu indukcijske hipoteze (C', ¢(v)) k-relstablo. Konac¢no
C je dobijeno od (Cj, ¢(v))), j € J,1 (C, ¢(v)) koris¢enjem pravila (2b).

Ako évor v ima suseda v’ veli¢ine vece od k onda neka je v;, j € J skup
suseda (ukljucujuéiiv) od v'. Nekasu T}, j € J sve komponenete povezanosti
u T posle uklanjanja v, i neka su C;, j € J podstrukture od C indukovane
sa UueTj o(u). Kako za svako j € J, v; ima veli¢inu najvise k, (C;, ¢(v;))
je k-relstablo. Posmatrajmo sada v’. Kako je veli¢ina od ¢(v') veta od k
postoji torka ¢t = P(ey, ..., e,) u C koja sadrzi sve ¢vorove u ¢(v'). Takode,
uslov (2) stablo-dekompozicije garantuje da su svi elementi od ¢ sadrzani u
¢voru v* u T. Ovaj ¢vor bi trebao da bude taéno v’ inac¢e bi u suprotnom
presek ¢(v') N@(v*) sto je p(v') bi trebao da bude veéi od k. Stoga je p(v')
upravo {es,...,e,}. Neka je t;, j € J' klasa svih torki iz C razli¢itih od ¢
i potpuno sadrzanih u {ey,...,e,}. Mozemo zakljuciti da za svako j € J',
t; je arnosti 1 zato Sto bi u suprotnom slika torki ¢ i ¢ u G bila kontura
duzine najvise 2 §to je nemoguée (primetimo sada da je najvaznije to da su
svi elementi od ¢; sadrzani u ¢ kao par (Dj, {e;,}) gde je D; struktura koja
sadrzi samo torku ¢; i e;; je jedini element k-relstabla. Konacno, (C,¢(v))
je dobijeno primenom pravila (2a) za t = P(ey, ..., e,) 1 k-relstabla (C;, v;),
j € Ji(Dy,{ey}), j € J (ovde smo takode koristili ¢injenicu da je p(v)
obavezno sadrzano u ¢(v')).
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Lema 3.2.2 Svako 2-urelstablo sa obimom najmanje 3 ne sadrzi konturu.

Dokaz. Dokaza¢emo svodenjem na kontradikciju. Neka je

Po(al, .ap)y ooy P (@l @)
kontura u A i pretpostavimo da je m minimalno. Stoga je r; > 2 za i =
0,...m— 1. Staviée, na osnovu minimalnosti m mozemo pretpostaviti da
postoje razliciti elementi aq, ..., a,,_1 € A takvidazasve 0 <i#j<m—1,
i-ta i j-ta torka dele jedino element a; ako je i + 1 = j(mod m) i nijedan
drugi inace.

Neka je (T, ¢) pogodno stablo-dekomporzicija od A koje potvrduje da je
A 2-urelstablo. Na osnovu definicije stablo-dekompozicije, za svako 0 < i <
m— 1, T sadrzi évor, nazovimo ga n;, koji sadrzi {ai, ..., aii}. Kako je r; > 2,
tada na osnovu definicije 3.2.4, n; bi trebalo da bude taéno {af,...,a.},
ne mozemo imati dve razlicite torke koji sadrze {af, ..., a% } posto bi to bila
kontura duzine 2. Posmatrajmo slede¢u setnju ul": pocinjemo u ng i pratimo
jedinstveni put od ng do n;, onda nastavljamo jedinstvenim putem od n; do
n9, i tako nastavljamo sve do puta od n,,_; do ng ¢ime se Setnja vrac¢a u ng.
Za pocetak pokazimo da kada stignemo do ¢vora n; po prvi put, Setnja mora
da promeni smer, tj. prolazi kroz neke ¢vorove u kojima smo ve¢ bili. Zaista,
neka je ¢ > 1 takvo da smo presli ponovo preko n; tokom puta od n; do n; 1
(mod m). Na osnovu definicije stablo-dekompozicije svaki ¢vor na putu od
n; do n;y1 sadrzi a; i stoga a; pripada n;. Ali ovo je jedino moguce ako je
1 = 11 stoga Setnja mora menjati smer, tj. i¢i unazad.

Setnja zatim nastavlja putem od n; do ny. Svaki évor na ovom delu
sadrzi a; i stoga zbog istog razloga ne moze pre¢i preko ng. Pa postoji neki
¢vor u koji zaustavlja put da ide prema ng i grana se u razli¢itim smerovima.
Sigurno {ag, a;} C u poSto u razdvaja oba na putu od ng ka ny i put od ng
ka ns. Kasnije tokom Setnje, mora se preé¢i ponovo preko u, recimo tokom
puta od ¢vora n; do n;1 (mod m) za neko ¢ > 2. Stoga u sadrzi a; takode.
Posto je u kardinalnosti bar 3 postoji torka u A koja sadrzi {ag, a1, as}. Ova
torka zajedno sa torkom Pi(aq,...,a;,) predstavlja konturu duzine 2, sto je
nemoguce.

Dokaz. (Teoreme 3.1.1)
Neka je B struktura sa relacijskom Sirinom 2. Pokaza¢emo da ako je A
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struktura koja nije homomorfna sa B onda (A,B) ne prolazi 1-minimalni
test. Na osnovu Leme retke neuporedivosti, ako A nije homomorfno sa B
onda postoji struktura G obima najmanje 3 koja je homomorfna sa A i nije
homomorfna sa B. Na osnovu teoreme 3.2.2 postoji neko 2-urelstablo C koje
je homomorfno sa G ali nije sa B. Izaberimo takvo C sa minimalnim brojem
torki. Pokazac¢emo da je obim od C bar 3, pa na osnovu leme 3.2.2, C je
stablo, odnosno nema kontura. Na osnovu kompozicije homomorfizama C
je homomorfno sa A ali nije sa B. Pa na osnovu teoreme 3.2.1, (A, B) ne
prolazi 1-minimalni test.

Jedino nam preostaje da pokazemo da ako je C 2-urelstablo sa minimal-
nim brojem torki homomorfno sa G ali ne i sa B onda C nema kontura duzine
krace ili jednake od 2. Jasno, ako G ima konturu duzine 1 onda je njena slika
u G takode kontura duzine 1 sto je nemoguce. Isti razlog nece uvek upaliti
za konturu duZine 2. Zaista, ako je Py(al,...,a’ ), Pi(ai,...,al ) kontura od

oy Wy ey Upy

C i h je homomorfizam iz C u G, moguée je da slika Py(h(a?),..., h(al)),

]

Py(h(a}), ..., h(al)) nije kontura od G ako su dve torke slika jedna ista torka.

Pa mozemo pretplostaviti da su dva predikata ista i zbog lakse notacije piSemo
P=PFy= P, ir=ry=ry, poSto su to arnosti jednog istog predikata P.

Definisemo preslikavanje f : C — C sa f(a}) = @) zasve i = 1,...,7 i
f je identicko u svim ostalim slucajevima. Jasno, slika dobijena sa f, f(C),
je homomorfna sa G, zato $to h(a?) = h(a}) za sve ¢ = 1,...,7 i nije homo-
morfno sa B. Pokaza¢emo da je f(C') 2-urelstablo, sto je u kontradikciji s
minimalnos¢u C jer f(C) ima jednu torku manje u relaciji P.

Neka je (T,¢) pogodno stablo-dekompozicija od C i neka je wuy ¢vor
u T koji sadrzi {al,...,a’}. Nije tesko primetiti da je zaista p(up) tacno

eey Uy

{a%,...,a’} posto bi u suprotnom ¢(ug) bilo velicine bar 3 i morali bi svi

cey Wy

¢vorovi u njemu da budu sadrzani u torki . Ovo je nemoguce zato sto bi

slika dobijena sa h od t i P(al, ..., a) konstruisali konturu duzine 2 u G. Iz

istog razloga postoji ¢vor u; u T takav da ¢(ui) = {al,...,al}. Iz uslova

coy Wy

(i) 2-urelstabla, torke Py(af,...,al ), Pi(al,...,q, ) dele tatno dva elementa

i zbog lakse notacije pretpostavicemo da su zajednicki elementi ta¢no prva
s _ 0 _ 1: 0 _ 1
dva i piSemo a1 = aj = a; 1 as = a5 = as.
Skup c¢vorova od T se moze podeliti na dva skupa ¢vorova V; i V; tako
da:

e Vi Vj supovezani u T,

¢ UvGVO p(v) N Uvev1 p(v) ={ag, a1}, i
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o u; €V;,za1=0,1.

Podela se moze dobiti na slede¢i nacin: definisemo V{, da bude skup elemenata
do kojih se moze do¢i iz ug bez prolaska kroz u, i Vi je skup ostalih ¢vorova.
Vo 1 Vi ocigledno zadovoljavaju treé¢i uslov, dok prvi sledi iz toga sto je T
stablo. Ako pretpostavimo se u preseku iz drugog uslova pojavljuje i neki
tre¢i element, kako ¢vorovi koji sadrze taj element formiraju podstablo, onda
taj element morao biti neki od a}, za neko 3 < i < r. Pa kako se iz uy moze
do¢i do ¢evora koji sadrzi a; bez prolaska kroz uy, sledi da w; i neki njegov
sused imaju 3 zajednicka elementa $to je u kontradikciji sa uslovom (i) 2-
urelstabla. Pa je ispunjen i drugi uslov.

Za i = 0,1, neka je C; podstruktura od C indukovana sa (J,cy. ¢ (v).
Tada je f(C) = f(Cy) U f(Cy) = CyU f(Cy). Cy je ocigledno 2-relstablo i
zaista stablo-dekompozicija (7o, o) od Cy se moze dobiti restrikcijom (7', ¢)
na ¢vorove iz V. Posto je f bijekcija definisana nad C;, tada odgovarajuca
stablo-dekomporzicija (77, ¢1) od C; moze biti dobijena definisanjem 7} kao
restrikcije od 7' nad Vi 1 ¢1(v) = {f(a) | @ € p(v)}, v € Vi. Definisemo
T’ da bude stablo dobijeno kao unija Ty i T i spajanjem ¢vorova ug 1 .
Definisemo ¢’ : V(T") — f(C) da bude ¢o(v) ako v € Ty i ;1 (v) ako v € T7.
Par (17, ¢') je trazeno stablo-dekompozicija od f(C).
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