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Predgovor

Moram biti iskren, nisam imao predstavu ¢ime ¢emo se moje kolege i ja sve baviti
u toku studija matematike. Jedna od stvari o kojima nisam znao gotovo niSta jeste i
topologija, koja me je do danas najvise odusevila, kao ambicija objedinjavanja srodnih
rezultata iz analize, geometrije, logike i algebre, sa kojima smo se do tada susreli.

Prva ideja o topologiji potice jos od Lajbnica, i pojmova koje je on okarakterisao kao
geometrija i analiza prostora (geometria situs i analysis situs su pojmovi koje je isticao),
a za prve teoreme i zakljucke u topologiji smatraju se Ojlerov problem koningsbergskih
mostova i polihedronska formula. Kao samostalna disciplina topologija se ipak javlja
tek u 20. veku, u kojem su se neki od najve¢ih matematic¢ara toga doba bavili upravo
zasnivanjem same topologije. Kroz razvoj topologije kao osobine postavljena su razli¢ita
opsta pitanja, kao Sto je i sumnja u preveliku opstost teorije koja bi obuhvatala sve i
svaSta, pitanje klasifikacije topoloskih prostora, ali i kakvih to sve topoloskih prostora
ima.

Kroz master rad pozabaviéemo se pojmom linearno uredenih topologija i razli¢itim
osobinama istih, prate¢i probleme navedene u knjizi ,(General Topology* autora Ryszard
Engelking-a. Videc¢emo razli¢ite osobine konkretnih linearno uredenih topoloskih pro-
stora, kao i medusobnu zavisnost pojedinih osobina.

U poglavlju 1 (Uvod) bice reci o osnovnim topoloskim pojmovima i bazi¢noj aparaturi
kojom ¢éemo se koristiti. Akcenat ¢e biti na osnovnim tvrdenjima i ¢injenicama vezanim
za pojmove: separabilnosti, kompaktnosti, povezanosti, baza topologije, ali i aksiomama
separacije, osobinama prostora o kojima ¢e biti re¢i u radu. Podseti¢emo se osnovnih poj-
mova vezanih za linearna uredenja, funkcije i skupove, ali definisati i ordinale, kardinale
i kardinalne funkcije.

Poglavlje 2 posveceno je definisanju linearno uredene topologije, preko baze koju ¢emo
zadati na osnovu linearnog uredenja na nekom skupu, a bi¢e naglasena i podbaza koju
¢emo koristiti u nekim dokazima. Dalje, pokaza¢emo da je svaki linearno ureden prostor
normalan prostor koriste¢i se pojmom diskretnog podskupa i specijalne osobine koju
diskretni podskup ima na linearno uredenom skupu. Na kraju poglavlja, bi¢e re¢i i o
sekvencijalnim prostorima i prvoj aksiomi prebrojivosti, koju zadovoljavaju sekvencijalni
linearno uredeni prostori.

U poglavlju 3 vide¢emo neke rezultate vezane za potprostore linearno uredenih pro-
stora, kao i sam dokaz nasledne normalnosti svakog linearno uredenog prostora, do kojeg
¢emo doéi na osnovu nekoliko rezultata vezanih za potprostore. Videéemo da se na line-
arno gustim i konveksnim podskupovima indukovana topologija slaze sa linearno urede-
nom topologijom koju formira restrikcija linearnog uredenja na tom podskupu. Bavi¢emo
se osobinama konveksnog podskupa, i pokazati da se svaki podskup linearno uredenog
skupa moze razloziti na konveksne komponente. Ova osobina pokazace se kao klju¢na u
dokazu nasledne normalnosti.

Poglavlje 4 sadrzi neke rezultate vezane za kompaktnost linearno uredenih prostora.
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Tu ¢emo videti uslov da linearno ureden prostor bude kompaktan, ali ¢e biti reci i o
konkretnim primerima (leksikografskom uredenju, prirodnom poretku medu ordinalima).
Upoznac¢emo se sa pojmom kompaktifikacije, i dati precizan prikaz univerzalne kompak-
tifikacije svih linearno uredenih topoloskih prostora. Do kompaktifikacije dolazimo preko
pojma Dedekindovog preseka, i linearnog uredenja na skupu svih Dedekindovih preseka
linearno uredenog prostora. Nakon ispitivanja prostora sa leksikografskim uredenjem,
dotaci ¢emo se i kardinalnih funkcija i njihovih specificnih odnosa na linearno uredenim
prostorima. Osobina koja ¢e najviSe figurisati jeste osobina Dedekindove kompletnosti,
koja je ekvivalentan uslov kompaktnosti prostora za linearno uredene topoloske prostore.

U poglavlju 5 pozabavi¢cemo se pojmom povezanosti, i dati uslov kada je linearno
ureden prostor povezan. Klju¢nu ulogu igrace prostori koji zadovoljavaju osobinu linear-
nog kontinuuma, tj. imaju osobine Dedekindove kompletnosti i gustog uredenja. Takode,
bice reci i o nekim specijalnim osobinama, koje proizilaze iz povezanosti linearno uredenih
prostora, gde ¢emo ponovo videti koliku ulogu igra osobina linearnog kontinuuma. Dotaéi
¢emo se i specijalnog odnosa linearno uredenih prostora sa realnom pravom i intervalima
realnih brojeva.

Poglavlje 6 sadrzace zakljucak.




Glava 1
Uvod

1.1 Skupovi, relacije i funkcije

U uvodu navodimo najbitnije pojmove iz oblasti algebre i topologije koje ¢emo koristiti
kroz rad, i koji su nam potrebni za razumevanje linearno uredenih topoloskih prostora.
Kao bazu korig¢eni su [3], [6] i [12]. U prvom delu uvoda, uveséemo notaciju koju ¢emo
koristiti sa osnove operacije sa skupovima, dati definicije osnovnih pojmova i na kraju
zavrsiti sa ordinalima i kardinalima, kao i linearnim uredenjem.

Pocénimo sa skupovima, osnovnim alatom topologije. Skup A je podskup skupa B
akko je svaki element skupa A ujedno element i skupa B. To ¢emo oznacavati sa A C B,
gde, ako zelimo da naglasimo da je skup A strogo sadrzan u skupu B (znamo da A i
B nisu jednaki), koristimo oznaku A C B. Istaknimo i prazan skup, u oznaci ), koji
ne sadrzi niti jedan element, i podskup je svakog skupa. Partitivan skup skupa X, u
oznaci P(X), jeste skup svih njegovih podskupova. Napomenimo i standardne oznake za
skupove brojeva koje ¢emo koristiti u radu. Skup prirodnih brojeva obelezavac¢emo sa N,
skup celih sa Z, skup racionalnih sa Q, a skupove realnih i kompleksnih sa R i C.

Osnovne operacije medu skupovima su presek, unija i razlika skupova koje oznacavamo
standardno N, Ui \. Takode napomenimo da za kolekciju skupova Ay, As, ..., Ay, za k € N,
presek A1 NA;N...N A, oznacavamo sa () «,<, Ai, a uniju Ay UA,U...UA; sa |, <;p Ai-
Familijom nazivamo svaku kolekciju skupova, ili kako neki autori zapisiju, skupom koji
sadrzi skupove. Celu pri¢u unije i preseka prenosimo i na proizvoljne familije skupova,
koje indeksiramo po nekom indeksnom skupu 7, za A = {A;| i € I} unija i presek familije
sw: ;e Ai 1 );e; Ais ili u nekom sluc¢ajevima gde familije navodimo bez indeksnog skupa,
uniju i presek familije oznacavamo sa (J,o 4 A i ()4eq A- Naravno, potrebno je takode
naznaciti Sta unija i presek familije nekih skupova zapravo predstavljaju. Za familiju A
unija i presek familije su skupovi:

UA={z| GAc Az ec A}, NA={z| (VAe Az e A).

Istaknimo i da se presek familije definise samo kada govorimo o nepraznoj familiji, tj.
kada A # ().

Skupove sa kona¢no mnogo elemenata, npr. skup koji sadrzi elemente xy, xo, ..., T,
k € N, obelezavamo sa {x1,xs, ..., x5 }. Naravno, pridrzavamo se notacije i ideje da nije
bitno kojim redom navodimo elemente skupa. Skupovi, kod kojih nam je bitan redosled
navodenja elemenata jesu uredene n-torke (skupovi sa n elemenata kod koji je bitan
redosled navodenja), gde istic¢emo uredene parove. Za a,b ureden par u oznaci (a,b)
ili (a,b) jeste skup {a,{a,b}}. Posto topoloske prostore, kao i rezove, navodimo kao
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uredene parove, koristicemo standardnu notaciju za uredene parove gde ¢e se u daljem
tekstu modéi zakljuciti kada je rec o intervalima, a kada sa uredenim parovima iz konteksta
samih dokaza i teorema (ovde pogotovo treba naglasti glavu 4, i pri¢u o kompaktifikaciji).

Dekartov proizvod skupova X i Y, u oznaci X x Y jeste skup svih uredenih parova
(x,y), gde je x € X iy € Y. Svaki podskup Dekartovog proizvoda X X Y jeste relacija.
Relacija f C X x Y je funkcija, ili preslikavanje, iz X u Y ako za svako z € X postoji
y € Y takvo daje (z,y) € f1iako je y jedinstveno odredeno za z, tj. ako imamo (z,y) € f
i(z,y’) € fonda jey =1vy'. Skup X nazivamo domenom, a skup Y skupom slika funkcije
f.

Ako imamo funkciju f iz skupa X u skup Y, tada jedinstvenu vrednost y za x € X
oznacavamo i sa f(z). DefiniSemo i direktnu sliku skupa A C X, za funkciju f, podskup
skupa slika Y:

f(A)=flAl={y € Y| y= f(x), zaneko x € A}
kao i skup inverznu sliku skupa B C Y za funkciju f kao:

f7(B) = 71 [B] ={x € X| f(z) € B},

gde je potrebno naglasati da zbog nekih komplikacija u zapisu koristimo uglaste zagrade
u nekim delovima.

Ako je f funkcija iz skupa X u skup Y, i ako je g funkcija koja slika skup Y u skup
7, kompoziciju funkcija oznacavamo sa g o f, i ona predstavlja preslikavanje iz skupa X
u skup Z takvo da je (go f)(z) = g(f(z)), zax € X.

Funkcija f iz X u Y je injektivna, ili "1-1", ako za sve z1,x9 € X vazi da, ako
f(z1) = f(x2) onda vazi 1 = x5. Ako funkcija f zadovoljava uslov da je f(X) =Y, za
nju kazemo da je sirjektivna, ili "na". Inverzne funkciju, u oznaci f~! postoje u sluc¢aju da
je funkcija f injektivna, gde, ako f slika X uY injektivno, tada f~! slika f[X] u X takode
injektivno, i definisemo ga kao f~!(y) = = kada je f(x) = y. Identitko preslikavanje skupa
X, jeste preslikavanje skupa X u njega samoga, u oznaci tdx : X — X, koje je definisano
kao idx(x) = x za svako z iz skupa X.

Ako je X neprazan skup, onda svako preslikavanje skupa prirodnih brojeva u skup
X, z : N — X, zovemo niz u skupu X. Tada umesto z(n) obi¢no pisemo z,, a niz x
oznaCavamo sa {x,| n € N}, ili krace sa {z,}.

Relacija p skupa X, tj. imamo da je p C X x X, je relacija ekvivalencije akko je
refleksivna (R), simetri¢na (S) i tranzitivna (T), Sto znaci da zadovoljava sledece uslove:

R (Vz € X) zpz,
S (Vx,y € X) ako vazi zpy onda vazi i ypx
T (Vx,y,z € X) ako vazi xpy i ypz tada vazi i zpz,

gde je potrebno ista¢i da pisemo zpy ako vazi (z,y) € p. Svaka relacija ekvivalencije odre-
duje dekompoziciju samog skupa na kojem je definisana na disjunktkne skupove ¢ija je
unija ceo skup X. Disjunktni skupovi ¢ija je unija ceo skup nazivaju se klase ekvivalencije,
gde dva elementa skupa pripadaju istoj klasi ekvivalencije akko su u relaciji (preciznije
re¢eno oba uredena para odredena ovim elemntima su elementi relacije). Klasu elementa
x oznacavamo sa [z, a dekompoziciju skupa nazivamo particija. Takode, proizvoljna par-
ticija, tj. familija disjunktnih podskupova nekog skupa ¢ija je unija ceo skup, odreduje
relaciju ekvivalencije.
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Relacija p je relacija poretka na skupu X ako je refleksivna (R), antisimetri¢na (A) i
tranzitivna (T). Relacija p je antisimetricna akko (Vz,y € X)(zpy A x #vy) — —wypz,
gde je sa —ypx oznaceno da (y,x) ¢ p. Ako imamo da je < relacija poretka na skupu X,
tada ¢emo uredeni par (X, <) nazivati parcijalno ureden skup. Cesto ¢emo samo skup P
nazivati parcijalno uredenim skupom ako je iz konteksta jasno koje je uredenje u pitanju.
Sli¢no ¢emo postupati i sa linearno uredenim skupovima.

Neka je (P, <) parcijalno ureden skup, ) # X C P ia € P. Tada je a:

e gornje ogranicenje skupa X ako (Vx € X) z < a.
e donje ogranicenje skupa X ako (Vz € X) a < z.

e supremum skupa X, u oznaci sup X, ako je a gornje ogranic¢enje skupa X, i za svako
drugo gornje ogranic¢enje b skupa X vazi a < b.

e infimum skupa X, u oznaci inf X, ako je a donje ogranic¢enje skupa X, i za svako
drugo donje ogranicenje ¢ skupa X vazi ¢ < a

e maksimum skupa X ako a € X, i za svako z € X vazi da je x < a.
e minimum skupa X ako a € X, i za svako x € X vazi da je a < z.

Za skup X kazemo da je ogranicen odozgo akko ima gornje ogranic¢enje, analogno, za
skup X kazemo da je ogranic¢en odozdo akko ima donje ogranic¢enje. Parcijalno ureden
skup P je dobro ureden akko svaki neprazan podskup skupa P ima minimum.

Skup z je tranzitivan ako i samo ako za svako y € x vazi y C x. Tranzitivan skup «
je ordinal ako i samo ako je (o, €) dobro ureden skup. Klasu svih ordinala ozna¢avamo
sa ON. Elementi ordinala su takode ordinali, i za svako § € o vazi = {y € o] v € 5}.
Neka je o ordinal, tada je ™ = a+1 = aU{a} takode ordinal kojeg nazivamo sledbenik
ordinala a. Neprazan ordinal koji nije sledbenik nazivamo grani¢ni ordinal.

Neka je X neprazan skup ordinala. Tada je [ X ordinal koji pripada X i vazi da je
N X = min(X, €), tj. mozemo zakljuciti da je svaki skup ordinala dobro ureden relacijom
€. Sa druge strane, | J X je takode ordinal, i to najmanji za koji vazi da za svako oo € X
imamo o < |JX. Skup ordinala ne mora biti ordinal, ali zato svaki tranzitivan skup
ordinala jeste ordinal.

Skupovi A i B su ekvipotentni, u oznaci A ~ B, ako i samo ako postoji bijekcija
f:A— B. Ordinal « je kardinal ako i samo ako za sve § € a vazi =8 ~ «a. Za skup X
definiSemo njegov kardinalni broj u oznaci | X| kao | X| = k akko je k kardinal i X ~ &.
Sa w oznacavamo prvi beskona¢ni kardinal, a sa w; prvi neprebrojivi kardinal. Skup A je
beskonacan ako i samo ako je ekvipotentan nekom svom pravom podskupu, tj. ako postoji
neko A; C A takvo da je A1 ~ A. SKup je konacan ako i samo ako nije beskonacan.
Kardinalni broj skupa prirodnih brojeva oznac¢avamo sa Ry. Za skup A kazemo da je
prebrojiv ako i samo ako je A ~ N, tj. |A| = Rg. Napomenimo i teoremu Kantora: za
proizvoljan skup A vazi |A| < |P(A)|. Po teoremi Kantora imamo |P(N)| > |N| = R,.
Kardinalni broj |P(N)| oznacavamo sa ¢ i naziva se kontinuum. Skup realnih brojeva,
kao svi intervali realnih brojeva imaju kardinalnost c.

Parcijalno ureden skup (X, <) je linearno ureden akko

(Ve,ye X))z <yVy<u.
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Ako na skupu X imamo linearno uredenje <, moze se definisati relacija <C X x X koja
je irefleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna relacija. Relacija je irefleksivna akko nema
elementa skupa koji je u relaciji sa samim sobom. Za ovu relaciju takode vazi i zakon
trihotomije:

Vr,ye X)(x<yVy<zxzVz=y).

Obratno, ako imamo <C X x X koja je irefleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna, i pritom
zadovoljava zakon trihotomije, onda relacija <C X x X definisanasax < y < x < yVa =
y odreduje linearno uredenje na X. PoSto obe relacije linearno ureduju skup X, mozemo
ih ravnopravno koristiti.

Definicija 1.1. Linearno uredenje (X, <) je gusto ako i samo ako
Ve,ye X) (z<y = (FzeXzr<z<y)).

Definicija 1.2. Linearno ureden skup X je Dedekind kompletan ako zadovoljava Dede-
kindovu aksiomu: svaki podskup A C X ima najmanje gornje ogranicenje.

Definicija 1.3. Linearno ureden skup je neprekidno ureden akko
1. X je gusto linearno ureden,
2. X je Dedekindouvski kompletan.

Definicija 1.4. Neka je (X, <) linearno ureden skup. Uredeni par (D, E), gde su D, E C
X je rez ako i samo ako

1. D#0i E#9,
2. (xe DANy€eFE) = z<y,
3. X=DUE.

Skup D ¢emo zvati donja klasa, a skup E gornja klasa. Dalje, za svaki rez (D, F)
linearno uredenog skupa X vazi ta¢no jedan od slede¢ih uslova:

1. Postoji max D i postoji min E.

2. Postoji max D i ne postoji min £.

3. Ne postoji max D i postoji min E.

4. Ne postoji max D i ne postoji min £.

Ako je ispunjen uslov 1. tada rez nazivamo skok(od engleske re¢i jump), a ako je
ispunjen uslov 4. tada rez nazivamo pukotina (od engleske rec¢i gap). Na kraju, imamo
da je X gusto ureden ako i samo ako ni jedan od rezova nije skok. Ako pritom ni jedan
od rezova nije pukotina, onda je X neprekidno ureden.

Teorema 1.1. Linearno ureden skup X je dedekindovski kompletan akko me postoji pu-
kotina.
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Potrebno je diskutovati i odnos minimalnog, odnosno maksimalnog elementa, ili ti
krajnjih tacaka linearnog uredenja, sa praznim skupom. Naime, svaki element linearnog
uredenja X jeste jedno gornje ogracenje (), posto nema takvog y € () takvog da je z £ y
(poSto nista ne pripada praznom skupu). Jasno, ako linearno uredenje ima najmanji
element (takav da su svi ostali element u relaciji sa njim) on ¢e biti gornje ogranicenje i
to najmanje, jer je manji od svih ostalih elemenata, pa vazi sup ) = z, gde je x minimalni
element skupa X. Sli¢no pristupamo i infimumu praznog skupa. Ako imamo proizvoljno
x € X, tada ne postoji y € () takvo da je y £ x, pa je x donje ogranicenje. Jasno, Sta
vazi za proizvoljan element, vazi i za svaki element skupa X, pa su svi elementi donja
ogranicenja za (). Sada, () ima najvece donje ogranic¢enje ako X ima maksimalni element,
te za y = max X imamo da je inf () = y.

Homomorfizam izmedu dva linearna uredenja (X, <x) i (Y, <y) je svako preslikavanje
f:X =Y zakoje vazi: akosua,b€ Xia<xb, tadajei f(a) <y f(b). Homomorfizam
f je izomorfizam ako i samo je f bijekcija. Sada moZzemo navesti i sledec¢u teoremu, koja
takode nosi ime po Kantoru.

Teorema 1.2. Ma koja dva prebrojiva gusta linearna uredenja bez krajnjih tacaka su
1zomorfna.

1.2 Osnovne topoloske osobine

U drugom delu pozabavi¢emo se pojmom topologije, topoloskog prostora i razli¢itih
osobina istih, i ista¢i za nas najbitnije osnovne topoloske osobine. Naravno, poc¢injemo
sa pojmom otvorenog skupa, topologije i topoloskog prostora.

Definicija 1.5. Neka je X neprazan skup. Kolekcija O podskupova skupa X je kolekcija
otvorenih skupova ako i samo ako vaZe sledeca tri uslova:

(O1) 0 i skup X su otvoreni, tj. 0, X € O,

(O2) Presek svaka dva otvorena skupa je otvoren skup, tj. za svako O1,0y € O wvaZi

OlﬁOQEO,

(O3) Unija proizvoljno mnogo otvorenih skupova je otvoren skup, tj. za svaku familiju
{Oz| 1€ I} C O vazi UieIOi e 0.

Za familiju O kazemo i da je topologija na skupu X, dok uredeni par (X, O) kazemo
da je topoloski prostor, a elemente skupa X nazivamo tackama. Dalje, za skup F' C
X kazemo da je zatvoren ako i samo ako je njegov komplement X \ F' otvoren skup.
Najpoznatiji primer topologije na skupu realnih brojeva jeste uobicajena topologija, u
oznaci Oy, (gde ¢emo u nastavku videti da bazu, pojam koji uvodimo u uvodu, ovog
prostora ¢ine otvoreni intervali koje uvodimo u glavi [2)) skupa realnih brojeva, upravo
ono Sto ¢e odgovarati linearno uredenoj topologiji na R. Familiju zatvorenih skupova
oznacavamo sa F.

Ako su Oy i O, topologije na skupu X, i ako je O; C O,, tada kazemo da je topologija
Os finija u odnosu na topologiju Oy, odnosno da je O; grublja u odnosu na topologiju
O,.

Kako je veé¢ navedeno, zatvoreni skupovi su komplementi otvorenih. U narednoj
teoremi dajemo neke njihove osnovne osobine.
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Teorema 1.3. Neka je (X, Q) topoloski prostor. Tada familija F svih zatvorenih skuova
zadovoljava sledece uslove:

(F'1) Prazan skup i skup X su zatvoreni,
(F2) Unija dva (pa i konacno mnogo) zatvorenih skupova je zatvoren skup,
(F3) Presek proizvoljno mnogo zatvorenih skupova je zatvoren skup.

Treba imati u vidu da se topoloska struktura, upravo zbog veze zatvorenih i otvorenih
skupova, moze definisati i ako prvo krenemo od kolekcije svih zatvorenih skupova.

Naredni pojam baze topologije se moze nazvati pandanom baze vektorskog prostora.
Naime, kako svaki vektor nekog vektorskog prostora mozemo da izrazimo kao linearnu
kombinaciju baznih vektora, tako i svaki otvoreni skup O € O mozemo izraziti kao
uniju elemenata baze topologije. Familiju B C O nazivamo bazom topoloskog prostora
(X, O) ako se svaki neprazan otvoreni podskup skupa X moze predstaviti kao unija neke
podfamilije familije B.

Teorema 1.4. Svaka baza B topoloskog prostora (X, Q) zadovoljava sledece uslove:

(B1) Za sve Uy, Uy € B i svaku tacku x € Uy N Uy postogi U € B takvo da je x € U C
U NUs,.

(B2) Za svaku tacku x € X postoji U € B takvo da je x € U.
Definicija 1.6. Neka je X neprazan skup. Kolekcija B C P(X) je baza neke topologije
na skupu X ako i samo ako je kolekcija {Jpep | B' € B} topologija na skupu X.

Teorema 1.5. Kolekcija B C P(X) je baza neke topologije na skupu X ako i samo ako
zadovoljava sledece uslove:

(BN1) Uges B =X,
(BN2) VB, By € B postogi kolekcija {B;| i € I} C B takva da je By N By = J,c; Bi.

Takode definiSemo i podbazu topoloskog prostora:

Definicija 1.7. Neka je (X, Q) topoloski prostor. Kolekcija P C P(X) je podbaza topo-
logije O ako i samo ako vaZe sledeci uslovi:

(PB1) Elementi kolekcije P su otvoreni skupovi,
(PB2) Familija svih konacnih preseka elemenata P predstavlja neku bazu topologije O.

Nakon $to smo uveli pojam baze moZemo govoriti o drugoj aksiomi prebrojivosti.
Topoloski prostor (X, Q) zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti ako i samo ako postoji
baza B topologije O takva da je |B| < W,. Ekvivalent da prostor ima prebrojivu bazu
jeste da prostor ima prebrojivu podbazu.

Posto ¢e u 5. glavi biti re¢i o metrizabilnim prostorima treba ista¢i i pojmove metrike
i topologije odredene metrikom. Na nepraznom skupu X metrika je svaka funkcija d :
X x X — [0,00) takva da za sve x,y, z € X vaze sledeci uslovi:

(M1) d(z,y) = 0 ako i samo ako je z =y,
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(M2) d(z,y) = d(y,z),
(M3) d(z,y) <d(x,z)+d(z,y).

Ako je d metrika na skupu X, uredeni par (X, d) nazivamo metrickim prostorom, a
broj d(z,y) rastojanjem izmedu tacaka z i y. Ako je z € X ir > 0 tada skup

L(z,y) ={y € X| d(z,y) <r},

nazivamo otvorena lopta sa centrom u tacki x poluprec¢nika r.
U svakom metrickom prostoru mozemo na prirodan na¢in doéi do topologije, i to na
slede¢i nacin.

Teorema 1.6. Neka je (X,d) metricki prostor. Tada je familija svih otvorenih lopti
By ={L(xz,r)| © € X Ar > 0} baza neke topologije Oq na skupu X.

Za topologiju O4 kazemo da je odredena, ili indukovana, metrikom d. Topoloski
prostor (X, Q) je metrizabilan ako i samo ako postoji neka metrika d na skupu X takva
da je O = Oqy.

Definicija 1.8. Neka je (X, Q) topoloski prostor. Skup A C X je okolina tacke x € X
ako i samo ako postoji otvoren skup O € O takav da je x € O C A. Familiju svih okolina
tacke x obeleZavamo sa Uy).

U topoloskim prostorima vazi i da je skup otvoren ako i samo ako je okolina svake
svoje tacke. Nakon uvodenja okolina, moZemo nastaviti pricu o nizovima, pa neka je
(X, O) topoloski prostor. Tacka a € X je granica niza {z,| n € N} ako i samo ako za
svaku okolinu U tacke a postoji prirodan broj ng, takav da za svako n > ng vazi x, € U.
Za niz koji ima bar jednu granicu kazemo da je konvergentan. Granica ne mora biti
jedinstvena u opstem slucaju, ali znamo da je dovoljan uslov da niz ima najvise jednu
granicu da je prostor X Hauzdorfov. Ako je tacka x granica nekog niza tacaka skupa A,
onda je x € A.

Nakon pojma okoline upoznajemo se i sa pojmom baze okolina, ali i prvom aksiomom
prebrojivosti.

Definicija 1.9. Neka je (X, O) topoloski prostor, i neka je v € X. Familija skupova By
je baza okolina tacke x ako i samo ako su ispunjeni sledeci uslovi:

BO1) Elementi kolekcije By su okoline tacke x,
(x)
(BOQ) YU € Z/[(x) dB ¢ B(x) (B - U).

Topoloski prostor zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti ako i samo ako za svaku
tacku prostora postoji njena prebrojiva baza okolina. Svaki metric¢ki prostor zadovoljava
prvu aksiomu prebrojivosti zbog ¢injenice da familija svih otvorenih lopti sa centrom u
je poluprecnik % gde je n € N. Dalje, navodimo tvrdenje koje povezuje prvu i drugu
aksiomu prebrojivosti.

Teorema 1.7. Neka je (X, O) topoloski prostor, x € X i B neka baza topologije O. Tada
vazi:

1. Familija By = {B € B| © € B} je baza okolina tacke x,
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2. Ako prostor (X, O) zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti, onda on zadovoljava i
prou aksiomu prebrojivost.

Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X. Tacka x € X je adherentna tacka skupa A
ako i samo ako svaka okolina tacke = sece skup A. Tacka x € X je tacka nagomilavanja
skupa A ako i samo ako svaka okolina tacke = se¢e skup A\ {x}. Skup svih adherentnih
tacaka skupa A zovemo adherencija, ili zatvaranje, skupa A i oznacavamo ga sa A, dok
skup svih tac¢aka nagomilavanja skupa A zovemo izvod skupa A, i oznacavamo ga sa A'.
Neke od osobina zatvorenja i izvoda jesu: da je skup A zatvoren ako i samo ako je A = A,
skup A je najmanji zatvoren skup koji sadrzi skup A i skup A je zatvoren ako i samo ako
je A C A.

Skup D C X je gust X ako i samo ako je D = X, pisacemo jos i topoloski gust
kako bismo razlikovali pojam uredajne gustine podskupa. Skup D je gust u topoloskom
prostoru X ako i samo ako sece svaki neprazan bazni skup. Za topoloski prostor X
kazemo da je separabilan ako i samo ako postoji prebrojiv gust skup u X. Ako prostor
X zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti onda je i separabilan, dok obrat ne mora da
vazi.

Familija A = {A4| s € S} podskupova topoloskog prostora X je lokalno konac¢na ako
za svaku tacku x € X postoji okolina U tacke x takva da U sece kona¢no mnogo skupova
iz A. Ako za svaku tacku x € X postoji okolina koja sefe najvise jedan skup iz familije
A, onda je familija A diskretna. Topoloski prostor X je sekvencijalan ako i samo ako
u njemu vazi: skup A C X je zatvoren ako i samo ako skup A sadrzi granicu svakog
konvergentnog niza elemenata iz A.

Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori i neka je zy proizvoljna tacka skupa X.
Funkcija f: X — Y je

- neprekinda u tacki zy ako i samo ako za svaku okolinu V' tacke f(z() postoji okolina
U tacke xq takva da je f[U] C V,

- neprekinda ako i samo ako je neprekinda u svakoj tacki skupa X.

Teorema 1.8. Neka su (X,0x) i (Y,Oy) topoloski prostori i neka je f : X — Y
proizvolyno preslikavanje. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

1. Preslikavange f je neprekidno.

Za svaki otvoreni skup O CY, skup f~1[O] C X je otvoren.
Za svaki zatvoren skup F CY, skup f~'[F] C X je zatvoren.
Za svaki skup A C X vazi f[A] C f[A].

SR N

Ako je By proizvoljna baza topologije Oy, onda je za svaki skup B € By skup
J7YB] € X otvoren.

6. Ako je Py proizvoljna podbaza topologije Oy, onda je za svaki skup P € Py skup
f7YHP] € X otvoren.

Teorema 1.9. Neka su (X,0x), (Y,Oy) i (Z,0y) topoloski prostori, a f: X — Y 1
g Y — Z neprekidna preslikavanja. Tada je i kompozicija go f : X — Z neprekidno
preslikavange.
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Uz pojam neprekidnog preslikavanja, za topoloske prostore jako su bitni i pojmovi otvo-
renog i zatvorenog preslikavanja, kao i pojmovi homeomorfizma i potapanja. Neka su
(X,0x) i (Y, Oy) topoloski prostori, preslikavanje f : X — Y je otvoreno ako i samo ako
je za svaki otvoreni skup O C X skup f[O] C Y otvoren. Preslikavanje f je zatvoreno
ako i samo ako je za svaki zatvoren skup F' C X, skup f[F] C Y zatvoren. Preslikavanje
f je homeomorfizam ako i samo ako vaze sledec¢i uslovi:

1. f je bijekcija,
2. f je neprekidno,
3. f~! je neprekidno.

Prostori (X, Ox) i (Y, Oy) homeomorfni, u oznaci X =Y, ako i samo ako postoji home-
omorfizam f: X — Y.

Neka su (X,0x) i (Y, Oy) topoloski prostori i neka je preslikavanje f : X — Y
neprekidna bijekcija. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

e f je homeomorfizam.
e f je otvoreno.
e f je zatvoreno.

Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topologki prostori. Preslikavanje f : X — Y je potapanje ako
i samo ako je sirjektivna restrikcija f|x homeomorfizam. Ako je g : X — Y proizvoljno
preslikavanje tada vazi:

1. Ako je g neprekidna otvorena injekcija, onda je g potapanje.
2. Ako je g neprekinda zatvorena injekcija, onda je g potapanje.

U velikoj veé¢ini matematickih teorija u toku izu¢avanja odredenih struktura veoma je
bitno izucavati i njene podstrukture. One nam mogu dati neke specificne osobine same
strukture, a samim time dobijamo i nove modele same teorije. Kako se u teoriji grupa
izucavaju podgrupe, ili potprostori vektorskog prostora, tako i topologija izucava pot-
prostore topoloskog prostora. Do topologije na nepraznom podskupu A C X topologkog
prostora (X, O) dolazi se na prirodan nacin: kolekcija O4 = {ONA| O € O} je topologija
na skupu A. Za topologiju O 4 na skupu A kazemo da je indukovana topologijom O, i
u tom sluc¢aju topoloski prostor (A, O4) je potprostor prostora (X,0). Ako je A € O
(respektivno: A € F) za ovaj potprostor kazemo da je otvoren (respektivno: zatvoren)
potprostor. Takode vazi i sledece tvrdenje.

Teorema 1.10. Neka je (X, Q) topoloski prostor i A C X neprazan skup. Ako sa Fa
oznacéimo familiju svih zatvorenih skupova prostora (A, O,), onda vaZi:

a) Fa={FNA FeF),
b) O4 C O ako i samo ako je A € O,

c) Fa C F ako i samo ako je A € F.
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Kao i kod ostalih struktura, i u topologiji su zanimljiva pitanja prenosenja osobina sa
strukture na podstrukture. Za topolosku osobinu P kazemo da je nasledna ako i samo
ako za svaki topoloski prostor (X, Q) vazi: Ako prostor (X,O) ima osobinu P, onda i
svaki njegov potprostor ima tu osobinu. Bitno je ista¢i da u topologiji imamo i osobine
koje iskljuc¢ivo nasleduju otvoreni, i osobine koje iskljucivo nasleduju zatvoreni potpro-
stori. Neki od primera su aksiome seperacije Ty, 17, T» i T3 koje ¢emo definisati nakon
potprostora, koje nasleduju svi potprostori, dok separabilnost nasleduju samo otvoreni
prostori.

Osobina da svake dve tacke realne prave imaju disjunktne otvorene okoline je kljuéna
za dokazivanje jedinstvenosti granice realnog niza i jedinstvenosti grani¢ne vrednosti funk-
cije (ako ove granice postoje) u matematickoj analizi. Ovu osobinu imaju i svi metricki
prostori, dok to ne mora vaziti i za sve topoloske prostore, i moguénosti za razdvajanje
tacaka otvorenim skupovima su razli¢ite. Zato izdvajamo neke od osobina separacije
(razdvajanja) tacaka u topoloskim prostorima. Neke od njih su tokom istorije bile vezane
i za samu definiciju topologije i topoloskog prostora.

Definicija 1.10. Za topoloski prostor (X, Q) kaZemo da je:

o Ty-prostor ako 1 samo ako za svake dve razlicite tacke x,y € X postoji otvoreni skup
O kojgi sadrzi tacno jednu od njih.

e T'i-prostor ako 1 samo ako za svaki par razlicitih tacaka x,y € X postoji otvoren
skup O takav da je v € O F y.

e Ty-prostor ili Hauzdorfov prostor ako i samo ako za svake dve razlicite tacke x,y €
X postoje disjunktni otvoreni skupovi Oy 1 Oy da je x € O iy € Os.

o Regularan ako i samo ako za svaki zatvoren skup F i svaku tacku x koja mu ne
pripada postoje disjunktni otvoreni skupovi O1, Oy takvi da je x € O1 1 F' C Os.

e Normalan ako i samo ako za svaka dva disjunktna zatvorena skupa Fy i Fy postoje
disjunktni otvoreni skupovi Oq i Oy takvi da je Fy C O1 1 Fy C Os.

e Ts-prostor ako i samo ako je reqularan T -prostor.
e Ty-prostor ako i samo ako je normalan T} -prostor.

o T, -prostor ako i samo ako je T)-prostor sa osobinom da za svaki zatvoren skup F
2

i za svaku tacku x ¢ F postoji neprekidno preslikavanje f : X — [0,1] takvo da
je f(x) = 04 f[F] C {1}. Ty, -prostor nazivamo jos i Tihonovski ili kompletno
reqularan prostor.

e Ti-prostor ako i samo ako je Ty-prostor i svaki mjegov potprostor je Ty-prostor.
Ts-prostori se nazivaju jos i nasledno normalna.

e Tgs-prostor ako i samo ako je svaki njegov zatvoren skup Ggs skup (prebrojiv presek
otvorenih skupova). Tg-prostor se jos§ naziva i savrSeno normalan prostor.
Istaknimo i ekvivalentan uslov da prostor bude 71, a to je da su svi singltoni (jedno-

elementni skupovi) zatvoreni.

Teorema 1.11. Za svakt T-prostor X sledect uslovi su ekvivalentni:
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1. Prostor X je nasledno normalan.

2. Svaki otvoren potprostor prostora X je mormalan.

Topoloski prostor (X, 0) je Tg-prostor ako i samo ako je Ty-prostor i svaki njegov
otvoren skup je F, skup (prebrojiva unija zatvorenih). Dalje, za aksiome separacije vazi
sledeci niz implikacija:

T6:>T5:>T4:>T3%:>T3:>T2:>T1:>TQ

Jo$ jedna od topoloskih osobina koje primenu nalaze u analizi jeste i kompaktnost
prostora. Primer primene bi bio kompaktan skup i ¢injenica da je neprekidna realna
funkcija ogranicena i uniformno neprekinda nad kompaktnim skupom, i da na kompakt-
nom skupu dostize minimum i maksimum. Ovu osobinu prostije moZzemo opisati kao
moguc¢nost zamene beskona¢nog kona¢nim. Neka je (X, O) topoloski prostor i neka je
A C X. Familija {O;] i € I'} podskupova skupa X je pokriva¢ skupa A ako i samo ako
je A C U,y Oi. Ako su skupovi O;, i € I otvoreni kaZemo da je pokriva¢ otvoren. Za
potkolekciju pokrivaca koja je i sama pokrivac kazemo da je potpokriva¢ datog pokrivaca.

Topoloski prostor (X, O) je kompaktan ako i samo ako svaki otvoren pokriva¢ skupa
X sadrzi konacan potpokrivac. Za podskup A C X kaZzemo da je kompaktan skup ako i
samo ako je topoloski prostor (A, O4) kompaktan prostor.

Teorema 1.12 (Hajne-Borel). Podskup A prostora (R, Oyp) je kompaktan ako i samo
ako je zatvoren i ogranicen.

Topoloski prostor (X, O) je Lindelefov ako i samo ako svaki otvoren pokriva¢ skupa X
sadrzi prebrojiv potpokrivac¢. Isticemo da je topoloski prostor kompaktan (respektivno:
Lindelefov) ako i samo ako svaki bazni pokriva¢ skupa X sadrzi konacan (respektivno:
prebrojiv) potpokriva¢. Isto vazi i za proizvoljne podskupove skupa X.

Neka je (X, Q) topologki prostor. DefiniSemo kardinalne funkcije na X:

e Tezina prostora X: w(X) = min{|B|| B je baza topologije prostora X }.
e Karakter tatke z u prostoru X: x(z, X) = min{|B(,)| | B(x) je baza okolina tacke z}.
e Karakter prostora X: x(X) = sup{x(z, X)| z € X}.

e Pseudokarakter tacke x u T) prostoru X, u oznaci ¢(x, X ), je najmanji kardinalni
broj |U], gde je U familija otvorenih podskupova od X takva da je (U = {z}.

e Pseudo karakter 7 prostora X: ¢(X) = sup{¢(z, X)| z € X}.

e Tesnoca (tightness) tacke x u prostoru X, u oznaci 7(z, X), je namanji kardinalni
broj k > Ny sa osobinom da ako x € C, onda postoji Cy C C takav da je |Cy| < K
iz e C.

e Tesnoca (tightness) prostora X: 7(X) = sup{7(z, X)| 2 € X}.

e Ekstent prostora X, u oznaci e(X), je najmanji kardinalni broj x > Ry takav da
je svaki zatvoren podskup skupa X koji je sac¢injen iskljuc¢ivo od izolovanih tacaka
skupa X kardinalnosti < k.
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e Celularnost prostora X, u oznaci ¢(X), je najmanji kardinalni broj x > R, takav
da svaka familija po parovima disjunktnih otvorenih podskupova prostora X ima
kardinalnost < k.

e Gustina prostora X, u oznaci d(X), je namanji kardinalni broj oblika |A|, gde je A
gust podskup skupa X.

e Lindelefov broj prostora X, u oznaci {(X), je najmanji kardinal s takav da svaki
otvoren pokriva¢ prostora X sadrzi otvoren potpokriva¢ kardinalnosti < k.

Dalje, za kardinalne funkciju f, definiSemo hf kardinalnu funkciju ¢ija je vrednost
za prostor X jednaka sup f(M), gde se supremum posmatra na skupu svih potprostora
M prostora X. Kardinalna funkcija hf se naziva nasledno f, gde kao primere imamo
naslednu gustinu, nasledni Lindelefov broj, nasledna celularnost... Dodajmo jos i pojam
mreZe prostora X (na engleskom network): familija N je podskupova prostora X je
mreza prostora X ako za svaku tacka x € X i svaku okolinu U od z postoji N € N
takav da je z € U C N. Mreznu tezinu prostora X, u oznaci nw(X), definiSemo kao
najmanju kardinalnost oblika |[A|, gde je N mreza prostora X. Na slici 1.1 moZzemo videti
odnose izmedu kardinalnist funkcija na proizvoljnom prostoru (gde sa k obelezavamo
kardninalnost prostora).

Slika 1.1-neki odnosi kardinalnih funkcija

Bitan pojam koji prati kompaktnost prostora jeste i kompaktifikacija. Uredeni par
(Y, f) gde je Y kompaktan prostor, a f : X — Y potapanje prostora X u prostor Y takvo
da je f[X] =Y naziva se kompaktifikacija prostora X. Bitna osobina linearno uredenih
topoloskih prostora jeste da su oni uvek 7T-prostori, a samim tim su i kompletno regularni
prostori, pa su za nas bitna i tvrdenja:

Teorema 1.13. Topoloski prostor X ima kompaktifikaciju ako i samo ako je X kompletno
reqularan prostor.

Teorema 1.14. Svaki T3%-pmst0r X ima kompaktifikaciju (Y, f) takvu da je w(Y) =
w(X).
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Topoloska osobina koju zadovoljavaju svi prostori koji se proucavaju u matematickoj
analizi jeste povezanost. Topologki prostor (X, Q) je povezan, ili koneksan, ako i samo
ako skup X ne moze da se predstavi kao unija dva neprazna disjunktna otvorena skupa.
Inace kazemo da je prostor nepovezan. Skup A C X je povezan ako i samo ako je (A, O4)
povezan prostor. Topologki prostor (X, Q) je

e kontinuum ako i samo ako je kompaktan Hauzdorfov povezan prostor.

e nasledno nepovezan ako i samo ako ne sadrzi povezane skupove kardinalnosti vece
od 1.

e nula-dimenzionalan ako i samo ako je Tj-prostor i ima bazu B koja se sastoji od
skupova koji su i zatvoreni i otvoreni, tj. B C O N F.

e jako nula-dimenzionalan ako i samo ako je Tgé—prostor i za svaki otvoren pokrivac
skupova {U;| i < k} sa osobinom da postoji neprekidno preslikavanje f; : X — [0, 1]
i U; = f71[(0,1)] postoji kona¢no profinjenje {V;| : < m} daje ViNV; =0 za i # j.

Uz naveden uslov postoji jos jedan ekvivalentan uslov za jaku nula-dimenzionalnost:
za svaki par skupova A, B C X, sa osobinom da postoji neprekidno preslikavanje f :
X — [0,1] takvo da je f[A] C {0}, a f[B] € {1}, postoji skup koji je i zatvoren i
otvoren U C X takav da je A C U C X \ B. Svaki jako nula-dimenzionalni prostor je
nula-dimenzionalni prostor, dok je svaki nula-dimenzionalni prostor nasledno nepovezan.
Svaki nula-dimenzionalni prostor je Tgé—prostor.
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Glava 2

Baza linearno uredene toplogije i
normalnost prostora

Na skupu sa linearnim uredenjem moze se definisati topologija indukovana tim urede-
njem koja je normalna, tj. topoloski prostor (skup sa topologijom indukovanom linearnom
relacijom) koji je normalan Hauzdorfov prostor, $to ¢emo pokazati u ovom poglavlju. Re-
zultat ovog poglavlja, zajedno sa nekim osobinama potprostora, dovesée nas do nasledne
normalnosti linearno uredene topologije.

Do same linearno uredene topologije dolazimo preko baze koju sac¢injavaju otvoreni
intervali generisani pomocu linearnog uredenja.

Definicija 2.1. Neka je skup X linearno ureden relacijom <, i neka sadrzi barem dva
elementa. Tada su, za a,b € X, za koje bez umanjenja opstosti vazi a < b,

(a,b) ={x € X|a<x<b}, (a)={reX|z<a}, (a,—)={re X|a<zx};
otvorent intervali na skupu X.

Pored otvorenih intervala, na linearno uredenom skupu X sa bar dva elementa, za
a,be X, gde je a < b, mozemo posmatrati jos i:

o [a,b)={zeX|a<az<bl,
o (a,b={zeX|a<az<bl,
o [0,0] = {z € X| a <z < b},
o («,a={reX|z<al),
o [a,—)={reX|a<ua}

Propozicija 2.1. Familija B svih intervala u linearno uredenom (relacijom <) skupu X
zadovoljava uslove (B1) i (B2), tj. baza je neke topologije.

Dokaz. Uslov (B2) je krajnje ocigledan za linearno ureden prostor. Naime, ako uzmete
proizvoljno € X, on je sadrzan u (+—,y) za x < y, kao i u (y,—) za y < x. Potrebno je
napomenuti da, ako je x bas najmanji element u X, onda koristimo proizvnoljno y € X
i (+,y), a ako je x najve¢i u X onda koristimo (y, —).
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Uslov (B1) pak zahteva pravilno baratanje intervalima. Neka je z € X i Ay, Ay € B, gde
Ay # Ay, zakoje vazi x € AiNAs. Do Zeljenog baznog A € Bzakojivazix € A C A1NAy,
u zavisnosti od oblika skupova A; i A,, dolazimo na sledeci nacin.

Ako su A i Ay redom (+—,a) i (+,b), za A biramo (+, a), ako je a < b, ili («,b), ako je
b < a. Analogno u slucaju A; = (a,—) i Ay = (b, —).

Sada, neka su A; = (+—,a) i Ay = (b,¢), za a,b,c € X i b < ¢. Tada u zavisnosti
od odnosa a sa b i ¢ imamo slucajeve:

Ako je b < a < ¢, tada A= (b,a), ili ako je b < ¢ < a, tada je A = (b, ¢c).

Potrebno je prokomentarisati da nas sluc¢aj a < b < ¢ ne interesuje, posto trazimo takve
Ay 1 Aj ¢iji je presek neprazan. Jasno, analogija vazi ako bi A; bio interval (a, —).

Na kraju imamo i mogucnost da je A; = (a,b) 1 Ay = (¢,d), zaa,b,c,d € Xia <b, ¢ <d.
U ovom slucaju, posto vazi a < x < bic <z <d, jerjex € Ay ix € Ay, za A uzimamo
interval (max{a, c}, min{b,d}) C (a,b) N (c.d). O

Definicija 2.2. Linearno uredena topologija, indukovana linearnim uredenjem na nekom
skupu, je topologija generisana bazom B, definisanoj u definiciji [2.1 Linearno ureden
topoloski prostor (LOTS, od engleski Linearly ordered topological space) je prostor ¢ija se
topologija moZe generisati linearnim uredenjem.

Za bazu linearno uredene topologije B, podbazu ¢ine svi intervali oblika (+—, z) i (x,—)
(lako se dokazuje da skup svih takvih zadovoljava osobine (PB1) i (PB2)). Kako bismo
pokazali da je svaka linearno uredena topologija normalna, prvo moramo dokazati jedno
pomoc¢no tvrdenje gde ¢emo koristiti pojam diskretnog skupa.

Definicija 2.3. Podskup A topoloskog prostora X je diskretan ako za svaku tacku skupa
A postoji njena okolina koja ne sadrzi niti jednu drugu tacku skupa A.

Teorema 2.1. Neka je Z diskretan podskup linearno uredenog skupa X sa linearno ure-
denom topologijom. Tada postoji familija po parovima disjunktnih otvorenih okolina O,
elemenata z € Z.

Dokaz. Na pocetku izaberimo za svako z € Z takav otvoreni interval I, = (u(z),v(2)),
gde su u(z),v(z) € X, za koji vazi I, N Z = z. Pretpostavimo da za elemente 21,2, € Z
vazi 21 < 291 I, N 1, # (. Neka je zy € Z, takvo je 21 < zp < 2. Tada vazi v(z1) < 2
(kako 2z ne bi pripadalo intervalu I,,), ali zbog I, N I,, # () mora vaziti da z € I,,, posto
je u(z9) < wv(z1) (jer je presek izmedu intervala neprazan, gde je odnos tacaka kao na slici
1.1). Posto to nije moguce, zbog odabira intervala i diskretnosti skupa Z, u intervalu
(21, 22) nemamo niti jednog elementa iz skupa Z.

L AY
AY 7

ou(z) v(n) 2 22

Slika 2.1
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Zato ¢emo u slucaju elemenata z; i 29 element z; posmatrati kao levog suseda elementa
29, a element 29 kao desnog suseda elementa z;. Dalje, svaki element skupa Z ima najvise
jednog levog, odnosno desnog suseda. Sada, za svaki par 21, 25 iz skupa Z proizvoljno
biramo w(z1, z2) € X koji lezi u I, N 1,,, pri ¢emu pazimo da je z; < zo. Sada, moZemo
napraviti trazenu familiju okolina O, za z € Z na sledeé¢i nacin.

Ako z nema susede, tada za O, biramo bas I,. Dalje, ako z ima samo levog suseda
2z za O, biramo interval O, = (w(z, 2),v(z)), a ako z ima samo desnog suseda z; tada
za O, uzimamo bas interval O, = (u(z),w(zq, 2)). Na kraju, ako z ima i levog i desnog
suseda, bez umanjenja opStosti neka su to z; levi i z4 desni sused, tada za interval O, bi-
ramo interval O, = (w(z, z), w(zq, 2)). Lako se proverava na osnovu dokaza da su ovakvi
O, za z € Z disjunktni skupovi.

[

Napomenuo bih da je dokaz ove dve teoreme preuzet iz [7] inspirisan idejama iz [3],
i predstavlja uopstenje jaceg tvrdenja koje je dato kao problem u [1]. Sada mozemo
pokazati da je svaka uredena topologija normalan Hauzdorfov prostor

Teorema 2.2 (Birkhoff 1940 [1]). Linearno ureden skup X sa uredenom topologijom je
normalan Hauzdorfov topoloski prostor.

Dokaz. Neka su g, yo € X 1 bez umanjenja opstosti zg < yo. Ako postoji z € (zo,yo)
tada su intervali («—, z2) i (z, —) disjunktne okoline tacaka xy i yo tim redom. Dok, ako
je (zo,vy0) = 0, za disjuntkne okoline tacaka o i yo uzimamo redom intervale (<, o) i
(xg,—). Na kraju, potrebno je ista¢i da su u oba slucaja radimo sa intervalima koji su
otvoreni skupovi, te smo na ovaj nacin pokazali da topologija zadovoljava uslov Hauzdor-
fovog prostora. Naravno, za normalni prostor treba nam prvo da je sam prostor 17, sto
imamo, jer je svaki Ty prostor ujedno i 7T} prostor. Ostaje nam jo$ normalnost.

Neka su sada Z; i Z; neprazni disjunktni zatvoreni skupovi na skupu X sa uredenom
topologijom. Trazimo takve disjunktkne otvorene skupove Vi i V5 za koje vazi Z; C V; i
Z5 C V5. Posmatrajmo prvo:

Wi = U{(z,9)|z,y € Z1, (x,y) N Zy = (0}
Wy =U{(z,9)|z,y € Za, (z,y) N Z1 = 0}

Skupovi Wy i W5 su otvoreni skupovi u uredenoj topologiji kao unija baznih. Dokazac¢emo
da su disjunktni i jo§ da vazi:

WiNZy=0iWynZ, = 0.
Pretpostavimo da z € Wy N Ws. Postoje takvi x1,y1 € Z1 1 29, Yo € Z5 za koje vazi:

z € (z1,11) N (22,92), (x1,91) N Zy =01 (29, y2) N Zy = 0,

na osnovu definicija skupova Wy i Ws.

Odavde, imamo x; < Yo, jer z lezi u oba intervala, i x; ¢ (x9,ys) iz Cega sledi da je
x1 < 9. Sliéno, imamo da je x5 < y1, ponovo zato $to je z u oba intervala, i x5 ¢ (x1,y1),
Sto nam sada daje da je x5 < x1. Odnose tacaka, koji su doveli do jednakosti x1 i x5, mo-
zemo videti na slici 2.2. Naravno, jasno je da iz prethodnog imamo da je x1 = z5. Sada
je x1 = xo € Z1 N Zy §to je kontradikcija sa izborom skupova Z; i Z,, pa je pretpostavka
pogresna, te je Wi N Wy = 0.
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T ) z Ya T2 X z Y1

Slika 2.2

Uzmimo sada z, € Zs, i iskoristimo da je Z; zatvoren skup koji ne se¢e Z,. Tada mozemo
naci takav interval I koji je otvoren i vazi 2o € I'1 INZ; = (). Dokazimo da I ne se¢e Wy,
i time dobijamo da je W; N Z, = (. Pretpostavimo da W, nije prazan skup,u suprotnom
je dokazano, i uzmimo w € Wi, tada postoje elementi u, v € Z; takvi da je w € (u,v), $to
imamo na osnovu definicije W;. Takode, na osnovu definicije Wy imamo i (u,v) N Zy = ().
Zato §to u,v ¢ I (poSto su oni iz Z1, a I smo birali tako da je I N Z; =), imamo da su
elementi u, v ili oba gornje ogranic¢enje, ili oba donje ogranic¢enje intervala 7, u suprotnom
ako bi u bilo donje, a v gornje ogranicenje imali bismo da 2z € (u,v), $to je kontradikcija
sa (u,v) N Zy = (. Zbog toga interval (u,v) ne moZze sadrzati elemente iz intervala I, pa
vazi w ¢ I, pa posto je w bilo proizvoljno vazi da Vw € Wy, w ¢ I, pa je I N W, = 0.
Sli¢no pokazujemo da vazi Wy N Z; = ).

Dokazimo dalje da je skup
7 = (Zl \ Wl) U (ZQ \ WQ) diskretan.

Posto su Z; i Z5 disjunktni, i Z; \W; i Zy\Ws zatvoreni, dovoljno je da za svaki x € Z;\ W
(analogno za Z, \ W5) pronademo okolinu koja ne sadrzi niti jednu drugu tacku iz Z; \ Wy
(odnosno Zy \ Wy ). Izaberimo otvoreni interval J koji sadrzi @ € Z; \ W; 1 ne sece Z,
(Ovo mozemo da uradimo posto su skupovi Z; i Z; su disjunktni i zatvoreni). Dalje,
ako su u intervalu J dva elementa iz Z; \ W onda je svaki element izmedu njih u skupu
Wi. Zbog toga, J ne moZe sadrzati vise od dva elementa iz Z; \ W; (inace posto smo u
linearnom uredenju i svi elementi su uporedivi, imali bismo da je bez umanjenja opstosti
jedan element iz Z; \ Wi izmedu ostala dva pa bi se on nasao i u Wy, sto je kontradikcija
jer je on iz Z; \ Wy). Sada, ako je JN(Z; \ W;) = {x} traZena okolina je upravo J, ili ako
jeu J takvoy day # x iy € Z; \ Wi trazena okolina za x je J N (y, —) kada je y < x,
odnosno J N (+,y) kada je x < y. Zbog toga je Z; \ W diskretan skup. Analogija vazi
za Zy \ Ws, pa imamo da je Z diskretan skup.

Na osnovu teoreme postoji familija po parovima disjunktnih okolina O,, z € Z.
Uzimamo:
U= U 0,iU,= U O,
ZEZl\Wl ZGZQ\WQ
Posto je Z diskretan, onda su skupovi U; i U, disjunktni, i o¢igledno su jo$ i otvoreni,
kao unija otvorenih intervala. Tada su otvoreni i sledeé¢i skupovi:

Vi = (U \ W) U, i Vs = (U \ W) U T,

Zato §to je Zy C (Z, \ W) U W, C U, UW, i zato §to znamo da je Z; N Wy = 0,
vazi Z, C (U U W)\ Wy C Vi. Analogno, vazi da je Z, C Va. Na kraju, posto su W,
i Wy disjunktni imamo da je V; NV, = (). Ovim smo pronasli dva otvorena disjunktna
skupa, tako da jedan sadrzi 7, a drugi Z,. PoSto su Z; i Z5 bili proizvoljni, pokazali smo
normalnost linearno uredene topologije, pa samim tim i da je linearno uredeni topoloski
prostor normalan Hauzdorfov prostor. O
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Dokaz normalnost je preuzet iz [7]. Nakon dokaza normalnosti linearno uredenog
topoloskog prostora, navodimo i dokaz problema koji se pojavljuje u [3] i koji predstavlja
uopstenje teoreme [2.1] Dokaz je preuzet iz [12] i prati ideju koju je autor ostavio u [3].
Koristi¢emo se i diskretnom familijom, pojmom definisanim u uvodu na strani 10.

Teorema 2.3 (Mansfield 1957 [9], dokaz Steen 1970 [14]). Za svaku diskretnu familiju
{Fs| s € S} zatvorenih skupova u linearno uredenom prostoru X postoji disjunktna fami-
lija {Os| s € S} otvorenih skupova takva da je Fy C Oy za svako s € S.

Dokaz. Po¢nimo tako sto ¢emo, za svako s € S, definisati familiju otvorenih skupova:
Ws=U{(a,b)] a,b € Fs A (a,b) N, , Fo = 0}

Pokazacemo da je {W| s € S} diskretna familija. Neka je z € X i neka je (ag,b,)
okolina tacke x koja sece najvise jedan skup iz familije {Fs| s € S}. Pretpostavimo
da y1,92 € (asz,b;), gde suyy € W, iys € W,, a 51 # 52, i neka je y1 < y». Dalje,
uzmimo da vazi Yi S (ai,bi), gde ai,bi € Fs“ za 1 = 1,2, (ai,bi) N Us’;ﬁsi Fs/ = (Z)
Skupovi (a1, b1), (az,by) imaju prazan presek, jer bi se u suprotnom jedan od krajeva
intervala nasao u drugom intervalu, $to je kontradikcija sa definicijom W,. Posto je
(y1,y2) C (az,bz) 141 < by < as < y2 (jer je y1 < yo i presek intervala je prazan), sledi
da je by, as € (agz,b;). Ovime dobijamo da (a,,b,) sefe i Fy, i Fj,, Sto je kontradikcija.

Ar Y1 p; A2 Y2 p,

Slika 2.3-odnos izmedu tacaka a,,b, sa yi,ys, as, by

Pokazimo da je F, N J,_. Wy gzs Wy = 0. Zbog diskretnosti vazi U Wy wrs Wo = Uz Wy, do-

voljno je pokazati da je F, N Wy = () za proizvoljno s’ # s. Pretpostavimo da postoji
r € F,NW,. Kako je {F,| s € S} diskretna, postoji okolina (a,,b,) tatke = koja sece
Fs i (az,b,) N Fy = 0. Sa druge strane, kako x € W postoji tacka z € (ay,b,) N Wy.
Dalje, imamo z € (a,,b,), gde su a,,b, € Fy. Jasno, a,,b, ne pripadaju (a,,b,) posto
su iz Fy, dobijamo da je = € (a.,b,), poSto z mora biti sadrzano u (a.,b,) (slika 2.4 je
prikaz odnosa koji mora vaziti), $to nam daje kontradikciju sa konstrukcijom skupa Wi.

a, Uy 2 b,

Slika 2.4-odnos izmedu tacaka a,,b,,a,,b,

Dalje, pokazimo da je familija singltona iz (J, 4 (Fs \ W) diskretna. Skupovi Fy \ W,
su zatvoreni, a kako imamo da je {Fs \ Ws| s € S} diskretna, sledi da je skup Z =
U,es(Fs \ W) zatvoren. Uzmimo proizvoljno x € X. Ako z ¢ Z, onda je X \ Z okolina
tacke x disjunktna sa svakim singltonom iz Z. Ako x € Z, onda mora postojati sy € S
takvo da z € F, \ Wy,. Iz diskretnosti familije {Fy| s € S} sledi da je U = X \ U,,, F5
otvoren skup. Neka je z € (a,b) C U. Ako unutar (a,b) ne postoji drugi element iz
F,, \ Wy, izuzev tacke z, onda je (a,b) bas ta okolina tacke = koja sefe samo singlton
{z}. U suprotnom, neka je y proizvoljan element iz (a,b) N (Fy, \ Ws,) koji je razli¢it od
x, i neka je x < y. Tada (z,y) C Wy, i ne postoji z € Fy, N (a,b) manje od x, posto bi
tada x € W,. Trazena okolina tacke z je (a,y), i obelezimo je sa U,.

Sada koristimo teoremu , na osnovu koje postoji disjunktna familija otvorenih {V, | z €
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Z} da za svako x € Z vazi x € V, C Uz, pa je zbog toga V, N Fy = (Z),~dok x ¢ Fy.
Kona¢no, definisemo za svako € Z skup V, = Vm\US,# Wy, gde z € Fy. V, je o¢igledno
otvoren skup, a kako je Fy;N US,# We = 0, to je i okolina tacke x. Takode vaZi i ‘7},; c V.

Na kraju, za svako s € S definisemo O, = W U (UxGFS\WS ‘793) Odigledno je F, C O,.
Pokazimo jo$ da je familija {Oy| s € S} disjunktna. Neka su s, s’ € S razli¢iti. Tada je:

O;N 0y = (Ws U (U:cer\Ws VZ) ) A (WS’ U (UxeFS,\WS, VI) ) -
- (WS N W5/> U (WS n (UmFS,\WS, \Z) ) U ( <Ua:€Fs\Ws Vx> N WS/>U

U( <UxEFs\Ws Vﬂﬁ) A <UxeFS/\WS/ Vx) ) =0
Dakle, {O;| s € S} je trazena familija. O

Na kraju ovog poglavlja pozabavicemo se sekvencijalnim linearno uredenim topolo-
skim prostorima, i njihovog odnosa sa prvom aksiomom prebrojivosti. Pokaza¢emo da
svaka tacka u sekvencijalnom linearnom uredenom topoloskom prostoru ima prebrojivu
bazu okolina, iskljucivo se koriste¢i bazom linearno uredene topologije i osobinama se-
kvencijalnih prostora. Treba napomenuti da, Sto vazi za sve topoloske prostore, ako
zadovoljavaju prvu aksiomu prebrojivosti onda su ujedno i sekvencijalni, ili, prostije re-
¢eno, za sve topoloske prostore vazi obrt sledeceg tvrdenja.

Teorema 2.4 (Meyer 1969 [I1]). Svaki sekvencijalni linearno linearno uredeni topoloski
prostor zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti.

Dokaz. Da proizvoljan sekvencijalni linearno uredeni topoloski prostor zadovoljava prvu
aksiomu prebrojivosti pokaza¢emo na standardan nacin: pronaci ¢emo kandidata za bazu
okolina koji je o¢igledno prebrojiv i pokazati da on zadovoljava osobine (BO1) i (BO2)
iz definicije [1.9] Neka je skup X skup sa linearnim uredenjem <, koji zajedno sa linearno
uredenom topologijom generisanom relacijom < ¢ini sekvencijalan linearno ureden topo-
loski prostor. Prvo, ako sa bilo koje strane elementa x imamo skok, tj. ako postoji y € X
tako da je y < z i nema drugih elemenata skupa X koji su izmedu y i  u smislu uredenja
za niz levo od z uzimamo stacionaran niz {a, }nen, @, = y, za sve n € N. Analogno
postupamo ako 4z € X takav da x < z i ako nema drugih elemenata iz skupa X koji su
izmedu x 1 2.

Ako sa jedne od strana x nemamo prethodno opisanu situaciju, za proizvoljno x € X
posmatracemo skupove (-, x) i (x,—), i nizove u ovim skupovima koji konvergiraju bas
ka . Jasno, ovakvi nizovi postoje u sekvencijalnom prostoru, oznac¢imo ih sa: {a, }nen
gde je a, < z,, za svako n € N, niz koji konvergira ka x iz skupa (+,x), i isto tako
{bn}nen gde su x < b, za sve n € N niz koji konvergira ka z iz (x, —).

Sada, kada za sve moguce slu¢ajeve imamo nizove {a,} i {b,} kandidata za bazu okolina
tacke x formiramo na sledeci nacin: B,y = {(an,bn)|n € N}, gde koristimo pogodne de-
finisane nizove iz prethodnog dela dokaza. O¢igledno je da se radi o prebrojivom skupu,
pa nam je preostalo da utvrdimo da li se radi o bazi okolina tacke x.
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(BO1) Prvu osobinu, navedena familija intervala zadovoljava veoma o¢igledno, jer imamo
za sve n € N, bilo da je re¢ o postajanju y ili z elemenata ili ne, da je x € (ay,, by,)
i pritom svaki interval je oc¢igledno bazni, pa je time i otvoren u linearno uredenoj
topologiji, iz cega se zakljucuje da je B(,) C Uy, posto je svaki otvoren skup okolina
svake svoje tacke.

(BO2) Neka je U € Uy, i posmatrajmo prvo slucaj kada x nema susede y i z. Tada,
znamo da postoji otvoren skup O iz linearno uredene topologije takav da je x €
O C U, pa postoji bazni (a,b) € B takav da je x € (a,b) C O C U. Jasno, vazi
a < x < b, a zbog konvergencije nizova imamo:

(3no, € N) takav da je a < ay, ,
(3no, € N) takav da je by, <b.

birajuéi za Ny = maz{ng,,no,}, tada sigurno imamo da je (an,,bn,) € B, ali
i (any,bn,) C (a,b) C U, ¢ime vidimo da vazi i osobina (BO2) u ovom slucaju.
Ako pak, postoji y ili z diskusija se skracuje poSto nam je u slucaju postojanja
oba interval (y, z) baza okolina sadrzana u svakom otvorenom skupu koji sadrzi z,
a u slucaju postojanja jednog dovoljna diskusija niza sa druge strane elementa x.
Ako bi, npr. postojalo y sa prethodno navedenim osobinama, interval koji bi bio
sadrzan u (a,b) jeste (y,bn,,)

Posto je za proizvoljno z definisana familija B, baza okolina tacke x, koja je pritom
prebrojiva, imamo zadovoljen uslov prve aksiome prebrojivosti. O
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Glava 3

Potprostori

U glavi 3| pozabavi¢emo se osobinama potprostora linearno uredenih prostora. Vi-
deé¢emo kako se topologija prenosi na potprostore i iskoristiti lepe osobine konveksnih
podskupova linearno uredenih skupova. Osobina razbijanja, ili svojevrsne faktorizacije
svakog otvorenog skupa na konveksne komponente bi¢e klju¢na za dokaz nasledne nor-
malnosti svakog linearno uredenog topoloskog prostora.

Poce¢emo sa indukovanom topologijom na podskupu linearno uredenog topoloskog pro-
stora i njenim odnosom sa topologijom koju indukuje restrikcija linearnog uredenja na
podskup. Koristicemo oznaku O; za topologiju koju linearno uredenje indukuje na pod-
skupu, a O); za indukovanu topologiju na podskupu M topoloskog prostora.

Teorema 3.1. Neka je X prostor sa topologijom indukovanom linearnim uredenjem <.
Tada, za svaki neprazan podskup M skupa X wvazi: indukovana topologija prostora X na
M je finiga od topologije indukovane restrikcijom linearnog uredenja <, Oy, na M.

Dokaz. Pretpostavimo da M sadrzi barem dva elementa (u suprotnom je trivijalno). Do-
voljno je pokazati da svi elementi baze topologije O; pripadaju bazi indukovane topologije
Oyr. Elementi baze Oy, za a,b € M su intervali oblika:

(a,b)pr = (a,0) N M, (a, =)y = (a, =) N M i («,a)y = (<, a) N M

gde jasno vidimo da su oni takode sadrzani i u bazi Oy, pa kako su proizvoljni bazni
iz O, u sva tri oblika, sadrzani u bazi topologije Oy, imamo O; C O, §to je i trebalo
dokazati. O]

Topologije O; i Oy se ne moraju poklapati, sto se moze videti u narednom primeru.

Primer. Posmatrajmo Y = {—1} U {Z|n € N} kao podskup skupa R, sa standardnim
uredenjem <. Singlton {—1} je u indukovanoj topologiji Oy otvoren, po§to mozemo uzeti
interval (+—,0), gde je, o¢igledno. Y N (+-,0) = {—1}. Sa druge strane, u topologiji O,
na Y svaki otvoreni skup koji sadrzi —1 mora sadrzati sve do kona¢no mnogo elemenata
skupa Y, posto su jedini skupovi koji sadrze —1 oblika (+, %), za neko n € N, a kako
postoji prebrojivo mnogo prirodnih brojeva veé¢ih od n, imamo isto toliko elemenata koji
sumanji od + u'Y. O

Sto se tice obrata, postoje familije podskupova za koje vazi da se indukovana topologija
poklapa sa topologijom restrikcije linearnog uredenja. Prva od dve sa kojima ¢emo se mi
baviti jesu uredajno gusti podskupovi.
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Definicija 3.1. Podskup M linearno uredenog skupa X, gde je < linearno uredenje, je
uredajno gust akoVa,be X (a<b = Jx e M a<z <b) .

Teorema 3.2. Neka je < linearno uredenje na skupu X. Tada, za svaki uredajno gust
podskup M skupa X vazZi da je Oy = O.

Dokaz. Posmatrajmo, za proizvoljno a € X, skup (a,—) N M. On je ocigledno u Oy,.
Pretpostavimo da je (a,—) N M = [¢,—)y za neko ¢ € M. Posto je (a,—) bazni za
topologiju indukovanu linearnim uredenjem < na X, tada je posmatrani presek sa M
bazni za Oy po teoremi [3.1] i ¢injenice koja je pokazana za bazne. Zbog uredajne gu-
stine podskupa M postoji z € M za koje vazi a < = < ¢, $to daje kontradikciju sa
(a,—=)NM = [c,=)u, jer x € (a,—) N M, ax ¢ [c,—). Za uredajno guste podskupove
svaki bazni indukovane topologije oblika (r,—) N M,r € X, ¢e biti sadrzan i u bazi topo-
logije indukovane restrikcijom uredenja < na podskupu M, jer niti jedan bazni interval
ne moze biti zatvoren u M. Analogija vazi i za sve bazne u indukovanoj topologiji oblika
(<=, 7)NM,r € X. Time imamo pokazano za podbazne, $to nam je dovoljno za zaklju¢ak
da je Oy = O, za uredajno gust podskup M. n

Primer. Situacija moze biti razli¢ita ako posmatramo topoloski guste podskupove, tj
jednakost topologija na podprostoru ne mora da vazi. Kontraprimer za tako nesto jeste
skup Yy = {—1} U {0} U {2|n € N} i njegov podskup ¥ = {—1} U {Z|n € N} o kojem
je ve¢ bilo redi. Jasno, vazi Y = Y. Zbog dodavanja 0, kada posmatramo standardno
uredenje izmedu brojeva u skupu Y, imamo ponovo da je {—1} otvoren kao (+,0), dok
on nije otvoren u O; na Y. [

Jos jedna familija podskupova ima istu osobinu, poklapanja indukovane topolije na
podskupu sa topologijom indukovanom restrikcijom linearnog uredenja na podskupu, a to
su konveksni podskupovi. Ova familija bi¢e kljuéna u dokazivanju nasledne normalnosti
linearno uredenih topoloskih prostora, pre svega zbog osobine razlaganja podskupova na
konveksne komponente.

Definicija 3.2. Podskup C linearno uredenog skupa X je konveksan ako (z,y) C C, za
sve x,y € C.

Lema 3.1. Za proizvoljnu, nepraznu familiju konveksnih skupova C vazi da: ako je (\C #
0 tada je |JC konveksan skup.

Dokaz. Uzmimo z,y € |JC proizvoljne, gde je x € C1 iy € Cy za C1,Cy € C. Neka
je, bez umanjenja opstosti, x < y i ¢ € (|C. Tada, ako je z ili y jednako sa ¢ onda
imamo oc¢iglednu situaciju: npr neka je x = ¢, onda je (z,y) = (c¢,y) C Cs, posto je Co
konveksan. Analogno za y = c¢. U suprotnom, za x,y i ¢ moze vaziti da je:

c<r<yiliz<c<yilizr<y<ec

Prvi i treci slucaj su analogni, pa stoga pokazimo samo za slucaj ¢ < r < y. Tada oci-
gledno imamo (¢, y) C Cy, jer je Cy konveksan i ¢ € ()€ kao i u prethodnom delu. Sada
imamo (z,y) C (c,y) C Cy pajei(z,y) C Co, pajei (z,y) C JC.

Na kraju, ostaje jos mogucnost = < ¢ < y. Tada posmatramo (x,y) kao (z, c)U{c}U(c,y),
gde imamo

o (z,c) C Cy CUC, jer c € C) posto je ¢ u preseku familije,
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e ¢ € |JC posto je u preseku familije,
e (c,y) C Cy C|C, jer ¢ € Cy posto je ¢ u preseku familije.

Posto su sve tri celine u | JC, jasno je da je i (z,y) C |JC. Time smo pokazali da bez
obzira na odnos tacaka x,y, ¢ uvek vazi (z,y) C JC, a samim tim i konveksnost. O]

Naredna osobina vazi za sve podskupove linearno uredenog skupa, bilo da su oni zatvo-
reni ili otvoreni u nekoj topologiji, koju nakon definisanja konveksnih skupova, mozemo

dokazati uz pomo¢ leme Ideje dokaza teorema i nalaze se u [7].

Teorema 3.3. Svaki podskup M linearno uredenog skupa X je unija po parovima dis-
Junktnih maksimalnih konveksnih podskupova skupa M. Te podskupove skupa M nazivamo
njegovim konveksnim komponentama.

Dokaz. Uvodimo binarnu relaciju na skupu M u oznaci ~ takvu da za u,v € M vaziu ~ v
kada M sadrzi interval (u,v) kada je u < v, odnosno interval (v, u) kada je v < u. Ovo je
relacija ekvivalencije, gde refleksivnost vazi posto za svako u € M imamo (u,u) =) C M.
Za simetri¢nost posmatramo neke u,v € M, i bez umanjenja opstosti u < v, za koje vazi
u ~ v, pa imamo da (u,v) C M, ali tada istovremeno je i v ~ u. Kod tranzitivnosti, ako
vazi u ~ v iv ~ w, gde su u,v,w tri razli¢ita elementa iz M. Uzmimo bez umanjenja
opstosti da je v < v < w, tada imamo (u,v) C M, kao i (v,w) € M, pa imamo i
(u,w) = (u,v) U{v} U (v,w) C M. Zbog toga ~ deli skup M na klase ekvivalencije,
koje ¢ine jednu particiju. Upravo ove particije ¢ini¢e maksimalne konveksne komponente
skupa M, $to ¢emo pokazati. Neka je za x € M njegova klasa [z]. Sama klasa je zapravo,
po definiciji relacije ~ , unija konveksnih skupova, koja nije prazna jer je u njoj barem
x (iz refelksivnosti), te iz leme imamo da je svaka klasa, pa tako i [z], konveksan
skup. Dalje, neka je Z C X konveksan, i neka sadrzi [z]. Tada, za svaki z € Z imamo da
(z,2) C Z, paje z € [z] tj. z ~ z zbog konveksnosti Z. Odavde je jasno da sada imamo
Z = [z], ¢ime je dobijena maksimalnost, pa je [x] maksimalan konveksan podskup skupa
M. Posto radimo sa relacijom ekvivalencije, klase ekvivalencije ¢ine particiju, tj. njihova
unija je ceo M i one su disjunktne. O

Teorema 3.4. Za otvoren podskup M linearno uredenog prostora X wvazi da su njegove
konveksne komponente otvorene.

Dokaz. Uzmimo proizvoljan x € M, gde je M otvoren podskup u X, i posmatrajmo
proizvoljan y € [z]. Posto je y € M (jer se nalazi u jednoj klasi ekvivalencije) znamo
da mora postojati bazni B C M takav da je y € B. Bazni skup moze imati tri oblika, i
neka je prvo bez umanjenja opstosti B = (a,b), gde a,b € X. Jasno, zbog ¢injenice da
y € (a,b) imamo da je (a,y) C M i (y,b) C M pa vazi a,b € [y] = [z]. Tada, imamo
da za B = (a,b) C [z], konveksna komponenta [z] je okolina svoje proizvoljne tacke y.
Time imamo da je [z otvoren skup, kao okolina svake svoje tacke. Preostala dva slucaja
za oblik baznog koji sadrzi y dokazuju se analogno.

]

Kako bismo pokazali naslednu normalnost svakog linearno uredenog prostora, preo-
stalo nam je jo§ da pokazemo poklapanje topologija na familiji konveksnih podskupova.
Time ¢emo kompletirati pricu u ovoj glavi. Dokaz preuzet je iz [12].
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Teorema 3.5. Neka je M konveksan podskup linearno uredenog prostora X. Tada vazi

Oum = 0.

Dokaz. Ako M ima manje od dva elementa tvrdenje vazi trivijalno. Pretpostavimo da
je |M| > 2 i uzmimo proizvoljno a € X i posmatrajmo (a —) (analogija vazi za (+,a)).
Imamo tri moguénosti za element a:

1. (VYme M) a <m: tada je (a,—) N M = M;
2. (Vm e M) m < a: tada je (a,—) N M = 0;

3. (Imy,mg € M) my < a < msy: tada zbog konveksnosti imamo (my, my) C M, pa je
ac M.

Za prva dva slu¢aja situacija je ocigledna, posto su () i M otvoreni u svakoj topologiji
na M, pa nemamo problema. U tre¢em slu¢aju imamo, posto a € M, da je (a,—
)N M = (a,—)n, Sto znaci da se bazni iz indukovane poklapa sa baznim u O;. Kao sto
je napomenuto, analogija vazi za skupove oblika (+,a) i intervali oblika (a,—) N M i
(«—,a) N M su sadrzani u bazi Oy, pa imamo dovoljno materijala da pokazemo da je baza
O\ sadrzana u bazi O;. Zapravo, preostalo nam je da pokazemo jos da za x,y € X i bez
umanjenja opstosti z < y, skup (z,y)NM € O,. Ovo je o¢igledno kada (z,y) posmatramo
kao (z,—) N (+,y), jer sada imamo: (z,y) N M = ((+-,y) N M) N ((z,—) N M), gde
znamo da su (<—,y) N M i (z,—) N M elementi baze O,. Pokazali smo da su sve vrste
baznih u Oy sadrzani u bazi O, te je Oy C Oy, 1 uz teoremu [3.1], imamo Oy = O;. [

Teorema 3.6 (Bourbaki 1948 [2]). Svaki linearno ureden prostor je Ts-prostor.

Dokaz. Koristicemo se teoremom [1.11} i ekvivalentnim uslovom: prostor je Ts-prostor
ako i samo ako je svaki otvoren podskup Ty-prostor.

Neka je X prostor sa linearnim uredenjem <, i neka je M otvoren podskup skupa X.
Uzmimo, dalje, da je skup S skup koji sadrzi po jednog predstavnika svake klase relacije
ekvivalencije ~ koju smo definisali u teoremi [3.3], i neka je {[z]| z € S} familija konvek-
snih komponenti skupa M. Kao familija klasa ekvivalencije, ova familija je disjunktna, i
jos, prema teoremi [3.4] svaka komponenta je otvoren skup. Uzimimo sada F,G € F); za
koje vazi FNG = (). Nekasu F, = [z]NF i1 G, = [z] NG, za z € S. Sada koristimo
teoremu m pa imamo F,, G, € F,] i takode znamo da je F, N G, = 0.

Prelazak na [x] nam omogucuje i jednakost Op) = Oy, gde je Oy topologija indu-
kovana restrikcijom relacije < na skupu [z], zbog konveksnosti samog skupa (teorema
. Sada, kada o [z] govorimo kao o prostoru, on je Tj-prostor, posto je topologija
indukovana linearnim uredenjem (teorema . Posto smo u Ty-prostoru, postoje sku-
povi U,, V, otvoreni u [z], tj. Uy, V, € O takvi da je F, C U, i G, C V, pri ¢emu je
U, NV, =0.

Na kraju, imamo F' = (J,cq Fr C UuegUe = U 1 G = U,egGe C Ues Ve =V, gde je
UNV =0 kao i U,V € Oy, posto su U,,V, za svako z € S u Oy zbog teoreme [1.10
(uzeli smo da je M otvoren). Dokaz da je (M, Oy) Ty-prostor je time kompletan. O
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Glava 4

Kompaktnost, leksikografsko uredenje 1
kardinalne funkcije

4.1 Kompaktnost i kompaktifikacija linearno uredenih
topoloskih prostora

U ovome delu glave [d]razmatrace se ekvivalentan uslov kompaktnosti linearno uredenih
topoloskih prostora i kompaktifikacija istih. Za kompaktnost, ispostavilo se, sve §to nam
treba je uslov Dedenkindove kompletnosti, ali i Alexanderova teorema o podbazi koja ¢e
biti navedena u dokazu i koju mozemo naci u [3].

Teorema 4.1 (Haar, Konig 1910 [4]). Prostor X sa topologijom indukovanom linearnim
uredenjem < je kompaktan ako i samo ako svaki podskup A C X ima najmanje gornje
ogranicenje.

Dokaz. ( = ) Neka je prostor X kompaktan i neka je A C X proizvoljan podskup.
Zelimo da pokaZemo da A ima supremum. Definisimo skup svih gornjih ogranicenja
skupa A kao U(A) := {z[Va € A, a < z}. Pretpostavimo da A nema supremum u
skupu X. Po definicji skupa U(A) jasno je da, ako bi skup A imao supremum, vazi:
sup(A) = min(U(A)). Sada, posmatrajmo skupove L, = {z € X|z < p} = (+-,p) i
D, ={z € X|p <z} = (p,—) i defini§imo familiju U = {L,|x € A} | U{D.|Ju € U(A)}.

Pretpostavimo da je z € X takvo da ne pripada niti jednom L,, p € A. To znaci
da z nije manje ni od jednog elementa iz A, pa je x jedno gornje ogranicenje skupa A,
tj. * € U(A). Ovo nam daje da postoji u € U(A) takvo da je u < z, inae bi x bio
supremum, $to bi bilo kontradiktorno sa pretpostavkom (nemamo min u U(A)), pa je
x € D, bas za to u. Vidimo da proizvoljan x € X mora biti bilo u nekom L,,p € A
ili u nekom D,,p € U(A), pa je zbog toga, kao i zbog svoje definicije, familija U jedan
otvoreni pokrivac.

Zbog kompaktnosti, kona¢no mnogo elemenata koji su u U pokriva celo X (jedan potpo-
krivac) npr. neka je told’ = {Ly|la € A’} J{Dy|u € U’} gde su U’ i A’ kona¢ni podskupovi
redom U i A. Po ideji za proizvoljno z € X, vidimo da niti jedan od A’, U’ nije prazan.
Dalje neka je ag = max(A’) i ug = min(U’). Ocigledno je X = L,, U D,,, odakle zaklju-
¢ujemo da ag € D,,, posto se ne nalazi u L,,, pa je up < ag. Ovo je kontradikcija sa
¢injenicom da je ug € U(A), pa je naSa pretpostavka losa, tj. skup A ima supremum.
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( <= ) Pretpostavimo da svaki podskup A C X ima najmanje gornje ogranic¢enje. U
dokazu ¢e se koristiti Alexanderova teoremu o podbazi (referenca iz literature [1]): ako
svaki pokriva¢ koji se sastoji od elemenata podbaze prostora ima konac¢an potpokrivac,
prostor je kompaktan.

Neka je {L,|i € I} U{D.,|j € J} pokriva¢ skupa X koji je sacinjen od elemenata
podbaze i neka je p = sup{z;|i € I}. Tacka p ne moze biti ni u jednom L,,,i € I, kao
supremum, te je u nekome ijo, pa jasno je da imamo z;, < p. To znadi da xj, nije gornje
ogranicenje skupa {z;|i € I}, inae bi bilo manje od p, najmanjeg gornjeg ograni¢enja
toga skupa. Uzmemo to x;, za koje vazi x;, < x;,, 1 na ovaj nacin dolazimo do L, 1i
D,; za bas ove w;, 1 xj, koji pokrivaju ceo X, i ¢ine konacan potpokriva¢. Time smo
zadovoljili Alexanderovu teoremu, i prostor X je kompaktan.

O

Nakon uslova za kompaktnost pozabavi¢emo se i kompaktifikacijom linearno uredenih
topoloskih prostora. Ideju Dedekindove kompaktifikacije i dokazi preuzeti su iz [12]. Kako
bismo dosli do kompaktifikacije krenu¢emo od pojma Dedekindovog preseka.

Definicija 4.1. Neka je X skup linearno ureden relacijom <. Skup D C X je Dedekindov
presek akko

1. D40,
2.x<yeD — xeD,

3. ako D ima supremum, onda mu supremum i pripada, tj. onda je to maksimum
skupa D.

Upravo ¢e skup svih Dedekindovih preseka biti kompaktifikacija linearno uredenog
topoloskog prostora, koja je istovremeno linearno ureden prostor. Zbog toga é¢emo skup
svih Dedekindovih preseka skupa X oznaciti sa cX. Prvo, potrebno je doé¢i do uredenja
na cX, a uz to nam treba i uslov teoreme [4.1] tj. da sa tim uredenjem skup ¢X zadovolji
Dedekindovu aksiomu kompletnosti.

Teorema 4.2. Neka je X linearno ureden skup relacijom < i neka je cX skup svih
Dedekindovih preseka u X. Na skupu c¢X definisemo relaciju <': Dy <' Dy & Dy C Ds.
Tada je

a) (cX, <) linearno uredenge sa najvecim elementom X,

b) ¢X je Dedekindovski kompletno linearno ureden skup.

Dokaz. a) Svaka dva elementa ¢X uporediva su relacijom <’; dok tranzitivnost i ireflek-
sivnost relacije <’ slede iz tranzitivnosti i irefleksivnosti relacije biti podskup. Pokazimo
da je relacija linearna, tj. da su svaka dva elementa uporediva, uzmimo D, Dy € c¢X
takvi da Dy # D,. Pretpostavimo da vazi Dy ¢ Dy i Dy ¢ D;. Tada postoje x € Dy \ Dy
iy € Dy \ Dy. Ako bi vazilo y < z, onda bi po definiciji bilo y € D, $to je kontradikcija,
a u suprotnom, ako bi vazilo x < y, tada bismo imali x € D,, sto je takode kontradikcija.
Odavde imamo da mora vaziti D; C Dy ili Dy C Dy, $to nam daje Dy <’ Dy ili Dy <" Dy.
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b) Kao linearno ureden skup, skup X jeste Dedekindov presek, pa sigurno znamo da
je ¢X, ali i svaki njegov podskup, ograni¢en odozgo. Potrebno je da pokazemo da svaki
podskup skupa ¢X ima supremum. Uzmimo {D,| s € S} neprazan podskup skupa cX,
i neka je D = (J,cg Ds. Skup D zadovoljava prva dva uslova definicije Dedekindovog
preseka, posto je unija nepraznih skupova neprazna i ako bismo pretpostavili da postoji
x <y € D takvo da x ¢ D imali bismo da = ¢ Dy, s € S, pa bi to bila kontradikcija sa
¢injenicom da radimo sa Dedekindovim presecima.

Ako D nema supremum u skupu X onda D € ¢X, isto tako ako ga ima i vazi sup D € D,
tada je D € ¢X. Jasno je, u ova dva sluc¢aja D je supremum skupa {Ds| s € S}.

Sada pretpostavimo da D ima supremum i da sup D ¢ D, pa u ovom sluc¢aju D nije De-
dekindov presek. Neka je x = sup D. Pokazimo da je tada skup (+—, z] = sup{D,| s € S}
u skupu cX. Skup (+, z] jeste Dedekindov presek, posto nije prazan (tu je barem z), ima
supremum koji mu pripada (upravo element z) i svi y < x su sigurno u njemu po definiciji
intervala. Dalje, ovaj skup je jedno gornje ogranic¢enje. Uzmimo sada E € cX neko drugo
gornje ogranicenje skupa {D;| s € S}. Tada ¢emo imati D C E. Pretpostavimo da za E
vazi E <’ (+,z]. Jasno, mora vaziti z ¢ E. Ako pretpostavimo da E ima supremum u
X, onda bismo imali sup D =z < sup F = y. Posto je E Dedekindov presek, mora vaziti
y € E. Kako je x < y sledi da je x € E, §to je kontradikcija, te skup £ nema supremum
u X. Zbog toga, i zbog ¢injenice da je x gornje ogranicenje skupa FE, mora postojati
gornje ogranic¢enje x; takvo da je 1 < x, ali tada je x; i gornje ogranic¢enje skupa D, sto
je nemoguce, pa na kraju zakljucujemo da vazi («—,z] <’ E. O

Sa ovim, formirali smo linearno ureden topologli prostor ¢X ¢iju linearnu uredenu
topologiju indukuje uredenje <’. U nastavku formiramo preslikavanje iz linearno uredenog
topoloskog prostora X u ¢X i pokazujemo njegovu injektivnost. Ovo preslikavanje ¢e
upotpuniti pricu o kompaktifikaciji, i ono ¢ée biti trazeno potapanje.

Teorema 4.3. Preslikavanje f : X — ¢X dato sa f(x) = (+, ] je strikino rastuce i
cuva supremume i infimume.

Dokaz. Prvo, imamo o¢igledno da za z1 < xo vazi (+—, x| C (4=, x2], i time imamo da je
striktno rastuce.

Sada, posmatrajmo skup A C X iz = sup A. Pokazimo da je sup{f(a)| a € A} = f(z).
Pre svega f(x) jeste jedno gornje ogranic¢enje, posto za svako a € A vazi f(a) = (+—,a] C
(¢<—,x] = f(x). Potrebno je jo§ pokazati da je f(z) najmanje gornje ogranic¢enje skupa
{f(a)] a € A}. Posmatrajmo takvo E € ¢X za koje imamo da za svako a € A vazi
f(a) C E. Potrebno je pokazati da je f(z) = (+—,z] C E. Sigurno imamo A C FE, i tu
imamo dva slucaja:

1. E € f[X]. Tada postoji e € E takvo da je f(e) = E. Posto je f striktno rastuce, e
je jedno gornje ogranicenje skupa A, pa mora biti x < e, pa je f(z) C f(e) = E.

2. E ¢ f[X]. Tada skup E nema supremum. Pokaza¢emo da x € E u ovom slucaju.
Pretpostavimo suprotno, odnosno da = ¢ E. Tada je z gornje ogranicenje, skupa
E, posto je E Dedekindov presek i posto nemamo minimum na skupu gornjih
ogranicenja postoji y < x takvo da je £ C («,y]. Na ovaj na¢in smo dobili da je
y gornje ogranicenje skupa A, manje od x Sto je kontradikcija. Jasno, imamo da je
x € E,paje f(x) = (+,z] C E.
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]

Treba napomenuti da bez obzira da li X ima najveéi element ili ne, ¢X uvek ima
najveéi element. Ako skup X nema najveéi element, skup ¢X \ { X} sadrzace sliku skupa
f[X], za preslikavanje f definisano u teoremi , i ujedno je Dedekindovski kompletan.

Definicija 4.2. Neka je X linearno ureden skup. Ako skup X ima najveci element,
pod Dedekindovim kompletiranjem skupa X podrazumevamo c¢X, a ako ga nema onda je
Dedekindovo kompletiranje skupa X skup ¢X \ {X}.

Kako bismo dogli do kompaktifikacije preostalo je da pokazemo da je f potapanje, ali i
da je f[X] = ¢X. Tu éemo se koristiti, osim do sada navedenim osobinama Dedekindovih
preseka i preslikavanja f, jos jednom ¢injenicom koju navodimo u lemi.

Lema 4.1. Dedekindovi preseci su zatvoreni skupouvi.

Dokaz. Neka je D Dedekindov presek i neka je £ = X \ D. Ako D ima supremum =,
tada mu on i pripada i vazi D = (<, x|, §to jeste zatvoren skup. Ako pak, D nema
supremum u X, onda FE, kao skup svih gornjih ogranicenja, nema minimalni. Tada vazi
da je E = U,cp(®, —), kao unija otvorenih je otvoren skup. Sada, imamo da je D
komplement otvorenog skupa, i kao takav je zatvoren. O

Teorema 4.4. Neka je X linearno ureden skup sa krajnim tackama koje éemo oznaciti
sa 011 i neka je (cX,<') Dedekindovo kompletiranje skupa X definisano w definiciji[{.3
Tada je:

a) ¢X je kompaktan prostor.

b) Preslikavanje f: X — ¢X dato sa f(x) = (+,x] je potapanje.

c) fIX]=cX.

Dokaz. a) Na osnovu teoreme potrebno nam je da dokazemo da svaki podskup skupa
¢X ima supremum. Prvo, imamo da je sup() = 0. Dalje, posto X ima najveci element
po definiciji i teoremi imamo da je cX Dedekindovski kompletan (svaki neprazan
podskup ima supremum), ali i ¢X ima najveéi element Sto je upravo X. Sada moZemo
primeniti teoremu [4.1] prema kojoj je ¢X kompaktan prostor.

b) Teorema nam daje injektivnost funkcije f. Za neprekidnost je dovoljno poka-
zati da je inverzna slika svakog podbaznog skupa topologije na cX otvoren skup u X.
Neka je D € cX, tada

zef D))o (< Des(FteD)e<texelpt).
Dakle, imamo f~![(+—, D)] = U,cp (4 1t), 8to je otvoren skup. U drugom slu¢aju imamo
re fHD,=))eD< («x]eDC(+,z]er¢édDesreX\D.

Sada imamo da je f~'[(D,—)] = X \ D, 8to je otvoren skup na osnovu leme [£.1] posto
je D zatvoren.

Preslikavanje F|x : X — f[X] je neprekidna bijekcija (posto je f neprekidno i injek-
tivno). Ostaje nam jo§ da pokazemo da je otvoreno preslikavanje. Zbog injektivnosti
dovoljno je pokazati otvorenost direktnih slika podbaznih skupova. Vazi
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D € fl(+,2)] < (3t < x) («—,t] & D € f[X]A D € (+, (+,z]).

D=
Na osnovu toga, imamo f[(+—, x)] = (+, (+—, z])N f[X], 8to je otvoren skup u indukovanoj
topologiji na f[X]. Sli¢no

D e fl(x,—)] < (3t >x) D= (+,t] & D € f[X]|A(+,z] <" D.

Zbog toga sada imamo f[(z,—)] = ((«-,z],—) N f[X] §to je ponovo otvoren skup u
indukovanoj topologiji na f[X]. Ovim smo pokazali i otvorenost, te imamo sve potrebne
uslove da f bude potapanje.

¢) Pokazacemo da f[X] seCe svaki neprazan bazni otvoren skup B u ¢X. Postoje tri
mogucénosti:

1. B = (+,D). Tada, kako B # ) imamo da je {0} <’ D, pa f(0) = (+-,0] = {0} <’
D, tj. f(0) € BN f[X].

2. B = (D,—). Tada, kako je B # () imamo da je D <’ X = (+,1] = f(1), pa
f(1) e BN fIX].

3. B = (Dy, D;). Tada, kako B # ) postoji D takvo da je D; <’ D <’ Dy. Neka je
x €D\ Dyiye€ Dy\ D. Kako x ¢ Dy, sledi da je Dy <" (<, z] = f(z). Takode,
kako y ¢ D sledi da je z < y, pa imamo (<, z] C (<, y] C Dy odakle f(z) <" Dy,
paje f(x) € B f(X].

]

Bez dokaza dajemo naredno tvrdenje koje nam govori kako se formira kompaktifikacija
za linearna uredenja bez krajnjih tacaka.

Teorema 4.5. a) Neka je X linearno ureden prostor bez krajnjih tacaka. Neka je
X* = X U{0,1}, gde 0,1 ¢ X, gde je X* definisano tako da su 0 i 1 najmanja od-
nosno najveca tacka. Onda je cX* kompaktifikacija prostora X.

b) Neka je X linearno ureden prostor sa najvecom i bez najmanje tacke. Tada, neka
je X* = X U{0}, gde uredenje na X* definisemo tako da 0 bude najmangi element. Onda
je cX* kompaktifikacija prostora X.

¢) Neka je X linearno ureden topoloski prostor sa najmanjom i bez najvece tacke. Neka
je X* = X U{1}, gde je uredenje na X* definisano tako da 1 bude najveci element. Tada
je cX* kompaktifikacija prostora X.

Teorema 4.6. Za svaki prostor X sa topologijom indukovanom linearnim uredenjem <
postoji kompaktifikacija c X, gde je ¢ odgovarajuce potapanje, ¢ija je topologija indukovana
linearnim uredenjem <' takvim da cx <' cy ekvivalentno sa v <y za sve x,y € X.

Dokaz. Trazena kompaktifikacija je ¢X kada imamo najveéi i najmanji element, odnosno
pogodna cX* za specijalne slucajeve kao u teoremi 4.5 Potrebna funkcija jeste f iz
teorema [£.3]1[4.4] kao i dokazi za potrebne osobine koje smo dali u iste dve teoreme. [

Dalje, dajemo i dva dokaza o odnosu osobina topoloske gustine i uredajne gustine
potprostora linearno uredenog topoloskog prostora, koji ¢e se koristiti u glavi fl Kao i
prica o kompaktifikaciji, dokazi su preuzeti iz [12].
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Propozicija 4.1. Neka je X linearno ureden topoloski prostor. Ako je M C X wuredajno
gust u X, onda je 1 topoloski gust u X, tj. M = X.

Dokaz. Neka je B = (a,b) neprazan bazni skup u X. Tada, zbog uredajne gustine M u X
postoji ¢ € M takvo dajea < c<b, tjc€ B, paje MNB#0. Ako je B = (a,—) # 0,
onda postoji b € (a,—). Kako je M uredajno gust u X, postoji ¢ € M takvo da je
a < c<b, paje MNB # (. Analogno se pokazuje da za B = (+,b) # () vazi M N B # ().

Dakle, skup M sece svaki neprazan bazni skup u X, pa je M topoloski gust u X. O

Propozicija 4.2. Neka je X gusto ureden linearno ureden topoloski prostor. Neka je
M C X. M je uredajno gust u X ako 1 samo ako je M topoloski gust u X

Dokaz. Treba samo pokazati da iz topoloske gustine uredajna gustina. Neka je M topo-
loski gust u X. Pokazimo da izmedu svake dve tacke iz X postoji tacka iz M. Neka su
x,y € X ineka je x < y. Tada je, zbog topoloske gustine, M N (x,y) # 0, pa postoji
m € M takvo da je m € (z,y), tj. © < m <y, §to je i trebalo pokazati. O

Na kraju ovog dela glave [4] bi¢e re¢i o topologiji na skupu svih ordinala manjih ili
jednakih sa prvim neprebrojivim ordinalom wq, gde ¢emo sa W oznagciti skup svih takvih
ordinala. Jednu bazu nad skupom W, skup svih ordinala manjih ili jednakih sa wy, ¢ine
segmeti (y,z] = {z € Wly < z < x}, gde je naravno y < = < wy, kao i jednoc¢lani skup
{0}, gde je 0 ordinal koji odgovara praznom skupu. Bazu ¢emo oznaciti sa B,. U [1]
postoje dokazi kompaktnosti prostora W sa topologijom ¢ija je baza B, i napominje se
da je prostor Hauzdorfov. Ovde izlazemo jednakost topologije indukovane bazom B, sa
topologijom indukovanom prirodnim linearnim uredenjem na klasi svih ordinala <

Propozicija 4.3. Topologija indukovana bazom B, jednaka je sa topologijom indukova-
nom prirodnim linearnim uredenjem < na klasi svih ordinala.

Dokaz. Neka je B. baza koju generisu svi intervali (definicija i propozicija [2.1)) za
relaciju <, prirodnog poretka medu ordinalima. Radimo sa skupom W, svim ordinala
manjih ili jednakih od prvog neprebrojivog ordinala w,. Prvo, poka¢emo da je B. C B,
tako Sto ¢emo svaki od tri tipa intervala prikazati preko segmenata iz B,. Neka su
a, e W:

- (aa _>) = (avwl]v

(. ) = (0,71, ako je ( sledbenik, tj. 8 =~ U {~};
S UK/B(O,'y], ako je B grani¢ni ordinal;

(a, B) = (a, 7], ako je [ sledbenik, tj. 8 = vy U {~};
o U7<5(0477]7 ako je ( grani¢ni ordinal;

Ovime je pokazano da je B. C B,,, a znamo da isti odnos vazi i za odgovarajuée topologije.

Ostajem nam druga inkluzija, da segmente predstavimo preko intervala. Tu imamo jed-
nostavniji pricu:

- (Oé,ﬂ] = (C“7BU{6})’ Za 6 #wl

- (a,wq] = (a, =)
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- {0} = (&, 0u{0})

pa imamo i B, = B.. Naravno, iz jednakosti baza, zaklju¢ujemo i jednakost odgova-
rajuc¢ih topologija. O]

4.2 Leksikografsko uredenje na skupu I°

Pre svega, na pocetku ovoga dela glave 4| da napomenemo da se sa I oznacava skup
[0, 1], a uredeni par piSemo kao (z,y). Leksikografsko uredenje definisemo:

Definicija 4.3. Neka je X skup, a <x relacija linearnog uredenja skupa X, i neka je'Y
skup sa svojim linearnim uredenjem <y. Tada na skupu X XY definisemo leksikografsko
linearno uredenje kao: (x1,11) <; (T, y2) < 11 < x2 V (11 =22 A y1 < Yo).

Na intervalu [ imamo linearno uredenje < skupa realnih brojeva preko kojeg prela-
zimo na <;. Kao linearno uredenje skupa, <; generise topologiju O, preko svoje baze,
koju ¢emo oznaciti sa B.,. Kompaktnost prostora (I?, O_,) dokazacemo koriste¢i jedno
pomo¢no tvrdenje, ali i kompaktnost [0, 1], koju nam daje teorema Potrebno je
ista¢i da su dokazi u ovom segmentu glave {4| preuzeti iz [12], osim kompaktnosti, gde
ideja leme potice sa sajta stackexchange i kolege, topologa iz Holandije [15].

Lema 4.2. Neka su (X, <x) i (Y,<y) linearno uredeni skupovi sa svojim uredenjima.
Ako oba skupa zadovoljavaju Dedekindovu kompletnost, onda je zadovoljava i X XY wuz
leksikografsko uredenje.

Dokaz. Neka je A C X x Y. Definisemo : Ay = m[A] = {z|(Fy € Y)(x,y) € A} projek-
cija skupa A na X. Tada, zbog Dedenkidove kompletnosti skupa X, postoji p = sup(Ay).
Dalje, definisemo: By = {y € Y|(p,y) € A}, pa ¢e postojati i ¢ = sup(By), sada zbog
Dedekindove kompletnosti skupa Y. Uoc¢imo da ako je By = (), onda ¢e njegov supremim
zapravo biti najmanji element skupa X, tj. 0. Dokazimo da je (p,q) = sup(A).

Pretpostavimo da na$§ ureden par nije gornje ogranic¢enje skupa A. Tada postoji neko
(a,b) € A, tako da je (p,q) <, {a,b). Ovo znaéi da je ili p <x a, ali to je kontradiktorno
sa time da je p = sup Ay, ili da je p = a i ¢ <y b, §to je kontradiktorno sa time da
je ¢ = sup(By). Jasno, posto oba slu¢aja otpadaju, (p,q) mora biti gornje ogranicenje
skupa A.

Preostaje nam jo$ da pokazemo minimalnost medu ostalim gornjim ogranic¢enjima skupa
A. Pretpostavimo da je (z,y) jedno gornje ogranic¢enje skupa A, i uzmimo neko a € Ay.
Tada (a,b) € A za neko b € By, pa je (a,b) <; (x,y). Konkretno, vazi da je a <y x, pa je
x jedno gornje ogracenje skupa Ay, pa odavde imamo da je p <y z, jer je p = sup Ag. Ako
bi p <x z, tada bi sigurno vazilo (p, q) <; (x,y) i zavrsili smo. Pretpostavimo da je p = z,
i sada za svako b € By znamo da vazi (p,b) € A, paimamo (p,b) <; (z,y). Posto je p = z,
onda mora vaziti b <y y za sve b € By. Ovime dobijamo da je y jedno gornje ogranic¢enje
skupa By, pa mora vaziti ponovo ¢ <y ¥, posto je ¢ = sup(By), jer (a,b) = (p,b) € A.
Jasno je da smo ovim pokazali da je (p,q) <; (z,y), i time je (p,q) = sup(A). ]

Propozicija 4.4. I? je kompaktan prostor sa leksikografskim uredenjem.

Dokaz. Posto znamo da je [0, 1] kompaktan i ureden skup, on prema teoremi zado-
voljava uslov Dedekindove kompletnosti, pa mozemo primeniti lemu [4.1] ]
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I? sa leksikografskim uredenjem zadovoljava jo§ i prvu aksiomu prebrojivosti, gde
¢emo do dokaza doci koriste¢i se poznatim metodama za skup realnih brojeva. Nakon
toga, pricom prelazimo na separabilnost i kompletnu normalnost (7§).

Teorema 4.7. Prostor I? sa topologijom koju indukuje leksikografsko uredenje zadovo-
ljava prvu akstomu prebrojivosti.

Dokaz. Kao i u teoremi [2.4] koristimo standardnu metodu. Potrebno je pronaci bazu
okolina koja je prebrojiva i koja ¢e zadovoljiti osobine (B01) i (B02). U ovom slucaju
imacemo malo vise komplikacija, pre svega zbog tacaka oblika (x,1) i (0, ) kojima ne
mozemo priéi iz ni jedne vertikale, posto ne moZemo odrediti najblizu (jer radimo sa
realnim brojevima, za svaka dva realna broja postoji jedan izmedu njih, pa je isti slucaj
i sa vertikalama).

Uzmimo proizvoljno (z,y) € I?, i defini§imo bazu okolina za tu tacku:

Ako je y € (0,1) neka je

B((z,y) = {({z,yn), (@, ym))| n € N}

gde je yl, = max{0,y — +} i y = min{l,y + L}.

Ako je y =010 < z definisemo:

B((z,0)) = {({27,,0). (@, 7)) | n € N}

gde je x), = max{0,x — +}.

Ako je y = 0 i x = 0 definiSemo:

B((0,0)) = {(+(0,7))| n € N}.

Ako je y =11z < 1, definiSemo:

B((z,1)) = {({(x,1 = 1), (z2,1))| n € N} gde je 2/, = min{l,z + 1}.

n

I na kraju, ako je x = 1 = y definiSemo:
B((1,1)) = {((1,1 = 1), )| n e N}

Familija B({x,y)) je u svakom od sluc¢ajeva prebrojiva familija otvorenih skupova koji
sadrze (x,y). Iz tog razloga imamo u svim slucajevima zadovoljenu osobinu (BO1).
Preostaje nam jos (BO2). Neka je (x,y) ¢ {(0,0),(1,1)}, i neka je U proizvoljna
okolina tacke (z,y). Tada postoji interval O = ({1, 1), (z2,y2)) tako da je: (z,y) €
(<$1,y1>, (932>y2>) cU.

Razlikujemo sledece slucajeve:
1. y € (0,1). Tada je moguce:

e 11 <z < x5y gde imamo ociglednu situaciju da je O nadskup svih iz B({x,y)).
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o 11 =2 < x9, tada je y; < y pa postoji n; € N takvo da je y; <y — niy i imamo
((z,9,), (w,yl)) C U

e 11 < x = x9, tada mora biti y < y, , pa postoji ny, € N takvo da je y + n% < Yg i
imamo ((z,y,.), (z,vl,)) C U.

e 1, = ¥y, onda mora biti y; < y < ys, pa postoji ng € N da je y; <y — nig <y <
y+ % < Y2 1 imamo (<x>y;3>7 <5U7?/Z3>) cU.

2. y = 0 onda mora biti z; < x, pa postoji n; € N takvo da je z1 < x — n—ll, te je i
71 < 7, gde nam jo$ preostaje da razmotrimo:

e Ako je z < x5 onda imamo ({z7, ,0), (z, nil>) cU.

ny?
e Ako je x = x5 onda mora biti 0 < 9, pa postoji ne € N takvo da je n—12 < Ys.

no?

Uzmimo da je ng = max{ny, no}, tada je ({z7,,,0), (z, nl0>) cU

3. y = 1, analogno slucaju 2.
Za (x,y) € {(0,0), (1,1)} dokaze je analogan slucaju 2.

Ovim je pokazana i osobina (BO2), pa imamo da je familija B({x, y)) baza okolina, koja je

prebrojiva, te zakljuéujemo da prostor (12, O.,) zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti.
m

Nakon sto smo pokazali da vaze kompaktnost i prva aksioma prebrojivosti, poka¢emo
da prostor nije separabilan, niti da je Tg-prostor.

Propozicija 4.5. (I, O.,) nije separabilan.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji prebrojiv gust skup A (tj. da je prostor separabilan).
Tada A mora seci sve skupove oblika ((x, 0), (x, 1>), kojih ima kontinuum mnogo, i koji
su svi disjunktni, $to je kontradikcija. O

Propozicija 4.6. (I, 0.,) nije T.

Dokaz. Da bismo pokazali da leksikografski kvadrat nije Ts-prostor pokazacéemo da otvo-
ren skup U = [0,1] x (0,1) = UxE[O,l] (<£L’,O>, (, 1>) nije F, skup, tj. da nije prebrojiva
unija zatvornih skupova.

Kao pomoéno tvrdenje pokazacemo da adherencija proizvoljnog skupa A koji sece besko-
na¢no mnogo skupova ((z,0), (z, 1)) sefe barem jedan od skupova [0, 1]x {0} 1 [0, 1] x {1},
tj. da vazi:

mIAN (0,1] x (0,1)]] 2 X = A0 (([0,1] x {0}) U ([0, 1] x {1})) #0.

Neka je X = m[AN([0,1] x (0,1))] i neka je | X| > Rg. Kako je X C [0, 1], u odnosu na
uobicajenu topologiju na [0, 1] postoji tacka nagomilavanja x skupa X, kao i konvergentan
niz {z,|n € N} elemenata skupa X koji konvergira ka x. Mozemo, dalje, iz njega izvuéi
monoton podniz {z,, |k € N}.

Pretpostavimo prvo, da je taj niz rasudi, i pokazimo da tada (z,0) € A, gde je z > 0.
Bazne okoline tatke (z,0) su oblika ((z7,,0), (z,2)),n € N, gde je z], = maz{0,z — 1}.
Uzmimo proizvoljno n € N i pokazimo da je ({27, 0), (z,+)) N A # 0. Kako vazi 2/, < z,
postoji k € N da je 2, < x,, < x. Zbog toga je
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({@ny, 0, {@nys 1)) € ((27,,0), (2, 7))
Kako je AN ((zn,,0), (24, 1)) # 0, postoji y € (0,1) takvo da je:

(T, y) € AN (@, 0), (2., 1)) C ({2, 0), (2, 1)),

tj. svaka okolina tacke (z,0) sefe skup A, pa sama tacka pripada zatvaranju skupa . A.
Analogno se pokazuje da ako je niz {z,, |k € N} monotono opadajuci, onda (z,1) € A.

Pretpostavimo sada da je skup [0,1] x (0,1) ujedno i F, skup, tj. da se moZe pred-
staviti kao unija prebrojive familije G zatvorenih skupova. | JG = [0,1] x (0, 1). To znaci
da su svi skupovi oblika {z} x (0, 1) pokriveni. Takvih skupova ima kontinuum, pa postoji
skup G € G koji sece beskona¢no mnogo skupova oblika {z} x (0,1). Medutim skup G
sadrzi i neku tacku skupa ([0, 1] x {0}) U ([0, 1] x {1}), 8to je kontradikcija. O

4.3 Kardinalne funkcije na linearno uredenim topolo-
Skim prostorima

U ovom delu glave |4 pozabavi¢emo se kardinalnim funkcijama u linearno uredenim
topoloskim prostorima. Pored osnovnih relacija izmedu njih, ispostavlja se da za linearno
uredene topoloske prostore vazi mnogo vise. Prvi odnos o kojem ¢e biti reci je odnos
celularnosti i karaktera na linearno uredenim topoloskim prostorima.

Teorema 4.8 (Mardesi¢, Papi¢ 1962 [10]). Za svaki linearno uredeni topoloski prostor X
vazi x(X) < e(X).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka je (X, Q) prostor sa topologijom indukovanom li-
nearnim uredenjem <, za koji vazi da je x(X) > ¢(X). Posmatrajmo tacku a € X cija
baza okolina ima kardinalnost veéu od celularnosti prostora X. Ovde moZemo imati vise
slucajeva. Po¢nimo od elementa xy za koje je o < a, takav da izgraduje jedan od eleme-
nata baze okolina tacke a, oblika (xg, g), gde je g takav da vazi a < g.

Formirajmo niz elemanta {z;| i € I} koji grade elemente baze okolina tacke a. Uz-
mimo sada x1, takav da gradi bazni i da je o < z; < a, pa dalje uzimamo x, koji gradi
neki element baze okolina tacke a, za koji vazi x1 < zo < a i tako dalje. Na ovaj nacin
formiramo niz koji se priblizava elementu a. Posto nismo u sekvencijalnom prostoru, mi
ne mozemo sa sigurnoséu tvrditi da postoji niz koji konvergira ka a. Ako pak, dodemo
do supremuma nasSeg niza x, prelazimo sa postupkom na drugu stranu, tj. uzimamo one
koji ¢ine bazne {z;| j € J}, za koje vazi da je a < x; za j € J. Ovih elemanata moZzemo
staviti u niz makar kolika je kardinalnost baze okolina, tj. koliki je karakter elementa
x(a, X). Od njih uzimamo svaki drugi, pocevsi od g, gde ako bismo slu¢ajno presli na
drugu stranu a u postupku ne menjamo ideju..

Posto je karakter elementa a veéi od celularnosti, sa parnim elementima u naSem
nizu {z;| i € I} kao krajevima intervala, mi formiramo vise nego $to je celularnost
prostora X disjunktnih nepraznih otvorenih intervala oblika (z;, z;42) 1 (2, z5+), gde je
yU{v} = B. Ovo je kontradikcija, posto smo nasli familiju disjunktnih otvorenih intervala
vece kardinalnosti od celularnosti prostora X. Uzimamo svaki drugi element kako bismo
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osigurali ¢injenicu da su intervali neprazni (iz odnosa elemenata na slici 4.1 uo¢avamo da
¢e ti preskoceni elementi biti u intervalima koje posmatramo).

Zo r1 T2 Ty Ty Tp+ a

Slika 4.1
[l

Nakon karaktera prostora, pri¢u prebacujemo na nasledni Lindelefov broj Al linearno
uredenih topoloskih prostora. Dalje, da¢emo dokaz, u slu¢aju da je ¢(X) = Vg, 8to se
drugacije kaze da prostor zadovoljava osobinu ccc (countable chain condition), jednakosti
hl(X) = ¢(X). Naime, prostor zadovoljava ccc ako je svaka kolekcija disjunktnih otvo-
renih skupova prebrojiva. Nakon toga, slicno se moze dokazati i za gustinu (tj. ako je
prostor separabilan) i naslednu gustinu. Generalizacija ova dva dokaza daju nam isti od-
nos kardinalnih funkcija i za sve ostale linearno uredene topoloske prostore, $to navodimo
nakon oba dokaza. Dokaze preuzimamo od originalnih autora tvrdenja, H. R. Bennett-a i
D. J. Lutzer-a, koji su prvi odvojili ovaj problem od osobine povezanosti, jer su prvobitni
dokazi bili izvedeni isklju¢ivo za povezane LOTS. Pre dokaza navodimo i lemu koju su
autori koristili, i koja se dokazuje transinfinintnom indukcijom.

Lema 4.3. Pretpostavimo da je X linearno ureden topoloski prostor, koji zadovoljava
osobinu cce, tj. c(X) = Vo, i da je Y C X. Neka je z € Y, tada postoje prebrojivi
podskupovi P i Q) redom skupova (<—,z|NY i[z,—)NY, takvih da ako je y € Y, onda
postoje p € P i q € Q za koje vazip <y <q.

Teorema 4.9 (Lutzer, Bennett 1969 [8]). Za svaki linearno uredeni topoloski prostor X
vazi da je hl(X) = ¢(X), ako se zna da X zadovoljava uslov cce, tj. ¢(X) = V.

Dokaz. Kako bismo pokazali da je linearno uredeni topoloski prostor X koji zadovoljava
osobinu ccc nasledno Lindelefovski (tj. da je njegov nasledni Lindelefov broj Xy), do-
voljno je pokazati da ako je V bilo kakva kolekcija otvorenih intervala u X, onda postoji
prebrojiva potkolekcija U C V koja pokriva skup (JV.

Neka je Y = V. Za svako x € Y, uzmimo da je I(z) = {y € Y|takvih y da se
skup svih tacaka skupa Y koje leze izmedu x i y, u smislu uredenja < na X, moze pokriti
prebrojivom potkolekcijom od V}. Svaki skup I(x) je otvoren u prostoru X, i vazi za
razlicite x 1y iz Y daje ili I(x) = I(y) ili I(z)N1(y) = 0, slicno kao kod konveksnih kom-
ponenti. Posto radimo sa prostorom koji zadovoljava ccc, kolekcija p = {I(z)|xr € Y} je
prebrojiva, pa mozemo uzeti da je p = {I(z)|x € C'} gde je C prebrojiv podskup skupa Y.

Fiksirajmo sada x € C. Koristeci lemu [£.3] uzimamo prebrojive skupove P(z) i Q(x)
redom za I(x) N («—,x] i I(z) N[z, —) takve da, ako je y € I(z), onda postoje p € P(x)
g€ Q(x) takvi da je p <y < ¢. Po definiciji skupa I(x) za svako p € P(x) i ¢ € Q(x)
postoje prebrojive potkolekcije V(z, p) i V(z, q) kolekcije V koje pokrivaju redom skupove
Y Nipx]iY Nz,q. Uzmimo da je U = J{V(z,r)|r € P(x) N Q(z) i z € C}. Tada
je tako definisano U prebrojiva potkolekcija od V koja pokriva Y = |V, ¢ime je dokaz
zavrsen. [
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Sada ¢emo dati dokaz za separabilne linearno uredene prostore, koji ¢e povezati gu-
stinu i naslednu gustinu. Kao $to je i spomenuto generalizacija ovog tvrdenja jeste da za
svaki linearno ureden topoloski prostor X vazi d(X) = hd(X). Prvo navodimo dve leme,
prva je posledica teoreme

Lema 4.4. Neka je X linearno ureden topoloski prostor koji zadovoljava cce, i neka je'Y
njegov diskretan podskup. Tada je'Y prebrojiv.

Definicija 4.4. Topoloski prostor X je nasledno kolektivno normalan ako zadovoljava
dva uslova:

1. Za svaki potprostor je Ty prostor koji zadovoljava uslove teoreme [2.5,

2. Takode zadovoljava uslov da: za svaku familiju { Fs}ses podskupova skupa X koji su
diskretni u uniji \J,cq Fs = F' i koji su sacinjeni od skupova zatvorenih w F',postoji
familija {Ug}ses po parovima disjuntknih otvorenih podskupova prostora X takvih
da je Fy C Uy za svako s € S.

Lema 4.5 (Steen 1970 [I]). Svaki linearno ureden topoloski prostor je nasledno kolektivno
normalan.

Teorema 4.10 (Skula 1965 [13], kra¢i dokaz Lutzer, Bennett 1969 [8]). Separabilan
linearno ureden topoloski prostor je nasledno separabilan, tj. ako je h(X) = Ny za linearno
uredeni topoloski prostor X, tada je i hd(X) = Ny.

Dokaz. Neka je X separabilan linearno ureden topologki prostor, i neka je A C X. Neka
je I(A) = {a € Al{a} je otvoren u O4}. Po lemi[d.4] skup I(A) je prebrojiv. Neka je D
prebrojiv gust podskup skupa X. Uzmimo da je:

D={(r,s)|r,s € D,r <siAnN(r,s)#0}.

Za svaki interval J € D, biramo tacku a(J) € AN J. Neka je D(A) = I(A) J{a(J)|J] €
D}, gde je ocigledno D(A) prebrojiv podskup skupa A. Kako bismo pokazali da je D(A)
gust u A bi¢e dovoljno da pokazemo da ako je U otvoren u X i ako je ANU # (), onda
je D(A)NU # (. Birajmo a € ANU, ako je a € I(A), onda je a € D(A)NU. Dalje, ako
vazi a ¢ I(A), onda postoje dve moguénosti:

(i) (+,a) #0Di(x,a) NA#Dzasvex <a,ili
(it) (a,—) # 01 (a,y) NAF#D, zasve a < y.

Razmatra¢emo samo prvi slucaj. Kako je U okolina za tacku a € X, posto su otvoreni
skupovi okoline svih svojih ta¢aka, postoji tacka z < a takva da je (z,a) C U. Koristimo
(1), i biramo tacke b € (z,a) N A, c € (bya)NAid € (¢,a) N A. Posto je D gust u X,
i posto (z,¢) # 0 # (¢, a), postoje tacke r € (z,c)N D is € (¢,a) N D. Uzmimo dalje
da je J = (r,s), dobijamo element iz D. Onda imamo da je a(J) € (z,a) N D(A) C
U N D(A). O

Nakon ovih dokaza mozemo pric¢ati o generalizaciji teorema i4.10l U nastavku &
¢e oznacavati beskonacan kardinalni broj.

Definicija 4.5. Prostor X je k-separabilan ako X sadrzZi gust podskup kardinalnosti < k,
ili preko kardinalnih funkcija: d(X) = k. X zadovoljava k-chain condition ako svaka
disjunktna kolekcija otvorenih podskupova skupa X ima kardinalnost < k, tj. vazi c¢(X) =
k. Na kraju, prostor X je k-Lindelefovski ako svaki otvoren pokrivac od X ima potpokrivac
kardinalnosti < k.
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Koristeéi metode iz dokaza teorema 14.10l moze se dokazati sledecée:

Teorema 4.11. Linearno ureden topoloski prostor zadovoljava k-chain condition ako
1 samo ako je nasledan rk-Lindelefovski prostor, sto mozZemo zapisati preko kardinalnih
funkcija: za svaki linearno ureden topoloski prostor X wvazi hl(X) = ¢(X).

Teorema 4.12. k-separabilan linearno ureden topoloski prostor je nasledno k-separabilan.

Zbog odnosa kardinalnih funkcija teorema zapravo daje sledeé¢i odnos za svaki
linearno ureden topoloski prostor X: d(X) = hd(X). Bez dokaza dajemo jos jedan odnos
izmedu kardinalnih funkcija, koji upotpunjuje diagram koji dajemo nakon teoreme.

Teorema 4.13. Za svaki linearno ureden topoloski prostor X wvaZe sledeéi odnosi medu
kardinalnim funkcijama: x(X) = ¥(X) = 7(X) 1 w(X) = nw(X).

Istaknimo da postoje jo$ neki odnosi izmedu kardinalnih funkcija na linearno urede-
nim topoloskim prostorima, koje moZemo predstaviti diagramom (gde nam & predstavlja
kardinalnost prostora):

w = nw
d=hd
L
c=he=hl
x=th=r

Slika 4.2-odnosi izmedu kardinalnih funkcija

41



Glava 5

Povezanost na linearno uredenim
topoloskim prostorima

Kao i sa kompaktnoséu i povezanost ima svoj ekvivalentant uslov za linearno uredene
topoloske prostore. Ponovo nam je potrebna osobina Dedekindove kompletnosti, ali sada
pojacana osobinom da je nas prostor gusto ureden. Ove dve osobine zajedno ekvivalente
su sa osobinom neprekidne uredenosti (ili linearnog kontinuuma, kako navode neki autori)
linearno uredenog skupa.

Teorema 5.1. Linearno ureden topoloski prostor je povezan ako i samo ako je neprekidno
ureden.

Dokaz. ( = ) Uzimamo da je X povezan linearno ureden topoloski prostor. Pretposta-
vimo prvo da nije gusto ureden linearnim uredenjem <. Tada postoje z,y € X, v < y
za koje ne postoji z € X takav da je x < z < y. Sada je samo dovoljno da posmatramo
A= (+,y)iB = (z,—). Ovo su dva otvorena skupa, posto se radi o intervalima, koja
su oc¢igledno disjunktni, zbog pretpostavke o odnosu z i y, za koje vazi da je X = AU B,
sto je kontradikcija sa povezanoséu prostora X.

Treba se joS pozabaviti sa uslovom Dedekindove kompletnosti. Uzmimo da je C' C X koji
je ogranicen odozdo, a da nema supremum. Neka je skup D unija svih intervala oblika
(b, —), gde b prolazi skupom svih gornjih ogranic¢enja skupa C. Skup D je otvoren kao
unija intervala, ali je ujedno i zatvoren jer: ako uzmemo a ¢ D, tada je a < b, za svako
b koje je gornje ogranic¢enje skupa C, pa mora postojati ¢ € C' takvo da je a < ¢, inace
bismo imali da je a najmanje gornje ogranicenje, te postoji otvoren interval koji sadrzi
a i ne sece skup D. Sada imamo D koji je otvoren, ali i njegov komplement koji ¢e biti
otvoren kao komplement zatvorenog skupa, koji su disjunktni otvoreni skupovi ¢ija je
unija X, sto je ponovo kontradikcija sa povezanos$éu prostora X.

( <) Pretpostavaimo sada da je X linearno ureden topoloski prostor koji nije povezan,
ali jeste neprekidno ureden linearnim uredenjem <. Posto X nije povezan, postoje nepra-
zni otvoreni skupovi O; i O, iz linearno uredene topologije koji su disjunktni i za koje vazi
X =01U0O,. Nekasux; € 01129 € Oy 1 uzmimo bez umanjenja opstosti da je 1 < x».
Posto je X neprekidno ureden, on zadovoljava Dedekindovu aksiomu kompletnosti, pa za
skup O; N [z1, x9] postoji najmanje gornje ograni¢enje. Neka je z = sup(O; N [x1, z3]).

Ako pretpostavimo da x € Oq, onda postoji interval (a,b) C O; koji sadrzi z, jer je
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O, otvoren i okolina je svake svoje tacke. Mora vaziti b < x5, inac¢e bismo imali neprazan
presek O; i Oq, i u (z,b) nema elemenata iz O, niti iz X. Ako bi postojao element iz
01, = viSe ne bi bio supremum O; N [x1, 23], a ako bi bilo elemenata iz X koji nisu u Oy,
veé su iz Oq, opet bismo imali element iz preseka O; N O,. Dobili smo da je (z,b) = 0,
sto je kontradikcija sa gustom uredenos¢u prostora X.

Inace, ako bismo pretpostavili da x € O, imali bismo interval (a,b) C Oy kome pri-
pada x, ponovo, jer radimo sa otvorenim skupom Os. Sli¢no prethodnom sluc¢aju, dobija
se da u (a,r) nema elemenata skupa Oj, posto bismo imali kontradikciju sa praznim
presekom, dobijamo da je a gornje ogranic¢enje Oy N [x1, x2| manje od supremuma, §to je
kontradikcija. [

Nakon povezanosti pricu prebacujemo na odnos linearno uredenih topoloskih prostora
sa realnom pravom i intervalom I = [0,1]. Prvo ¢emo pokazati da postoji homeomor-
fizam izmedu linearno uredenih topoloskih prostora koji su separabilni i kardinalnosti
kontinuum, a onda i da se separabilni metrizabilni linearno uredeni topoloski prostori
mogu potopiti u realnu pravu. Dokaze ovih tvrdenja moZzemo naéi u [12]

Teorema 5.2. Svaki separabilan linearno ureden kontinuum je homeomorfan zatvorenom
intervalu [0, 1]

Dokaz. Neka je X separabilan linearno ureden kontinuum, tj. X je povezan i kompaktan
prostor. Uzmimo da je S topoloski gust skup u X koji je prebrojiv (separabilnost). Poka-
zacemo da ako S sadrzi najmanji element prostora X, x,,;,. Izbacivanjem x,,;, iz skupa
S dobijamo skup S\ {z.in} koji je i dalje gust. Posto je gust, skup S sece svaki neprazan
bazni skup. Diskusiju svodimo na razmatranje skupova oblika (<, z) = [T, x), za
r € X, koji sadrze najmanji element prostora X. Povezanost nam daje da je X gusto
ureden, pa zbog toga znamo da je neprazan svaki skup oblika (Z,,i,, ), pa zbog gustine
skupa S sigurno vazi i SN (Zin, ©) # 0. Odavde imamo S\ {Zmin} N [Tmin, ©) # 0. Ana-
logija vaZi za T4, najveéu tacku skupa X. Ako je sadrzana u S, njenim izbacivanjem
ne remeti se gustina skupa S. MozZemo onda bez umanjenja opstosti pretpostaviti da S
ne sadrzi krajnje tacke prostora X.

Dalje, pokazimo da je (S, <g) gusto linearno uredenje. Neka su z,y € S i neka je x < y.
Sada koristimo gustinu skupa X, tj. da je gusto ureden, pa (x,y) # 0. Odatle znamo da
je neprazan i (z,y) N S, §to znaci da postoji z € S takav da je z < z < y. Takode, lako
pokazujemo i da S nema krajnjih tacaka. Ako pretpostavimo da je s najmanji element
skupa S, a za najmanji element skupa X uzmemo z,,;,, tada ¢e skup (2, $) biti prazan,
Sto je kontradikcija sa povezanoséu prostora X, tacnije sa ¢injenicom da je gusto ureden.
Analogno se pokazuje da S nema najveéi element.

Dakle, imamo S skup koji je prebrojivo gusto linearno ureden bez krajnjih tacaka, pa je,
po teoremi [1.2] izomorfan sa (0,1) N Q. Uzmimo da je f: S — (0,1) N Q izomorfizam.
Definisimo F': X — [0, 1] sa

F(Zmin) =01 F(z) =sup{f(s)| s€ SAs <z zax# Tnpn}

Preslikavanje F' je dobro definisano upravo zbog gustine skupa S. Za sve x > x,,,;, zbog
guste uredenosti prostora X, imamo da je (T, ) # 0, pa nam ¢injenica da je S gust u
X daje da postoji s € SN (min, ). Sada znamo da je {f(s)| s € S As <z} neprazan, i
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ogranicen odgore (sa 1) pa ima supremum. Takode, oc¢igledno imamo da je Fl|g = f, tj.
za s € S imamo F(s) = f(s).

Pokazimo da je F' homeomorfizam. Posto je X kompaktan, a [0,1] Hauzdorfov prostor
dovoljno je pokazati da je F' neprekidna bijekcija. Prvo, pokaza¢emo da je F' striktno
rastuca funkcija. Neka su xy,79 € X i1 neka je z7 < x5. Posto je X gusto linearno
uredenje, a S je topoloski gust u X, na osnovu propozicije S je i uredajno gust u
X. Zbog ove ¢injenice postoje s1, 89 € S takvi da je z1 < 51 < s9 < x5, odakle imamo
F(l‘l) < F(Sl) < F(Sg) < F(ZL‘Q)

Pokazimo sada da je F sirjektivno. Neka je y € [0,1]. Ako y € Q, onda jasno je da
postoji z € S U {Zmin, Tmaz} za koje je F(z) = y. Neka je zato y € [0,1] \ Q. Tada
je y = sup((0,2) N Q). Neka je S; = {s € S| f(s) < y}. Posto je f striktno rastuce
preslikavanje, tada ¢e vaziti da ako je s; € S7 1 s9 < s; onda ¢e i s5 € S;. Ako uzmemo
da je x = sup S; tada vazi:

y =sup((0,y] N Q) =sup{q € Q| ¢ < y} = sup{f(s)| s € SA f(s) <y}
F(z) =sup{f(s)] s€ SAs <z}

Preostalo nam je da pokazemo jo§ da za svako s € S vazi: s < x < f(s) < y. Ako je
s < xonda s € Sy, tj. f(s) <y. Obratno, ako je f(s) <y onda s € Sy, pa je jasno da
s <.

Pokazimo jos da je F' neprekidno preslikavanje. Pokaza¢emo da je inverzna slika sva-
kog podbaznog otvorena u X. Uzmimo da je (+<—,b) = [0,b) gde je b € Q, podbazni u
0,1]. Tada zbog monotonosti F~![(<,b)] = (+, F~(b)), §to je otvoren skup. Sli¢no je
i F7YH(b,=)] = (F7Yb), —). O

Na kraju naveséemo dve teoreme bez dokaza, kao i jednu teoremu sa dokazom pre-
uzetim iz [12]. Potrebno je napomenuti da u glavi 4| u [12] imamo potrebne dokaze za
tezinu Dedekindove kompaktifikacije (nase cX kompaktifikacije) kao i navedene posledice
za prenoSenje druge aksiome prebrojivosti na kompaktifikaciju sa prostora, i ¢injenicu da
je ¢X metrizabilan prostor ako X zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti.

Teorema 5.3. Svaki separabilan metrizabilan linearno ureden prostor se moZe potopiti u
realnu pravu.

Dokaz. Kako bismo dogli do trazenog rezultata koristicemo kompaktifikaciju. Do samog
potapanja koje se trazi dolazimo preko kompozicije, gde je kompaktifikacija prva od dve
funkcije. Pretpostavimo da je X separabilan, metrizabilan linearno ureden topoloski pro-
stor. Separabilnost i metrizabilnost nam zajedno daju drugu aksiomu prebrojivosti za
prostor X, koja se prenosi na kompaktifikaciju ¢X iz glave I Posto imamo drugu ak-
siomu prebrojivosti na kompaktifikaciji, kompaktifikacija je tada i metrizabilan prostor,
a ono Sto nam je takode bitno jeste da nemamo pukotina, posto radimo sa kompaktnim
linearno uredenim prostorom.

Pokazimo da ovaj prostor sadrzi najvise prebrojivo mnogo skokova. Pretpostavimo su-
protno, da postoji barem ¥; skokova. Svaki skok (D, FE) karakterisu dve tacke, a to

su d = maxD i e = minE. Obelezimo sa S5, familiju skokova sa osobinom da je

— < d(d,e) < Lzan >0, asaS familiju skokova sa osobinom d(d,e) > 1. Kako
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je familija svih skokova unija familija S, sledi da postoji ng da je |S,,| > wi. Sa Dy,
obelezimo familiju maksimuma donjih klasa i posmatrajmo familiju otvorenih lopti oblika
L(d, ﬁ), gde d prolazi kroz skup D,,,. Ova familija lopti je po parovima disjunktna fa-
milija otvorenih skupova kardinalnosti veée od w. Kako je ¢X separabilan prostor, takva
familija moze biti najvise prebrojiva, §to zna¢i da imamo kontradikciju. Dalje, dajemo
skicu dokaza.

Sada ¢emo definisati novi linearano ureden prostor kX, tako sto ¢emo sve skokove popu-
niti kopijom intervala (0, 1). Dobijamo prakti¢no da je ¢X podskup novog prostora kX i
poredak ¢e ostati isti, dok ¢e novi elementi zauzeti mesto skokova koje su popunili. Ako
posmatramo sve elemente koji popunjavaju jedan skok (D, E), onda su oni svi veéi od
svih elemenata iz D i manji od svih elemenata iz F. Nazovimo to potapanje g.

Kako su (0,1) i ¢X separabilni, separabilan je i kX. Takode imamo da je kX kom-
paktan, poSto nema pukotina, a eliminacijom skokova postao je i povezan. Dakle imamo
da je kX separabilan kontinuum, pa je homeomorfan intervalu [0, 1]. Konac¢no, potapanje
prostora X u R je go f. O]

Na kraju, navodimo i dve teoreme bez dokaza. Prva povezuje povezanost (odnosno
nepovezane prostore) sa jako nula-dimenzionalnim prostorima, a druga daje koji su to
uslovi da se na jednom prostoru moze definisati linearno uredenje.

Teorema 5.4 (Herrlich 1965 [9]). Svaki nasledno nepovezan linearno ureden prostor je
jako nula-dimenzionalan.

Teorema 5.5 (Herrlich 1965 [B]). Svaki metrizabilan jako nula-dimenzionalan prostor
(X, 0) se moze linearno urediti relacijom < takvom da je O = O.
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Glava 6
Zakljucak

U ovom radu smo prosli kroz neke od osnovnih osobina linearno uredenih topoloskih
prostora. Bitna osobina linearno uredenih topoloskih prostora jeste normalnost svakog, a
u ovom radu smo ilustrovali dokaz koristeéi se osobinama baze linearno uredene topologije
i diskretnih skupova. Preko osobina indukovanih topolgija na potprostorima, i konvek-
snih skupova pokazali smo i vise, da je svaki linearno ureden topoloski prostor T5-prostor.
Upoznali smo se i sa leksikografskim uredenjem, jednim linearnim uredenjem na Dekarto-
vom proizvodu, i ilustrovali smo dokaze za neke osobine za prostor I? sa leksikografskim
uredenjem.

Bavili smo se i osobinama kompaktnosti i povezanosti, gde smo pokazali koji su to
potrebni i dovoljni uslovi da linearno ureden topoloski prostor bude kompaktan, odnosno
povezan. Naznacio bih pojam kompaktifikacije i pricu o Dedekindovoj kompletnosti,
koja nam je dala univerzalnu kompaktifikaciju, koja je pritom i sama linearno uredenje,
linearno uredenih topoloskih prostora.

Time smo upotpunili pri¢u o linearno uredenim topologijama i osobinama istih sa ko-
jima smo se upoznali na kursu topologije. Treba ista¢i i pri¢u o kardinalnim funkcijama,
koja je jedina tema u radu izvan kursa topologije, u koje je ulozeno mnogo rada Sezdese-
tih tih godina proslog veka. Ilustovana veza izmedu celularnosti i naslednog Lindelefovog
broja zahtevala je povezanost prostora, a prvobitno je dokazana takode samo za kom-
paktne prostore. Spomenuo bih i pojam parakompaktnosti, koji takode izlazi izvan kursa
topoloje, a koji donosi jos dosta zanimljivosti u pricu o linearno uredenim topoloskim
prostorima. Radoznalom c¢itaocu prepustamo da samostalno istrazi, kako ¢injenicu da
su za svaki linearno uredeni topoloski prostor parakompaktnost, jaka parakompaktnost i
slaba parakompaktnost ekvivalentni uslovi (videti [3]), tako i vezu leksikografski uredenog
I? sa pravom Zorgenfreja, ili ostale probleme vezane za kardinalne funkcije. Za one sa
boljim znanjem nemackog jezika preporucuje se [5], a sa boljim znanjem francuskog [2].
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