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Predgovor

Engleski matematicar James Joseph Sylvester je 1893. godine postavio sledece
pitanje: ukoliko je u ravni uocen konacan skup tacaka takvih da ma koja prava
odredena dvema od tih tacaka sadrzi bar jos jednu tacku iz tog skupa, da i
sve tacke iz uwocenog skupa moraju biti kolinearne? U to vreme se nije po-
javio zadovoljavaju¢ odgovor i problem je pao u zaborav, sve dok cetrdesetak
godina kasnije Erdds nije nezavisno dosao do istog pitanja. Konacno, Gallai
je dokazao da je odgovor potvrdan i potom je problem objavljen u ¢asopisu
American Mathematical Monthly, 1943. godine. Do danas je naden vrlo velik
broj dokaza ovog rezultata. Problem je dobio ime Sylvester-Gallaieva teo-
rema, jer Sylvester je pretpostavio a Gallai je dokazao prvi put.

Polazna tacka ovog master rada je Sylvester-Gallaieva teorema u vezi s
kojom su se pojavile i druge hipoteze, od kojih su neke ve¢ uspesno dokazane,
a neke su jos otvoreni problemi.

U uvodnom delu se nalaze one definicije, pojmovi, oznake i metode koje
¢emo koristiti u celom radu. Znacajan pojam je obi¢na prava, koja se definise
kao prava koja je incidentna sa tacno dvema tackama od uocenih konacno
mnogo. U drugom delu uvodimo nekoliko (od mnogobrojnih) dokaza Sylvester-
Gallaieve teoreme, odabranih kao ilustraciju raznovrsnosti ideja kojima se
moze sti¢i do cilja. Primetimo da Sylvester-Gallaieva teorema zapravo daje
egzistenciju obicne prave. Postavlja se pitanje da li postoji vise takvih pravih.
U tre¢em delu bavimo se ovim pitanjem i dajemo sve bolju i bolju donju
granicu za broj obi¢nih pravih. U ¢etvrtom delu dajemo donju granicu za
ukupan broj pravih odredenih konoa¢nim brojem tacaka, pod odredenim
uslovima. Na kraju, u petom delu razmatramo Dirakovu hipotezu, koja se
bavi postojanjem tacke koja je incidentna sa bar 3 — ¢ pravih. Taj problem
jos nije resen, ali neke slabe verzije jesu, Sto ¢e biti ovde prezentovano.

Adel Sos



1 Uvod

U ovom poglavlju uvodimo glavne definicije, pojmove i oznake, koje ¢emo
koristiti u celom radu.

U celom radu posmatramo konacan skup n razlicitih tacaka u ravni koji
oznacavamo sa T, a same tacke sa T; za i € {1,2,...,n}, gde n > 3. Te tacke
su nekolinearne i ako to nije naglaseno ili nije receno drugacije. Prave koje
su odredene sa tim tackama oznacavamo sa p; za j € {1,2,...,m}, a skup
svih tih pravih sa P. Za ceo rad vazi, ako je re¢ o jednoj tacki ili pravoj,
podrazumeva se da je taj objekat element skupa T ili P, respektivno, ako
drugacije nije naglaseno. Raspored tacaka skupa T i pravih skupa P krace
¢emo zvati samo raspored.

U pojedinim dokazima, kada formulacija tvrdenja ne zahteva boravak u
euklidskoj ravni, koristi¢emo (bez posebnog naglasavanja) pojmove i tehnike
projektivne geometrije.

Definicija 1.1. Za zadatih n tacaka v ravni, pravu odredenu nekim dvema od
njih nazovimo obiéna prava ukoliko ona sadrzi tacno dve od datih tacaka.

Kod nekih tvrdenja i dokaza koristicemo neke transformacije datog ras-
poreda tacaka i pravih.

Prva transformacija je metod dualizacije. Sustina ovog metoda je da
date tacke preslikavamo u prave, a prave u tacke (kao oznake koristimo isto
slovo, samo veliko pretvorimo u malo i obrnuto), a za pripadnost u dualizira-
nom rasporedu vazi da A € b ako u originalnom rasporedu a > B. Posto
svake dve tacke odreduju jednu jedinu pravu, mozemo zakljuciti da se posle
dualizacije svake dve prave seku u nekoj tacki (videti sliku 1). Primetimo da
je u projektivnoj geometriji tvrdenje dobijeno nakon dualizacije ekvivalentno
polaznom tvrdenju.

Druga transformacija je pretvaranje u graf. Ovaj metod raspored tacaka
skupa T i pravih skupa P pretvara u graf G, tako da V(G) = T i E(G) je skup
svih duzi koje spajaju susedne ¢vorove, odnosno unija dve poluprave sa iste
prave. Videti sliku 2, koja pokazuje podelu jedne prave na grane grafa, koje
su predstavljene linijama razli¢itog tipa i to su: (11, T3), (T2, T3), (T3,14), a
cetvrta grana je unija dve poluprave s pocecima u 717 i T}, koje "pokrivaju”
ostatak prave p. Graf GG deli ravan na poligonalne oblasti posmatrano iz per-
spektive projektivne geometrije. U euklidskom smislu, ti poligoni nisu uvek
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Slika 1: Pripadnost pre i posle dualizacije

konaéni i nisu uvek povezani. Videti sliku 3, gde su razli¢iti poligoni oznaceni
razli¢itim brojevima, a isti poligoni istim brojevima. Poligoni (1), (2) i (3)
su konac¢ni i povezani, a ostali poligoni ne. Za poligone vazi da su ograniceni
bar sa tri grane. Broj ¢vorova, grana i poligona respektivno oznac¢avamo sa

V,EiF.

Slika 3: Primer za poligone odredene pravama pi, ps, p3 1 p4



2 Razni dokazi Sylvester-(zallaieve teo-
reme

U ovom poglavlju rada ¢e biti prezentovano nekoliko razlicitih dokaza Sylvester-
Gallaieve teoreme, koje koriste razlicite ideje. Koriséeni radovi su [3], [4], [5],
[11] i [7]. Jedna formulacija teoreme glasi:

Teorema 2.1. (Sylvester-Gallaieva teorema) Neka je dato n nekolinearnih
tacaka. Tada postoji prava koja sadrzi tacno dve od datih n tacaka.

Prvo dajemo hronoloski prvi dokaz po redu, koji potice od Gallai.

Dokaz. Primenimo projektivnu transformaciju koje tacku 77 preslikava u
beskonacéno daleku tacku (pritom ostaju ocuvane sve incidencije i kolin-
earnosti). Novodobijeni raspored je ekvivalentan sa originalnim. U ovoj si-
tuaciji prave p(T1,T;) za sve i € {2,3,...,n} su medusobno paralelne. Pret-
postavimo suprotno, da svaka prava odredena dvema tackama sadrzi i trecu
tacku.

Slika 4

Posmatramo onu trojku razlicitih tacaka iz {75, ..., T,,} koje su kolinear-
ne i koja sa pravama p(T1,7;),i € {2,...,n}, odreduju najmanji ugao. Bez
umanjenja opstosti, p(Ts, T3, Ty) je ta prava, gde vazi To—T3—T} i a oznacava
pomenuti ugao.

Po pretpostavci postoji treca tacka Ty, k € {5, ...,n}, koja pripada pravoj
p(T1,T3). Medutim, tada prava p(Ty,T2) ili p(T,Ty) sa p(T1,T3) odreduje
ugao strogo manji od «, sto je u kontradikciji sa pretpostavkom. [

Na drugom mestu sledi dokaz koji se smatra najelegantnijim. Potice od
Kellya iz 1948. godine.



Dokaz. lzaberemo one uredene dvojke (77, p;) iz T x P za koje vazi da T; ¢ p;
i od takvih uredenih dvojki bez umanjenja opstosti neka je (73,p;) ona za
koju vazi da je rastojanje tacke od prave najmanje. Prava p; ¢e biti prava
incidentna sa tac¢no dvema tackama.

Slika 5

Pretpostavimo suprotno tvrdenje, tj. p; sadrzi bar tri tacke skupa T i
te oznacavamo sa T",T"” i T". Q oznacava normalnu projekciju tacke T}
na pravu p;, koja moze da se poklapa sa najvise jednom tackom skupa
{T", 7", T"}. Od tacaka T", T" , T" dve se nalaze na istoj zatvorenoj polupravi
prave p; sa pocetnom tackom Q. Neka su to 77 i T”, od kojih 7" ima
vece rastojanje od ). Analiziramo AT1QT’. Rastojanje tacke T” od prave
p(T',T1) je manje ili jednako sa rastojanjem tacke Q od te iste prave, a ovo
je strogo manje od rastojanja tacke T} od prave pp, Sto je kontradikcija sa
pretpostavkom. [ |

Naredni dokaz potice od Steinberga koji je dokazao teoremu u nesto
drugacijoj, ekvivalentnoj formulaciji.

Teorema 2.2. Neka je dato n tacaka u ravni, takvih da svaka prava povucena
kroz ma koje dve od njih sadrzi i trecu tacku. Tada su sve date tacke koline-
arne.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da te tacke nisu kolinearne, tj. postoje tri
tacke koje ne leze na jednoj pravoj i te neka budu Ti, 75 i T3. Definisemo
pomodénu pravu a, koja prolazi kroz 17, ne sadrzi nijednu drugu tacku skupa
T i nije paralelna sa nijednom pravom skupa P. Iz prethodne definicije sledi
da svaka prava iz P seCe pravu a, te tacke preseka neka budu Py, Ps,...,P,,,
od kojih se neke poklapaju sa T (npr. a N p(11,T3)), ali ostale su razlicite
od svih T;. Na osnovu pretpostavke postoji bar jedna tacka P;, + < m, koja
je razlicita od Ty (npr. a N p(Ts,T3)). Tacke P; dele pravu a na bar tri dela.
P neka bude ono P; za koje vazi da duz T P ne sadrzi nijedno drugo P;, a



prava koja odreduje tacku P neka se zove b. Na osnovu pretpostavke teoreme
bar tri tacke od datih n su incidentne sa pravom b. Neka su to Ty, T5 i Tg,
od kojih se bar dve nalaze na istoj strani tacke P i za redosled te cetiri tacke
bez umanjenja opstosti imamo dve moguénosti: P — T, — T5 — Tg (videti sliku
6) ili T — P — Ty — Ty (videti sliku 7). Tacke T} i T5 na osnovu pretpostavke
teoreme su kolinearne sa trecom tackom i ta neka bude 7%. Tada jedan od
pravih p(T%7,Ty) i p(T7, Ts) sece pravu a kroz duz (T P), Sto je kontradikcija.
(Na slici su oznacene sve tri moguénosti polozaja tacke T7.)

Slika 7: Slucaj Tg — P — Ty — T5
[ |

1939. godine Motzkin je nasao kratak dokaz teoreme, koji koristi u uvod-
nom delu definisani metod dualizacije. Ako dualiziramo Sylvester-Gallaievu
teoremu, dobijamo sledece tvrdenje:



Teorema 2.3. Ako se n pravih ne seku u jednoj tacki, onda postoji presecna
tacka kroz koju prolaze tacno dve prave.

Dokaz. DefiniSemo P, ; := t; Nt;. Posmatramo prave ty,1ts,t3 koje se seku
po parovima u razli¢itim tackama. Imamo dve moguc¢nosti za presec¢nu tacku
P, 5: ili je incidentna samo sa pravama ¢, i t3, u ovom slucaju dokaz je zavrsen
ili pripada i trecoj pravoj ts. Bez umanjenja opstosti, neka je tacka P 3
izmedu Py i Py 4.

Ako tacka P, 3 nije incidentna sa drugom pravom osim t; i t3, dokaz
je zavrSen. Neka zato P, 3 pripada pravaoj ts. Ta prava deli AP oPs 3P 3
ili AP, 3P 4P>3 na dva dela. Bez umanjenja opstosti, AP 2P 3P 3 je taj
trougao. Opet imamo dve moguénosti za tacku P 5: ili je to trazena tacka
ili pripada pravoj ts. Po konstrukciji, svaka od pravih koje na ovaj nacin
uocavamo prolazi kroz jednu "novu” tacku (tj. tacku koju nismo dotle uocili),
a ta tacka lezi na tacno jednoj od dotle uocenih pravih, pritom ocito ra-
zlicitoj od novouocene prave; dakle, sve prave koje na ovaj nacin uo¢avamo su
medusobno razlic¢ite. Ponavljanjem prethodno opisanog postupka za novodobi-
jene presecne tacke, na kraju dobijamo tacku koja ¢e biti incidentna sa ta¢no
dvema pravama, s obzirom na to da je broj datih pravih konacan.

Slika 8

Poslednji dokaz potice od Melchiora, koji prvo primenjuje dualizaciju, a
zatim dobijeni raspored transformise u graf. To znaci da opet treba dokazati
postojanje tacke kroz koju predu tacno dve prave.

Dokaz. Posmatrajmo dobijeni graf u projektivnoj ravni. Svaki ¢vor tog grafa
je incidentan sa bar dve prave. Sa Ni, k = 2, 3,4, ... oznacavamo broj ¢vorova
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koji su incidentne sa k pravih. Posto svaki ¢vor deli svaku pravu s kojom je
incidentan na dva dela, i posto je svaka grana incidentna s ta¢no dva ¢vora,
sledi

2F = zn: 2k N,
k=2

odnosno .
E = kNj. (1)
k=2

Pored toga vazi i ocigledna jednakost

n

V=> N (2)

Ako sa M, s = 3,4,5, ... oznacavamo broj poligona ogranic¢enih sa s grana,
onda vazi

F:iMs (3)

i na osnovu ¢injenice da svaka grana deo ta¢no dva poligona
n
2E =Y sM,. (4)
s=3

Ojlerova formula za planaran graf u projektivnoj ravni ([6], Corollary
2.14) daje
V—-FE+F=1,

odnosno ako pomnozimo sa 3
3V —3E + 3F = 3.

Pomocu jednakosti (2), (1), (4) i (3), dobijamo niz jednakosti

?)iNk— (ika—l-isMS) +3iMS_3,
k=2 k=2 s=3 s=3

n

> B—k)Ne+ i(z& —s)M, =3,

k=2 s=3

9



No+> (B=k)Ne+ > (3— )M, =3,
k=4 s=3
a ako odavde izrazimo N, dobijamo

Ny =3+ (k=3)Ni+ Y (s—3)M,.
k=4 s=4

Sa N, upravo smo oznacavali broj trazenih tacaka i posto je svaki sabirak
prethodne jednakosti pozitivan broj sledi Ny > 3, sto dokazuje postojenje
bar jedne tacke koja je incidentna sa tacno dvema pravama. [

10



3 Broj obi¢nih pravih

U uvodnom delu definisali smo pojam obi¢ne prave, sto je prava koja je
incidentna sa ta¢no dvema tacaka od datih n. Taj pojam ¢e imati kljuénu
ulogu u ovom poglavlju.

Na osnovu Sylvester-Gallaieve teoreme dokazano je postojanje obicne
prave u svakom skupu od n nekolinearnih tacaka. Postavlja se pitanja, da
li postoji vise takvih pravih? U istoriji ovog pitanja matematicari su dali sve
bolju i bolju donju granicu za broj obi¢nih pravih, koje ¢e biti prikazane u
ovom poglavlju.

U nastavku ¢emo sa f(n) oznaciti najmanji mogué¢ broj obi¢nih pravih
odredenih sa n nekolinearnih tacaka.

Teorema 3.1. f(n) > 3.

Tacnost prethodnog tvrdenja sledi neposredno na osnovu Melchiorovog
dokaza Sylvester-Gallaieve teoreme.

Dokazi narednih rezultata su slozeniji i svako od njih izlozi¢emo u poseb-
nom odeljku.

3.1 Postojanje 3n/7 obi¢nih pravih
Naredni rezultat poti¢e od Kellja i Mosera iz 1958. godine [9].
Teorema 3.2. f(n) > 3n/7.

Dokazu ove teoreme prethodi dokaz nekolikih lema i pomoénih teorema,
ali pre toga definiSemo potrebne pojmove i konstatujemo vazne ¢injenice. U
ovom odeljku sve posmatramo iz ugla projektivne geometrije.

Prave skupa P dele ravan na poligonalne oblasti. Ako posmatramo samo
one prave koje ne prolaze kroz tacku 7', onda jedna oblast odredena tim
pravama sadrzi tacku 7.

Definicija 3.3. Prave koje ogranicavaju poligonalnu oblast kojoj pripada
tacka T se zovu susedt tacke T'.

Definicija 3.4. Raspored je pramen ako se sve prave seku u jednoj tacki, a
skoro-pramen ako se m — 1 prava skupa P seku u jednoj tacki, a m-ta ne
prolazi kroz tu tacku.
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Ako su tacke nekolinearne i n — 1 su kolinearne, onda lako sledi da je
uredenje skoro-pramen.

Lema 3.5. Ako postoji tacka T koja ima tacno jedog suseda, tada je P skoro-
pramen.

Dokaz. Suseda tacke T' oznacavamo sa p. Dokazujemo da sve tacke osim T’
moraju da pripadaju pravoj p. Pretpostavimo suprotno, da postoji tacka T;
koja nije incidentna sa p. Prava p sadrzi bar dve tacke, oznacavamo njih sa
T 1 T3, i odavde znamo da se p(11, Ty) i p(11, T3) razlikuju i razlicite su od p.
Bar jedna od njih ne sadrzi tacku 7', pa po definiciji ta prava je drugi sused
tacke T'. Kontradikcija. [ ]

Lema 3.6. Ako postoji tacka T koja ima tacno dva suseda, tada P je skoro-
pramen.

Dokaz. Neka su p; i py susedi tacke T'. U rasporedu koji sadrzi samo prave
koje ne prolaze kroz tacku T', poligonalna oblast odredena sa pravama p; i
pa koja sadrzi T' (videti sliku 9) ne moze da bude presecena ni sa jednom
drugom pravom, jer onda tacka 7' bi imala i treci sused, sto je kontradikcija
sa pretpostavkom teoreme. To znaci da prave koje ne prolaze kroz tacku T
moraju formirati pramen.

Slika 9

Neka je T} jedina presecna tacka tih pravih i 77, T, tacke na pravama pq,
pe, respektivno, koje se razlikuju od Ty. Prava p(T},T2) ne moze da prolazi
kroz Tp, ali mora da prolazi kroz T', jer inace ta prava bi bila tre¢i sused tacke
T sto je kontradikcija sa pretpostavkom teoreme.

Dokazimo jos da je p(T},T3) jedina koja prolazi kroz tacku 7" a ne sadrzi
tacku Ty. Pretpostavimo suprotno, neka postoji jos jedna takva prava. Oz-
nac¢imo njene preseke s pravima p; i ps sa T3 i 7). Tada jedan od pravih
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Slika 10

p(Ts, Ts) i p(T, Ty) ne sadrzi tacku 7', ali onda bi i ova prava bila sused tacke
T, kontradikcija.
Tako smo dobili da je raspored skoro-pramen. [

Teorema 3.7. Ako P nije skoro-pramen, onda svaka tacka skupa T ima bar
tri suseda.

Dokaz. Ako bi postojala tacka sa jednim ili dva suseda, na osnovu lema 3.5
i 3.6 raspored bi bio skoro-pramen, §to je kontradikcija sa pretpostavkom
teoreme. |

Definicija 3.8. Broj obicnih pravih koje prolaze kroz T je red tacke T. Broj
suseda tacke T koje su ujedno i obicne prave je rang tacke T'. Zbir reda 1
ranga je indeks tacke T.

Teorema 3.9. Ako je red tacke T nula, onda je svaki sused tacke T obi¢na
prava.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. postoji sused tacke T koji sadrzi bar
tri tacke skupa T, koje oznacavam sa T, 15 i T3. Neka je X tacka na toj
pravoj koja je ujedno i na ivici poligonalne oblasti, Sto znaci da otvorena
duz (TX) ne moze da bude presecena nijednom pravom skupa P. Bez u-
manjenja opstosti, redosled tacaka je T3 — X — Ty — T (videti sliku 11) ili
X — Ty — Ty — T (videti sliku 12). Posto je red tacke T nula, prava p(T',T7)
sadrzi bar jos jednu tacku, recimo Ty skupa T. Ali u ovom slucaju nezavisno
od toga da gde se nalazi tacka Ty, bar jedna od pravih p(Ty, Ty) i p(T53,Ty)
sece otvorenu duz (T'X), sto je kontradikcija.

|

Teorema 3.10. Indeks svake tacke skupa T ciji red nije dva je bar tri.
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Slika 12: Slucaj X — T, — 11 — T;

Dokaz. Ako je raspored skoro-pramen, onda uslov teoreme vazi za n > 4. U
ovom slucaju red presecne tacke n — 1 prave je n — 1, pa na osnovu definicije
indeksa tvrdenje je tacno. Lako konstatujemo da je red ostalih tacaka 1, rang
je 2, pa je indeks tih tacaka tacno 3.

Dalje se bavimo ostalim rasporedima, koje delimo na tri slucaja. Sa T
oznacavamo tacku koja ispunjava uslov teoreme.

e Red tacke T je 0: Posto raspored nije skoro-pramen onda na osnovu
teoreme 3.7 T" ima bar tri suseda, koje su na osnovu teoreme 3.9 obicne
prave. Lako sledi tvrdenje teoreme.

e Red tacke T je 1: Sa T} oznacavamo drugu tacku koja lezi na obi¢noj
pravoj kroz T'. Istom metodom koris¢éenom u prethodnom dokazu, mo-
zemo pokazati da, ako sused tacke T' nije obi¢na prava, onda ona prolazi
kroz Ti. Lako se vidi da tri suseda nemaju zajednickih tacaka, pa sledi
da svaka tacka moze da ima najvise dva suseda koji nisu obicne prave.

Ako tacka T ima bar cetiri suseda, onda bar dva od tih su obi¢ne prave.
Te obi¢ne prave sa p(T,T}) daju indeks bar tri za tacku T

14



Ako tacka T ima tac¢no tri suseda, onda mozemo dokazati da bar dva od
tih su obic¢ne prave. Pretpostavimo suprotno, p; i po su susedi tacke T'
koji nisu obi¢ne prave i u tom slucaju obe su incidentne sa tackom T}.
Neka je X tacka prave p; sa ivice poligonalne oblasti takva da (77X) ne
sadrzi tacku skupa T. Bez umanjenja opstosti, za redosled Ty i T3 (koje
su ostale dve tacke sa py) vazi To —T5—T1 — X ili T3 — T} — X —T5. Tada
je prava p(T', T3) obi¢na prava jer bi inace postojala prava koja sece duz
(XT). Prava p(T,T3) je ujedno i druga obi¢na prava kroz tacku T, ali
to je kontradikcija sa pretpostavkom slucaja. Sazeto, tacka T" ima bar
dve susedne obi¢ne prave, red je jedan, pa je indeks bar tri.

e Red tacke T je bar 3: Po definicije indeksa lako sledi tvrdenje.
|

Teorema 3.11. Ako je prava p € P sused tri tacke Ty, Ty i T3, onda tacke
skupa T koje pripadaju pravoj p pripadaju i nekoj od pravih p(T1,Ts), p(Ts, T3)
il p(Tz, Tl)'

Dokaz. Prvo dokazujemo da tacke T, T5 i T3 ne mogu da budu kolinearne.
Pretpostavimo suprotno, tj. da jesu kolinearne, i presecnu tacku pravih p i
p(Th, T, Ts) oznacavamo sa (). Posto su bar dve tacke na istoj strani prave
p, bez umanjenja opstosti ) — 17 — T, a T3 se nalazi bilo gde izvan duzi
[QTs]. Prava p sadrzi bar dve tacke skupa T i jednu od tih oznacavamo sa
Ty. Zbog pravih p(Ty,Ty) i p(T3,Ty) p nije sused tacke Ty (videti slike 13 i
14). Kontradikcija.

Sa X} oznaCavamo presecnu tacku prave p i p(7;,7}), gde je i, j,k per-
mutacija brojeva 1,2, 3. Pretpostavimo suprotno, tj. postoji tacka T € T na
pravoj p razlicita od X;, X5 i X3. Nezavisno od toga gde se nalazi T', zbog
neke dve od pravih {p(T,T1),p(T,T3),p(T,T3)} sledi da p nije sused jedne
tacke skupa {71, T3, T5}. Kontradikcija.

P
Q L T, T3

Slika, 13: Slu(}&J Q — Tl — T2 — T3
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P
\Ts Q T, T,

Slika 14: Shlé&J T3 - Q — T1 — TQ

Posledica 3.12. Svaka prava skupa P je sused najvise cetiri tacke.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno: neka je prava p sused tackama Ti, 15, T;,
Ty i Ts. Neka je T tacka iz T na pravoj p. Po prethodnoj teoremi imamo
da T lezi na nekoj od pravih p(T},Ty), p(Tz, T3) ili p(17,T3); bez umanjenja
opstosti, uzmimo prvi slucaj. Ponovo po prethodnoj teoremi primenjenoj na
tacke Ty, T3 1 T, imamo da P lezi na p(T3,T4) (mora biti bas na njoj jer
bismo u suprotnom dobili P = T}). No, sada prethodna teorema primenjenja
na tacke Ty, T3 i T5 vodi u kontradikciju (zbog P # 11 i P # T3). [ |

Teorema 3.13. Ako sa I; oznacavamo indeks tacke T;, onda
1 n
i=1

Dokaz. Donju granicu za broj obi¢nih pravih odredujemo preko indeksa tacaka
skupa T. U """ | I; svaku obi¢nu pravu, na osnovu posledice 3.12, najvise
Cetiri puta racunamo kao rang tacaka i tacno dva puta kao red tacaka. Sledi
da svaku obi¢nu pravu racunamo najvise Sest puta. Odavde direktno sledi
nejednakost. [

Sad smo spremni da dokazemo glavnu teoremu 3.2, tj. postojanje 3n/7
obi¢nih pravih.

Dokaz. Broj tacaka ¢iji red je dva oznacavamo sa k, za koji vazi
f(n) = k. (5)

Zaista, kroz svaku tacku reda dva prolaze ta¢no dve obi¢ne prave (po defini-
ciji reda), i brojeéii prave na ovaj nacin, svaku obiénu pravu smo urac¢unali
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najvise dva puta (jer svaka obi¢na prava sadrzi tacno dve tacke, pa samim
tim najvise dve tacke reda 2), te vazi gornja nejednakost.
Na osnovu Teorema 3.10, 3.13 i na osnovu nejednakost (5) sledi

2k+3n—k) 3n—k _ 3n— f(n)
> HHIOZR)_ Ik S J)

odakle dobijamo

o
Py
=
\Y

w

— fn),

n
= 3n

f(n) =

3n
=

3.2 Postojanje 6n/13 obi¢nih pravih

Naredni rezultat potice iz rada [2]. Pre svega dualiziramo definiciju 1.1, §to
¢e biti potrebno u ovom poglavlju.

Definicija 3.14. Za zadatih n pravih u ravni, presecna tacka dve od njih je
obicéna tacka ukoliko ona lezi na tacno dve prave.

1993. godine Csima i Sawyer su dali bolju donju granicu za broj obi¢nih
pravih, tj. obi¢nih tacaka, posto u toku ovog poglavlja posmatramo dualizi-
ranu verziju rasporeda.

Imamo skup pravih T sa n elemenata i vazi da se svake dve prave seku u
jednoj tacki i te tacke obrazuju skup P. Posle dualizacije, f(n) oznacava broj
obi¢nih tacaka. Tokom rada koristi¢emo izraze levo, desno, gore i dole, gde
se referenciramo na crtez prilozen uz odgovarajuci dokaz. Ako su P; i Py dve
tacke na pravoj ¢, koja nije vertikalna, onda sa [P}, P,] oznacavamo zatvoreni
deo te prave koji dobijamo iduéi iz P; ka P, uz t u smeru nadesno. Ako je
ta prava vertikalna, onda se kretanje vrsi gore (videti sliku 15). Sa (P, P),
[P, Py) i (P1, P5] oznacavamo deo prave t koji je otvoren, otvoren sa desne i
otvoren sa leve strane.

Bilo koje tri prave dele ravan na cetiri oblasti sa ivicama [Py, P5] ili
[PQ, Pl], [P27 Pg] ili [Pg, PQ], [Pg, Pl] ili [Pl, Pg] i te oblasti ¢emo zvati trou-

glovi (videti sliku 16). Trouglovi obuhvataju i ivicu poligonalne oblasti.

Definicija 3.15. U AP, P,P3, sa zatvorenim delom [Py, P3] na pravoj t, Py
éemo zvati t-teme, a [Py, P3| t-baza.
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Slika 15: Nekoliko varijacija za [P, P;]

Slika 16: Primer za podelu ravni na trouglove

Definisa¢emo neke posebne vrste trouglova.
Definicija 3.16. Neka P, Ps € t. AP P,Ps je
e t-3irok ako ne postoji prava koja sece pravu t izvan [Py, Ps);

e t-minimalan ako je t-Sirok © ne sadrzi tacku van prave t razlicitu od
Pl y

e t-cvrst ako ne postoji prava koja razdvaja tacku P, 1 zatvoren deo
[P27 P3]7'

e t-falican ako sadrzi tacku van prave t razlicitu od P;.

Lema 3.17. Ako je AP, Py Psy t-minimalan trougao, onda je Py obicna tacka
ili postoji tacka u otvorenom delu (Py, P3) i svaka takva tacka je obicna.

Dokaz. Ako je P; obicna tacka, tvrdenje je tacno, pa pretpostavimo da to
ne vazi. Dakle, postoji prava t; koja prolazi kroz P; i posto je AP, P,Ps t-
sirok, t; sece t u tacki Py € (P, P3). Tacka P; mora da bude obi¢na, jer
inace bi postojala prava t, koja prolazi kroz nju i sece jednu od ostale dve
strane. Ta presecna tacka bi bila sadrzana u t-minimalan trouglu, sto bi bila
kontradikcija. |
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Lema 3.18. Neka je trougao APy Py Py t-curst. Ako je APy Py P t-falican ili
t-sirok, onda sadrzi t-minimalan trougao.

Dokaz. Prvo pretpostavimo da je trougao AP, P, Py t-¢vrst i t-falican. Neka
je P, tacka u trouglu koja je najbliza pravoj t. P5 i Ps na t izaberimo tako
da budu maksimalno udaljene jedna od druge. Trougao AP, PsFs je sadrzan
u trouglu AP, P, P, jer na primer ako Ps ¢ [P, P3|, onda prava p(Py, Ps) bi
razdvojila Py i [P, P3|, Sto je kontradikcija sa pretpostavkom da je APy P, Ps
t-¢vrst. Posto smo P, izabrali tako da bude najbliza pravoj t, APy PsPs ne
sadrzi tacku osim Py, Sto znaci da je to trazeni t-minimalan trougao.

Sada pretpostavimo da je AP, P, P3 t-Gvrst i t-Sirok trougao. Ako je AP, P, Py
t-minimalan, onda je dokaz gotov, ono je trazeni trougao. U suprotnom
trougao sadrzi tacku razlicitu od Pj, i to znac¢i da je t-falican i tvrdenje
sad sledi direktno na osnovu prvog dela dokaza. [

Definicija 3.19. Ako je AP, P,P3; t-minimalan © Py je obic¢na tacka, onda
kazemo da je P, pridruZena pravoj t.

Lema 3.20. Neka je trougao APy PyPs t-curst. Ako je AP, PyPs t-falican
il t-sirok, onda sadrzi tacku P € P razlicitu od Py i P3 koja je obicna i ili
pridruzena pravoj t ili lezi na t.

Dokaz. Na osnovu leme 3.18 sledi da AP, P, P; sadrzi jedan {-minimalan
trougao APy PsFPs. Na osnovu leme 3.17 znamo da ili je Py obi¢na tacka, pa
je ona pridruzena pravoj t, ili (Ps, Ps) sadrzi bar jednu obiénu tacku. [ |

Definicija 3.21. Tip prave t oznacavamo i definisemo sa V (t) := (p,v),
gde 1 oznacava broj obicnih tacaka koje leZe na pravoj t, a v oznacava broj
pridruzenth tacaka prave t.

Definicija 3.22. Ako prava t ima (p,v) tip i 1 < a < 2, a-teZina prave t
je wu(t) == ap +v.

Teorema 3.23. Neka je P obicna tacka na pravoj t, a 61 © 0o su t-corsti
trouglovi sa najuvise jednom tackom u unutrasnjosti, i za oba vazi, ako sadrzi
P, onda je to teme trougla. Vazi jos da je 01 t-falican ili t-sirok i isto tako i
0y jge t-falican ili t-Sirok. Tada t ne moze da bude tipa (2,0).

Dokaz. Sledi neposredno na osnovu leme 3.20. |

Definicija 3.24. Kelly-Moserova konfiguracija je raspored 7 pravih
prikazan na slici 17 ili bilo koja ekvivalentna verzija.
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Slika 17

Teorema 3.25. Neka u skupu T imamo dve prave cije je tip (2,0) i koje se

seku u obicnoj tacki. Tada je T Kelly-Moserova konfiguracija.

Dokaz. Prvo konstatujemo da T ne moze da bude skoro-pramen, zbog sledec¢eg
razloga: ako pretpostavimo suprotno, onda za n = 3 svaka prava ima (2, 1)
tip, a za n > 4 jedna prava ima (n — 1,0) tip, a sve ostale (1,2). U svakom

sluéaju nemamo dve prave tipa (2,0), sto je kontradikcija.

Sa t; 1ty oznacavamo prave koje imaju (2, 0) tip. Bez umanjenja opstosti,
te dve prave se seku u obi¢noj tacki P, koja je u beskonacnosti i stoje hori-
zontalno. P; i P, su tacke prave t; koje su najdalje levo i desno, a respektivno
P3; i P, prave t5. U oba slucaja te dve tacke su razlicite, jer ako bi se pok-
lapale onda bi T bila skoro-pramen, $to smo dokazali da je nemoguce. Bez
umanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da tacke Py, P», Py i P, su temena

pravougaonika (videti sliku 18). Te tacke ¢emo zvati ekstremne tacke.

t Py Py

Slika 18

Dokaz ¢emo izvrsiti u éetiri koraka.

e [. korak: Nijedna ekstremna tacka nije obicna.

Pretpostavimo suprotno, npr. da je tacka P; obi¢na. Neka je t3 druga
prava koja prolazi kroz P; i sece pravu ty u tacki Ps;. Oznac¢imo sa ¢
trougao odreden sa [Py, P5|, [P1, P] i [Ps, P] (videti sliku 19), koji je
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t1-Cvrst i ¢1-8irok, jer nijedna prava ne moze da sece (P, P;). Na osnovu
leme 3.20 posmatranjem prave ¢; sledi da ili > 3 ili v > 1, ali svakako
V(t1) # (2,0), sto je kontradikcija.

t
3
t \ Py P2

t

%

Slika 20

o 2. korak: Svaka prava sadrzi tacno dve ekstremne tacke ili nijednu.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji prava t koja prolazi kroz P,
ali ne sadrzi ni P ni Py. t' i t” su prave koje prolaze respektivno kroz
P; i Py ine sadrze tacku P; (videti sliku 20). Takve prave postoje, na
osnovu 1. koraka. Prava t sece prave t/, t” i ty respektivno u tackama
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P, P"iP". APP;P" i AP"P"P, su ty-8irok i tyo-¢vrst trouglovi, na
osnovu Cinjenice da su Py, P, P3 i P, ekstremne tacke. Odavde na
osnovu teoreme 3.23 sledi da prava t; ne moze da ima tip (2,0), §to je
kontradikcija.

Pretpostavimo da postoje one prave koje sadrze parove tih ekstrem-
nih tacaka i to su tg(Pl, Pg), t4(P2,P4), tg,(Pg, Pg) i t(j(Pl,P4). Sa PQ
ozna¢avamo presecnu tacku pravih t5 i tg (videti sliku 21).

ts t, t,
P P,
Y
Pg
)
P P,
t5
Slika 21
t3 t4 /
o
t
P1 p"
t1 p2
o
Po
ty Ps
P4
ts / Ps

Slika 22

e 3. korak: Sve ostale prave su vertikalne.

Pretpostavimo suprotno, da postoji prava razlicita ¢;, za sve i1 = 1,...,6
i nije vertikalna. Takve prave seku t3 u tacki koja nije u beskonacnosti i
razlicita od P; i P3 (jer inace bismo dobili kontradikciju sa 2. korakom).
Iz skupa tih tacaka sa P5 oznacavamo onu koja ima osobinu da (Ps, Ps)
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ili (P1, Ps) ne sadrzi tacku. Sa ' ozna¢avamo pravu koja sece t3 u Ps
i bez umanjenja opstosti pretpostavimo da se ta tacka nalazi ispod ts.
Odavde sledi da je (Ps, P3) bez tacke, jer (P, Ps) veé¢ sadrzi tacku u
beskonacnosti.

Prva moguénost je da t' je iznad P, (videti sliku 22). ¢’ sece prave tg,
t1 1ty u tackama P’, P” i P" respektivno. Mozemo konstatovati da
su AP'PP" i AP"P"P, ti-8iroki i t;-¢vrsti trouglovi. Na kraju na
osnovu teoreme 3.23 sledi da prava t; ne moze bude tipa (2,0), sto je
kontradikcija.

Druga moguénost je da je t’ ispod Py (videti sliku 23). U ovom slucaju je
P" presecna tacka prave t' i t5. Dokaz izvr§imo na isti nacin dokazujuéi
da su AP;P3P" i AP'P"P, ty-8iroki i to-Cvrsti trouglovi i na kraju
dobijamo kontradikciju.

t t t
3 4
t6 /
pm
P
t P,
PO
b
t2 P3
P P4
t5
/ s
Slika 23

Ostala je jedina moguénost da prava t' sadrzi tacku Py (videti sliku
24). Na osnovu dokazanog ne postoji prava kroz tacke Ps osim ¢’ i t3,
pa sledi da ta tacka je obicna.

Simetricno mozemo dokazati da i na pravoj t4 postoji tacka Ps sa oso-
binama da je obi¢na i da prava koja sece pravu t4 u toj tacki prolazi
kroz P,. Za tacke P5 i Py vazi da je jedna ispod t,, a druga je iznad 1,
i te tacke sa Py su kolinearne, jer ako ne bi bile, onda bi bio presecen
nedozvoljen deo neke prave. Bez umanjenja opstosti, Ps je ispod prave
ta, a Py je iznad prave t; i uvodimo oznake P; :=t' Nty i Py :=t' Nty
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t
5 P
t'/ 5

Slika 24

(videti sliku 24). Posto prava t, ima tip (2,0), P5 ne moze da bude
pridruzena pravoj ts i posto (Ps, P3) ne sadrzi tacku, prava koja prolazi
kroz trougao APs P3Py sece (Ps, P;) i (Ps, Pr), pai (P, Py) u tacki Py.
Odavde imamo da je APyP, Py t1-Cvrst i ti-falican, dok je AP;PsPs
t1-Cvrst i t1-Sirok, pa na osnovu teoreme 3.23 dobijamo da prava t; ne
moze da bude tipa (2,0), sto je kontradikcija.

o 4. korak: T je Kelly-Moserova konfiguracija.

U prethodnom koraku smo dokazali da svaka prava skupa T razlicita
od t;, za sve © = 1,...,6 je vertikalna. Te prave seku ¢; i t; u obi¢noj
tacki i posto su te dve prave tipa (2,0), postoji tacno jedna takva

t

5 t

3 t4

Py

Slika 25

vertikalna prava i prolazi kroz Fy, jer inace bismo dobili kontradikciju
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sa ¢injenicom da t; i to nema pridruzene tacke (videti sliku 25). Sad
mozemo konstatovati da je to bas Kelly-Moserova konfiguracija.

|
Sledec¢a lema je dualizirana verzija teoreme 3.10.
Lema 3.26. Ako V(t) # (2,0), tada w(t) = 3. To jedino za pramen ne vazi.

Lema 3.27. Ako prave ty ity imaju obicnu presecnu tacku i prave skupa T ne
obrazuju pramen ni Kelly-Moserovu konfiguraciju, onda wi(t1) + wq(t2) = 5.

Dokaz. Prave ne mogu da budu istovremeno tipa (2, 0), jer na osnovu teoreme
3.25 sledilo bi da prave skupa T obrazuju Kelly-Moserovu konfiguraciju, sto
je kontradikcija sa pretpostavkom.
Ako je tip obe prave razlicit od (2,0), onda na osnovu leme 3.26 sledi
Bez umanjenja opsStosti, tip prave ¢; je (2,0) a prave t, je razlicit od toga.
Na osnovu leme 3.26 dobijamo nejednakost wy (t1) + wy(t2) = 2+ 3 = 5.
|

Sad smo spremni da dokazemo glavnu teoremu ovog poglavlja.

Teorema 3.28. Ako prave skupa T ne obrazuju pramen ni Kelly-Moserovu
konfiguraciju, onda f(n) = 6n/13.

Dokaz. Obicne tacke podelimo u skupove

A ={P € P | P je obi¢na tacka i lezi na pravoj tipa (2,0)},

B ={P € P | P je obi¢na tacka i ne lezi na pravoj tipa (2,0)},

a prave skupa T u disjunktne podskupove

E={teT|V(t)=(20}

F = {te€T]|tsadrzi tacku skupa A ali t ¢ E} i

G = {t € T | t ne sadrzi tacku skupa A}.

Skup I dalje delimo u podskupove

F; = {t € F | ¢ sadrzi tacno j tacaka skupa A}.

Tacka P € A je presecna tacka tacno dve prave. Jedna prava je iz skupa E
sa 1-tezinom 2 i na osnovu leme 3.27 1-tezina druge prave je bar 3 i pripada
skupu F. Mozemo zakljuciti da svaka tacka skupa A lezi na tacno jednoj
pravi skupa E i ta¢no jednoj pravi skupa [F.

Ako uvedemo oznake A = |A|, B = |B|, F = |E|, F = |[F|, G = |G| i
F; = |F,|, onda mozemo konstatovati sledece jednakosti:
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F=)"F, (6)
j
> jF;j=A=2E. (7)
=1

Ako t € Fy, onda V(t) = (i, v) > (1,0) i posto V (t) # (2,0) na osnovu
leme 3.26 wq(t) = p+ v > 3, a za proizvoljnu vrednost « vazi w,(t) =
ap+v = a+2. Ako t € Fy, onda V() > (2,0) i posto V(t) # (2,0), na
isti nacin kao u prethodnom slucaju wy(t) > 3, a za proizvoljnu vrednost «
we(t) > 2a+ 1. Ako t € Fj za j > 3, w,o(t) > . Na kraju, ako ¢t € E onda
Wy (t) = 2, a na osnovu leme 3.26, ako t € G, onda w,(t) > w;(t) > 3. Na

osnovu prethodne izjave sa jednakostima (6) i (7) vazi

D wa(t) =D walt) + ) > walt) + > walt)

teT tek j telFy teG
>20E + (a+2)F + 20+ 1)Fy + Y jaF; + 3G
Jj=3
=20E+a) jFj+2F + F+3G
j=1
= (4o - 2)E+2R + F,+ Y jF;+3G
j=1
= (da—2)E+3F + 35+ Y _jF; +3G
j=3

> (4a — 2)E + 3F + 3G.

Uzmimo a = %, tada 4a — 2 = 3 i dobijamo nejednakost

> ws(t) = 3E+3F +3G = 3n. (8)

teT
Obicna tacka P lezi na tacno dve prave i zato postoji najvise Cetiri trougla
sa jednim temenom P. Vazi jo§ da je P pridruzena tacka najvise Cetiri prave.
Bez umanjenja opstosti sa P;, 1 < j < f(n), oznacavamo sve obic¢ne tacke
skupa IP. Odredimo matricu [1m;;]nx f(n), gde m;; = % ako P; € t;, m;; = 1 ako
je P; pridruzena tacka pravoj ¢;, a inace 0. Ako saberemo elemente bilo koje
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2
prethodnog razmatranja sa nejednakoséu (8) sledi

kolone, mozemo dobiti najvise 2 - (2) +4-1 =

1

3 < S ws(t) < 5 )

tj.

kako smo 1 hteli dokazati.
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4 Broj pravih

Za zadat konacan broj tacaka u ravni, logi¢no se postavlja pitanje koliko
najmanje pravih oni odreduju. Jasno, ukoliko su sve tacke kolinearne, tada
je pitanje trivijalno, pa zato uvodimo ogranic¢enje da su tacke posmatranog
skupa nekolinearne. Kao i ranije, sa m oznac¢avamo broj pravih odredenih
tackama skupa T. U ovoj glavi koriséeni su radovi [5], [11] i [9].

Teorema 4.1. Neka je dato n nekolinearnih tacaka. Te tacke odreduju naj-
manje n pravih.

Da ne postoji bolja donja granica, pokazuje slede¢i primer:

Primer 4.2. Ako je raspored skoro-pramen (videti definiciju 3.4), onda n
tacaka odreduje tacno n pravih. Za n = 6 ta konstrukcija izgleda na sledeci
nacin:

Slika 26

Teorema 4.1 ¢e biti dokazana na vise nacina. Prvi dokaz Sto ¢u navesti
potice od R. Steinberga (1944), a drugi od Th. Motzkina. Oba dokaza su
bazirana na Sylvester-Gallaievoj teoremi, ali ipak su koriséene razlicite ideje.

Dokaz. (1) Posto su tacke nekolinearne, na osnovu Sylvester-Gallaieve teo-
reme postoji prava koja prolazi kroz tacno dve tacke i te neka budu 77 i 7T5.
Vadenjem tacke T} iz skupa nestala je i p(11,75) tj. broj pravih odreden sa
n — 1 tackom je najvise m — 1. Ovaj postupak ponovimo dok je novodobijeni
skup tacaka nekolinearan. Ako se proces zavrsi posle r ponavljanja, onda je
preostalo n — r kolinearnih tacaka, a pre izvrsenja r-tog koraka je postojala
tacka van prave odredene preostalim tackama. Te tacke odreduju n —r + 1
pravu.
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Svakim ponavljanjem postupka, nestaje bar jedna prava tj. posle r — 1
ponavljanja ostalo je najvise m — (r — 1) = m — r + 1 prava tj.

n—r+1<m-r+1,
n < m,

Sto znaci da je broj pravih odredenih sa n tacaka je bar n. |

Dokaz. (2) Dokaz vrsimo preko indukcije. Za n = 3 tvrdenje je trivijalno.
Pretpostavimo da vazi za n — 1. Sad posmatramo n tacaka koje su nekoli-
nearne. Na osnovu Sylvester-Gallaieve teoreme sledi postojanje obi¢ne prave
p(Tn-1,T,). Za polozaj tacaka T; gde i = 1,...,n — 1 imamo dve moguénosti:
ili su kolinearne i tada n tacaka odreduje tacno n pravih i dokaz je gotov, ili
su nekolinearne pa na osnovu indukcijske hipoteze one odreduju bar n — 1
pravu a zajedno sa p(7,-1,T,) skup P sadrzi bar n pravih. [ |

Ako date tacke nisu samo nekolinearne nego ispunjavaju i dodatne uslove,
onda mozemo dobiti i bolju donju granicu za broj odredenih pravih. Erdos je
pretpostavio da za dovoljno veliko n, ako su najvise n — 2 tacaka kolinearne,
onda su odredene bar 2n — 4 prave. Ako broj kolinearnih tacaka smanjimo za
najvise n — 3, onda broj odredenih prava ¢e biti priblizno 3n. Kelly i Moser
(1958) su to precizirali u obliku sledece teoreme.

Teorema 4.3. Ako su najvise n — k tacka skupa T kolinearne i

[3(3k —2)* + 3k — 1], (9)

n .z

N | —

onda ]
m = kn — 5(3/{ +2)(k—1).

Pre nego sto dokazemo ovu teoremu, uvodimo nove oznake, pojmove i
konstatujemo neke veze. Za konstatacije tih veza posmatramo raspored za
koji prvo primenimo metod dualizacije, pa metod pretvaranja u graf.

Sa F;, i > 3, oznacavamo broj poligona koji su ograni¢eni sa tacno ¢ grana,
a V; oznacava broj ¢vorova koji su incidentni sa ¢ grana. Posto je svaki ¢vor
incidentan sa parnim brojem grana, sledi V; = 0 za neparne i-ove, i posto kroz
svaku tacku prolaze bar dve prave, sledi V5 = 0. Te informacije impliciraju
jednakosti

F=F+F+F5+ Fs+ ... (10)

29



V=Vit Vet Vo+Vig+ ... (11)

Na osnovu ¢injenice da je svaka grana incidentna sa dva ¢vora i svaka
grana je deo dva poligona, vazi

E =2Vi+ 3Vg + 4Vs + 5Vig + ... (12)

OF = 3F; + AF) + 5F5 + 6F5 + ... (13)
Sabiranjem jednakosti (12) i (13) dobijamo

Ako u Ojlerovu formulu
V-E+F=1

uvrstimo jednakosti (10), (11) i (14), posle sredivanja dobijamo
Vi=3+Vs+2Vip+3Vig+ ... + Fy + 2F5 + 3Fp + ... (15)
U nastavku posmatramo originalni raspored.

Definicija 4.4. Prava skupa P koja je incidentna sa i tacaka skupa T se zove
i-prava i sa u; cemo oznacavati broj takvih pravih.

Obic¢ne prave u tom smislu su 2-prave i f(n) = up. Pomoéu dualizacije
jednakosti (15) dobijamo nejednakost

f(n) =wus = 34 uyg + 2us + 3ug + ... (16)

Definicija 4.5. Tacka skupa T koja je incidentna sa k pravih skupa P se
zove k-tacka i sa vy ¢emo oznacavati broj takvih tacaka.

Razumljivo da

k=2
Z U = 1m,
k=2
odnosno
k=2 k=2



jer obe sume predstavljaju broj tacka-prava incidencije. Iz nejednakosti (16)
dobijamo

3ug + 3us + 3ug + ... = 3+ 2uy + 3us + 4ug + dus + ...

sto zajedno sa (17) daje nejednakost
3m>3+2kuk:3+2kvk. (18)
k=2 f=2

Lema 4.6. Ako su tacno n — r tacaka skupa T kolinearne i

3r
TL>—>3,

2
onda

1
mz=rn— 5(37“ +2)(r—1).

Dokaz. Neka su n — r kolinearnih tacaka oznacene sa T,y1,T,19,.... T, a
prava koja je odredena s tim tackama sa p. Ostalih r tacaka Ty,7T5, ..., T,
nisu incidentne sa pravom p. Prave p(T,,Ty) i p(T.,Ty), gde 1 < a,c < r;
r+1 < b,d < n, sigurno su razlicite, ako b # d. Prava tipa p(T;,T;), gde
1<i<r;r+1<j<n,imamo najvise r(n — r), a medu njima bar

r(n—r)— %r(r —1)

su razlicite. Racunajuéi i pravu p dobijamo trazenu nejednakost

m>1+r(n—r)—%r(r—1):Tn—%(BT—FZ)(r—l).

Sad sledi dokaz glavne teoreme 4.3.

Dokaz. Razlikujemo dva slucaja.

o 1. slucay:



U ovom slucaju postoje dve tacke koje su incidentne sa najvise 3k —
1 pravom. Te tacke oznacavamo sa T; i T5, i definiSemo pravu p =
p(T1,T3). Prave kroz tacke Ty ili Ty koje se razlikuju od p seku se u
najvise (3k—2)? tacke, sto znaci da bar n— (3k—2)? tacke su incidentne
sa pravom p. Ako sa n — x oznacimo broj tacaka incidentnih sa pravom
p, onda na osnovu prethodne konstatacije i uslova teoreme vazi

E<x<(3k—2)>2 (19)

Pomocu nejednakosti (9), (19) i ¢injenice da 3k — 1 > 0 vazi

1 1
n > 5(:),(3/7<:—2)2+3/-c—1) > 5-3(3/7{:—2)2 > gx
tj.
n = §x
= 2 )
1 na osnovu leme 4.6
1
m}xn—§(3x+2)(m‘—1). (20)
Na osnovu (9) i (19) vazi
1 1 1
n > 5(3(3k—2)2+3k—1) > 5(3gc+3k—1) = 5(3(:c+l~c)—1),

Sto pomnozeno sa r — k daje

1
n(x—k) > 5(3:152 — 3k —x + k).

Sredivanjem te nejednakosti, uz (20), dobijamo trazenu nejednakost
1 1
m = an — 5(33: +2)(zx—1) = kn— 5(3]{ +2)(k—1).

2. slucay:
3k—1

ZUZ<1

i=2
U ovom slucaju postoji najvise jedna tacka koja je incidentna sa bar
dve prave. Na osnovu te konstatacije i nejednakosti (18) dobijamo

3m >3+243k(n—1),
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a posle sredivanja dobijamo trazenu nejednakost
5 1
m > kn—k—i—§ 2/{71—5(316—1—2)(]{:—1).

Da ne postoji bolja donja granica pod datim uslovima za broj pravih u
teoremi 4.3, pokazuje sledeé¢i primer.

Primer 4.7. U ravni su date tacke T1,Ts, ..., Ty, izmedu kojih ne postoje tri

kolinearne 1 tako odreduju ) pravih. Te su prve tacke skupa T. Prava p

2
u isto] ravni je takva da ne sadrzi ni jednu prethodno spomenutu tacku, ni
presecnu tacku njima odredenih pravih i nije paralelna ni sa jednom takvom
pravom. U ovoj situaciji prave p(T;,T;) gde 1 < 1,5 < k seku pravu p u

P PRy AP | WA AT VAR

Slika 27

9 tacke skupa T

proizvolino odredimo tako da budu incidentne sa pravom p ali razlicite od vec
odredenih tacaka. Lako se moZe konstatovati da te tacke odreduju tacno

( ]; ) tacaka, koje stavimo u skup T. Ostale n — k — < K

14 k(n — k) — ( ’2“ > :kn—%(3k+2)(k—1)
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Pravu.
Na slici 27 je pokazano jedan konkretan primer zan = 27 1 k = 2. U
ovom sluc¢aju m = 50.
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5 O Diracovoj hipotezi i Erdésovoj ver-
ziji

1951. godine Dirac se bavio postojanjem tacke koja je incidentna sa odredenim
brojem pravih skupa P, i postavio slede¢u hipotezu: Svaki skup nekolinearnih
n tacaka sadrZi tacku koja je incidentna bar sa § — ¢ pravih odredenih tim
tackama, za neku konstantu c.

Posto Diracova hipoteza nije bila dokazana, 1961. godine Erdds je predlozio
slede¢u verziju: Svaki skup nekolinearnih n tacaka sadrzi tacku koja je inci-
dentna bar sa %5 pravih odredenih tim tackama, za neku konstantu ¢’. Ovu
verziju hipoteze dokazali su 1983. godine Szemerédi i Trotter, Sto ¢u dati u
ovom poglavlju na osnovu rada [14]. Nezavisno od njih, i Beck je dao dokaz
ove hipoteze. Zainteresovani mogu to da pogledaju u radu [1].

U ovom delu rada sa [ oznacavamo broj svih tacka-prava incidencija.
Takode, pretpostavljamo n > 5 1 da skup T ne sadrzi 3 kolinearnih tacaka
(u suprotnom tvrdenje trivijalno vazi).

Lema 5.1. Postoji konstanta ¢; tako da, ako v/n < m < (;), onda broj

. . .. . . . . . . . .. 2 2
incidencija izmedu tacaka iz T 1 pravih iz P je strogo mangji od cynsms.

Dokaz ove leme moze se na¢i u spomenutom radu. Treba napomenuti da
je dokaz izvrsen za konkretnu konstantu ¢; = 1090,

Lema 5.2. Postoji konstanta co tako da, ako 2 < k < \/ﬁ 1t je broj pravih

n?
skupa P koje sadrie bar k tacaka skupa T, onda t < 23 .
Dokaz. Dokaz izvodimo za c; = ¢;%, gde je ¢; konstanta leme 5.1. Pret-
postavimo suprotno, tj. za neko k, 2 < k < /n, postoji raspored sa t =
2 3,2
com an
2—3 = }{:3 pravom, koje sadrze bar k tacaka skupa T. Tada je broj inci-

3,2
dencija bar % Iz nejednakosti k& > 2 i k < /n sledi respektivno ¢ < (Z) i

t > y/n. Tacnost prve implikacije je razumljiva, a drugu sad ¢emo pokazati:

31,2 3
Gn

_ 10180\/_ > \/_



Koriséenjem leme 5.1 dobijamo nejednakost

2
cin? <7 2,2 2 (A3n?\?®  cin?
_— 373 = 3 _ = —
- SI<an and | =3

sto je kontradikcija. |

Sad sledi prva glavna teorema ovog poglavlja. (Uzimajuéi c3 = % dobi-
jamo tvrdenje u obliku koji je dao Erdés.)

Teorema 5.3. Postoji konstanta cg > 0 @ tacka skupa T koja je incidentna
sa vise od csn pravih skupa P.

Dokaz. Dokaz izvodimo za c5 = 1077¢,?, gde ¢, je konstanta leme 5.2. Pret-
postavimo suprotno, tj. postoji nekolinearan skup tacaka T tako da je svaka
tacka incidentna najvise sa csn pravih skupa P. Sa y; oznacavamo broj tacaka
koje leze na pravoj p;, za j = 1,2,...,m, i sa d; broj pravih koje sadrze tacku
t;, za 1 = 1,2,...,n. Po pretpostavci imamo d; < c3n i vazi sledeca nejed-
nakost:

SoEE)-(eh W

j=1 7=1
I = Zy] = Zdl < c3n2. (22)
7=1 =1

U drugom izrazu jednakost vazi jer obe sume racunaju broj incidencija u
rasporedu.
. - 3 m 2 . - .. .
Uzmimo M = 100c;. Izraz ) ;7 y; podelimo na cetiri sume:

Sy = Z ,%2'5

2<y; <M

Sy = Z y?;

M<y;<v/n

Ss= >

2
Vn<y;<n3

Sy = Z %2

2
n3 <Y;
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2
Za S1, S5 1 S3 dokazujemo da su strogo manje od 7;—0
2 2

n n
e 51 < E: Pretpostavimo suprotno, tj. S; > 10 Sasj,j=2,...,M—1,
2

n

oznacavamo broj pravih koje sadrze j tacaka. Tada Z;MQI sjj > 10 i

odavde sledi da za neko j = 2,..., M — 1, vazi s; >
2

o
1003

#. Ta s; prava

odreduje bar J incidenciju, pa vazi

n? n? n?

> > = = c3n?,
10037 7 1088 107~ "

2
sto je u kontradikeiji sa izrazom (22). Dakle S; < 7;—0

2
n . . ; .
e 55 < E: Za svako ¢ > 0 sa osobinom M2' < +/n, sa t; oznacavamo

broj pravih koje sadrze bar M2 ali manje od M2'™! tacaka skupa T.

Cam
Na osnovu leme 5.2 sledi ¢; < — " Posto posmatrane prave sadrze

' N393i°
najvise M2+ tacaka, sledi
con’? 8con? n?
S < Z+1 2 — < —,
2 Z M3231 ) M 10
Sto je trazena neJednakost.
n2
e 53 < 0 Sa to oznacavamo broj pravih koje sadrze bar \/n ali manje
con?
od n3 tacaka skupa T. Na osnovu leme 5.2 znamo tg < = coy/n i
nz
odavde sledi S3 < cay/nn 5 = cyn's. Da bismo dokazali trazenu nejed-

.. 1 n* . .
nakost, proveravamo da vazi cons < 10’ Sto dokazujemo svodenjem

na kontradikciju. Pretpostavimo suprotno, tj.

u o n?

Con 6 > E)
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Sto se svodi na
10565 > n.

Dalje sledi

1 1 6 6
0.1>015=-—5=cl0c 2 c3n >d;
c;  10cs

za sve 1 = 1,2, ...,n, Sto je kontradikcija, jer po definiciji d; je prirodan

broj.
n2
Na osnovu (21) sledi Sy + S5 + Sz + Sy > 4 - 10 Zajedno sa dokazanim
nejednakostima za S;,5; i S3 znamo S; > ?—;. Sa u;,7 > 0, ozna¢avamo
i+1

broj pravih koje sadrze bar n52 ali manje od n32+! tacaka. Sa D1s D2y -ees Pu,
oznacavamo same prave, gde za sve j = 1,2, ..., u; vazi da prava p; sadrzi bar
ns2 — 7+ 1 tacaka koje ne pripadaju ni jednoj pravoj pp, 1 < k< j—1. Za
sumu tih vrednosti vazi da Zju=1 (n%T — 7+ 1) < n, iz cega sledi

u; < 203270 (23)

Lako mozemo konstatovati da u; = 0 vazi uvek kad vazi ni2l > can. Ako
bi postojala prava koja sadrzi c3n tacku, onda bi tacka van te prave bila
incidentna sa bar csn pravih, sto je kontradikcija sa pretpostavkom dokaza.

Oznacimo sa « najmanji takav prirodan broj za koji vazi ns2otl > C3n.
To znaci n32* < csn, tj.

2 < c3ns. (24)
Po definiciji S, i koris¢enjem nejednakosti (23) i (24) vazi
o e
4 . 5 - 5 5
Sy < Zum§22”2 < Z 8n32" = 8n3 (2°Tt — 1) < 16n32* < 16¢3n°.
i=0 i=0
Ako u tom izrazu uvrstimo i donju granicu za Sy, dobijamo
2
n
— < 16¢3n?,
10 ’
tj. c3 > Téo? Sto je kontradikcija. ]
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U teoremi 5.3 za vrednost konstante ¢’ dobijen je jako veliki broj. 2014.
godine Payne i Wood dokazali su ovu hipotezu s konstantom ¢ = 37, sto
daje mnogo bolji rezultat. U naredni deo rada na osnovu [13] bi¢e dokazana
sledec¢a teorema:

Teorema 5.4. Postoji tacka skupa T koja je incidentna sa vise od 3= pravih
skupa P.

Pre nego sto dokazemo ovu teoremu, uvedimo nekoliko definicija i tvrdenja.
Raspored posmatramo kao graf G. Sa n = n(G) oznacavamo broj ¢vorova i
sa e = ¢(@) broj grana grafa G.

Definicija 5.5. Presecajué broj (crossing number) grafa G, oznacen sa
cr(G), je minimalan broj preseka grana u crtanju grafa G u ravni.

103

Lema 5.6. Za svaki graf G sa n ¢vorova i e > S¢n grana vazi

1024¢€3
G) 2 ——.
(G 2 353
Dokaz prethodne leme moze se naéi u radu [12].
Pojam i-prave ¢e biti korisS¢en u ovom delu rada, sto je dato u definiciji
4.4. 7Zbog jednostavnijeg pracenja dokaza, neka stoji i ovde.

Definicija 5.7. Prava skupa P koja je incidentna sa i tacaka skupa T se zove
i-prava i sa u; cemo oznacavati broj takvih pravih.

Sa G; oznacavamo podgraf grafa GG ¢iji ¢vorovi su tacke skupa T, a grane
tog podgrafa su delovi j-pravih, za j > i. Posto svaka j-prava odreduje j — 1
granu, sledi e(G;) = Zj%(j — 1)u;. Sledeca teorema daje gornju granicu za
broj grana grafa G; i za broj pravih koje su bar i-prave.

Teorema 5.8. Neka su « @ 8 pozitivne konstante takve da za svaki graf H
sa . Cvorova i € = an grana vazi

Tada za proizvoljan skup n tacaka vazi

Bn?
-1

1. e(Gy) = >, — Dy < max{an,
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an An?
2. 3 isilly < max{i T 1)3}.

Dokaz. Ako e(G;) < an, dokaz je zavrSen. Zato pretpostavimo e(G;) > an
Za graf G; lako mozemo konstatovati da vazi

() > e (Zj>i(j - 1)“3’) "€ - (i =125

pn?

Sa druge strane, posto se dve prave seku u najvise jednoj tacki, imamo

cr(Gy) < ( Zﬂ'gi Y ) < %(Z uj)®.

Jjzi

u;)?-e

Prvu nejednakost iz formulacije dobijamo kombinacijom prethodne dve ne-
jednakosti. Dalje lako mozemo uvideti da

(=1 u; < (= Duj,
j>i j>i
Sto zajedno sa prvom nejednakos¢u implicira drugu nejednakost.

Lema 5.9. Za skup n tacaka od kojih su najvise n — 3 kolinearne vazi

3 .
uz + Jus >n+ 2(22 —9)u;.

125

Dokaz prethodne leme moze se naéi u radu [8].

Teorema 5.10. Neka su o i 8 pozitivne konstante takve da za svaki graf H
sa n Cvorova i € = an grana vazi

e3

CT(H) 2 W
Fiksiramo prirodan broj ¢ > 8 i realan broj ¢ € (0,1) i definisemo h :=
c(c—2)

re 18 Tada za svaki skup n tacaka u ravni od kojih su najvise en koline-
C R—
arne, postoji bar én? tacka-prava incidencija, gde

1 B ((c=h—=2)(c+1) i+
5:h—+1<1—5a—§< = —I—Z 3 >)

1=>c
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Dokaz. Definisimo J := {2,3, ..., |en]}. Posmatranjem podgrafova G; definiSemo
k, kao najmanji prirodan broj sa osobinom da e(Gy) < an. Ako ne postoji
takvo k, onda k := |en] + 1.

Za i € J kazemo da je

e veliko, ako je i > k;
e malo, ako je i < ¢;
e srednje, ako nije ni veliko ni malo.

O odnosu brojeva k i ¢ ne znamo nista, to jest to znaci da neko ¢ € J moze
da bude u isto vreme i veliko i malo.

Par tacaka jedne i-prave se zove i-par. Mali par je i-par gde je ¢ malo.
Analogno definiSemo srednji par i veliki par. Sa Py, Ps i Py ozna¢avamo
broj malih, srednjih i velikih parova tacaka.

Incidencija izmedu jedne tacke i jedne i-prave se zove i-incidencija.
Mala incidenicja je i-incidencija za neko malo ¢. Analogno definisemo sred-
nju incidenciju. Sa I, i Ig oznacavamo broj malih i srednjih incidencija.
Posto I oznacava broj svih tacka-prava incidencija, onda

ieJ
(&
Iy =) ius.
=2
U nastavku dokaza, odredujemo jednu gornju granicu za broj malih, sred-
njih i velikih parova i na kraju pomoc¢u njih dobijamo trazenu donju granicu
za ukupan broj incidencija.

e Granica za Py: Posto se bavimo rasporedom u kom ne postoji 5 ko-
linearnih tacaka i n > 5, sledi da ne postoji visSe od n — 3 kolinearnih
tacaka skupa T. Iz leme 5.9 sledi

3h .
huo + T hn — hZ(Qz —9u; =0

125
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za h > 0. Koris¢enjem prethodnog izraza dobijamo
~ (i
Py = us + 3us + 6uy + Zs (2)%

3h /i o
< (h+ 1Dug + (Z+3) u3+6u4+z (Q)UZ —hn—hiz:;(22—9)ui

i=5
h+1 h+4 3 ~(i—1 9h\
:T-2u2+T-3U3+§-4u4+;( 5 —2h+7) -1u; — hn.
Definisanjem X := max{2, 243 ‘max; (52 —2h+2)} prethodna
nejednakost dobié¢e kraci oblik
Py < XTIy — hn. (25)
Gornja nejednakost je najjaca kada minimalizujemo vrednost za X
o . . . cle—2)
odredivanjem optimalne vrednosti za h, Sto je 5 3 a za tu vrednost
h
x="tl
2

Granica za Ps: Posto 1 nije veliko, sledi

e(G;) = Z(] — Du; > an

>
iz ¢ega pomocu teoreme 5.8 sledi

o . Bn? Bn?  PBn%
Z]uj = Z(] - 1)Uj + Zuj < 2(1' . 1)2 + 2(1' _ 1)3 o 2(1' _ 1)3'

i>i = =
(26)
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Definisemo Y := ¢ — 1 — 2X. Dobijamo

_ % (i“ ijuj) +§ (ki zu) .

Primenom (26) za prethodnu jednakost dobijamo

4 3

Bn? c+1 i+
Ps—XIg<— Y +> = |- (27)

i=>c

e Granica za Py : 1z definicije broja k znamo e(Gy) < an, pa na osnovu
toga sledi

len] . 2
i en , en ean
Py = E (2) Ui < > E (1 — Du; = 5 e(Gr) < 5 (28)

Iz nejednakosti (25), (27) i (28) dobijamo

n n®>—n
(2) = < Py + Ps+ Py

Bn? c+1 1+ 1
<Xy —hn+ XIs+ == (Y + )

N——
+
(@)
NE
[N

i=>c

iz ¢ega posle sredivanja sledi

1 8( c+1 i1 o — 1
I>1 I¢>—|1—-ca—-2|Y ) 2
M+ s 2X< = 2( 3 2 3 >>”+2X”
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1 B c+1 i+1 )
>ﬁ(1—8&—§<y C3 +Z i3 ))n

1=c
Nakon umetanja vrednosti za Y i X dobijamo trazenu vrednost za d, ¢ime
je dokaz zavrsen. [ ]

Teorema 5.11. Svaki skup n tacaka od kojih su najvise 3= kolinearne, odreduje

bar 2= tacka -prava incidencija.

Dokaz. 1z leme 5.6 1 teoreme 5. 10 sa konstantama o = 11063, = %, =71

i e =6 dobijamo § > ——= > ¢ime je dokaz zavrsen. |

36,158 158 37’

Sad smo spremni za dokazivanje glavne teoreme 5.4.

Dokaz. Ako skup T sadrzi 3z kolinearnih tacaka, onda bilo koja tacka izvan
te prave je incidentna sa bar 37 pravih skupa P.

Inace iz teoreme 5.11 znamo da skupovi T i P odreduju bar = tacka prava
incidencija. Ako pretpostavimo suprotno, tj. da ne postoji tacka incidentna
sa bar gz pravih, onda dobijamo da ukupan broj tacka-prava incidencija je

strogo manp od nzz, sto je kontradikcija. |
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