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Uvod

Razlomci predstavljaju jedan od najvaznijih, ali i najsloZenijih matematic¢kih
sadrzaja sa kojima se ucenici susrecu tokom osnovnog obrazovanja. Oni ¢ine osnovu za
razumevanje racionalnih brojeva i drugih matematickih pojmova i sadrzaja koji se obraduju
u viSim razredima osnovne Skole i tokom daljeg Skolovanja. Zbog toga uspesno usvajanje
pojma razlomka ima dugorofan znacaj za razvoj matematicke pismenosti i predstavlja

vazan preduslov za uspesno usvajanje slozenijih matematickih sadrzaja.

Iako se pojam razlomka uvodi ve¢ u osnovnoj Skoli, brojna istraZzivanja pokazuju
da njegovo razumevanje predstavlja znacajan izazov za veliki broj ucenika. TeskocCe se ne
odnose samo na izvodenje raCunskih operacija, ve¢ 1 na razumevanje razli¢itih
reprezentacija razlomka. Upravo zbog toga razumevanje razlomaka predstavlja jedno od

najcesce proucavanih pitanja u oblasti didaktike matematike.

Poslednjih decenija sproveden je veliki broj istrazivanja posvecenih razumevanju
razlomaka i teSko¢ama sa kojima se ucenici susrecu prilikom njihovog usvajanja. Posebna
paznja u ovim istraZivanjima usmerena je na ispitivanje odnosa izmedu konceptualnog 1
proceduralnog znanja, identifikovanje tipicnih greSaka 1 zabluda ucenika, kao i

unapredivanje nastavnih pristupa koji doprinose razumevanju ovog matematickog pojma.

Konceptualno znanje odnosi se na razumevanje matematickih pojmova, njihovih
medusobnih odnosa i sposobnost povezivanja razlicitih zapisa razlomaka. Proceduralno
znanje podrazumeva poznavanje algoritama, pravila i postupaka koji omogucavaju
reSavanje matematickih zadataka. Iako su ove dve dimenzije znanja medusobno povezane
1 dopunjuju se, brojna istrazivanja pokazuju da ucenici mogu razviti proceduralnu
uspesnost bez odgovarajuc¢eg konceptualnog razumevanja, kao i da dobro konceptualno
razumevanje ne mora uvek biti praceno sigurnim izvodenjem procedura. Zbog toga se
odnos izmedu konceptualnog i proceduralnog znanja smatra jednim od klju¢nih pitanja

savremene didaktike matematike.

Analiza greSaka koje ucenici prave tokom reSavanja zadataka sa razlomcima
predstavlja vazan izvor informacija o njihovom nacinu razmisljanja. Savremena didakticka
istrazivanja greske ne posmatraju iskljucivo kao pokazatelje neuspeha, ve¢ kao pokazatelje
nacina na koji uenici razumeju matematicke pojmove i razvijaju strategije reSavanja

problema. Identifikovanje tipi¢nih greSaka i zabluda omogucava bolje razumevanje procesa



ucenja, ali 1 planiranje nastavnih aktivnosti koje mogu doprineti razvoju dubljeg i trajnijeg

razumevanja razlomaka.

Polaze¢i od navedenih saznanja, predmet ovog rada jeste razumevanje razlomaka
kod ucenika visih razreda osnovne Skole, sa posebnim osvrtom na konceptualno
razumevanje, tipicne greske 1 strategije koje ucenici koriste prilikom reSavanja zadataka.
Cilj rada je ispitivanje nivoa konceptualnog razumevanja razlomaka kod ucenika visih
razreda osnovne Skole, identifikovanje najCes¢ih gresaka, zabluda i strategija reSavanja,
kao i utvrdivanje postojanja razlika u postignu¢u izmedu ucenika Sestog, sedmog i osmog

razreda.

Rad je organizovan u ¢etiri medusobno povezana dela. U prvom delu prikazan je
pojam razlomka i njegova razli¢ita znacenja. Drugi deo rada posvecen je analizi nadina
uvodenja pojma razlomka u nastavi matematike u osnovnoj $koli kroz analizu odabranih
udzbenika matematike. Posebna paZnja usmerena je na nacin predstavljanja pojma
razlomka, redosled uvodenja njegovih razlicitih znacenja, kao i odnos izmedu aktivnosti
koje podsti¢u razvoj konceptualnog razumevanja i onih koje su prvenstveno usmerene na
usvajanje racunskih procedura. U trecem delu prikazana su i analizirana relevantna
istrazivanja koja se bave razumevanjem razlomaka, odnosom konceptualnog i
na njihovo usvajanje. Cetvrti deo obuhvata empirijsko istrazivanje sprovedeno na uzorku
od priblizno 280 ucenika Sestog, sedmog 1 osmog razreda osnovne Skole. Kao instrument
istrazivanja koriS¢en je test sa Sest zadataka kojima se ispituju razli€iti aspekti razumevanja
razlomaka, ukljucujuéi predstavljanje, poredenje, interpretaciju i operacije sa razlomcima,
uz procenu sigurnosti uc¢enika u ta¢nost datih odgovora. Dobijeni podaci bi¢e analizirani
primenom deskriptivne statistike, jednofaktorske analize varijanse (ANOVA),
odgovarajuc¢ih post hoc testova i kvalitativne analize obrazaca odgovora, sa ciljem

formulisanja preporuka za unapredivanje nastavne prakse.



1. Pojam razlomka i njegova razli¢ita znacenja

Razlomak predstavlja jedan od osnovnih pojmova u matematici i uvodi se kao zapis

kojim se izrazava deo celine, odnos dve veli¢ine ili rezultat deljenja dva broja. lako se
zapisuje jednostavnim simbolickim zapisom oblika %, njegovo znacenje nije jednoznacno,
ve¢ zavisi od matematickog konteksta u kojem se koristi. Upravo ta viSeznacnost ¢ini
razlomak jednim od najslozenijih pojmova koje ucenici usvajaju tokom osnovnog

obrazovanja.

U literaturi se razlikuje viSe znacenja razlomka, medu kojima se najcesce izdvajaju
razlomak kao deo celine, koli¢nik, odnos, operator i broj (mera na brojevnoj pravoj). Svako
od ovih znacenja naglasava drugaciji aspekt istog matematickog pojma i javlja se u
razli¢itim matemati¢kim situacijama. Budu¢i da je predmet ovog rada usmeren na analizu
udzbenika 1 ispitivanje usvajanja pojma razlomka kod uc¢enika osnovne $kole, u nastavku

¢e biti prikazana znacenja koja su najznacajnija za ovo istrazivanje:

e razlomak kao deo celine;
e razlomak kao operator i

e razlomak kao broj.

Jedno od osnovnih znacenja razlomka jeste njegovo tumacenje kao dela celine. U
ovom slucaju celina se deli na jednake delove, pri ¢emu imenilac pokazuje na koliko je
jednakih delova celina podeljena, a brojilac koliko se tih delova posmatra. Kako bi u€enici
lakSe razumeli ovo znacenje, razlomak se naj¢es¢e uvodi pomocu konkretnih modela, poput
geometrijskih figura, pice, ¢okolade ili drugih predmeta iz svakodnevnog Zivota, koji
omogucavaju vizuelno sagledavanje veze izmedu celine i njenih delova. Posebno je vazno
da svi delovi celine budu jednake veli€ine, jer se samo u tom slucaju moZze govoriti o
razlomku. Ucenici pritom postepeno uoc¢avaju da povecanjem broja jednakih delova svaki
pojedinacni deo postaje manji, kao i da veli¢ina razlomka zavisi od medusobnog odnosa
brojioca i1 imenioca. Takvo razumevanje predstavlja osnovu za kasnije uporedivanje

razlomaka i usvajanje njihovih drugih znacenja.

Razlomak kao operator predstavlja postupak odredivanja dela neke veliCine ili
broja. Za razliku od razlomka kao dela celine, gde je paznja usmerena na odnos izmedu

dela i celine, ovde razlomak deluje na zadatu koli¢inu i odreduje koliki njen deo treba



izdvojiti. Na primer, odredivanje % od broja 30 podrazumeva da se najpre odredi petina

broja, a zatim uzmu dva takva dela. U ovom znacenju razlomak ne opisuje deo nekog
konkretnog objekta, ve¢ predstavlja postupak kojim se dobija nova vrednost. Razlomak kao
operator Cesto se primenjuje pri odredivanju dela broja, izra¢unavanju popusta, procenata,
povrsina i drugih veli¢ina, zbog ¢ega ima znacajnu ulogu u resavanju problemskih zadataka

I primeni matematike u svakodnevnim situacijama.

Razlomak kao broj podrazumeva njegovo posmatranje kao tacke na brojevnoj
pravoj, odnosno kao broja koji ima ta¢no odredeno mesto medu ostalim brojevima. Za
razliku od razlomka kao dela celine, koji je vezan za konkretan objekat ili skup objekata,
razlomak kao broj postoji nezavisno od konkretnog konteksta i predstavlja apstraktnu
matematicku veli¢inu. Takvo razumevanje omoguéava uporedivanje razlomaka,
odredivanje njihovog poloZzaja na brojevnoj pravoj, povezivanje sa decimalnim zapisom.

Ucenici na taj nacin uoCavaju da se razlomci mogu nalaziti izmedu dva cela broja, da

e T 12 . . . .
razli€iti zapisi mogu predstavljati isti broj (npr. ST 0,5) i da se sa njima mogu izvoditi
iste matematicke operacije kao i1 sa ostalim brojevima. Posmatranje razlomka kao broja

predstavlja vazan korak u razvoju pojma racionalnog broja i omoguéava njegovo

povezivanje sa ostalim brojevnim skupovima.

Iako se navedena znacenja razlikuju prema kontekstu u kojem se razlomak koristi,
ona ne predstavljaju razli¢ite matemati¢ke pojmove, ve¢ razli¢ite interpretacije istog pojma.
Potpuno razumevanje razlomaka podrazumeva sposobnost u€enika da uoce veze izmedu
ovih interpretacija 1 da ih primenjuju u razli¢itim matematickim situacijama. Upravo zbog
toga nacin na koji su pojedina znacenja razlomka zastupljena i medusobno povezana u

nastavi 1 udZbenicima predstavlja vazno pitanje matemati¢kog obrazovanja.



2. Razvoj pojma razlomka u osnovnoj Skoli

Razlomci predstavljaju jedan od najznacajnijih, ali i najzahtevnijih sadrzaja u
osnovnoskolskoj matematici. Njihovo usvajanje oznacava prelazak sa razumevanja
prirodnih brojeva na $iri sistem racionalnih brojeva, pri ¢emu ucenici treba da razviju nova
matematicka znaCenja i usvoje razli¢ite nacine predstavljanja razlomaka. Za razliku od
prirodnih brojeva, koji se uglavnom oslanjaju na iskustva brojanja i prebrojavanja, razlomci
zahtevaju razumevanje odnosa izmedu dela i celine, veli¢ine broja, ekvivalentnosti, kao 1
povezanosti razli€itih prikaza. Zbog toga se u stru¢noj literaturi razlomci ¢esto navode kao

jedna od prekretnica u razvoju matemati¢kog misljenja u¢enika.

Nacin na koji se pojam razlomka uvodi u nastavu matematike ima znacajan uticaj
na kasnije razumevanje racionalnih brojeva i uspesnost u¢enika u savladavanju slozenijih
matemati¢kih sadrzaja. Postepeno uvodenje razli¢itih znaCenja razlomka, povezivanje
vizuelnih, simboli¢kih 1 verbalnih prikaza, kao i1 razvoj konceptualnog i proceduralnog
znanja predstavljaju osnovne ciljeve nastave u ovom podrucju. Ukoliko ucenici razlomke
usvajaju pretezno kroz pravila i algoritme, bez razvijenog razumevanja njihovog znacenja,
Cesto dolazi do formiranja pogreSnih predstava i trajnih teSkoca koje se ispoljavaju u

kasnijem Skolovanju.

Iz tog razloga, vazno je analizirati na koji nacin je pojam razlomka zastupljen u
nastavnom planu 1 programu. Program nastave 1 ucenja odreduje ishode, sadrzaje i
ocekivanja za svaki razred osnovne Skole, dok obrazovni standardi preciziraju nivoe
postignuéa koje ucenici treba da ostvare na kraju obrazovnih ciklusa. Analiza ovih
dokumenata omogucava sagledavanje nacina na koji se planira razvoj razumevanja

razlomaka, kao 1 u kojoj meri se podsti¢e razvoj konceptualnog i proceduralnog znanja.

U nastavku ¢e biti prikazano kako se pojam razlomka postepeno uvodi i razvija kroz
nastavu matematike, kroz analizu ishoda ucenja definisanih Programom nastave i ucenja,

kao i obrazovnih standarda za kraj prvog i drugog ciklusa osnovnog obrazovanja.



2.1 Uvodenje pojma razlomaka u osnovnoj Skoli

Ucenici se prvi put susre¢u sa pojmom razlomka u drugom razredu, kroz sadrzaje o
polovini, tre¢ini, ¢etvrtini i drugim jednakim delovima celine. Na ovom uzrastu razlomak
se uvodi kao deo celine, pri ¢emu se razumevanje ovog pojma razvija kroz konkretne
situacije iz svakodnevnog Zivota i razliCite slikovne prikaze. Pored razlomka kao dela
celine, uvodi se i odredivanje dela datog broja. U ovoj fazi naglasak je na izgradivanju
pocetnog znacenja razlomka kroz odnos dela i celine, dok odredivanje dela broja uvodi i

postupke koji ¢e se kasnije dalje razvijati.

U tre¢em razredu uc€enici proSiruju znanja o razlomcima steena u drugom razredu.
Upoznaju zapis razlomka, pojam brojioca i imenioca, povezuju simboli¢ki zapis razlomka
sa slikovnim prikazima, uporeduju razlomke sa istim imeniocima i prevode razlomke u

decimalni zapis sa jednom decimalom.

Dalje, u ¢etvrtom razredu, nastavlja se sistematsko razvijanje znanja o razlomcima
steCenth u prethodnim razredima, pri ¢emu se nastava postepeno usmerava ka
produbljivanju razumevanja razlomka kao broja. Pored predstavljanja razlomaka i njihovog
povezivanja sa konkretnim 1 grafickim modelima, ucenici uce da uporeduju razlomke sa
jednakim brojiocima, kao 1 da uocavaju jednake razlomke, prevode razlomke u decimalni
zapis sa dve decimale. Na taj nac¢in razvijaju razumevanje da isti racionalni broj moZze biti
predstavljen razli¢itim zapisima, Sto predstavlja vaznu osnovu za sadrZaje koji se obraduju
u petom razredu. Uvode se prve raunske operacije sa razlomcima, tj. sabiranje i

oduzimanje razlomaka sa jednakim imeniocima.

Moze se uociti da se u Cetvrtom razredu i dalje dominantno razvija konceptualno
razumevanje razlomaka, ali se istovremeno postavljaju temelji za razvoj proceduralnog
znanja. Uvodenjem uporedivanja razlomaka i prvih racunskih operacija ucenici postepeno
prelaze od intuitivnog shvatanja razlomka kao dela celine ka njegovom razumevanju kao
broja sa kojim je moguce izvoditi matematicke operacije. Na taj nain Cetvrti razred
predstavlja vaznu prelaznu etapu izmedu pocetnog upoznavanja sa razlomcima i njihovog

sistematskog proucavanja koje sledi u vis§im razredima osnovne $kole.

U petom razredu pojam razlomka dobija centralno mesto u nastavi matematike i
prvi put se sistematski proucava kao zasebna nastavna oblast. Nadovezuju¢i se na znanja

steCena u mladim razredima, ucenici prosiruju razumevanje razlomaka i usvajaju nove



pojmove, svojstva i postupke koji predstavljaju osnovu za dalje proucavanje racionalnih
brojeva. Na pocetku obrade nastavnih sadrzaja paznja je usmerena na produbljivanje
razumevanja razlomka kao broja. U¢enici razlomke predstavljaju na brojevnoj polupravoj,
odreduju njihov polozaj i povezuju razli¢ite nacine predstavljanja istog razlomka. Nakon
toga, usvajaju postupke prosirivanja i skra¢ivanja razlomaka, koji predstavljaju osnov za
njihovo uporedivanje i1 izvodenje racunskih operacija. Posebna paZnja posvecuje se
povezivanju razlomaka sa decimalnim zapisom i procentima, ¢ime ucenici uocavaju da
razli€iti zapisi mogu predstavljati isti racionalni broj. Dalje se prelazi na ra¢unske operacije,
gde se prvo uvodi sabiranje i oduzimanje razlomaka sa jednakim imeniocima, a zatim i sa
razli¢itim imeniocima, kao i mnoZenje i deljenje razlomaka. I na kraju se racunske operacije

sa razlomcima primenjuju u problemskim zadacima, jednacinama i nejednac¢inama.

Mozemo reéi da peti razred predstavlja prelomni trenutak u ucenju razlomaka, jer
se udeo proceduralnih sadrzaja znafajno povecava, a uspeSno usvajanje algoritama za
prosirivanje, skrac¢ivanje, uporedivanje i raunanje sa razlomcima moguce je jedino ukoliko
su zasnovani na prethodno razvijenom konceptualnom razumevanju. U suprotnom postoji
opasnost da u¢enici postupke usvajaju mehanicki, bez razumevanja njihovog matematickog
smisla, Sto moZe dovesti do formiranja trajnih zabluda i teSko¢a u daljem ucenju

matematike.

U viSim razredima osnovne Skole razlomci se viSe ne obraduju kao izdvojena
nastavna tema, ve¢ se njihova primena proSiruje na racionalne brojeve, algebru,
proporcionalnost, procente, jednacine, funkcije i geometrijske sadrZaje. Na taj nacin
razlomci postaju sastavni deo razli¢itih matematickih oblasti, a od uéenika se o¢ekuje da
steCeno konceptualno razumevanje 1 proceduralne vesStine primenjuju u novim

matemati¢kim situacijama.

Na osnovu analize Programa nastave i u¢enja moZze se uociti da se pojam razlomka
razvija postepeno — od intuitivnog razumevanja jednakih delova celine u drugom razredu,
preko formalnog uvodenja pojma u tre¢em 1 njegovog prosirivanja u ¢etvrtom razredu, do
sistematskog prouCavanja razlomaka kao racionalnih brojeva u petom razredu. Takva
progresija ukazuje na nastojanje da se razvoj proceduralnih vestina zasnuje na prethodno

izgradenom konceptualnom razumevanju razlomaka.

Obrazovni standardi za kraj prvog i drugog ciklusa osnovnog obrazovanja

predstavljaju ocekivane ishode koje ucenici treba da ostvare u oblasti razlomaka po



zavrsetku odgovarajuceg nivoa obrazovanja. Za razliku od Programa nastave i ucenja, koji
prikazuje postepeni razvoj pojma razlomka kroz pojedine razrede, standardi odreduju nivo

znanja i vestina koji ucenici treba da dostignu na kraju obrazovnog ciklusa.

Standardi za kraj prvog ciklusa potvrduju da je u ovom periodu naglasak na
usvajanju osnovnih pojmova vezanih za razlomke. Od ucenika se ocekuje da razumeju
pojam razlomka, Citaju, zapisuju i uporeduju jednostavne razlomke, povezuju simbolicki
zapis sa slikovnim prikazom i odreduju deo celine. Pored toga, u¢enici na viS§im nivoima
postignuéa izvode i1 jednostavne raunske operacije sa razlomcima jednakih imenilaca i
odreduju deo date celine. Na taj nacin standardi potvrduju da je do kraja prvog ciklusa
prioritet izgradnja razumevanja pojma razlomka, dok se proceduralne vestine razvijaju

postepeno i u ogranicenom obimu.

Standardi za kraj osnovnog obrazovanja prosiruju ova oc¢ekivanja i usmereni su ka
sigurnoj primeni razlomaka u razli¢itim matemati¢kim sadrzajima. Od ucenika se o¢ekuje
da povezuju razlomke sa decimalnim zapisom i procentima, izvode racunske operacije sa
racionalnim brojevima i primenjuju ste¢ena znanja u reSavanju matematickih i problemskih
zadataka. Time se potvrduje kontinuitet u razvoju znanja o razlomcima — od njihovog
osnovnog razumevanja u mladim razredima ka njihovoj primeni u sloZenijim

matematickim situacijama tokom drugog ciklusa osnovnog obrazovanja.

Analiza obrazovnih standarda pokazuje da se ocekivanja u pogledu znanja o
razlomcima postepeno razvijaju kroz oba obrazovna ciklusa. Dok su u prvom ciklusu u
prvom planu razumevanje pojma razlomka i njegovo predstavljanje, u drugom ciklusu
naglasak se pomera ka primeni racunskih postupaka i reSavanju sloZenijih matematickih
problema. Takva progresija ukazuje na nastojanje da se konceptualno i proceduralno znanje
razvijaju medusobno povezano, pri cemu konceptualno razumevanje predstavlja osnovu za

uspesno ovladavanje proceduralnim vestinama.

2.2 Analiza udzbenika

U cilju sagledavanja nacina na koji se pojam razlomka razvija kroz osnovnoskolsko
obrazovanje, izvrSena je analiza udZbenika matematike za drugi, tre¢i, ¢etvrti i peti razred

osnovne $kole. Analizirani su udzbenik izdavacke kuce ,,Nova $kola“ d.o.o0., Beograd, za



drugi razred i udzbenici izdavacke kuc¢e ArhiKnjiga, Beograd, za treci, Cetvrti i peti razred.
Analiza obuhvata nac¢in uvodenja pojma razlomka, klju¢ne pojmove i nastavne sadrzaje,
kao 1 njihovo povezivanje sa drugim matematickim sadrzajima. Svi primeri i ilustracije
prikazani u nastavku preuzeti su iz analiziranih udzbenika ovih izdavaca. Rezultati analize

prikazani su u Tabeli 1.

Tabela 1: Analiza udZbenika

Nacin uvodenja pojma C e c Povezivanje sa
Razred Kljuéni pojmovi i zapisi .
razlomka drugim sadrzajima
Razlomci se uvode polovina, tre¢ina, Cetvrtina, | deljenje,
najpre kroz polovinu u | razlomci oblika =, (2 < n < | 9eometrijske figure,
I okviru deljenja, a zatim " .. | svakodnevne
Co 10), deo celine, odredivanje | ~..° ..
kroz jedini¢ne razlomke q . situacije
. ela broja
kao delove celine.
Uvodi se Citanje i brojilac i imenilac, deljenje,
pisanje razlomaka, uporedivanje razlomaka sa | geometrijske figure,
i njihov_o up_oredivanjei istim ime_niocima, j_edno _ dec_imaln_i zgp_is
povezivanje sa celo, decimalni zapis broja | brojeva, jedinice
decimalnim zapisom sa jednom decimalom mere
broja.
Prosiruje se uporedivanje razlomaka sa | raCunske operacije,
uporedivanje jednakim brojiocima i decimalni zapis
razlomaka, uvodi imeniocima, jednaki brojeva, jedinice
V; jednakost razlomaka, razlomci, sabiranje i mere
sabiranje i oduzimanje | oduzimanje razlomaka sa
razlomaka sa jednakim | jednakim imeniocima,
imeniocima, decimalni | decimalni zapis broja sa dve
zapis brojeva. decimale
Pojam razlomka prvi pojam razlomka, razlomak | brojevna prava,
put se sistematski na brojevnoj polupravoyj, decimalni brojevi,
obraduje kao zasebna proSirivanje, skracivanje, racunske operacije,
v nastavna oblast. jednakost, uporedivanje jednacine i
razlomaka, decimalni zapis | nejednacine,
razlomka, racunske geometrija,
operacije, jednacine i problemski zadaci
nejednacine sa razlomcima

Analiza udzbenika pokazuje da se pojam razlomka tokom osnovnoskolskog
obrazovanja razvija postepeno, od intuitivnog razumevanja razlomka kao dela celine ka
njegovom formalnijem matematickom odredivanju i razumevanju razlomka kao broja. U

drugom razredu razlomci se uvode kroz konkretne situacije iz svakodnevnog Zivota i
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geometrijske prikaze, pri ¢emu ucenici najpre usvajaju odnos izmedu celine i njenih
jednakih delova. U ovom periodu dominiraju konkretni modeli, poput deljenja jabuke ili

cokolade, koji predstavljaju osnovu za uvodenje simboli¢kog zapisa razlomaka (Slika 1).

1 TpefiuHa
3 4okonape

uena yokonapa JegHo ueno uma Tpu Tpehute,
a jegHy TpehunHy 3anucyjemo %,
yuTamo jegHa Tpefinna.

1 wecTtuHa 1 AeeseTuHa
6 uokonage 9 u4okonage

JegHo Ueno MMa WeCT WeCTUHa, JepHo ueno uma peser gesetuHa,
a jefiHy WeCTUHY 3anucyjemo % 2 JOHY EECTHRY. SANMCYICMO 5
UMTaMO jefiHa LWeCTHHA. 4uTaMo JeaHa AeBeTUHA.

Slika 1: Uvodenje razlomka kao dela celine kroz konkretan model (2. razred)

U tre¢em i ¢etvrtom razredu zadrZavaju se slikovni prikazi, ali se sve vise naglasava
simbolicki zapis, Citanje 1 zapisivanje razlomaka, njihovo uporedivanje i povezivanje sa
decimalnim zapisom. Znacajan korak ka formalnijem razumevanju ostvaruje se u petom
razredu, kada se razlomci predstavljaju na brojevnoj polupravoj (Slika 2), ¢ime se
naglasava njihovo znacenje broja, a ne samo dela celine. Na taj na¢in ucenici postepeno
prelaze od konkretnih i vizuelnih modela ka apstraktnijem matematickom predstavljanju

razlomaka.

1 3
e 4

- S ,.:,:3?'
\\“/ \\\\\\FT///Q ’

.QI. {o]
o o

7 AT E
Iy

Slika 2: Predstavljanje razlomka na brojevnoj polupravoj kao korak ka razumevanju razlomka kao

broja (5. razred)
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Paralelno sa razvojem pojma razlomka razvijaju se 1 postupci koje ucenici
primenjuju pri radu sa razlomcima. U mladim razredima oni su usmereni na odredivanje
dela celine i dela broja, pri ¢emu se polazi od jednostavnijih primera sa jedini¢nim
razlomcima, a zatim se postupno pro$iruju na razlomke ¢iji brojilac nije jednak 1 (slika 3).
U narednim razredima naglasak se pomera ka uporedivanju razlomaka, uo¢avanju jednakih
razlomaka i izvodenju racunskih operacija, da bi u petom razredu razlomci postali osnova
za reSavanje slozenijih matematickih zadataka, ukljuCujuéi jednacine, nejednacine i
problemske situacije. Na taj nac¢in moze se uociti jasan kontinuitet u razvoju postupaka —
od jednostavne primene razlomka u konkretnim situacijama do njegovog koris¢enja kao

sredstva za reSavanje razli¢itih matematickih problema. (slika 4)

3. WspauyHaj.

%6poja 48: %6poja 355:

%6poja 196: -%6poja 124:

Slika 3: Uvodenje razlomka kao operatora kroz odredivanje dela broja (3. razred)

3.Y nekapu je ucneyeHo 360 mapuHa. EMunuja je cnakoBana % MaduHa y KyTuje 3a ocTaBy,

a OrmeH je crnakoeao i. Konuko je maduHa cnakoBana EMunuja, a konuko OreH? Ko je

10
CNaKoBao BuLle MaduHa?

Slika 4: Primena razlomaka u reSavanju problemskih zadataka iz svakodnevnog Zivota (4. razred)

Pojam razlomka od samog pocetka nije razvijan kao izolovan matematicki sadrzaj,
vec¢ se postepeno povezuje sa drugim oblastima matematike. U pocetku ta povezanost ima
funkciju izgradnje osnovnog znacenja razlomka, dok se u visim razredima sve ¢esce koristi
u okviru drugih matematickih sadrzaja (slika 5). Razlomci tako viSe nisu samo zasebna

nastavna oblast, ve¢ postaju sastavni deo razli¢itih matematickih sadrzaja.
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56. V jenHoj 1wKou je ofiydeHo fa ce 6eToHMpa Jieo ABopuilTa 06/1MKa paBoyraoH1Ka
~ 1 3 ~ - '
AyXuHe 7= m, a mmpnHe 87 m. Ca CBUM NpunipeMama, 1ieHa beTonnpaa je 4 000

AVMHapa 110 KBaJIpaTHOM MeTpY. Komuko he mikona rratut 3a oBe p'dHOBC.?

Slika 5: Primer prosirivanja primene razlomaka na druge matematicke oblasti (5. razred)

Medutim, analiza udzbenika ukazuje i na odredena ograni¢enja u nacinu
predstavljanja razlomaka. Najveca paznja posvecena je razlomku kao delu celine, dok su
druga znac€enja razlomka manje eksplicitno obradena. lako se odredivanje dela broja uvodi
ve¢ u drugom razredu i postepeno prosiruje u narednim razredima, razlomak kao operator
uglavnom se razvija kroz reSavanje zadataka, bez posebnog razmatranja njegove
matemati¢ke prirode i bez jasnog povezivanja sa razlomkom kao delom celine. Sli¢no
tome, razlomak se u petom razredu predstavlja na brojevnoj polupravoj kao broj, ali se
prelaz od razlomka kao dela celine ka razlomku kao broju ne naglasava eksplicitno. Zbog
toga razlicita znacenja razlomka ostaju uglavnom implicitno povezana, §to moze otezati

ucenicima da ih sagledaju kao razli¢ite interpretacije istog matemati¢kog pojma.

Znacaj razlomaka u osnovnoSkolskom obrazovanju potvrduje se i njihovom
zastupljeno$¢u na zavr§nom ispitu. Analiza zadataka pokazuje da se od u¢enika ne ocekuje
samo poznavanje racunskih postupaka sa razlomcima, ve¢ 1 razumevanje njihovih razlicitih
reprezentacija 1 sposobnost primene u problemskim situacijama. Razlomci se na zavrSnom
ispitu pojavljuju u zadacima razli¢itih nivoa sloZenosti i u okviru razli¢itih matematickih
sadrZaja, Sto ukazuje na njihov znacaj u proveri znanja i njihove primene. Na Slici 6

prikazana su dva reprezentativna zadatka sa zavr§nog ispita 2026. godine.

Prvi zadatak zahteva povezivanje razlomka sa njegovim decimalnim zapisom, ¢ime
se proverava razumevanje razliCitih reprezentacija istog broja. Drugi zadatak zahteva
primenu razlomka u realnom kontekstu, pri ¢emu ucenik odreduje deo celine, a zatim
dobijeni rezultat koristi u daljem reSavanju problema. Zanimljivo je da oba zadatka
zahtevaju primenu razli¢itih zna¢enja razlomka — kao broja i kao operatora — iako analiza
udzbenika pokazuje da njihove medusobne veze nisu uvek eksplicitno naglasene tokom

nastave.
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1. V TeKeTy KOjH clie/IH NOjaBJbyje ce pasioMak.
LY jeIHOM oJleJbelby IeTOT paspelia YeTHPH IeTHHe oJf YKYITHOT Opoja yIeHHKa je OCTBAPHIIO MO3HTHBAH Pe3yITaT Ha
TecTy U3 Guonoruje.”
Koju je felHMalHH 3alHC TOT pasloMKa?
O60j kpyxuh Helpe]] TAUHOT OJIrOBOPA.

O 45 O 045 O 08 O 54

. o : . ! .
2. Huxona je kynuo nanTom 4uja je Hexa ouna 60 000 qunapa. IIpBa pata je H3HocHIa 4 YEYUHE LIeHe, a ocTaTak je

IUIATHO Y 4eTHPH jexHake paTe. Komnku je GHo H3HOC jeHe O NpeocTaIuX paTa?
0060) kpyxuh Hclpe]] TAYHOT OJIFOBOPA.

O 11250 gunapa (O 12000 munapa O 13250 qunapa O 14000 aunapa

Slika 6: Zadaci sa zavr$nog ispita koji proveravaju razli¢ita znacenja i primenu razlomaka

Posmatrano u celini, analiza udzbenika pokazuje postepeno proSirivanje pojma
razlomka, od dominantnog oslanjanja na model dela celine ka razlomku kao broju i
njegovoj primeni u razli¢itim matemati¢kim sadrzajima. Istovremeno, razliita znacenja
razlomka nisu uvek eksplicitno medusobno povezana. Stoga se kao posebno znacajno
pitanje izdvaja u kojoj meri u€enici tokom Skolovanja uspevaju da izgrade veze izmedu

razlic¢itih interpretacija razlomka i da ih primene u razli¢itim tipovima zadataka.
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3. Istrazivanja razumevanja razlomaka

Razumevanje razlomaka ve¢ dugi niz godina predstavlja jednu od najznacajnijih
tema istrazivanja u oblasti didaktike matematike. Savremena istrazivanja usmerena su na
razliite aspekte ucenja razlomaka, medu kojima se izdvajaju odnos konceptualnog i
proceduralnog znanja, u¢enicke greske i zablude, metakognitivni procesi, kao i faktori koji
uticu na uspesnost uc¢enja. U nastavku su prikazana Cetiri reprezentativna istrazivanja koja

se bave navedenim aspektima razumevanja razlomaka.

Lenz, Reinhold 1 Wittmann [2] sproveli su longitudinalno istrazivanje sa ciljem da
ispitaju razvoj konceptualnog i proceduralnog znanja razlomaka kod ucenika sedmog
razreda. Polaze¢i od rezultata ranijih istrazivanja koja ukazuju da ova dva oblika znanja
mogu biti razvijena u razli¢itoj meri, autori su Zeleli da utvrde da li se profili konceptualnog
i proceduralnog znanja menjaju tokom vremena, koliko su stabilni i koji individualni faktori

uti¢u na njihove promene.

U istrazivanju je ucestvovalo 166 ucenika sedmog razreda iz devet odeljenja pet
nemackih skola, proseéne starosti 12,6 godina. Nakon pocetnog testiranja ucenici su prosli
kratku nastavnu intervenciju koja se sastojala od tri nastavne jedinice u trajanju od po 45
minuta. Prva nastavna jedinica bila je usmerena na razvoj konceptualnog razumevanja
razlomaka, druga na razumevanje ekvivalentnih razlomaka, dok je trea obuhvatala
sabiranje 1 oduzimanje razlomaka. Tokom nastave koriS¢ene su razli¢ite reprezentacije

razlomaka sa ciljem povezivanja vizuelnih, simboli¢kih i verbalnih prikaza.

Za procenu konceptualnog znanja korisc¢eni su zadaci koji su zahtevali verbalno
objasnjavanje pojma razlomka, predstavljanje razlomaka na brojevnoj pravoj i povezivanje
razli¢itih prikaza razlomaka. Proceduralno znanje procenjivano je zadacima pretvaranja
nepravilnih razlomaka u meSovite brojeve i obrnuto, prosirivanja i skra¢ivanja razlomaka,
kao 1 izvodenja racunskih operacija. Pored toga, ispitivane su osnovne aritmeticke
kompetencije, opSte kognitivne sposobnosti, matematicka anksioznost i interesovanje za

matematiku kao faktori koji mogu uticati na uspesnost ucenika.

Analiza rezultata pokazala je da se nakon nastavne intervencije poboljsalo i
konceptualno i proceduralno znanje ucenika. Medutim, proceduralno znanje napredovalo
je u vecoj meri od konceptualnog, Sto ukazuje da je usvajanje racunskih postupaka cesto

brze od razvoja dubljeg razumevanja razlomaka. Primenom latentne tranzicione analize
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autori su identifikovali Sest profila konceptualnog i proceduralnog znanja, Koji su se
razlikovali prema nivou razvijenosti oba oblika znanja. Rezultati su pokazali da su ovi
profili uglavnom bili stabilni tokom vremena i da nije dolazilo do naglog razvoja slabije
razvijenog oblika znanja. Drugim rec¢ima, ucenici koji su na pocetku istrazivanja imali
izrazenije proceduralno nego konceptualno znanje uglavnom su zadrzavali taj obrazac i

nakon intervencije, kao 1 ucenici kod kojih je situacija bila obrnuta.

Rezultati istrazivanja pokazali su da su ucenici sa bolje razvijenim osnovnim
racunskim vestinama i izraZenijim sposobnostima logi¢kog zakljucivanja ¢esce pripadali
grupama sa viSim nivoom konceptualnog i proceduralnog znanja razlomaka. Sa druge
strane, vis$i nivo matemati¢ke anksioznosti bio je povezan sa slabijim postignu¢ima, dok

interesovanje za matematiku nije pokazalo znacajan uticaj na razvoj ovih oblika znanja.

Istrazivanje potvrduje da konceptualno i proceduralno znanje predstavljaju
medusobno povezana, ali razli¢ita podru¢ja matematickog znanja. Posebno je znacajan
nalaz da kratkotrajna nastavna intervencija nije bila dovoljna da ucenici razviju
uravnotezen odnos izmedu ova dva oblika znanja. Ovi nalazi ukazuju na potrebu da se u
nastavi matematike, pored usvajanja racunskih postupaka, podjednaka paznja posveti
razumevanju znacenja razlomaka, obrazlaganju postupaka i povezivanju razlicitih

interpretacija razlomka.

Pored istrazivanja koja su bila usmerena na odnos konceptualnog 1 proceduralnog
znanja, novija istraZivanja razumevanja razlomaka sve viSe pazZnje posvecuju
metakognitivnim procesima, odnosno na¢inu na koji ucenici procenjuju sopstveno znanje i
sigurnost u reSavanju zadataka. Polazi se od pretpostavke da ucenici mogu biti veoma
sigurni u odgovore Kkoji su zapravo zasnovani na pogreSnom razumevanju matematic¢kih
pojmova. Ovim pitanjem bavili su se Grenell, Butts, Levine i Fyfe [1]. Autori su posli od
¢injenice da ucenici Cesto razvijaju stabilne zablude prilikom reSavanja zadataka iz
matematike, naroc¢ito u oblastima matematicke ekvivalentnosti i razlomaka. Iako su ove
dve oblasti ¢esto predmet zasebnih istrazivanja, zajednicko im je da ucenici u njima
primenjuju strategije koje proizlaze iz prethodno usvojenog znanja, ali u novom kontekstu
dovode do pogreSnih resSenja. Cilj istraZivanja bio je da se ispita u kojoj meri ucenici
uspesno procenjuju tacnost sopstvenih odgovora, kao i da li je ova sposobnost povezana sa
pojedinim kognitivnim sposobnostima, kao $§to su radno pamcenje, sposobnost potiskivanja

automatskih odgovora i sposobnost prilagodavanja razli¢itim na¢inima reSavanja zadataka.
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U istrazivanju je ucestvovalo 80 ucenika uzrasta od sedam do devet godina
(prosecna starost 7,7 godina). Ucenici su individualno reSavali zadatke matematicke
ekvivalentnosti i zadatke sa ekvivalentnim razlomcima, a nakon svakog zadatka
procenjivali su koliko su sigurni u tacnost svog odgovora. Prvi test odnosio se na
matematicku ekvivalentnost i sadrzao je Cetiri zadatka oblika 3 + 5 = 4 + [, dok je drugi

test obuhvatao osam zadataka sa ekvivalentnim razlomcima u kojima je bilo potrebno

odrediti nedostajuci broj kako bi dve razlomljene vrednosti bile jednake (npr. -==).

Nakon resavanja svakog zadatka ucenici su na ¢etvorostepenoj skali procenjivali koliko su
sigurni da su dali ta¢an odgovor. Umesto jednostavne analize tacnih i neta¢nih odgovora,
autori su analizirali i strategije koje su ucenici koristili prilikom reSavanja zadataka. Kod
zadataka matematicke ekvivalentnosti autori su razlikovali ta¢ne strategije i nekoliko
tipi¢nih pogresnih strategija, poput sabiranja svih brojeva u izrazu ili sabiranja brojeva sa
leve strane jednakosti. Kod zadataka sa razlomcima analizirano je da li u€enici razumeju
pojam ekvivalentnih razlomaka ili pri reSavanju primenjuju nacin razmiSljanja
karakteristican za prirodne brojeve, posmatrajuci brojilac i imenilac odvojeno, umesto

vrednosti razlomka kao celine.

Rezultati istrazivanja pokazali su da su ucenici bili uspesniji u reSavanju zadataka
matematicke ekvivalentnosti nego zadataka sa razlomcima. Prose¢na ta¢nost odgovora na
zadacima matematic¢ke ekvivalentnosti iznosila je 47%, dok je na zadacima sa razlomcima
iznosila 31%. Istovremeno, u€enici su u oba tipa zadataka pokazivali relativno visok nivo
sigurnosti u svoje odgovore (3,34 i 3,08 na Cetvorostepenoj skali), pri ¢emu su bili
najsigurniji kada su davali tatne odgovore. Medutim, visok nivo sigurnosti uocen je 1 kod
pojedinih netacnih odgovora koji su bili posledica karakteristicnih zabluda. Drugim re¢ima,
ucenici Cesto nisu bili svesni da greSe, ve¢ su bili uvereni da su njihova reSenja ispravna.
Ovakvi rezultati ukazuju da pogreSni odgovori nisu bili slucajni, ve¢ su proizlazili iz
stabilnih 1 doslednih strategija razmiSljanja. U pogledu povezanosti izmedu procene
sopstvenih odgovora i pojedinih kognitivnih sposobnosti, rezultati su pokazali da su radno
pamcenje i sposobnost potiskivanja automatskih pogresnih odgovora u odredenoj meri
povezani sa uspeSnijom procenom tacnosti sopstvenih reSenja, dok za ostale ispitivane
sposobnosti nije utvrdena znaCajna povezanost. Takode, nije pronadena izraZena
povezanost izmedu procene sopstvenih odgovora u zadacima matematicke ekvivalentnosti
1 zadacima sa razlomcima, $to ukazuje da uspesSnost u proceni sopstvenog znanja moze

zavisiti od matematicke oblasti.
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Rezultati ovog istrazivanja ukazuju da analiza tatnosti odgovora sama po sebi nije
dovoljna za potpuno razumevanje ucenickog znanja. Jednako je vazno ispitati koliko su
ucenici sigurni u svoje odgovore, jer visok nivo sigurnosti u pogre$na resenja moze
ukazivati na postojanje duboko ukorenjenih zabluda. Ovaj nalaz je od posebnog znacaja za
nastavu matematike, jer nastavnicima moze pomo¢i da razlikuju sluc¢ajne greske od onih

koje proizlaze iz pogre$nog razumevanja matematickih pojmova.

Posebnu paznju u savremenoj literaturi privlaci pitanje na koji nacin prethodno
matematicko znanje utice na usvajanje pojma razlomka. Ovim problemom bavili su se Xu,
Di Lonardo Burr, Li, Liu i Si [3], koji su analizirali medusobne odnose izmedu znanja o
prirodnim brojevima, razumevanja razlomaka i reSavanja tekstualnih zadataka. Njihov cilj
bio je da utvrde na koji nadin se ova znanja medusobno nadovezuju i koja od njih imaju

najveci znacaj za uspesno reSavanje slozenijih matematic¢kih problema.

Instrument istrazivanja bio je koncipiran tako da obuhvati razliite aspekte
matematickog znanja, od osnovne aritmetike prirodnih brojeva do reSavanja tekstualnih
zadataka. Ispitivanje je sprovedeno na uzorku od 1160 ucenika Sestog razreda iz dve
osnovne Skole u Kini. Zadaci iz aritmetike prirodnih brojeva obuhvatali su sabiranje,
oduzimanje, mnozenje i deljenje. Svaka racunska operacija bila je ispitivana posebnim
testom koji je sadrzao 40 zadataka, pri cemu je vreme za reSavanje svakog testa bilo
ogranieno na jedan minut. Pored zadataka iz aritmetike prirodnih brojeva, ucenici su
reSavali Cetiri grupe zadataka kojima su ispitivani razliciti aspekti razumevanja razlomaka.
Prvu grupu ¢&inili su zadaci povezivanja grafickog prikaza sa simbolickim zapisom
razlomka, u kojima je na osnovu obojenog dela slike trebalo zapisati odgovarajuci
razlomak. Drugu grupu ¢inili su zadaci ekvivalentnih razlomaka, u kojima su ucenici
procenjivali da 11 simbolic¢ki zapis odgovara prikazanoj slici. Tre¢u grupu €inili su zadaci
poredenja razlomaka, u kojima je bilo potrebno odrediti ili zaokruziti ve¢i od dva ponudena
razlomka. Cetvrtu grupu ¢inili su zadaci sabiranja i oduzimanja razlomaka sa istim i
razli¢itim imeniocima. Na kraju su ucenici reSavali tekstualne zadatke preuzete iz
revidirane verzije aritmetickog podtesta Wechslerove skale inteligencije za kinesku decu
(WISC; Zhang, 2009). Zadaci su bili rasporedeni po teZini, a uspesnost je izrazavana
ukupnim brojem ostvarenih poena, pri ¢emu su za slozenije zadatke dodeljivani i bonus
poeni za brzo reSavanje. Kao kontrolne varijable ispitivani su neverbalna inteligencija i

brzina pisanja brojeva.
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Rezultati istrazivanja pokazali su da su ucenici ostvarili visoka postignuc¢a u svim
ispitivanim oblastima. U aritmetici prirodnih brojeva najbolji rezultati ostvareni su u
deljenju (M = 34,8, gde M oznacava prosecan broj ta¢nih odgovora), zatim mnozenju
(M = 33,5), sabiranju (M = 31,5) i oduzimanju (M = 30,1). Visok nivo uspe$nosti
ostvaren je 1 u ispitivanju razumevanja razlomaka, pri ¢emu je prosecna tacnost u svim
grupama bila veéa od 75%. Svaka grupa sadrzala je po 20 zadataka, a prosecan broj ta¢nih
odgovora kretao se od 15,7 do 17,2. Najbolji rezultati ostvareni su u povezivanju grafickog
prikaza sa simboli¢kim zapisom razlomka (M = 17,2), dok su prose¢ni rezultati na
zadacima ekvivalentnih razlomaka (M = 16,1), poredenja razlomaka (M = 16,2),
sabiranja razlomaka (M = 15,7) i oduzimanja razlomaka (M = 16,3) bili medusobno
sliéni. Uocene su 1 razlike izmedu deCaka 1 devojCica u pojedinim grupama zadataka.
Devojéice su ostvarile nesto bolje rezultate na zadacima povezivanja grafickog prikaza sa
simboli¢kim zapisom razlomka (17,4 u odnosu na 17,0), dok su decaci bili nesto uspesniji
u zadacima poredenja razlomaka (16,3 u odnosu na 16,0). Ipak, autori isti¢u da su ove
razlike bile male. U tekstualnim zadacima ucenici su u proseku ostvarili 22,4 poena od

maksimalno 30, pri ¢emu je standardna devijacija iznosila 3,4.

Analiza korelacija, zasnovana na Pirsonovom koeficijentu korelacije (r), pokazala
je da su sve ispitivane oblasti bile medusobno pozitivno povezane. Korelacije izmedu
aritmetike prirodnih brojeva i razli¢itih aspekata razumevanja razlomaka bile su umerene 1
kretale su se od 0,39 do 0,54, Sto ukazuje da razvijenije raCunske vestine predstavljaju
znaCajnu osnovu za uspeSnije usvajanje sadrZzaja o razlomcima. Korelacije izmedu
pojedinih aspekata razumevanja razlomaka uglavnom su bile niske do umerene (od 0,33 do
0,48), dok je najizraZenija povezanost utvrdena izmedu sabiranja i oduzimanja razlomaka
(r = 0,71). Pozitivne, ali niske do umerene korelacije uocene su i izmedu reSavanja
tekstualnih zadataka i svih ispitivanih oblasti (od 0,23 do 0,35), pri ¢emu su najvece
korelacije zabelezene sa sabiranjem i oduzimanjem razlomaka. Ovi rezultati pokazuju da
uspesnost ucenika u jednoj vrsti zadataka sa razlomcima ne podrazumeva nuzno jednaku

uspesnost u ostalim vrstama zadataka.

Iako su korelacione analize pokazale da su sve ispitivane oblasti medusobno
povezane, one ne omogucavaju zaklju¢ak o tome koja znanja neposredno doprinose
uspesnosti u drugim oblastima. Zbog toga su autori primenili multilevelni model
strukturnih jednacina (multilevel SEM), u koji su, pored ispitivanih oblasti matematickog

znanja, kao kontrolne varijable uklju¢eni neverbalna inteligencija, brzina pisanja brojeva i
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pol. Na taj nacin procenjeni su direktni 1 indirektni odnosi izmedu aritmetike prirodnih

brojeva, razumevanja razlomaka i reSavanja tekstualnih zadataka.

Rezultati su pokazali da aritmetika prirodnih brojeva direktno doprinosi uspesnosti
u svim ispitivanim aspektima razumevanja razlomaka. NajizraZeniji uticaj utvrden je na
aritmetiku razlomaka (8 = 0,70; p < 0,001), pri ¢emu B oznacava jafinu uticaja u
modelu, dok p oznaCava nivo statisticke znacajnosti. Znacajni uticaji zabelezeni i na
ekvivalentnost razlomaka (f = 0,55; p < 0,001), poredenje razlomaka (f =
0,49; p < 0,001) i povezivanje grafickog prikaza sa simbolickim zapisom razlomka
(B = 0,43; p < 0,001). Istovremeno, pokazalo se da je aritmetika razlomaka jedina
neposredno doprinosila uspesnosti u reSavanju tekstualnih zadataka (f = 0,32; p <
0,001), dok aritmetika prirodnih brojeva nije imala direktan uticaj, ve¢ je njen doprinos
bio posredan preko znanja o razlomcima (indirektni efekat b = 0,21; p < 0,001). Ovi
nalazi potvrduju da razvijene ra¢unske vestine sa prirodnim brojevima predstavljaju osnovu
za uspeSno usvajanje razlomaka. Istovremeno, razumevanje i racunanje sa razlomcima
predstavljaju kljuénu vezu izmedu osnovnih racunskih veStina i uspeSnog reSavanja

tekstualnih zadataka.

Na osnovu sprovedenog istrazivanja autori zakljucuju da usvajanje razlomaka ima
klju¢nu ulogu u uspe$Snom resavanju sloZenijih matematickih problema. Zbog toga isticu
da u nastavi treba podsticati razvoj razli€itih aspekata znanja o razlomcima, a ne samo

ovladavanje racunskim postupcima.

Mogucénost unapredenja razumevanja razlomaka primenom analogije bila je
predmet istrazivanja Yu, Sidney, Kim, Thompson i Opfer [4]. Autori su posli od
pretpostavke da se novo matemati¢ko znanje lakSe usvaja ukoliko se poveZe sa prethodno
usvojenim 1 ucenicima poznatim sadrzajima. Cilj istraZivanja bio je da se ispita da li
povezivanje znanja o prirodnim brojevima, procentima ili razlomcima moze doprineti
uspesnijem usvajanju pojma razlomka i da li se efekti takvog u¢enja zadrzavaju i nakon

odredenog vremena.

U istraZivanju je ucestvovalo 109 ucenika Cetvrtog i petog razreda iz pet osnovnih
Skola u Sjedinjenim Ameri¢kim Drzavama. Ucenici su nasumi¢no rasporedeni u Cetiri
grupe. U prvoj grupi analogija je uspostavljana izmedu razlomaka i prirodnih brojeva, u
drugoj izmedu razlomaka i procenata, a u tre¢oj izmedu razlic¢itih prikaza razlomaka, dok

su ucenici kontrolne grupe reSavali iste zadatke, ali bez aktivnosti koje su podsticale
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uocavanje analogije. Istrazivanje je obuhvatilo pretest, fazu treninga, neposredni posttest i

odlozeni posttest sproveden dve nedelje nakon zavrSetka treninga (Slika 7).

Session 1 Session 2 Session 3
Pretest Training Immediate Posttest Delayed Posttest
a) Working Memory Integer Prepared a) Working Memory
3
e S
b) NP Estimation o @ a) NP Estimation b) NP Estimation
s —_— ' .
0 1 ) i 0 1 0 1
¢) PN Estimation b) PN Estimation imati
) imatio Percent Prepared | c) PIN Estimation
p—f— — | i i
0 1 ot 0 1 0 1
0% , 100%
d) Comparison g d) Comparison
0 1
—— S —G =
Fraction Prepared
e) Ordering 3 e e) Ordering
P
< < 0 3 1 S S
I'-—e——l
f) Categorization 0 L f) Categorization
Control
= E = = 3 = B EE
g) Arithmetic 5'"'3""", g) Arithmetic
-~ 8 o
n/d + n/d = = n/d + n/d =

Slika 7: Prikaz postupka istrazivanja i grupa zadataka kori$¢enih za procenu razumevanja

razlomaka [4].

Pre i nakon treninga ucenici su resavali zadatke kojima su ispitivani razli¢iti aspekti
razumevanja razlomaka. Prvu grupu cinili su zadaci odredivanja polozaja razlomka na
brojnoj pravoj 1 zapisivanja razlomka na osnovu oznac¢enog polozaja. Drugu grupu €inili su
zadaci poredenja razlomaka, u kojima je bilo potrebno odrediti koji je od ponudenih
razlomaka ve¢i. Tre¢a grupa obuhvatala je zadatke redanja razlomaka po veli€ini, dok su u
Cetvrtoj grupi ucenici razvrstavali razlomke u odgovarajuce kategorije prema njihovoj
brojnoj vrednosti (npr. ,,skoro nista®“, ,,nesto”, ,,polovina®, ,najvise i ,,skoro sve®). Peta
grupa zadataka odnosila se na sabiranje i oduzimanje razlomaka. Tokom treninga ucenici
su reSavali zadatke na brojnoj pravoj. U eksperimentalnim grupama zadaci su bili
organizovani tako da podstaknu uo¢avanje analogije izmedu razlomaka i prirodnih brojeva,

procenata ili drugih razlomaka, dok su ucenici kontrolne grupe resavali zadatke bez takvog
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poredenja. Neposredno nakon treninga ponovo su resavali zadatke odredivanja polozaja
broja na brojnoj pravoj, a dve nedelje kasnije sproveden je odlozeni posttest kojim su

ponovo ispitivani svi aspekti razumevanja razlomaka.

Rezultati pretesta pokazali su da izmedu grupa nije bilo statisticki znacajnih razlika
u pocetnom nivou znanja, §to ukazuje da su grupe bile medusobno ujednacene pre pocetka
treninga. Tokom treninga ucenici iz sve tri eksperimentalne grupe ostvarili su bolje
rezultate od ucenika kontrolne grupe u oba tipa zadataka na brojevnoj pravoj. Kod zadataka
odredivanja polozaja broja na brojevnoj pravoj procentualna greska iznosila je 2,1% u grupi
koja je radila sa prirodnim brojevima, 2,8% u grupi sa procentima i 1,8% u grupi sa
razlomcima, dok je u kontrolnoj grupi iznosila 6,7%. Sli¢ni rezultati dobijeni su i kod
zadataka zapisivanja razlomka na osnovu oznacenog polozaja na brojevnoj pravoj, gde je
procentualna greska u eksperimentalnim grupama iznosila 0,4%, 0,9% 1 0,4%, naspram
4,1% u kontrolnoj grupi. Sve razlike izmedu eksperimentalnih 1 kontrolne grupe bile su
statisticki znacajne (p < 0,001), Sto ukazuje da je analogijsko povezivanje razli¢itih
matematic¢kih sadrzaja ve¢ tokom treninga doprinosilo uspesnijem reSavanju zadataka na
brojevnoj pravoj. Medutim, na neposrednom posttestu nisu utvrdene statisticki znacajne
razlike izmedu grupa, Sto pokazuje da se prednosti analogijskog ucenja nisu ispoljile odmah
nakon zavrSetka treninga.

Zarazliku od neposrednog posttesta, rezultati odlozenog posttesta pokazali su da su
se prednosti analogijskog ucenja ispoljile tek dve nedelje nakon zavrSetka treninga. U
ukupnom postignucu statisticki zna€ajno bolje rezultate od ucenika kontrolne grupe
ostvarili su samo ucenici koji su tokom treninga uocavali analogiju izmedu razlomaka i
prirodnih brojeva (OR = 1,48; p = 0,011). Vrednost OR pokazuje da su uéenici iz ove
grupe imali vece Sanse za postizanje boljeg rezultata od ucenika kontrolne grupe, dok p
oznacava nivo statisticke znacajnosti utvrdene razlike. U grupama u kojima su razlomci
povezivani sa procentima (OR = 1,17; p = 0,301) i razli¢itim prikazima razlomaka
(OR = 1,20; p = 0,231) nije utvrdena statisti¢ki znacajna razlika u odnosu na kontrolnu
grupu. Posebna analiza zadataka koji nisu bili obuhvaceni treningom pokazala je da su sve
tri eksperimentalne grupe bile uspesnije od kontrolne. Najveci efekat ostvaren je u grupi u
kojoj je analogija uspostavljana izmedu razlomaka i prirodnih brojeva (OR = 1,53; p =
0,009), zatim u grupi u kojoj su razlomci povezivani sa procentima (OR = 1,46; p =
0,018), dok je nesto manyji, ali i dalje statisti¢ki znacajan efekat ostvaren u grupi u kojoj je

analogija uspostavljana izmedu razli¢itih prikaza razlomaka (OR = 1,39; p = 0,042).
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Ovi rezultati ukazuju da analogijsko povezivanje nije unapredilo samo reSavanje zadataka
koji su bili obuhvaceni treningom, ve¢ je omogucéilo i uspeSan prenos znanja na nove
zadatke sa razlomcima.

Na osnovu sprovedenog istrazivanja autori zakljucuju da analogijsko povezivanje
predstavlja efikasan pristup u¢enju razlomaka. Posebno se isti¢e povezivanje razlomaka sa
prirodnim brojevima, koje je dovelo do najizrazenijih i najtrajnijih efekata. Dobijeni nalazi
ukazuju da analogija omogucava prenos znanja na nove matematicke situacije, §to moze

doprineti dubljem razumevanju razlomaka u nastavi.
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4. Empirijsko istrazivanje

4.1 Metodologija

Cilj istrazivanja

Cilj istrazivanja bio je da se ispita razumevanje pojma razlomka kod ucenika visih
razreda osnovne Skole kroz razliCite interpretacije razlomka i razliite tipove zadataka.
Posebna paznja usmerena je na utvrdivanje najces¢ih teSkoca koje ucenici imaju prilikom
predstavljanja razlomka, odredivanja dela celine, predstavljanja razlomka na brojnoj
pravoj, izvodenja racunskih operacija sa razlomcima, poredenja razlomaka i verbalizacije

postupka sabiranja razlomaka sa razli¢itim imeniocima.

Istrazivacka pitanja

IP1: Kakav je nivo uspesnosti ucenika u reSavanju zadataka koji ispituju razlicite aspekte

razumevanja pojma razlomka?
IP2: Postoje li razlike u uspesSnosti ucenika razli€itih razreda?

IP3: Postoji li povezanost izmedu uspeha iz matematike i uspe$nosti u reavanju zadataka

o razlomcima?
IP4: Koje su najcesce greske koje ucenici prave pri reSavanju pojedinih tipova zadataka?

IP5: Koliko je procena sopstvene uspesnosti povezana sa stvarnim postignu¢em ucenika?

Dizajn istrazivanja

Istrazivanje je sprovedeno primenom deskriptivnog, neeksperimentalnog
istrazivackog dizajna. Podaci su prikupljeni jednokratnim testiranjem ucfenika pomocu
pisanog instrumenta konstruisanog za potrebe ovog istrazivanja. Cilj istrazivanja nije bio
ispitivanje efekata nastavnog tretmana, ve¢ utvrdivanje nivoa razumevanja pojma razlomka
kod ucenika razli¢itih razreda osnovne Skole, identifikovanje tipi¢nih greSaka koje se
javljaju pri reSavanju zadataka, kao 1 ispitivanje povezanosti postignuéa na testu sa

uspehom iz matematike i procenom sopstvene uspesnosti ucenika.
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Uzorak

U istrazivanju je ucestvovao 281 ucenik Sestog, sedmog i osmog razreda osnovne
Skole. Uzorak je obuhvatio 151 decaka (53,74%) i 130 devojcica (46,26%). Najveci broj
ispitanika pohadao je osmi razred (117 ucenika; 41,64%), zatim Sesti razred (85 ucenika;
30,25%), dok je sedmi razred pohadalo 79 ucenika (28,11%). Struktura uzorka prema

razredu i polu prikazana je u Tabeli 2.

Tabela 2: Struktura uzorka

razred | decaci | devojcice | ukupno
VI 41 44 85
VII 46 33 79
Vi 64 53 117
ukupno 151 130 281

Prosecna zakljucna ocena iz matematike na polugodistu za ceo uzorak iznosila je
3,57 (SD = 1,16). Prosecne ocene kretale su se od 3,42 kod ucenika sedmog razreda do
3,79 kod ucenika Sestog razreda, ali analiza varijanse nije pokazala statisti¢ki znacajne
razlike izmedu razreda (F (2,278) = 2,32; p = 0,100). S druge strane, uocena je statisticki
znacCajna razlika u oceni iz matematike izmedu decaka i1 devojc€ica. DevojcCice su imale visu

prose¢nu ocenu (M = 3,92) od deCaka (M = 3,28) (F(1,279) = 22,85; p < 0,001).

Instrument

Za potrebe istrazivanja konstruisan je test koji je obuhvatao Sest zadataka razlicitog
tipa. Zbog organizacije testiranja pripremljene su dve gotovo identi¢ne verzije testa, koje
su se razlikovale samo u vrednostima pojedinih razlomaka i broj¢anih podataka, dok su
struktura, teZina i koncepti koji su ispitivani bili isti. Stoga u daljoj analizi nije pravljena
razlika izmedu dve verzije instrumenta.

Test je bio osmisljen tako da ispituje razlicite aspekte razumevanja pojma razlomka.
Prvi zadatak odnosio se na predstavljanje razlomka kao dela celine. Drugim zadatkom
ispitivano je razumevanje razlomka kao operatora (,,deo od broja“). Treéi zadatak
proveravao je razumevanje razlomka kao broja kroz njegovo predstavljanje na brojnoj
pravoj. Cetvrti zadatak obuhvatao je izvodenje osnovnih raGunskih operacija sa

razlomcima. Peti zadatak bio je usmeren na konceptualno razumevanje poredenja
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razlomaka, dok je Sesti zadatak ispitivao sposobnost uCenika da recima opiSu postupak
sabiranja razlomaka sa razliCitim imeniocima. Na kraju testa ucenici su procenjivali

sopstvenu uspesnost u reSavanju zadataka.

Tabela 3: Opis zadataka

Zadatak | Naziv Sta se ispituje

1 Razlomak kao deo celine deo-celina

2 Razlomak kao operator deo od broja

3 Razlomak na brojnoj pravoj | razlomak kao broj

4 Operacije sa razlomcima proceduralno znanje

5 Poredenje razlomaka konceptualno razumevanje

6 Verbalizacija algoritma proceduralno-konceptualno znanje
Obrada podataka

Prikupljeni podaci analizirani su primenom deskriptivne statistike (frekvencije,
procenti, srednje vrednosti i standardne devijacije), x* testa nezavisnosti, t-testa i analize
varijanse (ANOVA), u zavisnosti od prirode promenljivih. Pored kvantitativne analize, za
otvorene zadatke izvrSena je kvalitativna analiza ucenic¢kih odgovora, pri ¢emu su

identifikovane i kategorisane naj¢eS¢e greSke i na¢ini obrazlozenja.

4.2 Rezultati

Rezultati pokazuju da uspesnost u¢enika znacajno varira u zavisnosti od aspekta
razumevanja razlomka koji se ispituje, Tabela 4. Najve¢i procenat taénih odgovora ostvaren
je na zadatku koji se odnosi na sabiranje razlomaka sa jednakim imeniocima (79,4%), dok
je najmanje uspesno reSen zadatak u kome je od ucenika trazeno da verbalno opisu postupak
sabiranja razlomaka sa razliitim imeniocima (5,0%). Veoma mali procenat tacnih
odgovora zabelezen je i na zadatku poredenja razlomaka (17,4%), kao i na zadatku

predstavljanja razlomaka na brojnoj pravoj (21,4% i 28,1%).
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Tabela 4: Uspes$nost reSavanja pojedina¢nih zadataka

zadatak taéno | pogresno | bez odgovora | %taénih | %neuspesnih!
1 - Deo celine 169 107 5| 60.1% 39.9%
2 - Operator 118 88 75| 42.0% 58.0%
3.1 - Brojevna prava (5/9) 60 121 100 | 21.4% 78.6%
3.2 - Brojevna prava 0 0
(21/23) 79 100 102 | 28.1% 71.9%
4.1 - Sabiranje (jednaki 223 55 3| 79.4% 20.6%
imenioci)
4.2 - Oduzimanje 166 88 27 | 59.1% 40.9%
4.3 - Sabiranje (razli¢iti 150 08 33| 53.4% 46.6%
imenioci)
4.4 - Mnozenje 167 75 39| 59.4% 40.6%
4.5 - Deljenje 92 129 60 | 32.7% 67.3%
5 - Poredenje razlomaka 49 112 120 | 17.4% 82.6%
6 - Verbalizacija 14 126 141| 5.0% 95.0%
algoritma

lneuspesan odgovor se smatra pogresno uraden ili bez odgovora

Pored netac¢nih odgovora, kod pojedinih zadataka uoc€ljiv je 1 veliki broj ucenika
koji nisu dali odgovor. To je posebno izrazeno kod zadatka verbalizacije postupka, na koji
nije odgovorilo 141 ucenik, kao i kod zadatka poredenja razlomaka, bez odgovora kod 120
ucenika. Veliki broj izostavljenih odgovora zabeleZen je i na oba zadatka predstavljanja
razlomka na brojnoj pravoj.

NajviSa uspesSnost ostvarena je u rutinskom zadatku sabiranja razlomaka sa
jednakim imeniocima, dok su ucenici znatno manje uspesni u zadacima koji zahtevaju
procenu veli¢ine razlomka, njegovo predstavljanje na brojevnoj pravoj ili verbalno

obrazlaganje postupka.

Zadatak Deo celine

Prvi zadatak ispitivao je razumevanje razlomka kao dela celine. Ucenici su imali
zadatak da oboje % odnosno E pravougaonika podeljenog na deset jednakih delova,
rasporedenih u dva reda po pet delova. Ukupno je 60,1% ucenika uspesno resilo zadatak,

dok 39,9% ucenika nije dalo tacan odgovor ili nije odgovorilo na zadatak.
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Tabela 5: Uspesnost reSavanja zadatka Deo celine po razredima

bez

razred n tacno | pogresno | odgovora | %tacnih

VI 85 42 40 3| 49.4%
VII 79 51 28 0| 64.6%
VI 117 76 39 2| 65.0%

Posmatrano prema razredima, ta¢no je odgovorilo 49,4% ucenika Sestog razreda,
64,6% ucenika sedmog razreda i 65,0% ucenika osmog razreda, Tabela 5. Iako ¥ test nije
pokazao statisti¢ki znacajnu razliku izmedu razreda na nivou od 0,05 ()(2 = 5,857, p =
0,054), rezultat je veoma blizu granice statistiCke znacajnosti. Dodatna analiza pokazala
je daucenici Sestog razreda postizu znacajno slabiji rezultat u odnosu na ukupnu proporciju
ta¢nih odgovora (60,1%), dok izmedu sedmog i osmog razreda nema uoc¢ljivih razlika.
Izmedu uspesnosti reSavanja zadatka i ocene iz matematike utvrdena je pozitivna i
statisticki znacajna povezanost (Spearmanovp = 0,29; p < 0,001), Sto ukazuje da
ucenici sa visim $kolskim uspehom ¢esce pravilno predstavljaju razlomak kao deo celine.
Iako je povezanost umerene jaCine, rezultat potvrduje da razumevanje ovog osnovnog

znaCenja razlomka raste sa opStim postignu¢em iz matematike.

Analiza odgovora

Analiza nacina reSavanja pokazuje da su ucenici koji su tacno resili zadatak gotovo
jednoglasno koristili isti na¢in predstavljanja razlomka — obojili su po tri od pet jednakih
delova u oba reda (146 ucenika), Tabela 6. To ukazuje da vecina ucenika koji razumeju

pojam razlomka kao dela celine koristi standardan naé¢in predstavljanja.

Tabela 6: Karakteristi¢ni odgovori u¢enika u zadatku Deo celine

: Primer ucenickog Broj
Tip odgovora .
odgovora ucenika
Tacno resenje - obojena po 2 (3) dela u prvom i
146
drugom redu
Pogresno resenje - Obojena samo 2 (3) dela 14 49

28



Pogresno resenje - Obojena 2 (3) dela u prvom

redu i 5 delova u drugom redu 49

Medu pogresnim odgovorima izdvajaju se dva dominantna tipa greSaka. Prvu grupu
¢inili su ucenici koji su obojili samo tri dela pravougaonika zanemarujuci ukupan broj
jednakih delova (49 ucenika) §to ukazuje da razlomak nisu interpretirali kao odnos izmedu
obojenog i1 ukupnog broja jednakih delova. Drugu, takode brojnu grupu (49 ucenika), ¢inili
su ucenici koji su u prvom redu obojili dva, a u drugom pet delova, Sto pokazuje da su
razlomak tumacili kao dva odvojena broja, a ne kao jedinstvenu celinu. Ostali tipovi

pogresnih odgovora javljali su se znatno rede.

Zadatak Operator

Drugi zadatak ispitivao je razumevanje razlomka kao operatora, odnosno
sposobnost uc¢enika da odrede koliki je dati razlomak od zadatog broja. U ovom slucaju

ucenici su imali zadatak da odrede koliko iznosi g od 30 (odnosno % od 30 u drugoj verziji

testa). Ovaj tip zadatka zahteva razumevanje razlomka kao operacije nad celinom, a ne

samo njegovog predstavljanja ili raunanja sa razlomcima.

Tabela 7: UspesSnost reSavanja zadatka Operator po razredima

razred n tatno | pogresSno bez %tacnih
odgovora

VI 85 25 41 19 29.4%

VII 79 39 24 16 49.4%

VIl 117 54 23 40 46.2%

Ukupno 42,0% ucenika tac¢no je resilo zadatak, dok 58,0% ucenika nije dalo tacan
odgovor ili nije odgovorilo na zadatak. Posmatrano prema razredima, tano je odgovorilo
29,4% ucenika Sestog razreda, 49,4% ucenika sedmog razreda i 46,2% ucenika osmog
razreda, Tabela 7. y* test pokazao je da postoje statisticki znaCajne razlike izmedu razreda
(x* = 21,869; p < 0,001). Dodatna analiza pokazala je da ucenici Sestog razreda
postiZzu znacajno slabije rezultate u odnosu na ucenike starijih razreda, dok izmedu sedmog

i osmog razreda nisu uoc¢ene znacajne razlike.
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Izmedu uspesnosti reSavanja zadatka i ocene iz matematike utvrdena je pozitivna i
statisticki znacajna povezanost (Spearmanov p = 0,32), Sto ukazuje da ucenici sa boljim
uspehom iz matematike uspes$nije reSavaju zadatke u kojima se razlomak koristi kao

operator.

Analiza odgovora

Analiza odgovora pokazuje da medu tacnim resenjima dominiraju tri karakteristi¢na
nacina resavanja, Tabela 8. Najveci broj ucenika (49) naveo je samo tacan odgovor bez
prikazivanja postupka. Pored toga, 37 ucenika prikazalo je potpuno ta¢no reSenje sa
odgovaraju¢im postupkom, dok je 29 ucenika do ta¢nog rezultata doslo mnozenjem broja
30 odgovaraju¢im razlomkom, uz ispravno sproveden postupak. Ovi rezultati ukazuju da
ucenici koriste razli¢ite, ali matematicki ispravne strategije za odredivanje razlomka od

broja.

Tabela 8: Karakteristicni odgovori uc¢enika u zadatku Operator

Tip odgovora Primer ucenickog odgovora Broj u¢enika

Tacan odgovor bez postupka 49
)
Tacno resenje (30 :5) - 3 tacan ROmRKGHSTE, oRa0F 37
odgovor
e 2

Tacno resenje Mnozi % . 3—10, tacan Kanwoje: ¢ 08 307 29
postupak B
Pogresno resenje Odgovor je 15 ili je £ on30? 17
20 (30-3-5ili 30-2-5)
Pogresno resenje Odgovor je neki 10
od brojeva 22; 6; 3; 2; 2,5; 65; 7; 4; | ‘ 31

Medu pogresnim odgovorima nije dominirala jedna karakteristi¢na greSka. Jedna
grupa ucenika davala je odgovore poput 15 ili 20, §to ukazuje na nerazumevanje znacenja

razlomka kao operatora i pogreSan izbor ra¢unskih operacija. Drugu, brojniju grupu €inili
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su ucenici koji su davali razli¢ite numeri¢ke odgovore (npr. 22, 6, 3, 2, 2,5, 65, 7, 4, 450 i
8), bez uocljive zajednicke strategije reSavanja.

Posebno su zanimljiva dva izdvojena odgovora. Jedan ucenik predstavio je broj 30
pomocu Sake sa pet prstiju, pri cemu je svaki prst predstavljao Sest jedinica, pa je zakljucio
da dva prsta odgovaraju vrednosti 12, odnosno % od 30 (Slika 8). Drugi ucenik prosirio je

razlomak tako da imenilac postane 30, a zatim brojilac tako dobijenog razlomka protumacio
kao konacan odgovor. Oba odgovora su tacna, ali se izdvajaju po nestandardnom nacinu
reSavanja i ukazuju na to da ucenici mogu koristiti razli¢ite modele i prethodno usvojena
znanja kako bi dosli do odgovarajuceg rezultata, pruzajuéi tako dodatni uvid u njihov nacin

razmisljanja.
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Slika 8: Primer nestandardnog postupka odredivanja razlomka od broja

Zadatak Brojevna prava
Tre¢i zadatak ispitivao je razumevanje razlomka kao broja kroz njegovo
predstavljanje na brojevnoj pravoj. Od ucenika se trazilo da na datoj brojevnoj pravoj
. . 5 . . . A
oznace dva razlomka: % I g , 0dnosno 5 | % u drugoj verziji testa. Pri proceni tacnosti

uziman je u obzir poloZaj oznacene tacke u odnosu na 0 1 1, kao 1 na pomo¢nu oznaku koja

je odgovarala polovini jedini¢nog intervala.

Tabela 9: Uspesnost reSavanja zadatka Brojevna prava po razredima

Razlomak% (g) Razlomak g (%)
bez bez
razred | n | tacno | pogresno | odgovora | %tacnih | ta¢no | pogresno | odgovora | %tacnih
Vi 85 6 45 34 7.1% 13 37 35| 15.3%
Wl 79 20 32 27 | 25.3% 26 26 27 | 32.9%
VI 117 34 44 39| 29.1% 40 37 40 | 34.2%
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Rezultati, Tabela 9, pokazuju da je predstavljanje razlomaka na brojevnoj pravoj

predstavljalo znacajnu teskocu za ucenike. Razlomak (g odnosno g) pravilno je oznacilo
. . 20 21
60 ucenika (21,4%), dok je razlomak (g odnosno =

3) pravilno oznacilo 79 ucenika

(28,1%). Uspesnost se povecavala sa razredom, pri cemu je kod oba razlomka posebno
niska bila u Sestom razredu. Prvi razlomak pravilno je oznacilo 7,1% ucenika Sestog, 25,3%
ucenika sedmog i 29,1% ucenika osmog razreda, dok su odgovarajuci procenti za drugi
razlomak iznosili 15,3%, 32,9% i 34,2%.

U odgovorima na dva podzadatka uocena je izrazena podudarnost. Oba razlomka
pravilno je oznacio 51 ucenik (18,1%), oba je pogresno oznacilo 92 ucenika (32,7%), dok
97 ucenika (34,5%) nije odgovorilo ni na jedan podzadatak. Ovakav obrazac pokazuje da
uspesnost nije zavisila samo od konkretnog razlomka koji je trebalo predstaviti, ve¢ da su
ucenici koji su imali teSkoée sa jednom reprezentacijom najcesce imali teSkoce i sa drugom.
y* test pokazao je statisticki znacajne razlike izmedu razreda kod oba podzadatka (y* =

15.501; p = 0,003, 0dnosno y*> = 10.132; p = 0,038). Dodatna analiza pokazala je
da su ucenici Sestog razreda bili manje uspes$ni od ucenika starijih razreda, dok izmedu
ucenika sedmog i osmog razreda nisu utvrdene znacajne razlike.

Uspesnost na oba podzadatka bila je pozitivno povezana sa ocenom iz matematike.
Spearmanovi koeficijenti korelacije iznosili su p = 0,32 za prvi i p = 0,40 za drugi
podzadatak, $to pokazuje da su ucenici sa viSom ocenom iz matematike ¢eS¢e uspesno

predstavljali razlomke na brojevnoj pravoj.

Analiza odgovora

Analiza neta¢nih odgovora pokazala je nekoliko karakteristiénih obrazaca koji
ukazuju na razlicite teSkoc¢e u predstavljanju razlomaka na brojevnoj pravoj. Najces¢i tip
greske zabeleZen je kod 49 ucenika (38,6% kodiranih netacnih odgovora), koji su razlomke

upisivali 1spod ve¢ oznacenih crtica na brojevnoj pravoj. Budu¢i da su postojec¢e oznake
: 1,1 . : . e e
predstavljale 0, p 1i1l > ovakav nacin reSavanja ukazuje da ucenici nisu koristili brojevnu

pravu kao kontinuiranu reprezentaciju veli¢ine broja, ve¢ su razlomke vezivali za unapred
oznacene poloZaje. Postoje¢e oznake na brojevnoj pravoj, umesto da posluze kao referentne
vrednosti za procenu poloZaja razlomka, kod ovih ucenika verovatno su shvacene kao

ponudena mesta na koja treba rasporediti zadate razlomke.

32



Drugu izraZenu grupu ¢inili su odgovori koji pokazuju teskoce u proceni da li je
razlomak manyji ili veé¢i od 1. Kod 24 ucenika (18,9%) oba zadata razlomka oznacena su

kao vec¢a od 1, iako je kod svih zadatih razlomaka brojilac manji od imenioca. Pored toga,
kod manjeg broja odgovora razlomak % oznacen je kao veéi od 1. Ovakvi odgovori ukazuju

da ucenici ne koriste odnos brojioca i imenioca kao osnovu za procenu veliine pravog
razlomka.

Posebnu grupu ¢ine greske povezane sa procenom poloZzaja razlomka u odnosu na
% . Razlomak g, koji je veé¢i od %, pojedini uéenici oznacavali su kao manji od %, dok je
razlomak %, koji je manji od % oznacavan kao veci od % (Slika 9). U drugoj verziji testa
javljali su se 1 odgovori u kojima je postavljen ta¢no na mesto %, odnosno na mesto i. Ovi
odgovori pokazuju da ucenici prepoznaju interval izmedu 0 i 1 kao prostor u kojem treba
smestiti razlomak, ali ne koriste pouzdano referentnu vrednost % za procenu njegove

veli¢ine.

> : . 20 4 y
3. Ha 6pojeBHOj NnpaBoj 03Ha4YM pasnomke Sl WUcnop Tauke kojy obenexuwl, ynuim
ogrosapajyhu pasnomak

4. WspadyHaj

Slika 9. Primer pogresne procene polozaja razlomka u odnosu na %

Kod 10 ucenika (7,9%) oznaceni poloZzaji bili su blizu ta¢nog reSenja. Za razliku od
prethodnih tipova greSaka, ovi odgovori ukazuju da uéenici imaju pribliznu predstavu o
veli¢ini zadatog razlomka, ali ga ne pozicioniraju dovoljno precizno na brojevnoj pravoj.

Zabelezeni su i pojedinacni odgovori sa izrazito nekonzistentnim polozajima, kao $to je
. - TAT .21
istovremeno smestanje - blizu1i = levo od 0.

Posmatrano u celini, analiza odgovora pokazuje da teSkoce u€enika nisu ograni¢ene
na precizno oznaavanje polozaja razlomka. Kod znacajnog broja ucenika uoceno je
nedovoljno razumevanje same brojevne prave kao reprezentacije veli¢ine broja, dok drugi

odgovori ukazuju na teSkoce u proceni veli¢ine razlomka u odnosu na referentne vrednosti
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1. . . v . . Pvq - . .
5 1 1. Rezultati stoga ukazuju da deo ucenika simbolicki zapis razlomka ne povezuje

pouzdano sa njegovom numerickom veli¢inom i odgovaraju¢im polozajem na brojevnoj

pravoj.

Zadatak Racunske operacije

Cetvrti zadatak ispitivao je proceduralno znanje udenika u izvodenju osnovnih radunskih
operacija sa razlomcima. Zadatak se sastojao od pet podzadataka: sabiranja razlomaka sa
jednakim imeniocima, oduzimanja, sabiranja razlomaka sa razliitim imeniocima,

mnozenja i deljenja. UspesSnost ucenika po razredima prikazana je u Tabeli 9.

Tabela 10: Uspesnost reSavanja zadatka Racunske operacije po razredima

4.1 — Sabiranje (jednaki imenioci) 4.2 - Oduzimanje
n tacno | netacno | bez odgovora | %tac¢nih | tacno | netacno | bez odgovora | %tacnih
VI 85 64 20 1 75.3% 42 37 6 49.4%
VIl 79 60 19 0 75.9% 48 24 7 60.8%
VI | 117 99 16 2 84.6% 76 27 14 65.0%
4.3 - Sabiranje (razli¢iti imenioci) 4.4 - Mnozenje 4.5 - Deljenje
y y bez . y y bez . y y bez .
taCno | netacno %tacnih | tatno | netacno %tacnih | tatno | netacno Y%tacnih
odgovora odgovora odgovora
37 42 6| 43.5% 43 30 12 | 50.6% 25 39 21| 29.4%
42 28 9| 53.2% 41 24 14 | 51.9% 22 39 18 | 27.8%
71 31 15| 60.7% 83 21 13| 70.9% 45 51 21 | 38.5%

Najuspesnije je reSeno sabiranje razlomaka sa jednakim imeniocima, sa ukupno
79,4% tacnih odgovora, dok je najmanja uspes$nost zabelezena kod deljenja razlomaka
(32,7%). Preostala tri podzadatka tacno je reSilo priblizno polovina ucenika: oduzimanje
59,1%, sabiranje razlomaka sa razli¢itim imeniocima 53,4% 1 mnozenje 59,4%. Ucenici su,
dakle, bili najuspes$niji u racunski najjednostavnijoj situaciji, u kojoj sabiranje nije
zahtevalo svodenje razlomaka na zajednicki imenilac, dok je najvece teSkoce predstavljalo
deljenje razlomaka.

Svih pet podzadataka tacno su resila 54 u¢enika (19,2%), dok je 57 ucenika (20,3%)
tacno reSilo samo jedan podzadatak. Nijedan od pet podzadataka nije tacno reSilo 17
ucenika (6,0%).

Posmatrano prema razredima, kod vecine operacija uocava se porast uspesnosti od

Sestog ka osmom razredu, ali statisticki znacajne razlike izmedu razreda utvrdene su samo
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kod oduzimanja (y* = 9.97; p = 0,040), sabiranja razlomaka sa razli¢itim imeniocima
(x* = 12.96; p = 0,011) i mnoZenja (¥* = 12.08; p = 0,017). Kod sabiranja sa
jednakim imeniocima i deljenja nisu utvrdene statisticki znacajne razlike izmedu razreda.
Kod svih pet podzadataka utvrdena je pozitivna i statisticki znacajna povezanost
izmedu uspe$nosti reSavanja i ocene iz matematike. Spearmanovi koeficijenti korelacije
iznosili su redom p = 0.30; p =0.49; p =0.50; p = 0.21ip = 0.46. Najizrazenija
povezanost sa ocenom utvrdena je kod sabiranja razlomaka sa razli¢itim imeniocima i

oduzimanja, dok je najslabija bila kod mnozenja.

Analiza odgovora

Analiza neta¢nih odgovora pokazala je da se kod pojedinih racunskih operacija
izdvajaju karakteristi¢ni obrasci greSaka. Pored raCunskih omaski, u odgovorima su uoceni
I postupci koji ukazuju na nepravilnu primenu ili prenosenje pravila karakteristi¢nih za
jednu racunsku operaciju na druge operacije sa razlomcima.

Kod sabiranja razlomaka sa jednakim imeniocima, koje je ujedno bilo najuspesnije
reseno, najcesca greska bila je sabiranje i brojilaca i imenilaca. Ovakav postupak primenilo
je 37 ucenika, dok je kod osam ucenika zabeleZena greska pri sabiranju brojilaca, a kod tri
ucenika pojedinac¢na omaska u zapisu imenioca. Sabiranje brojilaca i imenilaca predstavlja
karakteristiCan pogreSan postupak u kojem ucenici operaciju Sabiranja primenjuju
nezavisno na oba dela simbolickog zapisa razlomka.

Kod oduzimanja razlomaka nije uo€ena jedna dominantna greSka. Najbrojniju
kategoriju Cinile su racunske omaske, zabelezene kod 18 ucenika. Kod manjeg broja
ucenika javljali su se razli¢iti pogreSni postupci: zamena oduzimanja sabiranjem,
oduzimanje brojilaca i imenilaca, kao i odredivanje reciprocne vrednosti jednog od
razlomaka 1 primena postupaka karakteristiénih za mnoZenje ili deljenje razlomaka.
Raznovrsnost ovih odgovora pokazuje da, za razliku od nekih drugih podzadataka, kod
oduzimanja nije izdvojen jedan zajednicki obrazac koji bi objasnio veéinu netacnih reSenja.

Kod sabiranja razlomaka sa razli¢itim imeniocima izdvojena je izrazito dominantna
greska. Cak 61 ucenik sabirao je brojioce i imenioce bez prethodnog svodenja razlomaka
na zajednicki imenilac. Kod 18 ucenika zabeleZena je raCunska omaska u sabiranju, dok su
se ostali pogreSni postupci, poput unakrsnog sabiranja ili unakrsnog skracéivanja, javljali
znatno rede. Veliki broj u¢enika koji neposredno sabiraju brojioce i imenioce pokazuje da

se pravilo za sabiranje razlomaka sa razli¢itim imeniocima kod dela uc¢enika ne primenjuje
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pravilno. Posebno je znacajno da se isti osnovni tip greske, sabiranje 1 brojilaca i imenilaca,
javlja i kod sabiranja razlomaka sa jednakim imeniocima.

Kod mnozenja razlomaka najceS¢a karakteristicna greska bila je svodenje
razlomaka na zajednicki imenilac, koje je primenio 31 ucenik. Kod 16 uc¢enika zabelezena
je racunska omaska u mnozenju, dok je sedam ucenika odredivalo recipro¢nu vrednost
drugog razlomka pre mnozenja. Ostali tipovi gresaka javljali su se znatno rede. Svodenje
na zajednicki imenilac kod mnozenja pokazuje da ucenici postupak koji je potreban pri
sabiranju i oduzimanju prenose na operaciju kod koje on nije potreban. Nasuprot tome,
odredivanje reciprocne vrednosti drugog razlomka ukazuje na prenoSenje postupka
karakteristi¢énog za deljenje razlomaka.

Najizrazenije teSkoce uocene su kod deljenja razlomaka. Pored toga $to je ovaj

podzadatak imao najmanji procenat tacnih odgovora, kod njega je zabeleZen i najveci broj

ucenika koji nisu dali odgovor. Medu neta¢nim reSenjima izrazito je dominirao odgovor %
, koji je dalo 70 ucenika. U njihovim zapisima pojavljuje se %:% = % Velika ucestalost
istog netacnog odgovora pokazuje da se ne radi o pojedinacnoj racunskoj omasci, ve¢ o
karakteristi¢nom pogreSnom postupku.

I kod drugih netacnih odgovora na zadatak deljenja uocava se nepravilna primena
poznatih postupaka racunanja sa razlomcima. Dvadeset jedan u¢enik svodio je razlomke na
zajednicki imenilac, a zatim delio, dok je 15 uc¢enika odredivalo reciprocnu vrednost prvog
umesto drugog razlomka. Kod manjeg broja ucenika zabelezeni su i odredivanje
reciproCnih vrednosti oba razlomka, proSirivanje prvog razlomka pre deljenja i zamena
mesta razlomcima pri prelasku sa deljenja na mnozenje. Ovakvi odgovori pokazuju da deo
ucenika koristi postupke koji pripadaju ra¢unanju sa razlomcima, ali ih ne primenjuje
pravilno u konkretnoj ra¢unskoj operaciji.

Posmatrano u celini, analiza netacnih odgovora pokazuje da teSkoce ucenika pri
izvodenju racunskih operacija sa razlomcima nisu samo posledica pojedina¢nih racunskih
omaski. U odgovorima se pojavljuju ponovljivi pogresni postupci, medu kojima se posebno
izdvajaju sabiranje brojilaca i imenilaca, svodenje na zajednicki imenilac kod mnoZenja i
deljenja i nepravilna primena reciprocne vrednosti. Uocljivo je da ucenici Cesto koriste
postupke koji jesu karakteristi¢ni za raCunanje sa razlomcima, ali ih primenjuju u
operacijama u kojima nisu odgovaraju¢i. Ovakvi odgovori ukazuju da kod dela ucenika
pojedinacna proceduralna pravila nisu dovoljno jasno diferencirana prema operaciji u kojoj

se primenjuju.
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Zadatak Poredenje razlomaka

Peti zadatak ispitivao je razumevanje veli¢ine razlomka i sposobnost u¢enika da

obrazloze poredenje dva razlomka sa jednakim brojiocima i razli€itim imeniocima.

.. . y . .3, 3 e .
Ucenicima je predstavljena netac¢na tvrdnja da je ~vece od S zato §to je 7 vece od 5, odnosno

., . . 3.3 . . . .
odgovarajuca tvrdnja sa razlomcima Slju drugoj verziji testa. Od ucenika se nije zahtevalo

samo da utvrde da tvrdnja nije tacna, ve¢ i da obrazloze svoj odgovor.

Tabela 11: Uspesnost resavanja zadatka Poredenje razlomka po razredima

razred n tacno | pogresno 0 dgbc()e\fora %tacnih
VI 85 7 49 29 8.2%
VII 79 8 30 41 10.1%
VI 117 34 33 50| 29.1%

Zadatak je uspesno reSilo 49 ucenika (17,4%). UspeSnost se razlikovala prema
razredu: taCan odgovor dalo je 7 uenika VI razreda (8,2%), 8 u€enika VII razreda (10,1%)
i 34 u¢enika VIII razreda (29,1%). Razlika izmedu razreda bila je statisticki znacajna (y* =
29,9; p <0,001). Utvrdena je 1 pozitivna, statisti¢ki znaajna povezanost izmedu
uspesnosti na ovom zadatku i ocene iz matematike (p = 0.27), §to pokazuje da su ucenici

sa viSom ocenom iz matematike ¢eS¢e uspesno reSavali zadatak poredenja razlomaka.

Analiza odgovora

S obzirom na otvoreni karakter zadatka, odgovori ucenika omogucavaju dodatni
uvid u nacine na koje ucenici obrazlazu poredenje razlomaka. Odgovori u¢enika kodirani
su prema tac¢nosti obrazlozenja, ali nisu dodatno razvrstavani prema vrsti koriS¢ene
strategije. Zbog toga naredna analiza nema za cilj utvrdivanje ucestalosti pojedinih
strategija, ve¢ ilustraciju karakteristi¢nih nacina obrazlaganja.

U jednom broju odgovora ucenici su se oslanjali na pravilo za poredenje razlomaka
sa jednakim brojiocima, navodeci da je, kada su brojioci jednaki, vec¢i razlomak sa manjim

imeniocem. Na primer, jedan uc¢enik navodi: ,,Ako su imenioci razli¢iti a brojioci isti onaj
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razlomak sa manjim imeniocem je veéi®, dok drugi obrazlaze: ,.Sto je imenilac veéi,
razlomak je manji.” Ovi odgovori pokazuju poznavanje odgovarajuceg pravila poredenja,
mada samo obrazloZenje ne mora nuzno pokazivati zbog ¢ega to pravilo vazi.

Drugi ucenici koristili su znacenje razlomka kao dela celine, najé¢esc¢e kroz primere
pice, torte, Cokolade ili jabuke (Slika 10). U tim odgovorima objas$njava se da podela iste
celine na vec¢i broj jednakih delova daje manje delove, pa su, na primer, tri petine ve¢e od
tri sedmine. Jedan u€enik navodi da ,,kad se torta ise¢e na 5 delova parcici su veci, a kad se
podeli na 7 delova parci¢i su manji“, dok drugi poredi tri parceta iste celine podeljene na
pet, odnosno sedam delova. U pojedinim odgovorima ucenici su isti odnos prikazivali i

crtezom pravougaonika ili krugova podeljenih na odgovarajuci broj delova.

1 3. S .
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Slikal0: Primer obrazlaganja poredenja razlomaka pomoc¢u modela dela celine

Uoceni su 1 odgovori zasnovani na referentnim vrednostima, pre svega na polovini
I jedinici. Tako ucenici navode da je ~ manje od polovine, dok je , Vvece od polovine, ili
porede koliko svakom razlomku nedostaje do jednog celog. Jedan ucenik precizno

obrazlaze da za % ,,brojilac mora biti bar pola od broja 7¢ da bi razlomak predstavljao
najmanje polovinu, dok je kod % brojilac veéi od polovine imenioca (Slika 11). Drugi
ucenici koriste udaljenost od jedinice, navodeci, na primer, da do jednog celog razlomku ;

. 4 3 1
nedostaje ~a razlomku S samo -
Deo ucenika koristio je proceduralni pristup, svodeci razlomke na zajednicki

imenilac i zatim porede¢i njihove brojioce. Na primer, razlomei - i~ predstavljeni su kao

% i %, nakon ¢ega je zakljuceno da je % vece. Sli¢an postupak primenjen je i kod poredenja

% i Z, svodenjem na imenilac 35. Ovakvi odgovori dovode do tacnog zakljucka, ali se
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zasnivaju na naucenom algoritmu, za razliku od odgovora u kojima se veli¢ina razlomka

obrazlaze njegovim zna¢enjem ili odnosom prema referentnoj vrednosti.

: 8- B .
5. Mapko je pekao: i Je Behe og Zlepje 7 sehe o 4. O6jacHu 3awTo Mapko Huje y npasy.
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Slikall: Primer ucenickog obrazloZenja poredenja razlomaka pomocu referentne vrednosti 2

Rede se pojavljuju i drugi matematicki opravdani pristupi. Pojedini ucenici
pretvarali su razlomke u decimalne brojeve ili procente, na primer poredenjem i , 0dnoSno

60% 142,8%. Jedan ucenik je razlomke interpretirao kao koli¢nike, navodeci da je % =3:

7, dok je drugi poredenje obrazlozio odredivanjem odgovaraju¢ih delova broja 28.

Pored matemati¢ki opravdanih objasnjenja, medu odgovorima su prisutna i
nepotpuna ili pogreSna obrazloZenja. Neki ucenici navode samo pravilo poput ,.kod
razlomaka je uvek suprotno* ili tvrde da je ,,manji broj veci®, bez uzimanja u obzir uslova
pod kojima takvo poredenje vazi. U drugim odgovorima uocava se meSanje brojioca 1
imenioca, pogresno svodenje na zajednicki imenilac ili primena rac¢unskih operacija koje
nisu potrebne za poredenje. Takvi odgovori pokazuju da ta¢no prepoznavanje odnosa
izmedu razlomaka nije uvek pra¢eno matematicki valjanim obrazloZenjem.

llustrativna analiza odgovora pokazuje da ucenici koji uspe$no obrazlazu poredenje
koriste razlicite strategije: pravilo za razlomke sa jednakim brojiocima, model dela celine,
poredenje sa referentnim vrednostima, svodenje na zajednicki imenilac, kao 1 decimalni ili
procentni zapis. Istovremeno, prisustvo nepotpunih i pogresnih obrazlozenja ukazuje da
ucenici mogu raspolagati pojedina¢nim pravilima ili intuitivnim predstavama o veli€ini

razlomka, a da ih ne primenjuju uvek uz odgovarajuce uslove 1 matemati¢ko obrazloZenje.

Zadatak Verbalizacija algoritma

Sesti zadatak ispitivao je sposobnost uéenika da verbalno iskazu postupak sabiranja

razlomaka sa razli¢itim imeniocima. Za razliku od prethodnog zadatka racunskih operacija,
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od ucenika se nije zahtevalo da primene algoritam na konkretnom primeru, ve¢ da
samostalno formuliSu uputstvo za njegovo izvodenje.

Kod ovog zadatka odgovor je smatran ta¢nim ukoliko je ucenik naveo da je
razlomke sa razli¢itim imeniocima potrebno svesti na isti imenilac odgovaraju¢im
proSirivanjem razlomaka, pri ¢emu se brojilac i imenilac mnoze istim brojem, a zatim
pravilno opisao postupak sabiranja, odnosno naveo da se nakon svodenja sabiraju brojioci,
dok se isti imenilac zadrzava. Odgovori u kojima je naveden samo deo postupka, bez
dovoljno elemenata za pravilno izvodenje sabiranja, tretirani su kao delimi¢no ta¢ni u

kvalitativnoj analizi, ali nisu bodovani kao ta¢ni u kvantitativnoj analizi.

Tabela 12: Uspesnost reSavanja zadatka Verbalizacija algoritma po razredima

nepotpuno/ bez
razred n tatno | netacno odgovora | %tacnih
VI 85 2 43 40 2.4%
VI 79 4 29 46 5.1%
Vil 117 8 54 55 6.8%

Zadatak je u potpunosti tac¢no resilo 14 ucenika (5,0%). Tacan odgovor dala su 2
ucenika VI razreda (2,4%), 4 uéenika VII razreda (5,1%) i 8 uéenika VIII razreda (6,8%).
Iako se uocava porast procenta tacnih odgovora sa razredom, razlike izmedu razreda nisu
bile statisticki znacajne (y*> = 5,24; p = 0,263). Utvrdena je statisticki znacajna, ali
slaba pozitivna povezanost uspesnosti sa ocenom iz matematike (p = 0.16).

Posebno je znacajno da mali broj potpuno ta¢nih odgovora ne znaci da ostali ucenici
nisu raspolagali nikakvim znanjem o postupku sabiranja razlomaka sa razliCitim
imeniocima. Analiza njihovih zapisa pokazuje da je veliki broj u¢enika naveo bar pojedine

ispravne korake algoritma, ali ih nije uspeo potpuno i precizno verbalizovati.

Analiza odgovora

Odgovori ucenika nisu dodatno kodirani prema vrsti ili nivou potpunosti, pa
naredna analiza nema za cilj utvrdivanje ucestalosti pojedinih obrazaca, ve¢ ilustraciju
karakteristi¢énih nacina na koje su ucenici opisivali postupak sabiranja razlomaka sa

razli¢itim imeniocima.
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U velikom broju odgovora ucenici su pravilno prepoznali osnovni preduslov za
sabiranje razlomaka sa razli¢itim imeniocima — njihovo svodenje na isti imenilac. Tako se
u odgovorima cesto navodi da razlomke ,.treba da svedemo na isti imenilac®, da ,,imenioci
moraju da budu isti* ili da ih treba ,,prosiriti“ kako bi dobili jednake imenioce. Ovakvi
odgovori pokazuju da deo ucenika poznaje osnovnu ideju postupka, iako Cesto ne navodi
sve korake potrebne za njegovo izvodenje.

U potpunijim odgovorima ucenici su opisivali i na¢in svodenja na zajednicki
imenilac, najces¢e nalaZenjem najmanjeg zajedniCkog sadrzaoca ili odgovaraju¢im
proSirivanjem razlomaka. Na primer, pojedini ucenici navode da najpre treba pronaci
najmanji zajednicki sadrzalac imenilaca, zatim proSiriti razlomke tako da imaju isti
imenilac, sabrati brojioce i zadrzati zajednic¢ki imenilac. U drugim odgovorima isti
postupak prikazan je na konkretnom primeru, uz pravilno proSirivanje oba razlomka i
sabiranje dobijenih brojilaca.

Medutim, veoma su cesti odgovori u kojima je naveden samo deo algoritma.
Ucenici, na primer, navode da razlomke treba svesti na isti imenilac, ali ne objasnjavaju da
pri prosirivanju treba istim brojem pomnoziti i brojilac i imenilac, niti §ta se nakon toga
sabira. Primeri su odgovori ,,Treba da se svedu na iste imenioce* ili ,,Mora da se dovede na
isti imenioc pa tek onda da se sabira®. Takvi odgovori nisu potpuna uputstva za izvodenje
postupka, ali pokazuju da ucenik prepoznaje jedan njegov klju¢ni korak.

Kod dela ucenika pojavljuje se i neprecizna matemati¢ka terminologija. Umesto
pojmova brojilac, imenilac, proSirivanje razlomka ili najmanji zajednicki sadrzalac, ucenici
Koriste izraze poput ,,gornji broj*, ,,donji broj*, ,,pomnozimo brojeve da dodu na iste* ili
jednostavno ,,pomnozimo razlomke*. Takvi odgovori mogu sadrzati osnovnu ideju
odgovarajuceg postupka, ali ne predstavljaju dovoljno precizno verbalno uputstvo.

Pojedini odgovori pokazuju i pogres$no ili nepotpuno razumevanje prosirivanja
razlomka. Neki ucenici govore samo o mnozenju imenilaca, bez jasnog navodenja da se pri
proSirivanju istim brojem mnoze brojilac i1 imenilac. Nasuprot tome, u preciznijim
odgovorima ucenici eksplicitno navode da treba ,,pomnoziti i brojilac 1 imenilac* kako bi
se dobio odgovarajuci zajednicki imenilac.

Uoceni su 1 odgovori koji sadrze sustinski pogreSna pravila. Na primer, pojedini
ucenici navode da pri sabiranju treba sabrati imenioce 1 brojioce, dok drugi, nakon svodenja
na zajednicki imenilac, ponovo sabiraju imenioce. U takvim odgovorima prepoznaju se
pojedini elementi postupka racunanja sa razlomcima, ali su oni povezani na matematicki

neispravan nacin.
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Posmatrano u celini, odgovori pokazuju znatno sloZeniju sliku od one koju daje
samo procenat potpuno ta¢nih odgovora. Iako je svega 5,0% ucenika uspelo da napiSe
potpuno i matematicki korektno uputstvo, u velikom broju ostalih odgovora prisutni su
pojedini ispravni elementi algoritma, naroCito zahtev da se razlomci najpre svedu na
zajednicki imenilac. Teskoca se, dakle, ne ogleda samo u nepoznavanju postupka, ve¢ i u
sposobnosti ucenika da postupak koji su ucili celovito, precizno 1 odgovarajuCom

matematickom terminologijom verbalizuju.

Samoprocena znanja o razlomcima

Na kraju testa ucenici su procenjivali sopstvenu uspesnost izborom jedne od tri
kategorije: slabo, dobro ili odlicno. Na nivou celog uzorka, gotovo polovina uc¢enika
procenila je da je test uradila dobro (48,4%), 39,9% ucenika procenilo je svoju uspesnost
kao slabu, dok je 11,7% smatralo da je test uradilo odli¢no.

Distribucija samoprocene razlikovala se izmedu razreda (y* = 10.3; p = 0,03).
U Sestom razredu 43,5% ucenika svoju uspesnost na testu procenilo je kao slabu, 51,8%
kao dobru, a samo 4,7% kao odli¢nu. U sedmom razredu procenat uéenika koji su svoju
uspesnost ocenili kao slabu bio je neSto veci (46,8%), dok je 41,8% uspesnost procenilo
kao dobru, a 11,4% kao odli¢nu. U osmom razredu uocava se drugacija raspodela: smanjuje
se udeo ucenika koji svoju uspesnost procenjuju kao slabu (32,5%), dok 50,4% procenjuje

kao dobru, a 17,1% kao odli¢nu.

Povezanost samoprocene sa ocenom iz matematike

Mnogo izrazenije razlike u samoproceni uocene su u odnosu na skolsku ocenu iz
matematike. Medu u¢enicima sa ocenom 2, njih 57 od 70 svoju uspesnost na testu procenilo
je kao slabu, dok je samo dvoje smatralo da je odli¢no uradilo test. Nasuprot tome, medu
83 ucenika sa ocenom 5, samo 15 je svoju uspesSnost procenilo kao slabu, 47 kao dobru, a
21 kao odli¢nu. Kod ucenika sa ocenama 3 i 4 najzastupljenija je bila procena dobro.

Utvrdena je statisticki znaajna povezanost izmedu ocene iz matematike 1
samoprocene uspesnosti (y* = 85,2; p < 0,001). S obzirom na to da su obe varijable
ordinalne, dodatno je izracunat Spearmanov koeficijent korelacije, koji je pokazao umerenu
pozitivnu povezanost izmedu ocene iz matematike i samoprocene znanja o razlomcima
(p = 0.48). Ucenici sa vi§im ocenama iz matematike, dakle, imali su tendenciju da svoje

znanje o razlomcima procenjuju povoljnije.
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4.3 Diskusija

Cilj istrazivanja bio je da se ispita razumevanje pojma razlomka kod ucenika Sestog,
sedmog i osmog razreda osnovne Skole, sa posebnim osvrtom na razliita znacenja
razlomka, izvodenje racunskih operacija, procenu njegove veli¢ine i sposobnost u¢enika da
obrazloze i verbalizuju postupke sa razlomcima. Rezultati pokazuju da uspesnost ucenika
znacajno zavisi od vrste zahteva koji se pred njih postavlja. Ucenici su bili uspesniji u
pojedinim zadacima koji zahtevaju primenu poznatog postupka ili prepoznavanje poznate
reprezentacije, dok su vece teSkoce imali kada je bilo potrebno proceniti veli¢inu razlomka,
predstaviti ga na brojevnoj pravoj ili obrazloZziti sopstveno matematicko rezonovanje.
Ovakvi rezultati ukazuju da znanje o razlomcima ne treba posmatrati kao jedinstvenu
sposobnost, ve¢ kao skup medusobno povezanih konceptualnih i proceduralnih znanja.

Jedna od vaznih razlika uocena je izmedu razli¢itih znacenja razlomka. Rezultati
prvih zadataka pokazuju da ucenici nisu podjednako uspes$ni kada razlomak treba
interpretirati kao deo celine, operator ili broj. Ovaj nalaz moze se povezati sa rezultatima
analize udZbenika, u kojoj je uo€eno da se razlomak najpre i1 najizraZenije razvija kroz
model dela celine, dok se druga zna¢enja uvode kasnije i nisu uvek eksplicitno medusobno
povezana. Ne moZe se, naravno, zakljuciti da je nacin predstavljanja u udZbenicima uzrok
dobijenih rezultata, ali podudarnost ova dva nalaza ukazuje na znacaj sistematskog
povezivanja razlicitih znacenja razlomka tokom nastave.

Posebno izrazene teSkoce pojavile su se u zadatku predstavljanja razlomaka na
brojevnoj pravoj. Ucenici nisu imali problem samo sa preciznim odredivanjem poloZaja.
Karakteristi¢ni netacni odgovori pokazali su da su neki ucenici razlomke vezivali za

unapred oznacene polozaje na pravoj, da su prave razlomke smestali izvan intervala od 0
.- . . . ... v . 1 . .
do 1 ili da nisu pravilno odredivali njihov poloZaj u odnosu na 5 Takvi odgovori mogu

ukazivati na teSkoce u povezivanju simbolickog zapisa razlomka sa njegovom veli¢inom.
Razumevanje razlomka kao broja, dakle, ne podrazumeva samo poznavanje njegovog
zapisa, ve€ 1 sposobnost procene njegove veli¢ine 1 smeStanja u odnosu na druge brojeve i
referentne vrednosti. Ovaj nalaz moze se povezati sa istraZzivanjem Yu et al. (2024) [4], u
kojem je ispitivano ucenje razlomaka kroz analogijsko povezivanje sa prirodnim

brojevima, procentima i drugim razlomcima. Rezultati tog istrazivanja pokazali su da
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povezivanje razlomaka sa drugim, ucenicima poznatim numerickim sadrzajima moze
doprineti njihovom razumevanju, pri ¢emu se povezivanje sa prirodnim brojevima
pokazalo posebno uspesnim i nakon odredenog vremenskog perioda. Ovakvi nalazi
ukazuju na znacaj oslanjanja na prethodno znanje ucenika i uspostavljanja veza izmedu
razli¢itih vrsta brojeva pri izgradivanju razumevanja razlomka kao broja.

Rezultati zadatka sa racunskim operacijama pruzaju drugaciji uvid u znanje
ucenika. Najveca uspesnost ostvarena je pri sabiranju razlomaka sa jednakim imeniocima,
dok se uspesnost znatno razlikovala kod slozenijih racunskih zahteva, a najvece teSkocée
pojavile su se kod deljenja. Analiza neta¢nih odgovora pokazala je da greske nisu bile samo
ra¢unske omaske. Uc€enici su, na primer, sabirali brojioce i imenioce, svodili razlomke na
zajednicki imenilac pri mnozenju ili deljenju i koristili reciprocnu vrednost u situacijama u
kojima takav postupak nije odgovarajuéi. Posebno je znacajno $to su ucenici ¢esto koristili
postupak koji pripada racunanju sa razlomcima, ali su ga primenjivali kod pogreSne
racunske operacije. To ukazuje da pojedina proceduralna pravila mogu biti usvojena bez
dovoljno jasnog razlikovanja uslova u kojima se primenjuju.

Slican obrazac uoCava se i u rezultatima Sestog zadatka, koji je zahtevao
verbalizaciju postupka sabiranja razlomaka sa razli¢itim imeniocima. Pregled ucenickih
odgovora pokazuje da deo ucenika prepoznaje potrebu za svodenjem razlomaka na
zajednicki imenilac, ali da je potpuno 1 precizno verbalizovanje postupka znatno zahtevnije.
Ucenik, dakle, moze raspolagati pojedinim elementima algoritma, a da istovremeno nije u
stanju da ih poveZe u potpuno i matematicki precizno uputstvo. Rezultati racunskih
zadataka i1 zadatka verbalizacije zato zajedno pruZaju osnovu za razmatranje odnosa
proceduralnog i konceptualnog znanja. Slicnu neujednacenost izmedu ova dva aspekta
znanja pokazalo je istrazivanje Lenz, Reinhold i Wittmann (2024) [2], u kojem su utvrdeni
razli¢iti profili ucenika prema razvijenosti konceptualnog i proceduralnog znanja o
razlomcima. Rezultati su pokazali da u€enici mogu biti uspesniji u jednom aspektu znanja,
dok drugi ostaje slabije razvijen, kao i da je nakon sprovedene intervencije proceduralno
znanje bilo izrazenije od konceptualnog. Ovi nalazi podrzavaju stanoviste da uspesno
izvodenje racunskih postupaka ne podrazumeva nuzno i podjednako razvijeno razumevanje
njihovog znacenja i sposobnost njihovog obrazlaganja.

Otvoreni zadatak poredenja razlomaka dodatno pokazuje koliko je zahtev za
obrazlaganjem vazan za procenu razumevanja. Relativno mali broj u¢enika dao je potpuno
prihvatljivo objasnjenje zbog ¢ega je ponudeno poredenje razlomaka pogresno, ali su medu

uspeSnim odgovorima uoceni razli¢iti nacini matematickog rezonovanja. Ucenici su
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koristili pravilo za poredenje razlomaka sa jednakim brojiocima, model dela celine,
referentne vrednosti poput 51 1, svodenje na zajednicki imenilac, kao i decimalni ili

procentni zapis. Raznovrsnost ovih odgovora pokazuje da se razumevanje velicine
razlomka moZe zasnivati na razli¢itim reprezentacijama i strategijama. Istovremeno,
nepotpuna i pogreSna obrazloZenja pokazuju da davanje tacnog zakljucka ili poznavanje
pojedina¢nog pravila ne mora nuzno biti pra¢eno sposobnoscu da se objasni zasto to pravilo
vazi.

Kada se rezultati razli¢itih zadataka posmatraju zajedno, moze se uociti razlika
izmedu sposobnosti primene pojedinih naucenih postupaka i povezivanja razli¢itih
aspekata pojma razlomka. Ucenik moze uspesno izvesti odredenu racunsku operaciju, a
imati teSkoce kada treba proceniti veli¢inu razlomka, predstaviti ga na brojevnoj pravoj ili
obrazloZiti svoje rezonovanje. U tom smislu, rezultati podrzavaju posmatranje znanja o
razlomcima kao skupa medusobno povezanih konceptualnih i proceduralnih znanja koja ne
moraju biti podjednako razvijena. Ovakvo tumacenje u skladu je sa nalazima Lenz et al.
(2024) [2], koji su pokazali da se kod u¢enika mogu izdvojiti razli¢iti profili konceptualnog
i proceduralnog znanja, ukljucujuci profile u kojima je jedan aspekt znanja razvijeniji od
drugog. Sli¢nu sloZenost znanja o razlomcima pokazuju i rezultati Xu et al. (2024) [3]. U
njihovom istrazivanju razli¢ite komponente znanja o razlomcima — povezivanje
simbolickih i grafickih prikaza, ekvivalentnost, poredenje i ratunanje sa razlomcima — bile
su medusobno povezane, ali su predstavljale razliite aspekte znanja. Takvi nalazi, zajedno
sa rezultatima ovog istraZivanja, ukazuju da uspeSnost u jednom tipu zadataka ne
podrazumeva nuzno podjednaku uspeSnost u drugim aspektima razumevanja razlomaka.

Rezultati prema razredu ne pokazuju jednostavan i jednoznacan razvojni obrazac.
U pojedinim zadacima ucenici starijih razreda bili su znacajno uspesniji, dok kod drugih
razlike nisu bile statisticki znacajne. Posebno je vazno da su pojedine karakteristicne
teSkoce prisutne i kod u€enika osmog razreda, iako su sadrZaji povezani sa razlomcima
uvedeni znatno ranije. Ipak, buduc¢i da je istrazivanje presecnog karaktera i da nisu praceni
isti uCenici tokom $kolovanja, razlike izmedu razreda ne treba neposredno tumaciti kao
razvojne promene. Rezultati pre pokazuju da se pojedini aspekti razumevanja razlomaka
razlikuju izmedu uzrasnih grupa, dok se odredene teSkoce zadrzavaju i kod starijih u€enika.

Ocena iz matematike bila je pozitivno povezana sa uspesnoS¢u na ispitivanim
zadacima, ali jacina povezanosti nije bila ista za sve zadatke. Ucenici sa vi§im ocenama

uglavnom su bili uspesniji, $to je ocekivano, ali dobijene korelacije istovremeno pokazuju
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da Skolska ocena ne odreduje u potpunosti uspesnost u konkretnim zadacima Ssa
razlomcima. RazliCita jaina povezanosti u zavisnosti od vrste zadatka dodatno potvrduje
da instrument obuhvata razli¢ite aspekte znanja o razlomcima, a ne samo opstu Skolsku
uspesnost iz matematike.

Rezultati samoprocene pokazali su da je najveéi broj uCenika smatrao da je test
uradio dobro, dok je manji broj svoju uspesnost procenio kao odlicnu. Samoprocena
uspesnosti razlikovala se prema razredu i bila je povezana sa ocenom iz matematike.
Umerena pozitivna povezanost izmedu ocene i samoprocene (p = 0.48) pokazuje da
ucenici sa vi§im ocenama imaju tendenciju da povoljnije procenjuju sopstveni uéinak na
testu. Medutim, poSto samoprocena nije neposredno poredena sa stvarnim postignu¢em na
testu, na osnovu ovog istrazivanja ne moze se zakljucivati o tome koliko ucenici ta¢no
procenjuju sopstvenu uspesnost.

Posmatrano u celini, rezultati ukazuju da teskoce ucenika u radu sa razlomcima ne
treba svoditi samo na nedovoljno poznavanje raunskih algoritama. One se pojavljuju pri
povezivanju razli¢itih znacenja razlomka, proceni njegove veli¢ine, prelasku izmedu
reprezentacija, izboru odgovarajuceg racunskog postupka i obrazlaganju matematickog
rezonovanja. Rezultati zato ukazuju na znacaj nastave u kojoj se razliita znaCenja
razlomka eksplicitno povezuju, brojevna prava koristi kao sredstvo za razvoj osecaja za
veli¢inu razlomka, a od uéenika se, pored izvodenja postupaka, trazi da svoje postupke i

zakljucke obrazlazu.
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Zakljucak

Razlomci predstavljaju jedan od sloZenijih matematic¢kih sadrzaja u osnovnoj skoli,
jer njihovo razumevanje ne podrazumeva samo ovladavanje pravilima raCunanja, ve¢ i
povezivanje razli¢itih znacenja razlomka, procenu njegove veli¢ine i sposobnost primene
steCenog znanja u razliCitim situacijama. Cilj ovog istrazivanja bio je da se ispita
razumevanje pojma razlomka kod ucenika Sestog, sedmog i osmog razreda osnovne skole
kroz razliCite interpretacije i tipove zadataka, kao 1 da se utvrde karakteristi¢ne teSkoce koje
se pri tome javljaju.

Dobijeni rezultati pokazali su izrazene razlike u uspeSnosti u zavisnosti od zahteva
zadatka. Ucenici su bili najuspesniji u pojedinim rutinskim ra¢unskim postupcima, posebno
pri sabiranju razlomaka sa jednakim imeniocima, dok su znatno vece teskoce imali pri
predstavljanju razlomaka na brojevnoj pravoj, proceni njihove veli¢ine, poredenju i
verbalnom obrazlaganju postupaka. Analiza neta¢nih odgovora dodatno je pokazala da
teSkoce nisu samo posledica racunskih omaski. Ucenici su Cesto primenjivali poznata
pravila u situacijama u kojima ona nisu odgovarajuca, $to ukazuje na to da poznavanje
pojedinacnih postupaka nije uvek pra¢eno jasnim razumevanjem uslova njihove primene.

Rezultati takode pokazuju da razli¢ita znafenja razlomka nisu podjednako
razvijena. Veca uspesnost u predstavljanju razlomka kao dela celine u odnosu na razlomak
kao operator i, naro€ito, kao broj na brojevnoj pravoj ukazuje na znacaj povezivanja

razli¢itih interpretacija ovog pojma. Teskoce u odredivanju polozaja razlomka u odnosu na
% 11, kao 1 karakteristi¢ne greSke pri poredenju, pokazuju da simbolicki zapis razlomka kod

dela ucenika nije pouzdano povezan sa predstavom o njegovoj numerickoj veli¢ini.
Istovremeno, razliciti na¢ini obrazlaganja koje su koristili uspesni ucenici pokazuju da se
razumevanje razlomka moZe graditi oslanjanjem na razli¢ite modele, referentne vrednosti
1 matematicke postupke.

Posebno je znacajno Sto se odredene teskoce javljaju i kod uc¢enika osmog razreda,
iako su se sa razlomcima susretali tokom prethodnih godina Skolovanja. Ovaj nalaz ukazuje
na to da se usvajanje pojma razlomka ne zavrSava njegovim pocetnim uvodenjem niti
ucenjem pravila za izvodenje racunskih operacija. Pojam razlomka zato ne bi trebalo
posmatrati kao sadrZaj koji se u jednom trenutku obradi i potom smatra usvojenim.
Potrebno je njegovo kontinuirano razvijanje i ponovno razmatranje kroz razlicite

matematiCke sadrzaje i razrede, uz postepeno povezivanje razli¢itih znaCenja 1 nacina
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predstavljanja. Posebno mesto u tome mogu imati brojna prava, procena veli¢ine razlomka,
poredenje sa referentnim vrednostima i1 zadaci u kojima se od ucenika zahteva da objasne 1
obrazloze svoj postupak.

Posmatrano u celini, rezultati ovog istrazivanja ukazuju da razumevanje razlomaka
ne treba svoditi na uspesno izvodenje racunskih algoritama. Proceduralno znanje jeste
vazan deo matematickog znanja, ali njegova puna funkcionalnost zahteva povezivanje sa
razumevanjem znacenja razlomka, njegove veliine i odnosa prema drugim brojevima.
Stoga bi jedan od vaznih ciljeva nastave razlomaka trebalo da bude ne samo da ucenik zna
kako da izvede odredeni postupak, ve¢ i da razume zasSto ga primenjuje, kada je on

odgovaraju¢i 1 kako je povezan sa samim znacenjem razlomka.
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