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Увод

Квантна механика jе jедна од фундаменталних теориjа савремене физике. Она
пружа оквир за разумевање микроскопских поjава коjе класична механика не мо-
же адекватно да опише. Са математичког становишта, њена формализациjа по-
чива на функционалноj анализи, теориjи оператора и Хилбертовим (Hilbert) про-
сторима.

Математичка формулациjа квантне механике настала jе у кратком периоду
краjем двадесетих и почетком тридесетих година XX века. Хаjзенберг (Heisenberg)
jе 1925. године формулисао матричну механику, а Шредингер (Schrödinger) jе 1926.
године увео таласну jедначину коjа данас носи његово име и показао да она даjе
исте резултате. Jединствен математички оквир за обе формулациjе дао jе фон Ноj-
ман (von Neumann) у монографиjи Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik
(1932), где су стања описана векторима апстрактног Хилбертовог простора, а оп-
сервабле самоадjунгованим операторима. Он jе развио теориjу неограничених са-
моадjунгованих оператора и указао на разлику између симетричних и самоадjун-
гованих оператора, коjа jе централна и у овом раду. Исте године Стоун (Stone) jе
доказао да самоадjунговани оператори тачно одговараjу jако непрекидним jедно-
параметарским унитарним групама, чиме jе временска еволуциjа квантног система
добила строго заснивање.

Стање квантног система описуjе се вектором jединичне норме у Хилбертовом
простору, а мерљиве величине (опсервабле) самоадjунгованим операторима. Цен-
трални обjекат теориjе jе Шредингеров оператор (Хамилтониjан), коjи описуjе
укупну енергиjу система и одређуjе његову временску еволуциjу и спектрална
своjства.

Слободни Шредингеров оператор описуjе честицу коjа се креће без утицаjа
спољашњих сила и потенциjала. Иако jе то наjjедноставниjи модел, његова анализа
jе полазна основа за проучавање сложениjих система, спектралне теориjе, теориjе
расеjања и парциjалних диференциjалних jедначина.

Циљ рада jе да се изложе математичке методе квантне механике и примене на
слободни Шредингеров оператор H0 = −∆ у простору L2(Rn). Излагање углавном
прати монографиjу [7].

Рад jе подељен на четири главе. У првоj глави уводе се ознаке и функцио-
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нални простори L2(Rn), S(Rn) и Hs(Rn). Друга глава излаже теориjу неограниче-
них оператора и Фуриjеову (Fourier) трансформациjу. У трећоj глави развиjа се
спектрална теориjа неограничених оператора, као и jеднопараметарске унитарне
групе. Четврта глава посвећена jе слободном Шредингеровом оператору: његовоj
самоадjунгованости, спектру и временскоj еволуциjи.
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Глава 1

Основни поjмови и ознаке

У овоj глави уводимо ознаке и функционалне просторе на коjима почива цео
рад (видети [7, §0.3, §0.6, §1.1 и §7.1] и [3, §9.1]).

1.1 Мулти-индекси, парциjални изводи, градиjент

и Лапласиjан

Мулти-индекс jе n-торка α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn
0 , а броj |α| = α1 + · · · + αn jе

његов ред. За x ∈ Rn и довољно глатку функциjу f уводимо ознаке

xα = xα1
1 · · · xαn

n , ∂αf =
∂|α|f

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n

. (1.1)

Градиjент функциjе f jе вектор ∇f = (∂1f, . . . , ∂nf), а Лапласов (Laplace) опе-
ратор jе

∆f =
n∑︂
j=1

∂2f

∂x2j
. (1.2)

1.2 Лебегова мера, интеграл и простори функциjа

Дефинициjа 1.1. Борелова σ-алгебра на Rn jе наjмања σ-алгебра подскупова од
Rn коjа садржи све отворене скупове; њени елементи су Борелови скупови (Borel).
Лебегова мера (Lebesgue) jе потпуна мера |·| на Rn коjа сваком правоугаонику
[a1, b1] × · · · × [an, bn] додељуjе запремину

∏︁n
j=1(bj − aj); скупове на коjима jе де-

финисана зовемо мерљивим. Своjство важи скоро свуда ако важи ван неког скупа
Лебегове мере нула.

Дефинициjа 1.2. Функциjа f : Rn → C jе мерљива ако jе f−1(U) мерљив скуп за
сваки отворен скуп U ⊆ C, а Борелова ако jе f−1(U) Борелов скуп за сваки отворен
U ⊆ C. Интеграл

∫︁
Rn f(x) dx схватамо у Лебеговом смислу; f jе интеграбилна ако
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jе
∫︁
Rn|f(x)| dx < ∞. Иста терминологиjа важи за функциjе на R и на мерљивим

подскуповима од Rn.

Теорема 1.3 (Тонели и Фубини (Tonelli, Fubini), [7, Теорема A.27]). Нека jе
f : Rn × Rm → C мерљива функциjа.

(i) (Тонели) Ако jе f ≥ 0, онда jе∫︂
Rn+m

f(x, y) d(x, y) =

∫︂
Rn

(︂∫︂
Rm

f(x, y) dy
)︂
dx =

∫︂
Rm

(︂∫︂
Rn

f(x, y) dx
)︂
dy,

при чему све три вредности могу бити и +∞.

(ii) (Фубини) Ако jе
∫︁
Rn+m|f(x, y)| d(x, y) < ∞, онда унутрашњи интеграли по-

стоjе за скоро свако x, односно y, и важе исте jеднакости.

Дефинициjа 1.4. За 1 ≤ p < ∞ простор Lp(Rn) чине класе мерљивих функциjа
f : Rn → C (функциjе коjе се поклапаjу скоро свуда се поистовећуjу) за коjе jе

∥f∥p =
(︂∫︂

Rn

|f(x)|p dx
)︂1/p

<∞.

Простор L∞(Rn) чине (класе) мерљивих функциjа за коjе jе ∥f∥∞ = inf{C ≥ 0 |
|f(x)| ≤ C скоро свуда} < ∞. Простор L1

loc(Rn) чине мерљиве функциjе f за коjе
jе

∫︁
K
|f(x)| dx <∞ за сваки компактан скуп K ⊂ Rn.

Дефинициjа 1.5. Са C∞(Rn) означавамо скуп бесконачно диференциjабилних
функциjа f : Rn → C. Носач функциjе f jе supp f = {x ∈ Rn | f(x) ̸= 0}, а

C∞
c (Rn) = {f ∈ C∞(Rn) | supp f jе компактан}

jе скуп глатких функциjа са компактним носачем.

1.3 Хилбертови простори и простор L2(Rn)

Дефинициjа 1.6. Нека jе H векторски простор над C. Пресликавање ⟨·, ·⟩ : H ×
H → C jе скаларни производ ако jе антилинеарно по првом, линеарно по другом
аргументу, ако важи ⟨f, g⟩ = ⟨g, f⟩ и ⟨f, f⟩ > 0 за f ̸= 0. Простор H са нормом
∥f∥ = ⟨f, f⟩1/2 jе Хилбертов ако jе комплетан у односу на ту норму.

Теорема 1.7 (Коши–Шварц–Буњаковски (Cauchy–Schwarz–Bunyakovsky), [7, Те-
орема 0.22]). За све f, g ∈ H важи |⟨f, g⟩| ≤ ∥f∥ ∥g∥.

Доказ. Ако jе g = 0, тврђење jе тривиjално. Нека jе g ̸= 0. Обе стране неjеднакости
су хомогене по g, па jе довољно размотрити случаj ∥g∥ = 1. Ставимо f⊥ = f −
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⟨g, f⟩g. Тада jе ⟨g, f⊥⟩ = ⟨g, f⟩ − ⟨g, f⟩∥g∥2 = 0, па jе

∥f∥2 = ∥⟨g, f⟩g + f⊥∥2 = |⟨g, f⟩|2 + ∥f⊥∥2 ≥ |⟨g, f⟩|2.

Како jе |⟨f, g⟩| = |⟨g, f⟩| = |⟨g, f⟩|, тврђење следи.

Дефинициjа 1.8. Нека jе H Хилбертов простор. За скуп M ⊆ H његов ортого-
нални комплемент jе

M⊥ = {ψ ∈ H | ⟨φ, ψ⟩ = 0 за све φ ∈M}.

Због непрекидности скаларног производа,M⊥ jе затворен потпростор иM⊥ =M
⊥.

Теорема 1.9 (теорема о проjекциjи, [7, Теорема 1.7]). Ако jе M затворен пот-
простор Хилбертовог простора H, онда се свако ψ ∈ H на jединствен начин пише
као ψ = ψ∥ + ψ⊥, где jе ψ∥ ∈M и ψ⊥ ∈M⊥.

Дефинициjа 1.10. Нека су H1,H2 Хилбертови простори. Линеаран оператор
A : H1 → H2 jе ограничен ако jе

∥A∥ = sup
∥ψ∥=1

∥Aψ∥ <∞.

Скуп ограничених оператора означавамо са L(H1,H2), а L(H) = L(H,H); I ∈ L(H)

jе идентички оператор, Iψ = ψ. Даље:

• U ∈ L(H) jе унитаран ако jе биjекциjа и ⟨Uφ,Uψ⟩ = ⟨φ, ψ⟩ за све φ, ψ ∈ H;

• ако jе M затворен потпростор, ортогонални проjектор на M jе оператор
PMψ = ψ∥ из Теореме 1.9.

Дефинициjа 1.11. На простору L2(Rn) (случаj p = 2 у Дефинициjи 1.4) уводимо
скаларни производ

⟨f, g⟩ =
∫︂
Rn

f(x) g(x) dx. (1.3)

Теорема 1.12 ([7, Теореме 0.34 и 0.40]). Простор L2(Rn) jе сепарабилан Хилбер-
тов простор, а C∞

c (Rn) jе густ у L2(Rn).

Напомена 1.13. Као у [7], скаларни производ jе антилинеаран по првом аргументу,
што jе уобичаjено у физици.
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1.4 Простор Шварцових брзоопадаjућих функциjа

S(Rn)

Дефинициjа 1.14. Шварцов (Schwartz) простор jе

S(Rn) =
{︂
f ∈ C∞(Rn)

⃓⃓⃓
sup
x∈Rn

|xα ∂βf(x)| <∞ за све α, β ∈ Nn
0

}︂
. (1.4)

Напомена 1.15. Важи C∞
c (Rn) ⊂ S(Rn) ⊂ Lp(Rn), па jе S(Rn) густ у Lp(Rn) за

1 ≤ p <∞. Ако jе f ∈ S(Rn), онда су и xαf и ∂αf у S(Rn).

Пример 1.16. Гаусова (Gauss) функциjа e−|x|2/2 припада S(Rn), а не припада
C∞
c (Rn).

1.5 Простори Собољева Hs(Rn)

Дефинициjа 1.17 ([3, §9.1]). Нека jе f ∈ L1
loc(Rn). Функциjа g ∈ L1

loc(Rn) jе слаби
извод ∂αf ако jе∫︂

Rn

f(x) ∂αφ(x) dx = (−1)|α|
∫︂
Rn

g(x)φ(x) dx за све φ ∈ C∞
c (Rn). (1.5)

Дефинициjа 1.18. За m ∈ N0 простор Собољева (Sobolev) jе

Hm(Rn) = {f ∈ L2(Rn) | ∂αf ∈ L2(Rn) за |α| ≤ m}, (1.6)

где су ∂αf слаби изводи.

Напомена 1.19. Простор Hm(Rn) jе Хилбертов. У одељку 2.5.5 навешћемо еквива-
лентан опис преко Фуриjеове трансформациjе, коjи има смисла и за реално s ≥ 0.
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Глава 2

Математичке методе: неограничени
оператори и Фуриjеова
трансформациjа

У овоj глави развиjамо апарат потребан за анализу оператора H0 = −∆. Из-
лагање прати [7, §2.1–§2.3 и §7.1–§7.2].

2.1 Математички оквир квантне механике

Стање квантног система описуjе се вектором ψ ∈ H, ∥ψ∥ = 1. За честицу у Rn

jе H = L2(Rn), а |ψ(x)|2 jе густина вероватноће положаjа честице. Опсервабли a

одговара линеаран оператор A, а очекивана вредност мерења у стању ψ jе

Eψ(A) = ⟨ψ,Aψ⟩. (2.1)

Дефинициjа 2.1. Фамилиjа унитарних оператора U(t), t ∈ R, jе jако непрекидна
jеднопараметарска унитарна група ако jе U(0) = I, U(t+s) = U(t)U(s) и t ↦→ U(t)ψ

непрекидно за свако ψ. Генератор групе jе

Aψ = lim
t→0

i

t

(︁
U(t)ψ − ψ

)︁
, (2.2)

на скупу оних ψ за коjе лимес постоjи.

Временска еволуциjа задата jе jако непрекидном jеднопараметарском унитар-
ном групом U(t), чиjи jе генератор Хамилтониjан H, па ψ(t) = U(t)ψ(0) задово-
љава Шредингерову jедначину

i
d

dt
ψ(t) = Hψ(t). (2.3)
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Пример 2.2. Оператор положаjа (xjψ)(x) = xjψ(x) и оператор импулса pj = −i ∂j

нису дефинисани на целом L2(Rn).

Решење. Нека jе ψ(x) = 1
1+|x| , x ∈ R. Тада jе

∥ψ∥2 =
∫︂
R

dx

(1 + |x|)2
= 2

∫︂ ∞

0

dx

(1 + x)2
= 2

[︂
− 1

1 + x

]︂∞
0

= 2 <∞,

па jе ψ ∈ L2(R). С друге стране, за x ≥ 1 важи 1 + x ≤ 2x, тj. x
1+x

≥ 1
2
, па jе

∥xψ∥2 =
∫︂
R

x2

(1 + |x|)2
dx ≥

∫︂ ∞

1

(︂ x

1 + x

)︂2

dx ≥
∫︂ ∞

1

1

4
dx = ∞.

Дакле, xψ /∈ L2(R).
За n > 1 ставимо Ψ(x) = ψ(xj)

∏︁
l ̸=j e

−x2l /2. По Тонелиjевоj теореми (Теоре-
ма 1.3), користећи

∫︁
R e

−t2dt =
√
π, добиjамо

∥Ψ∥2 = ∥ψ∥2 π(n−1)/2 <∞, ∥xjΨ∥2 = ∥xψ∥2 π(n−1)/2 = ∞,

па jе Ψ ∈ L2(Rn), а xjΨ /∈ L2(Rn).
Тврђење за оператор импулса доказуjемо у Напомени 2.25, пошто уведемо Фу-

риjеову трансформациjу.

2.2 Неограничени оператори у Хилбертовим про-

сторима

2.2.1 Домен и густо дефинисани оператори

Дефинициjа 2.3. Линеаран оператор у H jе линеарно пресликавање A : D(A) →
H, где jе D(A) ⊆ H линеаран потпростор (домен). Оператор jе густо дефинисан
ако jе D(A) густ у H. Пишемо A ⊆ B ако jе D(A) ⊆ D(B) и Bψ = Aψ за ψ ∈ D(A).
Jезгро и слика оператора A су

Ker(A) = {ψ ∈ D(A) | Aψ = 0}, Ran(A) = {Aψ | ψ ∈ D(A)}.

Дефинициjа 2.4. Оператори A и B у H су унитарно еквивалентни ако постоjи
унитаран оператор U такав да jе B = UAU−1, тj. D(B) = UD(A) и BUψ = UAψ

за ψ ∈ D(A).
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2.2.2 Затворени и затвориви оператори

Дефинициjа 2.5. Граф оператора jе Γ(A) = {(ψ,Aψ) | ψ ∈ D(A)} ⊆ H ⊕ H.
Оператор A jе затворен ако jе Γ(A) затворен скуп, а затворив ако затворење Γ(A)

jесте граф неког оператора A (затворење оператора A).

Теорема 2.6 (затворени граф, [7, Теорема 2.9]). Нека jе A : H1 → H2 линеаран
оператор дефинисан на целом H1. Тада jе A ограничен ако и само ако jе затворен.

2.2.3 Адjунговани оператор

Дефинициjа 2.7. Нека jе A густо дефинисан. Адjунговани оператор A∗ дефини-
ше се са

D(A∗) = {ψ ∈ H | ∃ ψ̃ ∈ H : ⟨ψ,Aφ⟩ = ⟨ψ̃, φ⟩ за све φ ∈ D(A)}, (2.4)

A∗ψ = ψ̃. (2.5)

Лема 2.8 ([7, Лема 2.4 и (2.21), (2.28)]). Нека jе A густо дефинисан. Тада:

(i) A∗ jе затворен;

(ii) A jе затворив ако и само ако jе D(A∗) густ, и тада jе A = A∗∗ и (A)∗ = A∗;

(iii) Ker(A∗) = Ran(A)⊥;

(iv) ако jе A ⊆ B, онда jе B∗ ⊆ A∗.

Доказ. Посматраjмо оператор U на Хилбертовом простору H2 = H⊕ H дат са

U(φ, ψ) = (ψ,−φ).

Оператор U jе унитаран и важи U−1 = −U . Како U чува скаларни производ и
биjекциjа jе, за сваки скуп M ⊆ H2 важи UM⊥ = (UM)⊥.

(i) Из

Γ(A∗) = {(φ, φ̃) ∈ H2 | ⟨φ,Aψ⟩ = ⟨φ̃, ψ⟩, ∀ψ ∈ D(A)}

= {(φ, φ̃) ∈ H2 | ⟨(φ, φ̃), (Aψ,−ψ)⟩H2 = 0, ∀ψ ∈ D(A)}

= {(φ, φ̃) ∈ H2 | ⟨(φ, φ̃), U(ψ,Aψ)⟩H2 = 0, ∀ψ ∈ D(A)}

=
(︁
UΓ(A)

)︁⊥ (2.6)

закључуjемо да jе Γ(A∗) затворен, као ортогонални комплемент, па jе A∗ затворен.
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(ii) Слично, користећи UΓ⊥ = (UΓ)⊥ и (i), добиjамо Γ(A)⊥ = U−1Γ(A∗), па jе

Γ(A) = Γ(A)⊥⊥ =
(︁
U−1Γ(A∗)

)︁⊥
= {(ψ, ψ̃) ∈ H2 | ⟨(ψ, ψ̃), (−A∗φ, φ)⟩H2 = 0, ∀φ ∈ D(A∗)}

= {(ψ, ψ̃) ∈ H2 | ⟨ψ,A∗φ⟩ − ⟨ψ̃, φ⟩ = 0, ∀φ ∈ D(A∗)}. (2.7)

Одавде видимо да (0, ψ̃) ∈ Γ(A) ако и само ако ψ̃ ∈ D(A∗)⊥. Према томе, A jе
затворив ако и само ако jе D(A∗)⊥ = {0}, тj. ако и само ако jе D(A∗) густ.

У том случаjу, како jе Γ(A) = Γ(A), jеднакост (2.6) даjе

Γ
(︁
(A)∗

)︁
=

(︁
UΓ(A)

)︁⊥
=

(︁
UΓ(A)

)︁⊥
=

(︁
UΓ(A)

)︁⊥
= Γ(A∗),

тj. (A)∗ = A∗. Наjзад, ако у (2.6) заменимо A са A∗ и искористимо U = −U−1,
добиjамо

Γ(A∗∗) =
(︁
UΓ(A∗)

)︁⊥
=

(︁
−U−1Γ(A∗)

)︁⊥
=

(︁
U−1Γ(A∗)

)︁⊥
,

што jе, по (2.7), jеднако Γ(A) = Γ(A). Дакле, A∗∗ = A.
(iii) Ако jе ψ ∈ Ker(A∗), онда jе ⟨ψ,Aφ⟩ = ⟨A∗ψ, φ⟩ = 0 за свако φ ∈ D(A), па jе

ψ ∈ Ran(A)⊥. Обратно, ако jе ψ ∈ Ran(A)⊥, онда jе ⟨ψ,Aφ⟩ = 0 = ⟨0, φ⟩ за свако
φ ∈ D(A), па по (2.4)–(2.5) важи ψ ∈ D(A∗) и A∗ψ = 0.

(iv) Нека jе A ⊆ B. Тада jе D(B) ⊇ D(A) густ, па jе B∗ добро дефинисан. Ако
jе ψ ∈ D(B∗), онда за свако φ ∈ D(A) важи

⟨ψ,Aφ⟩ = ⟨ψ,Bφ⟩ = ⟨B∗ψ, φ⟩,

па jе ψ ∈ D(A∗) и A∗ψ = B∗ψ. Дакле, B∗ ⊆ A∗.

2.3 Симетрични и самоадjунговани оператори

2.3.1 Дефинициjе и основна своjства

Дефинициjа 2.9. Густо дефинисан оператор A jе симетричан ако jе ⟨φ,Aψ⟩ =

⟨Aφ,ψ⟩ за све φ, ψ ∈ D(A), тj. ако jе A ⊆ A∗. Оператор jе самоадjунгован ако jе
A = A∗.

Лема 2.10 ([7, Лема 2.1]). Густо дефинисан оператор A jе симетричан ако и
само ако jе ⟨ψ,Aψ⟩ ∈ R за све ψ ∈ D(A).

Доказ. Ако jе A симетричан, онда jе ⟨ψ,Aψ⟩ = ⟨Aψ,ψ⟩ = ⟨ψ,Aψ⟩, па jе ⟨ψ,Aψ⟩ ∈
R. Обратно, нека jе qA(ψ) = ⟨ψ,Aψ⟩ реално за свако ψ ∈ D(A). Узимањем имаги-
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нарног дела идентитета

qA(ψ + iφ) = qA(ψ) + qA(φ) + i
(︁
⟨ψ,Aφ⟩ − ⟨φ,Aψ⟩

)︁
добиjамо Re⟨Aφ,ψ⟩ = Re⟨φ,Aψ⟩. Заменом φ са iφ добиjамо и Im⟨Aφ,ψ⟩ =

Im⟨φ,Aψ⟩, па jе ⟨Aφ,ψ⟩ = ⟨φ,Aψ⟩.

Последица 2.11 ([7, Последица 2.2]). Самоадjунговани оператори су максимал-
ни: немаjу право симетрично проширење.

Доказ. Ако jе A самоадjунгован и B симетрично проширење оператора A, онда
по Леми 2.8 (iv) важи A ⊆ B ⊆ B∗ ⊆ A∗ = A, па jе B = A.

Пример 2.12 (оператор множења, [7, §2.2]). Нека jе V : Rn → C мерљива функ-
циjа и

(MV f)(x) = V (x)f(x), D(MV ) = {f ∈ L2(Rn) | V f ∈ L2(Rn)}. (2.8)

Тада jе D(MV ) густ, M∗
V =MV , па jе MV самоадjунгован ако jе V реална функциjа.

Пример 2.13 ([7, §2.2]). На L2(0, 2π) оператор A0 = −i d
dx

са рубним условима
f(0) = f(2π) = 0 jе симетричан, али ниjе самоадjунгован, док jе исти оператор са
периодичним условом f(0) = f(2π) самоадjунгован.

Решење. Нека jе H = L2(0, 2π). Са AC[0, 2π] означавамо скуп апсолутно непрекид-
них функциjа, тj. функциjа облика f(x) = f(0) +

∫︁ x
0
h(t) dt, h ∈ L1(0, 2π), и нека

jе
H1(0, 2π) = {f ∈ AC[0, 2π] | f ′ ∈ L2(0, 2π)}.

Прецизниjе, посматрамо операторе

A0f = −i f ′, D(A0) = {f ∈ C1[0, 2π] | f(0) = f(2π) = 0},

Af = −i f ′, D(A) = {f ∈ H1(0, 2π) | f(0) = f(2π)}.

Оба домена садрже C∞
c (0, 2π), па су густи, и важи A0 ⊆ A. За f, g ∈ AC[0, 2π]

важи формула парциjалне интеграциjе∫︂ 2π

0

g(x) f ′(x) dx = g(2π)f(2π)− g(0)f(0)−
∫︂ 2π

0

g′(x) f(x) dx, (2.9)

одакле за f, g ∈ H1(0, 2π) добиjамо

⟨g,−if ′⟩ − ⟨−ig′, f⟩ = −i

∫︂ 2π

0

(︁
g f ′ + g′ f

)︁
dx = i

(︁
f(0)g(0)− f(2π)g(2π)

)︁
. (2.10)
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Адjунговани оператор оператора A0. Нека jе g ∈ D(A∗
0) и g̃ = A∗

0g. Тада jе∫︂ 2π

0

g(x)
(︁
−if ′(x)

)︁
dx =

∫︂ 2π

0

g̃(x) f(x) dx за све f ∈ D(A0). (2.11)

Нека jе G(x) =
∫︁ x
0
g̃(t) dt. Тада jе G ∈ AC[0, 2π] и G′ = g̃. Како jе f(0) = f(2π) = 0,

по (2.9) jе
∫︁ 2π

0
g̃ f dx = −

∫︁ 2π

0
Gf ′ dx, па (2.11) постаjе∫︂ 2π

0

(︁
−i g(x) +G(x)

)︁
f ′(x) dx = −i

∫︂ 2π

0

(︁
g(x)− iG(x)

)︁
f ′(x) dx = 0,

тj. g−iG ∈ {f ′ | f ∈ D(A0)}⊥. Ако jе f ∈ D(A0), онда jе
∫︁ 2π

0
f ′(t) dt = f(2π)−f(0) =

0. Обратно, ако jе h ∈ C[0, 2π] и
∫︁ 2π

0
h(t) dt = 0, онда f(x) =

∫︁ x
0
h(t) dt припада

D(A0) и f ′ = h. Дакле,

{f ′ | f ∈ D(A0)} = {h ∈ C[0, 2π] | ⟨1, h⟩ = 0}.

Оваj скуп jе густ у {1}⊥: ако jе h ∈ {1}⊥ и hk ∈ C[0, 2π], hk → h, онда функциjе
hk − 1

2π
⟨1, hk⟩ припадаjу том скупу и теже ка h − 1

2π
⟨1, h⟩ = h. Отуда jе {f ′ | f ∈

D(A0)}⊥ = {1}⊥⊥ = span{1}, па jе g − iG константа, тj.

g(x) = g(0) + i

∫︂ x

0

g̃(t) dt.

Дакле, g ∈ AC[0, 2π], g′ = i g̃ ∈ L2(0, 2π) и A∗
0g = g̃ = −i g′, па jе g ∈ H1(0, 2π).

Обратно, ако jе g ∈ H1(0, 2π), по (2.10) услов (2.11) важи са g̃ = −i g′, jер jе
f(0) = f(2π) = 0. Закључуjемо да jе

A∗
0f = −i f ′, D(A∗

0) = H1(0, 2π).

Специjално, A0 ⊆ A∗
0, па jе A0 симетричан. Међутим, 1 ∈ D(A∗

0) \ D(A0), па A0

ниjе самоадjунгован.
Израчунаjмо и A0 = A∗∗

0 . Из A0 ⊆ A∗
0 и Леме 2.8 (iv) следи A∗∗

0 ⊆ A∗
0, па за

f ∈ D(A∗∗
0 ) и g ∈ D(A∗

0) из (2.10) добиjамо

0 = ⟨g, A∗∗
0 f⟩ − ⟨A∗

0g, f⟩ = i
(︁
f(0)g(0)− f(2π)g(2π)

)︁
.

За g(x) = 1 − x
2π

добиjамо f(0) = 0, а за g(x) = x
2π

добиjамо f(2π) = 0. Обратно,
за f ∈ H1(0, 2π) са f(0) = f(2π) = 0 израз на десноj страни нестаjе за свако
g ∈ D(A∗

0). Дакле,

A0f = −i f ′, D(A0) = {f ∈ H1(0, 2π) | f(0) = f(2π) = 0}.
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Адjунговани оператор оператора A. Како jе A0 ⊆ A, по Леми 2.8 (iv) важи
A∗ ⊆ A∗

0, па jе D(A∗) ⊆ H1(0, 2π) и A∗g = −i g′. По (2.10), за g ∈ D(A∗) и свако
f ∈ D(A) важи

0 = ⟨g, Af⟩ − ⟨A∗g, f⟩ = i
(︁
f(0)g(0)− f(2π)g(2π)

)︁
= i f(0)

(︁
g(0)− g(2π)

)︁
.

За f ≡ 1 ∈ D(A) одавде следи g(0) = g(2π), тj. g ∈ D(A). Обратно, за g ∈ D(A)

десна страна нестаjе за свако f ∈ D(A), па jе g ∈ D(A∗). Дакле, A∗ = A, тj. A jе
самоадjунгован.

Сопствене вредности. Сопствени вектор оператора A0 jе решење u ̸= 0 jедна-
чине A0u = zu, z ∈ C, тj.

−iu′(x) = z u(x),

коjе задовољава u(0) = u(2π) = 0. Опште решење ове jедначине jе u(x) = u(0) eizx,
па из u(0) = 0 следи u ≡ 0. Дакле, A0 нема сопствених вредности. Исто важи и за
A0: ако jе u ∈ H1(0, 2π) и u′ = izu, онда jе

(︁
u(x)e−izx

)︁′
= 0 скоро свуда, па jе опет

u(x) = u(0) eizx.
За оператор A решења су поново облика u(x) = u(0) eizx, а услов u(0) = u(2π)

даjе u(0) = u(0) e2πiz. За u ̸= 0 мора бити e2πiz = 1, тj. z ∈ Z. Дакле, сопствене
вредности оператора A су n ∈ Z, са нормираним сопственим векторима

un(x) =
1√
2π

einx, n ∈ Z,

коjи чине ортонормирану базу простора L2(0, 2π) (видети нпр. [5]).
Наjзад, свако z ∈ C jе сопствена вредност оператора A∗

0, jер jе eizx ∈ H1(0, 2π)

и A∗
0e

izx = z eizx.

2.3.2 Есенциjална самоадjунгованост и jезгро оператора

Дефинициjа 2.14. Симетричан оператор A jе есенциjално самоадjунгован ако jе
A самоадjунгован. Потпростор D ⊆ D(B) jе jезгро самоадjунгованог оператора B
ако jе B|D = B.

Теорема 2.15 (основни критериjум, [7, Лема 2.3 и Последица 2.8]). Нека jе A

симетричан. Тада:

(i) ако jе Ran(A+ z) = Ran(A+ z) = H за неко z ∈ C, онда jе A самоадjунгован;

(ii) A jе есенциjално самоадjунгован ако и само ако су Ran(A− z) и Ran(A− z)

густи у H за неко z ∈ C \ R, нпр. z = i.

Доказ. Наjпре приметимо да за w ∈ C важи (A+w)∗ = A∗+w, jер jе ⟨ψ, (A+w)φ⟩ =
⟨ψ,Aφ⟩+ ⟨wψ,φ⟩ за све φ ∈ D(A).
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(i) Нека jе ψ ∈ D(A∗) и A∗ψ = ψ̃. Како jе Ran(A + z) = H, постоjи ϑ ∈ D(A)

такво да jе (A + z)ϑ = ψ̃ + zψ. Сада за свако φ ∈ D(A), користећи симетричност
оператора A, добиjамо

⟨ψ, (A+ z)φ⟩ = ⟨ψ,Aφ⟩+ z⟨ψ, φ⟩ = ⟨ψ̃ + zψ, φ⟩ = ⟨(A+ z)ϑ, φ⟩

= ⟨Aϑ, φ⟩+ z⟨ϑ, φ⟩ = ⟨ϑ, (A+ z)φ⟩.

Дакле, ψ−ϑ ∈ Ran(A+z)⊥ = {0}, па jе ψ = ϑ ∈ D(A). Према томе, D(A∗) ⊆ D(A),
а како jе A ⊆ A∗, следи A = A∗.

(ii) Нека jе z = x+ iy, y ̸= 0. За ψ ∈ D(A) важи

∥(A− z)ψ∥2 = ∥(A− x)ψ − iyψ∥2 = ∥(A− x)ψ∥2 + y2∥ψ∥2 − 2Re
(︁
iy⟨(A− x)ψ, ψ⟩

)︁
= ∥(A− x)ψ∥2 + y2∥ψ∥2 ≥ y2∥ψ∥2, (2.12)

jер jе ⟨(A− x)ψ, ψ⟩ ∈ R по Леми 2.10. Специjално, Ker(A− z) = {0}.
Оператор A jе симетричан, па jе D(A∗) ⊇ D(A) густ. По Леми 2.8 (ii), A jе

затворив, A = A∗∗ и (A)∗ = A∗. Из A ⊆ A∗ и Леме 2.8 (iv) следи A = A∗∗ ⊆ A∗ =

(A)∗, тj. A jе симетричан, па оцена (2.12) важи и за A.
Покажимо да jе

Ran(A− z) = Ran(A− z). (2.13)

Ако jе ψ ∈ D(A), постоjи низ ψk ∈ D(A) такав да ψk → ψ и Aψk → Aψ, па
(A − z)ψk → (A − z)ψ. Обратно, нека (A − z)ψk → η за неки низ ψk ∈ D(A).
Из (2.12) jе ∥ψk − ψm∥ ≤ |y|−1∥(A − z)(ψk − ψm)∥, па jе (ψk) Кошиjев (Cauchy)
низ и ψk → ψ за неко ψ ∈ H. Тада Aψk = (A − z)ψk + zψk → η + zψ, па jе
(ψ, η + zψ) ∈ Γ(A) = Γ(A), тj. ψ ∈ D(A) и (A− z)ψ = η.

Ако су Ran(A − z) и Ran(A − z) густи, из (2.13), примењене на z и z, следи
Ran(A − z) = Ran(A − z) = H. По делу (i), примењеном на симетричан оператор
A и на −z, оператор A jе самоадjунгован.

Обратно, нека jе A самоадjунгован. Тада jе A∗ = (A)∗ = A, па из (2.12) за A
следи Ker(A∗ − z) = Ker(A∗ − z) = {0}. Како jе (A− z)∗ = A∗ − z, по Леми 2.8 (iii)
jе

Ran(A− z)⊥ = Ker(A∗ − z) = {0}, Ran(A− z)⊥ = Ker(A∗ − z) = {0},

тj. Ran(A− z) и Ran(A− z) су густи у H.

2.3.3 Значаj самоадjунгованости у квантноj механици

Теорема 2.16 (Хелингер–Теплиц (Hellinger–Toeplitz), [7, Теорема 2.10]). Симе-
тричан оператор дефинисан на целом H jе ограничен.
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Према томе, опсервабле као што jе енергиjа, коjе нису ограничене, мораjу би-
ти дефинисане на правом подскупу H. Самоадjунгованост обезбеђуjе да спектар
буде реалан (Теорема 3.9) и да оператор генерише унитарну временску еволуциjу
(одељак 3.7).

2.4 Квадратне форме

Дефинициjа 2.17. Квадратна форма оператора A jе qA(ψ) = ⟨ψ,Aψ⟩, ψ ∈ D(A).
Оператор jе ненегативан, A ≥ 0, ако jе qA(ψ) ≥ 0 за све ψ ∈ D(A).

Теорема 2.18 ([7, Теорема 2.14]). Свакоj затвореноj полуограниченоj квадратноj
форми q одговара jединствен самоадjунгован оператор A такав да jе q = qA.

Теорема 2.19 (Фридрихсово (Friedrichs) проширење, [7, Теорема 2.13]). Сваки
полуограничен симетричан оператор има самоадjунговано проширење са истом
доњом границом.

2.5 Фуриjеова трансформациjа

2.5.1 Фуриjеова трансформациjа на S(Rn)

Дефинициjа 2.20. За f ∈ S(Rn) Фуриjеова трансформациjа jе

(Ff)(p) = f̂(p) =
1

(2π)n/2

∫︂
Rn

e−ipxf(x) dx. (2.14)

2.5.2 Превођење парциjалних извода у операторе множења

Лема 2.21 ([7, Лема 7.1]). За f ∈ S(Rn) и сваки мулти-индекс α важи

(∂αf)∧(p) = (ip)αf̂(p), (xαf)∧(p) = i|α| ∂αf̂(p). (2.15)

Посебно jе (−∆f)∧(p) = |p|2f̂(p).

2.5.3 Инверзна Фуриjеова трансформациjа

Лема 2.22 ([7, Лема 7.3]). За Re z > 0 важи F
(︁
e−z|x|

2/2
)︁
(p) = z−n/2 e−|p|2/(2z).

Теорема 2.23 ([7, Теорема 7.4]). Фуриjеова трансформациjа jе биjекциjа
F : S(Rn) → S(Rn), а инверз jе

(F−1g)(x) = ǧ(x) =
1

(2π)n/2

∫︂
Rn

eipxg(p) dp. (2.16)
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Доказ. За g ∈ S(Rn) ⊆ L1(Rn) важи |ĝ(p)| ≤ (2π)−n/2∥g∥1. Интегра-
циjом по деловима и диференцирањем под знаком интеграла добиjамо
pα∂β f̂ = (−i)|α|+|β|(︁∂α(xβf))︁∧ (Лема 2.21), а како jе ∂α(xβf) ∈ S(Rn), функ-
циjа pα∂β f̂ jе ограничена. Дакле, F(S(Rn)) ⊆ S(Rn).

Нека jе f ∈ S(Rn) и ϕε(p) = e−ε|p|
2/2, ε > 0. По теореми о доминантноj конвер-

генциjи (jер ϕε → 1 и |ϕεf̂ | ≤ |f̂ | ∈ L1(Rn)) имамо

(f̂)∨(x) =
1

(2π)n/2

∫︂
Rn

eipxf̂(p) dp = lim
ε→0

1

(2π)n/2

∫︂
Rn

ϕε(p) e
ipxf̂(p) dp

= lim
ε→0

1

(2π)n

∫︂
Rn

∫︂
Rn

ϕε(p) e
ip(x−y)f(y) dy dp.

Подинтегрална функциjа jе интеграбилна на R2n, па по Фубиниjевоj теореми и
Леми 2.22 (са z = ε) добиjамо

(f̂)∨(x) = lim
ε→0

1

(2π)n/2

∫︂
Rn

(Fϕε)(y − x) f(y) dy

= lim
ε→0

1

(2π)n/2

∫︂
Rn

1

εn/2
e−|y−x|2/(2ε)f(y) dy

= lim
ε→0

1

(2π)n/2

∫︂
Rn

e−|u|2/2f(x+
√
ε u) du = f(x),

где смо увели смену y = x+
√
ε u и поново искористили доминантну конвергенциjу

(jер jе |f | ≤ ∥f∥∞) и
∫︁
Rn e

−|u|2/2du = (2π)n/2. Дакле, F−1Ff = f за f ∈ S(Rn).
Нека jе (Rf)(x) = f(−x). Из дефинициjа следи F−1 = RF = FR, па F−1 такође

пресликава S(Rn) у S(Rn). Из F−1F = RFF = I и R2 = I следи FF = R, па jе
FF−1 = FFR = R2 = I. Према томе, F : S(Rn) → S(Rn) jе биjекциjа са инверзом
F−1.

2.5.4 Планшерелова теорема и проширење на L2(Rn)

Теорема 2.24 (Планшерел (Plancherel), [7, Теорема 7.5]). Фуриjеова трансформа-
циjа се прошируjе до унитарног оператора F : L2(Rn) → L2(Rn), тj. ∥f̂∥ = ∥f∥ за
све f ∈ L2(Rn).

Доказ. Нека jе f ∈ S(Rn). Како jе f̂(p) = (2π)−n/2
∫︁
Rn e

ipx f(x) dx и f, f̂ ∈ S(Rn) ⊆
L1(Rn), по Фубиниjевоj теореми и Теореми 2.23 добиjамо

∥f̂∥2 =
∫︂
Rn

f̂(p) f̂(p) dp =

∫︂
Rn

f(x)
1

(2π)n/2

∫︂
Rn

eipxf̂(p) dp dx

=

∫︂
Rn

f(x) f(x) dx = ∥f∥2.

Нека jе сада f ∈ L2(Rn). Како jе S(Rn) густ у L2(Rn), постоjи низ fk ∈ S(Rn)
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такав да fk → f . Из ∥f̂k − f̂m∥ = ∥fk − fm∥ следи да jе (f̂k) Кошиjев низ, па
дефинишемо Ff = f̂ = limk→∞ f̂k. Ова граница не зависи од избора низа: ако
gk → f , gk ∈ S(Rn), онда ∥f̂k − ĝk∥ = ∥fk − gk∥ → 0. Тако дефинисан оператор
F jе линеаран, поклапа се са (2.14) на S(Rn), а због непрекидности норме важи
∥f̂∥ = limk→∞∥f̂k∥ = limk→∞∥fk∥ = ∥f∥.

Остаjе да покажемо да jе F сурjективан. Скуп Ran(F) jе затворен: ако f̂k → g,
онда jе (fk) Кошиjев низ, fk → f , и g = f̂ . Са друге стране, по Теореми 2.23 jе
Ran(F) ⊇ F(S(Rn)) = S(Rn), што jе густ скуп. Дакле, Ran(F) = L2(Rn), па jе F
унитаран.

Напомена 2.25 (оператор импулса). Сада можемо довршити Пример 2.2. По Ле-
ми 2.21 jе (−i ∂jφ)

∧(p) = pjφ̂(p) за φ ∈ S(Rn), па се оператор импулса pj дефинише
као F−1MpjF , где jе Mpj множење координатом pj (Пример 2.12). Нека jе Ψ функ-
циjа из решења Примера 2.2 и φ = F−1Ψ. По Теореми 2.24 jе ∥φ∥ = ∥Ψ∥ <∞, док
jе

∥pjφ∥2 =
∫︂
Rn

|pj|2|Ψ(p)|2 dp = ∥xjΨ∥2 = ∞.

Дакле, ни pj ниjе дефинисан на целом L2(Rn).

2.5.5 Опис простора Собољева преко Фуриjеове трансфор-

мациjе

Дефинициjа 2.26. За s ≥ 0 дефинишемо

Hs(Rn) = {f ∈ L2(Rn) | (1 + |p|2)s/2f̂ ∈ L2(Rn)}, (2.17)

са скаларним производом ⟨f, g⟩Hs =
∫︁
Rn f̂(p) ĝ(p) (1 + |p|2)s dp.

Тврђење 2.27 ([7, §7.2], [1]). За s = m ∈ N0 ова дефинициjа се поклапа са дефи-
нициjом преко слабих извода из одељка 1.4, и за |α| ≤ m важи ∂αf =

(︁
(ip)αf̂

)︁∨.
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Глава 3

Спектрална теориjа неограничених
оператора

У овоj глави излажемо спектралну теориjу (видети [7, §2.4, §3.1–§3.3 и
§5.1]) прилагођену слободном Шредингеровом оператору, углавном директним
функционално-аналитичким методама. Општу спектралну теорему наводимо без
доказа (одељак 3.6), а за слободни Шредингеров оператор сви обjекти коjе она
уводи рачунаjу се експлицитно.

3.1 Резолвентни скуп и резолвента

Дефинициjа 3.1. Нека jе A густо дефинисан затворен оператор. Резолвентни
скуп jе

ρ(A) = {z ∈ C | A− z : D(A) → H jе биjекциjа и (A− z)−1 jе ограничен}. (3.1)

Резолвента jе пресликавање RA(z) = (A− z)−1, z ∈ ρ(A).

Напомена 3.2. Због теореме о затвореном графу, за затворен A довољно jе да A−z
буде биjекциjа.

Лема 3.3 (прва резолвентна формула, [7, (2.84)]). За z, w ∈ ρ(A) важи

RA(z)−RA(w) = (z − w)RA(z)RA(w) = (z − w)RA(w)RA(z). (3.2)

Доказ. Како jе (A− w)− (A− z) = z − w на D(A), важи

RA(z)−RA(w) = RA(z)
(︁
(A− w)− (A− z)

)︁
RA(w) = (z − w)RA(z)RA(w).

Друга jеднакост следи заменом улога z и w.
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Теорема 3.4 ([7, Теорема 2.16]). Скуп ρ(A) jе отворен, пресликавање RA : ρ(A) →
L(H) jе холоморфно и важи ∥RA(z)∥ ≥ dist(z, σ(A))−1, где jе σ(A) = C \ ρ(A)
спектар оператора A (Дефинициjа 3.5) и dist(z, σ(A)) = inf{|z − w| | w ∈ σ(A)}
растоjање тачке z од скупа σ(A).

Доказ. Нека jе z0 ∈ ρ(A) и |z − z0| < ∥RA(z0)∥−1. Тада ред

R∞ =
∞∑︂
j=0

(z − z0)
jRA(z0)

j+1

(Ноjманов ред, C. Neumann) апсолутно конвергира у L(H), jер jе ∥(z −
z0)

jRA(z0)
j+1∥ ≤ ∥RA(z0)∥

(︁
|z− z0|∥RA(z0)∥

)︁j. Нека су Rk =
∑︁k

j=0(z− z0)
jRA(z0)

j+1

парциjалне суме. Како jе (A− z0)RA(z0)
j+1 = RA(z0)

j, важи

(A− z0)Rk =
k∑︂
j=0

(z − z0)
jRA(z0)

j = I + (z − z0)Rk−1.

Нека jе ψ ∈ H, φk = Rkψ и φ = R∞ψ. Тада

Aφk = (A− z0)Rkψ + z0φk = ψ + (z − z0)φk−1 + z0φk → ψ + zφ.

Како (φk, Aφk) → (φ, ψ + zφ) и A jе затворен, следи φ ∈ D(A) и Aφ = ψ + zφ, тj.
(A− z)R∞ψ = ψ. Слично, за ψ ∈ D(A) из RA(z0)

j+1(A− z0)ψ = RA(z0)
jψ добиjамо

Rk(A− z)ψ = Rk(A− z0)ψ − (z − z0)Rkψ = ψ + (z − z0)(Rk−1 −Rk)ψ → ψ,

па jе R∞(A− z)ψ = ψ. Дакле, A− z jе биjекциjа са ограниченим инверзом R∞, тj.
z ∈ ρ(A) и

RA(z) =
∞∑︂
j=0

(z − z0)
jRA(z0)

j+1, |z − z0| < ∥RA(z0)∥−1.

Према томе, отворени диск полупречника ∥RA(z0)∥−1 око z0 садржан jе у ρ(A),
па jе ρ(A) отворен, а RA се око сваке тачке z0 ∈ ρ(A) развиjа у апсолутно конвер-
гентан степени ред, тj. холоморфно jе. Наjзад, како таj диск не сече σ(A), важи
dist(z0, σ(A)) ≥ ∥RA(z0)∥−1, што jе тражена оцена.

3.2 Спектар оператора

Дефинициjа 3.5. Спектар оператора A jе σ(A) = C\ρ(A). Ако jе Ker(A−z) ̸= {0},
z jе сопствена вредност, а ψ ∈ Ker(A− z) \ {0} сопствени вектор.

Последица 3.6. Спектар jе затворен подскуп од C.
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Доказ. Скуп σ(A) = C \ ρ(A) jе комплемент отвореног скупа (Теорема 3.4).

3.3 Класификациjа спектра

Дефинициjа 3.7 ([6, §7.2]). За затворен оператор A дефинишемо:

• тачкасти спектар σp(A) = {z ∈ C | A− z ниjе инjективан};

• непрекидни спектар σc(A): A−z jе инjективан, Ran(A−z) jе густ, а (A−z)−1

ниjе ограничен;

• резидуални спектар σr(A): A− z jе инjективан, а Ran(A− z) ниjе густ.

Тада jе σ(A) = σp(A) ∪ σc(A) ∪ σr(A), дисjунктна униjа.

Пример 3.8. Тачкасти спектар. Самоадjунговани оператор A = −i d
dx

са перио-
дичним условом из Примера 2.13 jе затворен (Лема 2.8 (i)), а сваки цео броj n jе
његова сопствена вредност са сопственим вектором einx. Дакле, Z ⊆ σp(A).

Непрекидни спектар. Нека jеMx оператор множења са x на L2(R) (Пример 2.12
са V (x) = x). Он jе самоадjунгован, па и затворен. Нека jе λ ∈ R. Ако jе (x −
λ)f(x) = 0 скоро свуда, онда jе f = 0 скоро свуда, па jе Mx − λ инjективан. По
Леми 2.8 (iii) jе Ran(Mx−λ)⊥ = Ker(Mx−λ) = {0}, па jе Ran(Mx−λ) густ. Наjзад,
за fk =

√
k χ[λ,λ+1/k] важи ∥fk∥ = 1 и

∥(Mx − λ)fk∥2 = k

∫︂ 1/k

0

s2 ds =
1

3k2
→ 0,

па (Mx − λ)−1 ниjе ограничен. Дакле, λ ∈ σc(Mx), тj. R ⊆ σc(Mx).
Резидуални спектар. Посматраjмо затворење A0 оператора A0 из Примера 2.13.

За свако z ∈ C оператор A0 − z jе инjективан, jер A0 нема сопствених вредности.
С друге стране, по Леми 2.8 (ii) и (iii) jе

Ran(A0 − z)⊥ = Ker
(︁
(A0)

∗ − z
)︁
= Ker(A∗

0 − z) ∋ eizx ̸= 0,

па Ran(A0 − z) ниjе густ. Дакле, σr(A0) = C.

3.4 Спектар самоадjунгованих оператора

Теорема 3.9 ([7, Теорема 2.19 и Лема 2.21]). Нека jе A самоадjунгован. Тада:

(i) σ(A) ⊆ R и ∥RA(z)∥ ≤ |Im z|−1 за z ∈ C \ R;

(ii) σr(A) = ∅;
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(iii) сопствени вектори за различите сопствене вредности су ортогонални;

(iv) A ≥ 0 ако и само ако jе σ(A) ⊆ [0,∞).

Доказ. Оператор A = A∗ jе затворен по Леми 2.8 (i), па jе A = A.
(i) Нека jе z ∈ C\R. По оцени (2.12) оператор A−z jе инjективан и ∥(A−z)ψ∥ ≥

|Im z| ∥ψ∥ за ψ ∈ D(A). По (2.13) jе Ran(A − z) затворен, а по Леми 2.8 (iii) jе
Ran(A−z)⊥ = Ker(A−z) = {0}. Дакле, Ran(A−z) = H, z ∈ ρ(A) и, за φ = (A−z)ψ,
∥RA(z)φ∥ = ∥ψ∥ ≤ |Im z|−1∥φ∥.

(ii) Нека jе z ∈ σ(A) и A − z инjективан. По (i) jе z ∈ R, па по Леми 2.8 (iii)
важи

Ran(A− z)⊥ = Ker(A∗ − z) = Ker(A− z) = {0},

тj. Ran(A− z) jе густ. Дакле, z /∈ σr(A), тj. σr(A) = ∅.
(iii) Нека jе Aψj = λjψj, ψj ̸= 0, j = 1, 2. Тада jе

λ1∥ψ1∥2 = ⟨ψ1, Aψ1⟩ = ⟨Aψ1, ψ1⟩ = λ1∥ψ1∥2,

па jе λ1 ∈ R, и слично λ2 ∈ R. Отуда

(λ1 − λ2)⟨ψ1, ψ2⟩ = ⟨Aψ1, ψ2⟩ − ⟨ψ1, Aψ2⟩ = 0,

па за λ1 ̸= λ2 важи ⟨ψ1, ψ2⟩ = 0.
(iv) Нека jе A ≥ 0 и λ > 0. За ψ ∈ D(A) важи

∥(A+ λ)ψ∥2 = ∥Aψ∥2 + 2λ⟨ψ,Aψ⟩+ λ2∥ψ∥2 ≥ λ2∥ψ∥2.

Као у доказу (2.13), одавде следи да jе A + λ инjективан и да jе Ran(A + λ)

затворен, а Ran(A+ λ)⊥ = Ker(A+ λ) = {0}. Дакле, −λ ∈ ρ(A), па уз (i) добиjамо
σ(A) ⊆ [0,∞).

Обратно, нека jе σ(A) ⊆ [0,∞). Тада jе −λ ∈ ρ(A) за свако λ > 0. Нека jе
∥φ∥ = 1 и

f(λ) = ⟨φ, (A+ λ)−1φ⟩, λ > 0.

За ψ = (A + λ)−1φ jе f(λ) = ⟨(A + λ)ψ, ψ⟩ ∈ R. По првоj резолвентноj формули и
непрекидности резолвенте (Теорема 3.4) важи

f ′(λ) = −∥(A+ λ)−1φ∥2 ≤ −f(λ)2,

где смо искористили ⟨φ, (A+λ)−2φ⟩ = ⟨(A+λ)ψ, (A+λ)−1ψ⟩ = ∥ψ∥2 (симетричност
оператора A) и Коши–Шварцову неjеднакост |f(λ)| ≤ ∥(A + λ)−1φ∥. Специjално,
f jе опадаjућа. Претпоставимо да jе f(λ0) < 0 за неко λ0 > 0. Тада jе f(λ) < 0 за
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λ ≥ λ0, а интеграциjом неjеднакости
(︁
1/f

)︁′
= −f ′/f 2 ≥ 1 од λ0 до λ добиjамо

f(λ) ≤ f(λ0)

1 + f(λ0)(λ− λ0)
.

Одавде f(λ) → −∞ када λ→ λ0−f(λ0)−1, што jе контрадикциjа са непрекидношћу
функциjе f на (0,∞). Дакле, f(λ) ≥ 0 за свако λ > 0 и свако φ. За ψ ∈ D(A) и
φ = (A + λ)ψ ово даjе ⟨(A + λ)ψ, ψ⟩ = ⟨ψ,Aψ⟩ + λ∥ψ∥2 ≥ 0, па пуштањем λ → 0

добиjамо ⟨ψ,Aψ⟩ ≥ 0, тj. A ≥ 0.

Лема 3.10 (Веjлов (Weyl) критериjум, [7, Лема 2.17]). Ако постоjи низ ψk ∈
D(A), ∥ψk∥ = 1, такав да ∥(A− λ)ψk∥ → 0, онда jе λ ∈ σ(A). За самоадjунгован A
и λ ∈ R важи и обрат.

Доказ. Ако би било λ ∈ ρ(A), имали бисмо 1 = ∥ψk∥ = ∥RA(λ)(A − λ)ψk∥ ≤
∥RA(λ)∥ ∥(A − λ)ψk∥ → 0, што jе немогуће. Обратно, нека jе A самоадjунгован и
λ ∈ σ(A). Тада jе λ ∈ R и zk = λ + i/k ∈ ρ(A), а по Теореми 3.4 jе ∥RA(zk)∥ ≥
dist(zk, σ(A))

−1 ≥ k. Изаберимо φk ̸= 0 тако да jе ∥RA(zk)φk∥ ≥ k
2
∥φk∥ и ставимо

ψk = RA(zk)φk/∥RA(zk)φk∥. Тада jе ∥ψk∥ = 1 и

∥(A− λ)ψk∥ =
∥φk + (zk − λ)RA(zk)φk∥

∥RA(zk)φk∥
≤ 2

k
+

1

k
→ 0.

3.5 Оператори множења и њихов спектар

Посматрамо оператор множења MV из Примера 2.12.

Теорема 3.11 ([7, §2.4]). Нека jе V : Rn → R мерљива функциjа. Тада jе MV

самоадjунгован и

σ(MV ) = {λ ∈ R | |{x : |V (x)− λ| < ε}| > 0 за свако ε > 0} (3.3)

(есенциjални ранг функциjе V ). Броj λ jе сопствена вредност оператора MV ако и
само ако скуп V −1({λ}) има позитивну Лебегову меру. За λ ∈ ρ(MV ) резолвента
jе множење са (V (x)− λ)−1.

Напомена 3.12. Ако су A и B унитарно еквивалентни, B = UAU−1, онда jе σ(A) =
σ(B), σp(A) = σp(B) и D(B) = UD(A). Ово ћемо користити у глави 4 са U = F .
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3.6 Спектрална теорема и спектрални типови

Спектралну теорему наводимо без доказа. За слободни Шредингеров оператор
сви обjекти коjе она уводи могу се експлицитно израчунати, jер jе он унитарно
еквивалентан оператору множења.

Дефинициjа 3.13. Проjекторска мера на R jе пресликавање Ω ↦→ P (Ω) коjе сва-
ком Бореловом скупу Ω ⊆ R додељуjе ортогонални проjектор P (Ω) у H, тако да jе
P (R) = I и P

(︁⋃︁
j Ωj

)︁
ψ =

∑︁
j P (Ωj)ψ за сваки низ дисjунктних Борелових скупова

Ωj и свако ψ ∈ H. За ψ ∈ H jе µψ(Ω) = ⟨ψ, P (Ω)ψ⟩ коначна Борелова мера, са
µψ(R) = ∥ψ∥2.

Теорема 3.14 (спектрална теорема, [7, Теореме 3.1, 3.6 и 3.7]). Сваком самоа-
дjунгованом оператору A одговара jединствена проjекторска мера PA таква да jе
A =

∫︁
R λ dPA(λ), тj.

D(A) =
{︂
ψ ∈ H

⃓⃓⃓ ∫︂
R
λ2 dµψ(λ) <∞

}︂
, ⟨ψ,Aψ⟩ =

∫︂
R
λ dµψ(λ), ψ ∈ D(A),

где jе µψ(Ω) = ⟨ψ, PA(Ω)ψ⟩ спектрална мера вектора ψ. За сваку Борелову функ-
циjу f : R → C дефинисан jе оператор f(A) =

∫︁
R f(λ) dPA(λ) са

D(f(A)) =
{︂
ψ ∈ H

⃓⃓⃓ ∫︂
R
|f |2dµψ <∞

}︂
, ∥f(A)ψ∥2 =

∫︂
R
|f(λ)|2dµψ(λ).

Ако jе f ограничена, онда jе f(A) ∈ L(H) и ∥f(A)∥ ≤ ∥f∥∞. Посебно jе

⟨ψ,RA(z)ψ⟩ =
∫︂
R

dµψ(λ)

λ− z
, z ∈ ρ(A),

и σ(A) = {λ ∈ R | PA((λ− ε, λ+ ε)) ̸= 0 за свако ε > 0}.

Специjално, за f(λ) = e−itλ добиjамо унитарне операторе e−itA =
∫︁
R e

−itλ dPA(λ),
t ∈ R. Ако jе B = UAU−1 за унитаран U , онда због jединствености важи PB(Ω) =
UPA(Ω)U

−1 и f(B) = Uf(A)U−1.

Пример 3.15. Нека jе V : Rn → R мерљива. Проjекторска мера оператора MV

jе PMV
(Ω) = MχV −1(Ω)

, тj. множење карактеристичном функциjом скупа V −1(Ω).
Заиста, тако дефинисано P jе проjекторска мера (σ-адитивност следи из теореме
о доминантноj конвергенциjи), а за њу jе

µψ(Ω) =

∫︂
V −1(Ω)

|ψ(x)|2dx,
∫︂
R
λ dµψ(λ) =

∫︂
Rn

V (x)|ψ(x)|2dx = ⟨ψ,MV ψ⟩,

па по jединствености P = PMV
. Даље jе f(MV ) =Mf◦V ; посебно jе e−itMV множење

са e−itV (x).
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Дефинициjа 3.16. Свака коначна Борелова мера µ на R на jединствен начин се
разлаже као µ = µac + µsc + µpp, где jе µac апсолутно непрекидна у односу на Ле-
бегову меру, µsc сингуларно непрекидна, а µpp чисто тачкаста. За самоадjунгован
A дефинишемо

Hac = {ψ ∈ H | µψ jе апсолутно непрекидна},

Hsc = {ψ ∈ H | µψ jе сингуларно непрекидна},

Hpp = {ψ ∈ H | µψ jе чисто тачкаста}.

Теорема 3.17 ([7, Лема 3.18]). Важи H = Hac ⊕ Hsc ⊕ Hpp, а ови потпростори
редукуjу A.

Апсолутно непрекидан, сингуларно непрекидан и чисто тачкасти спектар опе-
ратора A су

σac(A) = σ(A|Hac), σsc(A) = σ(A|Hsc), σpp(A) = σ(A|Hpp).

Стављамо jош Hc = Hac⊕Hsc, а са Pac и Pc означавамо ортогоналне проjекторе на
Hac и Hc.

Напомена 3.18. За оператор множења MV , по Примеру 3.15, вектор ψ припада Hac

ако и само ако jе мера Ω ↦→
∫︁
V −1(Ω)

|ψ|2dx апсолутно непрекидна. Специjално, ако
|V −1(N)| = 0 за сваки скуп N ⊆ R Лебегове мере нула, онда jе Hac = L2(Rn), па jе
σ(MV ) = σac(MV ) и σsc(MV ) = σpp(MV ) = ∅.

3.7 Jеднопараметарске унитарне групе и Стоунова

теорема

Jако непрекидне jеднопараметарске унитарне групе и њихов генератор уведени
су у Дефинициjи 2.1.

Теорема 3.19 (Стоун, [7, Теореме 5.1 и 5.3]). Самоадjунговани оператори одгова-
раjу тачно jако непрекидним jеднопараметарским унитарним групама: ако jе A
самоадjунгован, онда U(t) = e−itA jесте таква група са генератором A, и обрнуто,
генератор сваке такве групе jе самоадjунгован.

Пример 3.20. За реално V jе e−itMV оператор множења са e−itV (x). Jака непре-
кидност следи из теореме о доминантноj конвергенциjи.

Напомена 3.21. За општи самоадjунгован оператор A група e−itA дефинисана jе
спектралном теоремом (одељак 3.6). За операторе унитарно еквивалентне опера-
тору множења, што jе случаj од интереса за H0, она се своди на Пример 3.20.
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Глава 4

Слободни Шредингеров оператор

У овоj глави примењуjемо методе из глава 2 и 3 на оператор H0 = −∆ у L2(Rn),
пратећи [7, §7.3–§7.4]. Користимо jединице у коjима jе ℏ = 1 и маса честице m = 1

2
.

4.1 Дефинициjа и самоадjунгованост оператора

H0 = −∆

Дефинициjа 4.1. Слободни Шредингеров оператор jе

H0ψ = −∆ψ, D(H0) = H2(Rn), (4.1)

где се изводи схватаjу у слабом смислу.

Теорема 4.2 ([7, Теорема 7.17]). Оператор H0 jе унитарно еквивалентан (Дефи-
нициjа 2.4) оператору множења са |p|2:

FH0F−1 =M|p|2 , D(M|p|2) = {φ ∈ L2(Rn) | |p|2φ ∈ L2(Rn)}. (4.2)

Посебно, H0 jе самоадjунгован.

Доказ. Нека jе ψ ∈ L2(Rn). Како jе ψ̂ ∈ L2(Rn), услов (1 + |p|2)ψ̂ ∈ L2(Rn) еквива-
лентан jе услову |p|2ψ̂ ∈ L2(Rn), па jе по дефинициjи из одељка 2.5.5 ψ ∈ H2(Rn)

ако и само ако Fψ ∈ D(M|p|2), тj. FD(H0) = D(M|p|2). За ψ ∈ H2(Rn), по Тврђењу
из одељка 2.5.5, важи ∂2jψ =

(︁
(ipj)

2ψ̂
)︁∨, па jе

FH0ψ = −
n∑︂
j=1

(ipj)
2ψ̂ = |p|2ψ̂ =M|p|2Fψ.

Дакле, FH0F−1 = M|p|2 . Функциjа |p|2 jе реална, па jе M|p|2 самоадjун-
гован (Пример 2.12). Наjзад, ако jе U унитаран и B = UAU−1, онда
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из ⟨ψ,Bφ⟩ = ⟨U−1ψ,AU−1φ⟩ и дефинициjе адjунгованог оператора следи
B∗ = UA∗U−1. Применом на H0 = F−1M|p|2F добиjамо H∗

0 = F−1M∗
|p|2F = H0.

4.2 Квадратна форма и jезгро C∞
c (Rn)

Тврђење 4.3 ([7, (7.37)]). Квадратна форма оператора H0 jе

qH0(ψ) =
n∑︂
j=1

∫︂
Rn

|∂jψ(x)|2 dx = ∥∇ψ∥2, ψ ∈ H1(Rn). (4.3)

Посебно, H0 ≥ 0.

Лема 4.4 ([7, Лема 7.19]). Скупови S(Rn) и C∞
c (Rn) су jезгра оператора H0, тj.

−∆ на C∞
c (Rn) jе есенциjално самоадjунгован.

Доказ. Оператор H0 jе самоадjунгован, па и затворен, и важи H0|C∞
c (Rn) ⊆

H0|S(Rn) ⊆ H0. Довољно jе, дакле, показати H0 ⊆ H0|S(Rn) и H0|S(Rn) ⊆ H0|C∞
c (Rn).

Нека jе ψ ∈ D(H0) = H2(Rn). Тада jе (1 + |p|2)ψ̂ ∈ L2(Rn), па постоjи низ
ϕk ∈ S(Rn) такав да ϕk → (1 + |p|2)ψ̂ у L2(Rn). Функциjа (1 + |p|2)−1 jе глатка и
сви њени изводи су ограничени, па jе ϕk(1 + |p|2)−1 ∈ S(Rn) и, по Теореми 2.23,
ψk = F−1

(︁
ϕk(1 + |p|2)−1

)︁
∈ S(Rn). По Планшереловоj теореми и Теореми 4.2 jе

∥ψk − ψ∥ =
⃦⃦⃦ϕk − (1 + |p|2)ψ̂

1 + |p|2
⃦⃦⃦
≤ ∥ϕk − (1 + |p|2)ψ̂∥ → 0,

∥H0ψk −H0ψ∥ =
⃦⃦⃦ |p|2(︁ϕk − (1 + |p|2)ψ̂

)︁
1 + |p|2

⃦⃦⃦
≤ ∥ϕk − (1 + |p|2)ψ̂∥ → 0.

Дакле, (ψ,H0ψ) ∈ Γ(H0|S(Rn)), тj. H0 ⊆ H0|S(Rn).
Нека jе сада φ ∈ C∞

c (Rn) таква да jе φ(x) = 1 за |x| ≤ 1, и ψk(x) = φ(x/k)ψ(x)

за ψ ∈ S(Rn). Тада jе ψk ∈ C∞
c (Rn) и |ψk| ≤ ∥φ∥∞|ψ|, па ψk → ψ по теореми о

доминантноj конвергенциjи. Даље jе

∆ψk(x) = φ(x/k)∆ψ(x) +
2

k
(∇φ)(x/k) · ∇ψ(x) + 1

k2
(∆φ)(x/k)ψ(x).

Први сабирак тежи ка ∆ψ по теореми о доминантноj конвергенциjи, а норме дру-
гог и трећег сабирка су ограничене са C

k

(︁
∥∇ψ∥ + ∥ψ∥

)︁
→ 0. Дакле, H0ψk → H0ψ,

тj. H0|S(Rn) ⊆ H0|C∞
c (Rn).

Према томе, H0|C∞
c (Rn) = H0|S(Rn) = H0, па су S(Rn) и C∞

c (Rn) jезгра оператора
H0.
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4.3 Спектар слободног Шредингеровог оператора

Теорема 4.5 ([7, Теорема 7.17]). Важи

σ(H0) = σac(H0) = [0,∞), σsc(H0) = σpp(H0) = ∅. (4.4)

Доказ. По Теореми 4.2 jе H0 = F−1M|p|2F . По Теореми 3.11, σ(H0) = σ(M|p|2) jе
есенциjални ранг функциjе p ↦→ |p|2. За λ ≥ 0 и ε > 0 скуп {p : ||p|2 − λ| < ε} jе
непразан отворен скуп, па има позитивну меру, а за λ < 0 и ε < |λ| таj скуп jе
празан. Дакле, σ(H0) = [0,∞).

По Примеру 3.15 и унитарноj еквиваленциjи, спектрална мера вектора ψ ∈
L2(Rn) у односу на H0 jе

µψ(Ω) =

∫︂
{p : |p|2∈Ω}

|ψ̂(p)|2 dp.

Ако jе N ⊆ R скуп Лебегове мере нула, онда прелазом на поларне координате
добиjамо

|{p : |p|2 ∈ N}| = |Sn−1|
∫︂
{r>0 : r2∈N}

rn−1 dr =
|Sn−1|

2

∫︂
N∩(0,∞)

λn/2−1 dλ = 0,

па jе µψ(N) = 0. Према томе, µψ jе апсолутно непрекидна за свако ψ, тj. Hac =

L2(Rn) и Hsc = Hpp = {0}. Одатле jе σac(H0) = σ(H0) = [0,∞) и σsc(H0) = σpp(H0) =

∅. Посебно, за λ ≥ 0 скуп {p : |p|2 = λ} има меру нула, па H0 нема сопствених
вредности.

Напомена 4.6. Тврђење σ(H0) = [0,∞) може се доказати и директно Веjловим
критериjумом (Лема 3.10), помоћу низа таласних пакета ψk(x) = k−n/2φ(x/k) eip0x,
|p0|2 = λ. Физички, слободна честица нема везаних стања.

4.4 Временска еволуциjа и унитарна група e−itH0

Решење Шредингерове jедначине i ∂tψ = H0ψ, ψ(0) = ψ0 ∈ D(H0), jе ψ(t) =

e−itH0ψ0, где jе, по Примеру 3.20,

e−itH0 = F−1 e−it|p|2 F . (4.5)

Тврђење 4.7 ([7, Теорема 5.1]). e−itH0 jе jако непрекидна jеднопараметарска уни-
тарна група са генератором H0, и ψ(t) jе jединствено решење почетног проблема.
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4.5 Интегрална репрезентациjа решења

Теорема 4.8 ([7, (7.41)]). За t ̸= 0 и ψ ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) важи

(︁
e−itH0ψ

)︁
(x) =

1

(4πit)n/2

∫︂
Rn

ei
|x−y|2

4t ψ(y) dy. (4.6)

Доказ. Нека jе наjпре ψ ∈ S(Rn). Функциjа e−it|p|2ψ̂ припада S(Rn), па по (4.5),
Теореми 2.23 и теореми о доминантноj конвергенциjи (jер ψ̂ ∈ L1(Rn)) важи

(︁
e−itH0ψ

)︁
(x) = lim

ε→0

1

(2π)n/2

∫︂
Rn

eipx e−(it+ε)|p|2ψ̂(p) dp

= lim
ε→0

1

(2π)n

∫︂
Rn

∫︂
Rn

eip(x−y) e−(it+ε)|p|2ψ(y) dy dp.

Подинтегрална функциjа jе интеграбилна на R2n, па по Фубиниjевоj теореми и
Леми 2.22 са z = 2(it+ ε), Re z > 0, добиjамо

(︁
e−itH0ψ

)︁
(x) = lim

ε→0

1

(2π)n/2

∫︂
Rn

F
(︁
e−z|·|

2/2
)︁
(y − x)ψ(y) dy

= lim
ε→0

1

(4π(it+ ε))n/2

∫︂
Rn

e−
|x−y|2
4(it+ε)ψ(y) dy.

Како jе Re 1
it+ε

= ε
t2+ε2

> 0, модуо подинтегралне функциjе jе ограничен са
(4π|t|)−n/2|ψ(y)| ∈ L1(Rn), а − 1

4(it+ε)
→ i

4t
. Доминантна конвергенциjа даjе (4.6) за

ψ ∈ S(Rn).
Нека jе сада ψ ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn). Постоjи низ ψk ∈ C∞

c (Rn) такав да ψk → ψ

и у L1(Rn) и у L2(Rn) (на пример, одсецање χ{|x|<k}ψ, а затим регуларизациjа
конволуциjом). Означимо са Iψ десну страну у (4.6). Тада jе ∥Iψk − Iψ∥∞ ≤
(4π|t|)−n/2∥ψk − ψ∥1 → 0, а e−itH0ψk → e−itH0ψ у L2(Rn), jер jе e−itH0 унитаран.
Неки подниз конвергира скоро свуда, па jе e−itH0ψ = Iψ скоро свуда.

4.6 Дисперзиjа и асимптотско понашање: Долар-

дова теорема

Последица 4.9 (дисперзивна оцена, [7, (7.42)]). За ψ ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) и t ̸= 0

важи
∥e−itH0ψ∥∞ ≤ 1

(4π|t|)n/2
∥ψ∥1. (4.7)

Доказ. Како jе |(4πit)n/2| = (4π|t|)n/2 и
⃓⃓
ei|x−y|

2/(4t)
⃓⃓
= 1, оцена следи директно из

(4.6). Видети и [4].
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Теорема 4.10 (Долард (Dollard), [7, Лема 7.20]). За свако ψ ∈ L2(Rn) важи

lim
|t|→∞

⃦⃦⃦
e−itH0ψ −

(︂ 1

2it

)︂n/2
ei

|x|2
4t ψ̂

(︂ x
2t

)︂⃦⃦⃦
= 0. (4.8)

Доказ. За t ̸= 0 дефинишемо оператор

(Dtg)(x) =
(︂ 1

2it

)︂n/2
ei

|x|2
4t g

(︂ x
2t

)︂
.

Сменом x = 2tp добиjамо ∥Dtg∥2 = (2|t|)−n
∫︁
Rn|g(x/2t)|2dx = ∥g∥2, па jе Dt изоме-

триjа.
Нека jе наjпре ψ ∈ S(Rn). Развиjањем |x−y|2 = |x|2−2xy+ |y|2 у (4.6) добиjамо

(︁
e−itH0ψ

)︁
(x) =

ei
|x|2
4t

(4πit)n/2

∫︂
Rn

e−ixy
2t ei

|y|2
4t ψ(y) dy

=
(︂ 1

2it

)︂n/2
ei

|x|2
4t

(︂
ei

|y|2
4t ψ(y)

)︂∧(︂ x
2t

)︂
=

(︁
DtFψt

)︁
(x),

где jе ψt(y) = ei|y|
2/(4t)ψ(y) ∈ S(Rn). Како су Dt и F изометриjе, следи

⃦⃦
e−itH0ψ −DtFψ

⃦⃦
= ∥DtF(ψt − ψ)∥ = ∥ψt − ψ∥ =

(︂∫︂
Rn

⃓⃓
ei

|y|2
4t − 1

⃓⃓2|ψ(y)|2dy)︂1/2

.

Подинтегрална функциjа тежи нули када |t| → ∞ и ограничена jе са 4|ψ|2 ∈
L1(Rn), па по теореми о доминантноj конвергенциjи израз тежи нули.

Нека jе сада ψ ∈ L2(Rn) и ε > 0. Изаберимо φ ∈ S(Rn) тако да jе ∥ψ − φ∥ < ε.
Како су e−itH0 и DtF изометриjе, важи

⃦⃦
e−itH0ψ −DtFψ

⃦⃦
≤ 2ε+

⃦⃦
e−itH0φ−DtFφ

⃦⃦
,

па jе lim sup|t|→∞ ∥e−itH0ψ − DtFψ∥ ≤ 2ε. Како jе ε > 0 произвољно, тврђење
следи.

Напомена 4.11. Вероватноћа да се честица за велико |t| нађе у области Ω асимп-
тотски jе jеднака вероватноћи да jоj импулс буде у 1

2t
Ω. Ово одговара класичном

кретању x(t) ≈ x0 + 2pt.

4.7 RAGE теорема и бекство честице у бесконач-

ност

Лема 4.12 ([7, Лема 7.21]). Нека су f, g ограничене Борелове функциjе на Rn коjе
теже нули у бесконачности. Тада су g(x)f(p) и f(p)g(x) компактни оператори,
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где jе f(p) = F−1MfF . Посебно, за ограничен скуп Ω ⊂ Rn оператор χΩ (H0 + i)−1

jе компактан.

Дефинициjа 4.13. Нека jе A самоадjунгован. Оператор K jе релативно компак-
тан у односу на A ако jе D(A) ⊆ D(K) и KRA(z) компактан за неко z ∈ ρ(A). По
првоj резолвентноj формули, тада jе KRA(z) компактан за свако z ∈ ρ(A).

Теорема 4.14 (RAGE – Ruelle, Amrein, Georgescu, Enss, [7]). Нека jе A самоадjун-
гован и нека су Pc и Pac ортогонални проjектори на Hc = Hac ⊕ Hsc и на Hac.

(i) Ако jе K релативно компактан у односу на A, онда за свако ψ ∈ D(A) важи

lim
T→∞

1

T

∫︂ T

0

∥Ke−itAPcψ∥2dt = 0 и lim
t→∞

∥Ke−itAPacψ∥ = 0.

Ако jе K jош и ограничен, ово важи за свако ψ ∈ H.

(ii) Ако jе Kk ∈ L(H) низ релативно компактних оператора коjи jако конвергира
ка I, онда jе

Hc =
{︂
ψ ∈ H

⃓⃓⃓
lim
k→∞

lim
T→∞

1

T

∫︂ T

0

∥Kke
−itAψ∥ dt = 0

}︂
,

Hpp =
{︂
ψ ∈ H

⃓⃓⃓
lim
k→∞

sup
t≥0

∥(I −Kk)e
−itAψ∥ = 0

}︂
.

Теорема 4.15 (бекство у бесконачност, [7, (7.47)]). За свако ψ ∈ L2(Rn) и сваки
ограничен скуп Ω ⊂ Rn важи

lim
t→∞

∥χΩ e−itH0ψ∥2 = 0. (4.9)

Доказ. Оператор χΩ jе ограничен, а по Леми 4.12 оператор χΩ(H0 + i)−1 =

χΩRH0(−i) jе компактан. Дакле, χΩ jе релативно компактан у односу на H0.
По доказу Теореме 4.5 jе Hac = L2(Rn), па jе Pac = I. По Теореми 4.14 (i),
примењеноj на K = χΩ, за свако ψ ∈ L2(Rn) важи limt→∞∥χΩe

−itH0ψ∥ = 0, а тиме
и тврђење.

Напомена 4.16 (доказ без спектралних мера). Тврђење се може доказати и ди-
ректно, без RAGE теореме. За ψ ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) из (4.7) следи

∥χΩ e−itH0ψ∥2 ≤ |Ω| ∥e−itH0ψ∥2∞ ≤ |Ω| (4π|t|)−n∥ψ∥21 → 0.

Ако jе ψ ∈ L2(Rn) и ε > 0, изаберимо φ ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) тако да jе ∥ψ − φ∥ < ε.
Како jе e−itH0 унитаран и ∥χΩ∥ ≤ 1, важи ∥χΩe

−itH0ψ∥ ≤ ε + ∥χΩe
−itH0φ∥, па jе

lim supt→∞∥χΩe
−itH0ψ∥ ≤ ε.
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Закључак

У раду jе показано да jе слободни Шредингеров оператор H0 = −∆ самоа-
дjунгован на H2(Rn), да му jе спектар [0,∞) и чисто апсолутно непрекидан, и да
слободна честица увек побегне у бесконачност.

Кључни алат била jе Фуриjеова трансформациjа, коjа H0 своди на оператор
множења са |p|2. Тиме су самоадjунгованост, спектар и временска еволуциjа доби-
jени директно, а општа спектрална теорема коришћена jе само кроз своjу форму-
лациjу.

Резултати за H0 су полазна тачка за проучавање оператора облика H = −∆+

V са потенциjалом V (видети нпр. [2]). Природни наставак рада су резолвен-
та и Гринова (Green) функциjа слободног оператора, теориjа пертурбациjа (Ка-
то–Релихова теорема, Kato–Rellich), таласни оператори и теориjа расеjања.
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