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YBoXI

KBantna mexanuka je jesina oj1 byHIaMeHTAJIHUX Teopuja caBpemene dhusuke. Ona
IIpyzKa OKBUD 3a padyMeBarbe MIKPOCKOIICKHUX II0jaBa Koje KJIacCHYHa MeXaHUKa He MO-
ke agekBaTHO Ja ommine. Ca MaTeMaTHIKOT CTAHOBUINTA, HeHa (opMasn3almja mo-
yrBa Ha PYHKIMOHAJHO] aHAJIN3U, Teopuju omneparopa u Xuidbeprosum (Hilbert) mpo-
CTOpUMA.

MaremaTuuka ¢opmy/iaiuja KBaHTHE MEXaHUKE HACTaJa je Y KPATKOM IEePHOLY
KpajeM JIBaJIeCeTuX U MOYeTKOM Tpujiecerux rojuna XX Beka. Xajzenbepr (Heisenberg)
je 1925. rogune dopmysucao marpuuny mexanuky, a [llpegunrep (Schrodinger) je 1926.
ro/IHEe yBEeO TaJacCHY jeJITHAUMHY KOja JIaHac HOCU IHerOBO MMe W IOKa3ao Ja OHa Jiaje
nucTe pesyJsrare. JeJIMHCTBEH MaTeMaTUIKH OKBUAD 3a 00e hbopmyIiaruje 1ao je pon Hoj-
mat (von Neumann) y monorpaduju Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik
(1932), rye cy crama onucaHa BEKTOpUMa AlCTPAKTHOr XuJI6ePTOBOT TPOCTOPA, a Oll-
cepBabJyie camoajyHropanuM omneparopuma. OH je pa3Buo T€OPHUjy HEOTPAHUICHUX Ca-
MOA/IjYHI'OBAHUX OIEPATOPA U YKA3a0 Ha Pa3/IuKy u3Mehy CUMETPUYHUX U CAMOA/1jyH-
rOBaHUX ONEpaTopa, Koja je meHrpaina u y opoM pajiy. Ucre romqune Croyn (Stone) je
JI0Ka3a0 Jla caMOoa/IjyHTOBaHU OMEpATOPH TAYHO OJrOBapajy jaKo HEMPEKUTHUM jeJTHO-
napaMeTapCcKiuM YHUTAPHUM I'DyTaMa, YuMe je BpeMeHCKa eBOJIYINja KBAHTHOI' CUCTEMA
J100MJ1a CTPOro 3aCHUBATHE.

Crame KBAaHTHOI' CHCTeMa OINCYje ce BEKTOPOM jeIMHUIHE HOPMe Y XMJIOepTOBOM
IIPOCTOPY, & MepJbiBe BemdrHe (orcepBabiie) caMoajjyHrOBaHIM olieparopuMa. 1len-
Tpasinu objekar reopuje je Ilpemunrepos omeparop (XamMuaroHujan), KOju OIHUCYje
YKYIHY €Heprujy cucreMa ¢ ojipehyje HeroBy BPEMEHCKY €BOJIYIIN]Y W CIEeKTPaJIHa
CBOjCTBA.

Cnobomau IIpeaunrepos omneparop ommcyje decTuily Koja ce kpehe 6e3 yrunaja
CTIOJBAIIHUX CHUJIA U TToTeHIjata. Vlako je To HajjeTHOCTaBHUjU MOJIEN, TheTOBa aHATN3a
je TIoJTa3Ha OCHOBA 3a ITPOyYaBamhe CJIOXKEHNjUX CUCTeMa, CIIeKTpaJHe Teopuje, Teopuje
pacejama U HapluujaaHux JIudepeHIjaJHuX jeTHATNHA.

b pana je 1a ce n3/10Ke MaTeMaTHIKe MeTo/le KBaHTHEe MeXaHUKe U IIpUMeHe Ha
cioboyuu [peunrepos oneparop Hy = —A y npocropy L?(R™). Uznarame yriagHoM
upatu MoHorpadujy |7].

Pay je nmonemen Ha detupu riiaBe. Y INPBOj IVIaBU YBOJIE Ce O3HaKe U (DYHKIHO-



nasnu npocropu L2(R™), S(R™) u H*(R"). [Ipyra riasa us/jazke Teopujy HeorpaHude-
nux oneparopa u @ypujeosy (Fourier) rpancdopmarujy. ¥ rtpehoj riasu passuja ce
CIIEKTPAJIHA TEOpUja HEOIPAHMYEHUX OllepaTopa, Kao U jeTHolapaMeTapcKe YHUTapHE
rpyie. HYerspra riraBa rocsehena je ciaobognom [IpearmHrepoBoM orepaTopy: HeroBoj

€aMOa/IJyHI'OBAHOCTH, CIEKTPY U BPEMEHCKO] €BOJIYIU]H.



I'maBa 1

OcHOBHU IOJMOBU 1 O3HaKe

Y 0BOj IJIaBU YBOJIMMO O3HaKe W (bYHKIMOHAJIHE IIPOCTOPE Ha KOjUMa MOYHMBa 1E0
pax (Bugern [7, §0.3, §0.6, §1.1 u §7.1| u [3, §9.1]).

1.1 Mynru-ungekcu, napnmnjajsHu U3BOAU, I'PAANjEHT
n Jlanjgacujan

Mynru-unzieke je n-topka o = (aq,...,0,) € Nj, a 6poj |a] = a3 + -+ + a, je

eroB pegr. 3a x € R™ u noBo/bHO raTky GyHKIM]Y [ yBOAUMO O3HAKE

olel f

T 02 - Ozon

(e (67 (87 (63
=z ann, o“f

(1.1)

Ipamujent dyukmuje f je sekrop Vf = (01 f,...,0.f), a Jlammacos (Laplace) ore-
patop je

Af = Zaif (1.2)

1.2 JlebGeroBa Mmepa, mHTErpaJ m mrpocropu PyHKIINja

Hedbununuja 1.1. Bopenrosa o-arzebpa na R™ je najmarma o-ajaredpa MOICKYIIOBA O/1
R™ koja caJip:Ku CBe OTBOPEHE CKYIIOBE; theHH ejieMeHTH ¢y Bopeaosu ckynosu (Borel).
Jlebezosa mepa (Lebesgue) je mormyna mepa |-| Ha R™ Koja cBakKOM HPaBOyTaOHUKY
[a1,b1] X « -+ X [an, by] nonemwyje sanpemuny [[7_,(b; — a;); ckynose Ha KojuMma je Jie-
1,01 ns On| J4OJEJbY] p Y 11j=1\0j i)y y ] Je 1
dunucana 3oBeMo meppusum. CBOJCTBO BaXKU CKOPO €6Yda aKO BarXKHM BAH HEKOI' CKYyTIa

Jleberose mepe HyJ1a.

Hedbununuja 1.2. @ynxuuja f: R™ — C je mepousa axo je f~1(U) mep/bus cKyn 3a
ceaku oropen ckynt U C C, a Bopeaosa axo je f~1(U) Bopesios cKyIl 3a cBaKi OTBOPEH

U C C. Unrerpa fRn f(x) dx cxBaramo y Jleberosom cmuciy; f je unmezpabuana ako



je [galf(x)]dz < co. Mcra repmunosoruja Baxu 3a dynkiuje na R u Ha Mep/buBuM

nojickyrnosuMa, oj1 R™.

Teopema 1.3 (Tomenmun u Py6unn (Tonelli, Fubini), |7, Teopema A.27|). Hexa je
f:R" x R™ — C mepausa pyrxyuja.

(i) (Toneau) Axo je f >0, onda je

/RW fla,y)d(z.y) = /( | J@y) dy)dq;: /m< [ fa) dx>dy,

npu wemy cee mpu 6pedHoCcmu Mo2y bumu u +0oo.

(1) (Pyounu) Axo je [oninlf(z,y)|d(z,y) < 00, onda yrympawru unmezpanu no-

CcMoje 3a CKOPO CBAKO T, 00HOCHO Y, U 8adice ucme jednaKocmau.

Hedbwunnnnmja 1.4. 3a 1 < p < oo npocrop LP(R") unne Kiiace MeppbuBUX QyHKIH]a

f: R" — C (dyukuuje xoje ce mokamajy ckopo cByja ce noucroseliyjy) 3a koje je

1= ([ 1@ i) < .

IIpocrop L>°(R™) unne (kmace) MepspuBux dbynknuja 3a koje je ||f|le = inf{C > 0 |

1
loc

|f(z)] < C ckopo cByna} < oo. [Ipocrop L, .(R™) aune mepspuBe dbyukimje f 3a Koje

je [xlf(@)]dx < oo 3a cBaxkm Kommakran ckyn K C R™.

Hedbununuja 1.5. Ca C*°(R™) oznagaBamo cKyIl GeCKOHAYHO judepeHIjabuIHIX
dyukmmja f: R — C. Hocaw dyukuuje f je supp f = {z € R* | f(z) # 0}, a

CP(R™) ={f € C°(R") | supp f je komnaxTan}

je CKyI raTKux (pyHKIHja ca KOMIIAKTHIM HOCAYEM.

1.3 Xmibeprosu npocropu u mnpocrop L*(R")

Hedununmja 1.6. Heka je $ Bexropcku npoctop Hag C. IlpecimkaBame (-, -): $ X
$H — C je ckajmapHu MpoOU3BO/I AKO je aHTUIMHEAPHO 10 IIPBOM, JTUHEAPHO 10 JPYTOM

aprymenty, ako Baxku (f,g) = (g, f) u (f,f) > 03a f # 0. IIpocrop $ ca HOpMOM
IfIl = (f, £)/? je Xunbepros ako je KoMIieTaH y OfHOCY Ha Ty HOPMY.

Teopema 1.7 (Komu-IIsapr-Bymakosckn (Cauchy—Schwarz—Bunyakovsky), |7, Te-
opema 0.22]). 3a cee f,g € $ eaorcu |(f, )| < |||l llg]l-

Jloxas. Axo je g = 0, TBphemse je TpuBnjasano. Heka je g # 0. Obe crpaHe Heje IHAKOCTH

Cy XOMOTeHe 10 ¢, Ta je JO0BOJBbHO paszmorputu ciaydaj ||g]| = 1. Crasumo f; = f —

4



(9, )g- Tama je (g, f1) = (g, ) — (g9, [)|glI* = 0, ma je
IAI? = g, /g + fLlI? = Kg, HP + 1FLI1P = Ky, NI

Kaxko je [(f,9)| = |{g, )| = |{g, f)|, TBpPDeme caemn. ]

Hedbunaunuja 1.8. Heka je $ Xunbepros npoctop. 3a ckyn M C §) HEroB opmozo-

HAANHU KOMNAEMEHTIL je

M*t={pefH|{p,h)=03acse o€ M}

360r HEIIPEKUIHOCTH CKaJIapHOT npoussoa, M+ je saTsopen mormpoctop u M+ = M
Teopema 1.9 (reopema o npojeximju, |7, Teopema 1.7]). Axo je M zamsopern nom-
npocmop Xuabepmoecoz npocmopa §), onda ce c6akxo P € ) Ha jeOUHCMEEH HAMUH NUULE
Kao ¢ =+, 2de je py € M uip, € M=,

Hedbununuja 1.10. Heka cy $1, 9> XwibeproBu npocropu. Jluneapan omepartop

A: H1 — 99 je oepanunen ako je

[All = sup [[Ap[| < oco.
¥ll=1
Ckyn orpanndeHux oreparopa ozHadaBamo ca L($1,92), a L($) = L($,9); [ € L(H)

je maenTuaku oreparop, 1Y = . lame:
o U € L(H) je ynumapan axo je oujeximja u (Up, Uh) = (¢, 1)) 3a cBe p, 1) € 9;

e ako je M 3aTBOpeH MOTIPOCTOP, 0pMOo20HaAHU mpojexkmop Ha M je omepaTop
Py = 1y u3 Teopeme 1.9.

Jedununuja 1.11. Ha npocropy L?(R") (ciayuaj p = 2 y dedununuju 1.4) ysogumo

CKaJIapHU TTPOU3BO/I,

(f9)=[ flzx)g(z)dz. (1.3)
RTL
Teopema 1.12 (|7, Teopeme 0.34 u 0.40]). IIpocmop L*(R™) je cenapabunan Xuabep-
moe npocmop, a C°(R™) je eycm y L*(R™).

Hanomena 1.13. Kao y [7], ckamapuu npousBo/ je aHTHIMHEAPAH 110 TIPBOM apr'yMeHTY,

ITO je yoOudajeHo y pusuiim.



1.4 IlIpocrop llIBaproBux 6p3oonagajyhux pyukimja
S(R™)
Hedununuja 1.14. [sapros (Schwartz) mpoctop je

S(R") = {f € C*(R") | sup|z® 0’ f(x)| < oo 3a cBe , 3 € Ng}. (1.4)

reR”™

Hanomena 1.15. Bazxxku C*(R") C S(R™) C LP(R"), ma je S(R™) rycr y LP(R"™) 3a
1<p<oo. Akoje f € S(R"), ouma cy u z%f u 0*f y S(R™).

IIpumep 1.16. laycoa (Gauss) dyHKImja e 172 ypunaga S(R™), a me npunaia
C(R™).
1.5 TIIpocropu CobosmeBa H*(R")

Hedununumja 1.17 ([3, §9.1]). Heka je f € L .(R"). ®yukimja g € L (R™) je ciabu

loc

u3Boj 0 f ako je

n

f(z)0%p(x)dx = (—1)'“'/ g(x)p(x)dr 3acse p € CF(R"). (1.5)
R”’L
Hedununuja 1.18. 3a m € Ny npocrop CobosbeBa (Sobolev) je
H™R") = {f € L*(R") | 9°f € L*(R") 3a |a| < m}, (1.6)

rje cy 0°f ciabu m3BOIH.

Hanomena 1.19. TIpocrop H™(R™) je Xunbepros. ¥ ozesbKy 2.5.5 HaBenilieMo eKBUBa-

JleHTaH ormc npeko Pypujeose Tpancdopmaliije, Koju uMa CMHUCIa | 3a peajHo s > 0.



I'1aBa 2

MaremaTnuke MeTode: HeorpaHudeHN’
oneparopu u Pypujeona

TpaHcdopmalija

Y 0BOj I1aBW pas3BHjaMo amapar morpebaH 3a aHaau3y omneparopa Hy = —A. Us-
narame npatu |7, §2.1-§2.3 u §7.1-§7.2].

2.1 MareMaTU4Kn OKBUP KBaHTHE MeXaHUKe

Crame KBaHTHOI' CHCTEMa OIUCyje ce BeKTopoM ¢ € §), ||| = 1. 3a wectuiyy y R”
je 5 = L*(R"), a |¢(x)|* je ryctuna seposaTnohe nosoxaja yecture. Onceppabin a

oJiroBapa JinHeapaH omneparop A, a ouekuBaHa BPEIHOCT Mepema y CTamy U je

Ey(A) = (¢, AY). (2.1)

Hedbunnunmja 2.1. Qamuanja yaurapuux oneparopa U(t), t € R, je jako Henpekunina
jenHomapamerapcka yautapta rpyma ako je U(0) = I, U(t+s) = U(t)U(s) ut — U(t)y

HEIPEKMTHO 3a cBako 1. ['eneparop rpyme je

i
Ap = lim - (U(t)¢ — ), (2:2)
Ha CKYILy OHHX 1 3a KOje JIIMeC MOCTOjH.

Bpemencka eBosiynuja 3ajata je jako HEIIPEKUIHOM je/IHONapaMeTapCKOM yHUTapP-
oM rpynoMm U(t), umju je reneparop Xammiaronujan H, ma ¢(t) = U(t)(0) 3amoso-

sbaBa [lpenunarepoBy jemnaunny

o d
i Zu(t) = Hi (). (2.3)



ITpumep 2.2. Oneparop nonoxaja (x;9)(x) = x4 (x) u oneparop nmiryica p; = —i0,

nucy nedunucanu na mejaom L2 (R™).

1
Itfa]?

dx *  dx 1 7o
2= | — =2 =2 =2<
11 /R<1+ 2] /0 1+ [ 1+x}0 0,

na je ¢ € L?*(R). C apyre crpane, 3a x > 1 Baxu 1+ z < 2z, Tj. 2> 1, ma je

|| ¢||2—/ L >/m( : >2d >/Oold —
S A P A VRS e T S

HMaxne, x¢) ¢ L*(R).

Ba n > 1 crasnmo ¥(z) = ¥(z;) [[ e~1/2. Tlo Tomnenujesoj Teopemu (Teope-

Pewere. Heka je 1(z) = x € R. Taga je

wa 1.3), xopucrehn [p e "' dt = /7, nobujamo
[ = P2 < oo, [y = P2 = o,

na je U € L*(R"), a 2;¥ ¢ L*(R™).
Tspbheme 3a oneparop nmiysica jokasyjemo y Hamomenu 2.25, oo ysegemo Py-

pujeoBy TpaHcOpPMAIIH]y. O]

2.2 Heorpannvienu oreparopu y XmJIOepTOBUM ITPO-

cTopuMa

2.2.1 lomeH u rycro jgedmnHHUCAHU OIIePaATOPH

Hedbununuja 2.3. Jluneapan oneparop y §) je quHeapHo npecinkaBame A: D(A) —
9, e je D(A) C § muneapan nornpocrop (momen). Onepartop je TycTo meduHuCAH
ako je D(A) rycr y §. [umemo A C B axo je D(A) CD(B) u By = Ay 3a) € D(A).

Jesepo n cauka oneparopa A cy
Ker(A) = { € D(A) | Ay =0},  Ran(A) = {A¢ | v € D(A)}.

Hedunumnuja 2.4. Oneparopu A u B y $) cy yHumapho ex8usaieHmHy aKo TOCTOjN
yaurapan oneparop U takas na je B = UAU ™!, 1j. ®(B) = UD(A) u BUy = UAy
3a ) € D(A).



2.2.2 3aTBOpeHU U 3aTBOPUBU OIIEPATOPU

Hedbununuja 2.5. I'pad ouneparopa je T'(A) = {(v, AY) | v € D(A)} C H & 9N.

Omneparop A je 3arBopen ako je I'(A) 3arBopeH cKyI, a 3aTBOPUB ako 3aTBoperse '(A)

jecre rpad mHekor omeparopa A (3aTBOpeme omeparopa A).
Teopema 2.6 (3arBopenu rpad, |7, Teopema 2.9|). Heka je A: $ — £y auneapan

onepamop dedpurucan Ha yeaom 1. Tada je A oeparunen axo u camo axo je 3ameopen.

2.2.3 ApajyHroBaHu omepaTop

Hedunumnuja 2.7. Heka je A rycro pmedunncan. Agjyarosann oneparop A* medpuru-

uie ce ca

DAY ={Yen[IPen: (¥, Ap) = (i, ¢) 3acre p € D(A)}, (2.4)
A*p = 1. (2.5)
Jlema 2.8 (|7, Jlema 2.4 u (2.21), (2.28)]). Hexa je A eycmo depurucan. Tada:
(i) A* je samsopen;
(ii) A je sameopue axo u camo axo je D(A*) a2ycm, u mada je A = A* u (A)* = A*;
(iii) Ker(A*) = Ran(A)*;
(iv) axo je A C B, onda je B* C A*.

Jloxas. TTocmaTpajmo oneparop U na Xuabeprosom mpocTopy $2 = $ @ § nat ca

Ule,¥) = (¥, —¢).
Omnepatop U je yuurapan n sazku U~! = —U. Kako U uyBa cKaJapHu IIPOU3BOJ, U
oujexnuja je, 3a ceaku ckyn M C $2 paxu UM+ = (UM)*.

(i) Uz

(2.6)

3aksbyayjemo ja je I'(A*) saTBOpeH, Kao OPTOrOHAJIHI KOMILIEMEHT, I1a je A* 3aTBOpeH.



(ii) Comuno, xkopucrehu UTt = (UT)* u (i), mobujamo T'(A)L = U~IT(A*), na je

T(A) =D(A)* = (U'r(4Y)*
2 | <(¢7IL>’ (—A*(,O, 90)>.62 = O’ VQO S Q(A*)}
2| (1, A*) — (1, 9) = 0, Vip € D(A")}. (2.7)

Onasze Bummo na (0,1) € T(A) ako u camo ako ¢ € D(A*)L. TIpema Tome, A je
)

3aTBOPUB ako 1 camo ako je D(A*)L = {0}, 1j. ako u camo axo je D(A*) rycr.

Y Tom cydajy, kako je ['(A) = ['(A), jemmakocr (2.6) naje

T((A)) = (UT(A)" = (UT(A)" = (UT(4)" =1(4"),

1j. (A)* = A*. Hajsan, ako y (2.6) samernnmo A ca A* u mckopuctnmo U = —U~!,
J1061jamo

L(A™) = (UD(A))” = (-U7TA)) T = (U7'T(A)
mTo je, o (2.7), jemmaxo I'(A) = I'(A). dakne, A = A.

(iii) Ako je ¢ € Ker(A*), ouna je (¢, Ap) = (A", p) = 0 3a cBako ¢ € D(A), ma je
¢ € Ran(A)*. O6parno, axo je ¢ € Ran(A)L, onga je (v, Ap) = 0 = (0, p) 3a cBaxo
p € D(A), nano (2.4)-(2.5) Baxu ¢ € D(A*) u A* = 0.

(iv) Heka je A C B. Tana je ©(B) 2 D(A) rycr, na je B* n06po nedunucan. Ako
je 1 € D(B*), onya 3a cBako ¢ € D(A) Baxku

(1, Ap) = (¥, Bp) = (B, @),

na je ¥ € D(A*) u A = B*y. akne, B* C A*. O

2.3 CumMeTpUYHU M CaAMOa/IjyHT'OBaHU OMEePaTOPU

2.3.1 JledwHHUNuje m 0CHOBHA CBOjCTBa

Hedununuja 2.9. I'ycro nedunncan oneparop A je cumerpudan ako je (@, Ap) =
(Ap, 1) 3a cBe v, € D(A), 1j. ako je A C A*. Oneparop je camMoajjyHIoOBaH ako je
A= A~

Jlema 2.10 (|7, Jlema 2.1]). I'ycmo dedpunucan onepamop A je cumempuuar ako u

camo axo je (P, A) € R 3a cee i) € D(A).

Jloxas. Axo je A cumerpuuan, ouga je (¢, Ap) = (A, ) = (¢, A), na je (¢, Ap) €
R. O6parho, Heka je qa(v) = (¥, AY) peasHo 3a cBako ¢ € D(A). Y3umameM nMaru-
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HapHOT' JeJla nAeHTUuTeTa

qa(¥ +ip) = qa(¥) + qa(p) +i((¥, Ap) — (@, AY))

nmobujamo Re(Ap, ) = Re(p, Ay). Bamenom ¢ ca ip mobujamo u Im(Ap,¢) =
Im(p, AY), na je (Ap, ) = (¢, A). O

IMocanemuna 2.11 (|7, locreuna 2.2]). Camoadjyrzosanu onepamopu ¢y MaKcuMaA-

HW.! H@MCLjy npaco CuMempuvHo nNpPpouwupereE.

Jloxas. Ako je A camoajjyHroBan u B cuMeTpUYHO HpolIupeme oneparopa A, omma
o Jlemu 2.8 (iv) Baxxu A C B C B* C A*= A, na je B = A. O

ITpumep 2.12 (oneparop MHOKema, |7, §2.2]). Heka je V: R® — C mepsbuBa dhyHK-

nja n
(My f)(x) =V(2)f(x), D(My)={feL*R")|VfeL*R")} (2.8)

Tana je ©(My ) rycr, M, = My, na je My camoajynrosan ako je V' peasnna dyHKImja.

IIpumep 2.13 (|7, §2.2|). Ha L?(0,27) oneparop Ay = —i% ca pyOHUM YCJIOBAMA
f(0) = f(27) = 0 je cumeTpuyaH, aju HEUje CAMOAJIjyHIOBaH, JIOK j€ UCTH ONEepaTop ca

nepuouaanM yesioBoM f(0) = f(27) camoajyHroBaH.

Pewerve. Hexa je $ = L*(0,27). Ca AC|0, 27| o3HavwaBaMo CKYyII arco/TyTHO HelpeKH,I-
Hux dyHKuja, Tj. Gyukuuja odbsimka f(x) = f(0) + fox h(t)dt, h € L'(0,27), u neka
je

H'Y(0,2m) = {f € AC0,27] | f' € L*(0,27)}.

[Ipenmsamje, mocMaTpaMo orepaTope

Aof =—if, D(Ao) = {f € C'[0,2n] | £(0) = f(2m) = 0},
Af=—if, D(A) = {f € H'(0,2r) | f(0) = f(2m)}.

O6a momena caiapxke C°(0,27), na cy rycru, u Baxu Ag C A. 3a f,g € AC|0,27]

Bazki (pOpMyJIa MapliujasiHe HHTerpalmje

/0 9@ f(x) dz = g(3m) f(2m) — g{O)£(0) — / T @) de, (29)

onakne 3a f,g € H'(0,2m) nobujamo

(g, —if') — (~ig/, f) = —i / @f 7 de = i(F(0)g00) — f@rgEm).  (2.10)
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Adjyneosaru onepamop onepamopa Ay. Heka je g € D(Af) n g = Alg. Tana je

/OW@(—if’(x))dx—/oﬂ%f(x)dx s cre f € D(Ay). (2.11)

Heka je G(z) = [; §(t) dt. Tapa je G € AC|0,2n] u G’ = g. Kaxo je f(0) = f(2m) =0,
o (2.9) je fo%gfdx = — OQWEf’ dz, na (2.11) nocraje

/0 ”(—1M+ G(2)) f'(z)dx = —1/0 ' (9(x) —1G(2)) f'(z)dx =0,

1. g—iG € {f' | f € D(Ay)}*. Akoje f € D(Ay), onna je fo% f'(t)dt = f(2m)—f(0) =
0. O6parno, ako je h € C[0,27]| u 027r h(t)dt = 0, ouma f(x) = [; h(t)dt upnmasza
D(Ap) u f' = h. Jaxue,

{f"1 f €D(Ao)} ={h € C[0,27] | (1,h) = 0}.

Ogaj ckyn je ryct y {1}*: axo je h € {1}* u hy € C|0,27], by — h, onga dynkIHje
hy — %(1, hy) TpUnagajy TOM CKyIy U Texke Ka h — %(1, h) = h. Oryma je {f' | f €
D(Ag)}t = {1} = span{1}, na je g — i G xoucranta, Tj.

Hakne, g € AC[0,27], ¢ =1ig € L*(0,2m) u Alg = g = —i¢/, na je g € H'(0,2n7).
O6partho, ako je g € H'Y(0,2n), o (2.10) ycnos (2.11) Baxku ca § = —ig’, jep je
f(0) = f(2m) = 0. Bakspyuyjemo ma je

Asf=—if, D(A;) = H'(0,27).

Cuerrjanno, Ag C Aj, na je Ay cumerpudan. Mehyrum, 1 € D(Af) \ D(Ay), na A
HUje caMOaIjyHTOBaH.

Uspauynajyo u Ag = Ag*. Us Ay C Aj u Jleme 2.8 (iv) ciemu Af* C Af, na 3a
feDAF) uge D(A)) usz (2.10) mobujamo

0= (g, A5"f) = (A3g, ) = 1(f(0)9(0) — f(2m)g(27)).
3a g(r) = 1 — 5= mobujamo f(0) = 0, a 3a g(x) = 5= modbujamo f(27) = 0. ObparHo,
za f € HY(0,27) ca f(0) = f(2r) = 0 uspas Ha JecHOj CTpaHH HeCTaje 3a CBaKO

g € D(A}). Hakue,

Aof=—if,  D(A)={f € H'(0,2m) | f(0) = f(27) = O}.
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Adjyneosaru onepamop onepamopa A. Kako je Ay C A, no Jlemu 2.8 (iv) Baxu
A* C A na je D(A*) C HY(0,27) u A*g = —ig'. Tlo (2.10), 3a g € D(A*) u cBako
f € ®(A) Baxu

0= (g, Af) — (A"g, ) = i(f(0)g(0) — f(2m)g(2)) =i f(0)(g(0) — g(2)).

Ba f=1€ D(A) omasze ciemu g(0) = g(27), 1j. g € D(A). Obparno, 3a g € D(A)
JlecHa cTpaHa Hecraje 3a cBako f € D(A), na je g € D(A*). Hakne, A* = A, 1j. A je
caMoa/1jyHT'OBaH.

Concmeene spednocmu. CorcTBeHn BeKTOp oreparopa Ag je pememe u # 0 jeaHa-
unnae Agu = zu, z € C, 1j.

—iv(z) = zu(w),

koje 3agoBosbasa u(0) = u(27) = 0. Omure permemne ose jeanauune je u(r) = u(0) e,

na u3 u(0) = 0 cienn u = 0. lakse, Ap HeMa colCTBEHUX BpeaHOCTH. VIcTO Bazku u 3a

Ay: ako je u € HY(0,27) m o' = izu, omya je (u(r)e %)’ = 0 ckopo ceysa, ma je orer
u(x) = u(0) .

3a omeparop A pemiema cy nonoso obsmka u(z) = u(0)e

12 a yenos u(0) = u(2m)

2miz

naje w(0) = u(0)e*™=. Ba u # 0 mopa 6urn e?™* = 1, 1j. z € Z. Jlakje, concrsene

BpeJIHOCTHU oniepaTopa A ¢y n € 7, ca HODMUPAHUM COIICTBEHUM BEKTOPUMA

KOju unHe opToHOpMupany 6asy npocropa L2(0,27) (Bumeru nup. [5]).

Hajzaz, ceaxo z € C je concrsena Bpejnoct oneparopa Aj. jep je € € H(0,2m)

u Aje** = ze", O

2.3.2 EceHnmjajiHa caMOaJIjyHTOBAaHOCT W je3Trpo omeparopa

Hedbununuja 2.14. Cumerpudan oneparop A je eceHIIMjaHO caMOa/IjyHIOBaH aKo je
A camoanjynrosan. [Tormpocrop D C D(B) je jesrpo camoa ijyHroBaHor omeparopa B

ako je Blp = B.

Teopema 2.15 (ocmoBuu kpurepujym, |7, Jlema 2.3 u Ilocreauna 2.8|). Heka je A

cumempunan. Tada:
(i) axo je Ran(A+ z) = Ran(A+7Z) = § 3a nexo z € C, onda je A camoadjynzosar;

(11) A je ecenyujaano camoadjyneosan ako u camo axo cy Ran(A — z) u Ran(A — Zz)

eycmu y $) 3a nexo z € C\ R, nunp. z = 1.

Jlokas. Hajupe npumernno ma 3a w € C Baxu (A+w)* = A*+w, jep je (¢, (Adw)p) =
(v, Ap) + (W, @) 3a cee € D(A).
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(i) Heka je ¢ € D(A*) u A* = v. Kako je Ran(A + %) = 9, nocroju ¥ € D(A)
TaxBo ja je (A + Z)0 = ¢ + Z. Caga 3a cBaxo ¢ € D(A), kopucrelin cuMETPIIHOCT

orrepatopa A, mobujamo

(W, (A+ 2)p) = (¥, Ap) + 2(1h, ¢) = (¥ + Zh, p) = (A +2)Y, )
= (A9, ¢) + 2(0, ) = (¥, (A+ 2)p).

Hakne, p—19 € Ran(A+2)t = {0}, na je ) = 9 € D(A). lpema tome, D(A*) C D(A),
a kako je A C A%, ciem A = A*.
(ii) Heka je z = x + 1y, y # 0. Ba b € D(A) Baxku

I(A = 2)9]|* = (A = 2)v — iy |* = I(A = 2)¢I* + y* ¥ — 2Re(iy((A — 2)v,9))
= (A= 2)0lI” + [l 1I* > 20l (2.12)

jep je ((A — x)Y,¢) € R mo Jlemn 2.10. Crermjanso, Ker(A — z) = {0}.

Omneparop A je cumerpuduasn, na je D(A*) O D(A) rycr. [lo Jlemun 2.8 (ii), A je
satopuB, A = A u (A)* = A*. Us A C A* u Jleme 2.8 (iv) ciem A = A C A* =
(A)*, 1j. A je cumerpuyan, ma onena (2.12) Baxku u 3a A.

[Tokazkumo n1a je

Ran(A — z) = Ran(A — 2). (2.13)

Axo je ¢ € D(A), nocroju w3 ¢, € D(A) Takas ga ¥, — ¢ u Ay, — A, ma
(A = 2)Y, — (A — 2)3. Obparro, Hexka (A — 2)i, — 1 3a Hekn 13 Yy, € D(A).
Uz (2.12) je ||Ux — Ymll < |yl (A = 2)(tbx — ¥m)]l, ma je (¢¥r) Kommjes (Cauchy)
HU3 U Uy — ¢ 3a HeKO ¥ € §). Tama Ay = (A — 2), + 29 — n + 2, na je
(¥, + 2) € T(A) =T(A), 1j. ¥ € D(A) n (A= 2)¢p = .

Axko cy Ran(A — 2) u Ran(A — Z) rycru, u3 (2.13), npumersere Ha z U Z, CJIeIH
Ran(A — 2) = Ran(A — z) = $. Tlo zeny (i), IpuMemeHOM Ha CHMETPHYaH OIepaTop
A u Ha —2, oneparop A je caMoajyHrOBaH.

O6patho, Heka je A camoamjynrosan. Tama je A* = (A)* = A, ma uz (2.12) 3a A
ciaeqn Ker(A* —Z) = Ker(A* — z) = {0}. Kaxo je (A —2)* = A* — Z, mo Jlemu 2.8 (iii)

je
Ran(A — z)* = Ker(4* — z) = {0}, Ran(A — 2)* = Ker(A* — z) = {0},
1j. Ran(A — z) u Ran(A — 2) cy ryctu y . O

2.3.3 3Hauyaj caM0a/jyHI'OBAHOCTH Yy KBAHTHO] MeXaHUIIN

Teopema 2.16 (Xemunrep—Temmur (Hellinger—Toeplitz), |7, Teopema 2.10]). Cume-

mpuwar onepamop Jehurucar Ha UYEAOM §) Je 02PAHUYEN.
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[Ipema Tome, oricepBabJie Kao MITO je eHepruja, Koje HUCy orpaHuveHe, Mopajy Ou-
T jedunucane Ha npasoMm nojckyiy §. Camoasjynrosanoct obe3behyje ma criekrap
Oyne peanan (Teopema 3.9) u ja onepaTop rerepuiiie YHUTAPHY BPEMEHCKY €BOJIYIIH]Y

(omespak 3.7).

2.4 KsBagparHe dpopme

Hedunummja 2.17. Ksagparna dopma oneparopa A je qa(v) = (¢, Ap), € D(A).
Omeparop je HeneratuBan, A > 0, ako je ga(1) > 0 3a cBe ¢ € D(A).

Teopema 2.18 (|7, Teopema 2.14]). Csakoj 3ameoperoj noiyoepanuieroj k6a0pammoj

popmu q odeosapa jedurcmeen camoadjyrzosan onepamop A maxas da je ¢ = qu.

Teopema 2.19 (®pugpuxcoso (Friedrichs) mpommperse, |7, Teopema 2.13]). Csaxu
NOAYOLPAHUMEH, CUMEMPUMAH ONEPATNOD UMA CAMOAITYH206AHO NPOULUPEIE €A UCTOM

Q0HOM 2PAHUUOM.

2.5 ®@DypujeoBa TpaHcdopMaIja

2.5.1 ®ypujeoBa Tpancdopmarmja Ha S(R")
Hedbunuunmja 2.20. 3a f € S(R") Oypujeosa Tpancdopmaruja je

(FHp) =Ffp) = W /Rn e P f () d. (2.14)

2.5.2 IIpeBobheme maprujajsHIX M3BOJAa y OoepaTope MHOXKEIha

Jlema 2.21 (|7, Jlema 7.1|). 3a f € S(R") u ceaxu myamu-underc o 6asrcu
@ N@) = () f0), @) (p) =1"0"f(p). (2.15)
Hoceno je (=Af)(p) = p|*f (p)-

2.5.3 MHNusep3na PypujeoBa TpaHcdopMamnmja

Jlema 2.22 (|7, Jlema 7.3|). 3a Rez > 0 saorcu ]-"(elex‘Qﬂ)(p) = z /2 e IplP/(22),

Teopema 2.23 (|7, Teopema 7.4|). @ypujeosa mpanchopmayuja je Oujeryuja
F: S(R™) — S(R™), a unseps je

Flo)w) = i) = v | oo (2.16)
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Jlokas. 3a g € SR") C LYR™) sawxu |g(p)| < (27)7™2?||g|l;. Unrerpa-
IMjOM 1O JejoBuMa ¥ JudepeHnupameM 0] 3HAKOM HHTerpaja  Jjiobujamo
PP f = (—i)'o“*‘ﬁ'(@"‘(xﬁf))/\ (Jlema 2.21), a xako je 0%(z°f) € S(R"), dbyuk-
mja p*d° f je orpammuena. Taxie, F(S(R™)) C S(R™).

Heka je f € S(R") u ¢.(p) = e~elP?/2 2 > 0. Tlo Teopemu o gOMUHAHTHO] KOHBED-
resmuiu (jep ¢ — 1 u |¢.f| < |f| € LY(R™)) nmano

1 o 1 e 7
(2m)n/2 /Rn e f(p) dp = lli% W /Rn o-(p) e f(p)dp

L[ e s ayap

()V(@) =

= lim

e—0 (27‘{‘)”

[TomunTerpanna dgpynkiuja je uaTerpabuana xa R?*™, na no OybuHmujeBoj TeopeMu 1

Jlemn 2.22 (ca z = €) gobujamo
(7)) = lim s [ (0w =) )y

1 1 ;
i —Jy—a|/(2e)
lim )T /R e f(y)dy

[ e V) du = fa),

= o

rJIe CMO YBEJIM CMEHY Y = & + /€ U U TIOHOBO MCKOPUCTHUIIN JIOMUHAHTHY KOHBEPTEHITH]Y
(ep je If1 < [ flloo) 1 fypu €™ /2du = (21)"/. Naxne, F'Ff = f sa f € S(R).
Heka je (Rf)(z) = f(—x). U3 nedunnnpmja cneqn F 1 = RF = FR, na F ! taxobe
npecsmkasa S(R™) y S(R™). Us F'F = RFF =1 u R?> =1 cieqn FF = R, na je
FF'=FFR= R?=1. llpema tome, F: S(R") — S(R") je Gujexnuja ca MHBEP30M
FL O

2.5.4 TIlnanmepeJsioBa TeopeMa u npommpemne Ha L*(R")

Teopema 2.24 (ITnanmepen (Plancherel), [7, Teopema 7.5]). @ypujeosa mparcgdopma-
wuja ce npowupyje do ynumapnoz onepamopa F: L2(R™) — L2(R™), mj. ||f|| = || /|| 3a
cee f € L*(R").

Jloxas. Hexa je f € S(R™). Kaxo je f(p) = (2m)~/2 [o, € f(z)dz u f, f € S(R") C
LY(R™), no ®y6unujesoj Teopemu u Teopemu 2.23 jgo6ujamo

~

A - 1 e
Fo) fw)dp = | T s | o) dpde
/ﬁ ) = [P

IF1? =

Heka je cama f € L*(R"). Kako je S(R") rycr y L*(R"), nocroju nuz f;, € S(R")
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takas ga frp — f. U3 ||fk — fm|| = ||fx — fmll cremm ma je (fk) Komujes nus, ma
nebunumemo Ff = f = limy_,o fr. OBa rpanuna He 3aBucu o u300pa HU3a: AKO
g — [, gr € S(R™), ouma ||fx — dll = ||fx — gxl| = 0. Tako medunucan omeparop

F je nmHeapaH, nokiama ce ca (2.14) ma S(R™), a 3601 HEIPEKUTHOCTH HOPME BarKn
11 = Mmoo || fill = Himpeoo|[ fill = [1f1]-

Ocraje 1a nokaxemo na je F cypjektusan. Cxyn Ran(F) je saropen: ako fr — g,
ouna je (fy) Kommujes vus, f — f, u g = f. Ca npyre crpane, o Teopemu 2.23 je
Ran(F) 2 F(S(R")) = S(R"), mro je rycr ckyn. daxse, Ran(F) = L*(R"), na je F

YHHUTapaH. O

Hanomena 2.25 (oneparop ummysica). Cama moxkemo gospiutu [Ipumep 2.2. Tlo Jle-
vu 2.21 je (—10;¢)"(p) = p;©(p) 3a ¢ € S(R™), ma ce oneparop umiryica p; reduHnIIe
kao F ' M, F, rae je M, muoxeme koopmunaroM p; (IIpumep 2.12). Heka je ¥ dynx-
nuja u3 pemersa [Ipuvepa 2.2 u ¢ = F 1. TTo Teopemnu 2.24 je ||| = || ¥ < oo, mok
je

Ipsell® = / D2 () dp = ||| =

akie, au p; nuje nedbunncan va negom L?(R™).

2.5.5 Omnwmc npocropa CobosbeBa npeko PypujeoBe Tpamcdop-
Mammuje

Hedbununuja 2.26. 3a s > 0 gedunumnemo
HOR") = {f € L*(R") | (1+ |p|*)**f € L*(R™)}, (2.17)

ca CcKaJlapHUM TIPOu3BojaoM (f, g) fRn (1+ [p*)sd

Tsphewe 2.27 (|7, §7.2|, [1]). 3a s = m € Ny osa depurnuyuja ce noxaana ca dedu-

HUYUJOM NPEKO caabux uzeoda u3 odenmka 1.4, u 3a |a| < m easrcu 0“f = ((ip)af)v.
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I'taBa 3

CrekTpaJia Teopuja HeOrpaHUYEHUX

oneparopa

Y 0BOj IJIaBH HU3JIAXKEMO CIIeKTpasiny Tteopujy (Bmaern |7, §2.4, §3.1-8§3.3 u
§5.1]) npunaroheny ciobomuom ITIpeuHrepoBOM ONEpPATOPY, YIJIABHOM JINPEKTHUM
dyHKIIMOHATHO-AaHATUTHIKIM MeToamMa. OTINTY CIIeKTPaHy TeoOpeMy HAaBOJINMO 0Oe3
sokaza (omemak 3.6), a 3a ciobonuu lllpeaunrepos omepaTop cBu 06jeKTH KOje OHa

YBO/IM pavuyHajy ce eKCIIUIUTHO.

3.1 Pe30JBEeHTHHU CKYII U pe30JIBEHTa

Hedbunaunuja 3.1. Heka je A rycro nedwmnmcaH 3aTBOopeH omeparTop. Pe3osBeHTHH

CKYTI je
p(A) ={2€C|A—-2:D(A) — 9 je oujexrmja u (A — 2)~" je orpammaen}. (3.1)

PesosBenta je npeciukasame Ra(z) = (A — 2)71 2 € p(A).

Hanomena 3.2. 360r Teopeme o 3aTBOpeHOM I'pady, 3a 3aTrBoper A 1oBospHO je 1a A—2

Oye OujexImja.

Jlema 3.3 (upsa pesomsentia dbopmyia, |7, (2.84)]). 3a z,w € p(A) sasicu
Ra(z) — Ra(w) = (2 = w) Ra(2) Ra(w) = (z — w) Ra(w) Ra(2). (3.2)
Jowas. Kaxo je (A—w) — (A—z) = z — w na D(A), paxu
Ra(2) = Ra(w) = Ra(2)((A = w) = (A = 2)) Ra(w) = (2 — w) Ra(2) Ra(w).

JIpyra jeHaKoCT cjejin 3aMEHOM YJIoTa 2 U w. ]
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Teopema 3.4 (|7, Teopema 2.16|). Ckyn p(A) je omsopen, npecaukasare Ra: p(A) —
L(9) je zoromopdro u sasrcu ||Ra(z)| > dist(z,0(A))!, 2de je o(A) = C\ p(A)
cnexmap onepamopa A (Aeunuyuja 3.5) u dist(z,0(A)) = inf{|z —w| | w € c(A)}

pacmojarve mavke z 00 cxyna o(A).

Jokas. Hexka je 29 € p(A) u |z — 29| < ||[Ra(20)]|7*. Tana pen

Ree =) (2= 20)/ Ra(z) "

j=0

(Hojmanos pen, C. Neumann) amcosyrHo komseprupa y L($), jep je |[[(z —
20) Ra(z0)7 ™| < |Ra(=0)|l(1z = 20l | Ra(z0)ll)’- Hexa ¢y Ry = Y27_(z — 20) Ra(z0)' "
napuujaiane cyme. Kaxo je (A — z9)Ra(20)’ ™ = Ra(20)’, Bazkn

k
(A—20)Ry = Z(z — 20V Ra(20)? = T+ (2 — 20) Rp_1.

j=0

Heka je ¢ € 9, o = R 1 o = R . Taga
Apr, = (A — 20)Rit) + 2001 = ¢ + (2 — 20) i1 + 200k — ¥ + 2.

Kaxko (¢g, Apr) = (o, + zp) u A je 3arBopen, ciemn ¢ € D(A) u Ap = ¢ + zp, 1j.
(A= 2)Rootp = 1. Crimuno, 3a ¢ € D(A) uz Ra(z0) (A — 20)¢ = Ra(20)7¢ nobujamo

Ri(A—2) = Ri(A— 20)Y — (2 — 20) Riptp = ¢ + (2 — 20) (Re—1 — Ri)yp — 4,

na je Roo(A — 2)1p = 1. Hakie, A — z je Gujeknuja ca OrpaHHYeHIM HHBEP3OM R, Tj.
z€p(A)n

o0

Ra(2) =) (= 20V Ra(20)""", |2 = 20| < |Ra(z0)]| "

J=0

I

[Ipema Tome, oTBOpeHH JHCK moynpednnka || Ra(zo)|| ™" oko zy canpxan je y p(A),

na je p(A) orBopeH, a R4 ce oko cBake Tauke zg € p(A) pa3Buja y alcoyTHO KOHBED-
PeHTaH crerneHu pel, Tj. xosomopduo je. Hajsay, kako Taj auck e cede o(A), Baxkn

dist(z0,0(A)) > ||Ra(20)| ™}, mro je Tpaxkena onena. O

3.2 CrekTap omepaTopa

Hedununuja 3.5. Cuekrap oneparopa A je 0(A) = C\p(A). Ako je Ker(A—=z) # {0},

z je concrBena Bpeanoct, a ¢ € Ker(A — z) \ {0} concrBenn BekTOp.

IMocaenuua 3.6. Cnexmap je sameopen nodcxkyn 00 C.
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Jloxas. Ckyn o(A) = C\ p(A) je komizement orBoperor ckymna (Teopema 3.4). O

3.3 Kuaacudukamuja crieKkTpa

Hedununuja 3.7 (|6, §7.2]). 3a 3arBopen oneparop A gedunumemo:
e raukacru cuekrap 0,(A) = {z € C| A — z nuje unjekrusan};

e nenpekuann crekrap o.(A): A— 2z je unjektusan, Ran(A— z) je rycr, a (A—2)~!

HUje OTpaHIYEH;
e pesmyasnnu crekrap o.(A): A — z je unjekruBan, a Ran(A — z) Huje rycr.

Tana je 0(A) = 0,(A) Uo.(A) Uo,.(A), nucjyukrua yuuja.

ITpumep 3.8. Tauxacmu cnexkmap. CamoaajyHroBaHu omeparop A = —i% ca Tepuo-
mmanuM yeiaosom u3 [Ipumepa 2.13 je 3arBopen (Jlema 2.8 (i)), a cBaku 1eo 6poj n je
F>ErOBa COIICTBEHA BPEJIHOCT Ca CONCTBEHUM BeKTopoM €. Ilakie, Z C o,(A).
Henpexudnu cnexmap. Heka je M, onepatop muoxema ca x na L?(R) (ITpumep 2.12
ca V(z) = x). On je camoasnjyurosas, na u 3arsopet. Heka je A € R. Ako je (z —
A) f(z) = 0 ckopo cByza, ouza je f = 0 ckopo cByna, na je M, — A unjekrusa. [lo
Jlemn 2.8 (iii) je Ran(M, — )t = Ker(M, — \) = {0}, na je Ran(M, — \) rycr. Hajzan,

3a fr, = VE Xpoari/k Baxn | fi]| =1 u

k
10— VAP =k [ 2ds= L Lo
T k o 3]{32 )

na (M, — \)~! nuje orpanuuen. [akne, A € o.(M,), tj. R C 0.(M,).
Pesudyanrru cnexmap. [locmaTrpajmo 3aTBOpEHE Ay omeparopa Ag u3 [Ipumepa 2.13.
3a cBaxo z € C oneparop Ay — 2 je uHjeKTHBAH, jep Ay HEMa COICTBEHHX BPEIHOCTH.

C apyre crpane, o Jlemu 2.8 (i) u (iii) je
RaH(A_o - z)i — Ker((A_O)* — 2) — Ker(AS _ E) 3 el £0,

na Ran(Ay — z) mmje ryer. Jaxme, o0,.(Ag) = C.

3.4 CpnekTap caM0aJijyHTOBaHHUX OlepaTropa

Teopema 3.9 (|7, Teopema 2.19 u Jlema 2.21|). Heka je A camoadjyreosan. Tada:
(i) o(A) CR u||Ra(2)] < [Im2|~" 502 € C\R;
(ii) o,(A) = 0;
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(iii) concmeenu 6eKMOPU 3G PassuMUME CONCMEEHE BPETHOCTIU CY OPTMO2OHANNU;
(iv) A >0 axo u camo axo je o(A) C [0,00).

Jloxas. Onepatop A = A* je saropen mo Jlemmu 2.8 (i), ma je A = A.

(i) Heka je z € C\R. Ilo omenn (2.12) oneparop A—z je unjexrusan u || (A—z)y|| >
|Im 2| [|¢]| 3a ¢ € ©(A). [To (2.13) je Ran(A — 2) 3arBopen, a mo Jlemn 2.8 (iii) je
Ran(A—z)* = Ker(A—2) = {0}. Makse, Ran(A—z) = 9, z € p(A) u,3a p = (A—2),
[Ra(z)ell = [l < [Tm 2|~ ]|

(ii) Heka je z € 0(A) u A — z unjekrusan. [lo (i) je z € R, na no Jlemn 2.8 (iii)
BaKN

Ran(A — 2)* = Ker(A* — 2) = Ker(A4 — 2) = {0},
1j. Ran(A — 2) je rycr. Jaxmne, z ¢ 0,.(A), 1j. 0,.(A) = 0.
(ili) Heka je Av; = Ny, ¢; #0, j = 1,2. Tana je

Ml[enl? = (11, Avy) = (Apy, ¢1) = Ml

na je A7 € R, u camuano Ay € R. Oryna

(AL = X) (W1, 1h2) = (Anh1, o) — (b1, Athy) = 0,

ma 3a A\; # Ay Baxku (1, 19) = 0.
(iv) Heka je A>0u A > 0. Ba 1) € D(A) Baxnu

1A+ N9l = A + 22, Ap) + X[ [|* > X¥|||*.

Kao y mokasy (2.13), omasue cienn ja je A + A unjektuBan u ja je Ran(A + )
satBopen, a Ran(A4 + \)* = Ker(A + \) = {0}. Takne, —\ € p(A), na y3 (i) gobujamo
o(A) C0,00).
O6parno, neka je 0(A) C [0,00). Tama je —\ € p(A) 3a cBako A > 0. Heka je
el =1 m
)= (e, (A+N)7"g),  A>0.
Bay=(A+N)"Tpje f(N) = ((A+ N, v) € R. Tlo npBoj pesosnseHTHOj POpMyIH 1

nenpekugHocTr pesossente (Teopema 3.4) Baxku
) ==ll(A+X)"el* < =F(V)*,

e emo uckopueruan (o, (A+X)"2p) = ((A+ )¢, (A+ X)) = [|¢||? (cumerpranocT
oneparopa A) n Komu-Isapuosy nejeanaxocr |f(A)| < ||(A + X)~Ly||. Crenujamo,
f je omamajyha. IlpernocraBumo na je f(Ag) < 0 3a Heko Ag > 0. Tazma je f(A) < 0 3a
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A > \g, a HHTErpanujoM HejeJHAKOCTH (1/f)/ =—f"/f*> 101 X\ 0 A no6ujamo

f(Xo)
A < .
TV = T 00— )
Opasne f(\) — —ookaga A — A\g— f(Ag) !, mrro je KoHTpauKIHuja ca HempeKu oy
dbyukmmje f wa (0,00). Hakie, f(A) > 0 3a ceako A > 0 u cBako ¢. 3a ¢ € D(A) n
o = (A + N oo maje ((A+ N, ¥) = (¥, AY) + M|¢||* > 0, ma mymramem A — 0
nobujamo (¥, Ap) >0, 1j. A > 0. O

JIema 3.10 (Bejnos (Weyl) kpurepujym, [7, Jema 2.17]). Axo nocmoju nus by, €
D(A), ||Ye]l = 1, makas da [[(A— N)g|]| — 0, onda je A € o(A). 3a camoadjyreosan A

u A € R saorcu u obpam.

Hoxas. Axo 6u 6uno A € p(A), mmamm 6ucmo 1 = |[¢i]| = [[Ra(A)(A — Nyl <
|RAN) ] [[(A = XN)g]| — 0, mrro je Hemoryhe. O6patHo, Heka je A camMoa/[jyHIOBaH U
A€ o(A). Tanaje A € Ru z, = A+ i/k € p(A), a mo Teopemu 3.4 je |[Ra(z)| >
dist(z, o(A))™" > k. Usabepumo @i # 0 raxo xa je [[Ra(zi)erl| > £kl u crapumo
Ui = Ra(zi) /|| Ralze)enl- Tana je [[¢k] =1 n

lr + (26 — M) Ralzi) el _ 2

1
<-+-—=0.
| Ra(2k) okl ko k

(A = X)ell =

3.5 OmnepaTopu MHOXK€Ha 1 HUXOB CIIEKTap

ITocmaTpamo omepaTop muoxkemwa My u3 Ilpumepa 2.12.

Teopema 3.11 (|7, §2.4]). Hexa je V:R"™ — R wmepnusa dynrxyuja. Tada je My

camoadjyrzo6ar u
o(My)={NeR | [{z:|V(x) = Al <e}| >0 3a céaro ¢ > 0} (3.3)

(ecernyuganru pane gynxyuge V). Bpoj A je concmeena epednocm onepamopa My axo u
camo axo ckyn VE{A}) uma nosumusny Jlebezosy mepy. 3a X € p(My) pesoarsenma

je mmoocere ca (V(z) — \)~L

Hanomena 3.12. Axo cy A u B ynurapuo exsusajientnu, B = UAU !, oupa je 0(A) =
o(B), 0,(A) = 0,(B) u ©(B) = UD(A). Oso hemo kopucruru y runasu 4 ca U = F.
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3.6 CrekTpaJjHa TeopeMa 1 CIEeKTPaJJHN TUIIOBU

CrekTpaJiny Teopemy HaBojuMo 6e3 jokasza. 3a caoboauu [Ilpeaunrepos omneparop
CBU O0jeKTU KOje OHa YBOJM MOI'Y Ce€ eKCIUIMIIUTHO U3PAYyHATH, jep je OH yHUTAPHO

€KBUBaJIECHTAaH OIIEPpATOPY MHO2KECIba.

Hedununuja 3.13. [Ipojekropcka mepa Ha R je npecimkasame € — P()) Koje cBa-
koM Bopesosom ckymy € C R noespyje oproronanau mpojektop P(€2) y §, Tako na je
PR)=1mu P(Uj Q) = >_; P(€))1 3a ceakn nus qucjynkraux Bopenosux ckynosa
Q; ucBako ¢ € 9. 3a Y € 9 je uy() = (¢, P(Q)Y) xomauna Bopesosa mepa, ca
olR) = 6],

Teopema 3.14 (cmekrpasnna Teopema, |7, Teopeme 3.1, 3.6 u 3.7|). Ceaxom camoa-

djyrezosarom onepamopy A odzosapa jedurcmeena npojexmopcra mepa Py maxea da je
A= [L XdPs(N), mj.

o) ={ves| /RAZde(A)<OO}, W:A@:/R)\dﬂw(/\)a b € D(A),

ede je p1p(2) = (1, P4(2)1) cuexrpasma mepa eexmopa 1. 3a ceaky Loperosy dynx-
yugy f: R — C depunucan je onepamop f(A) = [ f(X) dPa(N) ca

() = {wen | [IrPdue <oc}. 1AW = [1F0Fd ).

Aro je f oeparunena, onda je f(A) € L(H) u [|f(A)] < [|flloe. Hocebno je

. ra2)e) = [ e ),

R A—2

uo(A)={XeR| Ps(A—¢e,\+¢)) # 0 3a cearo € > 0}.

Cuenujaino, 3a f(A) = e no6ujamo yrurapre onepatope e 4 = [ e7 dP4(N),

t € R. Ako je B=UAU! 3a yuurapan U, onya 360r jequncrsenoctu paxu Pg()) =

UPA(QU ' u f(B) = Uf(A)U.

IIpumep 3.15. Heka je V: R®™ — R mepsbuBa. [IpojekTopcka mepa omneparopa My
je Py, () = MXV_I(Q), Tj. MHOXKEH¢ KapakTepucTuunoMm (yHKimjoM ckyna V().
Bancra, Tako jedunncano P je mpojeKTopcka Mepa (0-aJIMTUBHOCT CJIEN U3 TeopeMe

O JIOMIHAHTHO] KOHBEPTEHIIN]N), & 3 by je
o) = [ o F@ [ rdns) = [ V@ls@Pds = . 00v0),

na 1o jeguncreenoctu P = Py, . damwe je f(My) = Moy; mocebno je e ™MV vmoxerse

ca e—itV(m) ]
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Hedbunumnuja 3.16. Cpaka konauna Bopesosa mepa p Ha R Ha jeMHCTBEH HAYUUH ce
pasilazke Kao (b = [lge + [hse + [pp, TAE€ J€ [lge AICOIYTHO HEIIpEeKUIHa y ofHocy Ha Jle-
OEroBy MeDpY, [isc CHHI'YIADHO HEIPEKHUIHA, & [i,, YACTO TAUKACTA. 3a CaMOaJjyHIOBaH

A nedunuiemo

Hae = {1 € H | py je amncosyTHO HepexuIHAY,
Dse = {¢ €N | [y J€ CHHTYJIADHO HenpeKI/mHa},

Npp = {pen| [y j€ IUCTO TAYKACTA }.

Teopema 3.17 (|7, Jlema 3.18|). Baowcu $ = Haec B Hse D Hyp, @ 06U nOmMnNpocmopu
pedyxyjy A.

AHCOJIyTHO HEIIpEKnaH, CUHI'YJIapHO HEIIPEKH/aH 1 YUCTO TaYKaCTU CIIEKTap OIle-

patopa A cy

Tac(A) = 0(Als,.), 0se(A) = 0(A

H2e)> opp(A) = U(A‘-ﬁpp)-

CraB/baMo joitt H. = Hae D HNse, a ca P,. u P, 03HagaBaMO OPTOrOHAJIHE IIPOjEKTOpE HA
f)ac nu ‘S:')C'

Hanomena 3.18. 3a oneparop mHO)Kewma My, o Ilpumepy 3.15, BekTop 1) npunajia ..
aKo I caMo aKo je mMepa Q — [l (Q)]w|2dx arcoyTHO Hempeknaaa. CIermjasto, ako
|[V=H(N)| = 0 3a cBaku ckyn N C R JleGerose mepe Hyia, ouja je $,. = L*(R"), na je
o(My) = 04c(My) 1 05e(My) = 0,(My) = 0.

3.7 Jemnomapamerapcke yHuTapHe rpyne u CtoyHoBa

TeopemMa

Jako HerpekuHe jeinonapaMeTapcke yHuTapHe IpyIe u IbUXOB TeHePaTop YBEICHI

cy v Hledunumuju 2.1.

Teopema 3.19 (CroyH, |7, Teopeme 5.1 u 5.3]). Camoadjyreosaru onepamopu 0deosa-
Pajy MavHo jaxKo HENPEeKuUOHUM JeOHONAPAMEMAPCKUM YHUMAPHUM 2pynama: ako je A

camoadjyrzosan, onda U(t) = e 4 jecme maxea 2pyna ca 2enepamopom A, u o6prymo,

2eHEPAMOp ceaKe Mmakse 2pyne je camoadjyH208aH.

—itV(z

ITpumep 3.20. 3a peanno V je e ™MV oneparop mmoxema ca e ). Jaka Herpe-

KIJTHOCT CJIEJIN U3 TeopeMe O JOMUHAHTHO] KOHBEPTEHIIN]N.

Hanomena 3.21. 3a onmru camoajynrosan omneparop A rpyna e 4 nebunucana je
ClieKTpaJsiHOM TeopeMoM (ojie/bak 3.6). 3a olleparope YHUTAPHO €KBUBAJIEHTHE ONEpa-

TOpPY MHOXKe€Iba, IITO je cirydaj oji unrepeca 3a Hy, ona ce ceogu na IIpumep 3.20.
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I'maBa 4

Ciobomnu Illpeaunrepon omeparop

V 0BOj IJIaBU NpUMeRbyjeMo MeTojle 13 Tiasa 2 u 3 Ha onepatop Hy = —A 'y L*(R"),

nparehn |7, §7.3-§7.4]. Kopucrumo jenuuure y kojuma je h = 1 u mMaca decture m = %

4.1 Hedunuiuja m camMoaajyHIOBAHOCT oIepaTopa
Hy=-A
Hedbununuja 4.1. Cinoboauu pesunrepos omeparop je
Hyp = —Av¢,  D(Hy) = H*(R"), (4.1)

rJie Ce U3BOJIM CXBATajy y CJabOM CMUCIY.

Teopema 4.2 (|7, Teopema 7.17|). Onepamop Hy je ynumapno exsusanenman (epu-

nuyuja 2.4) onepamopy mmodicera ca |pl?:
FHoF ™' =My, D(Myp) = {p € L*(R") | [p]*p € L*(R")}. (4.2)

Ioceono, Hy je camoadjynzosan.

Joxas. Hexa je 1) € LA(R"). Kako je ) € L2(R"), ycios (1+ |p|?)¢ € L2(R™) expusa-
JIEHTAH je YCJIOBY |p|27ﬁ € L*(R"), na je no nedpununuju us ogesbka 2.5.5 ¢ € H?(R")
ako u caMo axko Fip € D(M,z), 1j. FO(H) = D(M),z). 3a ¢ € H*(R"), no Tephemy
u3 one/bKa 2.5.5, Baxu 071) = ((ipj)2zﬁ)v, ma je

FHyp == (ip;)* = |p|*d = MpppF.
j=1
Haxne, FHoF™' = Myp. @ynkmuja |p|* je peanna, ma je M} camoanjys-
ropan (Ilpumep 2.12). Hajsam, axko je U yuwmrapan u B = UAU™!, omnna
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us (Y, Bp) = (U ', AU ') u pedununumje aajyHrosaHor omnepaTtopa Cjeu
B* = UA*U!. IIpumenom na Hy = ]-*1M|p‘2]: nobujamo Hj = ]-LlM*P}_ =Hy,. O

lp

4.2 Ksagpatna ¢popma u jesrpo C'°(R")

Tephemwe 4.3 (|7, (7.37)]). Keadpamna gopma onepamopa Hy je
(@) = 3 [ 10 @P o= VoI, v e IR (4.3)
j=1 /%"

IHocebro, Hy > 0.

Jlema 4.4 (|7, Jlema 7.19]). Cxynosu S(R™) u C°(R™) cy jesepa onepamopa Hy, my.

—A na CX(R™) je ecenyujarno camoadjynzosan.

Hoxas. Oneparop H, je camoaijynrosan, ma M 3aTBOpeH, U Baxu Hy|cemny C

m C Hy. JosomHo je, nakie, nokazaru Hy C W(R”) u Holswny € Hol|csomn)-

Heka je ¢ € D(Hy) = H*R"). Taza je (1 + [p2)iy € L*(R"), na nocroju Hus
or € S(R") takas 1a ¢ — (14 [p2)i y L2(R™). Oyukuuja (1 + [p|?)~! je rarxa u
CBU IbeHHM M3BOAM cy orpanmuent, na je ¢r(1 + [p|?)™' € S(R™) n, mo Teopemn 2.23,

Ve = F (14 [p|*)™") € S(R™). o Ilnanmepenosoj Teopemu n Teopenu 4.2 je

—(1 2\eb .
o= ol = [ A5G < o = 0+ il =0
2( gy — (1 4+ |p|2)ah .
I How — Howl = |2 ! W’p‘ Pl < o — 1+ o)l — 0.

Hakne, (1, Hyp) € I'(Ho|swny), Tj. Ho € Holsmwn)-
Heka je cama ¢ € C2°(R") taksa na je p(z) =1 3a |z| < 1, n ¢r(z) = o(x/k)(z)
3a ¢ € S(R"). Tama je ¢ € CX(R™) u || < ||¢llo|®], ma ¥, — 1 1o Teopemu o

JIOMUHaHTHOj KOHBepreHiuju. /lambe je

Adi(r) = (k) AY(@) + 7 (V) /) - Vib(a) + 5 (Ag)a/B) ().

[IpBu cabupak Texku Ka At 10 TEOpeMU O JJOMUHAHTHO] KOHBEPIeHIUjU, 8 HOPME JIPY-
ror u rpelier cabupka cy orpanutene ca < (||Vy| + ||¢[]) — 0. daxue, Hothy, — Hotb,
1j. Holsmny € Ho|csemn)-

IIpema Tome, Ho|coomny = Holsmny = Ho, ma cy S(R™) u C2°(R™) jesrpa oneparopa
Hy. O

26



4.3 Cnekrap ciaobomnor Illpenunreposor oneparopa

Teopema 4.5 (|7, Teopema 7.17|). Baoicu
0(Ho) = 0ac(Ho) = [0, 00), 0se(Ho) = 0pp(Ho) = 0. (4.4)

okas. Tlo Teopemu 4.2 je Hy = F ' M2 F. Ilo Teopemu 3.11, o(Hy) = (M) je
ecennjanu panr dbynkimje p — |p|2. 3a A > 0une > 0 ckyn {p: ||p|> = \| < €} je
Helpa3aH OTBOPEH CKYII, [1a UMa MO3WTUBHY Mepy, a 3a A < 0 u € < |\| taj ckym je
npazan. lakie, o(Hy) = [0,00).

[To [Ipumepy 3.15 u yHUTapHO] €KBUBAJEHIINjU, CIHEKTPAJIHA Mepa BEKTOpa 1) €

L*(R™) y oanocy na Hy je

— 7, 2
w@=[ W)l

Axko je N C R ckyn JleberoBe mepe Hysa, OHJia IIpea30M Ha IOJapHE KOODPINHATE

J0bujamMo

Sn—l
{p: p> € N} = 5" S i =

{r>0:r2eN} 2 NN(0,00)

ma je fy(N) = 0. Ilpema TOME, 1 j€ AICOTYTHO HENPEKHUIHA 38 CBAKO 1, Tj. g =
LAR™) u Hs. = H,p = {0}. Onarne je o4.(Hoy) = o(Hp) = [0,00) n 0s.(Ho) = 0,,(Hp) =
(. Tlocebno, 3a A > 0 ckyn {p : |[p|> = A} uma mepy nyna, na Hy HeMa COICTBEHUX

BPETHOCTH. ]

Hanomena 4.6. Tephemwe o(Hy) = [0,00) MOxKe ce joKazaTH U JUPEKTHO BejioBum
kpurepujymon (Jlema 3.10), momohy Husa TamacHux naxeta (1) = k=" 2p(z/k) e,

|po|? = \. @usnukn, cobojHa YecTHIa HeMa Be3aHUX CTamba.

4.4 BpeMmeHcKa eBoJyllja U YHUTAPHA I'PyIIa e itHo

Pemewe Illpenunrepose jeanaqune i0;1p) = How, ¥(0) = g € D(Hy), je ¥(t) =
e tHog) Tre je, mo Ipumepy 3.20,

e-itHo _ =1 o=itlp]? 7 (4.5)

Tephemwe 4.7 (|7, Teopema 5.1]). e o je jaro menpexudna jednonapamemapcra yru-

mapna epyna ca 2enepamopom Hy, u(t) je jeduncmeeno pewerve nowemmoz npobaema.
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4.5 InaTterpajina penpeseHTalldja pediemnha

Teopema 4.8 (|7, (7.41)]). 3at # 0 uy € LY(R™) N L*(R") sasrcu

(e 0y) (2) = W/ il W(y) dy. (4.6)

Jloxkas. Heka je najupe ¥ € S(R™). ®yukumja e P npunagsa S(R™), ma no (4.5),

Teopemu 2.23 u Teopemu 0 JOMUHAHTHOj KOHBepreHImju (jep Ve LY (R™)) Baxu

—itHo 1 ipz  —(it+e)|p|?,],
(e7*oy) (z) _ll—mW/ e'P? e~ WP (p) dp

ip(z— y) —(it+¢)|p|?
~lin // B(y) dy dp.

[TomunTerpanna gynkimja je maTerpabmna na R%", ma no Oy6mHEjEBOj TeopeMu 1

Jlemn 2.22 ca z = 2(it + ), Rez > 0, gobujamo

(e—itHow) (x) _ ll—{r(l) W /Rn f(e—z|-|2/2>(y - $) w(y) dy

1 _lz—y?
~lim / e 5T () dy
Rn

e=0 (4 (it 4 ¢))n/?

Kako je Re +a = 7= > 0, Mo;Lyo HO,ZLI/IHTeraJIHe dbyHKIEje je orpaHUYeH ca
(4r|t)) 2|y (y)| € L' (R™), a (lt+€) — 17~ JovmnanTHa Konseprenmmja gaje (4.6) za

P e S(R™).

Heka je cayma v € L*(R™) N L*(R"). Iocroju nus ), € C°(R™) takas na vy, — v
uy L'(R") uy L*(R") (ma upumep, OICELAIbE X({|z|<k}Y), & 3aTHM pEry/lapH3aluja
kousosyrmjom). Osnaunmo ca [ gechy crpany y (4.6). Tana je [[Ivy — [l <
(Arlty /2 — Gl —> 0, & e, - ooy, y IR, jep jo e yumerapa.

Heku 1oHM3 KOHBEPrHEpa CKOPO CBYyIa, 1a je e oy = J1) ckopo cBya. O

4.6 Jucnep3uja m acHMOTOTCKO IoHamiame: Jlomap-

J0Ba TeopeMa

Iocnenuma 4.9 (nucnepsusna onena, |7, (7.42)]). 3a ¢ € LY(R™) N L*(R™) ut # 0

6aNHCU

it AT
Jloxkaz. Kaxko je |(47it)"/?| = (4n|t|)"/? u ei‘x_y|2/(4t)‘ = 1, olleHa cjie/ld JIMPEKTHO U3
(4.6). Bunern u [4]. O
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Teopema 4.10 (dosnaps (Dollard), [7, Jlema 7.20]). 3a ceaxo ¢ € L*(R™) saoicu

i - ()" (2o o5

[t]|—o0

/okas. 3at # 0 geduHUIIEMO OIIEPATOD

(Dig)(x) = (21t>n/2 ks g(;)

Cmenom © = 2tp noGujamo || Digl*> = (2[t))™™ [palg(z/2t)?dx = ||g||*, na je Dy usome-
Tpuja.
Heka je najupe ¢ € S(R™). Passujamenm |z —y|? = |z —2zy+|y|? y (4.6) mobujamo

|z

() @) = g [ e H v dy

(B (o) (2) = g

e je iy (y) = e/ (y) € S(R™). Kako ¢y D, u F usomerpuje, cie/n

, /
e = DFu]) = 1DFwe =)l = =0l = ([ | = 1P wilay)

[TopunTerpanna GpyHKIMja TexkH HyJu Kaja |[t| — oo u orpanmdena je ca 4[|? €
L'(R™), na 1o TeopeMu o JOMUHAHTHO] KOHBEPIeHIM]U U3Pa3 TEXKHU HYJIN.
Heka je cama ¢ € L?*(R") u & > 0. Uzabepumo ¢ € S(R™) raxo na je [|[¢ — o|| < e.

Kaxo cy e *Ho y D, F msomerpuje, BaxKu

e o) — D Fyp|| < 2 + |le7 o — D,

na je limsup, . le" ooy — D, Fp|| < 2e. Kako je € > 0 npoussosbHO, TBpheme

caeau. ]

Hanomena 4.11. Beposarnoha ma ce dyectuna 3a Benuko |t| wale y obmactu € acum-
TOTCKH j€ jeJIlHaKa BepoBaTHONM Ja joj umMmysc Oyje y 5 Q OBo ojroBapa KJIaCHIHOM

Kperamy z(t) ~ xo + 2pt.

4.7 RAGE Teopema um 6eKcTBO decTuiie y 6ecKoHad-

HOCT

Jlema 4.12 (|7, Jlema 7.21]). Hexa cy f, g oeparnuuene Bopenrose dynryuje na R™ xoje

meotce nyau y beckonaunocmu. Tada cy g(x)f(p) v f(p)g(x) xomnaxmnu onepamopu,
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ede je f(p) = F*MF. Hocebro, 3a ozpanuyen ckyn Q C R™ onepamop xq (Ho+1)7!

j€ KOMNAKMAH.

Hedunnunuja 4.13. Heka je A camoasjyrrosan. Oneparop K je pesaTuBHO KOMITAK-
taH y ogHocy Ha A ako je D(A) C D(K) u KR4(z) kommnakran 3a Heko z € p(A). Tlo

IPBOj Pe30JiBeHTHO] dopmyn, Taja je K R (z) kommakTtan 3a cBako z € p(A).

Teopema 4.14 (RAGE — Ruelle, Amrein, Georgescu, Enss, [7]). Hexa je A camoadjyn-

2os6am u Hexa cy P. u P,. opmozonasryu npojexmopu Ha He = HNae B Nse U 1A Hae-

(i) Axo je K peaamuero komnaxman y odnocy na A, onda 3a ceako 1 € D(A) saorcu

: e —itA 2 ; —itA
Jlggof/o”z(e PylPdt=0 w  lim|Ke Py =0.

Axo je K jows u oepanunen, 060 6acu 3a c6aKo 1 € §.

(11) Axo je Ky € L($)) Hu3 pesamusHo KOMNAKMHULT ONEPamopa Koju jako KoH8ep2upa

xa I, onda je

k—oo T—o0 T’

1 [T :
9, = {zpeﬁ ‘ lim lim —/ HKke_‘tAdet:O},
0

0= {0 €9 | Jim supl|(1 — Ki)e "*v]| = 0.
k—oo t>0

Teopema 4.15 (Gekcrso y 6eckonaunoct, |7, (7.47)]). 3a ceaxo 1 € L*(R™) u ceaxu

oepanuner cryn 0 C R™ saorcu
lim || xq e 09||? = 0. (4.9)
t—o0

Jlokas. Oneparop Yo je orpanmuen, a no Jlemn 4.12 omneparop Yo(Hy + i)™' =
XoRm,(—1) je xommakran. /lakie, yq je peslaTMBHO KOMIIAKTaH y omxHocy Ha Hy.
[To ymokazy Teopeme 4.5 je 4 = L*(R™), na je P,. = I. Ilo Teopemn 4.14 (i),
npumerbenoj na K = g, 3a csako ¢ € L*(R") Baxu lim; o |[xoe 09| = 0, a Tume

u TBpheme. [

Hanomena 4.16 (noka3 6e3 cnekrpaanux mepa). TBpheme ce Moxe jokazaTu u Jiu-
pexTHO, 63 RAGE teopeme. 3a ¢ € L'(R™) N L*(R") uz (4.7) ciemu

Ixa e 0pl* < 1Qf ey |15, < 1] @aft) ™| ]T — 0.

Axo je 1 € L*(R") u € > 0, uzabepumo o € L'(R™) N L*(R") Taxo ma je || — ¢| < e.

Kako je e 0 yuurapan u ||yl < 1, Baxu [[xge Hoy)|| < e + ||[xae oy, na je

lim sup,_, .. |[xaoe "0y < e.
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3aKJbydakK

Y paxay je nokazano ja je ciobomuu Illpemnunrepos omeparop Hy = —A camoa-
njynrosan na H2(R™), na My je criekrap [0, 00) U YHCTO allCOJYTHO HENIPeKUIaH, U Ja
cJ1000/THa, YeCTHUIla YBEK 1o0ertae y 0eCKOHAaIHOCT.

Kipyunn anar 6una je @ypujeosa tpancdopmaimja, koja Hy cBogu Ha orepaTop
MHOZKERa ca |p|?. Tume cy camoajjyHroBaHOCT, CIIeKTap U BPEMEHCKa eBOJTyIHja J00u-
jeHu JUPEKTHO, & OIIIITa CIEKTpaJiHa TeopeMa KopuiiiheHa je caMo Kpo3 CBOjy (hopMmy-
JIaIujy.

Pesynraru 3a Hy cy nosia3ia Tadka 3a IpoydaBambe orneparopa obymka H = —A +
V' ca morennmjasom V' (Bugern wuup. [2]). Ilpuponnn mactaBax paja cy pe30JiBeH-
ta u ['punosa (Green) dynknuja cioboHOr ormeparopa, Teopuja neprypbarmja (Ka-

to—PesmxoBa Teopema, Kato—Rellich), Tasacau oneparopu u reopuja pacejama.
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