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Predgovor

Donosenje odluka moze se uporediti sa proznim izrazavanjem — ljudi ga svakodnevno
primenjuju, bilo svesno ili nesvesno. Ovim procesom bave se brojne nau¢ne discipline, medu
kojima su matematika, statistika, ekonomija, politicke nauke, sociologija i psihologija.
Proucavanje odlu¢ivanja obuhvata i1 normativni i deskriptivni pristup. Normativna analiza
usmerena je na pitanja racionalnosti i logike u procesu donosenja odluka. Sa druge strane,
deskriptivna analiza proucava ljudska uverenja i sklonosti onakvima kakvi zaista jesu, a ne
kakvi bi trebalo da budu. Zbog toga se veliki broj istrazivanja u oblasti rasudivanja i
odlucivanja zasniva upravo na poredenju i suprotstavljanju ova dva pristupa.

Svakodnevno funkcionisanje bilo bi izuzetno zahtevno i predstavljalo bi veliki napor
kada bi odluke koje ljudi svakodnevno donose zahtevale njihovu potpunu posvecenost i
paznju. Ipak, ljudski mozak ne funkcioniSe na taj nacin. Njegova sposobnost da prepoznaje
obrasce i razvija automatizovane reakcije omogucava da mnoge odluke postanu gotovo
instinktivne.

Upravo sposobnost razlikovanja rutinskih aktivnosti od situacija koje zahtevaju
pazljivo promisljanje predstavlja jednu od vaznih odlika ljudskog uma. Ucenje, iskustvo i
kontinuirano ponavljanje doprinose tome da se mnoge odluke donose brzo 1 efikasno. Ono §to
razlikuje prose¢no od izuzetnog odlucivanja jeste sposobnost prepoznavanja trenutka kada je
dovoljno osloniti se na intuiciju, a kada je potrebno zastati, analizirati situaciju i doneti
promisljenu odluku.

Savremena istrazivanja u teoriji odlu¢ivanja sve viSe napustaju pretpostavku potpuno
racionalnog donosioca odluka i usmeravaju se ka razvoju interdisciplinarnih modela koji
povezuju matematiku, psihologiju, neuronauku i vestacku inteligenciju. Posebna paznja
posvecena je proucavanju odlucivanja pri riziku 1 neizvesnosti, kognitivne pristrasnosti,
odbojnosti prema gubicima, kao i dinamickih modela koji opisuju promenu preferencija
tokom samog procesa odluc¢ivanja. Sve znacajniji pravac predstavlja razvoj modela saradnje
coveka 1 sistema zasnovanih na vestackoj inteligenciji, €iji je cilj unapredenje kvaliteta odluka
uz ocuvanje ljudskog rasudivanja i vrednosnih kriterijuma.

U S8iroj perspektivi, ovaj rad ima za cilj da prikaZe dva pristupa donoSenju odluka u
uslovima neizvesnosti i rizika i sagleda njihovo mesto u matematickom i psiholoskom
kontekstu. Sustina rada je prikazati kako ljudi procenjuju verovatnoce i analizirati da li je
c¢ovek u potpunosti racionalan pri donoSenju odluka ili se uglavnom vodi nekim drugim
metodama.

Na samom pocetku, u uvodnom delu rada dat je pregled osnovnih pojmova iz teorije
odl¢ivanja, kao i iz teorije verovatnoCe. Verovatnoca je neizostavna kada govorimo o
odlu¢ivanju u uslovima delimi¢ne izvesnosti (rizika). Literatura koja je koriS¢ena u ovom delu

rada je: [2], [3], [4], [71, [9], [10], [14], [16], [17], [19], [21].

U nastavku ¢emo se baviti analizom odlucivanja i1 kroz teorijska objasnjenja i primere
obradi¢emo odlucivanje pri izvesnosti, odlu€ivanje pri neizvesnosti i odlu¢ivanje pri riziku.
Literatura koja je koris¢ena u ovom delu rada je: [17].

Naredno poglavlje posveceno je teoriji korisnosti. Da u Zivotu nije sve pravolinijski i
da ljudi Cesto ne biraju opciju koja ima najvecu nov€anu dobit, ve¢ onu zbog koje se osecaju
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sigurnije ili koja im subjektivno vise vredi prvi je primetio $vajcarski matematicar Danijel
Bernuli. Bernuli je uveo ideju da ljudi pri donos$enju odluka pod rizikom, ne maksimizuju
oc¢ekivani novac, nego o¢ekivanu korist. Ono sto je kao ideju uveo Danijel Bernuli, razvili su
u teoriju oc¢ekivane korisnosti Dzon fon Nojman i Oskar MorgenStern. Teorija o¢ekivane
korisnosti nema za cilj da objasni psiholoske procese donosenja odluka, ve¢ predstavlja
logicki okvir za izbor zasnovan na pravilima racionalnosti. Literatura koja je kori¢ena u ovom
delu rada je: [1], [5], [6], [8], [10], [12], [13], [14], [15], [17], [22].

U zavrsnom delu rada bice predstavljena teorija izgleda. Psiholozi Danijel Kaneman i
Amos Tverski proucavali su na koji nacin ljudi biraju izmedu razli¢itih alternativa. Njihov cilj
nije bio da polaze od pretpostavke da se ljudi ponasaju racionalno, ve¢ da utvrde kako zaista
donose odluke u situacijama koje ukljucuju rizik. Teorija izgleda razvijena je po uzoru na
teoriju oCekivane korisnosti, ali sadrzi nekoliko znaCajnih razlika. Najvaznija medu njima
jeste to $to je ovaj model iskljucivo deskriptivnog karaktera, odnosno njegova svrha je da
opiSe i objasni sistematska odstupanja od aksioma racionalnog odlucivanja. IstraZivanja
Kanemana i Tverskog pokazala su da ljudi cesto donose odluke koje nisu u skladu sa
pravilima racionalnog odlucivanja. Na taj nacin nastala je teorija izgleda. Literatura koja je
koris¢ena u ovom delu rada je: [7], [10], [11], [18], [20], [22].

Zelim da se zahvalim svojoj mentorki, prof. dr Ivani Stajner — Papuga na korisnim savetima,
izdvojenom vremenu i strucnom vodenju tokom izrade ovog rada. Takode, zahvaljujem se i
clanovima komisije, prof. dr Andreji Tepavéevié i prof. dr Mirjani Strboja na korisnim
komentarima i izdvojenom vremenu.

Posebnu zahvalnost dugujem i svojoj profesorki Milki Jani¢, koja mi je predavala matematiku
u srednjoj skoli i pokazala mi sta znaci predavati sa mnogo ljubavi i posvecenosti.

Smatram da je prijateljstvo relacija ekvivalencije i da skup ljudi sa kojima se druzimo deli na
klase. Jedna od tih klasa su pravi prijatelji. Zelim da se zahvalim elementima ove kiase,
mojim ljudima. Hvala vam na razumevanju, podrsci, svim lepim danima koje smo delili i
teskim periodima koje smo preziveli zajedno.

Na samom kraju, ali za mene najvise bitno, najvecu zahvalnost dugujem svojoj porodici,
majci Ljiljani, ocu Zoranu i sestri Nastasiji.

Mama, mnogo ti hvala za svaki razgovor i Sto si uvek znala da me saslusas sa beskrajnim
strpljenjem. Hvala ti Sto je tvoja vera u mene bila jaca od svih mojih sumnji i S$to si me
naucila Sta znaci biti hrabra.

Tata, mnoge stvari koje si radio su bile teske, ali nikada to nisi pokazao. Mnogo ti hvala za
svu zastitu, sigurnost i snagu koju si mi pruzio.

Nasti¢, hvala ti Sto si mi pokazala Sta znaci imati veliko i cisto srce. Svaki tvoj savet, kritika i
pohvala su mi pomogli da izgradim zdravo samopouzdanje i na tome ti neizmerno hvala.

»wSve mogu u Hristu koji mi daje mo¢.“ (Flp.4,13)

Gospode, Slava Tebi za sve.
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1. UvOD

U uvodnom delu rada predstavicemo osnovne pojmove iz teorije verovatnoce i teorije

odluc¢ivanja. Cilj ovog poglavlja jeste da se upoznamo sa terminima koji ¢e se Koristiti
kasnije u radu. Pored detaljnog prikaza procesa odlu¢ivanja, bice dat pregled poznatih
pojmova iz teorije verovatnoce. U prvom poglavlju bi¢e definisani i osnovni pojmovi relacije
preferencije 1 funkcije korisnosti, dok ¢e njihova detaljna teorijska razrada i primena biti
predstavljena u treem poglavlju. Literatura neophodna za potpuno razumevanje ovog
poglavlja je: [2], [3], [4], [7]. [9], [10], [14], [16], [17], [19], [21].

1.1.

Pojam odlucivanja

Sam proces donoSenja odluka moze se razlikovati u zavisnosti od stepena poznavanja

stanja sveta, pa se razlikuju sledece situacije [17]:

Odludivanje u uslovima izvesnosti. U uslovima izvesnosti donosenje odluka nije
posebno sloZeno, jer su poznate sve relevantne ¢injenice i stanja koja se odnose na
pojavu o kojoj se odlucuje. U takvim okolnostima ne postoji rizik, pa se ovakve
situacije pre mogu posmatrati kao utvrdivanje postojeceg stanja nego kao proces
odlucivanja.

Odlucdivanje pri riziku. U ovom slucaju stanja sveta nisu u potpunosti poznata, ali je
moguce, na osnovu raspolozivih informacija i odredene doze subjektivne procene,
dodeliti verovatnoc¢e njihovog nastupanja.

Odlucivanje u uslovima potpune neizvesnosti. Ovaj oblik odlu¢ivanja javlja se kada
su stanja sveta, kao i njihova ucestalost pojavljivanja, u potpunosti nepoznati, zbog
Cega nije moguce odrediti verovatno¢e njihovog nastupanja. Skup stanja sveta
predstavlja skup onoga $to bi moglo da se desi, odnosno ono $to bi moglo da se dogodi
u okruZenju. Za bolje razumevanje pojma ,,stanja sveta“ mozemo posmatrati sledeci
primer: Vlasnik prodavnice je u prilici da nabavi albume za fotografije. MoZe da
naru¢i pakovanje od 3 albuma ili pakovanje od 6 albuma ili da ne naruci nijedan
album. Dakle, postoje tri moguce akcije a; — ne narucuje nijedno pakovanje, a, —
naruciti pakovanje od 3 albuma, a; — naruciti pakovanje od 6 albuma. Dok sa
druge strane stanja sveta su ono §to bi moglo da se desi kao potraznja za albumima.
Dakle, stanja sveta u ovom slucaju su S, — ne postoji potrainja za albumima,
S1 — potrainja za jednim albumom, S, — postoji potraznja za dva albuma, ...,

S¢ — potrainja za Sest albuma. S obzirom da ne postoji viSe akcija, ovo su sva
moguca stanja sveta u ovom primeru.

Model procesa odlucivanja sastoji se od nekoliko osnovnih strukturnih elemenata [17]:

1. Ciljevi. Cilj predstavlja zeljeno buduce stanje objekta odlucivanja kojem se tezi.



Alternative. U okviru problema odlucivanja, alternative predstavljaju skup mogucih
reSenja izmedu kojih donosilac odluke bira ono koje ¢e najbolje doprineti ostvarivanju
postavljenog cilja. Dakle, problem odlucivanja nastaje kada postoji vise moguéih
nacina delovanja, pri ¢emu je potrebno izvrsiti izbor izmedu njih na osnovu unapred
definisanih zahteva i kriterijuma. Alternative zato predstavljaju osnovu procesa
odlucivanja, jer bez postojanja najmanje dve moguce akcije izmedu kojih se bira ne
postoji ni stvarna potreba za donosenjem odluke.

Ishodi. Ishodi predstavljaju stanja sistema koja nastaju kao posledica primene
izabrane alternative. S obzirom na to da se odluka donosi u sadasnjem trenutku, dok ¢e
efekti izabrane akcije biti poznati tek u buduénosti, neophodno je proceniti moguce
ishode i odrediti verovatno¢u njihovog nastupanja. Upravo procena tih verovatnoéa
ima znacajan uticaj na izbor konacne odluke.

Metode. Razvojem teorije odluivanja razvijen je veliki broj metoda koje
omogucavaju da se proces odlufivanja zasniva na naucnim principima, umesto
isklju¢ivo na intuiciji. Ove metode koriste se za identifikovanje, predvidanje,
vrednovanje i izbor alternativa, kao i za definisanje odgovaraju¢ih kriterijuma
odlucivanja.

Kriterijumi. Definisanje kriterijuma smatra se jednim od najvaznijih koraka u
procesu odlucivanja. Od pravilnog izbora kriterijuma u velikoj meri zavisi kvalitet
konacne odluke. Zbog toga je neophodno identifikovati odgovarajuce kriterijume,
izvr$iti njihovu procenu i odabrati one koji najbolje odgovaraju problemu odlucivanja.
U zavisnosti od uslova u kojima se odluka donosi, mogu se primenjivati razliciti
kriterijumi odlucivanja. Neki od kriterijuma koji se mogu primeniti u uslovima
neizvesnosti su: MAXIMAX kriterijum ili  MINIMAX kriterijum. O ovim, ali i 0
drugim kriterijumima koji se mogu primeniti u uslovima neizvesnosti bi¢e re¢i u
drugom poglavlju. Dok se u uslovima rizika mogu koristiti kriterijumi koji uzimaju u
obzir verovatnoée nastupanja pojedinih stanja prirode o kojima e, takode, biti reci
kasnije.

Uslovi. Proces odlucivanja odvija se pod uticajem razli¢itih uslova, medu kojima su
najznacajniji znanje, iskustvo i motivisanost donosioca odluke, kao i vreme koje mu je
na raspolaganju za donoSenje odluke. Navedeni faktori odreduju nacin sprovodenja
pojedinih faza procesa odluc¢ivanja 1 uticu na izbor odgovarajuceg pristupa.

Okolina (okruzenje). Proces odlucivanja odvija se u promenljivom okruzenju, zbog
cega se nakon donoSenja odluke mogu pojaviti okolnosti koje u trenutku odlucivanja
nisu bile poznate. Takve okolnosti mogu uticati na ostvareni ishod 1 uciniti da neka od
neizabranih alternativa naknadno izgleda povoljnije. Poredenje donete odluke sa
alternativama koje su bile dostupne, ali nisu izabrane, predstavlja osnovu za naknadni
uvid, dok razlika izmedu ostvarenog ishoda i povoljnijeg ishoda koji je mogao biti
ostvaren predstavlja osnovu za odredivanje kajanja. Pri tome, donosilac odluke ne
moze biti odgovoran za posledice nastale usled nepredvidivih okolnosti koje u
trenutku odlucivanja nije mogao da uzme u obzir.



1.2. Matematicko modelovanje procesa odlucivanja

Odlucivanje predstavlja sastavni deo svakodnevnog Zzivota i prisutno je jo$ od
najranijih perioda ljudske istorije. Iako se odluke donose otkad postoji CoveCanstvo, tek
tokom poslednjih nekoliko decenija razvijena je posebna naucna disciplina koja sistematski
proucava proces donosSenja odluka — teorija odlucivanja.

Definicija 1.1. [7] Problem odlu¢ivanja je uredena petorka (4,S, f, X, >), gde je A skup
alternativa, odnosno akcija, S je skup okolnosti, jo§ se naziva i skup stanja sveta, X
predstavlja skup ishoda (rezultata naseg delovanja), funkcija f:A X S — X, > je relacija
preferencije.

Koristicemo slede¢e oznake: a; —akcijai, S;— stanjej. Ako u nekom problemu
odluc¢ivanja postoji n alternativa i m stanja, tada a4, a,, ...,a, predstavljaju sve akcije, a
$1,S,, ..., S, predstavljaju sva stanja datog problema.

U zavisnosti od toga Sta znamo o stanjima sveta, razlikujemo tri moguénosti:
1. Odlucivanje pri izvesnosti
2. Odlucivanje pri riziku
3. Odlucivanje pri neizvesnosti

Odlucivanje pri izvesnosti nije ,,interesantno®, jer znamo §ta ¢e se desiti u skupu okolnosti,
odnosno u stanju sveta, pa samim tim jasno je koja akcija je optimalna kao izbor. Odlucivanje
pri riziku znaci da imamo neku dodatnu informaciju (poput verovatnocée) o skupu S. Kada je u
pitanju odlu¢ivanje pri neizvesnosti nemamo dodatne informacije o stanju sveta.

Tabela odlucivanja predstavlja standardni nacin prikazivanja problema odluc¢ivanja. U njoj su
sadrzani elementi odluke:

Stanja sveta

Akcije
S1 S> Sm
a X11 X12 X1m
a; X21 X22 Xom
an xnl xnz xnm

Tabela 1. Tabelarni prikaz problema odlucivanja

Redovi u tabeli predstavljaju akcije (alternative) medu kojima biramo 4;,i = 1,2, ..., n,
kolone odgovaraju mogu¢im dogadajima (stanja sveta) u kojima se akcije sprovode S;,j =
1,2,...,m. U poljima koja predstavljuju presek redova i kolona nalaze se ishodi x;;, i =
1,2,...,n;j =1,2,...,m.

Mogu se izdvojiti dva osnovna pristupa odlucivanju [17]:

1. Intuitivno odlucivanje. Ovaj pristup prisutan je od davnina i zasniva se na iskustvu,
licnoj proceni i uverenjima donosioca odluke. I danas predstavlja najceS¢i nacin
donosenja odluka u razli¢itim Zivotnim 1 poslovnim situacijama.
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2.

Naucno odludivanje. Razvojem teorije odlucivanja kao naucne discipline nastali su
brojni savremeni modeli 1 metode koji pruzaju podrSku procesu donosSenja odluka.
Njihovom primenom odluke se u vecoj meri zasnivaju na objektivnim i naucno
utemeljenim kriterijumima, dok se uticaj subjektivne procene i intuicije donosioca
odluke smanjuje.

Brojne su definicije pojma odlu¢ivanja, a neke od njih su:

Odlucivanje je izbor izmedu viSe alternativnih moguénosti za reSavanje problema.
[21]

Odlucivanje je proces u kome se vrsi izbor izmedu vise alternativnih mogucnosti za
promenu stanja sistema radi postizanja cilja. [2]

Odlucivanje podrazumeva sve aktivnosti oko izbora jedne izmedu raznih moguénosti.
[4]

Odlucivanje je izbor izmedu mogucih alternativa mogucénosti. [3]

Osnovne definicije iz teorije odlu¢ivanja [17]:

1.3.

Odlucivanje predstavlja izbor izmedu vise moguc¢ih akcija, iz mnostva prethodno
pripremljenih (ili uocenih) akcija, odnosno izmedu vise mogucih akcija za razmatrani
problem.

Proces odlucivanja je proces kojim se stvara odluka. To je niz medusobno povezanih i
uslovljenih aktivnosti koje se odvijaju sukcesivno, usmerene ka krajnjem cilju da se
donese odredena odluka.

Odluka je rezultat odlu¢ivanja i uvek se donosi da bi se ispunili odredeni zahtevi —
ciljevi koji su postavljeni u razmatranom problemu.

Donosilac odluke je svako sa kompetencijom da odlucuje i za to snosi punu
odgovornost.

Relacija preferencije i funkcija korisnosti

Matematicki pristup donoSenju odluka zasniva se na mogucnosti da se preferencije

donosioca odluke formalno predstave i analiziraju. U tom kontekstu, relacija preferencije
omogucava poredenje razlicitih alternativa, dok funkcija korisnosti predstavlja nacin da se te
preferencije izraze numericki.

Kao §to je poznato odnos izmedu elemenata nekog skupa opisuje Se relacijama. Relacije
mogu biti unarne, binarne, ..., n-arne, n € N, u zavisnosti od toga koliki je broj elemenata ¢iji
odnos relacija prikazuje. Ako je X neprazan skup i n € N, onda je podskup p € X™, n-arna
relacija na skupu X. Broj n naziva se arnost relacije p. Na osnovu prethodnog zakljucujemo
da je binarna relacija p na skupu X je podskup iz X2, odnosno p € X2. Ako je (x,y) € p,
kazemo da je x u relaciji p say (u oznaci, xpy).

Relacija p na skupu X je:

1. Refleksivna, ako ispunjava uslov V x € X, xpx,
2. Simetri¢na, ako ispunjava uslov V x,y € X, xpy = ypx,
3. Antisimetri¢na, ako ispunjava uslov Vx,y € X, xpy Aypx = x =Y,
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4. Tranzitivna, ako ispunjava uslov Vx,y,z € X, xpy Aypz = xpz

Za relaciju skupa X za koju vaze osobine 1,2,4 kazemo da je relacija ekvivalencije, dok za
relaciju za koju vaze osobine 1,3,4, kazemo da je relacija poretka.

Definicija 1.3.1. [14] Binarna relacija > koja ispunjava sledece uslove:

1. Vx€X, x> x—refleksivnost
2. Vx,y €X,x =yiliy > x—kompletnost
3. Vx,y,z €EX,x ®y,y =z = x > z— tranzitivnost

se naziva relacija preferencije.

Definicija 1.3.2. [14] Relacija striktne preferencije se oznacava >, a definiSe se na sledeci
nacin:
x>y ©xzy A=y =x)

Definicija 1.3.3. [14] Relacija indiferentnosti oznacava se ~ , a definiSe se na slede¢i nadin:
X~y Sxzy ANyFzx

Definicija 1.3.4. [14] (funkcija korisnosti) Neka je > relacija preferencije na skupu X.
Funkcija u: X — R, za koju vazi x > y © u(x) = u(y), naziva se funkcija korisnosti
relacije preferencije.

Naravno, vazice:
x>y & ulx) >u(y)
x~y & ux) =u(y)

1.4.  Osnovni probabilisti¢ki pojmovi u teoriji odlu¢ivanja

Za razmatranje procesa odlucivanja u uslovima rizika neophodno je uvesti osnovne
koncepte teorije verovatnoce, te sledi pregled neophodnih pojmova.

1.4.1. Prostor ishoda i dogadaji

Definicija 1.4.1. [16] Skup Q svih moguc¢ih ishoda nekog eksperimenta naziva se prostor
elementarnih dogadaja.

¢ Slucajan dogadaj (dogadaj) je bilo koji podskup skupa .

e Nemogu¢ dogadaj oznacava se sa @, a () je siguran dogadaj.

Relacije i operacije:
U skupu £ definisemo relacije i operacije sa dogadajima analogno kao sa skupovima:
e A C B,oznacavamo da dogadaj A implicira dogadaj B.
Dogadaji A i B su ekvivalentni ako vazidaje A € B i B € A.
ACili A oznagavamo suprotan dogadaj dogadaja A i vazi:
A={weQ: weAl}
A N B oznacavamo presek dogadaja A 1 B 1 vazi:
ANB={w€eN: w€E€AAN wE B}.
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e AU B oznacavamo uniju dogadaja A i B i vazi:
AUB={we€eN: w €A VwEB}.

e Razlika dogadaja A i B je dogadaj A \ B za koji vazi:
A\B={w€EQ:wEA AN w ¢&B}.

Primer 1.4.1. Direktor $kole treba da donese odluku da li ¢e se planirane sportske aktivnosti
odrzati na Skolskom dvoristu. Odluka zavisi od vremenskih uslova koji se o¢ekuju tog dana.

Q = {sunéano, oblatno, kiSovito, snezno, vetrovito}
Dogadaj A — Sportske aktivnosti se odrzavaju na Skolskom dvoriStu.

Pretpostavimo da se Skolske aktivnosti odrzavaju kada je vreme suncano, oblac¢no ili
vetrovito. Tada je A = {sunctano, oblac¢no, vetrovito}.

Suprotan dogadaj predstavlja odluku da se Skolske aktivnosti ne odrzavaju na Skolskom
dvoristu, ve¢ da se premeste u Skolsku salu.

A = {kiSovito, snezno}

Na osnovu prikazanog $kola donosi odluku:
e Ako se ostvari neki ishod iz skupa A, aktivnosti se odrZavaju na dvoristu
e Ako se ostvari neki ishod iz skupa A, aktivnosti se ne odrzavaju na dvoristu.

B — vreme je povoljno za odrzavanje svih planiranih aktivnosti na dvoristu
B = {suncano, oblatno}

A N B = {sunctano, oblatno}
Sto znaci da Ce se aktivnosti odrzati na dvoristu i vremenski uslovi su posebno povoljni.

A U B = {suntano, oblatno, vetrovito}
Predstavlja sve vremenske uslove kod kojih Skola donosi odluku da aktivnosti mogu da se
odrZe na dvoristu.
A\ B = {vetrovito}
Predstavlja situaciju kada se sportske aktivnosti ipak odrZavaju na Skolskom dvoristu, ali
vremenski uslovi nisu idealni.

1.4.2. Verovatnoca i prostor verovatnoce

U aksiomatskom zasnivanju teorije verovatno¢e pojam koji je od izuzetnog znacaja
jeste pojam ¢ — polja dogadaja.

Definicija 1.4.2.1. [16] Neka je Q prostor elementarnih dogadaja i P () familija svih
podskupova od Q. Skup F € P(Q) nazivamo o — polje dogadaja ako vazi:

1. Q€efF,
2. A€eF = A e F,
3. (Vl EN)AiET:}UiENAi eEF
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Primer 1.4.2.1. Neka je sada Q = {suncano, oblatno, kiSovito}

F =

{0, Q, {suncano}, {oblatno}, {kiSovito}, {suncano, oblatno}, {suncano, kiSovito}, {oblatno, kiSovito}}
Tada je F 0 — polje dogadaja.

Sledi definicija pojma verovatnoée (koristeci aksiomatski pristup).

Definicija 1.4.2.2. [16] Neka je Q prostor elementarnih dogadaja i F o — polje dogadaja.
Funkcija P: F — R je verovatnoc¢a ako vazi:

1. P(A)=0,(VAETF),

2. P(Q) =1,

3. P(ET1A) = XI51P(4), zasve A €F, i €N takvedajeA;NA;j =0,i #j.

Osobine koje su navedene su prethodnoj definiciji nazivaju se: nenegativnost, normiranost,
o — aditivnost. Broj P(A) je verovatnoca dogadaja A. Uredena trojka ({,F,P) se zove
prostor verovatnoca.

Neke osobine verovatnoce:

Aditivnost, P(X1=; 4;) = Y=, P(4)).

Monotonost, A € B = P(A4) < P(B),

0<PA) <1,

Verovatnoca suprotnog dogadaja, P(A¢) = 1 — P(4),

Verovatnoca unije dva dogadaja, P(AU B) = P(A) + P(B) — P(ANB)

1.4.3. Uslovna verovatnoca i nova informacija

U teoriji odlucivanja, uslovna verovatnoca predstavlja aZuriranje pocetnih uverenja
nakon dobijanja nove informacije.

Neka je dat prostor elementarnih dogadaja i1 pretpostavimo da se dogodio dogadaj (A).
Ukoliko je potrebno odrediti verovatnocu dogadaja (B), tada se posmatranje ograni¢ava na
dogadaj (A), odnosno prostor elementarnih dogadaja svodi se na skup ishoda koji pripadaju
dogadaju (A). Na ovaj nacin uvodi se pojam uslovne verovatnoce.

Definicija 1.4.3.1. [19] Neka je dat prostor Q elementarnih dogadaja i verovatnoca P.
Uslovna verovatnoca dogadaja B u odnosu na dogadaj A, takav da je P(A) > 0 je:

P(AN B)

P

A je nova informacija, dok je P(B|A) nova verovatnoc¢a dogadaja B nakon informacije A.
Pod uslovom da vazi P(A) > 0i P(B) > 0 iz relacije

P(AB) | _ P(4B)
pey (PEW =300

P(B|A) =

P(A|B) =
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Direktno sledi takozvano pravilo mnoZenja:
P(AB) = P(A|B) - P(B) = P(B|A) - P(A)
Na osnovu njega lako dobijamo drugi izraz za uslovnu verovatnocu:
P(A) - P(B|A)
P(B)

Definicija 1.4.3.2. [19] (potpun sistem dogadaja): Neka je (Q,F, P) prostor verovatnoca i
Hy, ... ,H, € F zadovoljavaju slede¢e uslove:

P(A|B) =

L P(H)>0,i=1,..,n

Dogadaji Hy, ..., H, Se zovu hipoteze, a {H, ..., H,} je potpun sistem dogadaja. Verovatnoce
P(H;),1 <i <n, nazivamo apriorne verovatno¢, a verovatno¢e P(A|H;), (gde je A neki
dogadaj iz prostora ishoda Q), nazivamo aposteriorne verovatnoce.

Teorema 1.4.3.1. [19] (formula totalne verovatnoce): Ako je {Hj,...,Hy,}potpun sistem
dogadaja, onda P(A) = Y-, P(H;) - P(A|H;),za svako A € F.

Dokaz. Neka Hq, H,, ..., H, ¢ine potpun sistem dogadaja. Tada se svaki dogadaj A moze
predstaviti kao unija medusobno disjunktnih dogadaja A N H;, odnosno

A=AnQ=An (UL H)=U(AnH)
Kako vazi da su dogadaji Hy, H,, ..., H, medusobno disjunktni, i dogadaji

ANH{,ANH,,..,ANH, su takode medusobno disjunktni. Zbog toga primenom 0Sobine
aditivnosti verovatnoce, dobijamo:

P(A) =P <CJ(A N Hl-)> = zn: P(ANH;)
i=1 i=1

Dalje, prema pravilu mnoZenja verovatnoca,
P(ANH,) =P(H)P(AH), i=1,2,..,n

Zamenom ovog izraza u prethodnu jednakost, dobijamo:
n

P(A) = ) P(H)P(AIH)
i=1
Cime je formula totalne verovatnoée dokazana. m

Primer 1.4.3.1. Direktor $kole treba da donese odluku da li ¢e se planirane sportske aktivnosti
odrzati na Skolskom dvoristu ili u fiskulturnoj sali, $to zavisi od vremenskih uslova tog dana.
Pretpostavimo da direktor donosi odluku na slede¢i nacin: Ako je verovatnoca odrzavanja
aktivnosti na dvoriStu najmanje 60%, aktivnosti se planiraju na Skolskom dvoriStvu, u
suprotnom se planiraju u sali.

Pretpostavimo da su moguc¢i vremenski uslovi:
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Q = {sunéano, oblatno, kiSovito}

Neka su moguci vremenski uslovi podeljeni na tri medusobno disjunktna dogadaja:
e H, = {suntano}
e H, ={oblatno}
e H; = {kiSovito}
Neka je A — aktivnosti se odrzavaju na Skolskom dvoristu
Pretpostavimo sledece verovatnoce na osnovu podataka iz prethodnih godina:
e P(H) =04
e P(H;)=03
e P(H;)=0.3

Za svaku od vremenskih prilika znamo i verovatnoc¢u da ¢e se aktivnosti ipak odrzati napolju:
e P(A|H) =1
e P(A|H;) =0.9
e P(A|lH3) =0

Koriste¢i formulu totalne verovatnoée mozemo izraCunati ukupnu verovatnocu da ce se
aktivnosti odrzati na Sskolskom dvoristu:

P(A) = P(H,)P(A|H,) + P(H,)P(A|H,) + P(H3)P(A|Hs) = 0.4-1+40.3-0.9+0.3-0
=0.4+0.27=0.67

Kako je P(A) = 67% > 60%, na osnovu svega prikazanog direktor $kole donosi odluku:
Sportske aktivnosti se planiraju na Skolskom dvoristu.

Naredna formula se naziva Bayesova formula. Dokazao ju je engleski matematicar Thomas
Bayes (1701-1761). Ova formula je korisna ako se posmatra pojava gde se ne moze sa
sigurni$¢u odrediti koji od n mogucih uzoraka je izaziva. Pomocu nje mozemo da odredimo
verovatnoc¢u da neki od tith n mogucih uzoraka zapravo pravi uzorak posmatrane pojave.

Teorema 1.4.3.2. [19] (Bayesova formula): Ako je
{H,, ..., H,,} potpun sistem dogadaja, onda
P(Hy) - P(A|Hp)
P(H,|A) = ,m=1,..,n;4 €F,P(A) >0
Ul = S P PGl “)
Primer 1.4.3.2. U ovom primeru bi¢e prosiren prethodni primer 1.4.3.1. Sada se postavlja
pitanje: Ako su se sportske aktivnosti odrZale na Skolskom dvoristu, kolika je verovatnoc¢a da
je tog dana bilo sun¢ano?

P(H,A) P(Hy)-P(A|H;) 04-1
P(A) P(4) -~ 0.67

P(H,|A) = = 0.60
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1.4.4. Slu¢ajna promenljiva

Definicija 1.4.4.1. [16] Neka je Q prostor elementarnih dogadaja i F ¢ — polje dogadaja na
Q. Za funkciju X: Q — R, za koju vazi {w € Q: X(w) < x} € F za sve x € R, kazemo da je
slu¢ajna promenljiva.

Dogadaj {w € Q: X(w) < x} kraée oznatavamo sa {X <x}. Kako je {X<x}=
X 1(—o0,x) imamo da je  X:Q — R sludajna promenljiva ako X !(—o0,x) €
F za sve x € R.

Definicija 1.4.4.2. [16] Slucajna promenljiva X: Q — R je diskretnog tipa ako je skup X ()
konacan ili prebrojiv.

Diskretna slu¢ajna promenljiva X: Q@ — R je opisana ako se zna skup X(Q) = {x;:i € I}, gde
je I konacan ili prebrojiv i ako se zna funkcija P:X(Q) — [0,1], to jest ako se znaju

verovatnoce p; = P{w € Q : X(w) = x;}.
Zakon raspodele slu¢ajne promenljive X je:
(X1 Xp e Xn
X: (pl P2 pn)
U ovom radu paznja ¢e biti usmerena na diskretne slucajne promenljive, uz napomenu da
postoje i slucajne promenljive neprekidnog tipa.

Definicija 1.4.4.3. [16] Slucajna promenljiva X:Q — R je neprekidnog tipa ako postoji
nenegativna integrabilna funkcija f: R — R, takva da je

X

F(x) = ff(t)dt, za svakix € R

—o0
Funkcija f je gustina raspodele verovatnoca slucajne promenljive X.

Ako je f integrabilna onda je F neprekidna, a ako je f neprekidna onda je F diferencijabilna
ivazi F'(x) = f(x), x € R.

Ako je f neprekidna tada je

b b
] f(t)dt =F(b)—F(a) i j f)dt =P(a <X <b).
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1.4.5. Matematicko o¢ekivanje

Matematicko ocekivanje predstavlja jedan od osnovnih pojmova teorije verovatnoce i
statistike. Njegov znaCaj ogleda se u moguc¢nosti da se na osnovu raspodele verovatnoce
odredene slucajne promenljive pridruzi vrednost koja predstavlja njen ocekivani ishod, ¢ime
se stvaraju osnove za dalju analizu i donoSenje zakljucaka.

U ovom delu bi¢e dat pregled pojmova poput disperzije i standardnog odstupanja.
Takode, definisana je i Jensenova nejednakost koja predstavlja znacajan rezultat u oblasti
matematiCke analize i teoriji verovatnoce, a lepu primenu ima i u teoriji odlucivanja.

Definicija 1.4.5.1. [9] Neka sluc¢ajna promenljiva X uzima vrednosti x;, x5, ... , x,, redom sa
verovatno¢ama py, p,, ... , Pn , pri ¢emu je Yi—, p; = 1. Matemati¢ko o¢ekivanje slucajne
promenljive X je

n

EX) = inpi

i=1

Navescemo neke 0sobine matematickog o¢ekivanja:

1. Zakonstantu C, matemati¢ko ocekivanje je E(C) =

2. Ako je a konstanta i X slu¢ajna promenljiva tada je E(a * X) = a * E(X)
K k

E@-X)= )@ %) p=a- ) x p=a- EX

i=1 i=1
3. Akosu XiY slucajne promenljive sa kona¢nim matematickim ocekivanjima

E(X)iE(Y), tadaje E(X +Y) = E(X) + E(Y)

Dokaz:
k n k n k n
E(X+Y = ZZ(’Q"’ ym)' Pim = zzxi "Pim T Zzym *Pim
i=1m=1 i=1m=1 i=1m=1
k n n k k n
:inzpim+ Zymzpim:zxi'pi+zym'pm
i=1 m=1 m=1 i=1 i=1 m=1
=EX)+EY)

4. Zasvako w € Q, akoje X(w) = 0onda je E(X) =0
5. Zasvako w € Q,ako je X(w) = Y(w) onda je E(X) = E(Y)
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Dokaz:

Kako je X(w) — Y(w) = 0, na osnovu prethodne osobine imamo E(X —Y) > 0,
na osnovu osobine 3 dalje sledi E(X) + E(—=Y) = 0 i kona¢no iz osobine 2
imamo E(X) — E(Y) = 0, 0dnosno E(X) = E(Y).m

CEX X+ e+ X)) =EX)+HEX,) + -+ EX)

Dokaz:

Ovo ¢emo dokazati pomoc¢u matematicke indukcije.

Baza je E(X) = E(X).

E(X;+Xo+ -+ Xn + Xny1)) = E(Xy) + E(X2) + -+ E(Xp + Xnt1)
Koris¢enjem osobine 3 dobijamo

EXy+ Xy + -+ X+ Xpyq) = EXD) + E(XR) + -+ E(XR) + E(Xny1)

Cime je tvrdenje dokazano.m

. Ako su X 1 Y nezavisne sluCajne promenljive sa konacnim matematickim

o¢ekivanjima E(X)i E(Y) tadaje E(X - Y) = E(X) - E(Y).

Dokaz:
k n k n
EX -Y)= ZZ('xl * Ym)* Dim =ZZ Xi*Ym " Di* Pm
i=1m=1 i=1m=1
k n
= %P ) Ym = EX)-EQ)
i=1 m=1
. Za nezavisne slucajne promenljive X;, X5, ... , X, sa kona¢nim ocekivanjima vazi

E(Xy " Xy " X)) = EX) -E(Xy) - .. - E(X,)

Dokazuje se indukcijom, analogno kao osobina 6.
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Definicija 1.4.5.2 [9] Disperzija je prosecno kvadratno odstupanje slucajne promenljive X od
njenog matematickog ocekivanja

D(X) = E((X — E(X))?)

Definicija 1.4.5.3. [9] Standardno odstupanje je odstupanje slu¢ajne promenljive X od njenog
matemati¢kog ocekivanja

o= +DX)
Definicija 1.4.5.4. [9] Kovarijacija i koeficijent korelacije su mere zavisnosti slucajnih
promenljivih:
cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y)))
cov(X,Y)

SENGTSRNGT)

1.4.6. Jensenova nejednakost

Definicija 1.4.6.1. [14] Neka je D < R interval. Funkcija f: D — R je konkavna ako za sve
x,y € Disvako a € [0,1] vazi slede¢a nejednakost:

flax+ (A =a)y) 2 af () + (1 = a)f(¥)

Neka je f: D — R konkavna funkcija na intervalu D, a X slucajna promenljiva koja uzima
vrednosti u D, pri ¢emu su E(X) i E(f (X)) kona¢ni. Tada vazi Jensenova nejednakost.

f(E()) 2 E(F(0)

Jensenova nejednakost ima veliki znacaj u teoriji odlucivanja, jer matematic¢ki pokazuje da iz
konkavne funkcije korisnosti proizilazi averzija prema riziku. Averzija prema riziku
predstavlja sklonost donosioca odluke da, izmedu sigurne i1 rizi€ne opcije sa jednakim
o¢ekivanim nov¢anim ishodom, preferira sigurnu opciju (o averziji prema riziku bice reci 1
kasnije u radu, u treCem poglavlju jedan deo je posvecen ovoj temi).

Da bismo objasnili prethodni pasus mozemo funkciju f zameniti funkcijom korisnosti u.
Jensenova nejednakost tada izgleda:

u(E(X)) = E(u(X))
Ovo se moZe zapisati:

w(ECO) 2 ) pu(x)

l
Dakle, korisnost sigurnog o¢ekivanog ishoda veca je od ocekivane korisnosti rizi¢ne opcije.

Primer 1.4.6.1. Donosilac odluke treba da izabere izmedu sigurnih 100$ i rizi¢ne opcije gde
moze dobiti 50$ sa verovatno¢om 0,5 ili 150$ sa verovatno¢om 0,5.

Ocekivana novcana vrednost kod rizicne opcije je 50 - 0,5+ 150 - 0,5 = 100. Dakle, obe
opcije imaju ocekivanu nov€anu vrednost 100$. Medutim, ako je funkcija korisnosti
konkavna npr. u(x) =Inx, onda je u(E(X))=In100, dok je E(u(X))=0,5 -
In50 + 0,5 -1In 150.

Dakle, In100 > 0,5-In50 + 0,5-1n 150. Iako obe opcije imaju istu o¢ekivanu nov¢anu
vrednost, sigurna opcija ima vecu korisnost.
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1.5. Naknadni uvid i kajanje u procesu odlucivanja

Procena kvaliteta odluke nije jednostavna, jer odluka koja je u trenutku donosSenja
delovala kao najbolji izbor kasnije moze imati losiji rezultat. Zato se kvalitet odluke ne moze
procenjivati samo na osnovu njenog ishoda.

Na rezultat odluke uti¢u 1 spoljasnje okolnosti koje donosilac odluke ne moze uvek da
predvidi ili kontroliSe. Zbog toga uspeh ili neuspeh odluke zavisi ne samo od njenog kvaliteta,
veé i od razli¢itih okolnosti i neizvesnosti (videti [10]).

Zato je vazno procenjivati i proces donosenja odluke — da 1li su koriS¢ene dostupne
informacije, da li je postupak bio odgovarajuci i da li je odluka u tom trenutku bila razumna.
Medutim, u praksi je teSko sasvim odvojiti kvalitet odluke od njenog konacnog rezultata, jer
je teSko odluku koja nije dovela do povoljnih rezultata jednostavno opravdati time da je
doneta na pravilan nacin.

Kada se pojavi nova i neocekivana informacija, ljudi menjaju svoje misljenje kako bi je
uklopili u postojecu sliku stvarnosti.

Na primer, ako dva koSarkaSka tima imaju isti broj pobeda i poraza, a jedan ubedljivo pobedi
drugi, moze se zakljuciti da je taj tim mnogo bol_]l Ta nova informacija moZe promeniti ne
samo ocekivanja o budu¢im utakmicama, ve¢ i nadin na koji Se posmatraju prethodni
rezultati. Tako je prilagodavanje misljenja novim informacijama korisno i prirodno, ono moze
dovesti 1 do pogresnih zakljuaka. Problem je u tome Sto, nove informacije dovode do
potiskivanja prethodnih uverenja 1 sti¢e se utisak da je razmiSljanje koje je formirano na
osnovu novih informacija zapravo razmisljanje koje je takvo bilo oduvek (videti [10]).

Ovaj proces moze se jasnije objasniti kroz koncept uslovne verovatnoce. Pre odigravanja
utakmice, na osnovu dostupnih informacija moguce je proceniti verovatnocu da je jedan tim
kvalitetniji od drugog. Ukoliko su oba tima do tada ostvarila isti broj pobeda i poraza, pocetna
procena njihovih sposobnosti moze biti priblizno jednaka. Medutim, nakon Sto jedan tim
ostvari ubedljivu pobedu, dostupna je nova informacija koja uti¢e na prethodnu procenu. Tada
se viSe ne posmatra samo verovatnoca da je odredeni tim kvalitetniji, ve¢ verovatnoca da je
kvalitetniji pod uslovom da je ostvario ubedljivu pobedu. Matematicki, takva procena
predstavlja uslovnu verovatno¢u, odnosno verovatnocu nastupanja jednog dogadaja kada je
poznato da se drugi dogadaj ve¢ dogodio.

Primer 1.5.1. [10] Istrazivaci su, na osnovu stvarnog sudskog slucaja, ispitivali studente iz
Kalifornije o odluci grada Duluta u Minesoti. Grad je razmatrao da li treba da izdvoji novac
za zapoSljavanje stalnog nadzornika mosta, kako bi se sprecilo nagomilavanje otpada koje bi
moglo da blokira re¢ni tok. Jednoj grupi studenata date su samo informacije koje su bile
poznate u trenutku donoSenja odluke. Samo 24% njih smatralo je da grad treba da zaposli
nadzornika. Drugoj grupi je reeno da je kasnije doSlo do blokiranja reke, poplava 1 velike
materijalne Stete. U toj grupi je 56% studenata smatralo da je grad trebalo da zaposli
nadzornika, iako su bili upozoreni da ne uzimaju naknadne informacije u obzir.
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Ljudi ¢esto procenjuju da li je neka odluka bila dobra na osnovu njenog ishoda, umesto na
osnovu informacija koje su bile dostupne u trenutku donosenja odluke. Kada se dogodi nesto
lose, znakovi upozorenja ¢esto izgledaju ociglednije nego $to su zaista bili pre dogadaja. Zbog
toga se razumna odluka moze naknadno ¢initi kao ocigledno pogresna.

To pokazuje primer grada Duluta. Kada su studenti imali samo informacije koje su bile
poznate pre odluke, samo 24% njih smatralo je da grad treba da zaposli stalnog nadzornika
mosta. Kada su saznali da je kasnije doSlo do poplave i velike Stete, cak 56% je smatralo da je
grad trebalo da ga zaposli.

Primer pokazuje da naknadno saznanje o ishodu moze znacajno promeniti procenu ranije
odluke. Sto je posledica dogadaja gora, ova pristrasnost je obi¢no izraZenija.

Na osnovu literature moze se zakljuciti da je potrebno razlikovati kvalitet odluke od kvaliteta
njenog ishoda. Nije svaka losa posledica rezultat loSe odluke, kao $to ni dobar rezultat ne
dokazuje da je odluka bila najbolja mogucéa. Dobra odluka bi trebalo da se procenjuje na
osnovu informacija koje su bile dostupne u trenutku kada je doneta, kao i na osnovu nacina na
koji su procenjeni mogudi rizici i koristi.

Kajanje je neprijatan osecaj koji se javlja kada osoba razmislja kako bi ishod bio drugadiji da
je donela drugu odluku. Zbog straha od kajanja, ljudi ¢esto unapred pokusavaju da izbegnu
odluke zbog kojih bi kasnije mogli da se osecaju lose (videti [10]).

Kajanje je obi¢no jace kada osoba aktivno promeni postojece stanjei zbog toga pretrpi
gubitak. Na primer, ako neko ulozi novac i izgubi ga, kajanje moze biti veoma snazno. Ako
ne ulozi novac, a kasnije se pokaze da bi zaradio, takode moze da oseti kajanje, ali ono Cesto
bude slabije.

Zbog toga ljudi Cesto biraju uobicajena ili podrazumevana reSenja, jer tako smanjuju osecaj
licne odgovornosti ako rezultat bude los.

2. ANALIZA ODLUCIVANJA

Analiza odlucivanja predstavlja sistemati¢an pristup koji omogucava identifikovanje
svih mogucih alternativa 1 izbor one koja u datim okolnostima pruza najpovoljnije reSenje. U
okviru ovog procesa razmatraju se brojni faktori koji mogu uticati na ishod odluke, pri ¢emu
se posebna paznja posvecuje proceni rizika i neizvesnosti, kao najznaéajnijim elementima
procesa odlu¢ivanja. Primenom metoda analize odlucivanja donosilac odluke moze
objektivnije da proceni moguce rizike i1 stepen neizvesnosti koji prati svaku od raspolozivih
alternativa. lIako se procena zasniva na raspolozivim informacijama i ¢injenicama, ona u
odredenoj meri ukljucuje i li¢na iskustva, uverenja i intuiciju donosioca odluke. Za razliku od

.....

nacin donosenja odluka.
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U ovom poglavlju bi¢e prikazano odlu¢ivanje pri izvesnosti, odlucivanje pri
neizvesnosti 1 odluc¢ivanje pri riziku. Takode, bi¢e prikazana i analiza odlucivanja sa
uzorkovanjem, koja podrazumeva primenu Bayes-ove teoreme. Svaka celina ilustrovana je
odgovaraju¢im primerima, ¢ime se dodatno produbljuje razumevanje obradenih tema.
Literatura koja je upotrebljena u ovom poglavlju je [17].

2.1. Odludivanje pri izvesnosti

Izvesnost predstavlja situaciju u kojoj su donosiocu odluke poznate sve relevantne
Cinjenice koje se odnose na stanje sveta. U takvim okolnostima proces odlu¢ivanja odvija se
bez nepoznatih faktora, jer postoji samo jedno moguce stanje ili, ukoliko ih ima vise, sa
potpunom sigurnos$¢u se zna koje ¢e od njih nastupiti.

Kada se odluke donose u uslovima potpune izvesnosti, ne postoji dilema u pogledu izbora
odgovarajuce alternative, buduci da su sve okolnosti unapred poznate i ne ostavljaju prostor
za neizvesnost. Ipak, ovakve situacije se u praksi javljaju veoma retko. Savremeno poslovno
okruzenje karakteriSu stalne promene, intenzivna konkurencija i promenljivi zahtevi
potroSaca, zbog Cega je potpuno predvidivo okruzenje gotovo nemoguce obezbediti.

Primer 2.1.1. Postoje dva autobusa koje ¢emo oznaciti sa A; i A,. Prvi autobus trosi 15 1/h, a
drugi autobus trosi 17 1/h. Ovi autobusi prevoze putnike do dva odmaralista koja ¢emo
oznaciti 0, i 0,. Do prvog odmarali§ta treba voziti 3 sata, dok je do drugog odmaralista
potrebno voziti 5 sati. Donosilac odluke treba da odabere koji autobus ¢e i¢i u koje
odmarali$te, ako je jedini kriterijum potros$nja goriva.

Ovaj problem ima dve akcije:

L] al:Al ideu()liAz idequ
L] az:Al idequiAz ideu01

U prvoj akeiji ukupna potrosnja goriva je : 15-3 4+ 17 -5 =130, dok je u drugoj akciji
ukupna potrosnja goriva: 15 -5+ 17 -3 = 126 L.

S obzirom da kod druge akcije imamo manju potro$nju goriva, izvesno je da ¢e se odluciti za
tu akciju.

2.2. Analiza odlucivanja pri neizvesnosti

U situacijama kada donosilac odluke nije u moguénosti da odredi verovatnoce
nastupanja pojedinih stanja sveta, primenjuje se analiza odlucivanja bez apriornih
verovatnoca. Ovakav pristup koristi se za reSavanje problema u kojima postoji viSe mogucih
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alternativa, a cilj je izbor najpovoljnije akcije u uslovima neizvesnosti. Njegova primena
posebno je zastupljena kod problema koji se odnose na unapred odredivanje koli¢ine
proizvoda koju je potrebno nabaviti.

Za izbor optimalne alternative mogu se primeniti razli¢iti kriterijumi odlucivanja, medu
kojima se najéesce izdvajaju [17]:

MAXIMIN Kriterijum
MINIMAX Kriterijum
MAXIMAX Kriterijum
Laplace-ov kriterijum

Zajednicka karakteristika svih navedenih kriterijuma jeste da se odluke donose bez pouzdanih
informacija o verovatno¢i nastupanja pojedinih stanja. Izabrani kriterijum predstavlja vazan
element procesa odlucivanja, jer u velikoj meri odreduje koja ¢e alternativa na kraju biti
ocenjena kao najpovoljnija.

Naredni primer ilustruje svaku od navedenih metoda.

Primer 2.2.1. Mundijal, odnosno Svetsko prvenstvo u fudbalu je najprestiznije medunarodno
fudbalsko takmicenje. Odrzava se svake 4 godine i ucestvuju najbolje reprezentacije iz celog
sveta. Triona je zvaniCna lopta Svetskog prvenstva 2026. godine.

Jedna sportska prodavnica planira da nabavi odredeni broj ovih lopti. Lopte se nabavljaju po
ceni od T = 50% (trosak), a prodaju po ceni od C = 603. Lopte koje se ne prodaju dok traje
Svetsko prvenstvo, nakon zavrSetka istog bi¢e prodavane po snizenoj ceni R = 30$
(rasprodaja).

Donosilac odluke ne moze ta¢no da proceni koliko je lopti potrebno, ali pretpostavlja da je
potraznja izmedu 160 i 200 zato odlucuje da analizira sledece akcije: a; = 160 (nabavljamo
160 lopti), a, = 170; a3 = 180; a, = 190; as = 200. Stanja okruZenja takode ima pet i
uzimaju iste vrednosti S; = 160 (potraznja 160 lopti); S, = 170; S; = 180; S, = 190; S5 =
200.

Prvo je potrebno formirati tabelu placanja (efekata) za datu situaciju. Ova tabela pokazuje
efekte za sve kombinacije onoga §to je naruceno (akcije) i onoga §to je prodato (stanje Sveta).

S;=160 S,=170 S;=180 S,=190 S = 200

a; =160 1 600 1600 1 600 1600 1600
a, =170 1400 1700 1700 1700 1700
a; =180 1200 1500 1 800 1 800 1 800
a, =190 1 000 1300 1 600 1900 1900
as =200 800 1100 1400 1700 2 000

Tabela 2. Tabela pla¢anja (efekata)

Primeri izraCunavanja pojedinih efekata iz tabele placanja:

e11 = —T) a; = (60—-50)-160

e, =(C—-T)-S;—(T—-R) (a; —S;) =10-160 —20-10 = 1400
e, =(C—T) a,=10-170 = 1700
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e31=(C—T) 160 — (T —R) - (a3 — S;) = 1600 — 400 = 1200

Nakon formiranja tabele pladanja (efekata) treba formirati i tabelu Zaljenja. Zaljenje je
propusteni profit, zbog izbora akcije koja nije najbolja (gubitak prilike).

Vrednosti iz tabeli zaljenja dobijaju se na osnovu izracunatih vrednosti u tabeli placanja. U
svakoj koloni tabele placanja nademo maksimalnu vrednost, a zatim od te vrednosti
oduzmemo odgovarajuce vrednosti iz te kolone.

51 =160 S, =170 S; =180 S, =190 S5 =200

a; =160 0 100 200 300 400
a, =170 200 0 100 200 300
a; =180 400 200 0 100 200
a, =190 600 400 200 0 100
as =200 800 600 400 200 0

Tabela 3. Tabela zaljenja (gubitka prilike)
7,1 = maxe;; — e;; = 1600 — 1600 = 0
7,1, = maxe;; — e;; = 1600 — 1400 = 200
743 = maxe;; — eg3 = 1800 — 1600 = 200

Na osnovu formiranih tabela placanja i zaljenja donosilac odluke primenjuje neki od pet
navedenih kriterijuma.

2.2.1. MAXIMIN kriterijum (kriterijum pesimizma)

MAXIMIN kriterijum podrazumeva da ¢e donosilac odluke zauzeti oprezan stav. Ovaj
kriterijum je jo$ poznat i kao kriterijum pesimizma, jer se o¢ekuje sprovodenje svake akcije sa
najnepovoljnijim ishodima. Odnosno, kriterijum podrazumeva da koja god akcija da bude
izabrana o€ekuje se ostvarivanje njenog najslabijeg ishoda. Zato je potrebno odabrati najbolji
medu najgorim ishodima, odnosno potrebno je odabrati akciju kod koje se maksimizira
minimalna korisnost.

. MIN Izbor

Akcije Profit MAX

a, = 160 1 600 1600
a, =170 1 400

as; = 180 1200
a, = 190 1000
as = 200 800
Tabela 4. Izbor akcije po MAXIMIN kriterijumu
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Iz tabele vidimo da na osnovu ovog Kriterijuma treba odabrati akciju a.

2.2.2. MINIMAX kriterijum (kriterijum Zaljenja)

MINIMAX kriterijum poznat je i kao kriterijum zaljenja. Njegova primena zasniva se
na odredivanju najve¢eg moguceg zZaljenja za svaku raspolozivu alternativu u tabeli Zaljenja.
Nakon toga se bira ona akcija kod koje je utvrdeno maksimalno zaljenje najmanje u poredenju
sa ostalim alternativama.

Drugim re€ima, izbor se vir§i prema principu minimalnog od maksimalnih Zaljenja, Sto
predstavlja osnovu zbog koje je ovaj kriterijum dobio naziv MINIMAX. U nastavku ¢e biti
prikazana tabela koja ilustruje primenu ovog kriterijuma, a na osnovu nje ¢e biti odredena
najpovoljnija akcija prema navedenom principu.

. MAX Izbor

Akcije Zaljenje MIN
a, = 160 400

a, = 170 300 300
a; = 180 400
a, = 190 600
as = 200 800

Tabela 5. Izbor akcije po MINIMAX kriterijumu

Kao $to mozemo videti iz tabele, po ovom kriterijumu najbolje je odabrati akciju a,.

2.2.3. MAXIMAX Kkriterijum (kriterijum optimizma)

Ovaj kriterijum poznat je i kao Kriterijum optimizma, jer se zasniva na pretpostavci da
¢e se ostvariti najpovoljniji moguc¢i ishod. Njegova primena podrazumeva izbor one
alternative kod koje je maksimalni mogu¢i profit, odnosno efekat, najve¢i u odnosu na ostale
raspoloZive akcije.

Zbog usmerenosti ka najboljim moguéim rezultatima, ovaj kriterijjum najceS¢e primenjuju
donosioci odluka koji imaju vecu sklonost ka preuzimanju rizika. U narednoj tabeli bice
prikazani podaci na osnovu kojih ¢e se, primenom ovog kriterijuma, utvrditi najpovoljnija
akcija.

. MAX Izbor

Akcije Profit MAX
a, = 160 1600
a, = 170 1700
a; = 180 1800
a, = 190 1900

as = 200 2 000 2 000

Tabela 6. I1zbor akcije po kriterijumu MAXIMAX
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Prema MAXIMAX kriterijumu treba odabrati akciju as.

2.2.4. Laplace-ov kriterijum

Donosilac odluke usvaja da svako stanje ima istu verovatnocu pojavljivanja. Zatim, sa
tako odabranim verovatno¢ama potrebno je izraCunati ocekivani profir (efekat) za svaku
akciju, a zatim ¢emo odabrati akciju sa maksimalnim o¢ekivanim profitom.

Ocekivani profit za akciju a; ¢emo oznaciti sa p;.

Ocekivani profit izracunava se prema opStem obrascu:
m
D= Z pij - P{S;},m — stanja
j=1

Ocekivani profit predstavlja poseban slucaj matemati¢kog ocekivanja u kojem se, usled
nepoznavanja stvarnih verovatnoca stanja sveta svim stanjima dodeljuje jednaka verovatnoca
pojavljivanja, pa ocekivani profit postaje aritmeticka sredina moguc¢ih ishoda, a bira se
alternativa sa najve¢om prose¢nom vrednosScu.

Izbor akcije po Laplace-ovom kriterijumu predstavljen je u sledecoj tabeli.

Ocekivani Izbor

Akcije profit MAX
a; =160 1 600

a, =170 1 640 1640
a; =180 1620
a, =190 1540
as = 200 1400

Tabela 7. I1zbor akcije po Laplace-ovom kriterijumu

Vrednosti iz tabele 7 su dobijene na slede¢i nacin:

1
P = 5(1600 + 1600 + 1600 + 1600 + 1600) = 1600

1
D, = 5(1400 + 1700 + 1700 + 1700 + 1700) = 1640

1
D3 = 5(1200 + 1500 + 1800 + 1800 + 1800) = 1620
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1
Dy = 5(1000 + 1300 + 1600 + 1900 + 1900) = 1540

1
Ps = £ (800 + 1100 + 1400 + 1700 + 2000) = 1400

Mozemo primetiti da je najbolja akcija na osnovu ovog kriterijuma a,.

Interesantno je da smo na pocetku naveli da je za odludivanje pri neizvesnosti
karakteristicno to da nisu poznate verovatno¢e nastupanja pojedinih stanja sveta, medutim
Laplace-ov kriterijum jeste jedan od kriterijuma za odlu¢ivanje pri neizvesnosti iako radimo
sa odredenim verovatno¢ama. Radi se o tome da kod ovog kriterijjuma verovatnoce nisu
stvarno poznate. One se pretpostavljaju kao jednake zato Sto nemamo informaciju da je jedno
stanje verovatnije od drugog, zato se Laplace-ov kriterijum u teoriji odlu¢ivanja svrstava u
odludivanje pri neizvesnosti.

Na osnovu prethodno predstavljenih rezultata mozemo zakljuciti da izbor kriterijuma
odlucivanja presudno uti¢e na izbor akcije. Dosta na rezultate utiCu li¢ne osobine donosioca
odluke, njegova uverenja, iskustvo i intuicija. Kod odlu¢ivanja pri neizvesnosti donosilac
odluke zna koje su moguce posledice svojih alternativa, ali ne zna kolika je verovatnoc¢a da ¢e
nastupiti pojedina stanja sveta. Zbog toga matemati¢ki model nije dovoljan sam po sebi, ve¢ u
prvi plan dolaze li¢ne karakteristike.

Licne osobine su vazne, jer na izbor kriterijjuma utice stav donosioca odluke prema
neizvesnosti. Optimista ocekuje najpovoljniji ishod (MAXIMAX kriterijum), pesimista polazi
od najgoreg ishoda (MAXIMIN kriterijum), oprezan zeli da smanji mogucée kajanje
(MINIMAX kriterijum), neutralan donosilac odluke nema razloga da favorizuje bilo koje
stanje (Laplace-ov kriterijum).

2.3. Analiza odlucivanja pri riziku

Analiza odlu¢ivanja u uslovima rizika zasniva se na pretpostavci da je donosilac
odluke sposoban da pojedinim moguéim stanjima sveta pridruzi odgovaraju¢e verovatnoce
njihovog nastupanja. Osnovni cilj je izbor najoptimalnije akcije medu vise raspolozivih
alternativa, pri cemu se Cesto reSavaju problemi koji zahtevaju odredivanje koli¢ine proizvoda
koju je potrebno unapred nabaviti.

Za reSavanje problema odlucivanja u uslovima rizika razvijene su razli¢ite metode, medu
kojima se izdvajaju [17]:

e kriterijum oc¢ekivane novc¢ane vrednosti (ONV)

«  kriterijum maksimalne verodostojnosti
e Kkriterijum ocekivanih zaljenja (0OZ)
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2.3.1. Kriterijum ocekivane novéane vrednosti (ONV)

Za kriterijum ocekivane novC€ane vrednosti koristimo tabelu placanja. FunkcioniSe
tako S§to prvo odredujemo sume proizvoda odgovarajucih efekata i verovatno¢a za svako
stanje sveta. Zatim se trazi maksimalna vrednost ovih suma proizvoda i usvaja se akcija koja
donosi tu vrednost.

Primer 2.3.1.1. Koristi¢emo primer 2.2.1. gde smo ve¢ formirali tabelu placanja. Ono §to u
primeru 2.2.1. nismo imali jesu verovatnoée nastupajucih stanja. Ovde ¢emo to promeniti i
formira¢emo prosirenu tabelu placanja.

a) Neka je donosilac odluke dodelio slede¢e verovatnoce svim stanjima: P{S;} =
0,1; P{S,} = 0,2; P{S;3} = 0,4; P{S,} = 0,2; P{Sc} = 0,1(suma verovatno¢a mora
biti jednaka 1). Dakle, formira¢emo proSirenu tabelu placanja (efekata) i prosirenja se
odnose na uvodenje verovatnoc¢a stanja. Takode u novoj tabeli ¢emo imati i jednu
posebnu kolonu u kojoj ¢emo uneti ocekivanu nov€anu vrednost za svaku akciju

ONV(a,).
Stanja (potraznja)
y S, S, S S, Ss _
Akeije 160 170 180 190 200 ONV(a;)
0.1 0.2 0.4 0.2 01

a, =160 1600 1600 1600 1600 1600 1600
a, =170 1400 1700 1700 1700 1700 1670
a; =180 1200 1500 1800 1 800 1800 1680
a, =190 1000 1300 1600 1900 1900 1570
as = 200 800 1100 1400 1700 2 000 1400

Tabela 8. Prosirena tabela placanja (efekata)

Primeri izra¢unavanja ONV(a;) za neke akcije, postupak je na pocetku detaljno opisan, tako
da ¢e biti predstavljena samo dobijanje nov€ane vrednosti za akcije a4 i a,.

ONV(a,) =1600-0,1+ 1600-0,2 4+ 1600 - 0,4 + 1600 - 0,2 + 1600 - 0,1 = 1600
ONV(a,) = 1400-0,1+1700-0,2+ 1700 0,4+ 1700-0,2+ 1700 0,1 = 1670

Na osnovu ovog Kriterijuma treba izabrati akciju as, jer je o¢ekivana novcana vrednost za tu
akciju maksimalna.

b) Neka je donosilac odluke dodelio slede¢e verovatnofe svim stanjima: P{S;} =
0,3; P{S,} =0,1; P{S;} = 0,1; P{S,} = 0,3; P{Sc} = 0,2 (Suma verovatno¢a mora
biti jednaka 1). Dakle, formira¢emo prosirenu tabelu placanja (efekata) i prosirenja se
odnose na uvodenje verovatnoca stanja.

S obzirom da je postupak kako dolazimo do ONV za svaku akciju detaljno opisan na pocetku
priCe o kriterijjumu ocekivane nov€ane vrednosti, a primeri kako vrSimo sam racun su
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navedeni u delu pod a) , u primerima pod b) 1 ¢) ne¢emo detaljno opisivati ceo proces, samo
¢emo rezultate predstaviti u tabeli.

Stanja (potraZnja)
S1 S2 S3 S4 Ss

Akcije 160 170 180 190 200 ONV(a,)
03 0,1 0,1 0,3 0,2
a;, =160 1600 1 600 1 600 1 600 1 600 1600
a, =170 1400 1700 1700 1700 1700 1610
az; =180 1200 1500 1800 1 800 1800 1590
a, =190 1000 1300 1 600 1900 1900 1540
as = 200 800 1100 1400 1700 2 000 1400

Tabela 9. Prosirena tabela pla¢anja (efekata)

c) Neka je donosilac odluke dodelio sledefe verovatno¢e svim stanjima: P{S;} =
0,5; P{S,} = 0,2; P{S3} =0,1; P{S,} = 0,1; P{Sc} = 0,1(suma verovatno¢a mora
biti jednaka 1).

Stanja (potraZnja)
S1 S, S3 Ss S5

Akcelje 160 170 180 190 200 ONV(a;)
0,5 0,2 0,1 0,1 0,1
a; =160 1600 1600 1600 1600 1600 1600
a, =170 1400 1700 1700 1700 1700 1550
a; =180 1200 1500 1800 1800 1800 1440
a, =190 1000 1300 1600 1 900 1900 1300
as = 200 800 1100 1400 1700 2 000 1130

Tabela 10. ProSirena tabela placanja (efekata)

Na osnovu prikazanih rezultata moZzemo videti kako razli¢ite raspodele verovatno¢a dovode
do odabira razli¢itih akcija, odnosno vidimo koliko je odluka osetljiva na verovatnoc¢e. Naime,
u primeru a) treba odabrati akciju a;, jer je oCekivana nov¢ana vrednost za tu akciju
maksimalna, dok je u primeru b) maksimalna oc¢ekivana nov¢ana vrednost za akciju a, , tako
da treba odabrati ovu akciju, dok u primeru c¢) na osnovu date raspodele verovatnoéa
maksimalna oc¢ekivana nov¢ana vrednost je za akciju a4, tako da u ovom slucaju na osnovu
kriterijuma ocekivane nov¢ane vrednosti treba odabrati akciju a,.

Rezultati pokazuju da kriterijum ONV nije odreden iskljuivo nov€anim posledicama
alternativa , ve¢ u znacajnoj meri zavisi od verovatnoca pridruzenih stanjima prirode.
Promena procenjenih verovatnoca dovodi do promene ocekivanih novcanih vrednosti
altrnativa, a u odredenim slucajevima moze dovesti i do promene rangiranja alternativa i,
samim tim, do drugacije odluke, kao $to mozemo primetiti u ovom primeru.
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Zbog toga precizno i argumentovano odredivanje verovatnoca predstavlja jedan od klju¢nih
elemenata odlucivanja pri riziku. Sto su procene verovatno¢a pouzdanije, to je pouzdanija i
odluka zasnovana na kriterijumu ONV.

2.3.2. Kriterijum maksimalne verodostojnosti

Donosilac odluke dodeljuje verovatnoée nastupanja svim stanjima i potrebno je uociti
ono stanje sa najve¢om verovatnoom. Zatim je potrebno izabrati akciju sa najboljim
pla¢anjem (profitom) za to stanje. Dakle, sustina ovog kriterijuma jeste da usvojimo akciju sa
maksimalnim profitom posmatrano za stanje sa najve¢om verovatno¢om pojavljivanja.

Recimo da je donosilac odluke iz Primera 2.2.1. dodelio slede¢e verovatnoce stanjima sveta:
P{S,} =0,1; P{S,} = 0,2; P{S;} = 0,4; P{S,} = 0,2; P{Ss} = 0,1 (suma verovatnota mora
biti jednaka 1, odnosno moramo imati potpun sistem dogadaja).

Onako kako je donosilac odluke rasporedio verovatnoée, mozemo primetiti da stanje S; ima
najvecu verovatnocu pojavljivanja, s obzirom na to potrebno je da izdvojimo sve akcije za
ovo stanje. Ovo ¢emo uraditi u narednoj tabeli i iz tabele ¢emo moci da procitamo koja akcija
je najbolja kada je u pitanju kriterijum maksimalne verodostojnosti.

Profit za najverovatnije

Akcije stanje S3
a; =160 1 600
a, =170 1700
a; = 180 1800 1 800
a, =190 1 600
as = 200 1400

Tabela 11. Izbor akcije po kriterijumu maksimalne verodostojnosti

Na osnovu podataka iz tabele mozemo zakljuciti da je akcija koju je najbolje izabrati na
osnovu kriterijuma maksimalne verodostojnosti a;.

2.3.3. Kriterijum o¢ekivanog Zaljenja (OZ)

Da bi se doslo do najpovoljnije akcije na osnovu kriterijuma ocekivanog Zaljenja
potrebno je koristiti tabelu Zzaljenja. Potrebno je odrediti sume proizvoda odgovaraju¢ih
zaljenja 1 verovatnoca za svaku akciju. Nakon toga je potrebno odrediti minimalnu vrednost
ovih suma proizvoda i usvaja se akcija koja obezbeduje ovu vrednost.
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Primer 2.3.3.1. Situacija koja se posmatra je ista kao u primeru 2.2.1. Kriterijum oc¢ekivanog
zaljenja ¢e dati jednu akciju koja je najpovoljnija na osnovu ovog kriterijuma. Da bi se doslo
do te akcije bi¢e posmatrana tabela zaljenja kao u primeru 2.2.1. s tim §to ¢e se u ovom
primeru data tabela prosiriti, jer ¢e biti dodate verovatnoée za svako stanje. Neka je donosilac
odluke dodelio slede¢e verovatnoce: P{S;} = 0,1; P{S,} = 0,2; P{S3} = 0,4; P{S,} =
0,2; P{Ss} = 0,1.

Stanja (potraznja)

) ) 5, S s, S .
Akcije 160 170 180 190 200 0Z(a;)
0.1 0,2 0.4 0.2 0.1
a; = 160 0 100 200 300 400 200
a, =170 200 0 100 200 300 130
a; =180 400 200 0 100 200 120
a, =190 600 400 200 0 100 230
as =200 800 600 400 200 0 400

Tabela 12. Prosirena tabela Zaljenja (gubitka prilike)

Primeri izraCunavanja o¢ekivanih zaljenja za neke akcije:
0Z(a;) =0-0,1+100-0,2 + 200 0,4 + 300 - 0,2 + 400 - 0,1 = 200
0Z(ay) =200-0,1+0-0,2+ 100 0,4+ 200-0,2 + 300-0,1 = 130

1z kolone koja pokazuje ocekivana zaljenja treba odabrati minimalnu vrednost da bi se
utvrdilo koja je najpovoljnija akcija po ovom Kriterijumu. To je akcija as.

2.4. Analiza odlucivanja sa uzorkovanjem

Kada je u pitanju analiza odlucivanja sa uzorkovanjem vr$i se prikupljanje dodatnih
informacija i podataka da bi se bolje pristupilo problemu pre donoSenja odluke. Dodatne
informacije sluZze za korekciju prvobitnih apriori verovatno¢a u aposteriori verovatnoce (u
prvom poglavlju, posle definicije potpunog sistema dogadaja objaSnjeni su pojmovi apriori i
aposteriori verovatnoc¢e). Dodatne informacije se nazivaju i informacije uzorkovanja.
Najcesce se neizvesnost prikupljanjem dodatnih informacija ne moze u potpunosti ukloniti,
ve¢ samo smanjiti. Ako bi postojala potpuna informacija ona bi dovela do toga da se viSe ne
govori o uslovima rizika, ve¢ se odluc¢ivanje pri riziku pretvara u odlu€ivanje pri izvesnosti.
Medutim, dodatna informacija uglavnom nije potpuna, takode dodatna informacija nekada
nije, zbog nacina prikupljanja, potpuno pouzdana. Na primer, ako preduzece planira da uvede
novi proizvod, moze se sprovesti ispitivanje trziSta u svrhu prikupljanja dodatnih informacija
o0 potraznji tog proizvoda i da se na osnovu tih informacija oceni moguci nivo prodaje. Ali,
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cak iako rezultati dodatnih informacija ukazuju na postojanje visoke potraznje, to nije
garancija da ¢e tako 1 biti, odnosno moze do¢i do prosecne, pa ¢ak i niske potraznje.

Bajesova teorema kada je potrebno dodate informacije ukljuciti u ve¢ postojece stanje.
Naime, potrebno je revidirati pocetne verovatno¢e dogadaja i u tu svrhu se koristi Bajesova
teorema koja je definisana u prvom poglavlju ovog rada.

Primer 2.4.1. [17] Skola stranih jezika ,,FOX“ za sada nudi udenje dva strana jezika, a to su
nemacki i engleski. Planira da u svoje programe uvrsti i ucenje jo$ jednog jezika. Taj jezik
moze biti italijanski (N;) ili ruski (N,) ili $panski (N3). Takode, postoji i opcija da sve ostane
kao 1 do sada, da ne uvode novi jezik, $to ¢e biti jedna od akcija koje ¢e biti posmatrane, tako
da ukupno postoje Cetiri akcije a; (N;), a,(N;), az(Ns), a,(nema_promena).

U problemu odluc¢ivanja postoje tri stanja: S; — niska potrainja, S, — srednja potrainja,
S3 — visoka potrainja. Svim ovim stanjima donosilac odluke dodelio je sledece apriori
verovatno¢e P{S;} = 0,1; P{S,} = 0,6; P{S;5} = 0,3.

Takode, donosilac odluke je pretpostavio profite za svaku akciju u slucaju niske, srednje i
visoke potraznje i ti profiti su predstavljeni u slede¢oj tabeli efekata.

Na osnovu ovih podataka moguce je izracunati ONV za svaku akciju. Takode, bi¢e formirana
i tabela zaljenja i bice izracunato ocekivano zaljenje.

Stanja (potraZnja)

Akcije S: S, S3 ONV(a;)
0,1 0,6 0,3
a;(Ny) 100 3000 5000 3310
a,(N,) -100 4 000 7 000 4 490
a3;(N3) -500 3500 10 000 5050
a,(nema_promena) 0 0 0 0

Tabela 13. Tabela placanja (efekata)

Mozemo primetiti da su profiti kod akcije a, u prethodnoj tabeli jednaki nula bez obzira na
stanje. Ovo je logi¢no i nije nista ¢udno, jer je to akcija gde se niSta ne preduzima.

ONV(a,) =100-0,1+4 3000-0,6 + 5000-0,3 = 3310
ONV(a,) = —100-0,1 4+ 4000 - 0,6 + 7000 - 0,3 = 4490

ONV(a3;) = =500-0,1 4+ 3500-0,6 + 10000 - 0,3 = 5050
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Stanja (potraZnja)

Akcije S, S, Ss 0Z(a;)
0,1 0,6 0,3
a;(N¢) 0 1 000 5000 2 100
a;(N;) 200 0 3000 920
az(N3) 600 500 0 360
a,(nema_promena) 100 4 000 10 000 5410

Tabela 14. Tabela 7aljenja
0Z(a;) = 0-0,1+ 1000 - 0,6 + 5000 - 0,3 = 2100
0Z(a,) = 200-0,1+ 0-0,6 + 3000 - 0,3 = 920
0Z(a3) = 600-0,1+500-0,6+0-0,3 = 360
0Z(a,) = 100-0,1 + 4000 - 0,6 + 10000 - 0,3 = 5410
Prema dobijenim podacima iz obe tabele, mozemo zakljuciti da je optimalna akcija as.

Medutim, vlasnik Skole zeli da prikupi dodatne podatke. Interesuje se o prodaju kurseva iz
italijanskog, ruskog i1 Spanskog jezika i vrSi dodatna istraZivanja trziSta. Potrebno je ispitati
kako ¢e novodobijeni podaci uticati na apriori verovatnoce, a time i1 na izbor akcije. Moguce
informacije sa trziSta obelezavaju se kao:

X, — slaba prodaja; X, — srednja prodaja; X3 — velika prodaja.

Sledeca tabela predstavlja uslovne verovatnoée nastale nakon prikupljanja dodatnih
informacija.

Stanja (potrazZnja)

Akcije 3 s, s
X1 0,7 0,3 0,1
X, 0,2 0,6 0,3
X3 0,1 0,1 0,6

Ukupno 1,00 1,00 1,00

Tabela 15. Uslovne verovatnoce

Apriori verovatnoce se obelezavaju P(S;), a uslovne verovatnoCe se obelezavaju P(X|S;).
Primenom Bayes-ove teoreme odreduju se aposteriori verovatnoée koje se obeleZavaju sa
P(Sj|X k). Aposteriori verovatno¢e se jo§ nazivaju i revidirane verovatnoce. Rezultati
uzorkovanja X;, X,, X3 predstavljaju medusobno iskljuive mogucnosti, pri ¢emu se
ostvaruje tacno jedna od njih. Odredivanje najpovoljnije akcije vrsi se posebno za svako X
koje moze biti rezultat uzorkovanja.

a) Optimalna akcija ako je kao rezultat uzorkovanja dobijena informacija X,
Primenom Bayes-ove teoreme aposteriori verovatnoce za ovaj slucaj iznose:
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P(S;) - P(X1]51) 01-07

P(S11X,) = = = 0,2500
($11%0) 2 P(S)-P(X1S) 01-07+06-03+03-0,1
P(S;) - P(X1]S2) 0,6 -0,3
P(S,1X.) = = = 0,6429
(S2%0) S P(S)-P(XlS)  01-07+06-03+03-0,1
P(S3) - P(X4|S 0,3:0,1
P(S;1Ky) = i) PEGIS) =0,1071
L P(S)P(X41S) 01-07+06-03+03-0,1
Racunanje aposteriori verovatno¢a mozemo predstaviti i u tabeli:
Stani Apriori Uslovne Zajednicke Aposteriori
tanja . . . .
S. verovatnoce Verovatnoce verovatnoce verovatnoce
g P(S;) P(X;|S)) P(S;) - P(X4]S)) P(S;|X4)
S1 0,1 0,7 0,1-0,7=0,07 0,07/0,28 = 0,25
S, 0,6 0,3 0,6-03=0,18 0,18/0,28 = 0,6429
S3 0,3 0,1 0,3-0,1=0,03 0,03/0,28 =0,1071
Ukupno 1,00 0,28 1,00

Tabela 16. Tabelarni proracun aposteriori verovatnoca za informaciju X,

OZ na osnovu aposteriori verovatnoc¢a u opstem slu¢aju racuna se prema izrazu:

m
07(a;] %) = Z 7(a;,S;) - P(Sj1X)
j=1
Tako da oc¢ekivana Zaljenja u slu¢aju slabe prodaje mozemo dobiti na slede¢i nacin:

3

L@ X)) = ) %(ar,5) - P(5)]%)

j=1
=0-0,25+ 1000 -0,6429 + 5000 -0,1071 =1178,4

3

0%(a,l%) = ) %(az5) - P(55]X,)

j=1
=200-0,25+0-0,6429 + 3000-0,1071 = 371,3

3
0Z(as|X,) = Z Z(as,S;) - P(Sj|X1)
j=1
=600 0,25+ 500 - 0,6429 + 0 - 0,1071 = 471,45

3

=1
= 100 - 0,25 + 4000 - 0,6429 + 10000 - 0,1071 = 3667,6
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Dakle, u slu¢aju X; — slaba prodaja , potrebno je preduzeti akciju as.

b) Optimalna akcija ako je kao rezultat dobijena informacija X,

Stanja Apriori Uslovne Zajednicke Aposteriori
S verovatno¢e Verovatnoce verovatnoce verovatnoce
/ P(S;) P(X;|S;)  P(S;) - P(X2|S)) P(S;|X2)
S1 0,1 0,2 0,1-0,2=0,02 0,02/0,47 =0,0426
S, 0,6 0,6 0,6-06=036 0,36/0,47 =0,7660
S3 0,3 0,3 0,3-0,3=0,09 0,09/0,47 =0,1914
Ukupno 1,00 0,47 1,00

Tabela 17. Tabelarni proracun aposteriori verovatnoc¢a za informaciju X,

3

0Z(a,|X,) = Z Z(ay,S;) - P(Si|X2)

j=1
=0-0,0426 + 1000 - 0,7660 + 5000 - 0,1914 = 1723

3

0L(a,lX) = ) %(as5) - P(S)|X2)

j=1
=200-0,0426 + 00,7660 + 3000 - 0,1914 = 582,72

3

0%(as1x) = ) %(as,5) - P(S)]X2)

j=1
= 600 - 0,0426 + 500 - 0,7660 + 0 - 0,1914 = 408,56
3

0Z(a,lX,) = Z Z(a4,S;) - P(Sj|x2)
j=1
= 100-0,0426 + 4000 - 0,7660 + 10000 - 0,1914 = 4982,26
U slucaju informacije X, — srednja prodaja treba odabrati akciju as.

c) Optimalna akcija ako je kao rezultat uzorkovanja dobijena informacija X5

Stanja Apriori Uslovne Zajednicke Aposteriori
S verovatno¢e Verovatnoce verovatnoce verovatnoce
/ P(S;) P(X;|S;) P(S;) - P(X4]S;) P(S;1X4)
S 0,1 0,1 01:0,1=0,01 0,01/0,25 = 0,04
S, 0,6 0,1 0,6-0,1=0,06 0,06/0,25 = 0,24
S3 0,3 0,6 0,3:06=0,18 0,18/0,25=0,72
Ukupno 1,00 0,25 1,00

Tabela 18. Tabelarni proracun aposteriori verovatnoca za informaciju X;

3

0Z(a,|X3) = Z Z(ay,S;) - P(Si|X3)

j=1
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=0-0,04+ 1000 - 0,24 + 5000 - 0,72 = 3840
3
0%(a,lX) = ) %(az5)) - P(S)|X5)
= ]2=010 -0,04+4+0-0,24 4+ 3000-0,72 = 2168
3
0%(as1X) = ) %(as,5) - P(5)|X5)
= ]6=010 -0,044+500-0,244+0-0,72 = 144
3
0%(aslXs) = ) %(as5)) - P(S)]X5)
= ]1=010 - 0,04 + 4000 - 0,24 + 10000 - 0,72 = 8164

U slucaju X3 — velike prodaje optimalna akcija je a;.

Optimalno pravilo odluc¢ivanja predstavlja granasto definisanu funkciju koja rezultate
uzorkovanja X, povezuje sa odgovarajucom optimalnom akcijom. Za dati primer, optimalno
pravilo ima sledeci oblik:

a,, X =X1
PO*(X) ={as, X =X,
as, X =X3

Ocekivani rizik optimalne strategije obeleZzava se kao OR(OP*,n), gde n predstavlja
obim uzorka. Ocekivani rizik optimalne strategije je zapravo o€ekivaono Zaljenje optimalne
strategije OZ(OP*,n), a dobija se kao suma proizvoda OZ optimalnih strategija za svaki
rezultat uzorkovanja i1 verovatno¢a odgovarajucih rezultata uzorkovanja. U prethodnom
primeru o¢ekivani rizik optimalne strategije je:

OR(OP*,n) = 0Z(0P*,n) = 371,3- 0,28 + 408,56 - 0,47 + 144 - 0,25 = 331,9872

3. TEORIJA KORISNOSTI

Ovo poglavlje posveceno je teoriji korisnosti. Definicija relacije preferencije i funkcije
korisnosti data je na pocetku rada. Dodatno ¢e biti prikazane teoreme koje se ticu funkcije
korisnosti. Bi¢e predstavljen doprinos Danijela Bernulija teoriji korisnosti. On je prvi primetio
da ljudski izbori nisu zasnovani na nov¢anoj, ve¢ na psiholoSkoj vrednosti ishoda , odnosno
na njihovoj korisnosti. U ovom delu rada bi¢e predstavljena Bernulijeva ideja, ali i greska
koju je napravio. Izuzetan znacaj teoriji korisnosti dali su matemati¢ar DZon fon Nojman i
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ekonomista Oskar Morgenstern. Oni su dali aksiomatsku verziju teorije korisnosti, koja ¢e biti
navedena u radu, a glavna ideja njihovog pristupa ogleda se u tome da donosilac odluke koji
tezi da bude racionalan mora da se rukovodi principom oc¢ekivanja.

Teorija korisnosti predstavlja jedan od najznacajnijih i najceS¢e primenjivanih pristupa u
reSsavanju slozenih problema odlucivanja. Njena Siroka primena zasniva se na brojnim
prednostima, medu kojima se izdvajaju:

« Primena funkcije korisnosti pojednostavljuje i ubrzava postupak analize alternativa i
donosenja odluka.

o Teorija korisnosti pruza znacajnu podrSku donosiocu odluke u strukturiranju procesa
odlucivanja, realnijoj proceni verovatnoc¢a mogucih ishoda i sagledavanju preferencija
kao nelinearnog odnosa izmedu rizika i vrednosti ishoda.

e Primena teorije korisnosti doprinosi izboru strategija koje omogucavaju efikasnije
upravljanje rizikom i donoSenje racionalnijih odluka u uslovima neizvesnosti.

Literatura koja je upotrebljena za izradu ovog poglavlja je [1], [5], [6], [8], [10], [12], [13],
[14], [15], [17], [22].

3.1. Bernuli —radanje ideje o teoriji korisnosti

Interesovanje za igre na srecu i situacije neizvesnosti javilo se veoma rano, jos u XVIII
veku, zahvaljuju¢i radovima Danijela Bernulija. Osnovni cilj bio je proucavanje problema
odluc¢ivanja sa kojim se suocava kockar, odnosno utvrdivanje koja od mogucih alternativa
treba da bude izabrana kako bi se povecale verovatnoce za ostvarivanje dobitka.

U teorijskim razmatranjima analizirane su razli€ite igre na srecu, poput bacanja novcica,
bacanja kocke 1 kartaSkih igara. Zajednicka karakteristika svih ovih situacija jeste da su ishodi
izrazeni u nov€anim iznosima, $to omoguéava odredivanje verovatno¢a nastupanja pojedinih
dogadaja, kao i izraCunavanje o¢ekivane vrednosti dobitka.

U tom kontekstu:

e povoljnom se smatra igra koja donosi pozitivnu o¢ekivanu korist;
e najboljom se smatra igra koja obezbeduje najvecu oc¢ekivanu korist.

Subjektivne procene verovatnoce, bilo da ih formira pojedinac ili grupa ljudi, predstavljaju
numericki izraz njthovih uverenja 1 preferencija. Ove procene odrazavaju se kroz oc¢ekivanu
korisnost dobitka, koja predstavlja osnov za donoSenje odluka u uslovima rizika i
neizvesnosti.
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Psihofizika je psiholoska disciplina koju je tako nazvao nemacki psiholog Gustav
Fehner. Fehner je bio opsednut odnosom uma i materijalnog. S jedne strane je promenljiv
fizicki kvantitet, poput energije svetlosti, frekvencije zvuka ili iznosa novca. S druge strane je
subjektivno iskustvo o svetlosti, tonalitetu ili vrednosti. Na tajanstven nacin, varijacije
fizickog kvantiteta uzrokuju varijacije intenziteta ili kvaliteta subjektivnog iskustva. Fehner je
zamislio da otkrije psihofizicke zakone povezanosti subjektivnog kvantiteta u umu posmatraca
s objektivnim kvantitetom materijalnog sveta. Smatrao je da se u mnogim dimenzijama radi o
logaritamskoj funkciji — $to znaci da porast intenziteta stimulansa za odreden faktor (recimo
za 1,5 ili 10 puta) uvek rezultira istim pojacanjem psiholoskog iskustva. Ako intenziviranje
zvuka sa 10 na 100 jedinica fizicke energije povecava psiholoski intenzitet iskustva za 4
Jjedinice, onda ce dalje jacanje intenziteta stimulansa sa 100 na 1000 takode pojacati
psiholoski intenzitet za 4 jedinice. (Kahneman, 2011, str. 254)

Gustav Teodor Fehner (1801-887) bio je nemacki fizicar, filozof i psiholog i jedan od
osnivaca psihofizike. Njegova israzivanja bila su usmerena na proucavanje odnosa izmedu
fizickih nadrazaja i subjektivnog dozivljaja. Fehner nije bio prvi koji je nastojao da uspostavi
vezu izmedu psiholoSkog intenziteta dozivljaja i fizicke veliCine stimulansa. Gotovo jedan
vek pre njega, Svajcarski matemati¢ar Danijel Bernuli razvio je ideju koja predstavlja jedan od
temelja psihofizickog pristupa u objasnjenju averzije prema riziku. Polazio je od pretpostavke
da se ljudske odluke ne zasnivaju na novcanoj vrednosti ishoda, ve¢ na njihovoj psiholoskoj
vrednosti, odnosno korisnosti. Zbog toga se psiholoska vrednost rizi¢ne alternative ne
odreduje kao ponderisani prosek mogucih novcanih ishoda, ve¢ kao ocekivana korisnost,
odnosno prosek korisnosti pojedinacnih ishoda, pri ¢emu se svaki od njih vrednuje u skladu sa
svojom verovatno¢om.

Bernuli je ovu ideju primenio na odnos izmedu psiholoske vrednosti novca i njegovog
nominalnog iznosa. Smatrao je da poklon od 10 dukata ima priblizno jednaku korisnost za
osobu koja poseduje 100 dukata kao poklon od 20 dukata za osobu koja raspolaze sa 200
dukata. Ovakvo razmisljanje ukazuje na to da ljudi promene bogatstva ne procenjuju prema
njithovom apsolutnom iznosu, ve¢ u odnosu na postoje¢i nivo bogatstva. Zbog toga relativno
jednaka procentualna promena bogatstva izaziva sli¢an psiholoski efekat kod osoba razli¢itog
imovinskog stanja, za razliku od jednakih apsolutnih novc¢anih iznosa.

U skladu sa Fehnerovim zakonom, psiholoska reakcija na promenu bogatstva obrnuto je
proporcionalna po¢etnom nivou bogatstva, Sto upucuje na zakljucak da se korisnost moze
opisati logaritamskom funkcijom bogatstva.

Na oshovu ovakvog shvatanja korisnosti bogatstva, Bernuli je formulisao novi pristup proceni
rizika, ¢ime je napravio znacajan iskorak u odnosu na tada$nje matematicke teorije. Pre
Bernulija, procena rizika uglavnom se zasnivala na kriterijumu ocekivane vrednosti, prema
kojem se vrednost rizi¢ne alternative odreduje kao prosec¢na vrednost svih mogucih ishoda, pri
¢emu se svaki ishod ponderiSe odgovaraju¢om verovatnoCom njegovog nastupanja (videti

[10).
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3.1.1. Nedostaci Bernulijeve teorije

Bernulijeva analiza odnosa prema riziku u kontekstu novéanih dobitaka uspesno je
odolela protoku vremena i dalje zauzima znacajno mesto u ekonomskim analizama.

Trajnost ove teorije posebno je upecatljiva ako se ima u vidu da poseduje odredene ozbiljne
nedostatke. Naime, slabosti neke teorije ne ogledaju se prvenstveno u onome $to ona tvrdi,
ve¢ u onome $to izostavlja, zanemaruje ili podrazumeva bez eksplicitnog obrazlozenja. Da
bismo to ilustrovali, razmotri¢emo sledec¢i primer:

Primer 3.1.1.1. Neka Maksim i Mila danas imaju jednako bogatstvo od 4 miliona dinara.
Pretpostavimo da je Maksim ju¢e imao 1 milion, a Mila 10 miliona. Pitanje koje se postavlja
jeste da li je korisnost jednaka za Maksima i Milu?

Po Bernulijevoj teoriji korisnost bogatstva ljude ¢ini manje ili viSe sre¢nim. Maksim 1 Mila
poseduju jednako bogatstvo, pa bi trebalo na osnovu ove teorije da su podjednako sreéni.
Medutim to nije tako, iako trenutno imaju podjednaku sumu novca. Ova analiza nas dovodi
do prvog nedostatka Bernulijeve teorije.

Njihovo osecanje sre¢e odredeno je nedavnom promenom njihovog bogatstva u odnosu na
razli¢ite pocetne nivoe imovine (Maksim polazi od jednog miliona, a Mila od deset miliona).

Naredni primer takode prikazuje nedostatke Bernulijeve teorije:

Primer 3.1.1.2. Pretpostavimo da Vasa i Vera imaju razliCito trenutno bogatstvo. Neka
Vasino trenutno bogatstvo iznosi 1 milion dinara, dok Verino trenutno bogatstvo iznosi 6
miliona dinara. Oboje biraju izmedu iste dve opcije, jedna je sigurna opcija, a druga je rizi¢na
opcija. Kod riziéne opcije postoji verovatnoc¢a 0,5 da ¢e na kraju imati 1 milion dinara i
verovatnoc¢a 0,5 da ¢e imati 6 miliona dinara. Sigurna opcija koja im se nudi podrazumeva da
¢e na kraju imati 3 miliona dinara.

Iako su ponudene opcije u nov€anom smislu iste za oboje, njihovo psiholosko vrednovanje
moze biti razli¢ito zbog razlicitih referentnih tacaka (trenutnog bogatstva). Vasa, €ije trenutno
bogatstvo iznosi 1 milion dinara, sigurnih 3 miliona moZe posmatrati kao dobitak od 2
miliona. Nasuprot tome, Vera, ¢ije trenutno bogatstvo iznosi 6 miliona, sigurnu opciju od 3
miliona moze doziveti kao gubitak od 3 miliona. Kod rizicne opcije Vasa moze ostvariti
dobitak od 5 miliona ili ostati na trenutnom nivou, dok Vera moze pretrpeti gubitak od 5
miliona ili ostati na trenutnom nivou.

Na osnovu teorije izgleda (opSirnije o teoriji izgleda bi¢e predstavljeno u sledecem poglavlju),
Vasa ¢e imati vecu sklonost ka sigurnoj opciji, dok ¢e Vera imati vecu sklonost ka prihvatanju
rizika.
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Ovaj primer pokazuje znacaj referentne tacke u donosenju odluka. Ljudi ne vrednuju ishode
isklju¢ivo prema njihovoj apsolutnoj novcéanoj vrednosti, ve¢ i prema tome da li ih
dozivljavaju kao dobitke ili gubitke u odnosu na referentnu tacku.

Na osnovu navedenih primera moze se zakljuciti da Bernulijeva teorija korisnosti poseduje
odredene nedostatke. Njeno osnovno ograni¢enje ogleda se u tome Sto Kkorisnost ishoda
odreduje na osnovu konacnog nivoa bogatstva, dok ne uzima u obzir referentnu tacku u
odnosu na koju pojedinac procenjuje ishode.

3.2. Odnos relacije preferencije i funkcije korisnosti

Relacije preferencije omogucavaju da se ishodi poredaju prema stepenu pozeljnosti,
odnosno od ishoda koje potrosa¢ najmanje preferira do ishoda koje preferira najvise. Na taj
nacin dolazimo do ordinalne komponente funkcije korisnosti.

Ishodi nastaju kao posledica primene izabrane akcije (alternative). U uvodnim pojmovima veé
je definisana funkcija korisnosti, koja je uvedena kao funkcija koja skup ishoda (X), na kome
je definisana relacija preferencije, preslikava na skup realnih brojeva (R). Ovde je potrebno
objasniti njenu ordinalnu komponentu.

Ordinalno znac¢i da je nesSto predstavljeno po redosledu, a ne po veli¢ini razlike izmedu
vrednosti. Ordinalna komponenta funkcije korisnosti nosi takav naziv zato S§to brojevi
prikazuju samo poredak opcija po preferencijama, pri ¢emu se veci broj pridruzuje bolje
rangiranom ishodu. Dakle, osnovna svrha ordinalne komponente funkcije korisnosti jeste da
predstavi redosled preferencija (videti [15]).

Na primer, ako potrosa¢ bira izmedu deset dobara, dobru koje najvise preferira moze se
dodeliti korisnost 100, slede¢em dobru korisnost 90, 1 tako redom, sve do najmanje pozeljnog
dobra. Medutim, ove numericke vrednosti ne predstavljaju intenzitet preferencija. To $to
jedno dobro ima korisnost 100, a drugo 50, ne znaci da prvo dobro potroSa¢ voli dvostruko
viSe od drugog. Veca vrednost funkcije korisnosti oznaCava da je odgovarajuce dobro
pozeljnije od dobra sa manjom vrednos$cu korisnosti, ali ne daje informaciju o tome kolika je
razlika u stepenu preferiranja izmedu njih.

Primer 3.2.1. Donosilac odluke odlucuje o tome $ta ¢e jesti. U restoranu koji planira da poseti
dobio je preporuku za sledeca jela: Pileci file sa povréem, file lososa i rizoto sa pecurkama.

Neka je X skup odgovarajucih ishoda:
X = {Pileti file sa povrtem, file lososa, rizoto sa peCurkama}
Neka je u: X — R funkcija korisnosti.

Donosilac odluke ne voli pecurke, a kada su u pitanju pile¢i file i file lososa radije ¢e se
odluciti za file lososa.
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Na osnovu opredeljenja donosioca odluke, relacija preferencije primenjena na skup ishoda
izgleda ovako:

file lososa = pileti file sa povréem > riZoto sa peCurkama
Na osnovu preferencija, ishodima se mogu dodeliti slede¢e vrednosti funkcije korisnosti:
u(file lososa) = 90
u(pileci file sa povréem ) = 70
u(rizoto sa peCurkama) = 10
Donosilac odluke donosi odluku da ¢e jesti file lososa.

Definicija 3.2.1. [6] Element a € A € X je minimalni element za relaciju preferencije na
skupu A ako V x € A vazi x > a.

Lema 3.2.1. [14] Neka je > relacija preferencije na skupu X. Svaki konacan podskup A € X
ima minimalan element relacije >.

Dokaz leme: Dokaz ¢emo raditi primenom matematic¢ke indukcije.

Baza indukcije: Neka je kardinalni broj skupa Ajednak 1 (JA| =1). Tada je a€ A
minimalni element skupa A, jer vazi a > a.

Indukcijska hipoteza: Pretpostavimo sada da je kardinalnost skupa A jednaka n, odnosno
(|A| = n), tada vazi da postoji minimalni element a € A, 0odnosno Vx € A vazi x > a.

Korak indukcije: Neka je sada |A| = n + 1. Skup A tada mozemo zapisati kao A = {b} U
(A\ {b}).Dakle, |A\ {b}| = n, pa na osnovu indukcijske hipoteze mozemo zakljuciti da ovaj
skup ima minimalan element koji opet ozna¢imo sa a. Zatim posmatramo odnos elemenata
a i b. Ukoliko vazi b > a,onda je a minimalan element Citavog skupa A, dok ukoliko vazi
a > b, tada je b minimalan element skupa A. U oba slucaja, skup A ima minimalan element.
Sto je trebalo pokazati. m

Teorema 3.2.1.: [14] Ako je 3> relacija preferencije na kona¢nom skupu X, tada relacija >
ima funkciju korisnosti ¢ije su vrednosti u skupu prirodnih brojeva.

Dokaz: Kako je skup X konacan, na osnovu prethodne leme mozemo zakljuciti da ima
minimalan element.

Oznacimo sa X; skup minimalnih elemenata skupa X. Neka vazi da je korisnost svih ovih
elemenata jednaka 1 , odnosno Vx € X;, u(x) = 1. Ozna¢imo sa X, skup minimalnih
elemenata skupa X \ X;. Zatim, neka vazi Vx € X,, u(x) = 2. Zatim, sa X5 oznac¢imo skup
minimalnih elemenata skupa X \ (X; U X,) i neka vazi Vx € X5, u(x) = 3. Nastavljamo
postupak dok ne potro§imo sve elemente skupa X. Neka je poslednji skup u nizu X, |X| <
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|X] i neka je ovaj skup, skup minimalnih elemenata skupa X\ (X;UX,U ..U
Xy_1), svakom element x € X} dodeli¢emo korisnost u(x) = k.

Jasno je da su skupovi X;, X, ..., X, disjunktni, a kako vazi da je X = U¥_, X;, na ovaj nacin
smo formirali funkciju koja svim elementima skupa X dodeljuje prirodne brojeve kao njihove
korisnosti. Ovo je trebalo dokazati. m

Teorema 3.2.2. [14] Ako je > relacija preferencije na prebrojivom skupu X, tada relacija >
ima funkciju korisnosti ¢ije su vrednosti u intervalu (—1,1).

Dokaz: Kako vazi da je skup X prebrojiv, njegove elemente mozemo poredati u niz {x;};= .

Neka je u(x;) = 0i neka elementi niza x,, x3, ..., x, imaju korisnost u skupu (—1,1), tj. neka
vazi u(x;) € (—1,1).

Posmatra¢emo element x,,,,? Za ovaj element postoje dve mogucnosti:

1. 3j€{1,2,..,n}tako da je xj ~ xy.q;tada je u(xy,q1) = u(xj)
2. Aj€{1,2,..,n}tako daje xj ~ xp41;

(gde je ~ relacija indif erentnosti)

U 1. slucaju jasno je da ¢e korisnost elementa x,, .4 biti u intervalu (—1,1).

Za 2. slucaj definisa¢emo sledeca dva skupa:

D= {u(xj),j € {1,2, o N Xppq > xj}} u{-1}
G = {u(xj),j € {1,2, o MX; > xn+1}} U {1}

(elemnti -1 i 1 su ubaceni u skupove da bismo osigurali da su skupovi neprazni).
Neka je d = maxD,g = minG. Kako je d < g, mozemo izabrati u(x,,,) = d%. Ovim

izborom Cuva se predstavljeni poredak svih do tada razmatranih elemenata, pa induktivni
postupak odreduje funkciju korisnosti na celom skupu X. Jasno, u(x,,,) € (d,g) € (—1,1).
Kako ovo vazi Vn € N, tvrdenje je dokazano. m

Teorema 3.2.3. [14] Ako je u funkcija korisnosti za relaciju preferencije > na skupu X, tada
je za svaku strogo rastucu realnu funkciju f: R — R funkcija v odredena sa v(x) = f (u (x))
takode funkcija korisnosti za tu relaciju preferencije.

Dokaz: Na osnovu definicije funkcije korisnosti imamo:
x 7y < u(x) 2u(y),

Kako je f rastuéa funkcija, prethodni izraz je ekvivalentan sa f(u(x)) = f(u(y)), sto je
ekvivalentno sa v(x) >v(y).Dakle, vazi x >y & v(x) =2v(y), ¢ime je tvrdenje
dokazano.m

Ova teorema odnosi se na ordinalnu korisnost, odnosno na ocuvanje poretka ishoda. Pri
vrednovanju lutrija ocekivanom korisnoS¢u, isti poredak lutrija ocuvan je pozitivnim afinim
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transformacijama v(x) = au(x) + b,gde jea >0, dok proizvoljna strogo rastuca
transformacija to ne mora obezbediti.

Definicija 3.2.3. [14] Neka je u: X € R™ — R funkcija korisnosti. Tada se svaka nivo kriva
funkcije (skup svih tacaka iz domena koje se preslikavaju u istu vrednost) naziva indiferentna
kriva relacije preferencije odredene datom funkcijom korisnosti. Indiferentna kriva odredena
vrednos$¢u ¢ data je sa I, = {x € X|u(x) = c}.

3.3. Tipicni primeri funkcije korisnosti

Ishod akcije je rezultat koji nastaje kada donosilac odluke izabere neku akciju, a realizuje se
odredeno stanje prirode. Po Macku (1971) moze se izvrSiti sledeca klasifikacija ishoda:

1. Primarni rezultat — ishod se izraZzava u svojoj prirodnoj jedinici mere.
Na primer: proizvedeno je 1000 slika.

2. Surogat — ishodi se prikazuju preko pokazatelja uspeha, najcesce profit.
Na primer: profit je 100 000 dinara.

3. Ocenjeni rezultat — ishod se vrednuje prema preferencijama donosioca
odluke, pomocu funkcije korisnosti.
Na primer: Mozemo posmatrati prethodni primer 3.2.1. , jer upravo ovaj
primer povezuje ishode sa relacijom preferencije i funkcijom korisnosti. Dakle,
donosilac odluke bira ishod koji ima najvecu korisnost.

U realnim problemima odlucivanja kriva korisnosti se ¢esto moze opisati odgovaraju¢om
matematickom funkcijom. To predstavlja znafajnu prednost, jer omogucava precizno
odredivanje vrednosti funkcije korisnosti na celokupnom intervalu posmatrane promenljive,
koja je u praksi najceS¢e predstavljena profitom ili bogatstvom. Funkcije koje se najcesce
koriste za modelovanje krive korisnosti jesu eksponencijalna, logaritamska i kvadratna
funkcija. Naravno, nije moguce sve ishode predstaviti na ovaj nacin. Broj¢ano izrazeni ishodi
su pogodni, tu spadaju primarni rezultat i surogat, dok ocenjeni rezultat su ishodi koji nisu
brojcani, tako da kriva korisnosti se ne moze opisati nekom matemati¢kom funkcijom.

Eksponencijalna funkcija korisnosti moze se definisati slede¢im izrazima [17]:
u(x) =1- e ™l

1— ek

u(x) = .

Gde su:

e X —vrednost na apscisi ¢iji se indeks korisnosti meri (neki ishod, najc¢esce profit),
e k- pozitivna konstanta.
Kvadratna funkcija korisnosti moze se definisati slede¢im izrazom [17]:
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u(x) = a+ bx — cx?
Gde su:
e a b, c—konstante i ¢ > 0.

Logaritamska funkcija korisnosti moze se definisati slede¢im izrazom [17]:
u(x) = Inx
Grafik logaritamske funkcije korisnosti je prikazan na slici 1.

u(x) Logaritamska funkcija korisnosti
u(x) =Inx

of ! 1,0 e e? ¢

-1 1 Osobine:

| « Domena: x>0

* Vrednosti: (—o0, 00)

« Rastuca funkcija

« Konkavna nadole (opadajuca
marginalna korisnost)

Slika 1. Logaritamska funkcija korisnosti

Logaritamska funkcija korisnosti je definisana samo za x > 0. Na slici se vidi da je ovakva
funkcija korisnosti vrlo rigorozna kada su u pitanju vrednosti nezavisne promenljive
(bogatstva, oc¢ekivanog dobitka) bliske 0. Ovo mozemo protumaciti kao uplasenost donosioca
odluke od ishoda u kojima ne profitira mnogo ili ¢ak gubi.

3.4. Averzija prema riziku

Stepen averzije prema riziku razlikuje se u zavisnosti od oblika funkcije korisnosti i
moZe se procenjivati na osnovu njene zakrivljenosti. Sto je funkcija korisnosti izraZenije
konkavna, odnosno $to je njena zakrivljenost veca, to je 1 averzija prema riziku izrazenija.
Jedan od najvaZznijih pokazatelja stepena averzije prema riziku se izraZzava pomocu drugog
izvoda funkcije korisnosti (videti [13]).

Definicija 3.4.2 . [17] Kvantitativna mera apsolutne averzije prema riziku odreduje se
pomoc¢u Arrow—Prattovog koeficijenta apsolutne averzije prema riziku. Pretpostavljamo da je
funkcija korisnosti dvaput diferencijabilna i da na posmatranom intervalu vazi u'(x) > 0.
Ovaj koeficijent se izratunava po formuli:

ull(x)

e
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Prvi izvod u ovoj formuli sluzi za tzv. normalizaciju, odnosno da bi ekvivalentne funkcije
korisnosti imale isti koeficijent. U osnovi, Arrow — Pratt koeficijent pokazuje kako se stepen
averzije prema riziku menja sa porastom bogatstva. Naj¢es¢e sklonost riziku raste sa porastom

bogatstva, odnosno donosilac odluke je viSe spreman da rizikuje ukoliko je finansijski siguran
(videti [13]).

Izratuna¢emo Arrow — Pratt koeficijente za neke specifi¢ne funkcije korisnosti.

Za eksponencijalnu funkciju u(x) = —e~**,a > 0 vazi da je
u'(x) = ae ™
u'(x) = —a%e ™

Dakle, koeficijent apsolutne averzije prema riziku nakon sredivanja iznosi A(x) = a. Ovo
zna¢i da je kod eksponencijalne funkcije korisnosti averzija konstantna, bez obzira na
bogatstvo pojedinca.

Za logaritamsku funkciju korisnosti u(x) = Inx, vazi:
1
u'(x) = -
X

n 1
u"(x) = =

Dakle, A(x) =% na osnovu ovog podatka taéno mozemo primetiti i potvrditi prethodno
spomenutu osobinu smanjenja averzije sa porastom sigurnosti.

Pored koeficijenta apsolutne rizik averzije postoji i tzv. koeficijent relativne averzije prema
riziku, koji se racuna po formuli R(x) = x - A(x). Za logaritamsku funkciju korisnosti vazi
R(x) = 1.

Primer 3.4.1. U prvom poglavlju ovog rada predstavljena je Jensenova nejednakost koja
pokazuje da iz konkavne funkcije korisnosti proizilazi averzija prema riziku. Takode, dat je i
primer 1.4.6.1. u kome je funkcija korisnosti bas logaritamska funkcija. U ovom delu rada
mozemo iskoristiti pomenuti primer 1 dodatno ga nadograditi grafickim prikazom.
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“( 1502+ 5())--

1 1
511(50) -9-314(150)~

50 St 150

u(x)

Slika 2. Konkavna funkcija korisnosti opisuje averziju prema riziku

U datom primeru siguran dobitak iznosi 100$, a rizik donosiocu odluke moze doneti 50$ ili
1508 sa jednakim verovatno¢ama nastupanja. Ocekivana novcana vrednost jednaka je i kod
sigurnog dogadaja 1 kod rizika. MoZe se sracunati matematicko ocekivanje, a zatim korisnost

ocekivanja (u (5“2—150) = u(lOO)), Sto zapravo predstavlja korisnost sigurnog dogadaja. Sa
druge strane, moze se posmatrati prvo korisnost za 50$ i korisnost za 150$, a onda izracunati

oc¢ekivanje korisnosti %u(SO) + %u(150), Sto zapravo predstavlja korisnost rizika.

Posmatrajuc¢i grafik, moZze se primetiti da je korisnost sigurnosti ve¢a od korisnosti rizika, §to
dovodi do zaklju€ka da postoji averzija prema riziku.

Primer 3.4.2. Pretpostavimo da donosilac odluke ima moguénosti kao u prethodnom primeru.
Dakle, moze da bira izmedu sigurnih 100§ i rizicne opcije gde moze dobiti 50$ ili 150$ sa
jednakom verovatnocom. Ocekivana novcana vrednost kod obe opcije je jednaka i iznosi
100$. U ovom primeru funkcija korisnosti je konveksna.
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YA

1 1
5 u(50) + 5 u(150)

u(50+150) _________________________ y u(x)

2

Y

50 50+150 150
2

Slika 3. Funkcija korisnosti kada je donosilac odluke sklon riziku

Ukoliko funkcija korisnosti ima konveksan oblik, to ukazuje da donosilac odluke pokazuje
sklonost ka riziku. Kao $to se moze videti na grafiku, u ovom primeru je korisnost o¢ekivanja,
odnosno korisnost sigurnosti manja od ocekivanja korisnosti, tj. korisnosti rizika. To znaci da
donosilac odluke preferira rizik, odnosno sklon je riziku.

Donosilac odluke moZe pokazivati i sklonost ka riziku i averziju prema riziku. Sklonost ka
riziku pokazuje kada su u pitanju mali novcani iznosi, dok kod vec¢ih novcanih iznosa
zastupljena je odbojnost prema riziku. U opisanoj situaciji, funkcija korisnosti ima oblik kao
na sledecoj slici:

<)
v
=

Slika 4. Funkcija korisnosti kada donosilac odluke ima i sklonost i averziju prema riziku (preuzeto iz [17])
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3.5. Marginalna korisnost

Definicija 3.5.1. [1] Neka je X skup ishoda i neka je u:X — R funkcija korisnosti.
Marginalna korisnosti predstavlja prvi izvod funkcije korisnosti (u'(x)).

Marginalna korisnost izrazava promenu nivoa korisnosti usled promene bogatstva. S obzirom
na to da konkavnost funkcije korisnosti proizlazi iz negativne vrednosti njenog drugog izvoda,
prvi izvod funkcije korisnosti je opadajuca funkcija, $to ukazuje na opadaju¢u marginalnu
korisnost.

Drugim recima, povecanje bogatstva za jednu dodatnu jedinicu ima veéu vrednost za
pojedinca kada je pocCetni nivo bogatstva nizak, nego kada je nivo bogatstva visok.

Primer 3.5.1. Neka je verovatnoca za dobijanje 100 dolara jednaka 0,7, dok je verovatnoéa za
dobijanje 10 dolara jednaka 0,3. Siguran dobitak iznosi 70 dolara, a ocekivana vrednost
iznosi 73 dolara.

U ovom primeru osoba moze da dobije sigurnih 70 dolara ili da rizikuje. Iako je ocekivana
vrednost rizi¢ne opcije 73 dolara, osoba moze izabrati sigurnih 70 dolara, jer ne voli rizik. To
znaci da je spremna da se odrekne 3 dolara kako bi bila sigurna da ¢e dobiti novac. Takvo
ponasanje naziva se odbojnost prema riziku. Bernuli je ukazao na to da ljudi tako procenjuju
rizike. Osoba koja donosi odluku i ima odbojnost prema riziku pre ¢e odabrati siguran dobitak
koji vredi manje od vrednosti koju bi mogao da dobije da rizikuje — time pla¢a kako bi
izbegao neizvesnost.

Primer 3.5.2. [10] Sledeca tabela prikazuje verziju funkcije korisnosti koju je Bernuli
izu€avao. Predstavlja korisnost razli€itih nivoa bogatstva, od milion do 10 miliona.

Bogatstvo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(milioni)
Jedinice 10 30 48 60 70 78 84 90 96 100
korisnosti

Tabela 19. Podaci funkcije korisnosti (preuzeto iz [10])

Prva vrsta u tabeli predstavlja bogatstvo koje je izrazeno u milionima, druga vrsta predstavlja
korisnost. Povecanje bogatstva sa jednog miliona na 2 miliona donosi 20 jedinica korisnosti,
povecanje sa 2 miliona na 3 donosi 18 jedinica korisnosti, povecanje sa 3 miliona na 4 donosi
12 jedinica korisnosti. Nastavljaju¢i na ovaj na¢in da posmatramo tabelu mozemo primetiti da
dodatni milion na bogatstvo od 9 miliona donosi samo 4 jedinice korisnosti. Zakljuc¢ak koji se
moze izvesti jeste da Sto je bogatstvo vece svaki slede¢i milion koji se dodaje zna¢i manje.
Korisnost se sa svakim dodatim milionom povecava, medutim dodatna (marginalna) korisnost
se smanjuje. Osobi koja poseduje 1 milion dodatni milion dosta znaci i mnogo toga moze da
promeni, sa druge strane osobi koja poseduje 9 miliona dodatni milion nece drasti¢no
promeniti situaciju. Bernuli je prikazanu tabelu posmatrao da bi objasnio averziju prema
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riziku, odnosno povecanoj potrebi ljudi da odaberu sigurnu opciju. Za bolje razumevanje
Bernulijeve tacke gledista mozemo se posmatrati sledeca situacija. Neka donosilac odluke
treba da odabere izmedu sigurne opcije koja donosi 4 miliona ili rizi¢ne opcije gde su jednake
verovatnoée da dobije 1 milion ili 7 miliona. Oc¢ekivana nov¢ana vrednost kod rizi¢ne opcije
je 4 miliona, tako da obe moguénosti imaju istu o¢ekivanu novcanu vrednost. Ukoliko bi se
posmatrala samo ocekivana novCana vrednost moze se zakljuCiti da su ove dve opcije
ekvivalentne. Medutim, prema Bernuliju, ljudima nije vazan samo iznos novca, veé i
korisnost tog novca, a ako se iz ovog ugla sagledaju moguénosti, ove dve opcije nisu
ekvivalentne. Korisnost rizika je 0,5 - 10 + 0,5 - 84 = 47 (korisnost dva moguca ishoda od
kojih svaki ima jednaku verovatnocu da se desi), dok je korisnost sigurne opcije koja iznosi 4
miliona, kako se moze procitati iz tabele, jednaka 60. S obzirom na to da je korisnost sigurne
opcije veca od korisnosti rizicne opcije, donosilac odluke ¢e se odluciti da ne rizikuje i
odabrace sigurnu opciju.

3.6. Aksiome teorije korisnosti (DZon fon Nojman i Oskar MorgensStern)

Veéina vaznih odluka koje donosimo u zivotu donosi se u uslovima odredene
neizvesnosti. Zbog toga istrazivaci u oblasti teorije odlucivanja nastoje da saznanja dobijena
proucavanjem teorijskih modela primene na reSavanje sloZenijih 1 prakticno znacajnih
problema iz svakodnevnog Zivota. Jedan od najznacajnijih modela racionalnog odlucivanja
zasniva se na teoriji oc¢ekivane korisnosti. Ova teorija nije razvijena kao psiholoski model
ljudskog ponasanja, ve¢ predstavlja logi¢ki okvir za donoSenje odluka koji pociva na
osnovnim principima, odnosno aksiomima racionalnosti. Matemati¢ar Dzon fon Nojman,
jedan od najistaknutijih nau¢nika 20. veka, i ekonomista Oskar Morgenstern razvili su teoriju
racionalnog izbora izmedu alternativa polaze¢i od skupa aksioma koji definiSu racionalno
ponasanje pri odlucivanju (videti [5]).

Pre navodenja aksioma potrebno je definisati pojam lutrije.

Lutrija predstavlja standardni matematicki model za predstavljanje situacija u kojima postoji

neizvesnost u pogledu ishoda. Ona se sastoji od konacnog ili prebrojivog skupa mogucih
ishoda, pri ¢emu je svakom ishodu pridruZena odredena verovatnoca njegove realizacije. Skup
ishoda i njima pridruzene verovatnoc¢e zajedno C¢ine lutriju. Verovatno¢e moraju biti
nenegativne, a njihov zbir jednak jedinici, dok ishodi treba da ¢ine potpun sistem dogadaja.

Spisak aksioma [8]:

1. Aksiom: Uporedivost (ponekad se naziva i potpunost)
Za ceo skup neizvesnih alternativa, donosilac odluke moze da kaze da preferira ishod
x U odnosu na ishod y (x > y) ili da preferira y u odnosu na x (y > x) ili da je
indiferentan izmedu ishoda x i y (x ~ y).

2. Tranzitivnost
Ako donosilac odluke preferira ishod x u odnosu na ishod y, a ishod y u odnosu na
ishod z. Tada preferira i ishod x u odnosu na ishod z. Odnosno, x =y Ay >z =
X 7 Z.

47



Ako je donosilac odluke indiferentan izmedu ishoda x i y i istovremeno indiferentan
izmedu ishoda y i z, onda je indiferentan i izmedu ishoda x i z. Odnosno, x ~y A
Yy~Z=X~Z.

. Jaka nezavisnost

Pretpostavimo da donosilac odluke ima verovatnoéu P da ostvari ishod x i
verovatno¢u (1 — P) da ostvari ishod z. Takvu lutriju oznacavamo L(x, P; z, (1 — P)).
Aksiom jake nezavisnosti kaze da ukoliko je donosilc odluke indiferentan izmedu
ishoda x i y, tada Ce biti indiferentan i izmedu dve lutrije:
Prve lutrije, u kojoj se ishod x ostvaruje sa verovatno¢om P, a medusobno iskljuciv
ishod z sa verovatno¢om (1 — P).
Druge lutrije, u kojoj se ishod y ostvaruje sa verovatnocom P, dok se medusobno
isklju¢iv ishod z ostvaruje sa verovatno¢om (1 — P).
Drugim re¢ima, zamena jednog ishoda drugim, pod uslovom da su dva ishoda jednako
pozeljna za donosioca odluke, ne menja njegove preferencije prema lutriji u kojoj se ti
ishodi pojavljuju.
Formalno: Ako vazi x ~ y onda vazi L(x, P;z,(1 — P)) ~ L(y,P; z: (1 — P)).
Merljivost
Ako je ishod y manje pozeljan od ishoda x, ali pozeljniji od ishoda z, tada postoji
jedinstvena vrednost P (verovatnoca), takva da je donosilac odluke indiferentan
izmedu sigurnog ishoda y i lutrije u kojoj se x ostvaruje sa verovatno¢om P, a ishod z
sa verovatno¢om (1 — P).
Drugim rec¢ima, za svaki ishod koji se prema preferencijama nalazi izmedu druga dva
ishoda, moguce je odrediti tacnu verovatnoc¢u, pri kojoj je donosilac odluke
podjednako sklon da prihvati taj siguran ishod ili odgovarajucu lutriju sastavljenu od
boljeg i losijeg ishoda.
Formalno: Ako vazi x >y > z ili x > y > z. Onda postoji jedinstvena verovatnoca P,
takva da vazi y ~ L(x, P; z: (1 — P)).
Rangiranje
Ako se ishodi yiu nalaze izmedu ishoda x iz, prema preferencijama donosioca
odluke 1 ako se moZe konstruisati lutrija tako da je donosilac odluke indiferentan
izmedu ishoda y i lutrije u kojoj se ishod x, ostvaruje sa verovatno¢om Py, a ishod z sa
verovatno¢om (1 — P;), dok je istovremeno indiferentan izmedu ishoda u i druge
lutrije u kojoj se ishod x ostvaruje sa verovatno¢om P,, a ishod z sa verovatnoom
(1 — P,), tada vazi ukoliko je P; vece od P,, ishod y preferiran u odnosu na ishod u.
Formalno: Ako vazi x 2y >z Ax>u>z i ako je y~L(x,P;;z:(1—Py)) i
u~ L(x, Py 2, (1 — Py)),
Onda sledi:
e AkojeP; > P, tadajey > u.
e AkojeP; =P, tadajey~u.

Monotonost
Pretpostavimo da je ishod x pozeljniji od ishoda y (x > y). Posmatrajmo dve lutije:

e Prva lutrija daje ishod x sa verovatno¢om P;, a ishod y sa verovatno¢om

(1—Py).
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e Druga lutrija daje isti ishod x sa verovatno¢om P,, a ishod y sa verovatnocom
(1-Py).
Ako je P; > P, tada ¢e donosilac odluke preferirati prvu lutriju u odnosu na drugu.
Formalno: Ako je x > y i P; > P, onda vazi
L(x,P;y, (1 = P1)) = L(x, Py;y, (1 — Py)).

U standardnoj formulaciji teorije oc¢ekivane korisnosti, aksiomi se postavljaju za preferencije
nad lutrijama i omogucavaju njihovo predstavljanje funkcijom U(L) = ); p; u(x;), gde su x;
moguci ishodi lutrije, a p; njihove verovatnoce. Funkcija u u ovoj reprezentaciji jedinstvena
je do na pozitivne afine transformacije.

Ekonomisti su teoriju o¢ekivane korisnosti prihvatili kako kao normativni okvir koji
odreduje na koji nacin bi racionalne odluke trebalo donositi, tako i kao model koji opisuje
nacin razmisljanja ekonomskih aktera. Osnovna ideja aksiomatske verzije teorije korisnosti,
koju su Dzon fon Nojman i Oskar Morgenstern predstavili 1944. godine, jeste da se
racionalan donosilac odluka mora rukovoditi principom ocekivane korisnosti. Oni su pokazali
da svako vrednovanje neizvesnih ishoda koje nije strogo proporcionalno njihovim
verovatno¢ama dovodi do nedoslednosti u preferencijama i drugih ozbiljnih posledica
prilikom odlucivanja. Izvodenje principa ocekivane korisnosti iz aksioma racionalnog izbora
predstavljalo je znacajan teorijski doprinos i veoma brzo je prihvac¢eno kao veliki napredak u
oblasti teorije odluc¢ivanja. Zahvaljujuci tome, teorija oc¢ekivane korisnosti postala je temelj
modela racionalnog odlucivanja u ekonomiji, a potom je nasla Siroku primenu i u drugim
drustvenim naukama (videti [12]).

3.7. Konstruisanje funkcije korisnosti

Korisnost predstavlja li¢ni odnos coveka prema mogucim ishodima odluke, posebno kada
postoji rizik. Drugim re¢ima korisnost pokazuje kako pojedinac vrednuje razlicite moguce
ishode i koliko je spreman da prihvati rizik i neizvesnost pri donosenju odluka. Funkcija
korisnosti sluzi da prikaze koliko je neki ishod vredan za konkretnog donosioca odluke. Dve
osobe mogu imati razlic¢ite funkcije korisnosti ¢ak iako biraju izmedu istih opcija. Razlog je
taj Sto su razli€ite njihove li€ne preferencije, procene verovatnoce, iskustvo, stavovi... Zato se
funkcija korisnosti konstruiSe za konkretnog donosioca odluke.

Primer 3.7.1. [17] Potrebno je konstruisati funkciju korisnosti za donosioca odluke koji bira
izmedu dve alternative:

o zadrzavanja postojeceg proizvodnog programa, koji obezbeduje siguran profit;

o prelaska na novi proizvodni program, koji moZe ostvariti dve razli¢ite vrednosti
profita sa jednakom verovatnocom nastupanja.
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Za konstrukciju funkcije korisnosti potrebno je odrediti tacke u kojima je donosilac odluke
indiferentan izmedu sigurnog profita i rizika. Tacke indiferentnosti za konkretnog donosioca
odluke prikazane su u Tabeli 20.

Profit u slu¢aju orjentacije na nov proizvodni program Siguran profit u
Redni [10° dinara] slu¢aju Zad_riavanja
Broj starog proizvodnog
Nepovoljan ishod (0,5) Povoljan ishod (0,5) programa
[10°® dinara]
1 0 100 30
2 30 100 60
3 30 60 40
4 0 40 15
5 15 40 25
6 0 25 10
7 60 100 70
8 70 100 80
Tabela 20. Indiferentnost konkretnog donosioca odluke za pojedine situacije
Objasnjenje tabele:

Donosilac odluke je u prvoj situaciji indiferentan izmedu novog proizvodnog programa (koji
donosi 0-10° dinara sa verovatnocom 0,5 i 100 - 10° dinara sa verovatnoéom 0,5) i starog
proizvodnog programa koji donosi 30 - 10° dinara. To znaci da bi se donosilac odluke
odluc¢io za stari proizvodni program uvek kada je vrednost iznad 30 - 108, dok bi se odluc¢io
da rizikuje u svakom slucaju kada je ponudena vrednost ispod 30 - 10°. Vrednost pri kojoj je
donosilac odluke indiferentan izmedu sigurnog profita i rizika naziva se ekvivalent novc¢ane
izvesnosti (ENI). Minimalni profit preduze¢a je 0 dinara, a maksimalni 100 - 10° dinara.
Minimalni profit ima O jedinica korisnosti, dok je korisnost maksimalnog profita jednaka 1.
Na osnovu ovih vrednosti moZe se izra¢unati korisnost za 30-10°, koja ée se kasnije
koristiti.

u(30) = 0,5 -u(0) + 0,5 -u(100) = 0,5 - 0+ 0,5 -1 = 0,5

Analogno se postupa kada je u pitanju druga situacija iz tabele. Sada je donosilac odluke
indiferentan izmedu novog proizvodnog programa (koji 1znosi
30 - 10° dinara sa verovatnoéom 0,5 i 100 - 10° sa verovatnotom 0,5) i starog
proizvodnog programa moji iznosi 60 - 10° dinara. Sada se moZe izracunati vrednost ENI za
drugu situaciju:

u(60) = 0,5 -u(30) + 0,5 -u(100) = 0,5 - 0,5+ 0,5 - 1 = 0,75

Sada se usvaja treca situacija tako $to se uzima prethodno izracunati rezultat u(60) = 0,75. U
tre¢cem slucaju donosilac odluke je indiferentan izmedu novog proizvodnog programa (koji
iznosi 30 - 10° dinara sa verovatnoéom 0,5i 60 - 10° dinara sa verovatnoéom 0,5) i

50



starog proizvodnog programa koji iznosi sigurnih 40 - 10° dinara. Sada se moZe izradunati
korisnost ENI za trecu situaciju:

u(40) = 0,5 -u(30) + 0,5 -u(60) =05 -0,5+0,5 - 0,75 = 0,625

Na slican nac¢in moZemo odrediti i1 ostale situacije. Pri tome treba obratiti paznju na to da se
situacije tako formiraju da rezultati ravnomerno pokrivaju ¢itav moguéi opseg na apscisi
funkcije korisnosti.

u(15) =0,5 -u(0) + 0,5 - u(40) =0,5 -0+ 0,5 - 0,625 = 0,3125
u(25) =0,5 -u(15) + 0,5 -u(40) =0,5 - 0,3125 4+ 0,5 - 0,625 = 0,469
u(10) = 0,5 -u(0) + 0,5 - u(25) =0,5 -0+ 0,5 - 0,469 = 0,2345
u(70) = 0,5 -u(60) + 0,5 -u(100) = 0,5 - 0,75+ 0,5 -1 = 0,875

u(80) = 0,5 -u(70) + 0,5 -u(100) = 0,5 - 0,875+ 0,5 -1 = 0,9375

Na ovaj nacin formirano je ukupno deset tacaka funkcije korisnosti. Veéi broj tacaka dovodi
do preciznije funkcije korisnosti. Za dati primer, funkcija korisnosti prikazana je na slici 5.

4 Indeks
korisnosti

0,9
0,8
0,7
0,6

Dobitak
10° (dinara)

>

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Slika 5. Funkcija korisnosti za primer 3.7.1. (preuzeto iz [17])

3.8. Oc¢ekivana novéana vrednost vs ofekivana korisnost

Kada je konstruisana kriva korisnosti proces donosenja odluke je blizu kraja.
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Definicija 3.8.3. Ocekivana novcana vrednost predstavlja sumu proizvoda odgovarajucih
ishoda i verovatnoc¢a svakog ishoda nastupanja:

n
ONV = le"Pi
i=1

Definicija 3.8.2. Ocekivana korisnost nastaje kao suma proizvoda indeksa korisnosti
pojedinacnih ishoda i verovatno¢a njihovog nastupanja:

n
i=1

Primer 3.8.1. Donosilac odluke poseduje auto u vrednosti od 20 000 dolara. Potrebno je da
donese odluku da li da osigura auto ili ne. Premija osiguranja iznosi 2 000 dolara. U slucaju
osiguranja donosilac odluke placa premiju od 2 000 dolara, ¢ime se njegov pocetni novcani
polozaj od 20 000 dolara smanjuje na 18 000 dolara. Ukoliko automobil ne osigura, postoje
dva moguca ishoda. Verovatnoc¢a da dode do krade iznosi 0,2 pri ¢emu donosilac odluke gubi
automobil vredan 20 000 dolara. Verovatnoca da do krade ne dode iznosi 0,8 u kom slucaju
zadrzava automobil u vrednosti od 20 000 dolara.

Prikazani primer predstavi¢emo i tabelarno.

Odluka Ishod Verovatnoca Konacno bogatstvo
Osigurati krada 0,2 18 0003
Osigurati Nema krade 0,8 18 000%$

Ne osigurati krada 0,2 0%
Ne osigurati Nema krade 0,8 20 000%

Tabela 21: Predstavljanje primera 3.8.1.
Postoje dve moguce akcije:
a, = osigurati auto
a, = ne osigurati auto

Ukoliko se posmatra kriterijum ocekivane nov¢ane vrednosti, preporuka je osigurati auto, jer
na osnovu tog kriterijuma vazi:

ONV(a;) = 18 000

ONV(a,)=0,2 -0+ 0,8 -20 000 = 16 000

Dakle, ONV(a,) > ONV (a,), zato je preporuka osigurati auto.

Medutim, moze se posmatrati i korisnost. Kada je u pitanju korisnost, potrebno je posmatrati
kakav je odnos donosioca odluke prema novcu i da li ¢e se konacan zaklju¢ak promeniti

ukoliko se umesto novcane vrednosti posmatra korisnost. Pretpostavimo da je ponudena
lutrija gde su jednake verovatnoce da donosilac odluke osvoji 20 000 dolara ili da izgubi sve,
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moze se pretpostaviti da je konkretan donosilac odluke indiferentan za 9 000 dolara. To
znali da je njemu svejedno da li ¢e odabrati lutriju ili sigurnu vrednost od 9 000 dolara. Ako
bi mu bila ponudena cifra iznad 9 000 dolara, odlucio bi se za sigurnu vrednost, a ako bi u
ponudi bila cifra ispod 9 000 dolara, rizikovao bi. Kako je korisnost od 20 000 dolara jednaka
1, a korisnost od 0 dolara je 0, moze se izracunati i korisnost za 9 000 dolara.

u(9 000) = u(20000)-0,5+u(0)-05=1-05+0-05=0,5

Neka je donosilac odluke indiferentan izmedu lutrije u kojoj su jednake verovatnoce da osvoji
20 000 dolara i 9 000 dolara i sigurnog dobitka od 15 000 dolara. Onda je korisnost od 15
000 dolara jednaka:

u(15000) = u(9 000) - 0,5+ u(20000)-0,5=0,75

Analogno, neka je donosilac odluke indiferentan izmedu lutrije, gde su jednake verovatnoce
da osvoji 9 000 dolara i 15 000 dolara i sigurnog dobitka od 11 000 dolara.

u(11 000) = u(9 000) - 0,5+ u(15000) - 0,5 = 0,625
u(5000) = u(0)-0,5+u(11000)-0,5=0,3125

Na osnovu prethodnih rezultata moze se konstruisati funkcija korisnosti.

Funkcija korisnosti u

(20000, 1)

(18 000, 0,875)

0,8
@ (15 000, 0,75)

(11 000, 0,625)
0,6

(9000, 0,5)
0,4
(5000, 0,3125)

0,2 1

(0,0)
0 + + + + — +
0 5000 9000 11 000 15 000 18 000 20 000
X (nov€ani iznos)

Slika 6. Funkcija korisnosti za primer 3.8.1.

u(ay) = u(18000) = 0,5 - u(15 000) + 0,5 - u(20 000) = 0,5 - 0,75 + 0,5 - 1 = 0,875

u(a,) = 0,8+ u(20 000) + 0,2 - u(0) = 0,8
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S obzirom da je ocekivana korisnost za prvu akciju veca od o€ekivane korisnosti za drugu
akciju, OK(a,) > OK(a,), izvodi se zakljuak da je i na osnovu kriterijuma ocekivane
korisnosti poZeljno osigurati auto.

4. TEORIJA IZGLEDA

U tradicionalnim analizama odlucivanja ishodi odluka najcesS¢e se posmatraju kroz
promene ukupnog bogatstva pojedinca. Medutim, ovakav pristup nije u potpunosti u skladu sa
nac¢inom na koji ljudi psiholoski dozivljavaju ishode svojih odluka. Naime, relativno male
promene u bogatstvu ljudi uglavnom ne procenjuju u odnosu na svoje ukupno bogatstvo, veé¢
ih dozivljavaju kao dobitke, gubitke ili neutralne ishode. Ukoliko pojedinci vrednuju promene
u bogatstvu, odnosno ono §to su dobili ili izgubili, umesto ukupnog nivoa bogatstva kojim
raspolazu, psiholoska analiza odlucivanja treba da bude zasnovana na dobicima i gubicima, a
ne na konatnom bogatstvu. Ova pretpostavka predstavlja osnovu teorije izgleda (eng.
Prospect Theory), koja na drugaciji nacin obja$njava donosenje odluka u uslovima rizika.
Literatura koja je upotrebljena za pisanje ovog poglavlja je: [7], [10], [11], [18], [20], [22].

Subjektivna vrednost dobitaka je konkavna funkcija njihove veli¢ine. Isti obrazac moze se
uociti 1 kod gubitaka. Tako se, na primer, subjektivna razlika izmedu gubitka od 200 dolara i
gubitka od 100 dolara dozivljava ve¢om od razlike izmedu gubitka od 1.200 dolara i gubitka
od 1.100 dolara, iako je u oba slucaja apsolutna razlika jednaka. Kada se funkcije vrednosti za
dobitke i gubitke objedine, dobija se karakteristicna funkcija u obliku slova S, prikazana na
sledecoj slici (videti [10]).

VREDNOST

GUBICI DOBICI

Slika 7. Hipoteticka funkcija vrednosti (preuzeto iz [10])
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Funkcija vrednosti u teoriji izgleda ima nekoliko vaznih karakteristika [10]:

1. Vrednost se odreduje na osnovu dobitaka i gubitaka, a ne na osnovu ukupnog
bogatstva. Vazno je koliko se stanje promenilo u odnosu na pocetnu, odnosno
referentnu tacku.

2. U podrudju dobitaka funkcija je konkavna, Sto znac¢i da dodatni dobici donose sve
manju psiholosku korist. Na primer, razlika izmedu dobitka od 100 i 200 dolara
dozivljava se jaCe nego razlika izmedu 1.000 1 1.100 dolara.

3. U podruédju gubitaka funkcija je konveksna, §to pokazuje drugaciji odnos prema
riziku. Kada postoji mogucnost gubitka, ljudi mogu postati skloniji riziku, posebno
kada je verovatnoc¢a gubitka velika.

Gubici imaju veci psiholoski uticaj od dobitaka iste veli¢ine. Ova pojava naziva se odbojnost
prema gubitku (loss aversion). Na primer, gubitak od 100 dolara obi¢no izaziva mnogo jaci
negativan osecaj nego $to dobitak od 100 dolara izaziva pozitivan osecaj.

Zbog toga ljudi cesto odbijaju opklade u kojima postoji jednaka mogucénost da dobiju ili
izgube isti iznos novca. Potencijalni dobitak jednostavno nije dovoljno privlacan da bi
nadoknadio neprijatnost zbog moguceg gubitka.

Ovakav nacin posmatranja rizika posebno je vazan jer pokazuje da ljudi ne reaguju isto na
dobitke i gubitke. Kada postoji moguénost dobitka, ljudi su uglavnom oprezniji i izbegavaju
rizik. Medutim, kada pokuSavaju da izbegnu ili nadoknade gubitak, mogu postati spremniji da
rizikuju.

Kaneman i Tverski su kroz teoriju izgleda upravo istakli ovu razliku. Umesto da se donoSenje
odluka posmatra samo kroz pitanje zasto ljudi izbegavaju rizik, paznja je usmerena i na
to koliko snazno ljudi zele da izbegnu gubitke. Zbog toga se u nekim situacijama rizik
prihvata upravo zato da bi se sprecio ili nadoknadio gubitak. [10]

Primer 4.1. [10]:

e Problem 1: Donosilac odluke raspolaze odredenom sumom novca kojoj se dodaje jos$
1.000 dolara. Nakon toga treba da izabere jednu od dve opcije: verovatnoca je 50% da
dobije dodatnih 1.000 dolara ili siguran dobitak od 500 dolara.

e Problem 2: Donosilac odluke raspolaze odredenom sumom novca kojoj se dodaje jos$
2.000 dolara. Zatim bira izmedu dve mogucénosti: verovatnoca je 50% da izgubi 1.000
dolara ili siguran gubitak od 500 dolara.

Posmatrano sa stanovista kona¢nog nivoa bogatstva, koje u Bernulijevoj teoriji predstavlja
jedini relevantan kriterijum, problemi 1 i 2 su identi¢ni. U oba slu¢aja donosilac odluke bira
izmedu sigurne 1 rizi¢ne alternative. Ukoliko izabere sigurnu opciju, njegovo bogatstvo ¢e se
uvecati za 1.500 dolara. Ukoliko se odluci za rizi€nu opciju, sa jednakom verovatno¢om moze
ostvariti povecanje bogatstva od 1.000 ili 2.000 dolara. Prema Bernulijevoj teoriji, ovakve
ekvivalentne situacije trebalo bi da dovedu do istog izbora.
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Medutim, rezultati istrazivanja koja su sproveli Kaneman i Tverski pokazuju drugacije
ponasanje ispitanika:

e uprvom problemu velika vecina ispitanika opredeljuje se za siguran dobitak;
e U drugom problemu vec€ina ispitanika bira rizi¢nu alternativu.

Ovakvi rezultati predstavljaju znacajan kontraprimer osnovnoj pretpostavci Bernulijeve
teorije. Ukoliko bi korisnost zavisila isklju¢ivo od konacnog nivoa bogatstva, ekvivalentno
formulisani problemi morali bi da dovedu do identi¢nih odluka. Medutim, empirijski nalazi
pokazuju da nacin predstavljanja ishoda znacajno uti¢e na izbor donosioca odluke.

Poredenje ova dva problema ukazuje na klju¢nu ulogu referentne tacke u procesu procene
alternativa. U prvom problemu referentna tacka nalazi se 1.000 dolara iznad pocetnog nivoa
bogatstva, dok je u drugom problemu postavljena na 2.000 dolara iznad tog nivoa. Zbog toga
se povecanje bogatstva od 1.500 dolara u prvom sluc¢aju dozivljava kao dobitak od 500 dolara,
dok se u drugom slucaju isti ishod posmatra kao gubitak od 500 dolara. Upravo odsustvo
referentne tacke predstavlja jedno od osnovnih ogranicenja Bernulijeve teorije. Dok je prema
toj teoriji dovoljno poznavati ukupan nivo bogatstva kako bi se odredila njegova korisnost,
teorija izgleda polazi od toga da je za pravilno vrednovanje ishoda neophodno uzeti u obzir i
referentno stanje u odnosu na koje se procenjuju dobici i gubici.

Teorija izgleda zasniva se na tri osnovne kognitivne karakteristike [10]:

e Procena u odnosu na referentnu tacku (nivo adaptacije). Ishodi se vrednuju u
odnosu na neutralnu referentnu tac¢ku, koja se naziva nivo adaptacije. Ishodi iznad
referentne tacke dozivljavaju se kao dobici, dok se ishodi ispod nje smatraju gubicima.

e Princip slabljenja osetljivosti. Kako se veli¢ina dobitaka ili gubitaka povecéava,
subjektivna osetljivost na njihove promene opada. Na primer, subjektivna razlika
izmedu 900 1 1.000 dolara znatno je manja od razlike izmedu 100 1 200 dolara.

e Odbojnost prema gubitku. Gubici imaju ve¢i psiholoski znacaj od dobitaka iste
veli¢ine. Zbog toga se pri neposrednom poredenju negativni ishodi doZivljavaju
intenzivnije nego odgovarajuci pozitivni ishodi.

Navedeni principi na kojima se zasniva vrednovanje ishoda u okviru teorije izgleda
ilustrovani su na sledecoj slici.
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Slika 8. Graficki prikaz psiholosSke vrednosti dobitaka i gubitaka
(preuzeto iz [10])

Grafikon prikazuje kako ljudi psiholoski doZivljavaju dobitke i gubitke. U teoriji izgleda,
upravo ti dobici i1 gubici odreduju koliko nesto ima vrednost. To se razlikuje od Bernulijevog
modela, u kojem se vrednost odreduje na osnovu nivoa ukupnog bogatstva.

Grafikon ima dve strane koje se nalaze oko referentne tacke. Referentna tacka predstavlja
pocetni ili neutralni nivo, u odnosu na koji se odreduje da 1i se neka promena dozivljava kao
dobitak ili kao gubitak. Desno od nje nalaze se dobici, a levo gubici.

Kriva na grafikonu ima oblik slican slovu S. To pokazuje da se osetljivost na dodatne dobitke
1 gubitke smanjuje kako njihova veli€ina raste. Na primer, razlika izmedu dobitka od 100 1
200 dolara dozivljava se intenzivnije nego razlika izmedu 1.000 i 1.100 dolara.

Medutim, kriva nije potpuno simetri¢na. Gubici imaju jaci psiholoski uticaj od dobitaka iste
veli¢ine. Na primer, gubitak od 100 dolara obi¢no se dozivljava mnogo intenzivnije nego $to
se dobitak od 100 dolara dozivljava pozitivno.

Ova karakteristika teorije izgleda naziva se odbojnost prema gubitku (loss aversion). Ona
zna¢i da bol zbog gubitka odredene koli¢ine novca obi€no ima veéi intenzitet nego
zadovoljstvo zbog dobitka iste koli¢ine (videti [10]).

4.1. Averzija prema gubitku

Odluke sa kojima se pojedinci ¢esto suo¢avaju mogu biti meSovite prirode, odnosno
mogu istovremeno ukljucivati moguénost ostvarivanja dobitka i rizik nastanka gubitka. U
takvim situacijama donosilac odluke treba da proceni da li je spreman da prihvati odredeni
nivo rizika ili ¢e se opredeliti za sigurniju alternativu.
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Kao ilustracija moze posluziti primer bacanja nov¢€ica. Pretpostavimo da je novc€i¢ pravilan,
odnosno da postoji jednaka verovatnoca pojavljivanja glave i pisma. Ukoliko ishod bude
pismo, posledica je gubitak od 100 dolara, dok ishod glave donosi dobitak od 150 dolara.
Ovakve situacije bile su predmet istrazivanja Kanemana i Tverskog. Na osnovu analize
velikog broja sli¢nih primera, zakljucili su da ljudi gubitke dozivljavaju intenzivnije nego
dobitke iste ili sli¢ne veli¢ine, odnosno da ispoljavaju odbojnost prema gubicima. Kod vecine
pojedinaca negativan efekat mogucéeg gubitka od 100 dolara snazniji je od pozitivnog
oc¢ekivanja dobitka od 150 dolara (videti [10]).

Koeficijent odbojnosti prema gubitku procenjivan je kroz razliite eksperimente 1 najcesce se
nalazi u rasponu od 1,5 do 2,5. Pri tome je vazno naglasiti da se radi o prose¢nim
vrednostima, jer intenzitet odbojnosti prema gubicima varira medu pojedincima. Sa
povecanjem veli¢ine uloga raste 1 koeficijent odbojnosti prema gubitku, iako to povecanje nije
proporcionalno veliko. U odredenim situacijama ovaj koeficijent moze poprimiti veoma
visoke, pa Cak i beskonacne vrednosti. To se odnosi na rizike koje pojedinci nisu spremni da
prihvate bez obzira na mogucéu nagradu, posebno kada potencijalni gubitak predstavlja
ozbiljnu pretnju po zivot ili ima izuzetno nepovoljne posledice za donosioca odluke (videti

[10]).
Sledec¢a dva zapazanja predstavljaju osnovu teorije izgleda [11]:

e Kod mesovitih opcija, koje istovremeno uklju¢uju mogucénost dobitka i gubitka,
odbojnost prema gubicima utice na donoSenje odluka koje karakteriSe izraZena
averzija prema riziku.

« Kod nepovoljnih izbora, u kojima se poredi siguran gubitak sa moguénoscu veceg, ali
manje verovatnog gubitka, princip opadajuée osetljivosti dovodi do vece spremnosti
pojedinaca da preuzmu rizik.

4.2. Rabinova teorema o kalibraciji

Bihejvioralni ekonomista Metju Rabin je 2000. godine pokazao da objasnjavanje
izrazene averzije prema malim rizicima iskljucivo konkavnoscu funkcije korisnosti konac¢nog
bogatstva moze dovesti do nerealno izrazene averzije prema velikim rizicima.

Teorema 4.2. [18] Pretpostavimo da je za svako bogatstvo w, funkcija korisnosti u(w), strogo
rastuca i slabo konkavna. Pretpostavimo dalje da postoje brojevi o > w, g > [ > 0, tako da

za svako w € [Q, 5], vazi 0,5u(w — 1)+ 0,5u(w+ g) <u(w). Tadazasve w € [Q, 5],
i za svako x > 0, vaze nejednakosti:

1) Akoje g < 2l, onda
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( k™ (x)

ZZ(%)I_lr(w), w—w+2l=2x=>21
(@) —u(w—x) > o
u(w) —u(w —x) = g -
: ; (l) ) xXZz2w—w+2l
He-@-0+0]@) T r@
2)
( kK (x) l ;
z (—) r(w), x<w—w
u(w +x) — u(w) < %k**m o ’ -
kz (é) r(a))+[x—6](é) r(w), X=Zw—w

=0

Gde je k*(x) = int (211), gde oznaka int(y) predstavlja najveci ceo broj koji nije veéi od y.
k¥ (x) = int (g + 1) i r(w)=ulw)—u(w—1), sto predstavlja pad korisnosti kada se
izgubi iznos L.

Dokaz:

Dokaz 1. dela teoreme

Zbog jednostavnosti zapisa i bez gubitka opstosti neka je r(w) = u(w) —u(w —1) = 1, tada
vazi u(w —1) —u(w — 21) = 1, zbog konkavnosti funkcije korisnosti. Takode, posto je
2l > g > 1, znamo da w — 21 + g e(w — [, w) i zbog konkavnosti funkcije korisnosti znamo

dajeu(a)—21+g)—u(a)—l)2974:%_1‘

Otuda,

u(w—21+g)—u(a)—21)2%—1+1=%

Dakle, ako je w — 2l > w znamo da u(w — 21) —u(w — 31) > % jer prema pretpostavci
vaziu(w — 2l — ) + u(w — 2l + g) < 2u(w — 21). Zbog konkavnosti takode znamo da
u(w—30) —u(w—41) = %.

Opstije, ako je w — 2kl > w onda
u(w— k-1 —u(w —2kl) 2 u(w — 2k — 1) —u(w — 2k — 1))
Odakle sledi
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w(w — 2kl + g) — u(w — 2kl) = %[u(w ~ 20k = D) — u(w — 2k — D]
Dalje sledi
u(w = 2kD) —u(w — 2k = DI = F[u(w = 2(k = DI - u(w — (2k = DD)].

Ove donje granice za marginalne korisnosti daju donju granicu za ukupnu korisnost u(w) —
u(w — x) udelu 1) teoreme.

Dokaz 2. Dela teoreme
Ponovo, neka je r(w) —u(w —1) =1

Tada, u(w + g) —u(w) <1

Zbog konkavnosti funkcije korisnosti, u(w + g) —u(w+g -1 <

Q |~

Ali, ako je w + g < w, onda iz pretpostavke sledi u(w +2g) —u(w + g) < é, jer u(w +
g—D+u(w+29) <2u(w+yg)

Opstije, znamo da ako je w +mg < w, onda u(w +mg + g) — u(w + mg) = é[u(a) +
mg) — u(w +mg — g)|.

Ove gornje granice za marginalne korisnosti daju gornju granicu za u(w + x) — u(w) u delu
2) teoreme.

Posledica:

Pretpostavimo da je za svako bogatstvo w, funkcija korisnosti u(w) je strogo rastuca i slabo
konkavna. Pretpostavimo da postoje brojevi g > 1 > 0 takvi da za svako w vazi 0,5u(w —
)+ 0,5u(w + g) < u(w). Tada za svaki pozitivan ceo broj k i za svaki m < m(k), vazi
0,5u(w — 2kl) + 0,5 u(w + mg) < u(w), pri ¢emu je

PheCoen®] sy,

lni
m(k) = 1 g

Dokaz posledice:

Iz dokaza teoreme znamo da
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u(w) —u(w —2kl) =23k, (%)i_l r(w) i uwlw+mg)—u(w) <yt (é)i r(w)

Dalje, ako vazi u(w) — u(w — 2kl) < u(w + mg) — u(w), onda sledi

m+1

> @7 <Y ()

Resavanjem po m dobija se navedena formula. Napomenimo da, ako je g > 21, dovoljno je da
vazi u(w) — u(w — 2kl) = 2k(u(w) — u(w — 1)), kako bi se dobio Zeljeni rezultat. m

Prema teoriji o¢ekivane korisnosti, ljudi izbegavaju rizik zato $to dodatni novac ne donosi istu
korist svima. Kada osoba ima malo novca, odredeni iznos joj mnogo znaci, dok isti taj iznos
ima mnogo manji znacaj za veoma bogatu osobu. Zbog toga ljudi vise zele da izbegnu gubitak
koji bi mogao da ugrozi njihovu finansijsku sigurnost. Ova teorija, medutim, ima jedan vazan
problem. Ona pretpostavlja da su ljudi uglavnom ravnodus$ni prema riziku kada su u pitanju
mali iznosi novca. Ali, ako se posmatra ponasanje ljudi kod malih opklada i rizika, pokazuje
se da oni Cesto ipak ne Zele da prihvate ni male rizike.

Rabinova teorema ukazuje na problem koji nastaje kada se averzija prema riziku objas$njava
samo konkavnom funkcijom korisnosti. Ako se pretpostavi da osoba veoma izbegava cak i
male rizike, tada bi isti model predvideo da ta osoba mora biti izuzetno, ¢ak nerealno mnogo
opreznija prema velikim rizicima.

Na primer, ako osoba odbija malu opkladu zbog relativnho malog moguceg gubitka, model
predvida da bi ta ista osoba odbila i veoma veliku opkladu ¢ak i kada bi mogu¢i dobitak bio
veoma znacajan. Takvo ponaSanje nije realno.

Zato Rabinova teorema pokazuje jedan od vaznih problema klasi¢ne teorije ocekivane
korisnosti: samo konkavnost funkcije korisnosti nije dovoljina da realno objasni zasto ljudi
izbegavaju rizik. Ako se pomoc¢u nje objasni jaka averzija prema malim rizicima, onda model
predvida nerealno veliku averziju prema velikim rizicima (videti [18]).

Teorema je ,,neparametarska“, §to znaci da ne zahteva odredeni oblik funkcije korisnosti.
Potrebno je samo da se pretpostavi da je funkcija korisnosti konkavna, odnosno da dodatni
novac donosi sve manju korist kako bogatstvo raste.

Rabin pomocu jednostavnih primera pokazuje problem koji postoji u teoriji ocekivane
korisnosti. Pretpostavlja se da osoba odbija malu opkladu u kojoj postoje jednake Sanse da
izgubi 100 dolara ili da dobije 110 dolara. lako je ova opklada povoljna, jer je moguci dobitak
veci od moguceg gubitka, osoba je ipak odbija, jer ne Zeli da preuzme rizik.

Prema teoriji ocekivane korisnosti, ako osoba odbija takvu malu opkladu, onda bi morala da
odbija i mnogo vece opklade. Na primer, za sve pocetne nivoe bogatstva ako odbija opkladu u
kojoj moze da izgubi 1.000 dolara ili da dobije 1.050 dolara, teorija predvida da bi odbila i
opkladu u kojoj moze da izgubi 20.000 dolara, ¢ak i kada bi moguci dobitak bio veoma veliki.

Problem je u tome $to je takvo ponasanje veoma tesko smatrati realnim. Razumno je da osoba
ne zeli da rizikuje 100 ili 1.000 dolara, ali nije realno pretpostaviti da bi zbog toga odbila
svaku veoma povoljnu opkladu sa mnogo ve¢im mogucim dobitkom.
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Rabin zato zakljucuje da se averzija prema malim rizicima ne moze objasniti samo ¢injenicom
da dodatni novac donosi sve manju korist kako bogatstvo raste. To je jedan od razloga zbog
kojih je postalo potrebno razmatrati drugacije nacine objasnjavanja ljudskog ponasanja, kao
Sto je teorija izgleda.

Sustina Rabinovog argumenta je sledeca: ako teorija ocekivane korisnosti pokusava da
objasni odbijanje malih, ¢ak i povoljnih opklada, onda mora da pretpostavi veoma izrazenu
averziju prema riziku. Zbog toga ista teorija predvida nerealno veliko odbijanje veoma
povoljnih velikih opklada. Upravo ta nelogi¢na posledica pokazuje ograniCenje klasi¢ne
teorije oc¢ekivane korisnosti (videti [18]).

Tabela | proizilazi iz posledice Rabinove teoreme. Moze se posmatrati osoba za koju je
poznato da za svaki pocetni nivo bogatstva odbija opkladu gde su jednake verovatnoce:

e izgutiti 100$ / dobiti 1013
e izgubiti 100$ / dobiti 105%
e izgubiti 100% / dobiti 110$
e izgubiti 100$ / dobiti 1253%

Tabela prikazuje implikacije gde je jednaka verovatno¢a za gubitnom L i dobitkom G. Svaki

red tabele odgovara odredenoj vrednosti L, a u tabeli je upisana najveca vrednost G (na
osnovu granica dobijenih iz posledice Rabinove teoreme) za koju je ta tvrdnja tacna.

TABELA 1

Tabela 22. Ako osoba za SVE nivoe bogatstva odbija opklade gde je jednaka verovatnoda, ,izgubi 100$ /
dobije g$“ tada ée odbiti i opklade gde je jednaka verovatnoéa da izgubi LS i dobije G$“. Vrednosti G
prikazane su u tabeli. (preuzeto iz [18])

G

L $101 $105 $110 $125
$400 400 420 550 1250
$600 600 730 990 (o)
$800 800 1 050 2 090 (o)
$1 000 1010 1570 (o) 0
$2 000 2 320 (o) o0 o0
$4 000 5750 (o) 0 o0
$6 000 11 810 (o) o0 o0
$8000 34 940 (o) 0 o0
$10000 o 0 o0 0
$20000 0 00 00 00




Ekstremna averzija prema riziku prikazana u Tabeli | ne zavisi od pretpostavke da osoba
odbija datu opkladu za sve pocetne nivoe bogatstva. Zato je vazna Tabela II. Ona pokazuje
da Rabinov rezultat ostaje ekstreman Cak i kada ne pretpostavimo da osoba odbija male
opklade na svim nivoima bogatstva. Tabela Il prikazuje kalibracije u situaciji kada znamo
samo da osoba odbija opklade tipa izgubi 100/dobije g, za pocetne nivoe bogatstva manje
od 300 000$. Tabela prikazuje koje ¢e opklade odbijati ako joj je pocetno bogatstvo 290 000$.

TABELA II

Tabela 23 . Tabela | ponovljena za poéetni nivo bogatstva od 290 000$, kada je ponasanje u vezi sa
opkladama l / g poznato samo za nivoe bogatstva w < 300 000$ (preuzeto iz [18])

G
L $101 $105 $110 $125
$400 400 420 550 1250
$600 600 730 990 36 - 10°
$800 800 1050 2 090 9. 1010
$1 000 1010 1570 718 190 16 - 10°
$2 000 2320 69 930 12 210 880 85 - 100
$4 000 5750 635 670 60 528 930 94 - 10!
$6 000 11 510 1 557 360 180 000 000 89 - 102
$8 000 19 290 3058 540 510 000 000 83 - 1013
$10 000 27 780 5503 790 1 300 000 000 77 - 10'*
$20 000 85 750 71799 110 160 000 000 000 54 - 10*°

4.3. Ogranicenja teorije izgleda

U psihologiji postoji pojam slepilo indukovano teorijom. Ovaj pojam oznacava pojavu u kojoj
ljudi, kada prihvate odredenu teoriju ili objaSnjenje, pocinju da zanemaruju dokaze koji
pokazuju da ta teorija mozda nije potpuno tac¢na (videti [10]).

Drugim re¢ima, postoje¢e uverenje moze uticati na to kako se posmatraju nove informacije.
Ako se pojavi informacija koja nije u skladu sa prihva¢enom teorijom, postoji mogucnost da
se takva informacija zanemari ili ne shvati dovoljno ozbiljno.
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Ova pojava nije vezana samo za teoriju korisnosti. | teorija izgleda ima odredene nedostatke,
ali su oni dugo bili manje primeceni. Teorija izgleda je vremenom postala vazna alternativa
teoriji korisnosti jer je ponudila neke nove nacine objasnjavanja ljudskog ponasanja.

Posebno su vazni pojmovi referentne tacke i odbojnosti prema gubicima. Ovi pojmovi
pokazali su da ljudi ne procenjuju odluke samo na osnovu kona¢nog bogatstva, ve¢ i na
osnovu toga da li neSto dozivljavaju kao dobitak ili kao gubitak u odnosu na odredenu
pocetnu tacku.

Znacaj ovih novih pojmova potvrden je i istrazivanjima. Oni su omogucili postavljanje novih
predvidanja o tome kako ljudi donose odluke, a mnoga od tih predvidanja kasnije su
potvrdena u praksi.

Pretpostavka teorije izgleda da referentna tacka, Sto je obicno status kvo, ima neutralnu
vrednost zvuci smisleno, ali neke njene implikacije su besmislene.

Primer 4.3.1. [10] Donosilac odluke treba da razmotri sledecu situaciju:

e Sansa 1:1 000 000 da dobije 1 milion dolara.
e Verovatnoca je 0,9 da dobije 12 dolara i verovatnoca je 0,1 da ne dobije nista.
e Verovatnoca je 0,9 da dobije 1 milion dolarai verovatnoca je 0,1 da ne dobije nista.

Ishod ,,ne dobiti nista® mogu¢ je u sva tri slucaja, a teorija izgleda tom ishodu pripisuje istu
vrednost u svakoj od njih. Budu¢i da predstavlja referentnu tacku, njegova vrednost iznosi
nula. Medutim, takav pristup zanemaruje vaznu razliku izmedu ovih situacija. U prva dva
slu¢aja ne dobiti niSta predstavlja ocekivan, odnosno neutralan ishod, pa je opravdano
pripisati mu nultu vrednost. Nasuprot tome, u trecem slucaju isti ishod moze biti izrazito
razoCaravajuci. Kada postoji velika verovatnoca osvajanja znacajne novCane sume, samo
o¢ekivanje dobitka privremeno stvara novu referentnu tacku. Zbog toga se izostanak
ocekivanog dobitka moze doZiveti kao znaCajan gubitak.

Teorija izgleda ne uspeva da obuhvati ovu pojavu, jer ne dopusta da se vrednost istog ishoda —
u ovom slucaju, ishoda ,,ne dobiti ni§ta — menja u zavisnosti od verovatnoce njegovog
nastanka 1ili od vrednosti propustene alternative. Jednostavno receno, teorija izgleda ne moze
adekvatno da objasni razocaranje. Budu¢i da su razo€aranje 1 o¢ekivanje razoCaranja sastavni
deo stvarnog procesa odluc¢ivanja, njihovo izostavljanje predstavlja jedno od ogranicenja ove
teorije.

Ni teorija izgleda ni teorija korisnosti ne uzimaju u obzir kajanje. Obe polaze od iste
pretpostavke: da se prilikom odlucivanja raspolozive opcije procenjuju zasebno i nezavisno
jedna od druge, nakon Cega se bira ona kojoj je pripisana najveca vrednost. Medutim, sledec¢i

primer pokazuje da ova pretpostavka nije u skladu sa nacinom na koji ljudi zaista donose
odluke.

Primer 4.3.2. [10] Ispred donosioca odluke su dva problema. Svaki problem se sastoji od dva
dogadaja i verovatnoama realizacije tih dogadaja. Donosilac odluke treba da izabere jedan
od ponudena dva dogadaja.
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e Problem 1: verovatnoca je 0,9 za dobitak od milion dolara ili siguran dobitak od 50
dolara.

e Problem 2: verovatnoéa je 0,9 za dobitak od milion dolara ili siguran dobitak od 150
000 dolara.

Posmatrajmo oc¢ekivano kajanje u situaciji kada donosilac odluke izabere rizicnu opciju, ali ne
ostvari Zeljeni ishod. U oba slucaja dozivece razocaranje ukoliko ne osvoji milion dolara.
Medutim, ocekivano kajanje u problemu 2 bice izrazenije, jer donosilac odluke zna da ce,
ukoliko rizikuje i izgubi, zaliti zbog sopstvene pohlepne odluke da odbaci siguran dobitak od
150 000 dolara.

Neki ekonomisti i psiholozi pokusali su da objasne kako ljudi donose odluke uzimajuci u
obzir kajanje i razoCaranje. lako su te emocije veoma vazne u stvarnom Zzivotu i uti¢u na
nase odluke, teorije koje ih ukljucuju nisu postale toliko znacajne kao teorija izgleda.

Glavni razlog je to $to teorije zasnovane na kajanju uglavnom ne daju mnogo drugacija
predvidanja od teorije izgleda. Dakle, iako objasnjavaju neke stvari, ne donose dovoljno novih
zakljucaka koji bi ih jasno izdvojili.

Jos jedna prednost teorije izgleda je Sto je jednostavnija. Teorija koja bi pokusala detaljno
da objasni odlucivanje preko kajanja bila bi slozenija (videti [10]).
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Zanimljivosti

Psihologija opisuje kako ljudi razmisljaju i odlucuju, dok matematika iste procese
opisuje formalnim modelima, funkcijama i verovatno¢ama. Sledeca tabela zamisljena je da
kroz nekoliko pojmova predstavi matematiku kao most izmedu psihologije i teorije
odlucivanja. Jezik je drugaciji, ali je sustina ista.

Psihologija Matematika Teorija odlu¢ivanja

Korisnost koja se
Zadovoljstvo u(x), funkcija korisnosti maksimizuje pri izboru
alternative
Preferiranje sigurnog
ishoda u odnosu na rizi¢ni,

. i y .
Averzija prema riziku u' (x) < 0, konkavna funkcija sa istom ocekivanom
vredno$¢u
) (x1 Xy xn)
"\p1 p2 - Pn Skup mogucih stanja sveta
Neizvesnost prosta sluCajna promenljiva sa pridruzenim
verovatnoc¢ama
Ocekivana korisnost.
Gy oy _— . E(u(X)), osnovni
Ocekivanje E(X) — matematicko ocekivanje ( ( ))

kriterijum racionalnog
odlucivanja

Tabela 24. Razli¢ito predstavljanje istog pojma
Psihologija opisuje kako ¢ovek dozivljava odredeni pojam, matematika daje formalni jezik

koji taj pojam opisuje, dok teorija odlucivanja objasnjava kako se taj pojam koristi pri izboru
izmedu alternativa.
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Zakljucak

U ovom radu kroz teorijska objasnjenja i primere iz svakodnevnog Zzivota
predstavljeno je racionalno donosSenje odluka, razmatranje svih alternativa gde donosilac
odluke postepeno i1 postupno dolazi do izbora optimalne akcije. Kako je covek kompleksno
bice, kome su pored razuma data i osecanja, dolazimo do toga da donosSenje odluka ne¢e uvek
biti racionalno, ve¢ se odredene odluke donose na bazi osecanja.

U uvodnom delu rada su date teoreme i definicije koje su teorijska osnova za razumevanje
verovatnoc¢e kao pojma i teorije odlucivanja kao nauke.

Analiza odlucivanja je bitna, jer predstavlja proces koji omogucava da sagledamo moguce
alternative i odaberemo najbolju akciju. U ovom radu je predstavljena analiza odlu¢ivanja bez
uzorkovanja 1 analiza odluivanja sa uzorkovanjem. U okviru analize odluivanja bez
uzorkovanja podrazumevamo odlucivanje bez apriori verovatnoca (kada donosilac odluke nije
u mogucnosti da pojedinim stanjima dodeli odgovaraju¢e verovatnoce) i odlucivanje sa
apriori verovatno¢ama (kada donosilac odluke jeste u moguénosti da dodeli verovatnoce
odgovaraju¢im stanjima). Analiza odlucivanja sa uzorkovanjem zahteva primenu Bayes-ove
teoreme, prikupljanje dodatnih informacija u cilju donoSenja bolje odluke. U radu su
navedena i dva bitna primera, ¢iji zadatak je da ilustruju ceo proces analize odlucivanja.

Predstavljena je Bernulijeva teorija korisnosti, matemati¢ara Danijela Bernulija koji je prvi
primetio da ljudski izbori nisu zasnovani na nov¢anoj, ve¢ na psiholoskoj vrednosti ishoda.

Teoriju ocekivane korisnosti aksiomatski su zasnovali Dzon fon Nojman i Oskar
Morgenstern. Ovo je teorija na kojoj pociva model racionalnosti. Glavna ideja aksiomatske
verzije teorije korisnosti jeste da donosilac odluke koji teZi da bude racionalan mora da se
rukovodi principom ocekivanja. Takode, predstavljene su matematicke funkcije u teoriji
korisnosti kao S§to su logaritamska funkcija, eksponencijalna i kvadratna. Logaritamska
funkcija je posebno vazna, jer jasno prikazuje da averzija prema riziku opada sa rastom
bogatstva.

Na samom kraju je prikazana formulacija i dat dokaz Rabinove teoreme, koja je od izuzetnog
znaCaja za teoriju izgleda. Teorija izgleda je nastala kao odgovor na nedostatke teorije
oc¢ekivane korisnosti o kojima je takode bilo re¢i u radu. Teorija izgleda uspeSnije opisuje
stvarno ljudsko ponasanje i objasnjava pojave kao $to su averzija prema gubicima i razlicit
odnos prema riziku kod dobitaka i gubitaka, kao i to da ljude vise boli gubitak, nego $to ih
dobitak iste vrednosti raduje.

Glavna poruka ovog rada sastoji se u tome da matematicki modeli odlucivanja predstavljaju
neophodan alat za analizu izbora u uslovima neizvesnosti, ali nijedan model ne moze u
potpunosti opisati ljudsko ponasanje. Teorija ocekivane korisnosti pruza racionalan
normativni okvir, dok teorija izgleda, zasnovana na empirijskim nalazima uspesnije
objasnjava stvarne odluke ljudi. Posmatrano zajedno ove dve teorije daju potpuniju sliku
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procesa odlucivanja i pokazuju da je razumevanje ljudske psihologije jednako vazno kao i
matemati¢ko modelovanje.
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