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Uvod

Tokom £itave istorije £ove£anstva prisutno je dono²enje odluka, od onih
koje £ovek donosi na li£nom nivou u privatnoj ili poslovnoj sferi delovanja, od
odluka direktora ili menadºera velikih kompanija, pa sve do odluka vladara
ili politi£ara koje su se odnosile i imale uticaj na £itavu drºavu ili vi²e drºava.
Sam proces dono²enja odluke naj£e²¢e je kompleksan. Naravno u zavisnosti
od situacije, pove¢ava se broj i sloºenost faktora koji uti£u na proces dono-
²enja odluke. U ovom radu predstavljen je matemati£ki aparat koji pomaºe
donosiocu odluke da istu donese na optimalan na£in, kroz razne primere.

Poznato je, prema [2, 16, 19], da se �okeov, Sugenov i �ilkretov integral
koriste za procenu raznih problema i predstavljaju pogodan alat pri odlu£iva-
nju. U radu su prvo navedene de�nicije i osobine ova tri integrala, a tek nakon
toga, prate¢i aksiomatski pristup iz [8, 9], koncept integrala koji predstavlja
njihovo uop²tenje, takozvani univerzalni integral.

U prvom delu rada izloºene su teorijske osnove koje su neophodne za razu-
mevanje teme master rada, kao i osnovna klasi�kacija fazi integrala. Prate¢i
[20], prvo je naveden pojam monotone skupovne funkcije, koja je poznata i
kao kapacitet ili fazi mera. Zatim su, kao u [1, 3], navedene najvaºnije karakte-
ristike iste, kao i pojam komonotonosti, bazi£nih i prostih funkcija neophodan
za dalje izlaganje. Prema [20], navedene su de�nicije �okeovog, Sugenovog i
�ilkretovog integrala, kao i njihove najvaºnije karakteristike. Poseban akcenat
je na diskretnom slu£aju koji ima zna£ajnu ulogu u modelovanju procesa do-
no²enja odluka, te su navedeni integrali posmatrani kao integralni operatori
agregacije. Ovaj deo rada predstavlja iscrpan i metodi£an pregled poznatih
rezultata iz literature, propra¢en odgovaraju¢im referencama, dok primeri
i analiza u tre¢em delu rada predstavljaju originalni doprinos ovog master
rada.

U drugom delu rada, prate¢i [9], predstavljen je aksiomatski pristup de�-
niciji univerzalnog integrala, te osobine istog, kao i veza sa �okeovim, Suge-
novim i �ilkretovim integralom ve¢ predstavljenim u prvom delu. De�nisano
je pseudo � sabiranje i pseudo � mnoºenje, razmotreni su ekstremni univer-
zalni integrali, kao i konstrukcija univerzalnih integrala i njihova restrikcija
na jedini£ni interval.

U tre¢em delu rada predstavljena je analiza i diskusija prakti£ne primene
�okeovog, Sugenovog i �ilkretovog integrala. Kroz odgovaraju¢e originalne
primere analizirane su sli£nosti i razmimoilaºenja koja se javljaju u toku pro-
cesa odlu£ivanja u zavisnosti od izbora integrala. Data je analiza e�kasnosti
navedenih integralnih operatora agregacije u zavisnosti od tipa problema, te
diskusija o optimalnom izboru integrala.
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Klju£ne re£i: fazi mera, monotona skupovna funkcija, kapacitet, �okeov
integral, Sugenov integral, �ilkretov integral, univerzalni integral, komonoto-
nost, pseudo-sabiranje, pseudo-mnoºenje, agregacija, dono²enje odluka.

* * *

Pre svega, veliko hvala mojoj mentorki, dr Ivani �tajner-Papugi, na stru£-
nom vo�enju, dragocenim smernicama, strpljenju i velikoj podr²ci tokom
celog procesa izrade ovog rada. Tako�e, zahvaljujem se £lanicama komisije,
dr Zagorki Lozanov-Crvenkovi¢ i dr Mirjani �trboji, na izdvojenom vremenu,
posve¢enosti i korisnim sugestijama.

Iskrenu zahvalnost i po²tovanje dugujem svim profesorima i asistentima koji
su tokom studija sa nama delili znanje, iskustvo i entuzijazam, oblikuju¢i
moj akademski i profesionalni put.

Posebno hvala dragim koleginicama i prijateljicama Tijani, Tamari, Milici i
Miji na zajedni£kim borbama, razmeni ideja, podr²ci i lepim trenucima koji
su studiranje u£inili posebnim.

Najve¢u i najdublju zahvalnost dugujem svojoj porodici. Hvala mojim rodi-
teljima, Nataliji i Draganu, i sestri Jeleni, koji su od prvog dana moj oslonac
i bezuslovna podr²ka u svemu ²to radim.

Na kraju, hvala mom suprugu Edvardu i sinu Filipu, ²to su uvek uz mene,
na beskrajnom razumevanju, ljubavi i radosti kojima ispunjavaju svaki moj
dan. Ovaj rad posve¢ujem vama.
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1 Klasi�kacija fazi integrala

Oslanjaju¢i se na standardnu teoriju mere [5] i na teoriju fazi mera i inte-
grala agregacije [3, 20], u ovom poglavlju izloºeni su teorijski temelji potrebni
za de�nisanje i razumevanje �okeovog, Sugenovog i �ilkretovog integrala: mo-
tivacija za uvo�enje fazi mere kao uop²tenja klasi£ne aditivne mere, uvodni
pojmovi i komonotonost, te de�nicije i osnovna svojstva sva tri integrala,
sa posebnim osvrtom na diskretan slu£aj relevantan za primenu u procesu
odlu£ivanja.

1.1 Motivacija: od klasi£ne ka fazi meri

Pre de�nicija, korisno je videti za²to je uop²te potreban pojam fazi mere,
umesto da se ostane pri klasi£noj, aditivnoj meri poznatoj iz standardne
teorije mere [5]. U tu svrhu najpre se navode osnovni pojmovi klasi£ne teorije
mere koji se koriste u celom radu.

De�nicija 1.1 [5]. Neka je X neprazan skup i A σ-algebra podskupova
skupa X, to jest familija podskupova od X koja sadrºi X i zatvorena je za
komplement i za prebrojive unije. Par (X,A) naziva se merljiv prostor, a
elementi familije A merljivi skupovi. Funkcija f : X → R = [−∞,+∞] je A-
merljiva (kra¢e: merljiva) ako za svaki Borelov skup B ⊆ R vaºi f−1(B) ∈ A.

U celom radu, ukoliko se izri£ito ne navede druga£ije, oznaka (X,A) od-
nosi se na merljiv prostor u smislu De�nicije 1.1.

De�nicija 1.2 [5]. Klasi£na (aditivna) mera na merljivom prostoru (X,A)
je funkcija µ : A → [0,∞] takva da je µ(∅) = 0 i, za sve disjunktne A,B ∈ A,

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) (aditivnost).

Aditivnost je jak uslov: £im su vrednosti mere zadate na pojedina£nim
(disjunktnim) skupovima, vrednost na svakoj njihovoj uniji je time ve¢ jedno-
zna£no odre�ena, nema slobode da se ta vrednost naknadno podesi druga£ije.

Primer 1.1 Kada je klasi£na mera dovoljna. Direktor internacionalne
²kole ocenjuje kandidata za nastavnika po dva kriterijuma: a, predmetna
stru£nost, i b, administrativna urednost (vo�enje evidencije). �kola smatra
da su ova dva kriterijuma su²tinski nezavisna, dobar predava£ ne mora nuºno
biti uredan sa papirologijom, i obrnuto, pa njihov zajedni£ki doprinos treba
jednostavno da bude zbir pojedina£nih doprinosa. Sa teºinama µ({a}) = 0,6
i µ({b}) = 0,4, aditivnost daje µ({a, b}) = 1,0, i ukupna ocena kandidata f
dobija se kao obi£na ponderisana suma (Lebegov integral u odnosu na µ):

S = 0,6 · f(a) + 0,4 · f(b).
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Sve funkcioni²e glatko, nema potrebe ni za kakvim uop²tenjem.

Primer 1.2 Kada klasi£na mera nije dovoljna. Ista ²kola zatim ocenju-
je istog kandidata i po druga dva kriterijuma, c, kreativnost u osmi²ljavanju
£asa, i d, sposobnost da motivi²e u£enike, koji nisu nezavisni na isti na£in:
kandidat koji je odli£an u oba konteksta pokazuje prenosivu pedago²ku ve-
²tinu, vredniju od pukog zbira dva odvojena talenta. �kola ºeli da postavi

µ({c}) = 0,25, µ({d}) = 0,25, µ({c, d}) = 0,70.

Napomena 1.1 Ovo je nemogu¢e unutar klasi£ne mere. Skupovi {c}
i {d} su disjunktni, pa aditivnost (De�nicija 1.2) nuºno povla£i

µ({c, d}) = µ({c}) + µ({d}) = 0,25 + 0,25 = 0,50.

Vrednost 0,70 je u direktnoj kontradikciji sa ovim, ne postoji klasi£na (aditiv-
na) mera koja bi istovremeno zadovoljila zadate pojedina£ne teºine i ºeljenu
vrednost na uniji. Razlog je strukturan: aditivnost ne dozvoljava nikakvu in-
terakciju izme�u kriterijuma, ni sinergiju ni redundantnost, jer je vrednost
mere na uniji uvek u potpunosti odre�ena vrednostima na sastavnim (dis-
junktnim) delovima, nema slobodnog parametra kojim bi se ta interakcija
mogla izraziti.

Re²enje. Ako se aksiom aditivnosti oslabi na monotonost (µ(A) ≤ µ(B)
kad god A ⊆ B), dobija se ta£no onoliko slobode koliko je potrebno: vred-
nost µ({c, d}) vi²e nije prisiljena da bude 0,50, ve¢ sme biti bilo ²ta izme�u
max(µ({c}), µ({d})) = 0,25 (donja granica, po monotonosti) i µ(X) (gor-
nja granica), pa i ºeljenih 0,70. Ovakve skupovne funkcije, monotone ali ne
obavezno aditivne, nazivaju se fazi mere (ili monotone skupovne funkcije, ili
kapaciteti) i sluºe kao glavni alat u teorijskom i prakti£nom delu ovog rada.

1.2 Uvodne de�nicije i propozicije

Neka je u nastavku (X,A) �ksiran merljiv prostor (De�nicija 1.1). Ta£ke
skupa X u ovoj glavi ozna£avaju se sa ω, budu¢i da je oznaka x rezervisana
za realne brojeve sa kojima se porede vrednosti funkcija (nivoe).1

Pre uvo�enja same fazi mere, korisno je najpre postaviti naj²iri mogu¢i
okvir unutar kojeg se ona nalazi.

De�nicija 1.3 [20]. Skupovna funkcija µ : A → [0,∞] naziva se op²ta mera
na (X,A) ako vaºi µ(∅) = 0 (kad god ∅ ∈ A), to jest ako i²£ezava na praznom
skupu.

1U [1] osnovni skup se ozna£ava sa Ω; ovde se, radi jedinstvene notacije u celom radu,
koristi X.
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Ovo je jedini zahtev koji karakteri²e op²tu meru. Jasno, nenegativnost i
i²£ezavanje na praznom skupu su izuzetno slabi zahtevi. Suºavanjem op²te
mere dodatnim svojstvima (pre svega monotono²¢u) dobijaju se sve speci-
jalnije klase mera koje se razmatraju u ovom radu, uklju£uju¢i i klasi£nu
(aditivnu) meru iz De�nicije 1.2. Naj²ira klasa mera od interesa za ovaj rad
jesu mere kod kojih vaºi osobina monotonosti, poznate i pod nazivom fazi
mere:

De�nicija 1.4 [1]. Funkcija µ : A → R+
= [0,∞] naziva se monotona

skupovna funkcija (ili fazi mera, ili kapacitet) ako je neopadaju¢a skupovna
funkcija i vaºi µ(∅) = 0. Trojka (X,A, µ) se naziva prostor fazi mere.

Napomena o terminologiji:
Pod terminom mera u matemati£koj literaturi uobi£ajeno se podrazumeva
klasi£na, σ-aditivna mera u smislu De�nicije 1.2, to jest, funkcija skupa ko-
ja je nenegativna, i²£ezava na praznom skupu i aditivna je na disjunktnim
skupovima. De�nicija 1.3 zadrºava taj naziv, ali od svih navedenih zahteva
ostavlja samo nenegativnost i i²£ezavanje na praznom skupu, pa je op²ta me-
ra, uprkos imenu, daleko slabiji pojam od klasi£ne mere: svaka klasi£na mera
jeste op²ta mera, ali obrnuto ne vaºi.

Da ovakvo preklapanje naziva ne bi dovodilo do zabune, u ovom radu se
termin mera ne koristi sam kada iz konteksta nije jasno na koji se od dva
pojma odnosi. Kada se misli na klasi£nu, aditivnu meru, to se eksplicitno
kaºe, klasi£na (aditivna) mera, ili se navodi ustaljen naziv konkretne mere
iz klasi£ne teorije (Lebegova mera, Lebeg�Stieltjesova mera, verovatnosna
mera), koje su sve klasi£ne mere. Kada se, pak, uvodi monotona skupovna
funkcija iz De�nicije 1.4, koristi se termin fazi mera (ravnopravno sa nazivima
monotona skupovna funkcija i kapacitet). Kada je konkretna fazi mera ve¢
uvedena i ozna£ena slovom, naj£e²¢e µ, ν ilim, u daljem tekstu se, radi kra¢eg
izraºavanja, o njoj govori jednostavno kao o �meri µ�, jer je iz konteksta jasno
o kom je pojmu re£.

Radi jednostavnosti izraºavanja, uz termin fazi mera se, kao i u literaturi,
vezuju i pridevi preuzeti iz klasi£ne teorije mere, govori se o aditivnoj, super-
aditivnoj, subaditivnoj ili normiranoj fazi meri, pri £emu ti pridevi opisuju
dodatna svojstva koja fazi mera moºe, ali ne mora imati. Poseban je slu£aj
aditivna fazi mera: ona zadovoljava i sve zahteve klasi£ne mere, pa se ta dva
pojma tada zaista poklapaju, i to je na svakom takvom mestu eksplicitno
nazna£eno.

Monotonost sama po sebi ne kaºe ni²ta o odnosu mere prema uniji dis-
junktnih skupova. Upravo je taj odnos ono ²to razlikuje klasi£nu aditivnu
meru (De�nicija 1.2) od njenih uop²tenja. Dve korisne, me�usobno suprotne
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klase fazi mera dobijaju se slabljenjem jednakosti u aditivnosti na nejedna-
kost u jednom ili drugom smeru:

De�nicija 1.5 [20]. Fazi mera µ na (X,A) je superaditivna ako

µ(A ∪B) ≥ µ(A) + µ(B)

kad god su A,B ∈ A disjunktni skupovi (A∩B = ∅) takvi da je A∪B ∈ A.

De�nicija 1.6 [20]. Fazi mera µ na (X,A) je subaditivna ako

µ(A ∪B) ≤ µ(A) + µ(B)

kad god su A,B ∈ A disjunktni skupovi (A∩B = ∅) takvi da je A∪B ∈ A.

Superaditivne mere izraºavaju sinergiju (kooperativno dejstvo) izme�u
skupova, dok subaditivne mere izraºavaju redundansu (preklapanje, inhibi-
torni efekat); klasi£na aditivna mera predstavlja grani£ni slu£aj u kojem oba
svojstva vaºe kao jednakost, pa ne dozvoljava nijedan od ta dva tipa interak-
cije.

Op²ta pretpostavka o neprekidnosti fazi mere µ se ne razmatra; kaºe se
da je µ neprekidna od dole ako:

Cn ∈ A, Cn ↗ C =⇒ µ(Cn) ↗ µ(C).

Oznaka Cn ↗ C zna£i da je niz skupova rastu¢i, C1 ⊆ C2 ⊆ . . ., i da je
C =

⋃
n Cn; analogno, µ(Cn) ↗ µ(C) zna£i da niz brojeva µ(Cn) konvergira

odozdo ka µ(C). Sam uslov monotonosti fazi mere garantuje samo da niz
µ(Cn) raste i da je ograni£en odozgo sa µ(C); neprekidnost od dole je dodatni
zahtev da se ta grani£na vrednost zaista dostigne.

Za fazi meru se kaºe da je aditivna ako je:

µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B) ∀A,B ∈ A.

�tavi²e, za fazi meru µ se kaºe da je maksitivna (∨ - aditivna) ako je:

µ(A ∪B) = µ(A) ∨ µ(B) ∀A,B ∈ A.

Bilo kojoj funkciji f : X → R = [−∞,+∞], pridruºuje se familija Cf :=
{Cf (x) : x ∈ R} ∪ {C ′

f (x) : x ∈ R}, gde je Cf (x) = {ω ∈ X : f(ω) > x}
(skra¢eno se pi²e {f > x}) i C ′

f (x) = {ω ∈ X : f(ω) ≥ x} (skra¢eno ¢e se
pisati {f ≥ x}). Familija Cf je lanac, to jest, potpuno je ure�ena u odnosu
na skupovnu inkluziju. Cf se naziva lancem pridruºenim funkciji f .

Pitanje kada se aditivnost, odnosno maksitivnost, integrala uop²te moºe
o£ekivati svodi se na to da li su dve funkcije me�usobno �saglasne� u pogledu
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redosleda svojih vrednosti. Taj pojam se naziva komonotonost (videti [3]).
Svaka funkcija f : X → R sama po sebi indukuje jedan poredak na domenu
X: ta£ka ω1 prethodi ta£ki ω2 u odnosu na f , u oznaci ω1 <f ω2, kad god je
f(ω1) < f(ω2). Ako se posmatraju dve funkcije f i g istovremeno, prirodno
se postavlja pitanje slaºu li se njihovi poreci. Ovo pore�enje de�ni²e binarnu
relaciju ∼ na RX

, koja je re�eksivna i simetri£na.

De�nicija 1.7 [1]. Funkcije f i g su komonotone (f ∼ g) ako se njima
indukovani poreci nigde ne sudaraju: ne postoji par ta£aka ω1, ω2 ∈ X takav
da f stavlja ω1 ispred ω2, a g istovremeno ω2 ispred ω1, to jest da vaºi
ω1 <f ω2 i ω2 <g ω1 istovremeno.

Propozicija 1.1 [1]. Neka su date dve funkcije f i g na RX
, neka su Cf i Cg

dva lanca pridruºena f i g respektivno, i neka je Ch lanac pridruºen funkciji
h = f + g. Tada su slede¢i uslovi ekvivalentni:

(i) f ∼ g

(ii) Cf ∪ Cg = Ch

(iii) postoje dve neprekidne neopadaju¢e funkcije φf i φg iz R u R, takve
da vaºi:

φf (z) + φg(z) = z, f(ω) = φf (h(ω)), g(ω) = φg(h(ω)).

1.3 Bazi£ne i proste funkcije

Sa oznakom F(X), ili kra¢e F , ozna£ava se skup svih merljivih funkcija (u
smislu De�nicije 1.1) iz X u R+

. Merljivost funkcije f moºe se ekvivalentno
opisati i preko njoj pridruºenog lanca: funkcija f je merljiva ako i samo ako
je Cf ⊆ A. Zaista, skupovi {f > x} i {f ≥ x} su inverzne slike intervala, pa
pripadaju familiji A kad god je f merljiva. Obrnuto, familija svih skupova
B za koje je f−1(B) ∈ A i sama je σ-algebra (jer je A σ-algebra), a intervali
oblika (x,+∞] generi²u Borelovu σ-algebru na R, pa iz {f > x} ∈ A za sve
x sledi da je f merljiva.

De�nicija 1.8 [1]. Za proizvoljno a ∈ R+
i bilo koje A ∈ A, funkcija b(a,A)

de�nisana na slede¢i na£in:

b(a,A)(ω) =

{
a, ako ω ∈ A,

0, ako ω /∈ A,

naziva se bazi£na funkcija.
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De�nicija 1.9 [1]. Merljivo preslikavanje s : X → R+ naziva se prosta
funkcija ako je skup vrednosti funkcije kona£an.

Pomo¢u oznake S(X), ili kra¢e S, ozna£ava se skup svih prostih funkcija iz
X u R+. Proste funkcije imaju nekoliko reprezentacija u odnosu na bazi£ne
funkcije. Najpoznatija reprezentacija iz klasi£ne teorije mere zasniva se na
kona£noj particiji skupa X. Bilo kojoj prostoj funkciji s, sa skupom vrednosti
{a1, a2, ..., an}, pridruºuje se kona£na particija {A1, A2, ..., An}, gde je Ai =
{ω ∈ X | s(ω) = ai}. Funkcija s ima slede¢u reprezentaciju:

s =
n∑

i=1

b(ai, Ai) ≡
n∨

i=1

b(ai, Ai). (1)

Mogu¢i nulti slu£aj u (1) se moºe izbe¢i, ako se pretpostavi da vaºi:

0 < a1 < a2 < ... < an, (2)

te se jednozna£no dobija klasi£na standardna reprezentacija, sa minimalnim
brojem kori²¢enih bazi£nih funkcija.

Razlog za²to se konstrukcija integrala oslanja upravo na proste funkci-
je leºi u tome ²to je skup S gust u ²irem skupu F svih merljivih funkcija.
Ustvari, svaka merljiva funkcija moºe se dobiti kao granica nekog neopadaju-
¢eg niza prostih funkcija. Posledica toga je da, £im je neka funkcionela na F
neprekidna od dole, njene vrednosti na celom F su ve¢ jednozna£no odre�ene
onim ²to ona radi na S. Dovoljno je znati kako se integrale proste funkcije,
pa ostatak sledi grani£nim prelazom.

Lebegov integral proste funkcije s de�ni²e se pomo¢u klasi£ne reprezen-
tacije iz (1) i stavljaju¢i:∫

sdm =

∫ ( n∑
i=1

b(ai, Ai)

)
dm =

n∑
i=1

aim(Ai).

U klasi£noj teoriji mere, gde je σ-aditivnost na raspolaganju, ovaj ra£un se
ne menja bez obzira na to koja se od aditivnih reprezentacija proste funkcije
koristi: svaka daje istu vrednost integrala. Kod fazi mere to vi²e ne vaºi, jer
ona nije aditivna, pa reprezentacija mora biti paºljivije odabrana. Upravo za-
to se, radi ispravnog izraºavanja komonotone aditivnosti �okeovog integrala i
komonotone maksitivnosti Sugenovog integrala, uvodi poseban tip reprezen-
tacije preko sistema komonotonih bazi£nih funkcija.

Propozicija 1.2 [1]. Proizvoljna prosta funkcija s ima komonotonu aditivnu
step reprezentaciju:
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s =
n∑

i=1

b(ci, Ci) (3)

i komonotonu maksitivnu step reprezentaciju:

s =
n∨

i=1

b(ai, Ci) (4)

gde je strogo C1 ⊃ C2 ⊃ ... ⊃ Cn ⊃ ∅.

Dokaz. Ideja je da se, umesto particije {Ai}, iskoristi opadaju¢i lanac skupo-
va koji ona generi²e. Za i = 1, . . . , n stavlja se

Ci =
n⋃

j=i

Aj,

to jest Ci je skup onih ω na kojima funkcija s dostiºe vrednost bar ai. Prelazak
sa Ci na Ci+1 uklanja ta£no £lan Ai particije, koji je neprazan, pa je lanac
C1 ⊃ C2 ⊃ . . . ⊃ Cn ⊃ ∅ zaista strogo opadaju¢i, kako se u tvr�enju i
zahteva.

Neka je sada ω ∈ Ak proizvoljna ta£ka, tako da je s(ω) = ak. Po konstruk-
ciji lanca, ω pripada skupu Ci ta£no za i ≤ k.

Maksitivna reprezentacija. Ovde se za koe�cijente uzimaju same vrednosti
ai funkcije s: bazi£na funkcija b(ai, Ci) u ta£ki ω ima vrednost ai za i ≤ k,
a nulu za i > k. Supremum tih vrednosti je maxi≤k ai = ak, jer je niz {ai}
rastu¢i po pretpostavci (2). Time je dobijeno (4).

Aditivna reprezentacija. Uzimaju¢i umesto toga prira²taje

c1 = a1, c2 = a2 − a1, . . . , cn = an − an−1,

koji su svi pozitivni iz istog razloga, sabiranje po i ≤ k daje teleskopiraju¢u
sumu

a1 + (a2 − a1) + . . .+ (ak − ak−1) = ak = s(ω),

£ime je dobijeno i (3). Kako je ta£ka ω bila proizvoljna, obe reprezentacije
vaºe na celom skupu X.

Reprezentacije (3) i (4) (uz ponovno izostavljanje mogu¢eg nultog £la-
na) su minimalne u odnosu na broj bazi£nih funkcija. Okarakterisane su
zajedni£kim uslovima: C1 ⊃ C2 ⊃ ... ⊃ Cn ⊃ ∅ i {Ci} ⊂ CS. Napomena:
CS = {X,C1, C2, ..., Cn, ∅}.
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1.4 �okeov integral

U ovom delu navode se de�nicija i osnovna svojstva �okeovog integrala.

De�nicija 1.10 [2]. �okeov integral je funkcionela F(X) → R+
, de�nisana

na slede¢i na£in:
(C)
∫

fdµ :=

∫ ∞

0

µ(Cf (x))dx. (5)

Podintegralna funkcija x 7→ µ(Cf (x)) je nerastu¢a po x (jer skup Cf (x)
ne moºe da se pove¢a kad x raste), pa je Ko²i-Rimanov integral u de�ni-
ciji (5) uvek dobro de�nisan, bez potrebe za dodatnim pretpostavkama. U
nastavku se dokazuju slede¢a svojstva �okeovog integrala: monotonost, ho-
mogenost, bazi£ne vrednosti, komonotona aditivnost, neprekidnost od dole i
horizontalna aditivnost.

Svojstvo 1.1 (Monotonost) [1].

f ≤ g =⇒ (C)
∫

fdµ ≤ (C)
∫

gdµ.

Dokaz. Dovoljno je uporediti podintegralne funkcije koje se javljaju u de�-
niciji (5). Neka je f ≤ g i neka je x ∈ R+ �ksirano. Ako za neko ω vaºi
f(ω) > x, onda je i g(ω) > x, pa je Cf (x) ⊆ Cg(x). Monotonost fazi mere µ
odatle daje µ(Cf (x)) ≤ µ(Cg(x)).

Po²to ova nejednakost vaºi za svaku vrednost x, ista relacija se prenosi i
na njihove Ko²i-Rimanove integrale po x, ²to je upravo tvr�enje.

Sam iskaz je tehni£ki jednostavan, ali je u primeni re£ o svojstvu bez kojeg
agregacija ne bi imala smisla. Njime se garantuje da pobolj²anje ocene ni po
jednom kriterijumu ne moºe da pogor²a ukupan rezultat: alternativa koja je
bar jednako dobra kao neka druga po svakom pojedina£nom kriterijumu ne
moºe biti rangirana ispod nje.

Svojstvo 1.2 (Homogenost) [1].

(C)
∫

(c · f)dµ = c · (C)
∫

fdµ ∀c ∈ R+.

Dokaz. Slu£aj c = 0 je trivijalan, jer su tada obe strane jednake nuli. Neka
je zato c > 0. Za proizvoljno x i proizvoljno ω vaºi lanac ekvivalencija

(c · f)(ω) > x ⇐⇒ f(ω) >
x

c
,
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iz £ega sledi jednakost nivo skupova Cc·f (x) = Cf (x/c). Uvr²tavanjem u
de�niciju (5) i smenom promenljive y = x/c, pri £emu je dx = c dy, dobija se

(C)
∫
(c · f)dµ =

∫ ∞

0

µ(Cf (x/c))dx = c ·
∫ ∞

0

µ(Cf (y))dy = c · (C)
∫

fdµ,

²to je i trebalo pokazati.

Homogenost ima jasnu prakti£nu posledicu: ukupan rezultat zavisi od
izabrane skale ocenjivanja samo preko zajedni£kog faktora. Prelazak sa jedne
skale ocenjivanja na drugu, na primer sa [0, 10] na [0, 1], stoga menja broj£anu
vrednost integrala, ali ne i poredak alternativa koje se porede.

Svojstvo 1.3 (Bazi£ne vrednosti) [1]. Za bilo koju bazi£nu funkciju vaºi:

(C)
∫

b(c, C)dµ = c · µ(C) ∀c ∈ R+,∀C ∈ A, (6)

i koristi se konvencija 0 · ∞ = ∞ · 0 = 0.

Dokaz. Neka je f = b(c, C). Ova funkcija ima vrednost c na skupu C, a nulu
izvan njega, pa njeni nivo skupovi imaju samo dva mogu¢a oblika:

Cf (x) = C za 0 ≤ x < c, Cf (x) = ∅ za x ≥ c.

Podintegralna funkcija x 7→ µ(Cf (x)) iz de�nicije (5) stoga je konstantna i
jednaka µ(C) na intervalu [0, c), a nula na ostatku poluprave. Njen integral
je povr²ina pravougaonika stranica c i µ(C), odakle sledi (6).

Posebno, za c = 1, osnovna funkcija se poklapa sa karakteristi£nom funk-
cijom 1C na skupu C i �okeov integral rekonstrui²e datu fazi meru:

(C)
∫

1Cdµ = µ(C) ∀C ∈ A.

Svojstvo 1.4 (Komonotona aditivnost) [1].

f ∼ g =⇒ (C)
∫

(f + g)dµ = (C)
∫

fdµ+ (C)
∫

gdµ. (7)

Dokaz. Strategija dokaza je da se oba integrala, (C)
∫
fdµ i (C)

∫
gdµ, izraze

kao integrali jedne iste podintegralne funkcije y 7→ µ(Ch(y)), ali u odnosu
na dve razli£ite mere na R+

, £iji je zbir Lebegova mera. Time se aditivnost
svodi na aditivnost integrala po meri.
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Neka je h = f + g i neka su φf i φg funkcije pridruºene komonotonom
paru f ∼ g kao u ta£ki (iii) Propozicije 1.1, tako da je f = φf ◦h i g = φg ◦h.
Za φf se uvodi pseudo-inverzna funkcija

φ∗
f (x) = sup{t : φf (t) ≤ x} = inf{t : φf (t) > x}.

Klju£na je slede¢a karakterizacija, koja prevodi uslov na f u uslov na h:

φf (y) > x ⇐⇒ y > φ∗
f (x),

pa i
f(ω) = φf (h(ω)) > x ⇐⇒ h(ω) > φ∗

f (x).

Druga ekvivalencija zna£i da se nivo skup funkcije f na visini x poklapa sa
nivo skupom funkcije h na visini φ∗

f (x), pa de�nicija (5) daje

(C)
∫

fdµ =

∫ ∞

0

µ(Cf (x))dx =

∫ ∞

0

µ(Ch(φ
∗
f (x)))dx.

Da bi se argument φ∗
f (x) uklonio iz podintegralne funkcije, prenosi se

Lebegova mera l preko preslikavanja φ∗
f : na Borelovim skupovima iz R+

po-
smatra se

mf (B) = l({x : φ∗
f (x) ∈ B}).

Radi se upravo o Lebeg�Stieltjesovoj meri koju generi²e φf , ²to se vidi iz
njenog dejstva na poluotvorene intervale:

mf ([a, b)) = l([φf (a), φf (b))) = φf (b)− φf (a).

Smena y = φ∗
f (x) (videti npr. [5, Sec. 39]) sada daje

(C)
∫

fdµ =

∫ ∞

0

µ(Ch(y))dmf ,

a ponavljanje istog postupka sa φg i pripadaju¢om merom mg daje

(C)
∫

gdµ =

∫ ∞

0

µ(Ch(y))dmg.

Preostaje da se iskoristi veza izme�u φf i φg. Po ta£ki (iii) Propozicije 1.1
vaºi φf (y)+φg(y) = y, pa prira²taji ove dve funkcije na svakom intervalu daju
zbir jednak duºini tog intervala; drugim re£ima, mf + mg = l. Sabiranjem
prethodna dva izraza i kori²¢enjem aditivnosti integrala po meri kona£no se
dobija∫ ∞

0

µ(Ch(y))dmf +

∫ ∞

0

µ(Ch(y))dmg =

∫ ∞

0

µ(Ch(y))dy = (C)
∫

hdµ,

²to je ta£no tvr�enje (7).
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Ograni£enje na komonotone funkcije ovde nije tehni£ka sitnica. Za proi-
zvoljan par funkcija �okeov integral po pravilu nije aditivan, i upravo u tom
odstupanju od aditivnosti sme²ten je efekat interakcije izme�u kriterijuma
koji se fazi merom i modeluje. Komonotonost isklju£uje situaciju u kojoj se
dve funkcije kre¢u u suprotnim smerovima, pa se njihovi doprinosi sabiraju
kao da je mera aditivna. Tek kada se taj uslov naru²i, razlika izme�u aditivne
i neaditivne agregacije postaje vidljiva.

Svojstvo 1.5 (Neprekidnost od dole) [1]. Ako je fazi mera µ neprekidna
od dole, onda je �okeov integral tako�e neprekidan od dole, to jest, za bilo
koji neopadaju¢i niz fn vaºi:

(C)
∫

(sup
n
fn)dµ = sup

n
(C)
∫

fndµ. (8)

Dokaz. Neka je {fn} neopadaju¢i niz sa supremumom f . Za �ksirano x, iz
fn ↗ f ta£kasto sledi da nivo skupovi rastu, Cfn(x) ↗ Cf (x): svaka ta£ka
koja u nekom trenutku pre�e nivo x ostaje iznad njega, a svaka ta£ka sa
f(ω) > x pre�e ga za dovoljno veliko n.

Pretpostavka da je fazi mera µ neprekidna od dole tada daje µ(Cfn(x)) →
µ(Cf (x)), i to monotono rastu¢e. Kako podintegralne funkcije rastu ka grani£-
noj, teorema o monotonoj konvergenciji za Ko²i-Rimanov integral dozvoljava
zamenu mesta supremumu i integralu, £ime se dobija (8).

Svojstvo 1.6 (Horizontalna aditivnost) [1]. Neka je data merljiva funk-
cija f i c ∈ R+. Odsecanjem funkcije f na nivou c i stavljaju¢i:

f = (f ∧ c) + f+
c , gde je f+

c =

{
0 ako je f(ω) ≤ c,

f(ω)− c ako je f(ω) > c,

dobija se horizontalna aditivna dekompozicija funkcije f . Za bilo koju hori-
zontalnu aditivnu dekompoziciju �okeov integral je aditivan:

(C)
∫

fdµ = (C)
∫
(f ∧ c)dµ+ (C)

∫
f+
c dµ. (9)

Dokaz. Dovoljno je primetiti da su sabirci (f ∧ c) i f+
c komonotoni: obe

funkcije su neopadaju¢e funkcije vrednosti f(ω), pa ne mogu da se kre¢u u
suprotnim smerovima ni na jednom paru ta£aka. Time (9) postaje poseban
slu£aj komonotone aditivnosti, Svojstvo 1.4.

Horizontalna dekompozicija odgovara vodoravnom preseku funkcije na
visini c: ispod tog nivoa posmatra se odse£ena funkcija, a iznad njega samo
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vi²ak preko praga. Ovakvo razlaganje prirodno se javlja svuda gde postoji
prag, jer dozvoljava da se doprinos do praga i doprinos preko njega vrednuju
odvojeno, a integral izra£una po delovima.

Teorema 1.1 [1]. Ako je µ σ - aditivna, to jest klasi£na mera, �okeov integral
se podudara sa Lebegovim integralom:

(C)
∫

fdµ =

∫
X

fdµ.

Dokaz. Dokaz se izvodi najpre za proste funkcije, a zatim se prenosi na celu
familiju F(X) grani£nim prelazom.

Neka je s prosta funkcija zapisana pomo¢u komonotone step reprezenta-
cije (3), sa strogo opadaju¢im lancem C1 ⊃ . . . ⊃ Cn. Njeni nivo skupovi su
tada

CS(x) =


C1 ako 0 ≤ x < a1,

Ci ako ai−1 ≤ x < ai,

∅ ako an ≤ x,

pa je podintegralna funkcija iz (5) stepenasta, sa vredno²¢u µ(Ci) na intervalu
duºine ai − ai−1. Sabiranjem povr²ina tih pravougaonika dobija se

(C)
∫

sdµ = a1µ(C1)+(a2−a1)µ(C2)+(a3−a2)µ(C3)+...+(an−an−1)µ(Cn).

Do sada nije kori²¢ena nikakva pretpostavka o µ osim monotonosti. Ako se
sada iskoristi to da je µ σ - aditivna, onda se iz Ci = Ai∪Ci+1, uz disjunktnost,
dobija µ(Ci) − µ(Ci+1) = µ(Ai) (pri £emu je Cn = An). Pregrupisavanjem
prethodne sume po £lanovima ai svi me²oviti sabirci se potiru i ostaje

(C)
∫

sdµ =
n∑

i=1

aiµ(Ai),

a to je ta£no vrednost Lebegovog integrala proste funkcije s.
Dakle, dva integrala se poklapaju na S(X). Kako je svaka merljiva funkci-

ja grani£na vrednost nekog neopadaju¢eg niza prostih funkcija, a oba integra-
la su neprekidna od dole, poklapanje se prenosi na celu familiju F(X).

Vredi primetiti da je za aditivnost �okeovog integrala dovoljno da fazi
mera µ bude aditivna. Prema tome, nije neophodna puna σ-aditivnost iz
Teoreme 1.1 [3].

Slede¢i korak je pokazati da se, kad god je µ neprekidna od dole, �okeov
integral proizvoljne (a ne nuºno σ-aditivne) funkcije f i dalje moºe zapisa-
ti kao obi£an Lebegov integral, samo ²to se sada mera mf i σ-algebra Af

prilago�avaju samoj funkciji f .
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Teorema 1.2 [1]. Na prostoru fazi mere (X,A, µ), gde je µ neprekidna od
dole, �okeov integral bilo koje funkcije f se podudara sa Lebegovim integra-
lom na merljivom prostoru (X,Af ,mf ):

(C)
∫

fdµ =

∫
X

fdmf .

gde je Af σ - algebra generisana sa Cf i mf je σ - aditivna mera indukovana
na Af restrikcijom µ na lanac Cf .

Dokaz. Neka je µ neprekidna od dole. Njena restrikcija na lanac Cf tada
dopu²ta ta£no jedno pro²irenje do σ - aditivne mere na σ - algebri Af koju
taj lanac generi²e [5, sekcija 13]; to pro²irenje je upravo mf .

�okeov integral funkcije f zavisi od mere samo preko njenih vrednosti na
nivo skupovima te funkcije, a svi oni leºe u Cf , gde se µ i mf po konstrukciji
poklapaju. Stoga je (C)

∫
fdµ = (C)

∫
fdmf .

Preostaje da se na desnu stranu primeni Teorema 1.1: po²to je mf σ -
aditivna, njen �okeov integral se poklapa sa Lebegovim na prostoru sa merom
(X,Af ,mf ), a funkcija f je po konstrukciji Af - merljiva. Spajanjem ova dva
koraka dobija se tvr�enje.

1.5 �okeovi kapaciteti

Slede¢i koncept, koji poti£e od samog �okea [2], uvodi hijerarhiju mono-
tonih skupovnih funkcija prema stepenu koherentnosti u odnosu na uniju i
presek kona£no mnogo skupova. Izlaganje u ovom odeljku prati [20, De�nicije
4.1�4.2].

De�nicija 1.11 [20]. Za dati broj k ≥ 2, �okeov kapacitet reda k je mo-
notona skupovna funkcija µ na merljivom prostoru (X,A) koja zadovoljava
nejednakost

µ

(
k⋃

j=1

Aj

)
≥

∑
∅≠K⊆Nk

(−1)|K|+1µ

(⋂
j∈K

Aj

)
(10)

za sve familije A1, . . . , Ak ∈ A, gde je Nk = {1, 2, . . . , k}.

Kako skupovi Aj u nejednakosti (10) ne moraju biti me�usobno razli£iti,
svaki �okeov kapacitet reda k je automatski i reda k′ = k − 1, k − 2, . . . , 2,
dakle, ²to je red niºi, uslov je op²tiji (slabiji). Obrnuto ne mora da vaºi:
kapacitet reda k ne mora biti kapacitet nekog vi²eg reda.

Za k = 2, nejednakost (10) svodi se na

µ(A1 ∪ A2) ≥ µ(A1) + µ(A2)− µ(A1 ∩ A2),
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poznatu i kao svojstvo 2-monotonosti ili supermodularnosti ; ovo je najop²tija
(najslabija) klasa �okeovih kapaciteta. Ovo je uop²tenje superaditivnosti sa
disjunktnih na proizvoljne skupove, kada je A1 ∩ A2 = ∅, nejednakost se
svodi na obi£nu superaditivnost, ali za A1 ∩ A2 ̸= ∅ 2-monotonost postavlja
dodatne zahteve, pa je klasa 2-monotonih skupovnih funkcija pravi podskup
klase superaditivnih skupovnih funkcija.

Fazi mera koja zadovoljava (10) za svako k ≥ 2 naziva se �okeov kapa-
citet reda ∞, ili beskona£no (totalno) monotona skupovna funkcija; ovo je
najspecijalnija (najja£a) klasa u ovoj hijerarhiji. Ovakve fazi mere su usko
povezane sa Dempster��eferovom teorijom uverenja (funkcije uverenja, eng.
belief functions): grani£ni slu£aj kada nejednakost (10) vaºi kao jednakost za
svako k odgovara klasi£nim (aditivnim) merama.

Napomena 1.2. Dualan pojam �obrnute� nejednakosti daje alterniraju¢i
�okeov kapacitet reda k: monotona skupovna funkcija µ koja zadovoljava

µ

(
k⋂

j=1

Aj

)
≤

∑
∅≠K⊆Nk

(−1)|K|+1µ

(⋃
j∈K

Aj

)
(11)

za sve familije A1, . . . , Ak ∈ A. Za k = 2 ovo daje µ(A1 ∩ A2) ≤ µ(A1) +
µ(A2) − µ(A1 ∪ A2), uop²tenje subaditivnosti, analogno tome kako obi£na
(k = 2) verzija (10) uop²tava superaditivnost. Poredak po op²tosti ostaje isti
kao kod obi£nih �okeovih kapaciteta: zahtevi za alterniraju¢e kapacitete reda
k slabiji su od zahteva za redove k + 1, k + 2, . . ., pa alterniraju¢i kapaciteti
reda 2 £ine najop²tiju (najslabiju), a alterniraju¢i kapaciteti reda ∞ najspe-
cijalniju (najja£u) klasu u ovoj hijerarhiji. Obr¢e se, dakle, samo smer same
nejednakosti, a time i tip interakcije koji se njome opisuje: umesto sinergije
(superaditivnosti) opisuje se redundansa (subaditivnost). Kao i kod obi£nih
kapaciteta, uslov (11) za k = 2 obuhvata sve nejednakosti iz de�nicije suba-
ditivnosti (slu£aj A1 ∩ A2 = ∅), ali i dodatne zahteve za A1 ∩ A2 ̸= ∅, pa su
2-alterniraju¢e skupovne funkcije prava potklasa subaditivnih.

U literaturi se �okeovi kapaciteti reda k £esto nazivaju i k-monotone
skupovne funkcije, a alterniraju¢i �okeovi kapaciteti k-alterniraju¢e skupovne
funkcije; superaditivna skupovna funkcija naziva se, radi jednoobraznosti
oznake u ovoj hijerarhiji, i 1-monotonom skupovnom funkcijom [20, Sl. 4.1],
ovaj naziv se odnosi konkretno na (strogo uºu) superaditivnu klasu, ne na
obi£nu monotonost skupovne funkcije iz De�nicije 1.4, koja nema svoj broj
reda u ovoj hijerarhiji.

Odnos izme�u svih uvedenih klasa skupovnih funkcija, za k ≥ 1, moºe
se predstaviti kao lanac uklapanja jedne klase u drugu [20, Sl. 4.1]: mono-
tone skupovne funkcije su naj²ira (najop²tija) klasa; unutar nje leºe supera-
ditivne (1-monotone) skupovne funkcije; unutar njih 2-monotone skupovne
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funkcije; zatim 3-monotone, i tako dalje, sve do ∞-monotonih (totalno mono-
tonih) skupovnih funkcija. Simetri£no, sa �druge strane� istog lanca leºe ∞-
alterniraju¢e skupovne funkcije, pa (za opadaju¢e k) k-alterniraju¢e skupov-
ne funkcije, sve do 2-alterniraju¢ih i, na kraju, subaditivnih (1-alterniraju¢ih)
skupovnih funkcija kao naj²ire klase te strane. Klasi£ne (aditivne) mere leºe
ta£no u preseku ∞-monotonih i ∞-alterniraju¢ih skupovnih funkcija, to jest,
aditivnost je jedina klasa koja pripada objema hijerarhijama istovremeno,
²to je u skladu sa intuicijom da klasi£na (aditivna) mera ne dozvoljava ni
sinergiju (superaditivnost) ni redundantnost (subaditivnost) ni na jednom
nivou k.

Monotone skupovne funkcije

Superaditivne (1-monotone)

2-monotone

3-monotone

k-monotone (k > 3)

∞-monotone

Subaditivne (1-alterniraju¢e)

2-alterniraju¢e

3-alterniraju¢e

k-alterniraju¢e (k > 3)

∞-alterniraju¢e

Klasi£ne (aditivne) mere

Slika 1: Odnos uklapanja izme�u klasa skupovnih funkcija, za k ≥ 1 (prila-
go�eno prema [20, Sl. 4.1]).

De�nicija 1.12 [20]. Za monotonu skupovnu funkciju µ na merljivom pro-
storu (X,A) sa µ(X) < ∞, dualna (ili konjugovana) mera µ∗ de�ni²e se
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sa
µ∗(A) = µ(X)− µ(X \ A), A ∈ A. (12)

Za normiranu meru (µ(X) = 1), de�nicija (12) se svodi na µ∗(A) =
1 − µ(A), gde je A = X \ A komplement skupa A. Lako se proverava da je
µ∗ tako�e monotona skupovna funkcija, i da vaºi (µ∗)∗ = µ. Prema tome,
dualnost je involucija (primena dva puta vra¢a po£etnu meru).

Teorema 1.3 [20]. Neka je µ normirana 2-monotona skupovna funkcija na
merljivom prostoru (X,A). Tada je dualna mera µ∗ normirana 2-alterniraju¢a
skupovna funkcija na (X,A).

Dokaz. Zamisao je da se 2-monotonost primeni na komplemente, a zatim
De Morganovim zakonima vrati na polazne skupove. Neka su A1, A2 ∈ A
proizvoljni. Polaze¢i od de�nicije (12) u normiranom slu£aju (µ(X) = 1),
redom se dobija:

µ∗(A1 ∩ A2) = 1− µ(A1 ∩ A2)

= 1− µ(A1 ∪ A2)

≤ 1−
(
µ(A1) + µ(A2)− µ(A1 ∩ A2)

)
=
(
1− µ(A1)

)
+
(
1− µ(A2)

)
− 1 + µ(A1 ∩ A2)

= µ∗(A1) + µ∗(A2)− 1 + µ(A1 ∪ A2)

= µ∗(A1) + µ∗(A2)− µ∗(A1 ∪ A2).

U drugom redu iskori²¢en je De Morganov zakon, a u tre¢em 2-monotonost
skupovne funkcije µ, to jest nejednakost (10) za k = 2 primenjena na par
A1, A2; obrtanje smera nejednakosti posledica je oduzimanja od jedinice. Pe-
ti red ponovo koristi De Morganov zakon u obliku A1 ∩ A2 = A1 ∪ A2, a
poslednji de�niciju (12). Dobijena nejednakost je upravo uslov iz de�nicije
2-alterniraju¢e skupovne funkcije, to jest (11) za k = 2. Normiranost dualne
mere sledi neposredno iz µ∗(X) = 1− µ(∅) = 1.

U kontekstu odlu£ivanja dualna mera ima prirodno tuma£enje. Ako µ(A)
meri koliko koalicija kriterijuma A sama po sebi garantuje, onda µ∗(A) meri
koliko joj se najvi²e moºe pripisati kada se sve ²to nije obuhva¢eno sa A tuma-
£i u njenu korist. Prva vrednost odgovara opreznom, a druga velikodu²nom
£itanju iste situacije, pa se par (µ, µ∗) moºe posmatrati kao donja i gornja
procena vaºnosti koalicije. Teorema 1.3 tada kaºe da se sinergija, pri prelasku
na dualnu meru, pretvara u redundansu, i obrnuto.
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Napomena 1.3 [20]. Teorema 1.3 moºe se uop²titi na proizvoljno k ≥
2: dualna mera normirane k-monotone skupovne funkcije je normirana k-
alterniraju¢a skupovna funkcija, istim postupkom dokaza (De Morganovi za-
koni i k-monotonost primenjeni na komplemente). Treba, me�utim, naglasiti
da dualna mera obi£ne superaditivne (�1-monotone�) skupovne funkcije ne
mora biti subaditivna. Sama superaditivnost, dakle, nije dovoljna da se ova-
kvo tvr�enje izvede, ²to ilustruje slede¢i primer.

Primer 1.3 [20]. Neka jeX = {a, b, c}, A = 2X , i neka je µ superaditivna (1-
monotona) skupovna funkcija na (X, 2X) data slede¢im vrednostima (zajedno
sa dualnom merom µ∗, izra£unatom preko (12)):

A µ(A) µ∗(A)
∅ 0,0 0,0

{a} 0,1 0,2
{b} 0,0 0,5
{c} 0,2 0,4
{a, b} 0,6 0,8
{a, c} 0,5 1,0
{b, c} 0,8 0,9
{a, b, c} 1,0 1,0

Mera µ je normirana i superaditivna, ali nije 2-monotona, zbog slede¢a dva
naru²enja nejednakosti (10) (za k = 2):

µ(X) = 1,0 < µ({a, b}) + µ({b, c})− µ({b}) = 0,6 + 0,8− 0,0 = 1,4,

µ(X) = 1,0 < µ({a, c}) + µ({b, c})− µ({c}) = 0,5 + 0,8− 0,2 = 1,1.

Dualna mera µ∗, prikazana u tabeli iznad, nije subaditivna, zbog slede¢eg
naru²enja:

µ∗({a, b}) = 0,8 > µ∗({a}) + µ∗({b}) = 0,2 + 0,5 = 0,7,

µ∗({a, c}) = 1,0 > µ∗({a}) + µ∗({c}) = 0,2 + 0,4 = 0,6.

Ovaj primer pokazuje da se pretpostavka 2-monotonosti u Teoremi 1.3 ne
moºe oslabiti do puke superaditivnosti: sama superaditivnost (1-monotonost)
nije dovoljna da bi dualna mera µ∗ bila subaditivna.
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1.6 Sugenov integral

U ovom delu navode se de�nicija i osnovna svojstva Sugenovog integrala.
Za vi²e detalja pogledati [15].

Neka je (X,A, µ) prostor fazi mere i µ : A → [0, 1]. F1(X) je familija svih
merljivih funkcija iz X na [0, 1].

De�nicija 1.13 [19]. Sugenov integral je funkcionela F1(X) → [0, 1] de�ni-
sana na slede¢i na£in:

(S)
∫

fdµ :=
∨

x∈[0,1)

(x ∧ µ(Cf (x))). (13)

Slede osnovna svojstva Sugenovog integrala. U nastavku su navedena i
dokazana slede¢a svojstva: monotonost, ∧-homogenost, bazi£ne vrednosti, ko-
monotona maksitivnost, neprekidnost od dole i horizontalna maksitivnost.

Svojstvo 1.7 (Monotonost) [1].

f ≤ g =⇒ (S)
∫

fdµ ≤ (S)
∫

gdµ.

Dokaz. Neka je f ≤ g. Tada je Cf (x) ⊆ Cg(x), pa monotonost fazi mere µ
daje µ(Cf (x)) ≤ µ(Cg(x)) za sve x ∈ [0, 1).

Operacija ∧ je monotona po oba argumenta, pa je x ∧ µ(Cf (x)) ≤ x ∧
µ(Cg(x)) za svako x. Prelaskom na supremum po x u (13) dobija se traºena
nejednakost izme�u integrala.

Svojstvo 1.8 (∧-homogenost) [1].

(S)
∫

(c ∧ f)dµ = c ∧ (S)
∫

fdµ ∀c ∈ (0, 1].

Dokaz. Odsecanje funkcije na nivou c menja nivo skupove samo iznad tog
nivoa: za x < c je Cc∧f (x) = Cf (x), dok je za x ≥ c skup Cc∧f (x) prazan, jer
funkcija c ∧ f nigde ne prelazi c. Supremum se stoga svodi na interval [0, c):

∨
x∈[0,1)

x ∧ µ(Cc∧f (x)) =
∨

x∈[0,c)

x ∧ µ(Cf (x)) = c ∧

 ∨
x∈[0,1)

x ∧ µ(Cf (x))

 .

Poslednja jednakost vaºi jer je ograni£avanje supremuma na [0, c) isto ²to i
presecanje celog supremuma sa c. Nejednakost ≤ je o£igledna, jer je svaki
£lan sa x < c i sam manji od c. Za obrnutu nejednakost dovoljno je pogledati
£lanove sa x ≥ c: za njih je c ∧ x ∧ µ(Cf (x)) = c ∧ µ(Cf (x)), a kako je
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preslikavanje x 7→ µ(Cf (x)) nerastu¢e, za svako x′ < c vaºi µ(Cf (x)) ≤
µ(Cf (x

′)), pa se vrednost c ∧ µ(Cf (x)) dobija kao supremum £lanova x′ ∧
µ(Cf (x

′)) kad x′ → c−. Dakle nijedan £lan sa x ≥ c ne doprinosi vi²e od
onoga ²to je ve¢ sadrºano u supremumu po [0, c).

Za razliku od �okeovog integrala, kod kojeg mnoºenje skalarom skalira
rezultat, ovde se skalar pona²a kao gornja granica: nijedna vrednost iznad c
ne moºe da pro�e kroz odsecanje, pa se i rezultat zaustavlja na c. To je prvi
nagove²taj ne-kompenzatorne prirode Sugenovog integrala.

Svojstvo 1.9 (Bazi£ne vrednosti) [1].

(S)
∫

b(c, C)dµ = c ∧ µ(C) ∀c ∈ [0, 1],∀C ∈ A.

Dokaz. Neka je f = b(c, C), tako da su njeni nivo skupovi Cf (x) = C za
0 ≤ x < c, odnosno Cf (x) = ∅ za x ≥ c. Za x ≥ c je x ∧ µ(∅) = 0, pa ti
£lanovi ne doprinose supremumu, i ostaje samo deo nad intervalom [0, c):

(S)
∫

b(c, C)dµ =
∨

x∈[0,c)

(x ∧ µ(C)) = c ∧ µ(C),

gde poslednja jednakost sledi razlikovanjem dva slu£aja: ako je µ(C) ≥ c,
izraz x ∧ µ(C) jednak je x i njegov supremum po x < c je c; ako je pak
µ(C) < c, vrednost µ(C) se dostiºe ve¢ za x = µ(C) i dalje se ne menja.

Kao i kod �okeovog integrala, i ovde se javlja poseban slu£aj c = 1: po²to
je 1 jedini£ni element operacije ∧ na [0, 1] (tj. 1 ∧ µ(C) = µ(C) za svako C),
bazi£na funkcija b(1, C) nije ni²ta drugo do karakteristi£na funkcija 1C , pa
Sugenov integral tada rekonstrui²e polaznu fazi meru:

(S)
∫

1Cdµ = µ(C) ∀C ∈ A.

Pore�enje sa Svojstvom 1.3 pokazuje, me�utim, da se dva integrala razi-
laze ve¢ na najjednostavnijim netrivijalnim funkcijama: na bazi£noj funkciji
b(c, C) �okeov integral daje proizvod c · µ(C), a Sugenov minimum c∧ µ(C).
Proizvod je osetljiv na obe veli£ine istovremeno, dok minimum u potpunosti
zanemaruje onu ve¢u od njih. U kontekstu odlu£ivanja to je razlika izme-
�u ocene koja uzima u obzir sve raspoloºive podatke i ocene koju odre�uje
najslabija karika.

Svojstvo 1.10 (Komonotona maksitivnost) [1].

f ∼ g =⇒ (S)
∫

(f ∨ g)dµ = (S)
∫

fdµ ∨ (S)
∫

gdµ. (14)
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Dokaz. Neka je f ∼ g. Po Propoziciji 1.1 nivo skupovi obe funkcije pripadaju
istom lancu, pa su za svako x uporedivi:

Cf (x) ⊇ Cg(x) ili Cg(x) ⊇ Cf (x), ∀x ∈ [0, 1).

U oba slu£aja je unija jednaka ve¢em od ta dva skupa, pa monotonost fazi
mere µ daje

µ(Cf∨g(x)) = µ(Cf (x) ∪ Cg(x)) = µ(Cf (x)) ∨ µ(Cg(x)).

Uvr²tavanjem u de�niciju (13) i kori²¢enjem distributivnosti operacije ∧ pre-
ma ∨, kao i mogu¢nosti da se supremum razdvoji po dva £lana, dobija se
jednakost (14).

Pore�enje sa Svojstvom 1.4 otkriva strukturnu razliku izme�u dva inte-
grala: ono ²to je kod �okeovog integrala sabiranje, kod Sugenovog je uzimanje
maksimuma. Kod sabiranja svaki sabirak ne²to doprinosi kona£nom rezulta-
tu, dok kod maksimuma doprinosi samo jedan £lan, a svi ostali se gube. U
toj razlici je izvor kompenzacije kod jednog i njenog odsustva kod drugog
integrala.

Svojstvo 1.11 (Neprekidnost od dole) [1]. Ako je fazi mera µ neprekidna
od dole, onda je Sugenov integral tako�e neprekidan od dole, to jest, za bilo
koji neopadaju¢i niz {fn}n∈N vaºi:

(S)
∫ (

sup
n
fn

)
dµ = sup

n
(S)

∫
fndµ.

Dokaz. Neka fn ↗ f ta£kasto. Kao i ranije, odatle sledi Cfn(x) ↗ Cf (x) za
svako x, a uz pretpostavljenu neprekidnost fazi mere od dole i µ(Cfn(x)) ↗
µ(Cf (x)).

Operacija ∧ je neprekidna i monotona po drugom argumentu, pa je i
x ∧ µ(Cfn(x)) ↗ x ∧ µ(Cf (x)). Kako supremum rastu¢eg niza komutira sa
supremumom po x, dobija se tvr�enje.

Svojstvo 1.12 (Horizontalna maksitivnost) [1]. Neka je data merljiva
funkcija f ∈ F1(X) i c ∈ (0, 1). Horizontalna maksitivna dekompozicija
dobija se odsecanjem funkcije f na nivou c i koriste¢i:

f = (f ∧ c) ∨ f∨
c , gde je f∨

c (ω) =

{
0, ako f(ω) ≤ c,

f(ω), ako f(ω) > c.

Za bilo koju horizontalnu maksitivnu dekompoziciju Sugenov integral je mak-
sitivan:

(S)
∫

fdµ = (S)
∫

(f ∧ c)dµ ∨ (S)
∫

f∨
c dµ. (15)
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Dokaz. Kao i kod �okeovog integrala, dovoljno je uo£iti da su (f ∧ c) i f∨
c

komonotone, obe su neopadaju¢e funkcije vrednosti f(ω), pa je (15) poseban
slu£aj komonotone maksitivnosti, Svojstvo 1.10.

Pore�enje sa �okeovim integralom

Sada kada su izloºeni i �okeov i Sugenov integral, korisno je sumirati
njihove klju£ne razlike. Oba integrala se konstrui²u na potpuno analogan
na£in, preko istih nivo skupova Cf (x) = {f > x} podintegralne funkcije,
ali se razlikuju u operacijama kojima se rezultati na tim nivo skupovima
kombinuju:

� Operacije. �okeov integral koristi standardne aritmeti£ke operacije sa-
biranja i mnoºenja (Rimanov integral funkcije x 7→ µ(Cf (x))), dok je
Sugenov integral izgra�en isklju£ivo od re²etkastih operacija maksimu-
ma i minimuma (Svojstvo 1.8, Svojstvo 1.10).

� Tip homogenosti. �okeov integral je pozitivno homogen u odnosu na
mnoºenje skalarom (Svojstvo 1.2), dok je Sugenov integral ∧-homogen
(Svojstvo 1.8): skalar c se �se£e� sa integralom umesto da ga skalira.

� Tip aditivnosti. �okeov integral je komonotono aditivan (Svoj-
stvo 1.4), dok je Sugenov integral komonotono maksitivan (Svoj-
stvo 1.10): sabiranje kod jednog odgovara uzimanju maksimuma kod
drugog.

� Kompenzacija. Zbog aditivne strukture, �okeov integral je kompenza-
toran: visoka vrednost funkcije na jednom delu domena moºe delimi£no
nadoknaditi nisku vrednost na drugom delu. Sugenov integral, zasnovan
na maksimumu i minimumu, je ne-kompenzatoran. Naime, dominira ga
takozvani veto-efekat : £im vrednost funkcije prema²i meru odgovaraju-
¢eg nivo skupa, dalje pove¢anje te vrednosti vi²e ne uti£e na rezultat
integrala.

Ova razlika izme�u aditivne, kompenzatorne agregacije i agregacije za-
snovane na maksimumu, koja nije kompenzatorna, moºe su²tinski promeniti
ishod procesa odlu£ivanja u prakti£noj primeni.

1.7 �ilkretov integral

U ovom delu navode se de�nicija i osnovna svojstva �ilkretovog integrala.
Za vi²e detalja pogledati originalni rad N. �ilkreta [16], gde se posmatra u
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op²tijem kontekstu maksitivnih mera, kao i pregledni rad Klementa, Lija,
Mesijara i Papa [10].

Neka je (X,A, µ) prostor fazi mere, kao u prethodnim odeljcima.

De�nicija 1.14 [16]. �ilkretov integral je funkcionela F(X) → R+
, de�ni-

sana na slede¢i na£in:

(Sh)
∫

fdµ := sup{t · µ(Cf (t)) | t ∈ R+}, (16)

gde se konvencija 0 · ∞ = ∞ · 0 = 0 usvaja kad god je potrebno.

Funkcija t 7→ µ(Cf (t)) je nerastu¢a (kao i u slu£aju �okeovog i Sugenovog
integrala), pa je supremum u (16) dobro de�nisan za svako µ ∈ M i svako
f ∈ F(X). Slede osnovna svojstva �ilkretovog integrala.

Svojstvo 1.13 (Monotonost) [9].

f ≤ g =⇒ (Sh)
∫

fdµ ≤ (Sh)
∫

gdµ.

Dokaz. Neka je f ≤ g. Za svako x je tada Cf (x) ⊆ Cg(x), pa monotonost
fazi mere µ daje µ(Cf (x)) ≤ µ(Cg(x)). Mnoºenjem nenegativnim brojem
x nejednakost se £uva, to jest x · µ(Cf (x)) ≤ x · µ(Cg(x)). Po²to je svaki
£lan skupa £iji se supremum uzima na levoj strani ograni£en odgovaraju¢im
£lanom sa desne, nejednakost ostaje i nakon prelaska na supremum.

Svojstvo 1.14 (Pozitivna homogenost) [10].

(Sh)
∫

(c · f)dµ = c · (Sh)
∫

fdµ ∀c ∈ R+.

Dokaz. Za c = 0 obe strane su nula, pa neka je c > 0. Kao i ranije, iz
(c · f)(ω) > x ⇐⇒ f(ω) > x/c sledi Cc·f (x) = Cf (x/c). Smenom y = x/c,
pri £emu y prolazi istim skupom R+

, faktor c se izdvaja ispred supremuma:

(Sh)
∫

(c · f)dµ = sup
x∈R+

x · µ(Cf (x/c)) = sup
y∈R+

c · y · µ(Cf (y))

= c · sup
y∈R+

y · µ(Cf (y)) = c · (Sh)
∫

fdµ.

Svojstvo 1.15 (Bazi£ne vrednosti) [9]. Za bilo koju bazi£nu funkciju
vaºi:

(Sh)
∫

b(c, C)dµ = c · µ(C) ∀c ∈ R+,∀C ∈ A. (17)

25



Dokaz. Neka je f = b(c, C). Njeni nivo skupovi su Cf (x) = C za 0 ≤ x < c,
odnosno Cf (x) = ∅ za x ≥ c. Time se skup £iji se supremum traºi u (16)
raspada na dva dela: na prvom je vrednost x ·µ(C), a na drugom x ·µ(∅) = 0,
pa drugi deo ne uti£e na supremum. Ostaje

(Sh)
∫

b(c, C)dµ = sup
(
{x · µ(C) | 0 ≤ x < c} ∪ {x · 0 | x ≥ c}

)
= sup

0≤x<c
x · µ(C) = c · µ(C),

gde poslednja jednakost sledi iz toga ²to je x 7→ x·µ(C) neopadaju¢a funkcija
na [0, c).

Posebno, za c = 1, �ilkretov integral karakteristi£ne funkcije rekonstrui²e
datu fazi meru:

(Sh)
∫

1Cdµ = µ(C) ∀C ∈ A.

Na karakteristi£nim funkcijama, dakle, sva tri integrala daju istu vrednost
µ(C) i na toj klasi funkcija se me�usobno ne mogu razlikovati. Na op²tijim
bazi£nim funkcijama b(c, C) �okeov i �ilkretov integral i dalje se poklapaju,
jer oba daju c · µ(C), dok Sugenov daje c ∧ µ(C). Razlika izme�u �okeovog
i �ilkretovog integrala pojavljuje se tek na funkcijama koje uzimaju bar dve
razli£ite pozitivne vrednosti, jer se tek tada sabiranje doprinosa po nivoima
i uzimanje najboljeg pojedina£nog nivoa zaista razilaze.

�ilkretov integral se, dakle, u pogledu homogenosti pona²a kao �okeov,
dok mu je slede¢e svojstvo, komonotona maksitivnost, zajedni£ko sa Sugeno-
vim integralom.

Svojstvo 1.16 (Komonotona maksitivnost) [10].

f ∼ g =⇒ (Sh)
∫

(f ∨ g)dµ = (Sh)
∫

fdµ ∨ (Sh)
∫

gdµ. (18)

Dokaz. Neka je f ∼ g. Po Propoziciji 1.1 skupovi Cf (x) i Cg(x) za svako x
leºe u istom lancu, pa je jedan sadrºan u drugom; unija dva uporediva skupa
je onaj ve¢i, a monotonost fazi mere µ tada daje

µ(Cf∨g(x)) = µ(Cf (x) ∪ Cg(x)) = µ(Cf (x)) ∨ µ(Cg(x)), ∀x ∈ R+
.

Mnoºenje nenegativnim brojem x komutira sa uzimanjem maksimuma, to
jest x · (a∨b) = (x ·a)∨ (x ·b), pa se maksimum moºe izvu¢i ispred proizvoda,
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a zatim i ispred supremuma:

(Sh)
∫

(f ∨ g)dµ = sup
x

x ·
(
µ(Cf (x)) ∨ µ(Cg(x))

)
=
(
sup
x

x · µ(Cf (x))
)
∨
(
sup
x

x · µ(Cg(x))
)

= (Sh)
∫

fdµ ∨ (Sh)
∫

gdµ.

Time je dobijeno (18).

Poznato je (videti Propoziciju 4.1 u [10]) da su svojstva pozitivne ho-
mogenosti i komonotone maksitivnosti, zajedno sa netrivijalno²¢u integrala
(to jest, Sh nije konstantna funkcionela), zapravo potpuna aksiomatska ka-
rakterizacija �ilkretovog integrala: funkcionela I : F(X) → R+

je �ilkretov
integral u odnosu na neku fazi meru µ ako i samo ako je netrivijalna, komono-
tono maksitivna i pozitivno homogena, gde je µ tada jednozna£no odre�ena
sa µ(A) = I(1A).

Propozicija 1.3 [10]. Neka je µ fazi mera na merljivom prostoru (X,A).

(i) Za svaku neprekidnu, strogo rastu¢u funkciju φ : R+ → R+
koja zado-

voljava φ(x · y) ≤ φ(x) · y za sve (x, y) ∈ R+ × [0, µ(X)], i za svako
f ∈ F(X), vaºi

φ
(
(Sh)

∫
fdµ

)
≥ (Sh)

∫
(φ ◦ f)dµ,

to jest, vaºi nejednakost Jensenovog tipa. Ako je µ normirana fazi mera
i f : X → [0, 1], ovo zna£i da nejednakost vaºi za svaki konveksni
automor�zam φ : [0, 1] → [0, 1].

(ii) Ako je fazi mera µ kona£na, tada za sve f, g ∈ F(X) vaºi

µ(X) · (Sh)
∫

(f · g)dµ ≥
(
(Sh)

∫
fdµ

)
·
(
(Sh)

∫
gdµ

)
,

to jest, vaºi nejednakost �ebi²evljevog tipa. Ako je µ normirana fazi
mera, nejednakost se svodi na

(Sh)
∫

(f · g)dµ ≥
(
(Sh)

∫
fdµ

)
·
(
(Sh)

∫
gdµ

)
.
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Dokazi obe nejednakosti izlaze iz okvira ovog rada i mogu se na¢i u izvor-
noj literaturi citiranoj u [10]; ovde se navode radi potpunosti, jer pokazuju da
se, sli£no kao i za �okeov i Sugenov integral, i za �ilkretov integral mogu uspo-
staviti analogoni klasi£nih nejednakosti iz teorije verovatno¢e i funkcionalne
analize.

Svojstvo 1.17 (Neprekidnost od dole) [10]. Ako je fazi mera µ nepre-
kidna od dole, onda je �ilkretov integral tako�e neprekidan od dole, to jest,
za bilo koji neopadaju¢i niz fn koji ta£kasto konvergira ka f vaºi:

(Sh)
∫ (

sup
n

fn

)
dµ = sup

n
(Sh)

∫
fndµ.

Dokaz. Neka fn ↗ f ta£kasto. Kao i u dokazima prethodnih svojstava, odatle
sledi Cfn(x) ↗ Cf (x) za svako x, a zbog pretpostavljene neprekidnosti fazi
mere µ od dole i µ(Cfn(x)) ↗ µ(Cf (x)). Za �ksirano x ≥ 0 preslikavanje
a 7→ x · a je neopadaju¢e i neprekidno, pa je i x · µ(Cfn(x)) ↗ x · µ(Cf (x)).

Izraz x · µ(Cfn(x)) je time neopadaju¢i i po x i po n, a za takve dvo-
struko monotone familije supremumi po dva indeksa mogu da zamene mesta.
Zamenom njihovog redosleda dobija se traºena jednakost.

Napomena 1.4. Ako se fazi mera µ posmatra na (X, 2X) i ako je µ kom-
pletno maksitivna, to jest

µ
(⋃

j∈J

Aj

)
=
∨
j∈J

µ(Aj)

za svaku familiju (Aj)j∈J podskupova od X [10], tada se �ilkretov integral
svodi na jednostavnu formulu

(Sh)
∫

fdµ =
∨
ω∈X

µ({ω}) · f(ω),

²to je posebno pogodno za primenu u diskretnom slu£aju (kona£an skup
kriterijuma), kada se �ilkretov integral svodi na teºinski maksimum proizvoda
µ({xi}) · f(xi).

1.8 Diskretni slu£aj

U primenama koje se ti£u procesa odlu£ivanja (izbor kandidata, upis,
rangiranje alternativa i sli£no) skup X je naj£e²¢e kona£an skup kriterijuma,
X = {x1, . . . , xn}, sa A = 2X . U tom slu£aju je svaka funkcija f : X → R+

prosta, pa se sva tri integrala iz prethodnih odeljaka svode na eksplicitne,
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kona£ne formule pogodne za direktan ra£un. Funkcija f se poistove¢uje sa
vektorom ocena (f(x1), . . . , f(xn)), gde f(xi) predstavlja, na primer, ocenu
kandidata po kriterijumu xi.

Radi kra¢eg zapisa, u ovom i narednim odeljcima (uklju£uju¢i primere
u tre¢em delu rada) uvode se skra¢ene oznake za vrednosti tri integrala iz
prethodnih odeljaka, za �ksiranu fazi meru µ:

Ch(f) := (C)
∫

fdµ, Su(f) := (S)
∫

fdµ, Sh(f) := (Sh)
∫

fdµ.

Neka je σ permutacija skupa {1, . . . , n} takva da vaºi

f(xσ(1)) ≤ f(xσ(2)) ≤ · · · ≤ f(xσ(n)), (19)

uz konvenciju f(xσ(0)) = 0, i za i ∈ {1, . . . , n} neka je

Ai = {xσ(i), xσ(i+1), . . . , xσ(n)}, (20)

uz konvenciju An+1 = ∅. Skup Ai sastoji se od n−i+1 kriterijuma sa najvi²im
ocenama, to jest od svih onih £ija ocena nije manja od f(xσ(i)); ti skupovi £ine
(kao i u Propoziciji 1.2) opadaju¢i lanac A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ An+1 = ∅.

Lema 1.1. Neka je X = {x1, . . . , xn}, µ monotona skupovna funkcija na
(X, 2X), f : X → R+

, sa lancem (Ai)
n+1
i=1 de�nisanim kao u (19)�(20), i neka

je ⊙ : R+ × R+ → R+
neopadaju¢a funkcija u obe promenljive takva da je

t⊙ 0 = 0 za svako t. Tada vaºi

sup
t∈R+

(
t⊙ µ({f ≥ t})

)
= max

i=1,...,n

(
f(xσ(i))⊙ µ(Ai)

)
.

Dokaz. Poluprava po kojoj se uzima supremum razbija se na intervale na koji-
ma je skup {f ≥ t} konstantan. Neka je i ∈ {1, . . . , n} i neka t pripada interva-
lu (f(xσ(i−1)), f(xσ(i))]. Po konstrukciji lanca (20), uslov f(x) ≥ t ispunjavaju
ta£no oni elementi £ija ocena nije manja od f(xσ(i)), to jest {f ≥ t} = Ai. Na
tom intervalu je izraz t⊙ µ(Ai) neopadaju¢a funkcija promenljive t, jer je ⊙
neopadaju¢a u prvoj promenljivoj, pa se njegov supremum dostiºe u desnom
kraju intervala i iznosi f(xσ(i))⊙ µ(Ai).

Ako je f(xσ(i−1)) = f(xσ(i)), posmatrani interval je prazan i ne doprinosi
supremumu. Odgovaraju¢i £lan ipak ne naru²ava tvr�enje: zbog Ai ⊆ Ai−1

i monotonosti fazi mere µ je µ(Ai) ≤ µ(Ai−1), pa monotonost operacije ⊙
u drugoj promenljivoj daje f(xσ(i)) ⊙ µ(Ai) ≤ f(xσ(i−1)) ⊙ µ(Ai−1). Pona-
vljanjem tog zaklju£ka dolazi se do indeksa £iji interval nije prazan, pa se
maksimum ne menja.
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Vrednost t = 0 nije obuhva¢ena nijednim od navedenih intervala; tu je
{f ≥ 0} = A1, a zbog monotonosti operacije ⊙ u prvoj promenljivoj je
0⊙µ(A1) ≤ f(xσ(1))⊙µ(A1), pa ni ona ne moºe podi¢i supremum. Preostaje
deo t > f(xσ(n)), gde je {f ≥ t} = ∅; tu je t ⊙ µ(∅) = t ⊙ 0 = 0, pa taj deo
ne moºe podi¢i supremum. Ukupan supremum je stoga maksimum vrednosti
dobijenih na n opisanih intervala, ²to je upravo tvr�enje leme.

Primenom Leme 1.1 na de�nicije Sugenovog i �ilkretovog integrala (De-
�nicije 1.13 i 1.14, ili ekvivalentno formule (24) i (25) iz drugog dela rada,
jer za t′ < t vaºi µ({f > t′}) ≥ µ({f ≥ t})) dobijaju se slede¢e diskretne
formule. Same formule izvedene su ovde; uporediti ih sa (4.2) i (4.7) u [10],
gde se isti rezultat dobija preko posibilisti£ke Mebijusove transformacije.

Posledica 1.1 (Diskretni Sugenov integral) [10, 12].

Su(f) =
n∨

i=1

(
f(xσ(i)) ∧ µ(Ai)

)
= max

i=1,...,n
min

(
f(xσ(i)), µ(Ai)

)
.

Dokaz. Sugenov integral je po formuli (24) oblika Su(f) = sup{t ∧ µ({f ≥
t}) | t ∈ R+}. Operacija ∧ je neopadaju¢a u obe promenljive i zadovoljava
t ∧ 0 = 0, pa Lema 1.1 sa ⊙ = ∧ daje traºenu formulu.

Posledica 1.2 (Diskretni �ilkretov integral) [10].

Sh(f) =
n∨

i=1

(
f(xσ(i)) · µ(Ai)

)
= max

i=1,...,n
f(xσ(i)) · µ(Ai).

Dokaz. �ilkretov integral je po formuli (25) oblika Sh(f) = sup{t · µ({f ≥
t}) | t ∈ R+}. Standardno mnoºenje je neopadaju¢e u obe promenljive i
zadovoljava t · 0 = 0, pa su ispunjeni uslovi Leme 1.1 za ⊙ = ·, odakle
neposredno sledi navedena formula.

Za razliku od Sugenovog i �ilkretovog integrala, �okeov integral se ne do-
bija redukcijom jednog supremuma, ve¢ ra£unanjem Rimanovog integrala ne-
rastu¢e step-funkcije x 7→ µ(Cf (x)), ²to je sprovedeno u dokazu Teoreme 1.1
za proizvoljnu prostu funkciju. Za kona£no X dobija se poznata formula za
diskretni �okeov integral (videti i jedna£ine (3.5)�(3.6) u [10]):

Posledica 1.3 (Diskretni �okeov integral) [10].

Ch(f) =
n∑

i=1

(
f(xσ(i))− f(xσ(i−1))

)
·µ(Ai) =

n∑
i=1

f(xσ(i)) ·
(
µ(Ai)−µ(Ai+1)

)
.
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2 Univerzalni integral

Oslanjaju¢i se na aksiomatski pristup univerzalnom integralu koji su uveli
Klement i saradnici [8, 9], u ovom poglavlju �okeov, Sugenov i �ilkretov inte-
gral iz prethodnog poglavlja objedinjeni su u jedinstven okvir preko pojma
pseudo-sabiranja i pseudo-mnoºenja. Razmotreni su ekstremni univerzalni
integrali, konstrukcija preko integral operativnog para, kao i restrikcija na
jedini£ni interval [0, 1] i veza sa semikopulama.

2.1 Univerzalni integral - uvod i osnovni pojmovi

�okeov i Sugenov integral predstavljaju koristan alat u re²avanju mnogih
problema u inºenjeringu i pri dono²enju vaºnih odluka (na primer u politici
ili upravljanju velikim korporacijama), gde je neophodna agregacija poda-
taka. Ipak, njihova primenljivost je ograni£ena speci�£nim operacijama na
kojima po£iva njihova konstrukcija, pa je potreban op²tiji koncept integrala
koji uop²tava i �okeov i Sugenov integral. Za funkcije sa nenegativnim real-
nim vrednostima takvi, takozvani univerzalni integrali zaista postoje, i mogu
se de�nisati na proizvoljnom merljivom prostoru, za proizvoljnu monotonu
skupovnu funkciju. Fiksiranjem pseudo-mnoºenja nad nenegativnim realnim
brojevima dobijaju se najmanji i najve¢i takav integral; poglavlje se zaklju-
£uje jo² jednim metodom konstrukcije i razmatranjem restrikcije na jedini£ni
interval, to jest na fazi integrale.

L. A. Zadeh [23] i M. Sugeno [19] predloºili su dva rana koncepta za
merenje fazi skupova [22], svaki zasnovan na druga£ijem tipu integrala. Zadeh
polazi od standardne mere verovatno¢e P na nekoj σ-algebri podskupova
univerzalnog skupa X. Verovatno¢a fazi doga�aja F, to jest fazi podskupa
F od X sa merljivom funkcijom pripadnosti µF (koja se naziva i vertikalna
reprezentacija od F ), de�ni²e se na slede¢i na£in:

P̃ (F ) =

∫
X

µF dP (21)

gde je integral standardni Lebegov integral. Kasnija literatura je ovaj
koncept intenzivno istraºivala i uop²tavala, ali on ima zna£ajno ograni£enje
zbog σ-aditivnosti mere verovatno¢e P : takva aditivnost isklju£uje bilo kakvu
vezu izme�u poddomena univerzalnog skupa X.

Sugeno [19] je za merenje fazi skupa F koristio horizontalnu reprezentaciju
preko nivo skupova (Ft)t∈[0,1] fazi podskupa F od X, gde se skup Ft sastoji
od svih ta£aka skupa X sa stepenom pripadnosti ve¢im ili jednakim t, to jest

Ft = {x ∈ X | µF (x) ≥ t} (22)
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zajedno sa Sugenovim integralom zasnovanim na neprekidnoj monotonoj
skupovnoj funkciji (vidi (24) ispod). Kasnije se pokazalo da se ovaj pristup
moºe pro²iriti i na op²te monotone skupovne funkcije (videti npr. [3]).

Situacija je sli£na za �okeov integral (videti (23) ispod) [2] koji je zasnovan
na ne obavezno aditivnim merama (kapacitetima) i, kao i u slu£aju Sugenovog
integrala, na nivo skupovima podintegralne funkcije. �tavi²e, �okeov integral
pokriva tako�e i klasi£ni Lebegov integral. Kao posledica toga, verovatno¢a
fazi doga�aja (21) moºe se dobiti i kori²¢enjem �okeovog integrala.

I kod �okeovog i kod Sugenovog integrala, horizontalna reprezentacija (22)
fazi podskupa F od X moºe se pro²iriti na proizvoljne nenegativne merljive
funkcije; horizontalni pristup integraciji, koji tako�e vodi do �okeovog inte-
grala, moºe se na¢i i u [11, Poglavlje 4], i daje odre�enu slobodu pri izboru
tipa mere. �okeov integral se, s druge strane, zasniva na standardnim aritme-
ti£kim operacijama sabiranja i mnoºenja, ²to svaku agregaciju zasnovanu na
njemu £ini komonotono aditivnom, dok je Sugenov integral zasnovan na re²et-
kastim (eng. lattice) operacijama join (maksimum) i meet (minimum), pa je
odgovaraju¢a agregacija obavezno join i meet-homogena. Ipak, nisu svi agre-
gacioni procesi u inºenjeringu i pri dono²enju ovakvih odluka komonotono
aditivni ili join i meet-homogeni. Ako bi takve agregacije trebalo modelirati
integralom, bilo bi neophodno prona¢i druga£ije tipove integrala, razli£ite od
�okeovog i Sugenovog.

Uzimaju¢i za polaznu osnovu horizontalni pristup integraciji, dolazi se do
koncepta univerzalnih integrala na intervalu [0,∞] koji uop²tavaju i �okeov
i Sugenov integral.

Univerzalni integrali se mogu de�nisati na proizvoljnom merljivom pro-
storu (X,A) koji se zasniva na proizvoljnoj monotonoj skupovnoj funkciji
m : A → [0,∞] (fazi meri, u smislu De�nicije 1.4 iz prvog dela rada, jedina
razlika je ²to se ovde, radi op²tosti, ne pretpostavlja m(X) = 1) i mogu se
primeniti na proizvoljne merljive funkcije f : X → [0,∞] koriste¢i njihove
nivo skupove.

Vaºno je napomenuti da fazi mera nije obavezno σ - aditivna. Ovaj
koncept datira jo² od Sugena [19] (gde je tako�e bila neophodna neprekid-
nost fazi mere). Preciznije, normirane monotone skupovne funkcije na merlji-
vom prostoru (X,A), to jest monotone skupovne funkcije koje zadovoljavaju
m(X) = 1 nazivaju se fazi mere [19] ili kapaciteti [2] ili (monotone) igre,
zavisno od konteksta. Merljive funkcije iz X na [0, 1] mogu se posmatrati kao
(funkcije pripadnosti) fazi doga�aji u (X,A) [23]. Shodno tome, Sugenov i
�okeov integral na intervalu [0, 1] se £esto nazivaju fazi integrali [8]. Postoje
pro²irenja ovih integrala na funkcije £iji je kodomen dvojna (bipolarna) skala
(na primer interval [−1, 1] ili prava realnih brojeva).

Pokazalo se da �okeov i Sugenov integral imaju ²iroku primenu, naro£ito
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u pojedinim problemima teorije igara i u vi²ekriterijumskom odlu£ivanju, gde
se vektor ocena koji opisuje pojedinu alternativu modeluje kao fazi podskup
skupa svih alternativa.

Druge primene ti£u se operatora agregacije, prepoznavanja i klasi�kacije
oblika (²ablona), kao i teorije informacija. Posebno popularan primer Suge-
novog integrala je takozvani Hir²ov indeks (h-indeks) koji meri ²irinu odjeka
nau£nog rada pojedinca na osnovu broja citiranja tog nau£nog rada.

Poznato je da su i Sugenov i �okeov integral u bliskoj vezi sa operatorima
agregacije. Kao noviji primer, Grabi² i saradnici [4] isti£u da su matemati£ka
svojstva ova dva integrala kao operatora agregacije op²irno prou£avana, i da
su mnogi klasi£ni operatori agregacije zapravo njihovi posebni slu£ajevi, na
primer ponderisana aritmeti£ka sredina, ure�eni ponderisani prosek (OWA,
eng. ordered weighted average), ponderisani minimum i maksimum, i sli£no.

Cilj rada na univerzalnim integralima jeste da se, za funkcije sa nenegativ-
nim realnim vrednostima, do�e do koncepta integrala dovoljno op²teg da se
moºe de�nisati na proizvoljnom merljivom prostoru, u odnosu na proizvoljnu
(nenegativnu) monotonu skupovnu funkciju, i to tako da obuhvati i Sugenov
i �okeov integral kao posebne slu£ajeve.

U nastavku se, za merljiv prostor (X,A) i merljive funkcije u smislu
De�nicije 1.1, koriste slede¢e oznake:

De�nicija 2.1 [9]. Neka je (X,A) merljiv prostor.

(i) F (X,A) ozna£ava skup svih A − merljivih funkcija f : X → [0,∞]

(ii) za svaki broj a ∈ (0,∞], M(X,A)
a ozna£ava skup svih monotonih sku-

povnih funkcija (u smislu De�nicije 1.4 iz prvog dela rada) koje zado-
voljavaju m(X) = a pa je

M(X,A) =
⋃

a∈(0,∞]

M(X,A)
a

Svaka neopadaju¢a funkcija H : F (X,A) → [0,∞] gde je H(0) = 0 naziva
se funkcija agregacije na F (X,A). Koje funkcije agregacije �zasluºuju� da se
nazivaju integralom klasi£no je i kontroverzno pitanje; u nastavku se navode
tri poznata primera koji se koriste kao integrali.

Primer 2.1. �okeov [2], Sugenov [19] i �ilkretov[16] integral, respektivno, se
de�ni²u na bilo kom merljivom prostoru (X,A) za bilo koju merljivu funkciju
f ∈ F (X,A) i za bilo koju fazi meru m ∈ M(X,A) na slede¢i na£in:

Ch(m, f) =

∫ ∞

0

m({f ≥ t})dt, (23)
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Su(m, f) = sup{min(t,m({f ≥ t})) | t ∈ [0,∞]}, (24)

Sh(m, f) = sup{t ·m({f ≥ t}) | t ∈ [0,∞]}, (25)

gde se konvencija 0 · ∞ = 0 usvaja kad god je potrebno.

U prvom delu rada (Sekcija 1.8), gde je fazi mera µ �ksirana, iste vrednosti
su pisane bez podebljanja i bez eksplicitnog argumenta mere, Ch(f), Su(f),
Sh(f). Ovde, gde fazi mera m i sama predstavlja argument, iste tri vred-
nosti se pi²u podebljano i sa eksplicitnim argumentom, Ch(m, f), Su(m, f),
Sh(m, f), kako bi se razlikovale kao imenovani, konkretni primeri op²teg uni-
verzalnog integrala I(m, f). U sve tri notacije, Ch uvek ozna£ava �okeov, Su
Sugenov, a Sh �ilkretov integral.

Nezavisno od toga koji merljiv prostor (X,A) se bira, svi ovi integra-
li slikaju M(X,A) × F (X,A) u interval [0,∞] i pri �ksiranju proizvoljne fazi
mere m ∈ M(X,A) oni postaju funkcije agregacije na F (X,A). �tavi²e, �ksira-
njem proizvoljne funkcije f ∈ F (X,A), ovi integrali su neopadaju¢e funkcije iz
M(X,A) na [0,∞].

Neka je S klasa svih merljivih prostora, i neka je

D[0,∞] =
⋃

(X,A)∈S

M(X,A) ×F (X,A).

Svi integrali pomenuti u (23)�(25) slikaju D[0,∞] u [0,∞] i neopadaju¢i su u
svakoj koordinati.

Za de�nisanje univerzalnog integrala potreban je koncept pseudo-
mnoºenja, koji se najpre spominje (u, za nijansu, restriktivnijem smislu) u
ranijoj literaturi. Treba uzeti u obzir da je pseudo-mnoºenje prili£no uop²tena
operacija, jer generalno nije ni asocijativna ni komutativna operacija.

De�nicija 2.2 [9]. Funkcija ⊗ : [0,∞]2 → [0,∞] naziva se pseudo-mnoºenje
ako zadovoljava slede¢a svojstva:

(i) ⊗ je neopadaju¢a u svakoj komponenti, to jest, za sve a1, a2, b1, b2 ∈
[0,∞] gde je a1 ≤ a2 i b1 ≤ b2 vaºi a1 ⊗ b1 ≤ a2 ⊗ b2;

(ii) 0 je anihilator za ⊗, to jest, za svako a ∈ [0,∞] vaºi a⊗ 0 = 0⊗ a = 0;

(iii) ⊗ ima neutralni element razli£it od 0, to jest postoji e ∈ (0,∞] takvo
da za svako a ∈ [0,∞] vaºi a⊗ e = e⊗ a = a.
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Sva tri pomenuta integrala iz Primera 2.1 zadovoljavaju jedna£inu:

I(m1, f1) = I(m2, f2)

kad god parovi (m1, f1), (m2, f2) ∈ D[0,∞] za svako t ∈ (0,∞] zadovoljavaju:

m1({f1 ≥ t}) = m2({f2 ≥ t}). (26)

Na osnovu toga, uvodi se relacija ekvivalencije na klasi D[0,∞]:

De�nicija 2.3 [9]. Parovi (m1, f1) ∈ M(X1,A1) × F (X1,A1) i (m2, f2) ∈
M(X2,A2) × F (X2,A2) koji zadovoljavaju svojstvo (26) nazivaju se integral-
ekvivalentni ²to se ozna£ava sa

(m1, f1) ∼ie (m2, f2),

Integrali iz (23)�(25) se ne razlikuju u integral-ekvivalentnim parovima, to
jest, kad god vaºi (m1, f1) ∼ie (m2, f2) tada vaºi i Ch(m1, f1) = Ch(m2, f2),
Su(m1, f1) = Su(m2, f2) kao i Sh(m1, f1) = Sh(m2, f2). Ova karakteristika
je motivacija da se nerazli£itost izme�u integral-ekvivalentnih parova uzme
kao aksioma za univerzalni integral.

Napomena o oznaci. U teorijskim izvorima [8, 9] integral-ekvivalentnost se
ozna£ava istim simbolom ∼ kojim se, u [1, 3], ozna£ava i komonotonost funk-
cija. Kako se oba pojma javljaju u ovom radu, (komonotonost u De�niciji 1.7
iz prvog dela rada, integral-ekvivalentnost ovde), za integral-ekvivalentnost
se uvodi oznaka ∼ie, sa indeksom kao skra¢enicom za integral-ekvivalentnost,
dok oznaka ∼ bez indeksa ostaje rezervisana isklju£ivo za komonotonost.

Univerzalnost integrala koja se traºi jeste u tome da se isti moºe de�nisati
na bilo kom merljivom prostoru (X,A). Shodno tome, u narednim odeljcima
koristi se naziv univerzalni integral.

Uzimaju¢i u obzir sve ²to je do sada navedeno za �okeov, Sugenov i �il-
kretov integral, dolazi se do slede¢eg aksiomatskog pristupa za univerzalni
integral [9]:

De�nicija 2.4 [9]. Funkcija I : D[0,∞] → [0,∞] naziva se univerzalni integral
ako vaºe slede¢e aksiome:

(I1) Za bilo koji merljiv prostor (X,A), restrikcija funkcije I na M(X,A) ×
F (X,A) je neopadaju¢a u svakoj koordinati;

(I2) postoji pseudo-mnoºenje ⊗ : [0,∞]2 → [0,∞] takvo da za sve parove
(m, c · 1A) ∈ D[0,∞]

I(m, c · 1A) = c⊗m(A);
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(I3) za sve integral - ekvivalentne parove (m1, f1), (m2, f2) ∈ D[0,∞] vaºi

I(m1, f1) = I(m2, f2).

Napomena 2.1. (i) O£igledno, sva tri integrala (23)�(25) su univerzalni
integrali u smislu De�nicije 2.4; da se primetiti da je pseudo-mnoºenje
⊗ standardni proizvod (kod koga je 1 neutralni element) za �okeov i
�ilkretov integral, dok je za Sugenov integral minimum (sa neutralnim
elementom ∞).

(ii) Aksiom (I1) je dosta prirodan u smislu da zahteva da se integral ne
smanjuje ako se podintegralna funkcija i/ili osnovna (eng. underlying)
monotona skupovna funkcija zameni sa ve¢om.

(iii) Aksiom (I2) se moºe razumeti kao verzija �istinitosne funkcionalnosti�
(kako je poznato u propozicionalnoj logici) primenjena za slu£aj inte-
grala. Eksplicitno govore¢i, (I2) zna£i da za funkciju c ·1A : X → [0,∞]
(gde je 1A(x) = 1 ako x ∈ A, i 1A(x) = 0 ina£e c · 1A zavisi jedino
od c i A), integral od c · 1A zavisi jedino od brojeva c i m(A), a ne od
merljivog prostora (X,A).

�injenica da je e levi neutralni element za ⊗ dozvoljava rekonstrukciju
osnovne monotone skupovne funkcije m iz I tako ²to je m(A) = I(m, e ·
1A).

To isto e je tako�e desni neutralni element za ⊗ implicira da je I
idempotentan u smislu da je I(m, c · 1X) = c za sve merljive prosto-
re (X,A) ∈ S, za sve konstante c ∈ [0,∞] i za sve monotone skupovne
funkcije m ∈ M(X,A)

e .

(iv) Kona£no, aksiom (I3) garantuje da integral I ne pravi razliku izme�u
integral - ekvivalentnih parova.

Na osnovu aksioma (I3), za svaki univerzalni integral I i za svaki par
(m, f) ∈ D[0,∞] vrednost I(m, f) zavisi jedino od funkcije h(m,f) : (0,∞] →
[0,∞] date sa:

h(m,f)(x) = m({f ≥ x}).
Treba primetiti, da je za svako (m, f) ∈ D[0,∞] funkcija h(m,f) nerastu¢a, a
time i Borel-merljiva.

Sa H ¢e biti ozna£en podskup svih nerastu¢ih funkcija iz F ((0,∞],B((0,∞])).

Propozicija 2.1 [9]. Funkcija I : D[0,∞] → [0,∞] je univerzalni integral
povezan sa nekim pseudo mnoºenjem ⊗ ako i samo ako postoji funkcija J :
H → [0,∞] koja zadovoljava slede¢e uslove:
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(J1) J je neopadaju¢a;

(J2) J(d · 1(0,c]) = c⊗ d za svakoc, d ∈ [0,∞];

(J3) I(m, f) = J(h(m,f)) za svako (m, f) ∈ D[0,∞]

Dokaz. (⇒) Neka je I univerzalni integral povezan sa pseudo-mnoºenjem ⊗.
Po aksiomi (I3) vrednost I(m, f) za svako (m, f) ∈ D[0,∞] zavisi jedino od
pridruºene funkcije h(m,f) ∈ H, pa je prirodno poku²ati da se J de�ni²e tako
²to se svakoj funkciji h ∈ H pridruºi jedan konkretan par koji je generi²e.

Uzima se X = (0,∞] sa A = B((0,∞]), funkcija j : X → [0,∞] data sa
j(x) = x, i za svako h ∈ H skupovna funkcija m(h) : A → [0,∞] data sa

m(h)(E) = sup{h(t) | [t,∞] ⊆ E}.

Neposrednom proverom dobija se h(m(h),j) = h, to jest svaka funkcija iz H
zaista se javlja kao funkcija nivoa nekog para. Time je opravdano de�nisati
J : H → [0,∞] sa J(h) = I(m(h), j). Uslov (J3) vaºi po konstrukciji, (J1) sledi
iz monotonosti integrala, a (J2) iz aksiome (I2), jer je h(m,c·1A) = m(A) ·1(0,c].

(⇐) Neka sada postoji funkcija J koja zadovoljava (J1)�(J3); treba pro-
veriti tri aksiome univerzalnog integrala.

Aksioma (I1): ako jem1 ≤ m2 i f1 ≤ f2 na istom merljivom prostoru, onda
je {f1 ≥ x} ⊆ {f2 ≥ x} za svako x, pa monotonost skupovne funkcije daje
h(m1,f1) ≤ h(m2,f2) ta£ku po ta£ku. Po (J1) i (J3) je tada I(m1, f1) ≤ I(m2, f2).

Aksioma (I2): za funkciju oblika c · 1A skup {c · 1A ≥ x} jednak je A za
x ∈ (0, c], a prazan za x > c, pa je h(m,c·1A) = m(A) · 1(0,c]. Sada (J3) i (J2)
daju

I(m, c · 1A) = J
(
m(A) · 1(0,c]

)
= c⊗m(A).

Aksioma (I3): integral-ekvivalentni parovi po de�niciji zadovoljava-
ju h(m1,f1) = h(m2,f2), pa im po (J3) J dodeljuje istu vrednost, to jest
I(m1, f1) = I(m2, f2).

Sli£an pristup ovome iz Propozicije 2.1 za univerzalne integrale moºe se
na¢i i u drugim radovima iz ove oblasti. Primer koji sledi je apstraktan primer
za univerzalni integral (koji nije ni �okeovog ni Sugenovog ni �ilkretovog tipa)
i ilustruje vezu izme�u funkcija I, ⊗ i J.

Primer 2.2. Neka je I : D[0,∞] → [0,∞] dato sa

I(m, f) = sup{ t ·m({f ≥ t})
t+m({f ≥ t})

| t ∈ (0,∞]}.
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Tada je I univerzalni integral. �tavi²e, tada je I(m, c · 1A) = c·m(A)
c+m(A)

to jest
pridruºeno pseudo-mnoºenje ⊗ : [0,∞]2 → [0,∞] (sa neutralnim elementom
∞) dato je sa a⊗ b = a·b

a+b
, a funkcija J : H → [0,∞] data je sa

J(h) = sup{ t · h(t)
t+ h(t)

| t ∈ (0,∞]}.

Treba napomenuti da ovaj integral nije ni komonotono aditivan ni join ni
meet - homogen.

Napomena 2.2. (i) Sva razmatranja prethodno pomenuta mogu se izo-
morfno transformisati tako ²to se interval [0,∞] (koji je ovde naveden
zbog svoje op²tosti) moºe zameniti intervalom [0, b] gde b ∈ (0,∞).

(i) Kada se dosada²nja razmatranja svedu na interval [0, 1] (to jest kada
je b = 1), tada se interesantan model za subjektivnu evaluaciju pona²a
isto kao integral koji pokriva i �okeov i Sugenov integral. Ovaj integral
je poznat kao Imaoka integral [6] i uklapa se u rad sa univerzalnim
integralima kao u De�niciji 2.4, i odgovaraju¢e pseudo-mnoºenje ⊗ je
£lan Frankove familije t-normi.

2.2 Ekstremni univerzalni integrali

U onome ²to sledi razmatra se kanoni£ki parcijalni poredak funkcija dve
promenljive (kao ²to su univerzalni integrali, pseudo-mnoºenja, binarni ope-
ratori agregacije i tome sli£no), de�nisan ta£kasto: za dve takve funkcije F1

i F2 sa istim domenom vaºi F1 ≤ F2 ako je F1(a, b) ≤ F2(a, b) za svaki par
(a, b) iz domena. Najmanji i najve¢i elementi posmatraju se u odnosu na ovaj
parcijalni poredak.

Vode¢i se idejom o unutra²njim i spolja²njim merama kao u Karateodori-
jevom pristupu [11] [5], dolazi se do slede¢ih rezultata:

Propozicija 2.2 [9]. Neka je ⊗ : [0,∞]2 → [0,∞] pseudo-mnoºenje na
[0,∞]. Tada je najmanji univerzalni integral I⊗, a najve¢i univerzalni integral
je I⊗, u odnosu na ⊗ i dati su sa:

I⊗(m, f) = sup{t⊗m({f ≥ t}) | t ∈ (0,∞]}, (27)

I⊗(m, f) = (essupmf)⊗ sup{m({f ≥ t}) | t ∈ (0,∞]}, (28)

gde je
essupmf = sup{t ∈ [0,∞] | m({f ≥ t}) > 0}.
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Dokaz. Tvr�enje ima dva dela: treba pokazati da su I⊗ i I⊗ uop²te univerzalni
integrali u odnosu na ⊗, a zatim da svaki drugi takav integral leºi izme�u
njih.

Donja granica. Da je I⊗ iz (27) univerzalni integral u odnosu na⊗ provera-
va se neposredno iz de�nicije. Neka je sada I proizvoljan univerzalni integral
u odnosu na ⊗. Za svaki merljiv prostor (X,A), svaku f ∈ F (X,A) i svako
t ∈ (0,∞] funkcija t · 1{f≥t} ne prelazi f ni u jednoj ta£ki, jer je ispod nivoa
t jednaka nuli, a na skupu {f ≥ t} iznosi ta£no t. Monotonost integrala i
aksioma (I2) zato za svako m ∈ M(X,A) daju

I(m, t · 1{f≥t}) = t⊗m({f ≥ t}) ≤ I(m, f).

Leva strana ne zavisi od izbora t osim kroz sam izraz, pa prelaskom na
supremum po t sledi I⊗ ≤ I.

Gornja granica. I za I⊗ iz (28) se proverava da je univerzalni integral u
odnosu na ⊗. Da bi se pokazalo da je on najve¢i, par (m, f) se zamenjuje
pogodnim parom na realnoj poluosi. Za dati merljiv prostor (X,A) i par
(m, f) ∈ M(X,A) ×F (X,A) posmatra se funkcija g : [0,∞] → [0,∞] data sa

g = essupmf · 1[0,sup{m({f≥t})|t∈(0,∞]}].

Ona je Borel-merljiva, i ako se sa λ ozna£i Lebegova mera na merljivom
prostoru

(
[0,∞],B([0,∞])

)
, onda je m({f ≥ t}) ≤ λ({g ≥ t}) za svako

t ∈ (0,∞], drugim re£ima, par (λ, g) ima �²ire� nivo skupove od polaznog para.
Po Propoziciji 2.1 vrednost univerzalnog integrala zavisi samo od funkcije
nivoa, pa odatle za svaki univerzalni integral I sledi I(m, f) ≤ I(λ, g).

Ako je I zasnovan na ⊗, desna strana se ra£una neposredno, jer je g oblika
konstanta puta indikator intervala:

I(λ, g) = essupmf ⊗ λ([0, sup{m({f ≥ t}) | t ∈ (0,∞]}]).

Kako je desna strana upravo I⊗(m, f), dobija se I(m, f) ≤ I⊗(m, f), £ime je
dokaz zavr²en.

Jasno se vidi da je Su = IMin i Sh = IProd, gde su pseudo-mnoºenja Min
i Prod data sa Min(a, b) = min(a, b) i Prod(a, b) = a · b. Treba primetiti
da nelinearnost Sugenovog integrala Su implicira da su, u op²tem slu£aju, i
univerzalni integrali nelinearni.

Ne postoji ni najmanje ni najve¢e pseudo-mnoºenje ⊗ na [0,∞]. Ipak, ako
se �ksira neutralni element e ∈ (0,∞], tada je najmanje pseudo-mnoºenje
⊗e sa neutralnim elementom e dato sa

a⊗e b =


0, ako je (a, b) ∈ [0, e)2,

max(a, b), ako je (a, b) ∈ [e,∞]2,

min(a, b), ina£e,
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a najve¢e pseudo-mnoºenje ⊗e sa neutralnim elementom e sa

a⊗e b =


min(a, b), ako je min(a, b) = 0 ili (a, b) ∈ (0, e]2,

∞, ako je (a, b) ∈ (e,∞]2,

max(a, b), ina£e.

Propozicija 2.3 [9]. Neka je ⊗ : [0,∞]2 → [0,∞] pseudo-mnoºenje na
[0,∞] sa neutralnim elementom e ∈ (0,∞], i neka je sa K ozna£en skup svih
univerzalnih integrala I takav da:

(i) za svako m ∈ M(X,A)
e i svako c ∈ [0,∞] vaºi

I(m, c · 1X) = c,

(ii) za svako m ∈ M(X,A) i svako A ∈ A vaºi

I(m, e · 1A) = m(A). (29)

Tada su I⊗e i I⊗
e

najmanji i najve¢i element skupa K, respektivno, a
njihove eksplicitne formule date su sa:

I⊗e(m, f) = max(m({f ≥ e}), essinfmf),

gde je

essinfmf = sup{t ∈ [0,∞] | m({f ≥ t}) ≥ e},

i, uz skra¢ene oznake u = essupmf i v = lim
t→0+

m({f ≥ t}),

I⊗
e

(m, f) =


min(u, v), ako je max(u, v) ≤ e,

∞, ako je min(u, v) > e,

u, ako je v < e i u ≥ e,

v, ina£e.

Dokaz. Radi kra¢eg zapisa uvodi se oznaka α = essinfmf . Dokaz se vodi
razlikovanjem poloºaja neutralnog elementa e u odnosu na α, jer upravo
od toga zavisi kako se pseudo-mnoºenje ⊗e pona²a na pojedinim delovima
poluprave.

Slu£aj e < α. Za t izvan intervala [e, α) odgovaraju¢i £lanovi ne mogu
podi¢i supremum, pa se on ra£una samo po tom intervalu:

I⊗e(m, f) = sup{t⊗e m({f ≥ t}) | t ∈ (0,∞]}
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= sup{t⊗e m({f ≥ t}) | t ∈ [e, α)}

= max(m({f ≥ e}), α).

Slu£aj e = α. Ovde treba razlikovati dve mogu¢nosti. Ako je m({f ≥
e}) = e = α, vrednost integrala je neposredno I⊗e(m, f) = e = max(m({f ≥
e}), α). Ako je pak m({f ≥ e}) < e = α, onda je na intervalu (0, e)

sup{t⊗e m({f ≥ t}) | t ∈ (0, e)} = sup{t | t ∈ (0, e)} = e,

pa je i u ovom podslu£aju I⊗e(m, f) = e = max(m({f ≥ e}), α).
Slu£aj e > α. Poluprava se deli na dva dela, na kojima se supremumi

ra£unaju odvojeno:

sup{t⊗e m({f ≥ t}) | t ∈ [e,∞]} = m({f ≥ e}),

sup{t⊗e m({f ≥ t}) | t ∈ (0, e)} = α.

Uzimanjem ve¢eg od ta dva broja ponovo se dobija I⊗e(m, f) = max(m({f ≥
e}), α).

Time je formula za I⊗e dokazana u svim slu£ajevima. Formula za I⊗
e

dobija se analognim razmatranjem slu£ajeva, pa se njen dokaz ovde ne navodi.

Posledica 2.1 [9]. Najmanji univerzalni integral I⊗∞ dat je formulom

I⊗∞(m, f) =

{
m({f = ∞}), ako je m(X) < ∞,

max
(
m({f = ∞}), τ

)
, ina£e,

gde je τ = sup{t ∈ [0,∞] | m({f ≥ t}) = ∞}.

2.3 Konstrukcija univerzalnih integrala

Propozicija 2.2 daje dva metoda za konstrukciju univerzalnih integrala,
oba zasnovana na pseudo-mnoºenju ⊗ na [0,∞]. Oslanjaju¢i se na [1], u
nastavku se uvodi i tre¢i metod konstrukcije.

Za dato pseudo-mnoºenje ⊗ na [0,∞], pretpostavlja se da postoji pseudo-
sabiranje ⊕ : [0,∞]2 → [0,∞] koje je neprekidno, asocijativno, neopadaju¢e,
0 je neutralni element (odakle sledi i komutativnost operacije ⊕, videti [7]) i
distributivno s leva u odnosu na ⊗, to jest za sve a, b, c ∈ [0,∞] vaºi:

(a⊕ b)⊗ c = (a⊗ c)⊕ (b⊗ c)

Par (⊕,⊗) se tada naziva integral operativni par.
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Za svaki merljiv prostor (X,A) i za svaku prostu funkciju s ∈ F (X,A), to
jest s ima kona£an range Ran(s) = {a1, a2, ..., an} gde je a1 < a2 < ... < an i
uz notacije Ai = {s ≥ ai}, a0 = 0 i bi = inf{c ∈ [0,∞] | ai−1 ⊕ c = ai} dobija
se slede¢a jedinstvena reprezentacija:

s =
n⊕

i=1

bi · 1Ai
, (30)

Skup svih prostih funkcija iz F (X,A) ozna£ava se sa F (X,A)
simple.

Napomena 2.3. Koriste¢i prethodnu reprezentaciju za funkciju s ∈ F (X,A)
simple,

treba primetiti da neprekidnost ⊕ implicira ai−1 ⊕ bi = ai za svako i ∈
{1, ..., n}. Sa indukcijom i asocijativno²¢u ⊕ dobija se, za svako j ∈ {1, ..., n−
1} i r ∈ {1, ..., n− j}:

aj−1 ⊕ bj ⊕ ...⊕ bj+r = aj+r

Koriste¢i monotonost i neprekidnost ⊕, dobija se:

bj ⊕ ...⊕ bj+r = inf{c ∈ [0,∞] | aj−1 ⊕ c = aj+r}.

Analogno Lebegovom integralu, za svaki merljiv prostor (X,A) i svaku
monotonu skupovnu funkcijum na (X,A) neka je Isimple

⊕,⊗ : M(X,A)×F (X,A) →
[0,∞] funkcija data sa:

Isimple
⊕,⊗

(
m,

n⊕
i=1

bi · 1Ai

)
=

n⊕
i=1

bi ⊗m(Ai). (31)

Za prostu funkciju s ∈ F (X,A)
simple moºe postojati nekoliko reprezentacija:

s =
k⊕

j=1

cj · 1Cj
(32)

gde je svako cj nenegativno i merljivi skupovi C1, ..., Ck formiraju (ne oba-
vezno strogo) opadaju¢i lanac. Ovakve reprezentacije nazivaju se komonotone
reprezentacije jer su funkcije c1 · 1C1 , ..., ck · 1Ck

po parovima komonotone.
Komonotona reprezentacija (32) ima minimalan broj £lanova sume. Zbog

[1], za svaku komonotonu reprezentaciju od s i za svaku monotonu skupovnu
funkciju m ∈ M(X,A) dobija se:

k⊕
j=1

cj ⊗m (Cj) =
n⊕

i=1

bi ⊗m(Ai).
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Prethodna jednakost implicira monotonost Isimple
⊕,⊗ na F (X,A)

simple: zaista, za

dve proizvoljne funkcije s1, s2 ∈ F (X,A)
simple gde je s1 ≤ s2, neka je Ran(s1) ∪

Ran(s2) = {u1, ..., uk} gde je 0 ≤ u1 < ... < uk i ako se uzme c1 = u1 i za
svako j ∈ {2, ..., k} neka je:

cj = inf{c ∈ [0,∞] | uj−1 ⊕ c = uj}

Tada su komonotone reprezentacije za s1 i s2 date sa:

s1 =
k⊕

j=1

cj · 1Cj

s2 =
k⊕

j=1

cj · 1Dj

gde je Cj ⊆ Dj za svako j ∈ {1, ..., k}. Sada, monotonost ⊕ i ⊗ daje:

Isimple
⊕,⊗ (m, s1) =

k⊕
j=1

cj ⊗m (Cj) ≤
k⊕

j=1

cj ⊗m (Dj) = Isimple
⊕,⊗ (m, s2).

Ako je skup X kona£an (na primer skup kriterijuma), onda je svaka funk-
cija f ∈ F (X,A) prosta, pa je prema tome Isimple

⊕,⊗ dobro de�nisan univerzalni
integral. Treba primetiti da ovo jeste slu£aj za ve¢inu primena u inºenjeringu
i pri dono²enju vaºnih odluka.

Naredna propozicija odnosi se na op²ti slu£aj i navodi se univerzalni in-
tegral na proizvoljnom merljivom prostoru (X,A).

Propozicija 2.4 [9]. Neka je (⊕,⊗) proizvoljan integral operativni par.
Funkcija I⊕,⊗ : D[0,∞] → [0,∞] data sa:

I⊕,⊗(m, f) = sup{Isimple
⊕,⊗ (µ, s) | (µ, s) ∈ D[0,∞], s je prosta, h(µ,s) ≤ h(m,f)}

je univerzalni integral koji je pro²irenje Isimple
⊕,⊗ iz (31).

Dokaz. Dokaz ima dva dela: najpre se provere aksiome (I1) i (I2), a zatim se
aksioma (I3) svodi na Propoziciju 2.1 konstrukcijom odgovaraju¢e funkcije
J .

Iz same de�nicije se vidi da je I⊕,⊗ dobro de�nisana i neopadaju¢a funkcija
sa D[0,∞] u [0,∞], jer se supremum uzima po sve ²iroj familiji kada par (m, f)
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raste. Za funkcije oblika c ·1A supremum se dostiºe na samoj toj funkciji, pa
je

I⊕,⊗(m, c · 1A) = c⊗m(A),

£ime su (I1) i (I2) ispunjene.
Preostaje (I3), i dovoljno ju je proveriti najpre za proste funkcije. Ne-

ka je (m, s) ∈ D[0,∞], gde je s ∈ F (X,A)
simple prosta funkcija oblika (32). Pri-

druºena funkcija h(m,s) : (0,∞] → [0,∞] tada je i sama prosta i nerastu-
¢a, sa kona£nim skupom vrednosti Ran(h(m,s)) = {u1, u2, . . . , uk+1}, gde je
u1 > u2 > . . . > uk+1 = 0. Kao nerastu¢a step-funkcija, ona se moºe zapisati
preko svojih intervala konstantnosti:

h(m,s) =
k∑

j=1

uj · 1(cj−1,cj ] (33)

za pogodne c1, . . . , ck ∈ (0,∞] sa 0 = c0 < c1 < . . . < ck. Ista funkcija
dopu²ta i zapis preko lanca skupova iz reprezentacije funkcije s,

h(m,s) =
n∑

j=1

m(Aj) · 1(aj−1,aj ], (34)

pri £emu je {u1, . . . , uk+1} = {0,m(A1), . . . ,m(An)}; zapis (33) je pritom
onaj sa najmanjim mogu¢im brojem sabiraka.

Na osnovu prvog zapisa de�ni²e se

J

(
k∑

j=1

uj · 1(cj−1,cj ]

)
=

k⊕
j=1

dj ⊗ uj, (35)

gde je dj = inf{d ∈ [0,∞] | cj−1 ⊕ d = cj}, to jest dj je �prira²taj� potreban
da se od cj−1 stigne do cj u smislu operacije ⊕. Distributivnost operacije ⊕
sleva u odnosu na ⊗, zajedno sa Napomenom 2.3, obezbe�uje da se ovako
de�nisano J slaºe sa (31), to jest

Isimple
⊕,⊗ (m, s) = J(h(m,s)). (36)

Za proizvoljan par (m, f) ∈ D[0,∞] funkcija J se sa prostih funkcija pro²i-
ruje na celu familiju H aproksimacijom odozdo:

J(h) = sup{J(s) | s ∈ H, s je prosta, s je neprekidna s leva i s ≤ h}.

Tako pro²ireno J zadovoljava uslove (J1)�(J3), pa Propozicija 2.1 daje da je
I⊕,⊗ univerzalni integral.
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Kona£no, da je re£ o pro²irenju funkcije Isimple
⊕,⊗ vidi se iz same konstrukcije:

za prostu funkciju s supremum u de�niciji dostiºe se na samom paru (m, s),
pa je

Isimple
⊕,⊗ (m, s) = I⊕,⊗(m, s).

Treba primetiti da integrali �okeovog tipa iz [13] jesu specijalni slu£ajevi
univerzalnog integrala tipa I⊕,⊗ gde je (⊕,⊗) odgovaraju¢i integral operativni
par.

Primer 2.3. (i) Za svako pseudo mnoºenje ⊗ na [0,∞], par (sup,⊗) je
integral operativni par i vaºi Isup,⊗ = I⊗ (²to implicira da je Su =
Isup,Min).

(ii) �okeov integral je povezan s parom (+,Prod) to jest Ch = I+,Prod.

(iii) Za svako p ∈ (0,∞) neka je de�nisano pseudo - sabiranje +p : [0,∞]2 →
[0,∞] sa

a+p b = (ap + bp)
1
p .

Par (+p,Prod) je integral operativni par i vaºi

I+p,Prod(m, f) = (Ch(mp, fp))
1
p ,

to jest I+p,Prod moºe da se izvede iz �okeovog integrala Ch (dodu²e ne-
standardnom transformacijom) primenjuju¢i funkciju x ↪→ xp na oba
argumenta para (m, f). O£igledno, I+p,Prod nije ni join ni meet - homo-
gen, i komonotono aditivan je ako i samo ako p = 1.

Napomena 2.4 Veza sa diskretnim slu£ajem iz prvog dela rada. Ova
konstrukcija obja²njava diskretne formule za �okeov, Sugenov i �ilkretov inte-
gral izvedene u prvom delu rada (Sekcija 1.8). Za kona£no X = {x1, . . . , xn}
lanac A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ ∅ iz (20) je ta£no komonotona reprezentacija (u
smislu Propozicije 1.2, odnosno konstrukcije (32) iz Propozicije 2.4) podin-
tegralne funkcije f . Kako je za kona£no X svaka funkcija prosta, diskretne
formule za Ch(f), Su(f), Sh(f) su, u notaciji Primera 2.3 i formule (31),
ta£no vrednosti Isimple

⊕,⊗ (µ, f) za odgovaraju¢i integral operativni par:

� (⊕,⊗) = (+,Prod) za �okeov integral, gde su bi = f(xσ(i))− f(xσ(i−1))
prirastaji (aditivna komonotona reprezentacija (3));

� (⊕,⊗) = (sup,Min) za Sugenov integral, gde su ai = f(xσ(i)) same
vrednosti funkcije (maksitivna komonotona reprezentacija (4));
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� (⊕,⊗) = (sup,Prod) za �ilkretov integral, sa istim vrednostima ai =
f(xσ(i)).

Drugim re£ima, u diskretnom slu£aju sve tri formule imaju istu �geometriju�,
isti lanac A1 ⊃ · · · ⊃ An dobijen sortiranjem kriterijuma po oceni, a razlikuju
se jedino u na£inu na koji se ocene f(xσ(i)) kombinuju sa vrednostima mere
µ(Ai) (zbir prirastaja i proizvoda kod �okeovog integrala nasuprot maksimu-
mu minimuma, odnosno maksimumu proizvoda, kod Sugenovog i �ilkretovog
integrala). Ova razlika u na£inu kombinovanja, aditivna i kompenzatorna
kod �okeovog integrala, naspram ne-kompenzatorne (zasnovane na maksimu-
mu) kod Sugenovog i �ilkretovog integrala, je od klju£nog zna£aja za izbor
integrala u prakti£noj primeni.

2.4 Univerzalni integrali na intervalu [0,1]

Za monotonu skupovnu funkciju m ∈ M(X,A)
1 (fazi mera m zadovoljava

m(X) = 1) i funkciju f ∈ F (X,A) za koju vaºi Ran(f) ⊆ [0, 1] (i u ovom
slu£aju pi²e se skra¢eno f ∈ F (X,A)

[0,1] ), univerzalni integrali su vezani za pseudo-
mnoºenja ⊗ £iji je neutralni element 1.

U tom slu£aju se restrikcija univerzalnog integrala na klasu

D[0,1] =
⋃

(X,A)∈S

M(X,A)
1 ×F (X,A)

[0,1]

naziva univerzalni integral na skali [0, 1], ili jednostavno fazi integral. Pri-
tom se koristi samo restrikcija pseudo-mnoºenja⊗ na [0, 1]2, koja se jo² naziva
semikopula, konjunktor ili t-seminorma.

Semikopula (konjunktor, t - seminorma) je binarna operacija ⊗ : [0, 1]2 →
[0, 1] koja je neopadaju¢a po obe komponente, neutralni element je 1 i zado-
voljeno je a⊗ b ≤ min(a, b) za sve (a, b) ∈ [0, 1]2.

�tavi²e, ako je pseudo-mnoºenje ⊗ : [0, 1]2 → [0, 1] asocijativno i komuta-
tivno, tada se ono naziva trougaona (triangularna) norma, skra¢eno t-norma.

2.5 Semikopule i konkretni primeri pseudo-mnoºenja

Prirodno je zapitati se kako se apstraktan pojam semikopule (t-
seminorme) odnosi na konkretna pseudo-mnoºenja ⊗ koja su ve¢ vi�ena kod
�okeovog, Sugenovog i �ilkretovog integrala u prvom delu rada. Odgovor je
da su upravo ta tri pseudo-mnoºenja, ograni£ena na [0, 1]2, tri od £etiri tzv.
prototipske t-norme:
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� TM , to jest restrikcija operacije Min na [0, 1]2, koja je najve¢a semiko-
pula i predstavlja osnovu Sugenovog integrala (De�nicija 1.13);

� TP , to jest restrikcija operacije Prod (standardno mnoºenje) na [0, 1]2,
koja predstavlja osnovu i �ilkretovog integrala (De�nicija 1.14) i �oke-
ovog integrala na skali [0, 1];

� TL, data sa TL(a, b) = max(a + b − 1, 0) (Luka²ijevi£eva t-norma), ko-
ja u ovom radu nije direktno kori²¢ena, ali se navodi radi potpunosti
klasi�kacije;

� TD, data sa TD(a, b) = 0 za (a, b) ∈ [0, 1)2 i TD(a, b) = a · b ina£e, koja
je najmanja semikopula (�drasti£an proizvod�).

Sve £etiri su ujedno i t-norme (asocijativne i komutativne), pa dakle i
semikopule u smislu prethodne de�nicije. Osim toga, TM , TP i TL su tako�e
i kopule, zajedni£ke raspodele slu£ajnih vektora sa uniformnim marginalama
na [0, 1], dok TD to nije. U terminima stohasti£ke zavisnosti, TM opisuje
potpunu pozitivnu (komonotonu) zavisnost, TP nezavisnost, a TL potpunu
negativnu (kontramonotonu) zavisnost.

Ova veza obja²njava, na jeziku semikopula, izbor pseudo-mnoºenja u
konstrukciji sva tri integrala: �okeov i �ilkretov integral dele isto pseudo-
mnoºenje (TP , standardni proizvod), dok Sugenov integral koristi TM (mi-
nimum). Sama kompenzatornost integrala, me�utim, odre�ena je izborom
pseudo-sabiranja ⊕, a ne pseudo-mnoºenja, videti diskusiju u Sekciji 1.6, gde
je pokazano da �okeov integral (sa ⊕ = +) ostaje kompenzatoran, dok su Su-
genov i �ilkretov integral (oba sa ⊕ = sup) ne-kompenzatorni, uprkos tome
²to �ilkretov deli pseudo-mnoºenje sa �okeovim integralom. Vredi primetiti
i da TM i TP , iako su to dve semikopule na kojima po£ivaju sva tri integrala
iz ovog rada, nisu dva ekstrema u smislu stohasti£ke zavisnosti: ekstremi su
TM (potpuna pozitivna zavisnost) i TL (potpuna negativna zavisnost), dok
TP leºi izme�u njih i odgovara nezavisnosti.

2.6 Konstrukcija preko kopula i dalja svojstva

Jo² jedna vaºna podklasa skupa semikopula su kopule, koje je uveo Sklar
[17] (videti i pregledni udºbenik [14]). Kopule su zajedni£ke funkcije raspode-
le, ograni£ene na [0, 1]2, dvodimenzionalnih slu£ajnih vektora £ije su marginal-
ne raspodele uniformne na [0, 1]. U skupu semikopula, kopule C se karakteri²u
svojstvom dvostruke monotonosti (eng. 2-increasing): za sve 0 ≤ a ≤ b ≤ 1 i
0 ≤ c ≤ d ≤ 1 mora vaºiti

C(a, c) + C(b, d)− C(b, c)− C(a, d) ≥ 0. (37)
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Vredi primetiti da leva strana nejednakosti (37) predstavlja upravo verovat-
no¢u pravougaonika [a, b] × [c, d] u odnosu na dvodimenzionalnu raspodelu
verovatno¢e koju opisuje kopula C.

Od £etiri prototipske t-norme uvedene u prethodnom odeljku, jedino TD

nije kopula; preostale tri karakteri²u tri posebna slu£aja stohasti£ke zavisnosti
marginalnih slu£ajnih promenljivih: TM , kao najve¢a kopula, opisuje komono-
tonu rastu¢u zavisnost (potpunu pozitivnu zavisnost), TP opisuje nezavisnost,
a najmanja kopula TL opisuje kontramonotonu zavisnost (potpunu negativ-
nu zavisnost), ²to se lepo poklapa sa zapaºanjem o stohasti£koj zavisnosti iz
prethodnog odeljka.

Sve konstrukcije koje se ti£u univerzalnih integrala na skali [0,∞], a za-
snovane su na �ksiranom pseudo-mnoºenju na [0,∞], mogu se primeniti i na
univerzalne integrale na skali [0, 1], polaze¢i od �ksirane semikopule umesto
od pseudo-mnoºenja. Na primer, najmanji i najve¢i univerzalni integral I⊗ i
I⊗ na skali [0, 1], u odnosu na semikopulu ⊗, dati su, redom, sa:

I⊗(m, f) = sup{t⊗m({f ≥ t}) | t ∈ [0, 1]}, (38)

I⊗(m, f) = (essupmf)⊗ sup{m({f ≥ t}) | t ∈ (0, 1]}. (39)

Vredi primetiti da je, za �ksiranu strogu t-normu T , odgovaraju¢i univer-
zalni integral IT poznat kao Sugeno�Veberov integral [21]. �tavi²e, za op²tu
semikopulu ⊗, odgovaraju¢i univerzalni integral I⊗ nazvan je seminormirani
integral u radu [18]. Treba tako�e primetiti da je, za svaku semikopulu ⊗
koja je razli£ita od minimuma, dobijeni univerzalni integral I⊗ join-homogen,
ali nije ni meet-homogen ni komonotono aditivan.

�injenica da su kopule specijalan slu£aj semikopula omogu¢ava jo² jed-
nu, druga£iju konstrukciju univerzalnih integrala, koja prati izra£unavanje
standardne o£ekivane vrednosti iz teorije verovatno¢e:

Propozicija 2.5 [9]. Neka je C : [0, 1]2 → [0, 1] kopula, i neka je funkcija
KC : D[0,1] → [0, 1] de�nisana sa

KC(m, f) = PC

(
{(x, y) ∈ (0, 1]2 | y < m({f ≥ x})}

)
, (40)

gde je PC verovatnosna mera na B([0, 1]2) indukovana kopulom C, to jest, za
sve (a, b) ∈ [0, 1]2 vaºi PC

(
(0, a) × (0, b)

)
= C(a, b). Tada je KC univerzalni

integral na skali [0, 1].

Dokaz. Treba proveriti sve tri aksiome univerzalnog integrala, ograni£ene na
skalu [0, 1].

Monotonost, to jest aksioma (I1), £ita se neposredno iz (40): uve¢anjem
m ili f skup {(x, y) | y < m({f ≥ x})} se moºe samo pro²iriti, a PC je
monotona kao verovatnosna mera.
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Za aksiomu (I2) posmatra se funkcija oblika t · 1A. Njen nivo skup je A
za x ≤ t, a prazan iznad, pa se oblast iz (40) svodi na pravougaonik, i po
de�niciji mere PC dobija se

KC(m, t · 1A) = PC

(
(0, t]× (0,m(A))

)
= C(t,m(A)),

za svako m ∈ M(X,A)
1 , t ∈ [0, 1] i A ∈ A. Time kopula C igra ulogu pseudo-

mnoºenja.
Najzad, izraz (40) zavisi od para (m, f) isklju£ivo preko preslikavanja

x 7→ m({f ≥ x}). Integral-ekvivalentni parovi po de�niciji imaju isto to pre-
slikavanje, pa im se i vrednosti KC poklapaju, £ime je zadovoljena i aksioma
(I3).

Napomena 2.5 [9]. (i) Univerzalni integral KTP
na skali [0, 1] jednak je

upravo �okeovom integralu na [0, 1]. Kopula TP ukazuje da u ovom
slu£aju vrednosti osnovne monotone skupovne funkcije i podintegralne
funkcije deluju nezavisno jedna od druge. Konkretno, ako je m(A) > 0
i ft = t · 1A, tada je KTP

(m, ft) strogo rastu¢a funkcija po t. Sa druge
strane, KTM

je ta£no Sugenov integral (De�nicija 1.13). Kopule TM i TL

ukazuju na maksimalnu pozitivnu, odnosno maksimalnu negativnu za-
visnost izme�u vrednosti osnovne monotone skupovne funkcije i podin-
tegralne funkcije. Kao posledica toga, za m, A i ft kao gore, KTM

(m, ft)
je strogo rastu¢a funkcija po t samo ako je t < m(A), dok je KTL

(m, ft)
strogo rastu¢a funkcija po t samo ako je t > 1−m(A).

(ii) Ako je X kona£an skup, to jest X = {1, 2, . . . , n} za neko n ∈ N
i A = 2X , tada svaka funkcija f ∈ F (X,A)

[0,1] odgovara n-torki
(f(1), f(2), . . . , f(n)) ∈ [0, 1]n. Neka je σ permutacija skupa X takva da
je f(σ(1)) ≤ f(σ(2)) ≤ · · · ≤ f(σ(n)), i neka je Ai = {σ(i), . . . , σ(n)}.
Tada se, uz konvencije An+1 = ∅ i f(σ(0)) = 0, dobijaju dva ekviva-
lentna izraza za KC(m, f):

KC(m, f) =
n∑

i=1

(
C(f(σ(i)),m(Ai))− C(f(σ(i)),m(Ai+1))

)
=

n∑
i=1

(
C(f(σ(i)),m(Ai))− C(f(σ(i− 1)),m(Ai))

)
.

Ovo je direktno uop²tenje diskretnih formula za �okeov i Sugenov inte-
gral iz Sekcije 1.8, jer se za C = TP (�okeov slu£aj) i C = TM (Sugenov
slu£aj) formula svodi ta£no na formule iz Posledica 1.3 i 1.1. Treba
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naglasiti da �ilkretov integral nije obuhva¢en ovom konstrukcijom: nje-
govo pseudo-mnoºenje jeste Prod, ali za C = TP konstrukcija KC daje
�okeov, a ne �ilkretov integral. �ilkretov integral se dobija kao IProd,
to jest kao najmanji univerzalni integral u odnosu na isto to pseudo-
mnoºenje (Propozicija 2.2).

(iii) Mogu¢e je uvesti univerzalne integrale na proizvoljnoj �ksiranoj skali
[0, e] za e ∈ (0,∞], posmatraju¢i, za �ksiran merljiv prostor (X,A), mo-
notone skupovne funkcije iz M(X,A)

e i funkcije f ∈ F (X,A) sa Ran(f) ⊆
[0, e], rade¢i sa pseudo-mnoºenjem ⊗ £iji je neutralni element e (u stva-
ri, potrebna je samo restrikcija ⊗ na [0, e]2). Ipak, za svaki univerzalni
integral U[0,e] na [0, e] postoji univerzalni integral I na skali [0, 1] takav
da vaºi:

U[0,e](m, f) =



e · I
(
m

e
,
f

e

)
, ako je e < ∞,

I
(

m

m+ 1
,

f

f + 1

)
1− I

(
m

m+ 1
,

f

f + 1

) , ako je e = ∞.
(41)

Obrnuto, ako je I univerzalni integral na skali [0, 1], tada je U[0,e] kon-
struisan preko (41) zaista univerzalni integral na [0, e].

(iv) Ako se krene od I = KTM
(to jest, od Sugenovog integrala na skali [0, 1]),

formula (41) uvek dovodi do Sugenovog integrala Su[0,e] na [0, e], zbog
£injenice da restrikcija operacije Min na [0, e]2 ima neutralni element
ba² e. Sa druge strane, ako je I = KTP

(to jest, �okeov integral na skali
[0, 1]), formula (41) dovodi do univerzalnog integrala koji se razlikuje
od �okeovog integrala na [0, e], kad god je e ̸= 1. Ova asimetrija izme�u
Sugenovog i �okeovog integrala u pogledu invarijantnosti na promenu
skale jo² je jedna posledica njihove fundamentalno razli£ite (join-meet
naspram aritmeti£ke) strukture, ve¢ vi�ene u Sekciji 1.6.
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Pregled specijalnih univerzalnih integrala

Integral Na skali [0,∞] Na skali [0, 1]
�okeov integral [2] I+,Prod KTP

Sugenov integral [19] IMin KTM

�ilkretov integral [16] IProd �
integral �okeovog tipa [13] I⊕,⊗ [(⊕,⊗) integral

operativni par]
�

Sugeno�Veberov integral [21] � IT [T stroga t-norma]
seminormirani integral [18] � I⊗ [⊗ semikopula]
Imaoka integral [6] � KC [C Frankova kopula]
�suprotan� Sugenov integral [6] � KTL

Tabela 1. Specijalni slu£ajevi univerzalnog integrala i odgovaraju¢a

pseudo-mnoºenja, odnosno semikopule.

Ova tabela zatvara krug izme�u prvog i drugog dela rada: �okeov, Sugenov
i �ilkretov integral iz prvog dela prepoznaju se kao specijalni slu£ajevi uni-
verzalnog integrala, dobijeni za konkretno pseudo-mnoºenje ili semikopulu.
�okeov i Sugenov integral javljaju se na dva na£ina, preko integral operativ-
nog para na skali [0,∞] i preko kopule na skali [0, 1], a �ilkretov samo na
prvi na£in.
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3 Primeri primene u procesu odlu£ivanja

Oslanjaju¢i se na primenu integrala agregacije u procesu odlu£ivanja [4,
20], u ovom poglavlju teorijski aparat iz prethodna dva poglavlja primenjen
je na tri originalna primera iz konteksta rada u internacionalnoj ²koli: izbor
nastavnog kadra (Primer 1), upis dece kroz hijerarhijski model (Primer 2),
i rangiranje predmeta za uvo�enje Cambridge programa (Primer 3). Svaki
primer osmi²ljen je tako da osvetli druga£iji aspekt razlika izme�u �okeovog,
Sugenovog i �ilkretovog integrala, kao i njihove univerzalne varijante.

3.1 Primer 1: Izbor nastavnog kadra u internacionalnoj
²koli

U ovom primeru posmatra se proces zapo²ljavanja nastavnog kadra u internacionalnoj
²koli. Kandidati se ocenjuju po pet kriterijuma, koji se poistove¢uju sa skupom X =
{x1, x2, x3, x4, x5}:

� x1, stru£nost za predmet koji nastavnik predaje,

� x2, znanje engleskog jezika (usmeno i pismeno),

� x3, pismenost za vo�enje dokumentacije (e-dnevnik, papirni dnevnik i sl.),

� x4, rad sa kolegama (timski rad),

� x5, rad sa decom.

Poslednja dva kriterijuma su namerno razdvojena: x4 meri sposobnost saradnje sa od-
raslima (kolegama), dok x5 meri sposobnost rada sa decom, to jest populacijom koja u
internacionalnoj ²koli £esto obuhvata decu iz ratom pogo�enih podru£ja i decu koja se
£esto sele, gde se ljudi pona²aju bitno druga£ije nego u kolegijalnom okruºenju. Svaki kan-
didat se poistove¢uje sa funkcijom f : X → [0, 1], gde f(xi) predstavlja (normalizovanu)
ocenu kandidata po kriterijumu xi.

De�nisanje fazi mere

Kriterijumima x4 i x5 pridaje se izuzetna vaºnost (²kola prioritetno traºi nastavnika
koji dobro funkcioni²e i sa kolegama i sa decom), i pretpostavlja se da postoji sinergija
izme�u njih: nastavnik koji je dobar u oba konteksta poseduje prenosivu, generalizovanu
socio-emocionalnu kompetenciju, koja je vrednija od proste sume dva odvojena talenta.
Ovi zahtevi modeluju se (2-aditivnom) fazi merom µ : 2X → [0, 1], X = {x1, . . . , x5}, koja
je odre�ena slede¢im uslovima:

(1) µ({x1}) = 0,15, µ({x2}) = 0,10, µ({x3}) = 0,05, µ({x4}) = µ({x5}) = 0,25;

(2) µ({x4, x5}) = 0,70 > µ({x4}) + µ({x5}) = 0,50;

(3) za ostale skupove S ⊆ X mera je zbir teºina pojedina£nih kriterijuma, µ(S) =∑
xi∈S µ({xi}), uz jedan izuzetak: za svaki skup S koji sadrºi i x4 i x5 vaºi µ(S) =∑
xi∈S µ({xi}) + 0,20;

(4) µ(X) = 1, µ(∅) = 0.
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Uslov (2) izraºava sinergiju: par kriterijuma x4 i x5 vredi vi²e od zbira svojih pojedina£nih
doprinosa, a razlika od 0,20 je sinergijski bonus iz uslova (3). Uslov (4) je saglasan sa
uslovima (1) i (3), jer je

µ(X) = 0,15 + 0,10 + 0,05 + 0,25 + 0,25 + 0,20 = 1,00,

a kako su sve teºine i bonus nenegativni, mera je i monotona. Dakle, µ je normirana fazi
mera u smislu De�nicije 1.4, superaditivna na paru {x4, x5}.

Uslov �eliminatorni prag� za engleski jezik

Nezavisno od gornje fazi mere, znanje engleskog jezika mora dosti¢i nivo B2, jer je to
jezik svakodnevne komunikacije u ²koli. Ovo se modeluje kao spoljni �lter, primenjen pre
integrala: kandidat sa f(x2) ispod praga automatski ispada iz razmatranja, bez obzira na
ostale ocene. Koristi se slede¢a orijentaciona skala (CEFR nivoi preslikani na [0, 1]): B2
≈ 0,6�0,7, C1 ≈ 0,8�0,9, C2 = 1. Prag je postavljen na f(x2) ≥ 0,6.

Kandidati

Za svakog kandidata navode se ocene, sortiranje po formuli (19), lanac Ai iz (20) i
vrednosti µ(Ai), a zatim se korak po korak primenjuju Posledice 1.3, 1.1 i 1.2.

Kandidat A. Ocene: f(x1) = 1,0 (stru£nost), f(x2) = 0,0 (engleski), f(x3) = 1,0 (pisme-
nost), f(x4) = 0,5 (kolege), f(x5) = 0,4 (deca).

i kriterijum f(xσ(i)) Ai µ(Ai)
1 engleski 0,0 {x1, x2, x3, x4, x5} 1,00
2 deca 0,4 {x1, x3, x4, x5} 0,90
3 kolege 0,5 {x1, x3, x4} 0,45
4 stru£nost 1,0 {x1, x3} 0,20
5 pismenost 1,0 {x3} 0,05

Formiraju¢i opadaju¢i lanac kao u prethodnoj tabeli, radi potpunosti se eksplicitno
ra£una svaka vrednost mere iz de�nicije, sabiranjem odgovaraju¢ih pojedina£nih teºina (i
sinergijskog bonusa, kada je primenljivo):

A1 = {x1, x2, x3, x4, x5},
µ(A1) = µ({x1}) + µ({x2}) + µ({x3}) + µ({x4}) + µ({x5}) + sinergija

= 0,15 + 0,10 + 0,05 + 0,25 + 0,25 + 0,20 = 1,00

A2 = {x1, x3, x4, x5},
µ(A2) = µ({x1}) + µ({x3}) + µ({x4}) + µ({x5}) + sinergija

= 0,15 + 0,05 + 0,25 + 0,25 + 0,20 = 0,90

A3 = {x1, x3, x4},
µ(A3) = µ({x1}) + µ({x3}) + µ({x4}) = 0,15 + 0,05 + 0,25 = 0,45

A4 = {x1, x3},
µ(A4) = µ({x1}) + µ({x3}) = 0,15 + 0,05 = 0,20

A5 = {x3}, µ(A5) = µ({x3}) = 0,05
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�okeov integral (Posledica 1.3), po de�niciji se sabira pet £lanova, gde svaki £lan
mnoºi prirastaj ocene (razliku izme�u trenutne i prethodne ocene u sortiranom nizu, uz
konvenciju f(xσ(0)) = 0) sa merom odgovaraju¢eg skupa Ai:

Ch(f) =

5∑
i=1

(
f(xσ(i))− f(xσ(i−1))

)
· µ(Ai)

�lan i = 1 :
(
0,0− 0,0

)
· 1,00 = 0,0 · 1,00 = 0,00

�lan i = 2 :
(
0,4− 0,0

)
· 0,90 = 0,4 · 0,90 = 0,36

�lan i = 3 :
(
0,5− 0,4

)
· 0,45 = 0,1 · 0,45 = 0,045

�lan i = 4 :
(
1,0− 0,5

)
· 0,20 = 0,5 · 0,20 = 0,10

�lan i = 5 :
(
1,0− 1,0

)
· 0,05 = 0,0 · 0,05 = 0,00

Ch(f) = 0,00 + 0,36 + 0,045 + 0,10 + 0,00 = 0,505

Sugenov integral (Posledica 1.1), za svaki od pet £lanova uzima se manja od dve
vrednosti (sama ocena ili mera skupa Ai), a zatim se od svih pet tih minimuma uzima
najve¢i :

Su(f) = max
i=1,...,5

min
(
f(xσ(i)), µ(Ai)

)
�lan i = 1 : min(0,0; 1,00) = 0,00 (manji je 0,0)

�lan i = 2 : min(0,4; 0,90) = 0,40 (manji je 0,4)

�lan i = 3 : min(0,5; 0,45) = 0,45 (manji je 0,45)

�lan i = 4 : min(1,0; 0,20) = 0,20 (manji je 0,20)

�lan i = 5 : min(1,0; 0,05) = 0,05 (manji je 0,05)

Su(f) = max{0,00; 0,40; 0,45; 0,20; 0,05} = 0,45

�ilkretov integral (Posledica 1.2), za svaki od pet £lanova ocena se mnoºi merom
skupa Ai, a zatim se uzima najve¢i od tih pet proizvoda:

Sh(f) = max
i=1,...,5

f(xσ(i)) · µ(Ai)

�lan i = 1 : 0,0 · 1,00 = 0,00

�lan i = 2 : 0,4 · 0,90 = 0,36

�lan i = 3 : 0,5 · 0,45 = 0,225

�lan i = 4 : 1,0 · 0,20 = 0,20

�lan i = 5 : 1,0 · 0,05 = 0,05

Sh(f) = max{0,00; 0,36; 0,225; 0,20; 0,05} = 0,36

Kandidat A je odli£an stru£njak, ali ne zna engleski (f(x2) = 0,0 < 0,6), po elimi-
natornom pragu, automatski ispada iz razmatranja, bez obzira na gornje vrednosti
integrala (koje su ovde izra£unate samo ilustrativno).

Kandidat B. Isti kao Kandidat A, osim pobolj²anog rada sa kolegama: f(x4) = 0,9
(umesto 0,5). Lanac Ai i mere µ(Ai) ostaju identi£ni kao kod Kandidata A (prikazano
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gore), jer promena f(x4) sa 0,5 na 0,9 ne menja redosled sortiranja, menja se samo koji
broj se mnoºi/upore�uje na mestu i = 3 (kriterijum kolege, x4):

Ch(f) =
(
0,0−0,0

)
· 1,00 +

(
0,4−0,0

)
· 0,90

+
(
0,9−0,4

)
· 0,45 +

(
1,0−0,9

)
· 0,20 +

(
1,0−1,0

)
· 0,05

= 0,00 + 0,36 + 0,225 + 0,02 + 0,00 = 0,605

Su(f) = max{min(0,0; 1,00); min(0,4; 0,90);

min(0,9; 0,45); min(1,0; 0,20); min(1,0; 0,05)}
= max{0,00; 0,40; 0,45; 0,20; 0,05} = 0,45

Sh(f) = max{0,0·1,00; 0,4·0,90;
0,9·0,45; 1,0·0,20; 1,0·0,05}

= max{0,00; 0,36; 0,405; 0,20; 0,05} = 0,405

Prime¢uje se da se �okeov i �ilkretov integral pove¢avaju (jer je f(x4) direktno pomno-
ºen/dodat u sumu), dok Sugenov integral ostaje na 0,45, nepromenjen, jer je odgo-
varaju¢i £lan i dalje ograni£en sa µ(A3) = 0,45, koji sad postaje �usko grlo� umesto
same ocene. Ovo je konkretna ilustracija veto-efekta Sugenovog integrala: dokle god je
f(x4) ≥ µ(A3) = 0,45, dalje pove¢anje ocene x4 ne menja rezultat, �okeov i �ilkretov
integral, s druge strane, nastavljaju da nagra�uju svako pobolj²anje. I Kandidat B ostaje
eliminisan zbog engleskog jezika.

Kandidat C. Mla�i nastavnik, tek iznad proseka tehni£ki, ali izuzetno jak u radu sa
ljudima. Ocene: f(x1) = 0,6, f(x2) = 0,7, f(x3) = 0,6, f(x4) = 0,9, f(x5) = 0,85.

i kriterijum f(xσ(i)) Ai µ(Ai)
1 stru£nost 0,6 {x1, x2, x3, x4, x5} 1,00
2 pismenost 0,6 {x2, x3, x4, x5} 0,85
3 engleski 0,7 {x2, x4, x5} 0,80
4 deca 0,85 {x4, x5} 0,70
5 kolege 0,9 {x4} 0,25

�okeov integral, svaki od pet £lanova je (prirastaj ocene)×(mera preostalog skupa):

Ch(f) =
(
0,6−0,0

)
· 1,00 +

(
0,6−0,6

)
· 0,85

+
(
0,7−0,6

)
· 0,80 +

(
0,85−0,7

)
· 0,70 +

(
0,9−0,85

)
· 0,25

= 0,6 · 1,00 + 0,0 · 0,85 + 0,1 · 0,80 + 0,15 · 0,70 + 0,05 · 0,25
= 0,60 + 0,00 + 0,08 + 0,105 + 0,0125 = 0,7975

Sugenov integral, najve¢i od pet minimuma min(f(xσ(i)), µ(Ai)):

Su(f) = max{min(0,6; 1,00); min(0,6; 0,85);

min(0,7; 0,80); min(0,85; 0,70); min(0,9; 0,25)}
= max{0,60; 0,60; 0,70; 0,70; 0,25} = 0,70
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�ilkretov integral, najve¢i od pet proizvoda f(xσ(i)) · µ(Ai):

Sh(f) = max{0,6 · 1,00; 0,6 · 0,85;
0,7 · 0,80; 0,85 · 0,70; 0,9 · 0,25}

= max{0,60; 0,51; 0,56; 0,595; 0,225} = 0,60

Engleski 0,7 ≥ 0,6, Kandidat C prolazi prag i sva tri integrala su visoka, uprkos skromnoj
tehni£koj stru£nosti.

Kandidat D. �Solidan svuda�: f(x1) = 0,7, f(x2) = 0,6, f(x3) = 0,8, f(x4) = 0,7,
f(x5) = 0,7.

i kriterijum f(xσ(i)) Ai µ(Ai)
1 engleski 0,6 {x1, x2, x3, x4, x5} 1,00
2 stru£nost 0,7 {x1, x3, x4, x5} 0,90
3 kolege 0,7 {x3, x4, x5} 0,75
4 deca 0,7 {x3, x5} 0,30
5 pismenost 0,8 {x3} 0,05

(Kriterijumi x1, x4, x5 su me�usobno izjedna£eni na 0,7; redosled me�u njima ne uti£e na
rezultat.)

�okeov integral:

Ch(f) =
(
0,6−0,0

)
· 1,00 +

(
0,7−0,6

)
· 0,90

+
(
0,7−0,7

)
· 0,75 +

(
0,7−0,7

)
· 0,30 +

(
0,8−0,7

)
· 0,05

= 0,6 · 1,00 + 0,1 · 0,90 + 0,0 · 0,75 + 0,0 · 0,30 + 0,1 · 0,05
= 0,60 + 0,09 + 0,00 + 0,00 + 0,005 = 0,695

Sugenov integral:

Su(f) = max{min(0,6; 1,00); min(0,7; 0,90);

min(0,7; 0,75); min(0,7; 0,30); min(0,8; 0,05)}
= max{0,60; 0,70; 0,70; 0,30; 0,05} = 0,70

�ilkretov integral:

Sh(f) = max{0,6 · 1,00; 0,7 · 0,90;
0,7 · 0,75; 0,7 · 0,30; 0,8 · 0,05}

= max{0,60; 0,63; 0,525; 0,21; 0,04} = 0,63

Ovde je prvi put Su(f) > Ch(f): 0,70 > 0,695. To pokazuje da ne postoji op²te pravilo
��okeov je uvek najve¢i�. Ure�enosti koje uvek vaºe jesu Sh(f) ≤ Su(f) (za normiranu fazi
meru i ocene u [0, 1], ²to sledi iz elementarne nejednakosti x · y ≤ min(x, y) za x, y ∈ [0, 1])
i Sh(f) ≤ Ch(f), koja vaºi i bez tih pretpostavki: za svako i je Ch(f) ≥

∑
j≤i

(
f(xσ(j))−

f(xσ(j−1))
)
·µ(Aj) ≥ µ(Ai) · f(xσ(i)), jer je µ(Aj) ≥ µ(Ai) za j ≤ i, pa je Ch(f) ve¢e i od

najve¢eg takvog proizvoda, to jest od Sh(f). Neodre�en ostaje jedino odnos izme�u Ch i
Su. Engleski 0,6 je ta£no na granici praga, Kandidat D prolazi, za dlaku.

Kandidat E. Fenomenalan stru£njak, odli£an i sa kolegama i sa decom, ali sa slabim
engleskim: f(x1) = 1,0, f(x2) = 0,3, f(x3) = 0,9, f(x4) = 0,9, f(x5) = 0,9.
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i kriterijum f(xσ(i)) Ai µ(Ai)
1 engleski 0,3 {x1, x2, x3, x4, x5} 1,00
2 pismenost 0,9 {x1, x3, x4, x5} 0,90
3 kolege 0,9 {x1, x4, x5} 0,85
4 deca 0,9 {x1, x5} 0,40
5 stru£nost 1,0 {x1} 0,15

�okeov integral, pet £lanova, svaki (prirastaj ocene)×(mera preostalog skupa):

Ch(f) =
(
0,3−0,0

)
· 1,00 +

(
0,9−0,3

)
· 0,90

+
(
0,9−0,9

)
· 0,85 +

(
0,9−0,9

)
· 0,40 +

(
1,0−0,9

)
· 0,15

= 0,3 · 1,00 + 0,6 · 0,90 + 0,0 · 0,85 + 0,0 · 0,40 + 0,1 · 0,15
= 0,30 + 0,54 + 0,00 + 0,00 + 0,015 = 0,855

(Ovo se poklapa sa alternativnim izra£unom preko ekvivalentne formule Ch(f) =∑
f(xσ(i)) · (µ(Ai)− µ(Ai+1)) iz Posledice 1.3: 0,3 · (1,00−0,90) + 0,9 · (0,90−0,85) + 0,9 ·

(0,85−0,40)+0,9 ·(0,40−0,15)+1,0 ·(0,15−0) = 0,03+0,045+0,405+0,225+0,15 = 0,855,
dve ekvivalentne formule, isti rezultat, kao potvrda ta£nosti.)

Sugenov integral:

Su(f) = max{min(0,3; 1,00); min(0,9; 0,90);

min(0,9; 0,85); min(0,9; 0,40); min(1,0; 0,15)}
= max{0,30; 0,90; 0,85; 0,40; 0,15} = 0,90

�ilkretov integral:

Sh(f) = max{0,3 · 1,00; 0,9 · 0,90;
0,9 · 0,85; 0,9 · 0,40; 1,0 · 0,15}

= max{0,30; 0,81; 0,765; 0,36; 0,15} = 0,81

Sva tri integrala daju najvi²e vrednosti od svih razmatranih kandidata, po £istoj
agregaciji, Kandidat E bi bio ubedljivo najbolji izbor. Ipak, engleski 0,3 < 0,6, Kandidat
E automatski ispada, uprkos tome ²to bi ga integral proglasio najboljim.

Univerzalna varijanta

Za pore�enje se primenjuje i univerzalni integral I+2,Prod iz Primera 2.3(iii) (Sekci-
ja 2), dat sa I+2,Prod(m, f) =

√
Ch(m2, f2), gde se �okeov integral ra£una u odnosu na

kvadrirane vrednosti mere i funkcije, to jest, umesto vrednosti f(xσ(i)) i µ(Ai) koriste se
njihovi kvadrati f(xσ(i))

2 i µ(Ai)
2, na njih se primenjuje formula �okeovog integrala (Po-

sledica 1.3), a na kraju se izvla£i kvadratni koren dobijenog zbira. Budu¢i da je kvadriranje
rastu¢a operacija na [0,∞), redosled sortiranja (lanac Ai) ostaje potpuno isti kao i kod
obi£nog �okeovog integrala za dati primer.

Kandidat A. Kvadrirane ocene (redom po lancu A1 ⊃ · · · ⊃ A5 iz prethodnog dela):
f(x2)

2 = 0,02 = 0,00, f(x5)
2 = 0,42 = 0,16, f(x4)

2 = 0,52 = 0,25, f(x1)
2 = 1,02 = 1,00,

f(x3)
2 = 1,02 = 1,00. Kvadrirane mere: µ(A1)

2 = 1,002 = 1,00, µ(A2)
2 = 0,902 = 0,81,
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µ(A3)
2 = 0,452 = 0,2025, µ(A4)

2 = 0,202 = 0,04, µ(A5)
2 = 0,052 = 0,0025.

Ch(µ2, f2) =
(
0,00−0,00

)
· 1,00 +

(
0,16−0,00

)
· 0,81 +

(
0,25−0,16

)
· 0,2025

+
(
1,00−0,25

)
· 0,04 +

(
1,00−1,00

)
· 0,0025

= 0,00 · 1,00 + 0,16 · 0,81 + 0,09 · 0,2025 + 0,75 · 0,04 + 0,00 · 0,0025
= 0,0000 + 0,1296 + 0,0182 + 0,0300 + 0,0000 = 0,1778

I+2,Prod(A) =
√
Ch(µ2, f2) =

√
0,1778 ≈ 0,4217 ≈ 0,422.

Kandidat B. Isti lanac kao kod Kandidata A, ali f(x4)
2 = 0,92 = 0,81 (umesto 0,25):

Ch(µ2, f2) =
(
0,00−0,00

)
· 1,00 +

(
0,16−0,00

)
· 0,81 +

(
0,81−0,16

)
· 0,2025

+
(
1,00−0,81

)
· 0,04 +

(
1,00−1,00

)
· 0,0025

= 0,00 + 0,1296 + 0,65 · 0,2025 + 0,19 · 0,04 + 0,00

= 0,0000 + 0,1296 + 0,1316 + 0,0076 + 0,0000 = 0,2688

I+2,Prod(B) =
√

0,2688 ≈ 0,5185 ≈ 0,519.

Kandidat C. Lanac (po tabeli): x1(0,6) → x3(0,6) → x2(0,7) → x5(0,85) → x4(0,9), sa
vrednostima µ(A1), . . . , µ(A5) redom jednakim 1,00; 0,85; 0,80; 0,70; 0,25. Kvadrirane
vrednosti: f2 = 0,36; 0,36; 0,49; 0,7225; 0,81; µ2 = 1,00; 0,7225; 0,64; 0,49; 0,0625.

Ch(µ2, f2) =
(
0,36−0,00

)
· 1,00 +

(
0,36−0,36

)
· 0,7225 +

(
0,49−0,36

)
· 0,64

+
(
0,7225−0,49

)
· 0,49 +

(
0,81−0,7225

)
· 0,0625

= 0,3600 + 0,0000 + 0,13 · 0,64 + 0,2325 · 0,49 + 0,0875 · 0,0625
= 0,3600 + 0,0000 + 0,0832 + 0,1139 + 0,0055 = 0,5626

I+2,Prod(C) =
√
0,5626 ≈ 0,7501 ≈ 0,750.

Kandidat D. Lanac: x2(0,6) → x1(0,7) → x4(0,7) → x5(0,7) → x3(0,8), sa µ(Ai) ∈
{1,00; 0,90; 0,75; 0,30; 0,05}.
Kvadrirano: f2 = 0,36; 0,49; 0,49; 0,49; 0,64; µ2 = 1,00; 0,81; 0,5625; 0,09; 0,0025.

Ch(µ2, f2) =
(
0,36−0,00

)
· 1,00 +

(
0,49−0,36

)
· 0,81 +

(
0,49−0,49

)
· 0,5625

+
(
0,49−0,49

)
· 0,09 +

(
0,64−0,49

)
· 0,0025

= 0,3600 + 0,13 · 0,81 + 0,0000 + 0,0000 + 0,15 · 0,0025
= 0,3600 + 0,1053 + 0,0000 + 0,0000 + 0,0004 = 0,4657

I+2,Prod(D) =
√
0,4657 ≈ 0,6824 ≈ 0,682.

Kandidat E. Lanac: x2(0,3) → x3(0,9) → x4(0,9) → x5(0,9) → x1(1,0), sa µ(Ai) ∈
{1,00; 0,90; 0,85; 0,40; 0,15}.
Kvadrirano: f2 = 0,09; 0,81; 0,81; 0,81; 1,00; µ2 = 1,00; 0,81; 0,7225; 0,16; 0,0225.

Ch(µ2, f2) =
(
0,09−0,00

)
· 1,00 +

(
0,81−0,09

)
· 0,81 +

(
0,81−0,81

)
· 0,7225

+
(
0,81−0,81

)
· 0,16 +

(
1,00−0,81

)
· 0,0225

= 0,0900 + 0,72 · 0,81 + 0,0000 + 0,0000 + 0,19 · 0,0225
= 0,0900 + 0,5832 + 0,0000 + 0,0000 + 0,0043 = 0,6775
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I+2,Prod(E) =
√
0,6775 ≈ 0,8231 ≈ 0,823.

Sve dobijene vrednosti I+2,Prod poklapaju se (do na zaokruºivanje na tri decimale) sa
vrednostima u rezimiraju¢oj tabeli ispod.

Rezimiraju¢a tabela

Kandidat Pro�l Engleski

≥ 0,6?
Ch Su Sh I+2,Prod

A Specijalista, slab

soft

Ne (0,0) 0,505 0,45 0,36 0,422

B A + pobolj²an tim Ne (0,0) 0,605 0,45 0,405 0,519

C Mlad, jak interpers. Da (0,7) 0,7975 0,70 0,60 0,750

D Solidan svuda Da

(granica)

0,695 0,70 0,63 0,682

E Fenomenalan, slab

engl.

Ne (0,3) 0,855 0,90 0,81 0,823

Diskusija

Primer ilustruje nekoliko principa iz prethodnih odeljaka:

� Kompenzatorna nasuprot ne-kompenzatornoj agregaciji. �okeov integral (i,
u manjoj meri, univerzalni integral I+2,Prod) dozvoljava da visoke ocene na jednim
kriterijumima nadoknade niske na drugim. Sugenov integral to ne dozvoljava iznad
praga odre�enog merom koalicije, Kandidat B to jasno pokazuje.

� Nema op²teg poretka izme�u integrala. Iako su Sh ≤ Su (za normiranu fazi
meru, kao posledica xy ≤ min(x, y) za x, y ∈ [0, 1]) i Sh ≤ Ch uvek ta£ni, odnos
izme�u Ch i Su zavisi od pro�la kandidata, kod Kandidata D je Su > Ch, dok je
kod sva ostala £etiri kandidata obrnuto.

� Integral sam po sebi nije dovoljan. Kandidat E ima najvi²e vrednosti sva
£etiri integrala, ali biva eliminisan tvrdim pragom za engleski jezik. Ovo pokazuje
da realan proces odlu£ivanja £esto zahteva kombinaciju kompenzatorne agregacije

(za kriterijume koji dozvoljavaju kompromis) i tvrdih ograni£enja (za kriterijume
koji su apsolutni preduslov), sama teorija fazi integrala modeluje prvi deo, dok se
drugi deo mora dodati spolja, kao �lter pre primene integrala.

3.2 Primer 2: Upis dece: hijerarhijski (dvoetaºni) model
Drugi primer se odnosi na evaluaciju kandidata za upis u internacionalnu ²kolu, gde

se procenjuje kako spremnost deteta tako i pogodnost porodice za saradnju sa ²kolom.
Za razliku od Primera 1, gde su svi kriterijumi pripadali jednom, ravnom skupu, ovde je
prirodno koristiti hijerarhijski (dvoetaºni) model: kriterijumi se prvo grupi²u u dva pod-
sistema, dete i roditelji/porodica, koji se svaki posebno agregiraju, a zatim se dobijene
ocene D i R spajaju u kona£nu ocenu S. Ovaj pristup izbegava problem klasi£nog arit-
meti£kog proseka, gde bi izuzetan potencijal deteta mogao u potpunosti da nadoknadi
ozbiljnu nesaradnju porodice (i obrnuto).
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Nivo 1a: Podsistem �Dete� (D)

Kriterijumi za dete: k1, samostalnost i socijalizacija (odnos prema vr²njacima), k2,
jezi£ko razumevanje i komunikacija (sposobnost pra¢enja nastave), k3, emocionalna regu-
lacija (reakcija na frustraciju i promene), k4, prilagodljivost (prihvatanje ²kolskih pravila
i rutine). Fazi mera µD na skupu {k1, k2, k3, k4} odre�ena je slede¢im uslovima:

(1) µD({k1}) = 0,20, µD({k2}) = 0,30, µD({k3}) = 0,20, µD({k4}) = 0,15;

(2) µD({k1, k3}) = 0,55 > µD({k1}) + µD({k3}) = 0,40;

(3) za ostale skupove S mera je zbir teºina pojedina£nih kriterijuma, uz jedan izuzetak:
za svaki skup S koji sadrºi i k1 i k3 zbiru se dodaje sinergijski bonus 0,15;

(4) µD({k1, k2, k3, k4}) = 1, µD(∅) = 0.

Sinergijski bonus izme�u k1 (socijalizacija) i k3 (emocionalna regulacija) odraºava ideju
da ova dva kriterijuma zajedno grade �socio-emocionalnu zrelost� deteta, sli£no paru �rad
sa kolegama�/�rad sa decom� iz Primera 1. Uslov (4) je saglasan sa uslovima (1) i (3):
0,20 + 0,30 + 0,20 + 0,15 + 0,15 = 1,00, pa je µD normirana fazi mera.

Nivo 1b: Podsistem �Roditelji/Porodica� (R)

Kriterijumi za roditelje: r1, uskla�enost sa vrednostima i pravilima ²kole, r2, realnost
o£ekivanja (odsustvo neopravdanog pritiska na dete/tim), r3, kooperativnost i komunika-
cija. Fazi mera µR na skupu {r1, r2, r3} odre�ena je slede¢im uslovima:

(1) µR({r1}) = µR({r2}) = 0,25, µR({r3}) = 0,50;

(2) me�u kriterijumima nema interakcije, pa je µR aditivna: µR(S) =
∑

ri∈S µR({ri}) za
svaki skup S;

(3) µR({r1, r2, r3}) = 1, µR(∅) = 0.

Kooperativnost (r3) nosi polovinu ukupne teºine, jer je najbitnija za teku¢u saradnju
tokom ²kolske godine. Uslov (3) je saglasan sa uslovom (2): 0,25 + 0,25 + 0,50 = 1,00.

Nivo 2: Spajanje D i R

Pokazuje se da se zahtevi �dete je generalno vaºnije� i �ekstremno nesaradljivi roditelji
ipak mogu sve da poni²te� ne mogu istovremeno izraziti jednim konstantnim kapacitetom
na {D,R}, isti problem kao sa engleskim jezikom u Primeru 1. Zato se koristi isti dvodelni
pristup:

� Spoljni �lter: ako je agregirana ocena roditelja R < 0,25 (�izuzetno nesaradljivi�),
kandidat automatski ispada, bez obzira na D.

� Kapacitet za preostale slu£ajeve (R ≥ 0,25), na {D,R}:

ν({D}) = 0,65, ν({R}) = 0,25, ν({D,R}) = 1, (42)

to jest, dete nosi jasno ve¢u teºinu, uz malu sinergiju od 0,10 kada su i dete i roditelji
dobri. Provera: ν({D})+ν({R})+sinergija = 0,65+0,25+0,10 = 1,00 = ν({D,R}),
ta£no kao ²to je i navedeno.
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Tri porodice

Porodica 1 (jaki svuda). Dete: k1=0,8, k2=0,9, k3=0,8, k4=0,7. Roditelji: r1=0,9,
r2=0,8, r3=0,9.

Nivo 1: podsistem Dete (D). Sortirano: k4(0,7) ≤ k1(0,8) ≤ k3(0,8) ≤ k2(0,9).
Formira se lanac A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃ A4 i eksplicitno se ra£una svaku vrednost mere µD

iz gornje de�nicije mere µD, sabiranjem odgovaraju¢ih pojedina£nih teºina (i sinergijskog
bonusa za {k1, k3}, kada je primenljivo):

A1 = {k1, k2, k3, k4},
µD(A1) = µD({k1}) + µD({k2}) + µD({k3}) + µD({k4}) + sinergija

= 0,20 + 0,30 + 0,20 + 0,15 + 0,15 = 1,00

A2 = {k1, k2, k3},
µD(A2) = µD({k1}) + µD({k2}) + µD({k3}) + sinergija

= 0,20 + 0,30 + 0,20 + 0,15 = 0,85

A3 = {k2, k3},
µD(A3) = µD({k2}) + µD({k3}) = 0,30 + 0,20 = 0,50

A4 = {k2}, µD(A4) = µD({k2}) = 0,30

�okeov integral:

Ch(D) =
(
0,7−0,0

)
· 1,00 +

(
0,8−0,7

)
· 0,85

+
(
0,8−0,8

)
· 0,50 +

(
0,9−0,8

)
· 0,30

= 0,7 · 1,00 + 0,1 · 0,85 + 0,0 · 0,50 + 0,1 · 0,30
= 0,70 + 0,085 + 0,00 + 0,03 = 0,815

Sugenov integral:

Su(D) = max{min(0,7; 1,00); min(0,8; 0,85);

min(0,8; 0,50); min(0,9; 0,30)}
= max{0,70; 0,80; 0,50; 0,30} = 0,80

�ilkretov integral:

Sh(D) = max{0,7 · 1,00; 0,8 · 0,85; 0,8 · 0,50; 0,9 · 0,30}
= max{0,70; 0,68; 0,40; 0,27} = 0,70

Nivo 1: podsistem Roditelji (R). Sortirano: r2(0,8) ≤ r1(0,9) ≤ r3(0,9). Mera µR

(aditivna, bez sinergije):

A1 = {r1, r2, r3},
µR(A1) = µR({r1}) + µR({r2}) + µR({r3}) = 0,25 + 0,25 + 0,50 = 1,00

A2 = {r1, r3},
µR(A2) = µR({r1}) + µR({r3}) = 0,25 + 0,50 = 0,75

A3 = {r3}, µR(A3) = µR({r3}) = 0,50
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Ch(R) =
(
0,8−0,0

)
· 1,00 +

(
0,9−0,8

)
· 0,75 +

(
0,9−0,9

)
· 0,50

= 0,80 + 0,075 + 0,00 = 0,875

Su(R) = max{min(0,8; 1,00); min(0,9; 0,75); min(0,9; 0,50)}
= max{0,80; 0,75; 0,50} = 0,80

Sh(R) = max{0,8 · 1,00; 0,9 · 0,75; 0,9 · 0,50}
= max{0,80; 0,675; 0,45} = 0,80

Ch(R) = 0,875 ≥ 0,25, �lter prolazi (nije �izuzetno nesaradljivi�), pa se prelazi na
Nivo 2.

Nivo 2: spajanje D i R. Ulazne vrednosti su ocene sa Nivoa 1: D = Ch(D) = 0,815,
R = Ch(R) = 0,875 (�okeove ocene se koriste kao ulaz za Nivo 2, u skladu sa merom (42)).
Kako je D = 0,815 ≤ R = 0,875, sortiran lanac je A1 = {D,R}, A2 = {R}:

A1 = {D,R},
ν(A1) = ν({D}) + ν({R}) + sinergija = 0,65 + 0,25 + 0,10 = 1,00

A2 = {R}, ν(A2) = ν({R}) = 0,25

Ch(S) =
(
0,815−0,000

)
· 1,00 +

(
0,875−0,815

)
· 0,25

= 0,815 · 1,00 + 0,06 · 0,25 = 0,81500 + 0,01500 = 0,830

Su(S) = max{min(0,815; 1,00); min(0,875; 0,25)}
= max{0,815; 0,25} = 0,815

Sh(S) = max{0,815 · 1,00; 0,875 · 0,25}
= max{0,815; 0,21875} = 0,815

Porodica 2 (dete jako, roditelji nesaradljivi). Dete: k1=0,7, k2=0,9, k3=0,7, k4=0,6.
Roditelji: r1=0,3, r2=0,3, r3=0,1.

Nivo 1: podsistem Dete (D). Sortirano: k4(0,6) ≤ k1(0,7) ≤ k3(0,7) ≤ k2(0,9).
Sinergijski par {k1, k3} je u ovom slu£aju rastavljen na dve razli£ite pozicije lanca (k1 i k3
nisu susedni po vrednosti, ali oba imaju istu ocenu 0,7 pa se tretiraju kao izjedna£eni, jer
redosled me�u njima ne uti£e na rezultat):

A1 = {k1, k2, k3, k4},
µD(A1) = 0,20 + 0,30 + 0,20 + 0,15 + 0,15 = 1,00

A2 = {k1, k2, k3},
µD(A2) = 0,20 + 0,30 + 0,20 + 0,15 = 0,85

A3 = {k2, k3}, µD(A3) = 0,30 + 0,20 = 0,50

A4 = {k2}, µD(A4) = 0,30
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Ch(D) =
(
0,6−0,0

)
· 1,00 +

(
0,7−0,6

)
· 0,85

+
(
0,7−0,7

)
· 0,50 +

(
0,9−0,7

)
· 0,30

= 0,60 + 0,085 + 0,00 + 0,06 = 0,745

Su(D) = max{min(0,6; 1,00); min(0,7; 0,85);

min(0,7; 0,50); min(0,9; 0,30)}
= max{0,60; 0,70; 0,50; 0,30} = 0,70

Sh(D) = max{0,6 · 1,00; 0,7 · 0,85; 0,7 · 0,50; 0,9 · 0,30}
= max{0,60; 0,595; 0,35; 0,27} = 0,60

Nivo 1: podsistem Roditelji (R). Sortirano: r3(0,1) ≤ r1(0,3) ≤ r2(0,3):

A1 = {r1, r2, r3}, µR(A1) = 0,25 + 0,25 + 0,50 = 1,00

A2 = {r1, r2}, µR(A2) = 0,25 + 0,25 = 0,50

A3 = {r2}, µR(A3) = 0,25

Ch(R) =
(
0,1−0,0

)
· 1,00 +

(
0,3−0,1

)
· 0,50 +

(
0,3−0,3

)
· 0,25

= 0,10 + 0,10 + 0,00 = 0,20

Su(R) = max{min(0,1; 1,00); min(0,3; 0,50); min(0,3; 0,25)}
= max{0,10; 0,30; 0,25} = 0,30

Sh(R) = max{0,1 · 1,00; 0,3 · 0,50; 0,3 · 0,25}
= max{0,10; 0,15; 0,075} = 0,15

Ch(R) = 0,20 < 0,25, �lter ne prolazi. Porodica 2 automatski ispada, bez obzira na
visoko D = 0,745, direktna analogija sa Kandidatom E iz Primera 1.

Porodica 3 (dete sa slabijim rezultatima, roditelji odli£ni). Dete: k1=0,3, k2=0,4,
k3=0,3, k4=0,5. Roditelji: r1=r2=r3=1,0 (savr²eni).

Nivo 1: podsistem Dete (D). Sortirano: k1(0,3) ≤ k3(0,3) ≤ k2(0,4) ≤ k4(0,5). Ov-
de su k1 i k3 (ba² sinergijski par) dve najniºe ocene, pa ih lanac �otpisuje� prve, sinergijski
bonus je izgubljen u A2 i dalje:

A1 = {k1, k2, k3, k4},
µD(A1) = 0,20 + 0,30 + 0,20 + 0,15 + 0,15 = 1,00

A2 = {k2, k3, k4},
µD(A2) = 0,30 + 0,20 + 0,15 = 0,65 (bez sinergije, k1 /∈ A2)

A3 = {k2, k4}, µD(A3) = 0,30 + 0,15 = 0,45

A4 = {k4}, µD(A4) = 0,15
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Ch(D) =
(
0,3−0,0

)
· 1,00 +

(
0,3−0,3

)
· 0,65

+
(
0,4−0,3

)
· 0,45 +

(
0,5−0,4

)
· 0,15

= 0,30 + 0,00 + 0,045 + 0,015 = 0,36

Su(D) = max{min(0,3; 1,00); min(0,3; 0,65);

min(0,4; 0,45); min(0,5; 0,15)}
= max{0,30; 0,30; 0,40; 0,15} = 0,40

Sh(D) = max{0,3 · 1,00; 0,3 · 0,65; 0,4 · 0,45; 0,5 · 0,15}
= max{0,30; 0,195; 0,18; 0,075} = 0,30

Nivo 1: podsistem Roditelji (R). Sve tri ocene su 1,0 (�savr²eni� roditelji), pa
je f konstantna funkcija f ≡ 1,0. Jedini element lanca je A1 = {r1, r2, r3} = Y , sa
µR(A1) = 0,25 + 0,25 + 0,50 = 1,00. Kako je f(xσ(0)) = 0, direktnom primenom formula
dobija se:

Ch(R) =
(
1,0− 0,0

)
· 1,00 = 1,00,

Su(R) = min(1,0; 1,00) = 1,00,

Sh(R) = 1,0 · 1,00 = 1,00

(Ovo je i o£ekivano: svaki univerzalni integral je idempotentan za konstantne funkcije na
normiranoj fazi meri, tj. I(m, c · 1X) = c kada je m(X) = 1, videti Napomenu 2.1(iii) u
drugom delu rada.)

Ch(R) = 1,00 ≥ 0,25, �lter prolazi.
Nivo 2: spajanje D i R. Ulaz: D = Ch(D) = 0,36, R = Ch(R) = 1,00. Kako je

D = 0,36 ≤ R = 1,00, lanac je A1 = {D,R}, A2 = {R}, sa istim vrednostima mere ν kao
kod Porodice 1: ν(A1) = 1,00, ν(A2) = 0,25.

Ch(S) =
(
0,36−0,00

)
· 1,00 +

(
1,00−0,36

)
· 0,25

= 0,36 · 1,00 + 0,64 · 0,25 = 0,3600 + 0,1600 = 0,52

Su(S) = max{min(0,36; 1,00); min(1,00; 0,25)}
= max{0,36; 0,25} = 0,36

Sh(S) = max{0,36 · 1,00; 1,00 · 0,25}
= max{0,36; 0,25} = 0,36

Rezimiraju¢a tabela

Porodica Ch(R)≥0,25? Ch(S) Su(S) Sh(S)

1 (jaki svuda) Da (0,875) 0,830 0,815 0,815

2 (dete jako, roditelji

nesaradljivi)

Ne (0,20) eliminisan (veto)

3 (dete sa slabijim

rezultatima, roditelji odli£ni)

Da (1,00) 0,52 0,36 0,36

Diskusija

� Hijerarhijska primena istog formalizma. Na Nivou 1 izra£unate su vrednosti
sva tri integrala radi pore�enja, dok su za potrebe hijerarhijskog spajanja na Nivou
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2 kao ulazne vrednosti izabrane �okeove agregirane ocene, ²to pokazuje da se kon-
strukcija iz prvog dela rada prirodno rekurzivno primenjuje na vi²eetaºne probleme
odlu£ivanja.

� Kompenzacija zavisi od izbora integrala, £ak i na Nivou 2. Kod Porodice
3, �okeov integral dozvoljava da odli£ni roditelji delimi£no poprave nizak rezultat
deteta (D=0,36 → S=0,52), dok Sugenov i �ilkretov integral to ne dozvoljavaju, re-
zultat ostaje zaglavljen na D=0,36, jer je ν({R}) = 0,25 < D, pa doprinos roditelja
nikad ne postane �vezuju¢i� £lan maksimuma. Ovo je ista su²tina ne-kompenzatorne
agregacije, ve¢ vi�ene u Primeru 1, sada primenjena na spajanju dva podsistema
umesto na pojedina£nim kriterijumima.

� Filter i integral rade zajedno, na dva mesta. Kao i engleski jezik u Primeru 1,
ekstremna nesaradnja roditelja (Porodica 2) modelovana je kao tvrd prag, a ne kao
deo kapaciteta, jer se pokazalo da graduirana vaºnost (�dete je vaºnije�) i apsolutni
veto (�ekstremno nesaradljivi roditelji ipak sve poni²tavaju�) ne mogu istovremeno
stati u jedan monotoni kapacitet.

3.3 Primer 3: Rangiranje predmeta za novi Cambridge
program

Tre¢i primer se razlikuje od prethodna dva po prirodi odluke koja se donosi: Primer 1
i Primer 2 ocenjivali su pojedina£nog kandidata (nastavnika, odnosno porodicu) naspram
�ksnog praga, dok se ovde rangira vi²e alternativa jedna naspram druge. To otvara pitanje
koje se u prethodna dva primera nije postavljalo: da li tri integrala uvek daju isti poredak

alternativa, ili izbor integrala moºe promeniti ne samo broj£anu ocenu, ve¢ i to ko je
�pobednik�?

Kontekst: ²kola razmatra uvo�enje zvani£nog Cambridge ispitnog programa, sa na-
merom da vremenom ponudi sve nivoe (npr. IGCSE i AS/A Level). Po²to su resursi za
prvu godinu uvo�enja, obuka nastavnika, ispitne licence, budºet, ograni£eni, ²kola mora
da odlu£i koje predmete ¢e prioritetno pokriti. Po²to je re£ o internacionalnoj ²koli, pri-
rodno je da su strani jezici zastupljeni me�u razmatranim predmetima. Razmatra se pet
predmeta, Matematika, Informatika, Biologija, Nema£ki jezik i �panski jezik, ocenjenih po
£etiri kriterijuma, koji se poistove¢uju sa skupom Y = {c1, c2, c3, c4}:

� c1, potraºnja u£enika (procenjena anketom o interesovanju),

� c2, dostupnost kvali�kovanih nastavnika (broj i spremnost postoje¢eg kadra da pre-
daje program),

� c3, isplativost uvo�enja (obrnuta skala: ve¢a vrednost zna£i manje dodatnih tro²kova
po u£eniku),

� c4, uskla�enost sa postoje¢im nastavnim planom (koliko lako se predmet uklapa bez
velikih izmena kurikuluma).

De�nisanje fazi mere

Sli£no kao u Primeru 1 (Sekcija 3.1), potraºnja i dostupnost nastavnika nisu nezavisni:
ako su oba istovremeno visoko ocenjena, ²kola realno moºe da pokrene program (postoji i
traºnja i kadar), ²to je vrednije od pukog zbira dva pojedina£na doprinosa. Ovo se modeluje
fazi merom ν : 2Y → [0, 1], Y = {c1, c2, c3, c4}, koja je odre�ena slede¢im uslovima:
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(1) ν({c1}) = 0,30, ν({c2}) = 0,25, ν({c3}) = 0,20, ν({c4}) = 0,15;

(2) ν({c1, c2}) = 0,65 > ν({c1}) + ν({c2}) = 0,55;

(3) za ostale skupove S ⊆ Y mera je zbir teºina pojedina£nih kriterijuma, uz jedan izuze-
tak: za svaki skup S koji sadrºi i c1 i c2 zbiru se dodaje sinergijski bonus 0,10;

(4) ν(Y ) = 1, ν(∅) = 0.

Potraºnja nosi najve¢u pojedina£nu teºinu (0,30), jer bez dovoljno zainteresovanih u£enika
program nije opravdan; dostupnost nastavnika je druga po vaºnosti (0,25); isplativost i
uklapanje sa planom su i dalje relevantni, ali manje kriti£ni (0,20 i 0,15). Uslov (4) je
saglasan sa uslovima (1) i (3): 0,30 + 0,25 + 0,20 + 0,15 + 0,10 = 1,00.

Predmeti (alternative)

Predmet A, Matematika. f(c1) = 0,8, f(c2) = 0,9, f(c3) = 1,0, f(c4) = 1,0. Vrlo
traºena, dobra dostupnost nastavnika (predaju srodan sadrºaj u redovnom programu),
izuzetno isplativa, savr²eno se uklapa u trenutni plan.

i kriterijum f(cσ(i)) Ai ν(Ai)
1 potraºnja 0,8 {c1, c2, c3, c4} 1,00
2 nastavnici 0,9 {c2, c3, c4} 0,60
3 isplativost 1,0 {c3, c4} 0,35
4 uklapanje 1,0 {c4} 0,15

Radi potpunosti se eksplicitno ra£unaju vrednosti mere iz gornje de�nicije mere ν,
sabiranjem odgovaraju¢ih pojedina£nih teºina i sinergijskog bonusa kada je primenljivo:

A1 = {c1, c2, c3, c4},
ν(A1) = ν({c1}) + ν({c2}) + ν({c3}) + ν({c4}) + sinergija

= 0,30 + 0,25 + 0,20 + 0,15 + 0,10 = 1,00

A2 = {c2, c3, c4},
ν(A2) = ν({c2}) + ν({c3}) + ν({c4}) = 0,25 + 0,20 + 0,15 = 0,60

(bez sinergije, jer c1 /∈ A2)

A3 = {c3, c4},
ν(A3) = ν({c3}) + ν({c4}) = 0,20 + 0,15 = 0,35

A4 = {c4}, ν(A4) = ν({c4}) = 0,15

�okeov integral, svaki od £etiri £lana je (prirastaj ocene)×(mera preostalog skupa):

Ch(A) =
(
0,8−0,0

)
· 1,00 +

(
0,9−0,8

)
· 0,60

+
(
1,0−0,9

)
· 0,35 +

(
1,0−1,0

)
· 0,15

= 0,8 · 1,00 + 0,1 · 0,60 + 0,1 · 0,35 + 0,0 · 0,15
= 0,80 + 0,06 + 0,035 + 0,00 = 0,895

Sugenov integral, najve¢i od £etiri minimuma:

Su(A) = max{min(0,8; 1,00); min(0,9; 0,60);

min(1,0; 0,35); min(1,0; 0,15)}
= max{0,80; 0,60; 0,35; 0,15} = 0,80
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�ilkretov integral, najve¢i od £etiri proizvoda:

Sh(A) = max{0,8 · 1,00; 0,9 · 0,60; 1,0 · 0,35; 1,0 · 0,15}
= max{0,80; 0,54; 0,35; 0,15} = 0,80

Predmet B, Informatika. f(c1) = 0,9, f(c2) = 0,9, f(c3) = 1,0, f(c4) = 0,5. �ak i ve¢a
potraºnja od Matematike, ista dostupnost nastavnika i isplativost, ali slabije uklapanje sa
trenutnim planom (zahteva nov kurikulum i opremu).

i kriterijum f(cσ(i)) Ai ν(Ai)
1 uklapanje 0,5 {c1, c2, c3, c4} 1,00
2 potraºnja 0,9 {c1, c2, c3} 0,85
3 nastavnici 0,9 {c2, c3} 0,45
4 isplativost 1,0 {c3} 0,20

Eksplicitno se ra£unaju mere lanca, ovde c1 i c2 (sinergijski par) ostaju zajedno u
skupu A2, jer se prvo otpisuje c4 (najniºa ocena):

A1 = {c1, c2, c3, c4},
ν(A1) = 0,30 + 0,25 + 0,20 + 0,15 + 0,10 = 1,00

A2 = {c1, c2, c3},
ν(A2) = ν({c1}) + ν({c2}) + ν({c3}) + sinergija = 0,30 + 0,25 + 0,20 + 0,10 = 0,85

A3 = {c2, c3},
ν(A3) = ν({c2}) + ν({c3}) = 0,25 + 0,20 = 0,45 (bez sinergije, c1 /∈ A3)

A4 = {c3}, ν(A4) = ν({c3}) = 0,20

�okeov integral:

Ch(B) =
(
0,5−0,0

)
· 1,00 +

(
0,9−0,5

)
· 0,85

+
(
0,9−0,9

)
· 0,45 +

(
1,0−0,9

)
· 0,20

= 0,5 · 1,00 + 0,4 · 0,85 + 0,0 · 0,45 + 0,1 · 0,20
= 0,50 + 0,34 + 0,00 + 0,02 = 0,86

Sugenov integral:

Su(B) = max{min(0,5; 1,00); min(0,9; 0,85);

min(0,9; 0,45); min(1,0; 0,20)}
= max{0,50; 0,85; 0,45; 0,20} = 0,85

�ilkretov integral:

Sh(B) = max{0,5 · 1,00; 0,9 · 0,85; 0,9 · 0,45; 1,0 · 0,20}
= max{0,50; 0,765; 0,405; 0,20} = 0,765

Predmet C, Biologija. f(c1) = 0,5, f(c2) = 0,5, f(c3) = 0,6, f(c4) = 0,6. Umerene
ocene po svim kriterijumima, ni po jednom nije istaknuta.
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i kriterijum f(cσ(i)) Ai ν(Ai)
1 potraºnja 0,5 {c1, c2, c3, c4} 1,00
2 nastavnici 0,5 {c2, c3, c4} 0,60
3 isplativost 0,6 {c3, c4} 0,35
4 uklapanje 0,6 {c4} 0,15

Ovde je c1 najniºa ocena (izjedna£ena sa c2, redosled me�u njima je proizvoljan), pa
se, kao i kod Matematike, sinergija gubi u A2:

A1 = {c1, c2, c3, c4},
ν(A1) = 0,30 + 0,25 + 0,20 + 0,15 + 0,10 = 1,00

A2 = {c2, c3, c4}, ν(A2) = 0,25 + 0,20 + 0,15 = 0,60

A3 = {c3, c4}, ν(A3) = 0,20 + 0,15 = 0,35

A4 = {c4}, ν(A4) = 0,15

�okeov integral:

Ch(C) =
(
0,5−0,0

)
· 1,00 +

(
0,5−0,5

)
· 0,60

+
(
0,6−0,5

)
· 0,35 +

(
0,6−0,6

)
· 0,15

= 0,50 + 0,00 + 0,035 + 0,00 = 0,535

Sugenov integral:

Su(C) = max{min(0,5; 1,00); min(0,5; 0,60);

min(0,6; 0,35); min(0,6; 0,15)}
= max{0,50; 0,50; 0,35; 0,15} = 0,50

�ilkretov integral:

Sh(C) = max{0,5 · 1,00; 0,5 · 0,60; 0,6 · 0,35; 0,6 · 0,15}
= max{0,50; 0,30; 0,21; 0,09} = 0,50

Predmet D, Nema£ki jezik. f(c1) = 0,6, f(c2) = 0,5, f(c3) = 0,7, f(c4) = 0,8. Umerena
potraºnja, ali ograni£ena dostupnost kvali�kovanih nastavnika nema£kog (teºe se pronalaze
od nastavnika engleskih/romanskih jezika), pristojna isplativost, dobro uklapanje jer se
nema£ki ve¢ predaje kao izborni predmet.

Sortirano: f(c2) = 0,5 ≤ f(c1) = 0,6 ≤ f(c3) = 0,7 ≤ f(c4) = 0,8. Lanac i mere:

A1 = {c1, c2, c3, c4},
ν(A1) = 0,30 + 0,25 + 0,20 + 0,15 + 0,10 = 1,00

A2 = {c1, c3, c4},
ν(A2) = ν({c1}) + ν({c3}) + ν({c4}) = 0,30 + 0,20 + 0,15 = 0,65

(bez sinergije, jer c2 /∈ A2)

A3 = {c3, c4}, ν(A3) = 0,20 + 0,15 = 0,35

A4 = {c4}, ν(A4) = 0,15
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�okeov integral:

Ch(D) =
(
0,5−0,0

)
· 1,00 +

(
0,6−0,5

)
· 0,65

+
(
0,7−0,6

)
· 0,35 +

(
0,8−0,7

)
· 0,15

= 0,5 · 1,00 + 0,1 · 0,65 + 0,1 · 0,35 + 0,1 · 0,15
= 0,50 + 0,065 + 0,035 + 0,015 = 0,615

Sugenov integral:

Su(D) = max{min(0,5; 1,00); min(0,6; 0,65);

min(0,7; 0,35); min(0,8; 0,15)}
= max{0,50; 0,60; 0,35; 0,15} = 0,60

�ilkretov integral:

Sh(D) = max{0,5 · 1,00; 0,6 · 0,65; 0,7 · 0,35; 0,8 · 0,15}
= max{0,50; 0,39; 0,245; 0,12} = 0,50

Predmet E, �panski jezik. f(c1) = 0,7, f(c2) = 0,8, f(c3) = 0,75, f(c4) = 0,6. Ve¢a po-
traºnja od nema£kog, znatno bolja dostupnost nastavnika (romanski jezici su zastupljeniji
me�u kandidatima za posao), dobra isplativost, umereno uklapanje sa trenutnim planom.

Sortirano: f(c4) = 0,6 ≤ f(c1) = 0,7 ≤ f(c3) = 0,75 ≤ f(c2) = 0,8. Lanac i mere:

A1 = {c1, c2, c3, c4},
ν(A1) = 0,30 + 0,25 + 0,20 + 0,15 + 0,10 = 1,00

A2 = {c1, c2, c3},
ν(A2) = ν({c1}) + ν({c2}) + ν({c3}) + sinergija = 0,30 + 0,25 + 0,20 + 0,10 = 0,85

A3 = {c2, c3},
ν(A3) = ν({c2}) + ν({c3}) = 0,25 + 0,20 = 0,45 (bez sinergije, c1 /∈ A3)

A4 = {c2}, ν(A4) = 0,25

�okeov integral:

Ch(E) =
(
0,6−0,0

)
· 1,00 +

(
0,7−0,6

)
· 0,85

+
(
0,75−0,7

)
· 0,45 +

(
0,8−0,75

)
· 0,25

= 0,6 · 1,00 + 0,1 · 0,85 + 0,05 · 0,45 + 0,05 · 0,25
= 0,60 + 0,085 + 0,0225 + 0,0125 = 0,72

Sugenov integral:

Su(E) = max{min(0,6; 1,00); min(0,7; 0,85);

min(0,75; 0,45); min(0,8; 0,25)}
= max{0,60; 0,70; 0,45; 0,25} = 0,70

�ilkretov integral:

Sh(E) = max{0,6 · 1,00; 0,7 · 0,85; 0,75 · 0,45; 0,8 · 0,25}
= max{0,60; 0,595; 0,3375; 0,20} = 0,60
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Univerzalna varijanta

Kao i u Primeru 1, primenjuje se i univerzalni integral I+2,Prod(m, f) =
√
Ch(m2, f2)

(Primer 2.3(iii)) na svih pet predmeta, radi potpunosti, i radi provere da li dodatni �kom-
penzatorniji� integral menja poredak.

Matematika (A). Kvadrirane ocene po lancu: f(c1)2 = 0,64, f(c2)2 = 0,81, f(c3)2 =
1,00, f(c4)2 = 1,00; kvadrirane mere: ν(A1)

2 = 1,00, ν(A2)
2 = 0,36, ν(A3)

2 = 0,1225,
ν(A4)

2 = 0,0225.

Ch(ν2, f2) =
(
0,64−0,00

)
· 1,00 +

(
0,81−0,64

)
· 0,36

+
(
1,00−0,81

)
· 0,1225 +

(
1,00−1,00

)
· 0,0225

= 0,6400 + 0,17 · 0,36 + 0,19 · 0,1225 + 0,00

= 0,6400 + 0,0612 + 0,0233 + 0,0000 = 0,7245

I+2,Prod(A) =
√

0,7245 ≈ 0,8512 ≈ 0,851.

Informatika (B). f(c4)2 = 0,25, f(c1)2 = 0,81, f(c2)2 = 0,81, f(c3)2 = 1,00; ν(A1)
2 =

1,00, ν(A2)
2 = 0,7225, ν(A3)

2 = 0,2025, ν(A4)
2 = 0,04.

Ch(ν2, f2) =
(
0,25−0,00

)
· 1,00 +

(
0,81−0,25

)
· 0,7225

+
(
0,81−0,81

)
· 0,2025 +

(
1,00−0,81

)
· 0,04

= 0,2500 + 0,56 · 0,7225 + 0,00 + 0,19 · 0,04
= 0,2500 + 0,4046 + 0,0000 + 0,0076 = 0,6622

I+2,Prod(B) =
√

0,6622 ≈ 0,8138 ≈ 0,814.

Biologija (C). f(c1)2 = 0,25, f(c2)2 = 0,25, f(c3)2 = 0,36, f(c4)2 = 0,36; ν(A1)
2 = 1,00,

ν(A2)
2 = 0,36, ν(A3)

2 = 0,1225, ν(A4)
2 = 0,0225.

Ch(ν2, f2) =
(
0,25−0,00

)
· 1,00 +

(
0,25−0,25

)
· 0,36

+
(
0,36−0,25

)
· 0,1225 +

(
0,36−0,36

)
· 0,0225

= 0,2500 + 0,0000 + 0,11 · 0,1225 + 0,0000

= 0,2500 + 0,0000 + 0,0135 + 0,0000 = 0,2635

I+2,Prod(C) =
√
0,2635 ≈ 0,5133 ≈ 0,513.

Nema£ki (D). f(c2)2 = 0,25, f(c1)2 = 0,36, f(c3)2 = 0,49, f(c4)2 = 0,64; ν(A1)
2 = 1,00,

ν(A2)
2 = 0,4225, ν(A3)

2 = 0,1225, ν(A4)
2 = 0,0225.

Ch(ν2, f2) =
(
0,25−0,00

)
· 1,00 +

(
0,36−0,25

)
· 0,4225

+
(
0,49−0,36

)
· 0,1225 +

(
0,64−0,49

)
· 0,0225

= 0,2500 + 0,11 · 0,4225 + 0,13 · 0,1225 + 0,15 · 0,0225
= 0,2500 + 0,0465 + 0,0159 + 0,0034 = 0,3158

I+2,Prod(D) =
√
0,3158 ≈ 0,5620 ≈ 0,562.
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�panski (E). f(c4)2 = 0,36, f(c1)2 = 0,49, f(c3)2 = 0,5625, f(c2)2 = 0,64; ν(A1)
2 = 1,00,

ν(A2)
2 = 0,7225, ν(A3)

2 = 0,2025, ν(A4)
2 = 0,0625.

Ch(ν2, f2) =
(
0,36−0,00

)
· 1,00 +

(
0,49−0,36

)
· 0,7225

+
(
0,5625−0,49

)
· 0,2025 +

(
0,64−0,5625

)
· 0,0625

= 0,3600 + 0,13 · 0,7225 + 0,0725 · 0,2025 + 0,0775 · 0,0625
= 0,3600 + 0,0939 + 0,0147 + 0,0048 = 0,4734

I+2,Prod(E) =
√
0,4734 ≈ 0,6880 ≈ 0,688.

Poredak po I+2,Prod: A(0,851) ≻ B(0,814) ≻ E(0,688) ≻ D(0,562) ≻ C(0,513), identi-
£an poretku po �okeovom i �ilkretovom integralu (Matematika ispred Informatike). Ovo
je o£ekivano, jer je I+2,Prod izveden iz �okeovog integrala nestandardnom transformacijom
(Primer 2.3(iii)) i nasle�uje njegovu kompenzatornu prirodu, potvr�uje da je inverzija
ranga kod Sugenovog integrala zaista posledica njegove nekompenzatorne, nemaksitivne
strukture, a ne slu£ajnost izbora konkretnog kapaciteta.

Rezimiraju¢a tabela i poredak

Predmet Ch Su Sh I+2,Prod

A, Matematika 0,895 0,80 0,80 0,851
B, Informatika 0,86 0,85 0,765 0,814
C, Biologija 0,535 0,50 0,50 0,513
D, Nema£ki jezik 0,615 0,60 0,50 0,562
E, �panski jezik 0,72 0,70 0,60 0,688

Poredak po �okeovom integralu: A ≻ B ≻ E ≻ D ≻ C (0,895 > 0,86 > 0,72 >
0,615 > 0,535). Poredak po Sugenovom integralu: B ≻ A ≻ E ≻ D ≻ C (0,85 > 0,80 >
0,70 > 0,60 > 0,50). Poredak po �ilkretovom integralu: A ≻ B ≻ E ≻ D = C (0,80 >
0,765 > 0,60 > 0,50 = 0,50).

Za sva tri integrala �panski jezik je ispred Nema£kog jezika i Biologije, dok se razlika
javlja kod �ilkretovog integrala, gde su Nema£ki jezik i Biologija izjedna£eni. Kod �oke-
ovog i Sugenovog integrala, Informatika i Matematika su ubedljivo prva dva mesta. Dva
zapaºanja, me�utim, zasluºuju posebnu paºnju:

� Promena poretka na prvom mestu. �okeov i �ilkretov integral slaºu se da je
Matematika bolji izbor od Informatike, dok Sugenov integral daje suprotan poredak,
Informatika ispred Matematike. Ovo predstavlja konkretnu inverziju poretka izme�u
razli£itih integrala.

� Neo£ekivano identi£an rezultat kod �ilkretovog integrala. Nema£ki jezik
(D) i Biologija (C) imaju potpuno razli£ite pro�le ocena, D je umereno dobar na
sve £etiri kriterijuma (0,5�0,8), dok je C osrednji svuda (0,5�0,6), a ipak Sh(D) =
Sh(C) = 0,50, potpuno identi£an rezultat. Razlog je strukturan: �ilkretov integral
je maksimum od svega £etiri proizvoda f(cσ(i)) · ν(Ai), pa ne �vidi� £itav pro�l
ocena, ve¢ samo jednu najbolju kombinaciju (�trenutak�) t · ν({f ≥ t}), i kod oba
predmeta se ispostavlja da je taj najbolji trenutak identi£an broj, iako su do njega
do²li razli£itim ocenama. Ovo pokazuje da �ilkretov integral, iako koristan, nosi
realan rizik gubitka informacije o pro�lu alternative u odnosu na �okeov ili Sugenov
integral, koji �koriste� vi²e £lanova niza pri agregaciji.

71



Diskusija: za²to dolazi do inverzije ranga

Obja²njenje leºi u redosledu kojim se kriterijumi �isklju£uju� iz lanca A1 ⊃ A2 ⊃ · · ·
pri sortiranju (Sekcija 1.8), u kombinaciji sa sinergijskim bonusom u meri ν.

Kod Matematike (A), najniºe ocenjen kriterijum je ba² potraºnja c1 (f(c1) = 0,8), onaj
koji u£estvuje u sinergijskom paru {c1, c2}. Kako se c1 prvi �otpisuje� iz lanca, preostali
skup A2 = {c2, c3, c4} vi²e ne sadrºi c1, pa gubi sinergijski bonus: ν(A2) = 0,60, umesto
potencijalno vi²e vrednosti da je c1 ostao u skupu. Sugenov integral tada, za i = 2, ra£una
min(0,9; 0,60) = 0,60, sinergija je �izgubljena� pre nego ²to je iskori²¢ena.

Kod Informatike (B), najniºe ocenjen kriterijum je uklapanje sa planom c4 (f(c4) =
0,5), koje nije deo sinergijskog para. Kada se c4 otpi²e, preostali skup A2 = {c1, c2, c3}
i dalje sadrºi oba kriterijuma sinergijskog para, pa je ν(A2) = 0,85, sinergijski bonus je
sa£uvan. Sugenov integral tada, za i = 2, ra£una min(0,9; 0,85) = 0,85, ²to je znatno ve¢e
nego odgovaraju¢i £lan kod Matematike.

Drugim re£ima: kod Sugenovog integrala nije bitno samo koliko je neki kriterijum dobro
ocenjen, ve¢ i koji kriterijum je najslabija karika, jer upravo taj kriterijum prvi napu²ta
lanac i moºe poneti sa sobom (ili sa£uvati) sinergijski bonus sa preostalim kriterijumima.
�okeov integral, s druge strane, sabira doprinose svih slojeva, pa ravnomernije uzima u
obzir svaki kriterijum.

Ova pojava je snaºnija verzija zapaºanja iz Primera 1 (Kandidat D, Sekcija 3.1) da
ne postoji op²ti poredak izme�u Ch i Su: tamo je razlika bila samo u broj£anoj oceni
istog kandidata, dok ovde izbor integrala menja ko pobe�uje u rangiranju. Za instituciju
koja donosi odluku na osnovu ovakvog rangiranja, ovo je vaºno prakti£no upozorenje: izbor
integrala nije samo tehni£ka, matemati£ka odluka, ve¢ moºe direktno odrediti ishod procesa
odlu£ivanja, pa ga treba birati svesno, u zavisnosti od toga da li je poºeljno kompenzatorno
rezonovanje (�okeov) ili rezonovanje zasnovano na �uskom grlu� (Sugenov), videti diskusiju
u Sekciji 1.6.
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Zaklju£ak

Master rad je organizovan u tri celine koje se prirodno nadovezuju jedna
na drugu: prva celina uvodi fazi mere i tri klasi£na integrala (�okeov, Suge-
nov, �ilkretov integral) konstruktivnim putem; druga celina uvodi njihovo
zajedni£ko aksiomatsko uop²tenje, univerzalni integral, i pokazuje kako se
sva tri integrala iz prve celine dobijaju kao specijalni slu£ajevi jedne op²te
konstrukcije; tre¢a celina primenjuje £itav aparat na tri originalna primera iz
konteksta rada u internacionalnoj ²koli, birana upravo tako da svaki od njih
osvetli druga£iji aspekt teorijskih razlika izme�u integrala, pojedina£nu oce-
nu naspram praga (Primer 1), hijerarhijsko spajanje pod-ocena (Primer 2), i
rangiranje vi²e alternativa (Primer 3). Ovo poglavlje sumira glavne rezultate
svake celine i predlaºe pravce daljeg istraºivanja.

Pregled teorijskih rezultata

U prvom delu rada uveden je pojam fazi mere kao oslabljenja klasi£ne
aditivne mere, motivisan konkretnim primerom u kojem aditivnost onemo-
gu¢ava modelovanje sinergije izme�u kriterijuma (Sekcija 1.1). Uvedeni su
pojmovi komonotonosti, bazi£nih i prostih funkcija, i njihove komonotone re-
prezentacije, kao neophodan aparat za de�nisanje sva tri integrala. Detaljno
su izloºena osnovna svojstva �okeovog integrala (monotonost, homogenost,
komonotona aditivnost, horizontalna aditivnost, neprekidnost od dole), Su-
genovog integrala (analogna svojstva, ali sa ∧-homogeno²¢u i komonotonom
maksitivno²¢u umesto aditivnosti) i �ilkretovog integrala (pozitivna homoge-
nost i komonotona maksitivnost, uz potpunu aksiomatsku karakterizaciju).
Uveden je i pojam �okeovih kapaciteta proizvoljnog reda k (Sekcija 1.5), koji
hijerarhijski klasi�kuju monotone skupovne funkcije prema stepenu supera-
ditivnosti, sa vezom ka Dempster��eferovoj teoriji uverenja. Posebna paºnja
posve¢ena je diskretnom slu£aju (Sekcija 1.8), koji je od su²tinskog zna£aja
za primenu u procesu odlu£ivanja, jer svodi sva tri integrala na eksplicitne,
kona£ne formule pogodne za direktan ra£un preko sortiranog lanca kriteriju-
ma.

Pore�enje �okeovog i Sugenovog integrala (Sekcija 1.6) istaklo je klju£-
nu konceptualnu razliku koja se provla£i kroz £itav rad: �okeov integral je
kompenzatoran, dozvoljavaju¢i da visoke ocene na jednim kriterijumima na-
doknade niske na drugim. Sugenov integral je ne-kompenzatoran i pokazuje
veto-efekat: £im ocena prema²i meru odgovaraju¢eg nivo skupa, njeno dalje
pove¢anje ne uti£e na rezultat. �ilkretov integral je tako�e ne-kompenzatoran,
jer je zasnovan na maksimumu, pa u rezultatu odlu£uje samo jedan £lan, ali
proizvod, za razliku od minimuma, ne ograni£ava doprinos ocene merom, pa
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ne pokazuje veto-efekat.
U drugom delu rada predstavljen je aksiomatski pristup univerzalnom in-

tegralu (De�nicija 2.4), koji preko tri aksioma (monotonost, �istinitosna funk-
cionalnost� preko pseudo-mnoºenja, i nerazlikovanje integral-ekvivalentnih
parova) obuhvata i �okeov, i Sugenov, i �ilkretov integral kao specijalne slu-
£ajeve. Pokazana je konstrukcija najmanjeg i najve¢eg univerzalnog integrala
u odnosu na �ksirano pseudo-mnoºenje (Propozicija 2.2), kao i konstrukcija
preko integral operativnog para (⊕,⊗) (Propozicija 2.4), koja obja²njava sva
tri klasi£na integrala kao specijalne slu£ajeve jedne op²te ²eme, (+,Prod) za
�okeov, (sup,Min) za Sugenov i (sup,Prod) za �ilkretov integral. Kona£no,
razmotrena je restrikcija na jedini£ni interval [0, 1] i veza sa semikopulama
(t-seminormama), gde je eksplicitno pokazano (Sekcija 2.5) da su pseudo-
mnoºenja iz sva tri integrala, TM , TP , dve od £etiri prototipske t-norme,
£ime je zatvoren krug izme�u aksiomatskog pristupa iz drugog dela i kon-
struktivnih de�nicija iz prvog dela rada.

Pregled primera i glavni nalazi

Tre¢i deo rada sadrºi tri originalna primera iz konteksta rada u inter-
nacionalnoj ²koli, svaki osmi²ljen da osvetli druga£iji aspekt razlika izme�u
integrala:

� Primer 1 (Sekcija 3.1), izbor nastavnog kadra, pokazao je da kom-
penzatorna (�okeov) i ne-kompenzatorna (Sugenov, �ilkretov) agrega-
cija mogu dati kvalitativno razli£ite zaklju£ke o istom kandidatu (Kan-
didat B), da ne postoji op²ti poredak izme�u Ch i Su (Kandidat D, gde
je Su(f) > Ch(f)), i da sama teorija fazi integrala ne moºe zameniti
tvrda, apsolutna ograni£enja (eliminatorni prag za engleski jezik), one
moraju biti dodate spolja, kao �lter primenjen pre integrala.

� Primer 2 (Sekcija 3.2), upis dece, pro²irio je isti formalizam na hije-
rarhijski, dvoetaºni model, pokazuju¢i da se ista konstrukcija integrala
moºe rekurzivno primeniti na spajanje pod-ocena u �nalnu ocenu, i da
izbor integrala uti£e na to koliko snaºno odli£an rezultat na jednom ni-
vou (roditelji) moºe nadoknaditi slab rezultat na drugom (dete), �okeov
integral to delimi£no dozvoljava, Sugenov i �ilkretov integral ne.

� Primer 3 (Sekcija 3.3), rangiranje predmeta za uvo�enje Cambrid-
ge programa, uveo je pitanje koje se u prethodna dva primera nije
postavljalo: da li tri integrala uvek daju isti poredak vi²e alternativa.
Konstruisan je konkretan primer inverzije ranga (Matematika naspram

74



Informatike), obja²njen preko toga koji kriterijum prvi napu²ta sortira-
ni lanac i da li pri tome �nosi sa sobom� sinergijski bonus sa preostalim
kriterijumima. Dodatno je uo£en i neo£ekivano identi£an rezultat kod
�ilkretovog integrala izme�u dva predmeta sa potpuno razli£itim pro�-
lima ocena (Nema£ki jezik i Biologija), ²to je razja²njeno strukturnom
osobinom �ilkretovog integrala da �vidi� samo jedan, najbolji trenutak
niza, a ne £itav pro�l. Univerzalna varijanta I+2,Prod, izvedena iz �o-
keovog integrala, potvrdila je da inverzija ranga nije slu£ajnost izbora
konkretnog kapaciteta, ve¢ posledica fundamentalne, strukturne razlike
izme�u kompenzatorne i ne-kompenzatorne agregacije.

Prakti£ne implikacije

Zajedni£ka nit sva tri primera jeste da izbor integrala nije tehni£ka,
matemati£ka sitnica, ve¢ svesna modelska odluka koja direktno uti-
£e na ishod procesa odlu£ivanja. Kada je poºeljno da izuzetan rezultat na
jednom kriterijumu (ili podsistemu) delimi£no nadoknadi slabost na drugom,
�okeov integral je prirodan izbor. Kada je, naprotiv, poºeljno da nijedan
kriterijum ne sme biti zapostavljen, da �najslabija karika� realno ograni£ava
ukupnu ocenu, Sugenov integral bolje odraºava takvu politiku. Institucija
koja donosi odluku (²kola, komisija, upravni odbor) treba da bira integral u
skladu sa svojim vrednostima i prioritetima, a ne isklju£ivo iz matemati£ke
pogodnosti, i treba da bude svesna da za rangiranje vi²e alternativa taj izbor
moºe promeniti ne samo broj£anu ocenu, ve¢ i to ko je krajnji �pobednik�.

Ograni£enja rada

Vredi eksplicitno navesti i ograni£enja predstavljenog pristupa. Prvo, sve
fazi mere kori²¢ene u primerima su ru£no konstruisane radi ilustracije, u real-
noj primeni bilo bi neophodno sprovesti formalan proces elicitacije fazi mere
od donosilaca odluke (na primer, upitnicima o relativnoj vaºnosti pojedina£-
nih kriterijuma i koalicija), ²to izlazi iz okvira ovog rada. Drugo, primeri
koriste isklju£ivo 2-aditivne fazi mere (sa najvi²e jednim sinergijskim parom
po primeru); op²tije, vi²e-aditivne fazi mere sa interakcijama vi²eg reda nisu
razmatrane, iako bi u principu mogle dati bogatiju, ali i teºe interpretabilnu
sliku. Tre¢e, spoljni �lteri (eliminatorni pragovi) kori²¢eni u prva dva prime-
ra predstavljaju pojednostavljenje, u praksi bi granica prolaska/eliminacije
retko bila o²tra, ve¢ bi verovatno postojala neka forma postepenog, �mekog�
opadanja poverenja u kandidata/alternativu ispod ºeljenog nivoa, ²to bi za-
htevalo druga£iji matemati£ki aparat (na primer, fazi pragove) od onog kori-
²¢enog ovde. �etvrto, broj kandidata/porodica/predmeta u svakom primeru
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je namerno mali (tri do pet alternativa), radi preglednosti ru£nog ra£una,
zaklju£ci o postojanju inverzije ranga ili identi£nih rezultata ne moraju se
uop²titi na sve mogu¢e pro�le ocena i kapacitete, ve¢ su prikazani kao posto-
je¢i fenomeni (dokazi postojanja preko konkretnih konstruisanih primera), a
ne kao tvrdnje o njihovoj u£estalosti u op²tem slu£aju.

Pravci daljeg istraºivanja

Nekoliko prirodnih pro²irenja ostaje otvoreno za dalji rad. Prvo, prime-
ri u ovom radu koriste ru£no konstruisane (2-aditivne) fazi mere sa jednim
sinergijskim parom po primeru; u praksi bi fazi mera trebalo da se u£i iz po-
dataka ili elicituje od donosilaca odluke, na primer preko �eplijeve vrednosti
i indeksa interakcije, koji pruºaju interpretabilnu dekompoziciju doprinosa
i interakcija pojedina£nih kriterijuma. Drugo, rad se ograni£io na diskretan
slu£aj sa malim brojem kriterijuma (£etiri do pet); ve¢i broj kriterijuma
otvara pitanja izra£unljivosti i elicitacije kapaciteta, koja su predmet aktiv-
nog istraºivanja u literaturi (npr. k-aditivne fazi mere kao kompromis izme�u
izraºajnosti i broja parametara). Tre¢e, primeri su ograni£eni na �ksne, iz-
vesne ocene kriterijuma; realni sistemi za podr²ku odlu£ivanju £esto rade sa
neizvesnim ili intervalno-vrednim ocenama, gde bi generalizacije �okeovog
integrala na fazi-vrednosne ili intervalne integrale (izvan okvira ovog rada)
bile relevantne. �etvrto, primer 3 je otkrio i neo£ekivano identi£an rezultat
kod �ilkretovog integrala (Nema£ki jezik naspram Biologije), sistematska ka-
rakterizacija uslova pod kojima �ilkretov integral proizvodi ovakve identi£ne
rezultate, i koliko su oni �tipi£ni� za slu£ajno izabrane pro�le ocena, ostaje
otvoreno pitanje. Kona£no, sistematsko istraºivanje uslova pod kojima dola-
zi do inverzije ranga (koliko je �tipi£na� ili �retka� u odnosu na proizvoljno
izabrane pro�le ocena i kapacitete) ostaje otvoreno pitanje koje bi zasluºi-
lo dublju teorijsku i eksperimentalnu analizu, na primer, kroz simulacije sa
slu£ajno generisanim kapacitetima i pro�lima ocena, ili kroz analiti£ku karak-
terizaciju granice izme�u �bezbednih� i �rizi£nih� regiona parametara u koji-
ma razli£iti integrali garantovano daju isti poredak alternativa. Peto, bilo bi
vredno sprovesti i empirijsku validaciju predstavljenog pristupa u stvarnom,
a ne hipoteti£kom okruºenju internacionalne ²kole, na primer, prikupljanjem
stvarnih ocena kandidata i konsultacijom sa £lanovima komisije za zapo²lja-
vanje ili upis o tome koji od tri integrala (ili neki drugi univerzalni integral)
najbolje odraºava njihovu intuitivnu politiku odlu£ivanja, £ime bi se izbor
konkretnog integrala i konkretne fazi mere u budu¢em radu mogao osloniti
na empirijske, a ne isklju£ivo ilustrativne argumente.
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