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Predgovor

Projektivna geometrija predstavlja jednu od najlepsih i najsofisticiranijih
oblasti klasi¢ne matematike. Iako je istorijski ponikla iz praktiénih potreba
renesansnih umetnika i arhitekata za razumevanjem perspektive i vernim
prikazivanjem trodimenzionalnog prostora na dvodimenzionalnom platnu,
ona se tokom XVII i XIX veka, zahvaljujué¢i radovima Zerara Dezarga,
Bleza Paskala, Zan-Viktora Ponselea i Feliksa Klajna, razvila u samostalnu
i strogo aksiomatizovanu matemati¢ku disciplinu.

Glavna estetska i prakti¢na moé¢ projektivne geometrije lezi u njenoj
sposobnosti da apstrahuje metricka svojstva prostora, kao $to su duzine i
uglovi, i da se fokusira isklju¢ivo na relacije pripadnosti (incidencije) tacaka
i pravih.

Motivacija za izradu ovog master rada proistice iz Zelje da se prikaze
povezanost izmedu euklidskog prostora i projektivnih alata. U savremenoj
olimpijskoj geometriji i naprednom reSavanju problema, euklidski metodi
Cesto zahtevaju sloZene i glomazne metricke prora¢une, trigonometrijske
transformacije ili komplikovan rac¢un sa koordinatama. Nasuprot tome, pro-
jektivne metode, vodene konceptima harmonijskih ¢etvorki i velikih teorema
projektivne ravni, omogucavaju da se najtezi planimetrijski zadaci rese ele-
gantno, u svega nekoliko koraka.

Rad je strukturalno podeljen na tri celine:

e Glava 1 (Uvod) postavlja teorijsku osnovu rada kroz navodenje
klju¢nih uvodnih teorema, kao $to su Talesova, sinusna, Cevina i
Menelajeva teorema, koje sluze kao neophodan most ka naprednijim
konceptima.

e Glava 2 (VaZne teoreme projektivne geometrije) posvecena je
fundamentalnim stubovima projektivne ravni. U njoj se detaljno ana-
liziraju i ilustruju Dezargova, Paskalova, Papusova i BrijanSonova teo-
rema, sa posebnim osvrtom na harmonijske Cetvorke i harmonijske
Getvorouglove.



SADRZAJ

e Glava 3 (Primena teorema projektivne geometrije) predstavlja
prakti¢ni i aplikativni srz rada, gde se kroz pazljivo odabrane napredne
primere i zadatke sa matematickih takmicenja demonstrira moé i su-
periornost projektivnih metoda u poredenju sa klasiénim euklidskim
pristupom.

Izrazavam najdublju zahvalnost svom mentoru, dr Vladu Uljareviéu,
na svesrdnoj podrsci, strpljenju, dragocenim savetima i struénom vodenju
tokom celokupnog procesa izrade ovog rada. Njegove kritike i sugestije su
u velikoj meri doprinele podizanju kvaliteta ovog teksta.

Takode, zahvaljujem se Clanovima komisije, dr Petru Markoviéu i
dr Kristini Ago, na izdvojenom vremenu, pazljivom ¢itanju rada i koris-
nim smernicama za njegovu kona¢nu odbranu. Veliku zahvalnost dugujem i
svim profesorima i asistentima sa Departmana za matematiku i informatiku
Prirodno-matematickog fakulteta u Novom Sadu, koji su mi tokom studija
preneli ljubav prema matematici i pruzili vrhunsko akademsko obrazovanje.

Na samom kraju, neizmernu zahvalnost dugujem svojoj porodici, posebno
svom vereniku Vuku i sestri¢ini Luni, kao i prijateljima za bezuslovnu po-
drsku, razumevanje i motivaciju koje su mi pruzali tokom svih godina skolo-
vanja.

Novi Sad, 2026. godine Milica Teoharevié¢



Glava

Uvod

1.1 Uvodne napomene

Razumevanje odnosa euklidske i projektivne geometrije predstavlja jedan od
vaznih aspekata klasi¢ne geometrije. Dok se euklidska geometrija primarno
oslanja na pojmove razdaljine, ugla i podudarnosti, projektivna geometrija
fokus stavlja na invarijante, odnosno svojstva koja se ne menjaju pri pro-
jektovanju, poput kolinearnosti tac¢aka i konkurentnosti pravih.

Ovaj rad istrazuje moguénost da se principi projektivne geometrije —
prvenstveno Paskalova, Dezargova, Papusova i BrijanSonova teorema —
primene u reSavanju euklidskih problema. Kako bi analiza ovih teorema
bila potpuna i metodologki utemeljena, neophodno je prvo definisati klasi¢ne
alate euklidske geometrije na kojima se na8i dokazi zasnivaju.

U nastavku ovog poglavlja predstavljamo osnovne teoreme i definicije,
koje ¢ine neophodan preduslov za razumevanje dokaza teorema u narednoj
glavi. Potrebne teoreme, poput Menelajeve i Cevine, kao i koncept potencije
tacke u odnosu na kruznicu, koriste se kao osnovni za tumacenje projektivnih
relacija na euklidski na¢in, ¢ime se omoguéava formalna potvrda geometri-
jskih svojstava bez potrebe za kompleksnom analitickom geometrijom.

1.2 Pomocéne teoreme

Sve teoreme navedene u ovom odeljku smatramo poznatim rezultatima iz
euklidske geometrije, te ih ovde navodimo radi potpune preglednosti dokaza
koji slede u narednoj glavi.

TEOREMA 1.1 (Talesova teorema o proporcionalnim odseécima). Neka su p
1q dve prave koje se seku u tacki O, i neka su one preseéene sa dve paralelne
prave a i b. Ako prava a sece prave p i g redom u tackama A i B, a prava
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1.2. POMOCNE TEOREME

b ih sece u tackama A’ i B, tada vaZi sledeéa proporcionalnost odsecaka:

OA OB AB

OA" — OB’ ~ A'B"

kao 1

OA OB

AA” BB
Doxkaz. Dokaz é¢emo podeliti na dva dela: prvo éemo dokazati jednakost
prva dva odnosa (% = %), a zatim ¢emo ukljuciti i odnos sa paralelnim
duzima.
Dokazimo prvo 821, = 85,. Posmatrajmo AOAB’ i AOBA’ (neka je ras-

pored tataka kao na slici [1.1). Primetimo da AABB' i AABA' imaju
zajednicku stranicu AB, a njihova treca temena (B’ i A’) leZe na pravoj
b koja je paralelna pravoj a. Zbog toga su visine ovih trouglova spustene
na osnovicu AB jednake, pa zaklju¢ujemo P(AABB') = P(ANABA’). Ako
obema stranama gornje jednakosti dodamo povrsinu AOAB, dobijamo

P(AOAB) + P(AABB') = P(AOAB) + P(AABA'),

Sto nam direktno daje P(AOAB') = P(AOBA’). Dalje, AOAB i AOA'B
dele zajedni¢ko teme B, pa su njihove visine spustene na pravu p jednake.
Zato se njihove povrsine odnose kao:

OA  P(AOAB)
OA’  P(AOA'B)’

Sliéno, posmatrajmo AOAB i AOB’A; oni dele zajednicko teme A, pa su
njihove visine spustene na pravu q jednake. Njihove povrsine se odnose kao:
OB  P(AOAB)

OB P(AOB'A)’

Posto smo veé¢ dokazali da je P(AOAB') = P(AOBA’), desne strane
poslednje dve jednakosti su potpuno jednake, odakle neposredno sledi:

OA OB

OA" OB’

Da bismo dokazali da je odnos % jednak prethodnim, povucimo pomoénu
pravu kroz tacku A koja je paralelna pravoj ¢ (odnosno pravoj na kojoj leze
B i B’). Neka ta prava sece pravu b (odnosno duz A’B’) u novoj tacki C'.
éetvorougao ABB'C je po konstrukciji paralegram, jer su mu naspramne
stranice paralelne (AB || CB' 1 AC || BB').

Iz osobina paralelograma znamo da su naspramne stranice jednake duzine:
B'C = AB. Sada mozemo primeniti ve¢ dokazani deo Talesove teoreme, ali
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posmatrajuéi ugao sa temenom u tacki A’ i prave koje se seku u njemu.
Dobijamo odnos:

A'A AC

AO  A'B
Odakle VaZl 1— A’O =1— A/B/» odnosno A/?4764/A _ A/Ej%é/c’ pa
% = W' Posto je B'C' = AB, zamenom dobijamo:

OA AB

OA’  A'B’”

Spajanjem rezultata iz prvog i drugog dela, dobijamo:

OA OB AB

OAZOR_AB'

_ !
Iz §4 = 6 sledi &5 = G, odakle 1 — =1 - GF. paje @504 =
OBO# tj. fgfj}l = g% , ¢ime je teorema u potpunostl dokazana. O

Slika 1.1: Tlustracija Talesove teoreme

TEOREMA 1.2 (Obrnuta Talesova teorema). Neka su p i q¢ dve prave koje
se seku u tacki O, i neka su one presedene sa dve prave a i b. Ako prava a
sece prave p 1 q redom u tackama A 1 B, a prava b ih sece u tackama A’ i
B’, tako da vazi O — A—A’, O — B — B’ i sledecéa proporcionalnost odsecaka:

OA OB

AA'" BB’

tada je a || b.

DOKAZ. Pretpostavimo suprotno da prave a i b nisu paralelne. Neka je v/
prava kroz tacku A’ paralelna pravoj a i neka je B” presek pravih V' i q.
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OA OB OA OB

Tada po Talesovoj teoremi vazi iv = Bprs @ kako je i iv = Bp toje
BB’ = BB”, pa je B’ = B”, tj. prave b i b’ se poklapaju, pa prave a i b
moraju biti paralelne. O

Direktna posledica Talesove teoreme jeste i pojam sli¢nosti geometrijskih
figura.

DEFINICIJA 1.3. Za AABC i AA'B'C’ kazemo da su sli¢ni (u oznaci AABC ~
ANA'B'C’) ako su im odgovarajuéi uglovi jednaki ({A = LA’, B = £B’,
£C = £C") i ako su im odgovarajuée stranice proporcionalne:

AB BC CA
A'B' ~ B'C' T CA”
U daljem radu, sli¢nost trouglova ¢emo najcesée utvrdivati preko UU
stava koji tvrdi:

TEOREMA 1.4. Ukoliko dva trougla tmaju dva jednaka ugla, onda su oni
slicni.
DokAz. Neka su AABC i AA'B'C’ takvi da vazi LA = AA" 1 B = 4B’.

Iz ¢injenice da je zbir uglova u svakom trouglu 180°, direktno sledi da im je
i treéi ugao jednak:

£C =180° — (LA + 4B) = 180° — (LA’ + LB') = LC".

Pokazac¢emo da su njihove stranice proporcionalne, odnosno da je AABC ~
NA'B'C'. Ako je AB = A'B’, tada su AABC i AA’B'C’ podudarni, pa
¢emo nadalje pretpostaviti da to nije slu¢aj. Bez gubljenja opStosti, pret-
postavimo da je AB > A’B’. Nanesimo na poluprave pp(A, B) i pp(A4,C)
tacke By i Cq redom, tako da vazi AB; = A’'B’ i AC; = A'C’. Jasno
je da tacka B mora pripadati stranici AB. Pretpostavimo da je tacka C
takva da A —C —C1, kao na slici[1.2] (b). AAB,Cy i AA'B'C’ su podudarni
po stavu SUS, pa je LAB1C; = LA'B'C' = LABC. Oznaimo presek
duzi B1C7 1 BC sa D. Tada je £LAB1C1 spoljasnji ugao AB1BD, a is-
tovremeno je i jednak njegovom unutrasnjem £ B1BD, §to ne moZe. Zato se
tatka C] mora naci na duzi AC, kao na slici (videti (a)). Posmatrajmo
sada AAB1Cy i AA’B’C’. Oni su podudarni na osnovu SUS stava, jer je
ABy = A'B’', ACy = A'C" 1 LA = £A’. 1z ove podudarnosti direktno sledi
jednakost odgovarajucih uglova £ AB1C = £B’. Kako je po uslovu teoreme
4B’ = £B, dobijamo £ AB1C = £B. Posto su L AB1C1 i £B odgovarajuci
uglovi na pravama B1C7 i BC koje seCe prava AB, iz njihove jednakosti
direktno sledi da su ove prave paralelne B1C; || BC.

Sada, posto prave koje sadrze krakove £ A presecaju dve paralelne prave
B1C1 i BC, mozemo primeniti Talesovu teoremu, koja nam daje:

AB  AC  BC
AB, ~ ACY  BiCy’

10
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Zamenom duZzina iz podudarnosti (AB; = A'B’, ACy = A'C’, B1C =
B'C") u gornju proporcionalnost, dobijamo:

AB AC BC

A'B A'C' B'C

Posto su svi uglovi jednaki, a sve odgovarajuée stranice proporcionalne,
po definiciji sli¢nosti zakljuc¢ujemo da je AABC ~ AA'B'C’, ¢ime je dokaz

zavrsen. O
A
o (&%
i
Py C B 8 2
D
p g . .
B C B Ch
(a) Prava konfiguracija (b) Konfiguracija koja se ne moZe desiti

Slika 1.2: Slika uz Teoremu o stavu UU

Nave$éemo jedno tvrdenje o simetrali uglova trougla:

TEOREMA 1.5 (Teorema o simetrali unutrasnjeg ugla). Simetrala unutrasn-
jeg ugla trougla deli naspramnu stranicu na odsecke koji su proporcionalni
naleglim stranicama. Preciznije, ako simetrala unutrasnjeg ugla kod temena
A u NABC sece stranicu BC' u tacki D, tada vaZi razmera:

BD AB

DC  AC’
DokAz. Neka je AD simetrala unutrasnjeg ugla kod temena A u AABC.
To znaci da ona deli £ A = « na dva jednaka ugla:

ABAD = LCAD = %

Da bismo dokazali traZenu proporcionalnost, povucimo pomoénu pravu
kroz teme C' koja je paralelna simetrali AD (kao na slici [1.3). Neka ova
prava sece produzetak stranice BA (preko temena A) u tacki E.

11



1.2. POMOCNE TEOREME

Posmatrajmo uglove koje formiraju ove paralelne prave (AD || EC) kada
ih presecaju prave BE i AC: {BAD i LAEC su odgovarajuéi uglovi na
paralelnim pravama koje see prava BFE, pa su oni jednaki:

LAEC = {BAD = %

£LCAD i LACFE su naizmeni¢ni uglovi na paralelnim pravama koje sece
prava AC, pa su i oni jednaki:

LACE = LCAD = %
Iz gornje dve jednakosti direktno zaklju¢ujemo da u AACE vazi:

LAEC = £LACE = %
To znadi da je AACFE jednakokraki, sa osnovicom FEC i kracima AE = AC.
Sada posmatrajmo £ EBC ¢ije krake BE i BC' presecaju dve paralelne prave
AD i EC. Na osnovu Talesove teoreme, uzimajuéi u obzir da je AE = AC
vazi sledeéa razmera:

BD _ AB
DC  AC’
¢ime je teorema u potpunosti dokazana. O

B Di \C

Slika 1.3: Slika uz teoremu o simetrali unutrasnjeg ugla.

TEOREMA 1.6 (Teorema o simetrali spoljasnjeg ugla). Simetrala spoljasnjeg
ugla trougla koji nije jednakokraki deli (u spoljasnjem smislu) naspramnu
stranicu na odsecke koji su proporcionalni naleglim stranicama. Preciznije,

12
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ako simetrala spoljasnjeg ugla kod temena A w AABC sece produZetak stran-
ice BC' u tacki D, tada vazi razmera:

BD AB

DC — AC”
DoxkAaz. Neka je dat AABC u kome je stranica AB # AC. Neka je AD
simetrala spoljasnjeg ugla kod temena A, pri demu tacka D lezi na pro-
duzetku stranice BC preko temena C'.

Ako produzimo stranicu BA preko temena A, simetrala AD polovi taj

spoljasnji ugao, pa vazi:

LCAD = 7,

gde je oy spoljasnji ugao kod temena A.

Povucimo pomoénu pravu kroz teme C koja je paralelna sa AD. Neka
ova prava seCe stranicu AB u tacki E.

Posmatrajmo uglove koje ove dve paralelne prave (AD || CE) obrazuju
sa pravama AB i AC. Ugao izmedu produzetka BA preko Ai AD i LAEC
su uglovi sa paralelnim kracima koje sece prava AB, pa su oni jednaki:

LAEC = %

ADAC i LACE su uglovi sa istim paralelnim kracima koje sece prava AC,
pa su i oni jednaki:

LACE = %

1z gornje dve jednakosti neposredno zaklju¢ujemo da u AACE vazi:

LAEC = LACE = %

Posto su uglovi na osnovici FC jednaki, AACEFE je jednakokraki, odakle
sledi jednakost njegovih krakova AE = AC. Sada posmatrajmo £ ABD ¢ije
krake BD i BA presecaju dve paralelne prave CE i AD. Na osnovu Talesove
teoreme, uzimajuéi u obzir AE = AC vazi:

BD AB
DC — AC’
¢ime je teorema u potpunosti dokazana. O

U mnogim geometrijskim zadacima gde je potrebno uspostaviti vezu
izmedu stranica trougla i njegovih unutrasnjih uglova, od presudnog znacaja
je primena sinusne teoreme.

TEOREMA 1.7 (Sinusna teorema). Neka su a, b i ¢ duZine stranica NABC,
a a, B i~y redom naspramni unutrasnji uglovi. Tada vazi:

a b c

— 2R,

sina  sinf  sinvy

gde je R poluprecnik opisane kruznice oko ABC'.

13



1.2. POMOCNE TEOREME

.
.
Ay X
2 o
D

B

Slika 1.4: Ilustracija teoreme o simetrali spoljasnjeg ugla, CE || AD.

DoxkAz. Dokaza¢emo teoremu u sluéaju kada je AABC oStrougli. Slucaj
kada je trougao tupougli se dokazuje sli¢no, dok je dokaz za pravougli
trougao dosta kraé¢i. Prvo éemo dokazati medusobnu jednakost ova tri
odnosa. Spustimo visinu h. iz temena C na stranicu AB = ¢. Neka je pod-
nozje te visine tacka D. Ova visina deli polazni trougao na dva pravougla:
NADC i ABDC.

1z definicije trigonometrijskih funkcija ostrog ugla u pravouglom trouglu
direktno sledi: h, = b-sina i he = a-sin 5. Izjedna¢avanjem izraza za visinu
h. dobijamo jednakost:

b-sina = a-sin .
Deljenjem ove jednakosti sa sin « - sin 8, dobijamo prvi odnos:

a b

sinae sinf’

Potpuno analogno, ako spustimo visinu h,, iz temena A na stranicu BC = a,
dobijamo da je =2 € odakle direktno sledi:

sin 8 = sin~y?

a b c

sina sinf  siny’

Sada ¢emo dokazati da je zajednicka vrednost ovih odnosa jednaka prec¢niku
opisane kruznice (2R). Neka je oko AABC opisana kruznica sa centrom O i
polupreénikom R. Povucimo pre¢nik te kruZznice iz temena B kroz centar O,
i neka je njegova druga krajnja tacka na kruZznici ozna¢ena sa A’. Spajanjem
tacaka A’ i C dobijamo AA'BC.

U NA'BC, £A'CB je prav jer je to periferijski ugao nad preénikom
kruznice A’B = 2R. To znadi da je AA’BC pravougli sa hipotenuzom
duzine 2R. Takode, { BAC = a i £ BA'C su periferijski uglovi nad istim
kruznim lukom BC|, pa su oni zato jednaki:

£BA'C =«

14
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Primenom definicije sinusa na ostar ugao u pravouglom AA’'BC, dobi-
jamo:

BC . a
B = sma:ﬁ.

Iz ove formule direktno izrazavamo pre¢nik kruZnice:

sin {BA'C =

9R =

sina’
Posto smo u prvom delu dokaza utvrdili da su sva tri odnosa stran-

ica i sinusa uglova medusobno jednaki, kombinovanjem sa ovim rezultatom
kona¢no dobijamo:

b
2 -2 __° _9p
sina  sinf8  siny
¢ime je dokaz zavrSen. O
A
A/
O
(@]
4
B a | C

Slika 1.5: Slika uz dokaz sinusne teoreme

TEOREMA 1.8. Manji ugao izmedu tangente na kruznicu i tetive koja polazi
1z dodirne tacke jednak je periferijskom uglu mad tom tetivom cije je teme
sa iste strane kao i centar kruznice u odnosu na tetivu, dok je veci jednak
periferijskom uglu nad tom tetivom cije je teme sa suprotne strane kao @
centar kruzZnice u odnosu na tetivu.

DokAz. Neka je k(O,r) data kruznica sa centrom O, neka je prava ¢ tan-
genta koja dodiruje kruznicu u tacki A, i neka je AB tetiva te kruznice.
Posmatrajmo oo = £(t, AB) izmedu tangente ¢ i tetive AB, kao i periferijski
A ACB nad tetivom AB, gde je C tacka na kruZnici kao na slici

Dokaz ¢emo najpre izvesti za bazicni sluc¢aj kada je tetiva AB ujedno
i prec¢nik kruznice. U tom sluc¢aju, centar kruznice O lezi na duzi AB.
Posto je poluprec¢nik OA normalan na tangentu ¢ u tacki dodira, ugao
izmedu tangente i pre¢nika AB je prav, odnosno o = 90°. Sa druge strane,
periferijski £ ACB je ugao nad precnikom, a svaki periferijski ugao nad
pre¢nikom kruznice je prav. Dakle, u ovom bazi¢nom slu¢aju vazi jednakost
a=ALACB =90°.

15



1.2. POMOCNE TEOREME

Sada ¢emo dokazati opsti slucaj, pretpostavljajuci, bez umanjenja ops-
tosti, da ugao « nije prav (dokaz za oStar i tup ugao je analogan, ovde ¢emo
posmatrati oStar ugao). Povucimo pomo¢ni pre¢nik AD iz tacke A. Ugao
izmedu tangente t i pre¢nika AD je 90°, pa je L DAB = 90° — . Posma-
trajmo sada pravougli AABD. £{ABD je periferijski ugao nad prec¢nikom
AD, pa je LABD = 90°. Posto je zbir uglova u trouglu 180°, sledi da je
£ADB =90°—4DAB = 90°—(90° —«) = a. Na kraju, kljuéno je uociti da
su L ADB i trazeni periferijski £ AC'B konstruisani nad istom tetivom AB
i nalaze se sa iste strane te tetive. Prema teoremi o periferijskim uglovima,
svi periferijski uglovi nad istom tetivom su medusobno jednaki, pa zakljucu-
jemo da je LACB = LADB = «. Time je teorema u potpunosti dokazana.

O

Slika 1.6: Jednakost uglova izmedu tetive i tangente

Za analizu sloZenijih konfiguracija koje uklju¢uju kruznice, neophodno je
prosiriti nas analiticki aparat. Iz tog razloga, u narednom delu definisa¢emo
potenciju tacke u odnosu na kruZnicu, ¢ime ¢emo stvoriti preduslove za
izucavanje radikalnih osa i njihovu primenu u dokazivanju konkurentnosti
pravih.

TEOREMA 1.9. Neka je k(O,r) kruznica i neka je M tacka u ravni. Ako
bilo koja prava koja prolazi kroz tacku M sece kruznicu k u tackama A i B,
tada je proizvod M A i M B konstantan, bez obzira na izbor prave i vaZi

MA-MB = |MO? —r?| = |d* — 7,

gde je d = MO rastojanje tacke M od centra O. Ako je M spoljasnja tacka
kruznice k i MT tangenta na kruznicu u tacki T, tada je MA-MB = MT?.

DoxkAz. Pretpostavimo da je M spoljasnja tacka u ravni kruznice k(O,r).
Povucimo kroz tacku M dve proizvoljne prave: jednu koja sece kruZnicu
u tactkama A i B, i drugu koja ga sece u tackama C' i D, kao na slici
Dokazaéemo najpre da vaZi jednakost MA- MB = MC - MD.
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Posmatrajmo AMAC i AMDB. Ovi trouglovi imaju jedan zajednicki
ugao kod temena M LAMC = ADMB. Takode, {MAC i {MDB su
jednaki (sledi iz tetivnosti ¢etvorougla ABDC)

Posto dva trougla imaju po dva jednaka ugla, oni su na osnovu stava o
sli¢nosti trouglova (UU) medusobno sliéni AMAC ~ AM DB. 1z sli¢nosti
ovih trouglova sledi proporcionalnost odgovarajuéih stranica koje se nalaze
naspram jednakih uglova:

MA  MC

MD  MB’
Unakrsnim mnozenjem, dobijamo jednakost: MA-MB = MC - M D. Posto
su sefice izabrane potpuno proizvoljno, zaklju¢ujemo da je proizvod M A -
M B konstantan za bilo koju seCicu koja prolazi kroz tacku M.

Neka je T jedna od dve tacke u kojoj tangente iz M dodiruju kruznicu
k. AMAT i AMTB su sliéni po stavu UU, jer imaju zajednicki ugao
kod M i AMTA = LM BT (ugao izmedu tetive i tangente podudaran je
periferijskom uglu nad tom tetivom). Odatle sledi:

MA-MB=MT -MT = MT?.

Na kraju, povezimo ovaj proizvod sa rastojanjem d = MO od centra
kruznice. Posmatrajmo pravougli AMTO, koji nastaje jer je polupreénik
kruznice OT = r uvek normalan na tangentu M7 u tacki dodira. Hipotenuza
ovog trougla je duzina MO(= d), a katete su MT i OT = r. Primenom
Pitagorine teoreme na pravougli AMTO dobijamo:

MO? = MT? + OT? — d? = MT? + r2.

Odavde mozemo izraziti kvadrat duzine tangente: MT? = d? — r?. Kombi-
novanjem svih prethodnih rezultata, dobijamo konacan niz jednakosti:

MA-MB=MT?=d?>—r*=MO?* -,
¢ime je teorema u potpunosti dokazana.

Ukoliko se tacka M nalazi u unutrasnjosti kruznice k(O,r), tvrdenje i
dalje vazi, uz sledeée izmene:

Sli¢nost AMAC ~ AMDB sledi po stavu UU, pri ¢emu su LAMC' i
£ DM B unakrsni uglovi, dok su £ MCA i LM BD periferijski uglovi nad
istim lukom AD. Odatle je MA- MB = MC - MD. Kako je M u un-
utradnjosti, vazi MA - MB = r? — d?. Jednakost sa duZinom tangente
MT? u ovom sluéaju ne vazi, jer se iz unutrasnje tacke kruznice ne mogu
konstruisati tangente na kruznicu.

O
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Slika 1.7: Slika uz dokaz teoreme o potenciji tacke u odnosu na kruznicu

DEFINICIJA 1.10. Vrednost konstantnog proizvoda P(M,k) = MO? — 12
naziva se potencija tacke M u odnosu na kruznicu k.

TEOREMA 1.11. Skup svih tacaka ravni kojima su potencije u odnosu na
dve date nekoncentricne kruZnice jednake ¢ini pravu mormalnu na pravu
odredenu centrima tih kruznica.

Doxkaz. Neka su date dve nekoncentri¢ne kruznice ki i k3. Pretpostavimo
da se one seku u tackama A i B.

Znamo da svaka tacka na pravoj AB (zajednickoj sefici) ima jednaku
potenciju u odnosu na obe kruznice. Naime, ako uzmemo bilo koju tacku M
na produzetku prave AB, njena potencija u odnosu na obe kruznice iznosi:

P1(M) = Py(M) = MA- MB.

Dakle, prava AB je podskup trazenog skupa tacaka.

Sada uoCimo simetralu duzi AB. Buduéi da su A i B presetne tacke
kruznica, duz AB je zajednicka tetiva. Centri kruznica O; i Oz moraju
pripadati toj simetrali, jer su podjednako udaljeni od krajeva tetive (O1 A =
OlB =T i OQA = OQB = 7’2).

To znadi da je prava koja spaja centre (O103) zapravo simetrala tetive
AB.

Posto je simetrala po definiciji normalna na duz koju polovi, sledi da je
prava centara OJ10s normalna na zajednicku seCicu AB.

Ostalo je jos pokazati da tacka van prave AB ne moze imati jednake poten-
cije u odnosu na obe kruznice.

Pretpostavimo suprotno, da postoji tacka N van prave AB za koju vaizi
P1(N) = Pa(N). Po definiciji potencije sledi:

NO%—T%:NO%—T% S NO%—NO%ZT‘%—T‘%.
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Neka je N’ projekcija tacke N na pravu O10y. Primenom Pitagorine teo-
reme na ANO{N’' i ANOoN' imamo:

NO? - NO2 = (NN”? + N'O?) - (NN”? 4+ N'O3) = N'O? — N'O3.
Iz ovoga sledi da projekcija N’ mora zadovoljavati N'O? — N'O3 = r? — r3.
Kako je razlika kvadrata r — 73 konstantna, na pravoj O102 postoji jedin-
stvena tacka N’ sa ovom osobinom. Stoga sve tacke sa jednakim potenci-
jama moraju imati istu projekciju N, odnosno moraju lezati na jedinstvenoj
pravoj koja je normalna na 0105 u tacki N’, a to je upravo prava AB.

Ukoliko se kruznice ne seku, posmatramo pomoénu treéu kruznicu ks
koja sece prve dve, takva da njen centar nije kolinearan sa centrima prve
dve kruznice. Radikalne ose parova (ki, k3) i (k2, k3) se seku u tacki N koja
dokazano mora imati jednaku potenciju i za k1 i k9. Kako smo pokazali
da onda i njena projekcija N’ na pravu O;0y ima jednake potencije, kao
i da na pravoj 0103 postoji ta¢no jedna tacka koja ima jednake potencije
u odnosu na kruznice k; i k2, to znadi da sve tacke koje imaju jednaku
potenciju u odnosu na obe kruznice moraju pripadati pravoj koja prolazi
kroz N’ i normalna je na O105. Za proizvoljnu tacku X sa te prave, na
osnovu Pitagorine teoreme primenjene na AXN'O; i AXN'Oy i osobine
da N’ ima jednake potencije u odnosu na ki i ks sledi da i X ima jednake
potencije u odnosu na obe kruZnice, pa je prava kroz N’ normalna na 005
radikalna osa kruZnica ki 1 k. O
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Kk

Slika 1.8: Radikalna osa dve kruZnice

DEFINICIJA 1.12. Skup svih tacaka ravni kojima su potencije u odnosu
na dve date nekoncentri¢ne kruznice jednake naziva se radikalna osa tih
kruznica.

TEOREMA 1.13. Radikalne ose tri po parovima nekoncentricne kruznice neke
ravni pripadaju istom pramenu.

DokAz. Neka su u ravni date tri kruznice ki, ks i k3 sa nekolinearnim
centrima O1,02 1 O3. Ozna¢imo sa Lis radikalnu osu kruZnica ki i ko,
a sa Log radikalnu osu kruznica ko 1 k3.

Buducdi da centri Oy, Oz, O3 nisu kolinearni, prava centara 0104 (koja je
normalna na Lj9) i prava centara 0203 (koja je normalna na Los) se seku.
Zbog toga ni radikalne ose Lis i Lag ne mogu biti paralelne, pa se moraju
se¢i u nekoj tacki ravni. Oznacimo tu presecnu tacku sa R. Analizira-
jmo potenciju tacke R u odnosu na sve tri kruznice: Kako tacka R pripada
radikalnoj osi L2, vazi P1(R) = P2(R). Kako tatka R istovremeno pripada i
radikalnoj osi Log, vazi Pa(R) = P3(R). Iz ove dve jednakosti, direktno sledi
P1(R) = P3(R). Ova poslednja jednakost nam govori da je potencija tacke
R u odnosu na kruznicu k; jednaka njenoj potenciji u odnosu na kruznicu
k3. Po definiciji radikalne ose, skup svih ta¢aka sa ovim svojstvom ¢&ini up-
ravo radikalnu osu Li3 kruZnica ki i k3. Dakle, tacka R mora pripadati i
treéoj radikalnoj osi Lq3. ZakljuGujemo da sve tri radikalne ose prolaze kroz
istu tacku R.

Ukoliko bi centri kruznica bili kolinearni, sve tri radikalne ose bi bile medu-
sobno paralelne (jer su sve tri normalne na tu zajedni¢ku pravu centara),
pa bi pripadale pramenu paralelnih pravih. Ovim je teorema dokazana. [
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Slika 1.9: Radikalne ose tri kruZnice

DEFINICIJA 1.14. Skup svih medusobno paralelnih pravih u euklidskoj ravni
naziva se pramen paralelnih pravih. Svakom pramenu paralelnih pravih
pridruzujemo jedinstven geometrijski objekat koji nazivamo beskona¢no daleka
tacka (ili tacka u beskonac¢nosti). Za dve prave p i ¢ kazemo da se seku u
beskona¢no dalekoj tacki ako pripadaju istom pramenu paralelnih pravih.
Skup svih beskona¢no dalekih ta¢aka zovemo pravom u beskona¢nosti.

TEOREMA 1.15 (Menelajeva teorema). Neka su u AABC P,Q i R tacke
koje redom pripadaju pravama odredenim stranicama BC,CA i AB, pri
cemu se nijedna od njih ne poklapa sa temenima trougla. Tacke P,Q i R su
kolinearne ako i samo ako vaZi:

BP CQ ALk _
PC QA RB

gde oznacavanje razlomka vektora predstavlja odnos njthovih duzina, uzima-
Juéi u obzir smer. Pri tom, ukoliko je neka od tacaka, na primer R tacka u

beskonacnosti, vazi definiciona konvencija odnosa % =—1.

Dokaz. Dokaz izvodimo u dva smera. Ako su tacke X,Y, Z na nglio j pravoj
rasporedene tako da vektor )ﬁ' ima isti smer kao ﬁ, odnos % je pozi-
tivan, u suprotnom je negativan. Uo¢imo da prava moze sedéi ili tacno dve
stranice trougla (i produzetak trece) ili produzetke sve tri stranice. U oba
slu¢aja, broj negativnih odnosa medu tri navedena je neparan (ili jedan ili
tri), pa je proizvod odnosa vektora uvek negativan ukoliko su tacke kolin-
earne. Zato je dovoljno dokazati jednakost duzina.

(=): Pretpostavimo da su tacke P,@ i R kolinearne i da pripadaju
pravoj p.
Slucaj 1:
Ako prava p nije beskona¢no daleka prava. Tada razlikujemo 2 podslucaja:
1) prava p nije paralelna ni sa jednom od stranica trougla, tada tacke P, @, R
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nisu beskonac¢no daleke. Spustimo normale iz temena A, B i C na pravu p
i ozna¢imo njihova podnozja redom sa A’, B' i C".
Uo¢imo parove sli¢nih pravouglih trouglova (videti sliku [1.10):

BP _ BB’
e Iz slicnosti ABB'P i ACC'P vazi &5 = &gr-

e 1z slicnosti AAA'Q i ACC'Q imamo: 78 =,

o Iz slicnosti AAA'R i ABB'R sledi 48 = 447,

hN

MnoZenjem ove tri jednakosti dobijamo:

BP CQ AR _BB CC' A _
PC QA RB (CC' AA BB

Uzimajuéi u obzir da se neparan broj tacaka nalazi na produzecima stranica,

sledi: B?.C@.ﬁi_l
PC QA RB

2) Ako je prava p paralelna jednoj od stranica trougla, na primer p | AB,

tada je tacka R beskona¢no daleka tacka, pa po definiciji vazi: % = —1.

Posto je PQ || AB iz Talesove teoreme sledi % = &L paje % BL = 1.

Uzimajuéi u obzir da se P i () nalaze ili obe na stranicama trougla ili obe

van, sledi 37) C@ ﬁ )
PC QA B

Slucaj 2:
Prava p je beskonacno daleka prava. Tada su tacke P, (@, R beskona¢no

. .. BP_ 1 CO_ 4 AR _ _ .
daleketacke,pavam.P:Cy— 1,a— 1,1]%;— 1, pa je

BP CQ Ak _
PC QA RB

Time je ovaj smer dokazan.

(«): Pretpostavimo da za tacke P,Q i R vaZi data jednakost. DokaZimo
da su one kolinearne. Razlikujemo 3 slucaja.

Slucaj 1:

Ni jedna od tac¢aka P,(@Q, R nije beskonacno daleka. PokaZimo najpre da
prava PQ nije paralelna sa pravom AB. Pretpostavimo suprotno, da je

cg _ cpb

PQ || AB. Tada na osnovu Talesove teoreme vazi o= ?, odakle je
e e BT
Q

e = 1. Zamenom ovog rezultata u uslov teoreme 5 ﬁ

dobijamo % = —1. Odatle je xﬁ + @ = ﬁ, iz Cega sledi da je 1@ = 6>,
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Sto implicira A = B. Ovo je kontradikcija, jer su A i B razli¢ita temena
trougla. Dakle, prava P(Q ne moZe biti paralelna sa AB, pa se prave P(Q i
AB moraju seé¢i. Neka prava PQ sefe pravu AB u nekoj tacki R’. Bududéi
da su tacke P,Q i R’ kolinearne, za njih na osnovu ve¢ dokazanog prvog

smera teoreme vazi:
—
BP CQ AR _
PC QA RB

Iz uslova zadatka imamo da vaZi i:

BP CQ AR _ |
PC QA RB

Deljenjem ove dve jednakosti dobijamo:

BT
RB RB
odakle je
AR AR
RA+AB RA+AD
pa je

AR RA+AR - AD = RA- AR+ AD - AR,

gde se pod mnozZenjem vektora misli na mnoéen;e njihovih duzina, uzimajuéi

u obzir usmerenje. Skrac¢ivanjem dobijamo AR’ = ﬁ, odakle je RR' = 6>,
odnosno R = R/, pa su P, Q, R kolinearne.

Slucaj 2:

Jedna od tacaka, na primer R je beskonac¢no daleka tacka, dok P, () nisu.

Tada je % = —1, paje %‘gﬁ = 1. Odatle je % = %, pa je po obrnutoj

Talesovoj teoremi PQ || AB, odakle prava PQ sadrzi tacku R, pasu P,Q, R
kolinearne.

Slucaj 3:

]%e od tacaka, na primer P i R su beskona¢no daleke tacke. Tada je
B

Verel
tacka.

_ _1: AR _ . . CO _ C e .
=-—11i == 1. Zato je i 2 1, pa je i tacka @) beskona¢no daleka
Ovim je dokaz Menelajeve teoreme zavren. O
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Q¢
B

r C
B’ A
R

Slika 1.10: Ilustracija Menelajeve teoreme

NAPOMENA 1.16. Cesto ¢emo koristiti da je proizvod naveden u Menelajevoj
teoremi jednak 1 u neorijentisanom smislu, kada je u konkretnoj konfigu-
raciji jasno da je paran broj od tacaka P, (@, R na stranicama trougla. A

TEOREMA 1.17 (Dopuna Menelajeve teoreme). Neka je AABC' takav da je
AC' || BC ineka su P,Q i R tacke na pravama BC,CA i AB redom. Tacke

P,Q i R su kolinearne ako i samo ako vaZi:

BP AR _

e =

0A RB
DokAz. (=): Pretpostavimo da su tacke P, @) i R kolinearne i da pripadaju
pravoj p. Razlikujemo tri sluc¢aja, kada je tacka R na stranici AB, kada je

tacka R na produzetku stranice i kada je tacka R beskonac¢no daleka tacka.
U prvom slucaju, kako je AQ || PB, sledi da su AARQ i ABRP sli¢ni, pa

je gg gg, odnosno ég ﬁg =1, pa je }‘gg gg = 1, odakle sledi
BP AR _
QA RB
U drugom slu¢aju, takode iz AQ || PB sledi da su AARQ i ABRP sli¢ni,

pa je % Bg’ odnosno % . % =1, pa je g—g . % = 1, odakle sledi

U tre¢em slucaju je PQ || AB1 AC || BC paje AQ = BP pa je gg gi 1,

odakle sledi
ﬁ AR .
QA RB

(«<): Pretpostavimo sada da vazi

BP AR _
Qi ®B
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Onda je g—g . % = 1, odnosno % = g—g, pa ukoliko je tacka R konacna vazi

da su AARQ i ABRP sli¢ni odakle iz podudarnosti odgovarajué¢ih uglova

sledi da su P, @, R kolinearne. Ako je tacka R beskona¢na onda je i % =1,

pa je g—% = 1 odnosno AQ = BP, a kako su P i @ ili obe na stranicama

trougla ili obe van njih i AQ || BP, to je ¢etvorougao AQP B paralelogram,

pa je PQ || AB, pa su P, @, R kolinearne. O
Q
Q
A B R A R B
P
(a) Tacka R je van duzi AB (b) Ta¢ka R je izmedu tacaka A i B

Slika 1.11: Tlustracija uz dopunu Menelajeve teoreme

NaPOMENA 1.18. U nastavku ¢emo koristiti termin Menelajeva teorema,
bilo da se pozivamo na samu Menelajevu teoremu (kada je AABC takav da
su mu sve tacke konac¢ne) ili na njenu dopunu (prethodna teorema). A

TEOREMA 1.19 (Cevina teorema). Neka je AABC proizvoljan i neka su
P,Q i R tacke na pravama BC,CA i AB redom. Prave AP,BQ i CR se
seku u jednoj tacki S ili su sve tri medusobno paralelne ako i samo ako vazi:

P0G Ak
P Qi mB

Dokaz. Dokaz ¢emo izvesti u slu¢aju kada su tacke P, @) i R na stranicama
trougla, jer ¢éemo u nastavku koristiti bas taj slucaj, a dokaz se moze izvesti
i u sluéaju kada su tacke na produzecima stranica trougla.
(=)
Pretpostavimo prvo da se prave AP, BQ) i CR seku u jednoj tacki S.
Dokazac¢emo da je trazeni proizvod jednak 1.

Posmatrajmo stranicu BC'i tacku P na njoj. Znamo da je odnos duZina
duZi na koje tacka P deli stranicu BC jednak odnosu povrsina AABP i
AACP kao i odnosu povr§ina ABSP i ACSP:

BP _P(AABP) . BP _ P(ABSP)
PC ~ P(MACP) ' PC ~ P(ACSPY
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Koristeci osobinu razmera da ako je § = 7, onda je i § = =7, dobijamo:
BP _ P(AABP)— P(ABSP)  P(AABS)
PC ~ P(ANACP) — P(ACSP)  P(AACS)

Potpuno analogno, posmatrajuéi odnose duzi na koje su podeljene pre-
ostale dve stranice dobijamo odgovarajuée odnose povrsina:

cQ P(ABCS)
QA P(AABS)
AR P(LACS)
RB ~ P(ABCS)

9

Sada imamo proizvod:

BP CQ AR _ P(AABS) P(ABCS) P(AACS)

PC QA RB _ P(AACS) P(AABS) P(ABCS)

Nakon skraéivanja svih povrsina sa desne strane jednakosti, dobijamo:

BP CQ AR _
PC QA RB

Uzimajuéi u obzir smer vektora, poSto tacke P,Q, R u slucaju kada je S
u unutradnjosti AABC leze na stranicama trougla (ili u slu¢aju kada je S
u spoljasnjosti AABC' dve tacke su na produzecima stranica, dok je jedna
na stranici), proizvod odnosa vektora ima znak plus, ¢ime je dokazan smer
(=)

(«<): Pretpostavimo da vazi relacija iz teoreme. Neka se prave AP i BQ
seku u tacki S. Povucimo pravu CS i neka ona sece stranicu AB u nekoj
tacki R'.

Posto se prave AP, BQ i CR' seku u jednoj tacki (S), na osnovu veé

dokazanog smera vazi:

BP CQ AR

P QA wB
Iz uslova teoreme imamo datu relaciju:

BP CQ AR

ﬁ . a : ﬁ -1

Uporedivanjem ove dve jednakosti i skra¢ivanjem istih ¢lanova dobijamo:

AR AR
RB RB

Buduéi da tacka na pravoj jedinstveno deli duz u datom odnosu, zakljucu-
jemo da se tacke R i R’ moraju poklapati. To znaci da i prava C' R prolazi
kroz tacku S, ¢ime je dokaz zavrSen. O
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B P C

Slika 1.12: Tlustracija Cevine teoreme
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Glava

Vazne teoreme projektivne
geometrije

2.1 Dezargova teorema

DEFINICIJA 2.1 (Perspektivnost u odnosu na tacku). Za AABC i AA'B'C’
kazemo da su ,perspektivni u odnosu na tacku® (ili da imaju ,centar per-
spektive) ako se prave {AA’, BB',CC'} seku u tacki P (koja moze biti i
beskonac¢no daleka tacka).

DEFINICIJA 2.2 (Perspektivnost u odnosu na pravu). Za AABC i AA'B'C’

kazemo da su ,perspektivni u odnosu na pravu® (ili da imaju ,,0su perspek-
tive*) ako tacke preseka njihovih odgovarajuc¢ih stranica:

{C"Y = ABNA'B', {A"}=BCNBC, {B"Y=CANC'A
pripadaju jednoj istoj pravoj €.

TEOREMA 2.3 (Dezargova teorema. Dwa trougla su perspektivna u odnosu
na tacku ako i samo ako su perspektivna u odnosu na pravu.

DokAz. Pretpostavimo najpre da su AABC i AA'B'C’ perspektivni u
odnosu na centar P. Dokaz ¢emo izvesti trostrukom primenom Menela-
jeve teoreme na uocene konfiguracije trouglova i pravih. Neka je C” presek
pravih AB i A'B’, B” presek pravih AC i A’C’ i A” presek pravih BC
i B'C’, pri ¢emu bilo koja od njih moze biti i beskona¢no daleka tacka.
Posmatrajmo prvo sluc¢aj kada centar P nije beskona¢no daleka tacka.

Ukoliko posmatramo APAB i pravu koja prolazi kroz tacke C”, B'i A',
na osnovu Menelajeve teoreme vazi:

Ac" BB pA
: L =1

C'"B B'P AA

*Gerard Desargues (1591-1661), francuski matematicar.
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Sli¢no, primenom Menelajeve teoreme na APBC' i pravu p(A”,C’, B') do-
bijamo relaciju:

BA" CC' PB _ |
A'C C'P BB

dok za APCA i pravu p(B”,C’, A’) analogno vazi:
—_—

CB' AA PO

B"A AP C'C

Sada mozemo pomnoziti ove tri jednakosti. Nakon skrac¢ivanja odgovara-
juéih ¢lanova, preostaje:

AC" BA" cB”
OB AC B'A

—1.

Dobijeni proizvod, ponovo prema Menelajevoj teoremi, direktno implicira
da je tacka C” incidentna sa pravom A”B”, odnosno da su tacke A”, B” i
C" kolinearne (prava koja ih spaja moZe biti i beskona¢no daleka prava).
Sada posmatrajmo slucaj kada je P beskonac¢no daleka tacka.

Ukoliko posmatramo APAB i pravu koja prolazi kroz tacke C”, B’ i A',
na osnovu Menelajeve teoreme vazi:

— =
AC" BB’
C'"B A'A

Sli¢no, primenom Menelajeve teoreme na APBC' i pravu p(A”,C', B") do-
bijamo relaciju:

e oy
BA" ccC’
[ — - 1,
A’C B'B

dok za APCA i pravu p(B”,C’, A’) analogno vazi:

—— —
CB" AA
B"A C'C

Sada moZzemo pomnoziti ove tri jednakosti. Nakon skraéivanja odgovara-
jué¢ih ¢lanova, preostaje:

AC" BA" cB

CIIB A//C B/,A o _1

Dobijeni proizvod po Menelajevoj teoremi implicira da su A”, B” i C” ko-
linearne.
Za dokaz u obrnutom smeru, pretpostavimo da tacke A”, B” i C” pripadaju
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jednoj pravoj (koja moze biti i beskona¢no daleka prava). Neka su prvo ili
sve tri od A”, B”,C"” konacne ili je ta¢no jedna beskona¢no daleka. Iskoris-
ticemo upravo dokazano tvrdenje tako §to ¢emo ga primeniti na AC” BB’
i AB"CC’. Bududi da se prave C”"B"”, BC i B'C’' seku u tacki A” (koja
moze biti i beskona¢no daleka tacka), ovi trouglovi su perspektivni u odnosu
na centar A”. Na osnovu prvog dela dokaza, njihove odgovarajucée presecne
tacke: {A} = C"BNB"C, {A'}=C"B'NB"C' i {P}= BB NC'C
moraju biti kolinearne. Kolinearnost tacaka A, A’ i P znac¢i da se prave
AA’, BB i CC’ seku u jednoj tacki, pa sledi da su AABC i ANA'B'C’
perspektivni u odnosu na centar P.

Ako su sve tri od A”, B”, C" beskona¢no daleke, odnosno ako su AABC'i
AA'B'C takvi daje AB || A'B/, AC | A'C’ i BC || B'C”, tada je AABC ~
ANA'B'C'. Ako je AB = A’B’, onda je AABC = NA'B'C’, pa su AB i
A'B’', AC i A/C’" odnosno BC' i B'C’ podudarne i paralelne. Posmatrajmo
transformaciju podudarnosti koja preslikava A u A’, Bu B"i C u C'. Ako
se AA" i BB’ ne seku, onda je ta transformacija translacija i ¢etvorougao
ABB'A’ je paralelogram, pa je AA' || BB' | CC’, a ako se AA" i BB’ seku,
onda je ¢etvorougao ABA’ B’ paralelogram i AA’, BB’ i C'C’ se seku u jednoj
tacki P. Ako AB i A’ B’ nisu podudarne, onda su posmatrani trouglovi sli¢ni
s koeficijentom sli¢nosti k. Neka se AA" i CC’ seku u tacki P. Po Talesovoj
teoremi, iz AC || A'C’ sledi da je £5 = 45 = k, dok takode iz Talesove
teoreme zbog BC' || B'C’, ako se BB’ i CC’ seku u P’ sledi lf,lc, = 2% =k
Kako P i P’ dele CC’ u istom odnosu, to je P = P’ pase AA", BB" i CC’
seku u tacki P, tj. AABC i AA'B'C’ su perspektivni iz tacke P. O

Slika 2.1: Ilustracija Dezargove teoreme
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2.2 Paskalova teorema

TEOREMA 2.4 (Paskalova teorema m) Neka su A,B,C,D,E, F tacke na
kruznici, koje nisu nuzno sve razlicite. Prave AB i DE seku se u L, prave
BC i EF u M, a CD i FA u N, pri demu, ukoliko se neke dve tacke

poklapaju, pod pravom XX podrazumevamo tangentu na kruZnicu u tacki
X. Tada su tacke L, M, N kolinearne.

DoxkAz. Neka se ABiCD sekuu X, CDiEFuY,aFEFiABu Z,
pri ¢emu neke od tacaka X,Y,Z mogu biti i beskonacno daleke. Posma-
trajmo prvo slucaj kada su sve kona¢ne. Pokaza¢emo da tacke L, M, N
leze na pravim koje sadrze stranice AXY Z, odnosno na osnovu Menelajeve
teoreme: treba pokazati da je

7L XN v
X iz

Posmatramo AXY Z. Znamo da su tacke L, D, E na pravoj, pa Menelajeva

teorema daje:
XD YE 7L _
DY EZ LX

I tacke C, M, B su kolinearne, pa imamo:

——
XC YM 7B
Y MZ BX
Najzad, tacke N, I, A su kolinearne, pa je:

Rz
W FE ax

MnoZenjem ove tri jednakosti, dobijamo:

XD YE ZL XC YM 7B XN YF ZA
DY EZ LX CY MZ BX NY FZ AX

Koriséenjem potencije tacke na kruznicu sledi:

—1.

XD - XC=XB-XA, YD-YC=YF-YE, ZF-ZE=ZB-ZA,

pa uvrStavanjem toga u prethodnu jednakost, dobijamo trazeni rezultat.
Neka je sada jedna od tacaka XY, Z beskona¢no daleka, na primer X, dok
su ostale nisu. Pokazac¢emo da tacke L, M, N leze na pravim koje sadrze

"Blaise Pascal (1623-1662), francuski matematicar.
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stranice AXY Z, odnosno na osnovu Menelajeve teoreme: treba pokazati

da je N
ZL YM
NY MZ

Posmatramo AXY Z. Znamo da su tacke L, D, E na pravoj, pa Menelajeva

teorema daje:
YE 7L
EZ DY

I tacke C, M, B su kolinearne, pa imamo:

=1.

SEl
Sl

Najzad, tacke N, F, A su kolinearne, pa je:

=
N

28 .
FZ NY

MnoZenjem ove tri jednakosti, dobijamo:

vE 7L vil 7B VP 7 _
w7 o Wz ov 72 A

Koriséenjem potencije tacke na kruznicu sledi:

|

YD-YC=YF -YE, ZF-ZE=7ZB-ZA,

pa uvrStavanjem toga u prethodnu jednakost, dobijamo traZeni rezultat.

C

o>

\

B!

R
/{,\

Slika 2.2: Tlustracija Paskalove teoreme u slucaju razli¢itih kona¢nih tacaka
YiZz

Ukoliko se AB,CD i EF seku u jednoj tacki X, kao na slici Oz-
naéimo XA=a, XB=b XC=c¢, XD=d, XF=¢, XF=f XM=m,
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XL = l. Iz potencije tactke X u odnosu na krug sledi ab = c¢d = ef. Oz-
nac¢imo £ BXC = ai£CXM = . Kako je L—D—E, tosledi P(ADXE) =
P(ALXE)—P(ALXD), paje desin 8 = lesin(a+ ) — ldsin(«), odakle je

_ desin
~ esin(a + B) — dsin(a)’

Kako je B— C — M, to sledi P(ACXM) = P(ABXM) — P(ABXC), pa

je emsin 8 = bmsin(a + ) — besin a, odakle je

_— besin a
~ bsin(a+ ) —csin g’

Kako je A— N — F, to je

AN  P(AAXN) AX-NX-sina asina

NF P(ANXF) NX-FX-sinB fsing’

odakle je
AN  asina

NF fsinfB’

Sada je
XL AN FM l asina f—m

ﬂ.NF.MX:l—a.fsinB. m

pa uvrstavanjem dobijenih izraza za [ i m dobijamo:

desin 3

. besi
XL ) AN ) FM . esin(a+p)—dsin« ) G S11 & ) f-= bsin(aﬁrséglfcsinﬁ
LA NF MX_%—CL fsinﬁ besin o .

esin(a+B)—dsina bsin(a+3)—csin B8

Sredivanjem dvojnih razlomaka i skradivanjem zajednickih ¢lanova sin« i
sin 8, gornji izraz se svodi na

XL AN FM _ ade bfsin(a+ ) —cfsinf —besina

LA NF MX  fbc desinf — aesin(a+ 3) + adsina’

Poslednji razlomak je jednak 1 ako i samo ako je adebf sin(a+3)—adecf sin f—
adebesina = fbedesin f— fbcae sin(a+ )+ fbcad sin o, odnosno ako i samo
ako je abef(c+d)sin(a+ B) = cdef(a+b)sin 4 abed(e + f) sin a, Sto zbog
ab = c¢d = ef postaje ekvivalentno sa (¢ + d)sin(a + ) = (a + b)sin § +
(e + f)sina. Da bismo pokazali tu jednakost, oznacimo centar kruga sa
O, a njegove projekcije na prave XA, XC, XFE sa A',C', E' redom. Tada
je XA = %rb, XC' = % i XE = % Ozna¢imo £LA’X0O = 6, tada u
pravouglom AOA’X vazi XA' = XOcos6, pa je a+b = 2XO cosf. Na isti
nadin iz pravouglog AOC’ X sledi c4+d = 2X O cos(6 — ), dok iz pravouglog
AOFE'X sledi e + f = 2XO cos(a + 8 — ). UvrStavanjem ovoga, jednakost
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koju dokazujemo postaje ekvivalentna sa cos @ sin §+ cos(a+ 5 —0)sina =
cos(f — a) sin(a + 3).

cos @sin 8 + cos(a + 5 — 0) sin«
= cosfsin 3+ cos (6 — (a + 3)) sina

= cosfsin 3 + (cochos(oz + ) + sinésin(ao + 6)) sin «v
= cosfsin 8 + cosf cos(a + ) sin a + sin @ sin(a + ) sin «
= cos@(sinﬁ + cos(a + ) sin a) + sinfsin(a + B) sin«
0( sin 8 4 (cos acos f — sin asin () sin a) + sinfsin(a + f) sina

6( sin 8 4 sin a cos acos 3 — sin? asin ﬁ) + sinfsin(a + ) sin«

9<smﬁ (1 —sin? @) —|—smacosacosﬁ) + sinfsin(a + f) sina
(smﬁcos a+smacosozcosﬁ) + sinfsin(a + ) sin«

=cosf - cosa(sinﬂcosa—l—sinozcosﬁ) + sin#sin(a + ) sin«
= cosf cos asin(a + ) + sinfsin asin(a + )

= sin(a + ﬂ)(cos@cosa + sin 6 sin a)

= sin(a + ) cos(f — )

= cos(f — ) sin(a + ),

¢ime je pokazana Zeljena jednakost. Zato je

XL AN FM _
LA NF MX

Uzimajuéi u obzir da je neparan broj tacaka L, N, M van stranica AXAF,
sledi da je

=1,

Al

2l
S|

odakle primenom Menelajeve teoreme na AXAF i tacke M, N, L sledi da
su te tacke kolinearne.
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Slika 2.3: Tlustracija Paskalove teoreme u sluéaju kada se AB,CD i EF
seku u tacki X.

Posmatrajmo sada slu¢aj kada su sve tri tacke X, Y, Z beskonacno daleke,
odnosno kada je AB | CD || EF. Neka je L' presek pravih AB i FC. Kako
je AB || CD to je tetivni ¢etvorougao ABCD jednakokraki trapez, pa je
AD = BC, ADAB = £CBA, odakle je DAL = £CBL’. Takode tetivni
¢etvorougao DC'F'E je jednakokraki trapez, pa je {DEF = LFFC. Oda-
tle, u trapezu ELL'F vazi L ELL' = £FL'L, odnosno £ DLA = LCL'B.
Zbog toga i L DAL = LCBL' je i KLDA = LL'CB. Sada su ADAL i
ACBL' podudarni po stavu USU, pa je LA = L'B. Iz Talesove teoreme
sledi da je g% = %. Takode iz Talesove teoreme sledi g,]x = %. Odatle
je % = g]’\‘}, aiz LA = L'B sledi 'A = LB, pa je % = %, pa je
BM-CN — 1. Sada sledi da je

CM 1B —
BM CN _
MC LB

odakle primenom Menelajeve teoreme na ABCX i tacke M, N, L sledi da
su M, N, L kolinearne, 8to je i trebalo dokazati. O

B L'

L A
PN N

EN___“F M

Slika 2.4: Ilustracija Paskalove teoreme u sluc¢aju kada su XY, Z beskon-
acno daleke tacke

TEOREMA 2.5. U tetivnom cetvorouglyu ABCD, prave AB i CD se seku u
E, a prave BC i DA u F. Tangente na opisanu kruznicu u tackama A i C
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se seku u P, a tangente u B i D se seku u Q. Tada tacke E, F, P i Q leze
na 1stoj pravoj.

DokAZ. Primeni¢emo Paskalovu teoremu na degenerisani Sestougao
AABCCD. Prema Paskalovoj teoremi za Sestougao ¢ija su temena
A A B, C,C,D:

e Prave AA (tangenta u A) i CC (tangenta u C') seku se u P.
e Prave ABiCD sekuseu E.
e Prave BC'i DA seku se u F.

Kako Paskalova teorema tvrdi da su preseci naspramnih stranica (pravih
koje sadrze stranice) kolinearne, tacke P, E i F' moraju biti kolinearne.
Analogno, posmatranjem degenerisanog Sestougla BBADDC'i zakljucu-
jemo da i tacka () pripada istoj pravoj. Dakle, tacke E, F, P i () leze na
jednoj pravoj. O

Slika 2.5: Ilustracija Paskalove teoreme u slucaju kada nisu sve tacke ra-
zlCite

2.3 Papusova teorema

TEOREMA 2.6 (Papusova teorema E[) Ako su A,C, E tri tacke na jednoj
pravoj, a B, D, F na drugoj, i ako se prave AB i DE seku u tacki L, prave

CD i FA utacki M, a prave EF i BC u tacki N, tada su tacke L, M i N
kolinearne.

DoxkAz. Pretpostavimo prvo da tri prave AB,CD i EF obrazuju AUVW
(tj. da je najvise jedna od tacaka U, V, W beskona¢no daleka tacka). Pret-
postavimo prvo da ni jedna od tacaka U, V, W nije beskona¢no daleka. Pri-
menjujuéi Menelajevu teoremu na pet trojki tac¢aka LDE, BCN, ACE, BDF,
AMEF i AUVW , dobijamo sledec¢ih pet jednakosti:

tPapus iz Aleksandrije, matematicar koji je Ziveo u 4. veku
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VE WL UD '
EW LU DV
VN WB UC :
NW BU ¢V
VE WA UC_
EW AU ¢V
VE WB UD '
o
VM UA WF

. e = -1,
MU AW FV

Deljenjem proizvoda prva dva izraza proizvodom poslednja tri uz skraéi-
vanje dobijamo:

WL UM VN
LU MV NW
Ovo je uslov Menelajeve teoreme za tatke L, M, N i AUVW. Kako je
proizvod jednak —1, zakljucujemo da su tacke L, M i N kolinearne, Sto je i
trebalo dokazati.
Neka je sada jedna od tacaka U, V, W beskona¢no daleka, na primer W.
Primenjujué¢i Menelajevu teoremu na pet trojki tacaka LDE, BCN, ACFE,
BDF,AMF i AUVW, dobijamo slede¢ih pet jednakosti:

VE UD

L,

I
—

|
—

I
—_

=FEEEREEE
EEEREREE

Deljenjem proizvoda prva dva izraza proizvodom poslednja tri uz skraéi-
vanje dobijamo:
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V_J\}f'U—J\)/[‘_l
T MV

Ovo je uslov Menelajeve teoreme za tacke L, M, N i AUVW. Kako je
proizvod jednak —1, zaklju¢ujemo da su tacke L, M i N kolinearne, §to je i
trebalo dokazati.

oV
N
N
\
A\
\

Slika 2.6: Ilustracija Papusove teoreme

Neka se sada AB,CD i EF seku u X, kao na slici ostali slu¢ajevi se
dokazuju sliéno. Primenom Menelajeve teoreme na ANAXC' i tacke L, D, E

dobijamo

AL XD CE _
LX DC EA

Primenom Menelajeve teoreme na AXFD i tacke N, B, C' dobijamo
XN FB DC ]
NF BD CX

Primenom Menelajeve teoreme na AFAFE i tacke M,C, X dobijamo
FM AC EX _ 1
MA CE XF

MnoZenjem ove tri jednakosti dobijamo

AL XN FM AE-BD-XF-XC
LX NF MA BF-AC-XD-XE'

Ozna¢imo LAXE = a i LAXC = £d’'. Tada je

AE _P(AAXE) AX - XE-sina _ XE-sina
AC — P(AAXC) AX-XC-sina/  XC-sind/

BD P(ABXD) BX-XD-sind XD -sind
BF  P(ABFX) BX-XF-sina XF-sina’
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Odatle sledi
AL XN FM AE-BD-XF-XC
LX NF MA BF-AC-XD-XE
pa kako je neparan broj tacaka L, M, N van stranica AAXF, to vazi

il XN P
X NF ik

pa po Menelajevoj teoremi primenjenoj na AAXF i tacke L, M, N sledi
da su L, M, N kolinearne.

L,

N

X

Slika 2.7: Ilustracija Papusove teoreme u slu¢aju kada su AB,CD i EF
konkurentne prave

Neka su sada U, V, W beskona¢no daleke tacke, odnosno neka je AB ||
CD || EF. Kako je DL || DE, to su ADLB i ADEF sli¢ni, pa vazi:

LB LD BD
EF DE FD’

Kako je AL || CD, to po Talesovoj teoremi sledi da je % = %, pa je
LB AC
EF  CE’
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Kako je CM || EF, to su AACM i AAEF sli¢ni, pa je

CM _ AC
EF  AE’
Deljenjem poslednje dve jednakosti dobijamo:

LB _ AE
CM CE’

Kako Je AB H NE to su AABC i AENC sli¢ni, pa je CE = CN? odakle je
1L—E =1+2 CN’ pa je C%JC%?/[C oN +BC , odnosno ég g% Sada imamo

o= g%, odnosno 2 o~ 15 =L Kako je U beskonacno daleka tacka, to
je % =1, pa je

BN CM UL _
NC MU LB

Kako je neparan broj tacaka van stranica ABCU, to je

By ot 0l
T

pa su po Menelajevoj teoremi primenjenoj na ABCU i tacke M, N, L te
tacke kolinearne, $to je i trebalo pokazati.

N

L

Slika 2.8: Ilustracija Papusove teoreme u sluc¢aju kada su U, V, W besko-
nac¢no daleke tacke.
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2.4 Brijansonova teorema

TEOREMA 2.7. Neka su P i Q tacke iste kruznice i neka su P’ i Q' razlicite
tacke koje pripadaju tangentama na kruznicu u P i Q redom tako da se one
nalaze sa iste strane prave PQ i da je PP’ = QQ'. Tada postoji kruznica
koja dodiruje prave PP’ i QQ' u tackama P’ i Q'.

DoxkAz. Ukoliko je PQ pre¢nik kruznice, tada je PQQ’'P’ pravougaonik,
pa je srediste duzi P’Q’ centar kruZnice koja prave PP’ i QQ’ dodiruje u
tackama P’ i Q' redom.

Pretpostavimo sada da PQ nije precnik kruznice. Ova geometrijska konfigu-
racija (kao na slici) ima simetriju u odnosu na simetralu duzi PQ. Ta ista osa
simetrije istovremeno predstavlja i simetralu duzi PQ i sadrzi precnik prvo-
bitne kruznice. Konstruisanjem normala na tangente PP’ i Q@' u tackama
P’'i @', uotavamo da se one seku na toj osi simetrije u zajednickoj tacki,
koja zapravo predstavlja centar trazene kruznice C. 0

Slika 2.9: Ilustracija Teoreme 2.7.

TEOREMA 2.8 (BrijanSonova teorema E[) Neka je ABCDEF konveksan
Sestougao takav da se u njega moZze upisati kruznica. Tada se njegove dijag-
onale AD, BE i CF seku u jednoj tacki.

Dokaz. Neka su R,Q,T, S, P,U dodirne tacke stranica AB, BC,CD,DFE,
EF, FA redom Sestougla ABCDEF sa upisanom kruznicom. Pod pret-
postavkom da je Sestougao konveksan, dijagonale AD, BE, C'F prolaze kroz
njegovu unutrasnjost. Na produZecima stranica biramo tacke P',Q’, R, S’, T",
U’, kao na slici, tako da vazi PP' = QQ' = RR' = S8 =TT = UU'.
Prema prethodnoj teoremi, konstruiS§emo tri kruznice:

$Charles Julien Brianchon (1783-1864), francuski matematicar.
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e ky koja dodiruje prave PP i QQ' u P'i @',
e ks koja dodiruje prave RR'i SS" u R' i 9,
e k3 koja dodiruje prave TT" i UU' u T" i U’.

Koristedi svojstvo jednakosti tangenti iz iste tacke, vidimo da je AR =
AU i RR' = UU’, odakle sledi AR’ = AU’. Analogno tome, iz DS = DT
i §S" = TT' dobijamo DS’ = DT’. Ovo zna¢i da tacka A ima jednaku
potenciju u odnosu na kruznice ko i k3 i kako tacka D ima jednaku potenciju
u odnosu na kruZnice kg i k3, to prava AD mora biti radikalna osa tih
kruznica.

Na isti nacin, dijagonala BE je radikalna osa kruznica ki i k3, dok
CF predstavlja radikalnu osu kruznica k; i ke. Kako se radikalne ose triju
kruznica, uzetih u parovima, uvek seku u jednoj zajednickoj tacki (ili su
paralelne, §to ovde nije slu¢aj jer su to dijagonale Sestougla), a dijagonale
naseg Sestougla su upravo te ose, sledi da se one moraju seéi u jednoj tacki.
Ovim je BrijanSonova teorema dokazana. O

Slika 2.10: Ilustracija BrijanSonove teoreme

2.5 Harmonijske cetvorke i harmonijski ¢etvorou-
glovi

DEFINICIJA 2.9. Za tri kolinearne tacke A, B, C kazemo da tacka C deli duz
AB u odnosu (razmeri) A ako je 2‘% =\

DEFINICIJA 2.10. Za Cetiri kolinearne tacke A, B, C, D definiSemo dvorazmeru
u oznaci R(A, B; C, D) kao koli¢nik razmera u kojima C' i D dele duz AB,

odnosno R(A, B;C, D) = % : %.
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DEFINICIJA 2.11. Za Cetiri kolinearne tacke A, B, C, D kaZemo da ¢ine har-
monijsku ¢etvorku i pisSemo H(A, B;C, D) ako R(A,B;C,D) = —

TEOREMA 2.12. Ako za éetiri tacke A, B,C, D vazi relacija H(A, B;C, D),
tada vazZe i relacije H(A, B; D,C) i H(C, D; A, B).

DoKAZ. Polazeci od definicije harmonijske ¢etvorke tacaka, relacija

H(A, B;C, D) daje % % Ukoliko u prethodnoj jednakosti zamenimo

mesta levoj i desnoj strani, dobijamo ekvivalentan odnos: % % Na
osnovu definicije, ovo povladi da vazi relacija H(A, B; D, C'). Sa druge strane,

AC _ _AD

c_é
vazi i SE= 5B odnosno & ST

Na osnovu definicije vazi H(C, D; A , B). Time je dokaz obe relacije za-
vrsen. O

TEOREMA 2.13. Ako su A, B,C, D cetiri tacke jedne prave, O tacka van te
prave, a E i F tacke u kojima prava kroz tacku B paralelna pravoj OA sece
prave OC i OD, tada vazi ekvivalencija:

H(A,B;C,D) < op(E)=F,

gde notacija op(E) = F oznacava da se tacka E centralnom simetrijom u
odnosu na tacku B slika u tacku F'.

DokAz. (=) Pretpostavimo najpre da vazi H(A, B; C, D). Po definiciji,

to znaci da vaZi:
A AD

CB DB

Ako posmatramo samo duzine ovih duzi, vazi proporcija:

AC _ AD
CB DB’
Po uslovu teoreme, prava E'F prolazi kroz B i paralelna je sa OA (EF ||
OA).
1z sli¢nosti AACO i ABCFE dobijamo odnos:
ac_oa
CB BE’
Iz sliénosti AADO i ABDF dobijamo odnos:
AD _ 04
DB  BF’

Uvrstavanjem ova dva odnosa u polaznu definiciju H(C, D; A, B) dobi-
jamo:

04 _ 04
BE BF’
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odnosno BE = BF'. Kako su tacke F, B, F' kolinearne i F/ i F' su razli¢ite
tacke, pa sledi da se B nalazi izmedu E i F', pa je tacka B srediste duzi EF.
Po definiciji centralne simetrije, ovo znaci da je op(E) = F.

(«<=) Pretpostavimo sada obrnuto, da vazi cg(E) = F. To implicira da je
tacka B srediste duzi E'F’, pa je BE = BF'. Koristedi iste sli¢nosti trouglova
kao u prvom delu dokaza, imamo odnose:

AC  OA . AD OA
CB_ BE ' DB BF
Zamenom uslova BF = BE u drugu jednakost, dobijamo:

AD OA

DB  BE’
Sada vidimo da su desne strane obe jednakosti identi¢ne, $to znac¢i da moraju
biti jednake i njihove leve strane:

AC  AD
CB DB’
Uzmimo u obzir i raspored tacaka na pravoj: posto tacke F i F leze na

pravama OC i OD sa razli¢itih strana tacke B, to znadi da se i tacke C i
D nalaze sa razli¢itih strana u odnosu na par A, B. Zbog toga gornji odnos

preko vektora glasi:
AC  AD

i

Ovim je teorema dokazana. O

pllOA

Slika 2.11: Slika uz dokaz Teoreme 2.13.
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DEFINICIJA 2.14. Za ¢&etiri prave a,b, ¢, d nekog pramena pravih kazemo
da su harmonijski spregnute ako postoji prava p koja ih seCe redom u
tatkama A, B,C i D takvim da vazi H(A, B;C, D). Tada koristimo oznaku
H(a,b;c,d).

TEOREMA 2.15. Ako neka prava s sede éetiri harmonijski spregnute prave
a,b,c i d u tackama A, B,C i D, tada vazi relacija H(A, B;C, D).

Dokaz. Neka je O centar pramena u kojem se seku harmonijske prave
a, b, ¢, d. Po definiciji harmonijskog pramena pravih H(a, b; ¢, d), postoji bar
jedna prava p koja sece ove prave redom u tackama Ag, By, Co, Do tako da
vazi harmonijska spregnutost tacaka H(Ag, Bo; Co, Dy).

Povucimo sada kroz tacku By pravu koja je paralelna pravoj OAy. Neka
ta prava sece pravu OCy i pravu ODg redom u tackama Eg i F. Na osnovu
prethodno dokazane teoreme, znamo da je tacka By srediSte duzi EyFy,
odnosno vazi:

OBy (Eo) = FO —— B()EO = B()Fo.

Posmatrajmo sada proizvoljnu se¢icu s koja seCe prave a, b, ¢, d u tackama
A, B,C, D. Da bismo dokazali da vazi H(A, B; C, D), primeni¢emo isti pos-
tupak. Povucimo kroz tacku B pravu koja je paralelna pravoj OA. Neka
ona seCe prave ¢ i d u tackama E i F.

Kako je prava EyFy paralelna sa OAg (Sto je zapravo prava a), a prava
EF paralelna sa OA (3to je takode prava a), zaklju¢ujemo da su prave EyFj
i EFF medusobno paralelne.

Ugao sa temenom O ¢iji su kraci prave ¢ i d presecen je sa dve par-
alelne prave, EgFy 1 EF. Na osnovu sli¢nosti AOEyBy i AOEB, i sli¢nosti
NOFyBy i AOF B vaji:

BE  BO _ BF
BoEy ByO BoF,’

odnosno

BE Bk
BF — BoFy’

S obzirom na to da smo veé¢ utvrdili da je BoEy = ByoFy sledi BE = BF.

Dakle, tacka B je srediste duzi E'F', §to znaci da vazi centralna simetrija
op(E)=F.

Ponovnom primenom prethodne teoreme (u obrnutom smeru), iz ¢in-
jenice da prava kroz B paralelna sa O A sece prave c i d tako da je B srediste
prese¢nih tacaka, zakljuéujemo da na pravoj s vazi relacija H(A, B;C, D).

Ovim je dokaz zavrSen u sluaju pramena konkurentnih pravih.

Neka su sada prave a, b, c,d paralelne harmonijski spregnute prave. Vazi:

AgC AgD
H(AmBo;C'o,Do) odnosno £%=9 = —£040
CoBo Do By
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Posmatrajmo sada proizvoljnu drugu secicu s koja iste te paralelne prave
sefe u tackama A, B,C, D.

Prema Talesovoj teoremi o proporcionalnosti odsecaka koje paralelne
prave a, b, c,d odsecaju na dve seCice p i s, odnosi odgovarajuéih duzi na
tim seCicama moraju biti jednaki. Dakle, vaze sledeée razmere:

AC  CB AC ACh

= 22 odakle 22 = .
AoCo ~ CoBy’ % CB T CuB,

Na potpuno isti nacin, posmatrajuc¢i odsecke koje formira tacka D, Talesova
teorema nam daje:

AD DB AD  AgDgy
= odakle — = .
AoDy  DyBy DB  DyBy

Posto su prave paralelne i tacke preseka se nalaze u istom poretku na obe
transverzale, odnosi usmerenih duZi ¢e imati isti odnos kao i odnosi duZina,
pa vazi

/@ B AoCO kao i fﬁ o AODO
Cﬁ C()B() ﬁ DOBO

Uvrstavanjem ovih jednakosti u polazni odnos harmonijske spregnute cetvorke
(Ao, Bo; Co, Do), dobijamo:

AC  ACo  ADy  AD

CE CoBy  DoBi DB

Odavde direktno sledi:

b
B~ oB

Sto po definiciji zna¢i da vazi H(A, B; C, D).

Ovim je dokaz zavrSen. O
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Slika 2.12: Slika uz dokaz Teoreme 2.15. u slu¢aju pramena konkurentnih
pravih.

B S
a7
p

Ao
/A/ Co |Bo| | Do

Slika 2.13: Slika uz dokaz Teoreme 2.15. u slu¢aju pramena paralelnih
pravih.

TEOREMA 2.16. Neka je NABC takav da simetrala unutrasnjeg ugla kod
temena B sece stranicu AC u tacki D, a simetrala spoljasnjeg ugla kod B
sece produzetak stranice AC' u tacki D'. Dokazati da je tada H(A,C; D, D’).
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DokAz. Po teoremi o simetrali unutrasnjeg ugla vazi

AD _ AB
DC  BC’

dok po teoremi o simetrali spoljasnjeg ugla vazi

AD' _ AB

D'C  BC’
Odatle sledi da je

AD _ AD/

DC  D'C’

Sada Zelimo da predemo na odnose usmerenih duzi. Kako se tacka D nalazi

: / : A /
na duzi AC, a tacka D’ na produZetku te duzi, AD’ i D'C su suprotno
usmereni, pa vazi

—
AD  AD
D¢ De’
odnosno vazi H(A,C; D, D’) O

DEFINICIJA 2.17. Za tetivan Cetvorougao ABCD kazemo da je harmonijski
¢etvorougao, ako je AB-CD = AD - BC.

TEOREMA 2.18. Neka je H ortocentar ANABC' koji nije pravougli i kod koga
je AB # AC i neka su D, E, F podnoZja visina iz A, B,C redom. Ako je
tacka P presek pravih FE i BC, tada je H(P,D; B,C).

DokAz. Posto se AD, BE i C'F seku u jednoj tacki (ortocentru H), pri-
menom Cevine teoreme na ANABC i AD, BE,CF dobijamo

P BBCE
FBDCE

Kako su F, E, P kolinearne, primenom Menelajeve teoreme na NAABC i

F, E, P dobijamo
AFBPCE _ |
FBEPCEA

Deljenjem prethodne dve jednakosti dobijamo:

5D B
5 e "

sto po definiciji zna¢i ‘H(B,C; D, P), a odatle po prethodnoj teoremi sledi
H(P,D; B,C), sto smo i hteli da pokazemo. dJ
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TEOREMA 2.19. Neka cetiri prave a, b, ¢, d prolaze kroz tacku A i neka su one
harmonijski spregnute. Ako kruZnica k prolazi kroz A i sede prave a,b,c,d
redom u tackama F,H,FE, D, tada te tacke formiraju harmonijski cetvor-
0ugao.

Dokaz. Po definiciji harmonijskog snopa, ako povucemo proizvoljnu pravu
koja ne prolazi kroz centar A, ona ¢e preseéi prave a,b,c,d u tackama

Py, P», P, Py koje formiraju harmonijsku ¢etvorku na toj pravoj, odnosno
vazi Dbz — BBy
PPy PPy

Posmatrajmo trouglove AAP; Py i AAP; Py. Oni dele zajednicku visinu

spustenu iz temena A. Posto je povrSina trougla jednaka polovini proizvoda
baze i visine, odnos njihovih baza jednak je odnosu njihovih povrsina:

PPs P(AAPPs)

PPy P(AAPLPy)

Primenom formule za povrSinu trougla preko dve stranice i sinusa ugla
izmedu njih, dobijamo:

P(AAP1P3) = : APl . APg - sin K(a, C)

P(AAP1P4) = . AP1 . AP4 - sin K(a, d)

N = N =

Uvrstavanjem ovih izraza u odnos povrsina i skrac¢ivanjem dobijamo:

P1P3 . APg - sin A(a, C)
PPy APy -sin4(a,d)

Potpuno analogno, posmatranjem trouglova AAP, P31 AAP, P, koji takode
dele zajednicku visinu iz temena A, dobijamo odnos:

PPy P(AAPPs)

PPy P(AAPP)

APy - AP3 -sin £(b,c) APz -sin£(b,c)
APy - APy -sin £(b,d) APy -sin£(b,d)

DO [N

Na osnovu svega prethodnog imamo:

APz -sin£(a,c)  AP3-sin£(b,c)
APy -sin4(a,d) APy -sin£(b,d)’

odakle je:
sin £(a,c)  sin£(b,c)

sin £L(a,d)  sin £(b,d)
Posto centar snopa A lezi na kruznici k, uglovi izmedu pravih a, b, ¢, d su za-
pravo periferijski uglovi nad tetivama koje spajaju tacke preseka F, H, K, D
na kruznici:

L(a,c) = LFAFE, L(a,d) = LFAD, £(b,c) = LHAFE, £(b,d) = LHAD.
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Zato je:
sin{FAFE __sin LAHAE

sin{FAD sin{HAD

Neka je R polupre¢nik kruznice k. Prema Sinusnoj teoremi, vazi:
sin{FAFE = %, sin{FAD = %, sin{HAFE = g]g, sin{HAD =
g—g. Odatle je:

(2.5.1)

FE  HE
2R _ 2R
FD — HD
2R 2R

Skra¢ivanjem dolazimo do kona¢nog odnosa stranica ¢etvorougla:
FE HE
FD HD
Odnosno FE-HD = FD - HE. Posto je ¢etvorougao FEHD tetivan i
proizvod njegovih naspramnih stranica je jednak, on je po definiciji har-
monijski.

O]
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O

Glava

Primena teorema
projektivne geometrije

Sada ¢emo pokazati kako se teoreme pokazane u prethodnoj glavi mogu pri-
meniti na reSavanje zadataka iz euklidske geometrije.

PRIMER 1 (Singapore TST). Neka je O centar opisane kruznice oko pravou-
glog AABC, sa pravim uglom kod temena B i neka je tacka P bilo koja
tacka tangente na tu kruznicu u tacki A (razli¢ita od tacke A). Neka je tacka
D je druga tacka preseka kruznice i prave PB, a tacka E presek prave DC
i prave kroz A paralelne sa BC. Dokazati da su tacke P, E i O kolinearne.

Doxkaz. Ozna¢imo sa By tacku simetri¢nu tacki B u odnosu na centar
kruznice O. Poznato je da je LABC = 90° i AE || BC. Kako prava
AB sece paralelne prave AE i BC, na osnovu osobina transverzale sledi da
je:

ABAE = 90°.

Dalje, s obzirom na to da je B — O — Bj pre¢nik kruznice opisane oko
trougla, na osnovu teoreme o uglu nad pre¢nikom, vazi:

£B1AB = 90°.
Sada imamo:
e Prava AF prolazi kroz tacku A i vazi L BAE = 90°.
e Prava AB; prolazi kroz tacku A i vazi £B1AB = 90°.

Buduéi da obe prave (AE i ABj) grade prav ugao sa pravom AB u isto]
tacki A i nalaze se u istoj ravni, one moraju biti identi¢ne prave. Dakle,
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tacke A, 1 By su kolinearne. Posmatrajmo heksagon AAB; BDC' upisan u
kruznicu. Prema Paskalovoj teoremi, preseci suprotnih stranica ovog hek-
sagona su kolinearni. Naspramne stranice heksagona su: AA (tangenta u
tacki A) i BD, ABy i DC, B1B i CA. Odredimo prese¢ne tacke suprotnih
stranica: Presek stranica AA i BD je tatka P (prema definiciji zadatka).
Presek stranica ABy i DC je tacka E (kako smo ranije dokazali da je A, E, By
kolinearno, prava ABj je ista prava kao AF). Presek stranica B1B i CA je
tacka O (jer su B1B i C'A pre¢nici kruznice koji se seku u centru O). Prema
Paskalovoj teoremi, tacke P, E' i O leZe na istoj pravo] (Paskalova prava).

Zakljuc¢ak: Tacke P,O i E su kolinearne. O
Y
\
A \ By
(@)
B C

Slika 3.1: Slika uz Primer 1

PrRIMER 2. Neka je I' kruznica i neka su A, B, C tacke na njoj. Neka su
ta,tp,tc tangente na kruznicu I' u tactkama A, B,C' redom. Definisimo
tacke:

{P}:tgﬂtc, {Q}:tAﬂtc, {R}:tAﬂtB.
1. Dokazati da su prave AP, BQ i CR konkurentne (seku se u jednoj
tacki S).

2. Neka su XY i Z preseci odgovarajuc¢ih stranica AABC i APQR,
definisani sa:

{X}=ABNPQ, {Y}=BCNQR, {Z}=CANRP
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Dokazati da su tacke X,Y i Z kolinearne.

Dokaz. Kako je RA=RB, QA = QC i PB = PC (tangente iz iste tacke
na krug) to je

PB RA QC_,
BR AQ CP 7

pa uzimajuéi u obzir da su tacke A, B, C na stranicama APQR sledi

Bl @t
B 46 P

pa primenom Cevine teoreme na APQR dobijamo da su prave AP, BQ i
CR konkurentne, ¢ime je pokazan 1. deo zadatka. Oznacimo njihov presek
sa S. Sada pokazujemo 2. deo zatatka. Po delu 1. ovog zadatka, imamo da
su AABC i APQR perspektivni iz tacke S. Prema Dezargovoj teoremi, ako
su dva trougla perspektivna iz tacke, onda su preseci njihovih odgovarajuéih
stranica kolinearni. Zato

{X}=ABnNnPQ, {Y}=BCnNQR, {Z}=ACNPR
moraju lezati na jednoj pravoj. Ovim je dokazana kolinearnost tacaka

X,Y,Z.
O

P

Slika 3.2: Slika uz Primer 2.
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PrRIMER 3. Neka je ABCD tetivan Cetvorougao takav da se prave odredene
stranicama AB i CD seku u tacki F, a prave odredene stranicama BC' i
AD seku u tacki F'. Neka se:

-tangente na kruznicu u tackama A i B seku u tacki X,

-tangente u tackama B i C seku u tacki Y,

-tangente u tackama C'i D seku u tacki Z,

-tangente u tackama A i D seku u tacki T,

-tangente u tackama A i C' seku u tacki U,

-tangente u tackama B i D seku u tacki V.

Ako je W presek dijagonala éetvorougla ABC D, dokazati da prave X Z i
YT sadrze tacku W.

DoxkAz. Posmatrajmo heksagon AADBBC upisan u kruznicu. Prema

Paskalovoj teoremi, preseci naspramnih stranica su kolinearni. Preseci su:
tangenta u A 1 B (tacka X), stranice AC i BD (tactka W), kao i CB i
DA (tatka F'). Dakle, tacke X, W, F' su kolinearne. Analogno, za heksagon
ADDBCC, prema Paskalovoj teoremi, preseci tangenti u D i C (tacka
Z), stranica AD i CB (tacka F'), kao i DB i AC (tactka W) leze na is-
toj pravoj. Dakle, tacke Z, F, W su kolinearne. Time zaklju¢ujemo da su
X, W, F i Z kolinearne tacke. Posmatrajmo heksagon AABDDC upisan u
kruznicu. Prema Paskalovoj teoremi, preseci naspramnih stranica su kolin-
earni. Preseci su: tangentau A1 D (tacka T'), stranice AC' i BD (tacka W),
kao i CD i AB (tatka E). Dakle, tacke T, W, E' su kolinearne. Analogno,
za heksagon ABBDCC, prema Paskalovoj teoremi, preseci tangenti u B i
C (tacka Y'), stranica AB i CD (tatka F), kao 1 BD i AC (tatka W) leze
na istoj pravoj. Dakle, tacke Y, E/, W su kolinearne. Time zaklju¢ujemo da
suT,W,E iY kolinearne tacke. Odatle se tacka W nalazi i na pravoj XZ
i na pravoj Y'T', $to smo i hteli da pokazemo. O

JF
Slika 3.3: Slika uz zadatak 3.
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PRIMER 4 (USA TSTS 2012.). U AABC, koji nije pravougli, tacke A;, By
i C1 su podnoZzja visina iz temena A, B i C redom na naspramne stranice.
Neka su P, i R preseci pravih redom:

e {P} =B;C1NBC,
e {Q}=A1B1NAB,
o {R}=AC1NAC.
Dokazati da su tacke P, @ i R kolinearne.

Dokaz. Visine trougla AA;, BB; i CCY seku se u ortocentru H. To znaéi
da su AABC i ANA1B;Cy perspektivni iz tacke H. Prema Dezargovoj teo-
remi, ako su dva trougla perspektivna u odnosu na tacku, oni su perspektivni
i u odnosu na pravu. Preseci odgovarajuéih stranica su:

d {Q} = AlBl N AB?
. {R} =A1C1 NAC,
° {P} = B:C; N BC.

Time je kolinearnost tacaka P, () i R dokazana. O

Slika 3.4: Slika uz Primer 4.

PRIMER 5 (Apolonijeva kruznica). Neka su A i B dve fiksirane tacke u
ravni, a m i n (m # n) dve zadate duzine. Dokazati da geometrijsko mesto
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tacaka X za koje vazi odnos AX : X B = m : n predstavlja kruznicu ¢iji je
pre¢nik duz C'D i da pri tome, tacke C' i D pripadaju pravoj AB i dele duz
AB unutradnje i spoljasnje u istoj razmeri, odnosno zadovoljavaju uslov:

AC  AD m
CB DB n

Dokaz. Ozna¢imo sa k kruZznicu konstruisanu nad pre¢nikom C'D. Neka je
X bilo koja tacka ravni. Povucimo kroz tacku B pravu p koja je paralelna
pravoj AX. Ozna¢imo sa E i F tacke u kojima prava p seCe prave CX i
DX, redom.

Iz polaznog uslova imamo da vazi H(A, B;C, D). Na osnovu Teoreme
2.13. i konstruisane paralele kroz tacku B, sledi da je tacka B srediste duzi
EF.

Pretpostavimo najpre da tacka X zadovoljava odnos AX : XB =m : n.
Primenom Talesove teoreme na uglove sa temenima u C' i D, dobijamo
sledeée jednakosti:

AX AX AC  AX m
XB BE CB BF n’
Iz gornjih odnos zaklju¢ujemo da vazi:
BE >~ BF = XB.

Kako je B srediste duzi F'F', a duzina X B je jednaka polovini te duzi, pa je
tezisna duz koja odgovara stranici EF u AEXF jednaka je polovini EF'.
Odavde sledi da je AEX F pravougli sa pravim uglom kod temena X . Posto
je £CX D zapravo isti kao i L FXF, zakljuéujemo da je £C XD = 90°. To
znac¢i da tacka X mora pripadati kruZnici k nad preé¢nikom CD.

Pretpostavimo sada da tacka X pripada kruznici k ¢&iji je preénik C'D.

Prema teoremi o periferijskom uglu nad pre¢nikom, £CXD je prav
(90°). S obzirom na to da je krak X E produZetak prave CX, a krak XF
produzetak prave DX, zaklju¢ujemo da je i £ EX F takode prav. U pravou-
glom AEXF, tacka B je srediSte hipotenuze EF', $to znaci da je tezisna
duz X B jednaka polovini hipotenuze, odakle dobijamo relaciju:

XB = BE = BF.

Ponovnom primenom Talesove teoreme o proporcionalnosti odsecaka na
kracima ugla, dobijamo trazeni odnos:
AX AX  AC m
XB BE CB n’

Ovim je ekvivalencija u potpunosti dokazana. O
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Slika 3.5: Slika uz Primer 5.

NAPOMENA 3.1. KruZnicu iz prethodnog primera zovemo Apolonijeva kruznica.

A

PRIMER 6. Dokazati da vazi H(A, B;C, D) ako i samo ako srediste O duzi
CD zadovoljava relaciju N
OA- OB = 0C.

Dokaz. Uslov H(A, B; C, D) po definiciji oznacava:

W b
CE bB

Kako sve usmerene duzi mozemo izraziti preko vektora polozaja u odnosu
na referentnu tacku O:

AC = OC - 04,

CB=0B - 0C,

AD = 0D — 0A =00 — 04,

DB =0B - 0D =08 — (~0C) = 0B + OC.

Zamenom dobijenih izraza u polaznu proporciju , dobija se jednacina:

OC—04  —0C-04 O0C—04 0C+04

0B-0C 0B+oC  0B-0C 0B+0C
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Unakrsnim mnoZenjem elemenata ove razmere sledi:
(OC — OA) - (OB + OC) = (OC + OA) - (OB — 0C).
Odatle dobijamo:
OC-0B+0C?~0A-0B-0A.0C = 0C-0B—-0C?+04.0B—04.0C.

—
Skraéivanjem ¢lanova O? . (ﬁ i—0A- O? sa obe strane jednakosti,

izraz se svodi na:
— —
OC? —0A-OB=—-0C?+0A- 0B,
odnosno grupisanjem ¢lanova na odgovarajué¢im stranama dobijamo:

20C* =204 -0B < OA-0B = 0C™.

S obzirom na to da su sve primenjene transformacije ekvivalentne, tvrdenje
je dokazano u oba smera. O

PRrRIMER 7. Dokazati da vazi:

1 1 2
H(A,B;C,D) <— + = ,
( )= 2T

gde se pod izrazom oblika ﬁ misli na deljenje duzinom vektora B , uzi-

majuéi u obzir usmerenje.

DokAz. Po definiciji H(A, B; C, D) znadi:
ic D
CB DB

Da bismo relaciju izrazili samo preko odsecaka ¢ija je poCetna tacka A,
transformiSemo imenioce na sledeéi nadin:

&h - 7B A0,
B3 - 38 - 7.

Zamenom ovih identiteta u pocetnu jednakost dobija se izraz:

i b i ap
T AB-aB  aB-ad¢ iB- 1B

Unakrsnim mnozenjem dobijamo sledeé¢u jednakost:
AC - (AD — AB) = AD - (AB — A0,
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odnosno:

AC-AD — AC - AB = AD - AB — AD - AC.

Sada grupiSemo ¢lanove:
2AC - AD) = AB - AD + AC - AB < 2(AC - AD) = AB - (AD + AC).

Deljenjem ove relacije proizvodom svih triju duzi, tj. izrazom (@ . x@ .
E), dobijamo:

2(AC - AD)  AB- (AD + AC)
AB-AC-AD  AB-AC-AD

Nakon upro$éavanja razlomaka sa obe strane, izraz dobija oblik:

, ABsad o ap X
- acap ik a0.ap  ac-ap

Skrad¢ivanjem odgovarajuéih promenljivih unutar sabiraka desne strane,
dolazimo do konacne trazene relacije:

1 n 2
AC AD AB
Ovim je trazena ekvivalencija dokazana. O

PRIMER 8 (Problem G5 - IMO Shortlist 2007). Neka je AABC fiksan i
neka su A;, By i (4 redom sredista stranica BC, CA i AB. Neka je P
promenljiva tacka na opisanoj kruZnici tog trougla. Prave PA;, PBy i PC}
seku opisanu kruznicu ponovo u tackama A’, B i C’, redom. Pretpostavimo
da su tacke A, B, C, A’, B i ¢!/ medusobno razli¢ite i da prave AA’, BB’ i
CC’ grade trougao. Dokazati da povrsina tog novonastalog trougla ne zavisi
od polozaja tacke P.

DokAz. Neka su Ay presek pravih BB’ i CC’, Bs presek pravih AA" i CC’
i Cy presek pravih AA’ i BB’ Primenom Paskalove teoreme na Sestougao
ABB'PC'C, dobijamo:

ABNPC' ={C1}, BB'NCC'={Ay}, BPNCA={B}

da su tacke Cp, As i By kolinearne. Analogno, primena Paskalove teoreme
na Sestouglove BCC'PA’Ai1 CAA'PB’B daje da su trojke tacaka By, C1, Ay
i Ay, By, Cy takode kolinearne.
Sada treba pokazati da povrsina AAsBsCy ne zavisi od polozaja tacke P.
Kako su A1C1 i Ay By srednje linije AABC to vazi A1Cy || AC1A1B; || AB.
Zbog toga, po Talesovoj teoremi vazi:

A2B1 AQC A2B1 A202

4,0, - A4,B, ol e T 4B
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Iz ova dva odnosa zakljuc¢ujemo da je:

AsCy  ArC
AsB  AsBsy’

odnosno AQB . AQC = A202 . AQBQ.

Posmatrajmo AAsByCs i AA3BC' 1 ozna¢imo njihov zajednicki ugao kod
temena As sa . PovrSine ovih trouglova mozemo izraziti preko trigonometri-
jskog obrasca:

AQCQ . AQBQ - sin o AQC . AQB - sin «
2 , a PAQBC = 9 .

Iz prethodne jednakosti proizvoda duzina direktno zakljuc¢ujemo da je Pa,B,c, =
Pa,pc. Kako tacka Ay pripada pravoj C1B; (pravoj koja sadrzi srednju
liniju AABC), njeno rastojanje od stranice BC' je jednako polovini odgo-
varajucée visine AABC, odakle je:

PA2B2CQ =

1
Py,po = §PABC’-

Odavde kona¢no dobijamo da je i Pa,p,c, = %PAB(;, Sto je konstantna
vrednost, ¢ime je dokazano da povrSina ne zavisi od polozaja tacke P.
O

Slika 3.6: Slika uz Primer 8.

PRIMER 9 (MonZzova teorema[f]). Ako su u ravni date tri kruznice razli¢itih
polupre¢nika koje se nalaze jedna izvan druge, tada tri prese¢ne tacke parova
njihovih spoljasnjih zajednickih tangenti leze na jednoj pravoj.

*Gaspard Monge (1746-1818), francuski matematicar.
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Dokaz. Neka je tacka T presek zajednicke spoljasnje tangente na kruznice
sa centrima u A i B i zajednicke spoljasnje tangente na kruznice sa centrima
u A i C, tacka Tb presek zajedniCke spoljasnje tangente na kruznice sa
centrima u B i A i zajednicke spoljasnje tangente na kruznice sa centrima
u B i C a tacka T3 presek zajedniCke spoljasnje tangente na kruZnice sa
centrima u C' i A i zajednic¢ke spoljasnje tangente na kruZnice sa centrima
u C i B kao na slici Prave ATy, BT, CT; su simetrale unutrasnjih
uglova AT1T5T3, pa se seku u jednoj tacki (centar upisane kruznice tog
trougla). Zato su AABC i ATiT»T5 perspektivni u odnosu na tacku, pa
po Dezargovoj teoremi vazi da su preseci odgovarajuéih stranica kolinearne
tacke, odnosno ABNT 1T, = {C'}, BCNTT35={A"}, ACNTT3 ={B'}
pa su A’, B, C' kolinearne. O

Slika 3.7: Slika uz Primer 9.

PrRIMER 10 (Moldavian TST 2011.). Neka u AABC, koji nije pravougli,
vazi AB < AC. Neka je tacka H ortocentar tog trougla i neka su tacke A;
i B1 podnozja visina iz temena A odnosno B redom. Neka je tacka D je
centralno simetri¢na tacki C' u odnosu na A;. Ako je {E} = AC N DH,
{F}=A1BiNnDH, {G} = AF N BH, dokazati da su prave CH, EG i AD
konkurentne.

DoxkAz. Iz teksta zakljuéujemo da su sledece tacke kolinearne: A, C, F, By,
zatim D, H, E, F, zatim A, By, F, takode A, F,G, kao i B, H,G, By, kao
Sto je prikazano na slici. Kako je zato {B1} = CENHG, {F'} = EDNGA,
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{A1} =CDNHA, tosu ACED i AHG A perspektivni u odnosu na pravu
A1 Bi. Zato su po Dezargovoj teoremi prave CH, EG i D A konkurentne. []

Slika 3.8: Slika uz Primer 10.

PRIMER 11. Neka je pravougaonik BC' XY konstruisan u spoljasnjosti AABC.
Neka je tacka D podnoZzje normale iz tatke A na BC ineka su U i V pre-
seCne tacke pravih DY i AB odnosno pravih DX i AC. Dokazati da je
Uv || BC.

DoxkAz. Iz tvrdenja zadatka sledi da je BY || CX || AD, pa prave BY,CX,
AD pripadaju istom pramenu paralelnih pravih, odnosno seku se u tacki
u beskonac¢nosti i AABC i ADY X su perspektivni iz te tacke. Kako je
{U} =ABNDY,{V} =ACNDX, BC || YX (prave BC' i YX seku se
u tacki u beskonac¢nosti), Dezargovoj teoremi sledi da prava UV sadrzi istu
tacku u beskonacnosti kao i BC i Y X. To znaci da te tri prave pripadaju
istom pramenu paralelnih pravih, odnosno vazi VU || Y X. O
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Y X

Slika 3.9: Slika uz Primer 11.

PrRIMER 12 (JBMO Shortlist 2023). Neka su D i E proizvoljne tacke na
stranicama BC' 1 AC NABC, redom. Opisana kruznica AADC' seée po
drugi put opisanu kruznicu ABCEFE u tacki F. Prava F'E sefe pravu AD
u tacki G, dok prava F'D sece pravu BE u tacki H. Dokazati da se prave
CF, AH i BG seku u istoj tacki.

DoxkAz. Po uslovima zadatka, tacke A, D, G i B, H, E su trojike kolinearnih
tacaka. Posmatrajmo Sestougao AEGBDH. Oznac¢imo presek AH i BG sa
X. Kako se prave AE i DB seku u tacki C, a prave EG i HD u tacki F,
po Papusovoj teoremi vazi da su tacke C, F' i X kolinearne, odnosno C'F',
AH i BG se seku u istoj tacki. O

PrRIMER 13 (Brazil MO). Neka je AABC ostrougli i neka je H njegov
ortocentar. Neka je D presek prave BH i AC, a E presek prave CH i AB.
KruZnica opisana oko AADE se¢e kruznicu opisanu oko AABC drugi put
u tacki F. Dokazati da se simetrale L BF'C i £ BHC seku u tacki na BC.

Doxkaz. Kako je {BDC = £BEC = 90°, to je ¢etvorougao BEDC tetivan.
KruZnice opisane oko AABC i AADE seku se u tackama A i F, pa je zato
prava, AF radikalna osa za te dve kruZnice. KruZnice opisane oko AABC' i
¢etvorougla BEDC seku se u B i C, pa je zato prava BC njihova radikalna
osa. Kruznice opisane oko AADE i Cetvorougla BEDC se seku u D i F,
pa je prava DFE njihova radikalna osa. Po teoremi o radikalnim osama za
3 nekoncentri¢ne kruznice, dokazanoj u prvoj glavi, sledi da se prave AF,
BC i DFE seku u jednoj tacki. Oznacimo tu tacku sa P. Prema teoremi o
potenciji tacke u odnosu na kruznicu opisanu oko ¢etvorougla BEDC' sledi
da je BH-HD = CH - HE, odakle je g—g = %. Ako presek simetrale
ABHC i BC ozna¢imo sa X, po teoremi o simetrali ugla je % = g—g, pa
vazi

BH HE BX

CH HD CX'
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Po Teoremi 2.18. primenjenoj na AABC vazi H(P, AHNBC; B, C). Takode,
Getvorougao AEHD je tetivan jer je LAFH = {ADH = 90°, pa su
tacke A, E, H, D, F' na istoj kruZnici opisanoj oko AADFE. Primenom Teo-
reme 2.19, kako su prave AF, AH, AD, AFE harmonijski spregnute, to je
¢etvorougao koji se dobija njihovim presekom sa kruznicom harmonijski, t;.
FDHE je harmonijski. Zato je g—g = %, odakle je

BX HE FEF

CX HD DF’
Neka simetrala £ BFC se¢e BC' u tacki X'. Posto su tacke A, E, D, F, H kao
i A, B,C, F kocikli¢ne, vaze sledece jednakosti L FDE = 180° — L FAE =
180° — LFAB = AFCB i {FED = {FAD = {FAC = £FBC. Odatle
po sinusnoj teoremi primenjenoj na AFED i AFBC vazi:

E B sin {FCB B sin{FDF B FE
FC sin{FBC sinFED DF’

Kako je FX' simetrala £ BFC, to po teoremi o simetrali ugla vazi g? =

% = % = %, odakle tacke X i X’ dele duz BC' u istom odnosu, pa je

X = X', 5to smo i hteli da pokaZemo. O

Slika 3.10: Slika uz Primer 13.
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Glava

Zakljucak

U ovom master radu istrazena je veza izmedu euklidske i projektivne ge-
ometrije u ravni. Euklidske teoreme iz prve glave (Talesova, sinusna, Cevina,
Menelajeva) posluzile su kao alat za dokazivanje vaznih teorema projektivne
geometrije u drugoj glavi — Dezargove, Paskalove, Papusove i BrijanSonove,
uz osvrt na harmonijske ¢etvorke. U trecoj glavi, kroz pazljivo odabrane
zadatke, pokazano je da projektivni pristup omogucava znatno elegantnija
reSenja od standardnih euklidskih metoda. Time je prikazana prakti¢na
primena projektivne geometrije i njen znacaj za reSavanje geometrijskih
problema.
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This master’s thesis explores the connection between Euclidean and projective geometry,
with a primary focus on the application of classical projective configurations and theo-
rems in solving complex mathematical competition problems. The introductory part of
the thesis provides the necessary theoretical foundations of Euclidean geometry, including
Thales’s theorem, the law of sines, Ceva’s and Menelaus’s theorems. The central part of
the thesis is dedicated to the fundamental theorems of the projective plane—Desargues’s,
Pascal’s, Pappus’s, and Brianchon’s theorems—as well as the analysis of harmonic quadru-
ples and harmonic quadrilaterals. Through selected examples, the final part of the thesis
demonstrates the advantage of projective methods over the classical Euclidean approach,
thereby solving complex geometric problems much more elegantly and in fewer steps.
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