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1 Uvod

Teorija bojenja grafova jedna je od najvaznijih oblasti diskretne matematike,
prvenstveno zato Sto se lako primenjuje na stvarne probleme poput pravljenja
rasporeda, raspodele resursa ili projektovanja mreza. Iako su klasi¢ni hromat-
ski broj i hromatski indeks detaljno prouceni, poslednjih decenija sve se vise
istrazuju varijante bojenja sa dodatnim i strozim pravilima. Glavni razlog
lezi u tome $to u mnogim slozenijim primenama obi¢no pravilno bojenje nije
dovoljno, pa se javlja potreba za strukturama koje pruzaju ve¢u pouzdanost.

Jedna od takvih varijanti jeste zvezdasto bojenje grana, koje predstavlja po-
ostrenje pojma acikli¢nog bojenja grana. Zvezdasto bojenje grana grafa G je
pravilno bojenje grana kod kojeg dodatno ne postoji dvobojan put niti dvo-
bojna kontura duzine 4. Minimalan broj boja potreban za ovakvo bojenje
naziva se zvezdasti hromatski indeks grafa G i obelezava se sa X% (G).

Motivacija za proucavanje zvezdastog bojenja dolazi iz teorijskih i prakti¢nih
razloga. S jedne strane, ono predstavlja prirodnu vezu izmedu hromatskog
indeksa i aciklicnog bojenja, otkrivajuci koliko dodatna pravila povec¢avaju
broj potrebnih boja. S druge strane, izbegavanje naizmeni¢nih obrazaca bo-
ja veoma je korisno u praksi. Ovakva bojenja primenjuju se u problemima
rasporedivanja gde treba spreciti ponavljanje istih resursa, na primer kod
dodele frekvencija u telekomunikacijama radi sprecavanja smetnji, kao i u
analizi otpornosti mreznih struktura na razlic¢ite tipove kvarova ili napada.

lako je zvezdasti hromatski indeks za jednostavnije klase grafova u potpu-
nosti odreden, za komplikovanije grafove precizne vrednosti ovog parametra
i dalje predstavljaju otvoren ili delimi¢no reSen problem. Cilj ovog master
rada jeste da sistematizuje i prikaze postojece rezultate o gornjim i donjim
granicama za odredene klase grafova, uz detaljno izlaganje odgovarajuéih do-
kaznih tehnika.

U poglavlju 2 uvode se osnovni pojmovi i definicije iz teorije grafova koji se
koriste u ostatku rada, uklju¢ujuc¢i pojmove pravilnog bojenja, hromatskog
indeksa, aciklicnog i zvezdastog bojenja, kao i definicije relevantnih klasa
grafova (kompletni, supkubni, auterplanarni grafovi, stabla i dr.).

Poglavlje 3 posveéeno je zvezdastom hromatskom indeksu kompletnih grafo-



va K. Izvodi se gornja granica primenom Elkinove konstrukecije skupova bez
troc¢lanih aritmetickih progresija. Poglavlje se zakljuc¢uje izvodenjem odgova-
rajuce donje granice za kompletne grafove, koja se dobija metodom dvostru-
kog prebrojavanja.

U poglavlju 4 analizira se zvezdasti hromatski indeks za dve jednostavnije
klase grafova, stabla i supkubne grafove. Za stabla se dokazuje ostra gornja
granica u zavisnosti od maksimalnog stepena, dok se za supkubne grafove
izvode i gornja i donja granica, uz karakterizaciju grafova koji dostizu mini-
malnu vrednost.

Poglavlje 5 bavi se klasom auterplanarnih grafova. Najpre se izvodi opSta
gornja granica u zavisnosti od maksimalnog stepena, a zatim se posebna
paznja posvecuje preciznijim ocenama za auterplanarne grafove ogranic¢enog
stepena, kao i za specificne familije grafova sa ograni¢enim dijametrom.

Konacno, u poglavlju 6 dat je pregled otvorenih problema koji proizlaze iz
izlozenih rezultata, ukljucujuci pitanje tacnog reda rasta zvezdastog hromat-
skog indeksa kompletnih grafova, kao i formulaciju hipoteza o oStrijim gor-
njim granicama za supkubne i auterplanarne grafove.



2 Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju uvodimo definicije i oznake iz teorije grafova koje se koriste
u ostatku rada, a koje se oslanjaju na literaturu [14], [4] 1 [6].

2.1 Osnovni pojmovi teorije grafova

Definicija 2.1. Graf G je uredeni par G = (V| F), gde je V = V(G) konacan
neprazan skup ¢iji se elementi nazivaju c¢vorovi, a E = E(G) skup grana, pri
¢emu je svaka grana neureden par ¢vorova iz V. Broj ¢vorova |V (G)| naziva
se red grafa, a broj grana |E(G)| veliina grafa.

Definicija 2.2. Ako je e = uv € E(G) grana grafa G, kazemo da su ¢vorovi
wiwv krajevi grane e, da su évor u i grana e (kao i ¢vor v i grana e) medusobno
incidentni, kao i da su ¢vorovi u i v susedni, odnosno da je u sused ¢vora v.
Skup svih suseda ¢vora v u grafu G oznacavamo sa Ng(v) (ili krace sa N(v)
ukoliko je jasno o kom grafu je rec).

Definicija 2.3. Dve grane koje imaju zajednicki ¢vor nazivaju se susedne
grane.

Definicija 2.4. Stepen ¢vora v u grafu G, u oznaci dg(v), jednak je broju
grana incidentnih sa v. Kada je jasno o kom grafu je re¢, koristicemo krac¢u
oznaku d(v). Maksimalni stepen grafa GG, u oznaci A(G), predstavlja najveci
stepen medu svim ¢vorovima grafa.

Definicija 2.5. Graf u kome se izmedu dva ¢vora moze nalaziti vise od
jedne grane naziva se multigraf. Kod multigrafa se £ = F(G) ne posmatra
kao skup, ve¢ kao multiskup parova ¢vorova iz V', tj. dozvoljeno je da se
ista grana pojavi vise puta u . Takve grane nazivamo paralelnim granama.
Grana koja spaja ¢vor sa samim sobom naziva se petlja. Graf bez paralelnih
grana i bez petlji naziva se prost graf. Ukoliko nije drugacije naglaseno, u
ovom radu se pod pojmom graf podrazumeva prost graf.

Definicija 2.6. Kompletan graf sa n ¢vorova, u oznaci K, jeste graf u kome
je svaki par razli¢itih ¢vorova povezan granom.

Definicija 2.7. Kompletan bipartitni graf K, , je graf ¢iji se skup ¢vorova
moze podeliti na dva disjunktna skupa veli¢ine m i n, tako da su svaka dva
¢vora iz razli¢itih skupova povezana granom, dok ¢vorovi unutar istog skupa
nisu medusobno povezani.



Definicija 2.8. Graf G naziva se kubnim ukoliko je d(v) = 3 za svaki ¢vor
v € V(G). Graf G naziva se supkubnim ukoliko je d(v) < 3 za svaki ¢vor
v € V(G), odnosno ako je A(G) < 3.

2.2 Podgrafovi i operacije nad grafovima

Definicija 2.9. Graf H je podgraf grafa G ukoliko vazi V(H) C V(G) i
E(H) C E(G). Ako je H podgraf grafa G takav da za svaka dva ¢vora
u,v € V(H) grana uv pripada skupu F(H) kad god pripada skupu E(G),
tada se H naziva indukovani podgraf grafa G (indukovan skupom ¢évorova

V(H)) i oznacava se sa G[V (H)].

Definicija 2.10. Brisanje grane e € E(G) je operacija kojom se iz grafa G
uklanja grana e. Dobijeni graf se oznacava sa G —e. Brisanje ¢vora v € V(G)
je operacija kojom se iz grafa G uklanja ¢vor v, zajedno sa svim granama
koje su sa njim incidentne. Dobijeni graf se oznacava sa G — v.

Definicija 2.11. Kontrakcija grane e = uv grafa GG je operacija kojom se
¢vorovi u i v spajaju u jedan novi ¢vor w, incidentan sa svim granama koje su
prethodno bile incidentne sa u ili v, osim same grane e (koja se uklanja, jer bi
njenom kontrakcijom nastala petlja). Ukoliko nakon spajanja izmedu ¢vora
w 1 nekog drugog ¢vora x postoji vise grana (tj. nastanu paralelne grane, jer
suiwu i v bili susedni sa x), sve te grane se zamenjuju jednom granom wz,
tako da rezultujuci graf ostane prost.

Definicija 2.12. Graf H je minor grafa G ukoliko se H moze dobiti iz G
nizom operacija brisanja ¢vorova, brisanja grana i kontrakcije grana.

Definicija 2.13. Subdivizija grafa G je graf dobijen zamenom (jedne ili vise)
grana grafa G putevima, odnosno umetanjem novih ¢vorova stepena 2 na
postojece grane.

Definicija 2.14. Supresija ¢vora je operacija koja predstavlja obrnut postu-
pak od umetanja ¢vora stepena 2: ukoliko je v ¢vor stepena 2 u grafu G cija
su dva suseda u i w medusobno nesusedna, tada se supresija ¢vora v sastoji
u brisanju ¢vora v (zajedno sa granama uv i vw) i dodavanju nove grane uw.

Definicija 2.15. Neka su G; = (4, E1) 1 G = (Va, E3) dva grafa sa dis-
junktnim skupovima ¢vorova, tj. Vi N Va = 0. Disjunktna unija grafova Gy i
G, u oznaci G U G, jeste graf sa skupom ¢vorova V; U Vs 1 skupom grana
E1 U Es.



Definicija 2.16. Neka su Gy = (4, E1) 1 G2 = (Va, Ey) dva grafa sa dis-
junktnim skupovima ¢vorova. Spoj grafova GG; i G, u oznaci G; V Ga, jeste
graf dobijen od disjunktne unije G;UG, dodavanjem svih grana koje povezuju
svaki ¢vor iz V] sa svakim ¢vorom iz V5, tj.

Gl\/GQZ(‘/lU‘/Q, E1UE2U{UUIU€‘/1, UE%}).

Definicija 2.17. Linijski graf grafa G, u oznaci L(G), jeste graf ¢iji je skup
¢vorova V(L(G)) = E(G), pri ¢emu su dva ¢vora grafa L(G) susedna ako i
samo ako su odgovarajuée grane grafa G susedne.

2.3 Putevi, konture, povezanost i stabla

Definicija 2.18. Put P, je graf sa n ¢vorova ¢iji se ¢vorovi mogu poredati u
niz vy, va, . .., v, tako da su v; 1 v;;1 susedni za svako i € {1,...,n — 1}, dok
za ostale parove ¢vorova ne postoji susednost. Duzina puta jednaka je broju
njegovih grana.

Definicija 2.19. Kontura C),, gde je n > 3, je graf sa n ¢vorova dobijen od
puta P, dodavanjem grane koja povezuje njegova dva krajnja ¢vora. Analog-
no, duzina konture jednaka je broju njenih grana.

Definicija 2.20. Rastojanje d(u,v) izmedu dva ¢vora u i v u povezanom
grafu G jednako je duzini najkraceg puta koji ih povezuje. Dijametar grafa
G, u oznaci diam(G), predstavlja najvece rastojanje izmedu bilo koja dva
¢vora grafa.

Definicija 2.21. Graf G je povezan ukoliko za svaka dva njegova ¢vora po-
stoji put koji ih povezuje. Maksimalni povezani podgrafovi grafa G' nazivaju
se njegove komponente povezanosti.

Definicija 2.22. Grana e grafa G naziva se most ukoliko njeno uklanjanje
povecava broj komponenti povezanosti grafa G.

Definicija 2.23. Cvor v povezanog grafa GG naziva se artikulacioni cvor
ukoliko njegovo uklanjanje (zajedno sa svim njemu incidentnim granama)
povecava broj komponenti povezanosti grafa. Povezan graf G sa [V (G)| > 3
koji nema artikulacionih ¢vorova naziva se 2-povezan. Maksimalni povezani
podgraf grafa G bez artikulacionih ¢vorova naziva se blok grafa G.

Definicija 2.24. Graf bez kontura naziva se aciklican.



Definicija 2.25. Stablo je povezan aciklican graf. Graf bez kontura, ali ne
nuzno povezan u celini, naziva se Suma (odnosno disjunktna unija stabala).
Cvor stepena 1 u stablu naziva se list.

Definicija 2.26. Korensko stablo je stablo 7" u kome je izdvojen jedan ¢vor
v, nazvan koren. Za svaki ¢vor u # v, jedinstveni sused ¢vora u na putu
ka korenu naziva se njegov roditelj, dok se preostali susedi ¢vora u nazivaju
njegova deca. Rastojanje ¢vora od korena naziva se njegov nivo (ili dubina).

2.4 Planarnost i auterplanarnost

Definicija 2.27. Graf G je planaran ukoliko se moZe nacrtati u ravni tako da
se njegove grane ne seku, osim eventualno u zajednickim krajnjim ¢vorovima.
Ovakav crtez naziva se smestanje grafa u ravan (plane embedding). Delovi na
koje ovakvo smestanje deli ravan nazivaju se oblasti, a neograni¢ena oblast
naziva se spoljasnja oblast.

Definicija 2.28. Graf G je auterplanaran ukoliko poseduje smeStanje u ra-
van takvo da svi njegovi ¢vorovi leze na granici spoljasnje oblasti.

Definicija 2.29. Planaran graf G naziva se maksimalan planaran ukoliko
dodavanje bilo koje grane izmedu dva nesusedna ¢vora naruSava planarnost
grafa. Analogno, auterplanaran graf G naziva se maksimalan auterplanaran
ukoliko dodavanje bilo koje grane izmedu dva nesusedna ¢vora narusava nje-
govu auterplanarnost.

2.5 Mecing, prekrivanja i hiperkocka

Definicija 2.30. Mec¢ing M u grafu G je skup grana od kojih nijedne dve
nemaju zajednicki kraj. Mec¢ing M naziva se savrsen ukoliko je svaki ¢vor
grafa GG incidentan sa tacno jednom granom iz M.

Definicija 2.31. Rez u povezanom grafu G je skup grana ¢ijim se ukla-
njanjem graf raspada na dve ili vise komponenti povezanosti. Rez veli¢ine k
naziva se k-rez.

Definicija 2.32. Neka su G i H grafovi. Preslikavanje p : V(G) — V(H) na-
ziva se prekrivanje (covering map) ukoliko je homomorfizam grafova i ukoliko
za svaki ¢vor v € V(G) njegova restrikcija p : Ng(v) — Ng(p(v)) predstavlja
bijekciju. U tom slucaju kazemo da graf G prekriva graf H.
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Definicija 2.33. Hiperkocka @), je graf ¢iji su ¢vorovi svi binarni nizovi
duzine n, pri ¢emu su dva ¢vora susedna ako i samo ako se odgovarajuci
nizovi razlikuju u tacno jednoj koordinati. Graf Q3 (hiperkocka dimenzije 3)
je kubni graf sa 8 ¢vorova i 12 grana.

2.6 Bojenja grafova

Definicija 2.34. Bojenje ¢vorova grafa G je preslikavanje f : V(G) — C,
gde je C' skup boja. Bojenje je pravilno ukoliko vazi f(u) # f(v) za svaku
granu uv € E(G). Najmanji broj boja potreban za pravilno bojenje ¢vorova
grafa G naziva se hromatski broj grafa i oznacava se sa x(G).

Definicija 2.35. Bojenje grana grafa G je preslikavanje ¢ : E(G) — C.
Bojenje je pravilno ukoliko svake dve susedne grane dobijaju razli¢ite boje.
Najmanji broj boja potreban za pravilno bojenje grana grafa G naziva se
hromatski indeks grafa i oznacava se sa x'(G).

Definicija 2.36. Pravilno bojenje grana naziva se aciklicno ukoliko ne sadrzi
dvobojnu konturu.

Definicija 2.37. Pravilno bojenje grana grafa G naziva se zvezdasto ukoliko
ne sadrzi dvobojni put niti dvobojnu konturu duzine 4. Najmanji broj boja
potreban za zvezdasto bojenje grana grafa G naziva se zvezdasti hromatsk:
indeks grafa i oznacava se sa x%,(G).

2.7 Asimptotska notacija

Definicija 2.38. Neka su f,g : N = R* funkcije. Kazemo da je f(n) =
O(g(n)) ukoliko postoje konstanta ¢ > 0 1 ny € N takvi da za svako n > ng
vazi:

f(n) <c-g(n).
Definicija 2.39. Neka su f,¢g : N — R* funkcije. KaZemo da je f(n) =
o(g(n)) ukoliko za svako € > 0 postoji ny € N takav da za svako n > ng vazi:

f(n) <e-g(n),

i iy =0
Zapis f(n) = g(n)(1 4 o(1)) koristi se da oznaci da je f(n) = g(n) + o(g(n)),

odnosno da se f(n) asimptotski ponasa kao g(n) kada n — co.

odnosno ukoliko vazi:



3 Zvezdasti hromatski indeks kompletnih gra-
fova

U ovom poglavlju proucavamo zvezdasti hromatski indeks za klasu komplet-
nih grafova K. Prikazani rezultati u ovom poglavlju preuzeti su iz [9]. U
nastavku, oznaka logn oznacava logaritam sa osnovom 2 (tj. logn = logyn).

Kompletni grafovi imaju klju¢nu ulogu u teoriji bojenja jer predstavljaju
najgusée objekte sa maksimalnim moguéim brojem grana. U nastavku najpre
izvodimo gornju granicu za zvezdasti hromatski indeks kompletnih grafova
K, dok u drugom delu poglavlja odredujemo i odgovaraju¢u donju granicu.

3.1 Gornja granica za kompletne grafove

Teorema 3.1. Zvezdasti hromatski indeks kompletnog grafa K, zadovoljava

nejednakost:
n - 22\/§(l+0(1))\/10g n

/ Kn <
Xst( ) — (logn)1/4
Posebno, za svako € > 0 postoji konstanta c takva da vazi:

ot (Kn) < en'te

za svako n > 1.

Dokaz. Neka je A skup prirodnih brojeva koji se sastoji od n elemenata, ¢iji
¢e konkretan izbor biti preciziran u nastavku dokaza. Pretpostavimo da su
¢vorovi kompletnog grafa K, identifikovani upravo sa elementima skupa A,
odnosno vazi V(K,) = A.

Definisemo funkciju bojenja grana ¢ : E(K,) — Z tako da je boja proizvoljne
grane ij jednaka zbiru njenih krajnjih ¢vorova:

c(ij) =i+ .
Pre svega, dokazujemo da je ovako definisano bojenje pravilno bojenje grana.
Posmatramo proizvoljan ¢vor ¢ € A i dve razli¢ite grane incidentne sa njim,

na primer grane incidentne sa ¢vorovima j i k (gde je j # k). Prema definiciji,
boje ovih grana su:

clij)=i+j 1 c(ik)=1+k.



Buduéi da su j i k razli¢iti ¢vorovi iz skupa A, sledi da je
i+jFi+k,
pa je bojenje pravilno.

Pretpostavimo da bojenje nije zvezdasto, odnosno da u grafu postoji dvobojni
put ili kontura ¢7klm duzine Cetiri. Prema definiciji funkcije bojenja ¢, grane
koje se nalaze na neparnim pozicijama moraju imati istu boju i grane na
parnim pozicijama moraju imati istu boju. Odatle dobijamo:

c(ij) =clkl) = i+j=k+I,

c(jk) =c(lm) = j+k=1+m.
Iz ovoga sledi:
2k =1+ m.

Jednacina 2k =i+ m (uz uslov da su ¢ i m razli¢iti od k) direktno implicira
da uredena trojka brojeva (i, k,m) formira aritmeticku progresiju sa 3 ¢la-
na. Prema tome, ukoliko unapred osiguramo da izabrani skup ¢vorova A ne
sadrzi nijednu aritmeticku progresiju sa 3 ¢lana, u grafu K,, bi¢e nemoguce
formirati sistem jednacina koji generiSse dvobojni put ili konturu duzine 4.

U ovom dokazu osloni¢emo se na poznatu eksplicitnu konstrukciju Elkina
[10], koja predstavlja poboljsanje klasi¢nog Behrendovog rezultata [2|. Prema
Elkinovoj konstrukciji, za dovoljno veliko N postoji skup prirodnih brojeva
A cC{1,2,...,N} takav da vazi:

N - (log N)'/4

gde je ¢ apsolutna pozitivna konstanta, pri ¢emu skup A ne sadrzi troc¢lane
aritmeticke progresije.

Posto su svi elementi skupa A iz intervala [1, N|, broj koriséenih boja u nasem
zvezdastom bojenju je najvise 2NN, pa vazi:

Preostaje da se N izrazi kao funkcija od n. Neka je ¢ > 0. Kako je
V1og N = o(log N),

10
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NGO

Slika 1: Zvezdasto bojenje grana kompletnog grafa K, generisano pomocu
skupa ¢vorova A = {1, 2, 4,8} bez aritmetickih progresija duzine 3.

za dovoljno veliko N vazi

2v/24/log N < elog N.

iz Cega
22\/5@ < zelogN — N¢

Za dovoljno veliko N je i (log N)*/* > 1, pa iz Elkinove procene dobijamo

N(log N)1/4 1—¢
n -~ 0122\/5—10\/W Z ClN .
Dakle, za svako € > 0 i dovoljno veliko N vazi
n > cle’g,

gde mozemo uzeti cs = ¢y.

Sada Zelimo da iz ove nejednakosti dobijemo procenu oblika N < c3n'*e. Da
se isti simbol € ne bi koristio u dve razlicite uloge, prethodnu nejednakost
primenjujemo sa




Tada je
1

1—6= ,
1+¢

pa
n> N0 = N/ 0Fe),

Stepenovanjem na 1 + ¢ dobijamo
n 1+
N S (_) = C3n1+87
Ca

gde je

Po potrebi mozemo povecati konstantu c3 tako da vazi c3 > 1.
Ovu procenu vra¢amo u pocetnu Elkinovu nejednakost. Posmatrajmo funk-
ciju

J(N) = (log N)/*t . 272V2VIoe N,

Ova funkcija je monotono opadajuéa za dovoljno velike vrednosti V.
Iz N < c3n'*® i monotonosti funkcije f sledi

F(N) = fesn'*e).

Dalje,
log(csn'™€) = (1 + &) logn + log cs,

pa je
(log(cgn1+€))l/4 > ((1+¢)log n)1/4.

Sa druge strane, iz nejednakosti

VEFT VT

dobijamo

Vog(czn1*e) < /(1 +¢)logn + y/logcs.

Prema tome,

FV) > -2V (L 2)log )

22\/5\ /(14+¢€)logn ’
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Vraé¢anjem ove procene u Elkinovu nejednakost dobijamo

N - ((1+¢)logn)t/
22\/5\/(1+5) logn

gde je
cL= 2—2\/5\/10g03'

Odavde sledi
N<c'(1+e)Vn 92v2¢/(1+¢) o1 (10g ) ~1/4,

Ako oznacimo

cy = c;l(l + 8)’1/4,

dobijamo
N < C5n22\/§\/(1+6)10gn(10gn)—1/4'

Ova procena jos uvek sadrzi faktor 1+4¢ pod korenom. Koristi¢emo je jednom
da bismo preciznije uporedili log N ilogn. Fiksirajmo, na primer, ¢ = 1. Tada
za neku konstantu C' > 0 vazi

N < Cn2tVeen(logn)~1/4,

Logaritmovanjem dobijamo

1
log N <logn + 44/logn — Zloglogn—i—logC.

Prema tome,
log N <logn+ O(1/logn).

Sa druge strane, posto skup A C {1, ..., N} ima n razli¢itih elemenata, mora
biti N > n, pa je
log N > logn.

Zato mozemo zakljuciti da

log N = logn + O(1/logn).

Sada izracunavamo razliku kvadratnih korena:

log N — logn

log N — /1 = .
Viog Viogn Viog N + +/logn
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Brojilac je O(y/logn), dok je imenilac najmanje 2/logn, pa je

Viog N — y/logn = O(1).

Dakle,

Vlog N = y/logn + O(1).
Sada se jos jednom vra¢amo na pocetnu Elkinovu nejednakost. 1z nje nepo-

sredno sledi
1 92v2VlgN
N <

= o (log N)VE'

Kako je N > n, imamo
(log N)/* > (logn)"/*.

Takode, iz

Vlog N = y/logn + O(1)
sledi da postoji konstanta C’ > 0 takva da

22\@\/W < 22\/5\/@.

Zato, nakon objedinjavanja konstantnih faktora, postoji konstanta cg > 0 za
koju vazi
n - 22\/§\/logn

(log n)!/4
Preostaje da objasnimo zasto se konstanta cg moze apsorbovati u eksponent.
Posto je ¢4 fiksirana konstanta,

QNSCG

g = 210g cG’

pa
Co 22\/§\/logn — 22\/§\/logn+log c6

Ovaj eksponent mozemo zapisati u obliku

log cg
2v/2+/logn + log ¢ :2\/§<1+—) v/logn.
& & Qﬂ\/logn &

Kako
log cg

Qﬁ\/logn
14

— 0,



dobijamo
ce 222Vl _ 92v2(1+o(1))Viogn

Konaé¢no, posto je x%,(K,) < 2N, sledi

1 . 92v2(1+o(1))VIogn

' (K,) <
Xst( ) — (logn)1/4

Dokazimo jos poslednju tvrdnju teoreme. Fiksirajmo ¢ > 0. Posto

2vV2(1 + o(1))}vIogn _ 2v3(1 + o(1))
log n Viogn

za dovoljno veliko n vazi

2v/2(1 + o(1))y/logn < elogn.

— 0,

Zato
22\/§(l+o(1))\/10gn < 2510gn — nt.

Za dovoljno veliko n je (logn)/4 > 1, pa dobijamo
Xt () < n'te.

Preostaje jo§ samo kona¢no mnogo manjih vrednosti n. Uveéavanjem kon-
stante ¢ mozemo obuhvatiti i njih, pa za svako n > 1 vazi

X/st(Kn) <cen'te,

3.2 Donja granica za kompletne grafove

Pokazali smo da zvezdasti hromatski indeks kompletnog grafa K,, raste go-
tovo linearno u odnosu na broj ¢vorova, preciznije kao O(n'*¢) za proizvolj-
no malo € > 0. Kako bismo procenili kvalitet ove gornje granice i utvrdili
asimptotsko ponaSanje posmatranog parametra, u nastavku izvodimo odgo-
varajuéu donju granicu primenom metode dvostrukog prebrojavanja.

Teorema 3.2. Zvezdasti hromatski indeks kompletnog grafa K, zadovoljava
nejednakost:

Xet(Kn) = 2n(1 4 o(1)).
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Dokaz. Pretpostavimo da postoji zvezdasto bojenje grana kompletnog grafa
K, koje koristi b razli¢itih boja. Neka a; oznacava ukupan broj grana koje
su obojene bojom 7, i neka b; ; oznacava broj puteva duzine tri ¢ije su grane
naizmeni¢no obojene bojama ¢, 7, .

Dokaz izvodimo metodom dvostrukog prebrojavanja ukupnog broja naizme-
ni¢nih puteva duzine 3 u grafu.

Buduéi da svaka grana grafa mora dobiti ta¢no jednu boju, suma broja grana
svih pojedina¢nih boja mora biti jednaka ukupnom broju grana u komplet-

nom grafu sa n ¢vorova:
b
D=y
a; = .
, 2
=1

Fiksiramo proizvoljnu boju 7. Da bi bojenje bilo pravilno, svake dve grane
koje imaju istu boju ne smeju deliti zajednicki ¢vor. To znaci da za svaku
boju 7, skup grana obojenih tom bojom formira mecing M; koji se sastoji od
tacno a; nezavisnih grana.

Sada posmatramo na koji nacin grane iz mecinga M; mogu ucestvovati u
formiranju puteva duzine 3 oblika i, j, 7. Da bismo formirali takav put, neop-
hodno je izabrati bilo koje dve grane iz mecinga M; (nazovimo ih e; i ey),
$to mozemo uraditi na ta¢no (“2) nacina.

Neka grana e; spaja ¢vorove A i B, a grana ey spaja ¢vorove C'i D, kao §to je
prikazano na slici 2. S obzirom da posmatramo kompletan graf K,,, izmedu
grana e i ep postoje Cetiri moguce grane koje ih povezuju (AC, AD, BC, BD).
Svaka od tih grana, ukoliko je obojena nekom bojom j, formira po jedan
jedinstven naizmenic¢ni put duzine 3. Na taj nac¢in dobijamo ta¢no 4 moguca

puta: b
> by = 4(2) (1)

Sada fiksiramo boju j i posmatramo mecing M; koji se sastoji od a; grana.
Razmotrimo proizvoljan naizmenic¢an put duzine tri ¢ije su grane obojene
redom bojama ¢, 7, 7. Centralna grana ovog puta pripada mec¢ingu M;, dok
spoljasnje grane moraju biti obojene bojom <.
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Slika 2: Generisanje naizmeni¢nih puteva duzine tri u grafu K,

Da bi uslov zvezdastog bojenja grana bio zadovoljen, grane boje ¢ koje se
nadovezuju na krajeve centralne grane iz mecinga M; moraju svojim drugim
krajevima voditi ka ¢vorovima koji se nalaze potpuno izvan mecinga M.
Ukoliko bi neka spoljasnja grana boje ¢ povezivala dva ¢vora koja oba pripa-
daju mecingu M;, unutar grafa bi se formirala podstruktura koja dozvoljava
smenjivanje boja 1, 7,1, j, Sto bi narusilo zvezdasto bojenje. Iz tog razloga,
sve grane boje ¢ koje ucestvuju u posmatranim putevima duzine 3 moraju
biti izabrane iz skupa grana koje imaju tac¢no jedan krajnji ¢vor u mecingu
M;, dok se njihov drugi krajnji ¢vor nalazi izvan tog mecinga.

Kako mecing M; sadrZi a; grana, on zauzima ukupno 2a; ¢vorova u grafu
K, dok broj ¢vorova izvan mecinga iznosi n — 2a;. Prema tome, ukupan broj
grana kompletnog grafa koje imaju jedan krajnji ¢vor u mecingu M;, a drugi
izvan njega, jednak je:

2a;(n — 2a;).

Posto svaki naizmeni¢ni dvobojni put ¢, j,¢ koristi ta¢no dve grane iz ovog
skupa od 2a;(n — 2a;) prelaznih grana, dolazimo do slede¢e gornje granice
kada sumiramo po svim moguc¢im spoljasnjim bojama ¢:

b
2a;(n — 2a;)
Dby € TR = ay(n - 20y), 2)
=1
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Sada moZemo da izra¢unamo vrednost dvostruke sume ), . b; ; na dva razli-
¢ita nacina, koristeci rezultate iz (1) i (2). Primenom ovog postupka dobijamo

nejednakost:
b
a;
1y (2> <3 ay(n—2a,).

. .o . . . 71
Zamenom binomnog koeficijenta (a’) izrazom %

5 , gornja relacija prelazi
u

b

a;(a; — 1
syl =

=1 J

M-

aj(n — 2a;).
1

Sredivanjem koeficijenata na levoj strani i mnozenjem ¢lanova unutar suma
dobijamo:

b

2 Z(a? —a;) <Y (na; — 2a§),

i=1 1

S

<
Il

b b b b
22@?—22(@ SnZaj—QZag.
i=1 i=1 j=1 j=1

Uzimajuci u obzir da su indeksi ¢ i j samo formalne oznake za sumiranje
po istom skupu boja (pa vazi Y af = Y a? i Y a; = Y a;), grupisanjem
kvadratnih ¢lanova na levoj strani dolazimo do oblika:

b b
4Za?§(n+2)2ai. (3)

i=1 =1

Primenom Kosi—Svarcove nejednakosti dobijamo relaciju:

odnosno:



Primenom dobijene procene na nejednakost (3) i uvrStavanjem identiteta

b _ n(n—1) . s b . .
Y iy ai = —5—, nakon skracivanja ¢lana ) ., a; dobijamo:

—Qn(n— D <n+2

Odavde direktno sledi donja granica za broj boja b:

_ 2n(n—1) 12

U asimptotskom smislu, kada veli¢ina grafa neograniceno raste (n — 00),
dobijamo:
b>2n(1+ o(1)),

¢ime je dokaz donje granice teoreme zavrsen. O]
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4 Zvezdasti hromatski indeks stabala i supkub-
nih grafova

U ovom poglavlju analiziramo zvezdasti hromatski indeks za dve specifi¢ne,
jednostavnije klase grafova: stabla i supkubne grafove. Za razliku od opstih
grafova, dodatna ogranicenja ovih klasa omogucavaju dobijanje znatno pre-
ciznijih i1 o$trijih granica. Rezultati prikazani u ovom poglavlju zasnovani su
na radovima [9] i [3].

4.1 Stabla

U ovom delu rada analiziramo kako se odsustvo kontura odrazava na zvezda-
sti hromatski indeks i izvodimo ostru gornju granicu za proizvoljno stablo
sa maksimalnim stepenom A. Prikazana procena je najbolja moguca, Sto
potvrduje da se navedena granica u opstem slucaju ne moze dalje poboljsati.

Teorema 4.1. Neka je T stablo sa maksimalnim stepenom ¢vora A. Tada
za njegov zvezdasti hromatski indeks vazi:

Xat(T') < EAJ :

Osim toga, navedena granica je oStra.

Dokaz. Pre nego sto predemo na opsti dokaz teoreme, pokazacemo da se na-
vedena gornja granica ne moze smanjiti. U tu svrhu, konstruisacemo jedno
specificno korensko stablo T za koje je neophodno upotrebiti bar L%AJ boja.
Neka je T stablo sa korenom v ¢iji je stepen jednak A. Neka je svaki od
njegovih A suseda, koje oznacavamo sa vy, vy, ...,va, povezan sa po A — 1
listova. Na ovaj nacin, stablo 7" ima tacno A grana na prvom nivou i ukupno

A(A — 1) grana na drugom nivou.
U nastavku éemo analizirati kapacitete raspolozivih boja, pri ¢emu ¢emo
smatrati da se boja v pojavljuje u ¢voru u ukoliko postoji bar jedna grana

incidentna sa u koja je obojena bojom ~.

Pretpostavimo da stablo 7" moZemo zvezdasto obojiti sa ukupno A+ k boja,
gde A predstavlja osnovni broj boja potreban za bojenje grana incidentnih
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sa korenom v, dok k oznacava broj dodatnih boja. Bez umanjenja opstosti,
mozemo pretpostaviti da su grane prvog nivoa vwv; obojene redom bojama
1,2,..., A, tako da grana vv; nosi boju i.

Sada analiziramo moguénosti bojenja za A(A — 1) grana drugog nivoa:

e Pojavljivanje osnovnih boja {1,2,..., A}: Posmatrajmo bilo koja
dva razli¢ita ¢vora v; i v; sa prvog nivoa. Zbog pravila zvezdastog bo-
jenja, ako se boja j pojavi u ¢voru v;, tada se boja ¢ ne sme pojaviti u
¢voru v;. U suprotnom, grane obojene bojama j i ¢ bi formirale zabra-
njeni dvobojni put duzine 4 sa naizmeni¢nim bojama j —i — j — i, kao
Sto je prikazano na slici 3. To znadi da je za svaki par ¢vorova {v;,v;}
dozvoljena najvise jedna od dve mogucnosti: boja j kod ¢vora v; ili
boja ¢ kod ¢vora v;, ali ne i obe zajedno. Kako razli¢itih parova osnov-

A(A-1 o .
2) = Q, zaklju¢ujemo da se sve osnovne boje

2
{1,2,..., A} zajedno mogu upotrebiti na najvise 251

nivoa.

nih boja ima tacno (
grana drugog

Slika 3: Korensko stablo T' za A = 4 sa prikazom nastanka dvobojnog puta
duZzine 4 u slucaju kada se boja j pojavi u ¢voru v;, a boja i u ¢voru v;.

e Pojavljivanje dodatnih boja {A+1,..., A+k}: Posto dodatne boje
nisu iskori§éene ni na jednoj grani prvog nivoa incidentnoj sa korenom
v, one ne mogu stvoriti dvobojne puteve sa osnovnim bojama. Prema
tome, svaka od k dodatnih boja se bezbedno moze pojaviti po jednom
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kod svakog od A ¢vorova drugog nivoa. Zbog toga, k dodatnih boja
mogu da pokriju najvise k - A grana drugog nivoa.

Da bi sve A(A — 1) grane drugog nivoa bile uspesno obojene, ukupan kapa-
citet osnovnih i dodatnih boja mora zadovoljavati nejednakost:

A(A — 1)

kA=A - 1),

Nakon deljenja sa A, sredivanjem dobijamo da za broj dodatnih boja vazi
k> %. Zbog toga je ukupan broj boja A + k ogranic¢en odozdo sa:

A-1 3A-1
2 2

Budu¢i da broj boja mora biti celobrojna vrednost, dobijamo:
3A —1 3A
'(T) > =|—1.

Time je dokazano da je gornja granica L%AJ zaista oStra i ne moze se dalje
poboljsati.

A+k>A+

Nakon sto smo dokazali oStrinu granice, dokaza¢emo da se svako proizvoljno
stablo T' sa maksimalnim stepenom A moZe zvezdasto obojiti koris¢enjem
najvise L%AJ boja. Neka je C' = {1,2,..., LgAJ} skup raspolozivih boja.
Najpre ¢emo formulisati algoritam koji konstruiSe preslikavanje bojenja c, a
zatim dokazati da tako dobijeno bojenje ne sadrzi dvobojne puteve duzine 4.
Neka je T proizvoljno stablo sa maksimalnim stepenom A. Izaberemo pro-
izvoljan ¢vor v € V(T') i proglasimo ga korenom stabla. Radi jednostavnije
formulacije algoritma bojenja, svim ¢vorovima ¢iji je stepen veéi od 1 mo-
zemo formalno dodati pomoéne grane i nove listove, tako da stepen svakog
takvog ¢vora postane tacno A. Nakon ove modifikacije, svaki ¢vor u stablu T’
ima stepen 1 (ukoliko je list) ili A. Jasno je da ukoliko konstruisemo zvezda-
sto bojenje za tako dopunjeno stablo, ono ostaje vazece i nakon uklanjanja
pomo¢nih grana.

Za svaki ¢vor u € V(T'), njegove susede oznacavamo sa ng(u), ni(u),. ..,
na_1(u). Pri tome, za sve évorove osim korena (u # v), uvek uzimamo
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da je ng(u) njegov roditelj u odnosu na koren v, dok su preostali susedi
ni(u),...,na_1(u) deca &vora u.

Dalje, sa t(u) ozna¢avamo jedinstveni indeks i za koji vazi u = n;(ng(u)), §to
zapravo predstavlja redni broj ¢vora u u skupu dece njegovog roditelja ng(u).
Konacno, sa C'(u) oznac¢avamo skup boja koje su u posmatranom trenutku
dodeljene granama incidentnim sa ¢vorom u.

Bojenje grana vrsimo po nivoima, pocevsi od korena v i kre¢uci se nanize ka
listovima:

e Najpre bojimo A grana incidentnih sa korenom v, tako $to im dodelju-
jemo prvih A osnovnih boja iz skupa C:

clvn;(v))=i+1, zai=0,1,...,A—1.

e Pretpostavimo da su sve grane do nivoa k — 1 obojene. Neka je u ¢vor
na nivou k ¢ije grane ka njegovoj deci jos nisu obojene. Posmatrajmo
njegovog roditelja ng(u). Sa roditeljem je incidentno ta¢no A grana, pa
njegov skup iskoriséenih boja C'(ng(u)) sadrzi A elemenata.

Skup boja koje nisu iskoriSéene na granama incidentnim sa roditeljem
no(u) oznacavamo sa C’'(ng(u)) = C'\ C(ng(u)), pri ¢emu je kardinal-
nost ovog skupa jednaka:

A

€/ (natw)] = €1 - [Clmou)] = | 58] -2 = |5

Bojenje grana un;(u) incidentnih sa ¢vorom u vrsimo na sledeé¢i nacin:

— Poslednjim |A/2| granama ¢vora u, odnosno granama una_;(u)
zai=1,...,|A/2], dodeljujemo proizvoljne razli¢ite boje iz sku-
pa neiskorisé¢enih boja C'(ng(u)).

— Preostalo je obojiti jos [A/2] — 1 grana ¢vora u.
Zai=1,...,[A/2] — 1, boju grane un;(u) biramo iz skupa boja
incidentnih sa roditeljem C(ng(u)) po formuli:

c(un;(u)) = c(ng(u)nj(no(u))), gde je 7 = (t(u)417) mod A. (*)
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Primer opisanog algoritma prikazan je na slici 4. Ovim postupkom obojene
su sve grane u stablu 7.

1 5
2 3 ¢
0, () {) @) @)
3 6 1
24 \N\8 ARV A AAY 4] \TN
O O O O O O O O O O O O O O O O O O {1 O
6£7 N33
O e D |
1
4 1 7\ °
O 3 2 46
d O 5 Q

Slika 4: Primer zvezdastog bojenja stabla sa maksimalnim stepenom A = 5.

Ocigledno je da grane incidentne sa istim ¢vorom dobijaju medusobno razli-
¢ite boje. Da bismo dokazali da je ¢ zvezdasto bojenje, preostaje da utvrdimo
da u stablu 7" ne postoji dvobojni put Ps.

Pretpostavimo suprotno, da postoji dvobojni put P = wzxyzt duzine 4, sa
naizmeni¢nim bojama:

clzw) =c(yz) 1 c(zy) = c(tz).

Kao sto je prikazano na slici 5, bez umanjenja opStosti mozemo pretpostaviti
da se ¢vor w nalazi na vec¢oj udaljenosti od korena nego ¢vor z, tj. d(v, w) >
d(v, z). Iz strukture stabla i naSeg algoritma sledi da je y = ng(x) roditelj
¢vora x, w = n;(x) neko dete ¢vora z (i > 0), a z = n;(y) roditelj ili dete
¢vora y (j > 0).

Iz jednakosti boja c(xn;(z)) = c(no(z)n;(no(x))), na osnovu pravila bojenja
(*), sledi da mora vaziti relacija j = (¢(z) 4+ ¢) mod A, gde je po konstrukciji
algoritma indeks ¢ ogranicen na:

1gig[ﬂ—1. (1)
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Slika 5: Moguci raspored ¢vorova pretpostavljenog dvobojnog puta Ps u sta-
blu T

Sada analiziramo dve moguce vrednosti za indeks j:

e Slucaj 1: j = (t(x) + i) mod A = 0. Ovo znadi da je i + t(z) = A.
Kako je u ovom sluc¢aju z = ng(y) zapravo roditelj ¢évora y, iz druge
jednakosti boja ¢(zt) = ¢(yx), primenom pravila (*), sledi da za indeks
t(x) mora vaziti analogno ogranicenje:

1< t(z) < EW 12

Sabiranjem relacija (1) i (2) i koriS¢enjem ¢injenice da je i + t(z) = A,
dobijamo:

A:i+t(x)§2{%—‘ —2 <A,
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Sto predstavlja ociglednu kontradikciju.

e Slucaj 2: j > 0. U ovom slucaju y = no(z) je roditelj ¢vora z. Iz jed-
nakosti boja c(yx) = c(zt), odnosno c(ng(2)nim)(no(2))) = c(zne(z)),
prema formuli (*), vazi da je t(z) = (¢(z) + ¢) mod A, pri ¢emu za
indeks ¢ vazi:

A

1<0< [E-‘—l. (3)

Zamenom t(z) = j = (t(z) + ¢) mod A u prethodni izraz, dobijamo
t(z) = (t(zr) + i + £) mod A, odakle direktno sledi da je i + ¢ = A.

Sabiranjem relacija (1) i (3), ponovo dobijamo kontradikciju:

A:i+€§2[%—‘—2<A.

Kako u oba slucaja dolazimo do kontradikcije, zaklju¢ujemo da je pretpostav-
ka o postojanju dvobojnog puta Ps bila pogresna. Prema tome, konstruisano
preslikavanje ¢ predstavlja zvezdasto bojenje grana stabla T sa L%AJ boja,
¢ime je teorema u potpunosti dokazana. O

4.2 Supkubni grafovi

Nakon razmatranja kompletnih grafova kao primera grafova visoke povezano-
sti i velikog stepena ¢vorova, prirodno se namece pitanje ponaSanja zvezda-
stog hromatskog indeksa na klasama grafova sa ograni¢enim maksimalnim
stepenom A. Posebno znacajnu i Siroko proucavanu klasu grafova ¢ine sup-
kubni grafovi, kod kojih je stepen svakog ¢vora najvise 3.

Pre nego sto predemo na dokazivanje gornjih granica za ovu klasu, dokazace-

mo lemu za zvezdasti hromatski indeks kontura koja ¢e nam biti od znacaja
u nastavku.
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Lema 4.1. Neka je (), kontura sa n ¢vorova. Tada za njen zvezdasti hro-
matski indeks vazi:
4, n =25,

X/st(Cn) = {3 n+5.

Dokaz. Dokaza¢emo najpre da kontura C5 ne dopusta zvezdasto 3-bojenje,
odnosno da je x,,(C5) > 4. Pretpostavimo suprotno, da postoji zvezdasto
3-bojenje konture Cs.

Kako kontura C'5 ima 5 grana, a na raspolaganju su samo 3 boje, bar jedna
boja mora biti dodeljena dvema ili vise grana. Bez umanjenja opstosti, neka
se boja 1 pojavljuje bar dva puta.

U konturi Cj, rastojanje izmedu bilo koje dve grane iznosi najvise 2. Ako bi
dve grane imale istu boju (boju 1), one ne mogu biti susedne jer bi to na-
rusilo pravilno bojenje. Dakle, moraju se nalaziti na rastojanju 2, Sto znaci
da je izmedu njih ta¢no jedna grana obojena nekom drugom bojom (recimo
bojom 2). Preostale 2 grane konture moraju biti obojene preostalim dvema
bojama ({2,3}). Time se u konturi stvara dvobojni put duzine 4, §to je u
suprotnosti sa definicijom zvezdastog bojenja, pa vazi x%,(Cs) > 4.

Sa druge strane, ako grane konture C5 redom obojimo bojama 1,2,3,4,2,
dobijamo pravilno zvezdasto bojenje sa 4 boje, odakle sledi da je x’,(C5) = 4.

Pokazac¢emo sada da se za sve konture C,, (n # 5) moze konstruisati zvezdasto
bojenje sa tri boje (recimo {1,2,3}):

e Za konture duzine n € {3,4}, kao i za one ¢ija je duzina deljiva sa 3,
pronalazenje ovakvog bojenja je trivijalno.

e Ukoliko je n =1 (mod 3) i n > 5, boje moZzemo rasporediti po perio-
di¢nom Sablonu:
1,2,3,2,1,2,3,...,1,2,3.

e Sli¢no, ako je n =2 (mod 3) i n > 5, koristi se Sablon:

1,2,1,3,2,1,2,3,...,1,2,3.

Ovim je dokazano da je x%,(C,,) = 3 za sve n # b.
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U narednoj teoremi navodimo klju¢ne rezultate koji daju gornju i donju
granicu za klasu supkubnih grafova.

Teorema 4.2. (a) Ako je G supkubni multigraf bez petlji, tada je x.,(G) < 7.
(b) Ako je G kubni graf, tada je x%,(G) > 4, pri ¢emu jednakost vazi ako i
samo ako G prekriva graf trodimenzionalne kocke.

Pre nego sto dokazemo gornje granice iz teoreme 4.2., dokaza¢emo tehnic-
ku pomocénu lemu. Ova lema nam omoguéava da zvezdasto bojenje grafa
konstruisemo induktivno, deljenjem grafa na manje indukovane podgrafove i
dodavanjem prelaznih grana bez narusavanja uslova zvezdastog bojenja.

Lema 4.2. Neka je f: E(G) — {1,2,...,k} dato k-bojenje grana grafa G.

(a)

Neka je e proizvoljna grana grafa (G. Pretpostavimo da je restrikci-
ja preslikavanja f na skup grana F(G) \ {e} zvezdasto bojenje grana
podgrafa G — e. Ako je boja grane e razlic¢ita od boje bilo koje grane
e € E(G)\ {e} za koju vazi d(e,e’) < 2 (gde d(e,e’) oznacava rasto-
janje izmedu grana e i ¢’ u linijskom grafu L(G)), tada je f zvezdasto
bojenje grana grafa G.

Neka je A C V(G) proizvoljan podskup ¢vorova grafa G, neka skup
B = V(G) \ A predstavlja njegov komplement, i neka je X skup svih
onih grana grafa G koje spajaju po jedan ¢vor iz skupa A i skupa B.
Pretpostavimo da vaze sledeéi uslovi:
(1) Restrikcija bojenja f na indukovani podgraf G[A] je zvezdasto
bojenje;
(2) Restrikcija bojenja f na indukovani podgraf G[B] je zvezdasto
bojenje;
(3) Nijedne dve razlicite grane ej,e; € X ne dele zajednicki ¢vor u
skupu A, niti imaju zajedni¢ku susednu granu u podgrafu G[A];

(4) Za svaku granu e € X isvaku granu € € F(G[B])UX takvu da je
d(e,e’) <2, vazi f(e) # f(€') (pri Gemu se rastojanje d(e,e’) meri
u podgrafu G[B U A] odredenom skupom grana F(G[B]) U X);

(5) Za svaku granu e € X i svaku granu ¢’ € E(G[A]), vazi f(e) #
f(€).

Tada je f zvezdasto bojenje grana grafa G.
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U primenama, struktura grafa GG je nepoznata, pa iz njega izdvajamo mali,
poznati indukovani podgraf G[A], dok ostatak B = V(@) \ A posmatramo
kao nepoznat. Skup grana X predstavlja mostove koji povezuju ova dva dela.
Pretpostavljamo da ve¢ imamo zvezdasto bojenje za G[A] 1 G[B], a cilj je
obojiti grane iz X. Da bismo izbegli eksplicitno merenje rastojanja izmedu
grana iz X i grana iz A kroz nepoznati blok B, uvodimo uslov (5): nijedna
grana iz X ne sme deliti istu boju sa bilo kojom granom iz A. Iako strozi,
ovaj uslov eliminiSe potrebu za poznavanjem geometrije ostatka grafa B i
omogucava direktnu primenu indukcije.

Dokaz leme 4.2. (a) Bududi da je restrikcija preslikavanja f na skup E(G)\
{e} zvezdasto bojenje grana podgrafa G' — e, po definiciji sledi da unutar
G — e ne postoji dvobojni put duzine 4 (kao ni dvobojna kontura duzine
4). Pretpostavimo suprotno, da u celom grafu G postoji dvobojni put (ili
kontura) P duzine 4 koji sadrzi granu e. U tom slu¢aju, put P mora sadrzati
jo§ bar jednu granu €', koja je obojena istom bojom kao i grana e, pri ¢emu
vazi d(e, €’) < 2. Medutim, ovo direktno protivreéi polaznoj pretpostavci da
je f(e) # f(€') za svako €' za koje je d(e,e’) < 2. Dakle, f je zvezdasto
bojenje grana grafa G.

(b) Iz uslova (3), (4) i (5) sledi da za svaku prelaznu granu e € X i svaku
granu celog grafa ¢’ € E(G) vazi: ako je d(e,e’) < 2, tada je f(e) # f(€).
To nam omogucava da sukcesivno primenjujemo deo (a), pocevsi od grafa
G[A] U G[B] i dodajudi jednu po jednu granu iz skupa X.

]

Dokaz teoreme 4.2. (a) Pretpostavimo suprotno, odnosno da je G supkuban
graf sa minimalnim brojem grana za koji vazi x.,(G) > 7. Svaki supkuban
graf sa strogo manjim brojem grana od G moze se uspesno zvezdasto obojiti
sa najvise 7 boja. U nastavku ¢emo najpre dokazati nekoliko svojstava grafa
G, kao sto su povezanost i odsustvo odredenih malih podgrafova. Ova svoj-
stva ¢e nam na kraju omoguciti da konstruiSemo trazeno zvezdasto 7-bojenje
grana tako Sto ¢emo graf G rastaviti na familiju kontura povezanih putevima
duzine 1 ili 2.

Najpre, graf G mora biti povezan. Ukoliko bi graf G bio nepovezan, sasto-
jao bi se od dve ili vise komponenti povezanosti. S obzirom na to da svaka
od tih komponenti pojedina¢no ima strogo manje grana od grafa G, zbog
pretpostavke o minimalnosti kontraprimera svaka komponenta bi se mogla
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zvezdasto obojiti sa najvise 7 boja. Unija tih bojenja bi tada ¢inila zvezdasto
7-bojenje celog grafa GG, sto je u kontradikciji sa izborom grafa G.

Pokazujemo sada da graf G ne sadrzi mostove. Pretpostavimo suprotno, da
u grafu G postoji most xy. Neka su G, i G, komponente grafa G — zy koje
sadrze ¢vorove x i y, respektivno. Kako obe komponente G, i GG, imaju ma-
nje grana od pocetnog grafa (G, prema pretpostavci o minimalnosti, za njih
postoje zvezdasta 7-bojenja grana.

Posto je graf G supkuban, u podgrafu G, (nakon uklanjanja grane xy), ¢vor
x moze imati najvise dva suseda. Svaki od tih suseda moze imati najvise
dve preostale incidentne grane. Zbog toga unutar podgrafa G, postoji naj-
viSe Sest grana koje su incidentne sa susedima ¢vora x. Buduéi da nam je
na raspolaganju ukupno 7 boja, permutacijom boja mozemo posti¢i da boja
7 ne bude iskoris¢ena ni na jednoj od tih grana u podgrafu G,. Analogno,
permutacijom boja u podgrafu G, mozemo obezbediti da boja 7 ne bude
upotrebljena ni na jednoj grani incidentnoj sa susedima ¢vora y.

Ako sada ponovo spojimo komponente i granu zy obojimo upravo bojom
7, to nece narusiti pravila zvezdastog bojenja. Time bismo dobili zvezdasto
7-bojenje celog grafa GG, $to je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom da
je X4 (G) > 7. Iz ovog zaklju¢ujemo da graf G ne moze sadrzati mostove.

Sledece svojstvo koje dokazujemo je da graf G' ne moze da sadrzi put wryz u
kome su sredisnji ¢vorovi x i y stepena 2. Pretpostavimo suprotno, da takav
put postoji u G. Posmatrajmo podgraf G —zy koji nastaje uklanjanjem grane
xy. Na osnovu pretpostavke o minimalnosti kontraprimera, graf G — xy se
moze zvezdasto obojiti sa 7 boja. Ovo bojenje mozemo progiriti na celoku-
pan graf G primenom leme 4.2.(a), ukoliko za granu xy izaberemo boju koja
se ne pojavljuje ni na jednoj grani na rastojanju najvise 2 od nje. Bududi
da su u polaznom grafu ¢vorovi z i y stepena 2, u podgrafu G — xy ¢vor z
je incidentan samo sa ¢vorom w, a ¢vor y samo sa ¢vorom z. 1o znadi da
su jedine grane na rastojanju najvise 2 od grane xy zapravo one grane koje
su incidentne sa ¢vorovima w ili z. Kako je graf supkuban, takvih grana u
okolini ima najvise Sest. S obzirom na to da imamo na raspolaganju 7 boja,
uvek mozemo izabrati bar jednu slobodnu boju za granu zy koja se ne po-
javljuje na tim granama. Time direktno ispunjavamo uslov leme 4.2.(a), $to
nam omogucava da graf G zvezdasto obojimo sa 7 boja, a to je u kontradik-
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ciji sa polaznom pretpostavkom o minimalnosti kontraprimera. Kao direktnu
posledicu ovog zakljucka dobijamo da graf G ne moze biti obi¢na kontura.

Pretpostavimo da graf G sadrzi ¢vor z stepena 2 ¢iji su susedi = i y susedni
(odnosno, ¢vorovi x,y, z formiraju konturu duZine 3). Posmatrajmo podgraf
(G —xz koji nastaje uklanjanjem grane xz. Prema pretpostavci o minimalnosti
kontraprimera, podgraf G — xz dopusta zvezdasto 7-bojenje grana. Kako je
graf G' supkuban, u podgrafu G — xz mozemo precizno prebrojati sve grane
koje se nalaze na rastojanju ne ve¢em od 2 od pozicije uklonjene grane xz.
Kao sto je prikazano na slici 6, te grane obuhvataju:

e grane unutar same konture (zy i yz),

e najviSe jednu granu iz ¢vora x i najviSe jednu granu iz ¢vora y koje
vode ka ostatku grafa,

e najvise dve grane koje izlaze iz spoljasnjeg suseda ¢vora .

Slika 6: Okolina grane xz na rastojanju d < 2 unutar konture duzine 3.

Dakle, u okolini grane xz na rastojanju najvise 2 postoji najvise Sest gra-
na. Njenim bojenjem, na osnovu leme 4.2.(a), dobijamo zvezdasto 7-bojenje
celog grafa GG, §to direktno protivre¢i minimalnosti kontraprimera. Iz ovoga
zakljucujemo da susedi bilo kog ¢vora stepena 2 u grafu G ne mogu biti me-
dusobno susedni.

Pretpostavimo dalje da graf GG sadrzi paralelne grane. Ukoliko bi izmedu ne-
ka dva ¢vora postojale tri paralelne grane, te tri grane bi, zbog supkubnosti
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grafa GG, ¢inile celokupan graf. Zbog toga pretpostavimo da u G postoje tac-
no dve paralelne grane izmedu ¢vorova u i v. Kako se grafovi sa najvise tri
¢vora trivijalno zvezdasto boje sa najvise 7 boja, mozemo pretpostaviti da GG
ima veéi broj ¢vorova. Buduéi da je graf G povezan i bez mostova, ¢vorovi u
i v moraju imati spoljasnje susede u' i v/, respektivno, pri ¢emu vazi u' # v'.
Na osnovu induktivne pretpostavke, podgraf G —u — v dopusta zvezdasto 7-
bojenje grana. Ovo bojenje najpre prosirujemo na grane uu’ i vv’. Kako se u
okolini svake od njih na rastojanju najvise 2 nalazi najvise Sest ve¢ obojenih
grana, izbor slobodne boje za uu’ i vv’ je uvek garantovan.

Sada razlikujemo dva sluc¢aja u zavisnosti od dodeljenih boja:

e Slucaj 1: Grane uu' i vv’ su obojene razli¢itim bojama, recimo a i b. U
ovom slucaju, za dve paralelne grane izmedu u i v dovoljno je odabrati
bilo koje dve preostale razli¢ite boje koje su pritom razlicite od a i b.

e Slucaj 2: Grane uu’ i vv’ su obojene istom bojom. Tada u okolini dve
paralelne grane na rastojanju najvise 2 postoji najvise pet razli¢itih
boja. Zbog toga ponovo mozemo primeniti lemu 4.2.(a), koja nam ga-
rantuje pronalazenje ispravnih boja za paralelne grane.

U oba slucaja dolazimo do kontradikcije sa polaznom pretpostavkom o mini-
malnosti kontraprimera, iz ¢ega zaklju¢ujemo da graf G ne sadrzi paralelne
grane.

U nastavku pretpostavimo da graf G sadrzi neki od podgrafova prikazanih
na slici 7 kao svoj podgraf. Pritom, ostale grane grafa G mogu se vezivati za
taj podgraf isklju¢ivo u ¢vorovima koji su na slici oznaceni praznim kruziéi-
ma, uz mogucnost da se neki od tih praznih ¢vorova u celom grafu zapravo
poklapaju.

U ovom koraku iskoristicemo lemu 4.2.(b). Neka je A skup ¢vorova posma-
tranog podgrafa koji su na slici oznaceni punim kruzi¢ima, i neka je X skup
istaknutih podebljanih grana koje povezuju ove unutrasnje ¢vorove sa ostat-
kom grafa. Posmatrajmo podgraf G[B] koji nastaje uklanjanjem skupa ¢vo-
rova A i grana X. Na osnovu induktivne pretpostavke, podgraf G[B] dopusta
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Slika 7: Podgrafovi koji se ne mogu nac¢i u minimalnom kontraprimeru.

zvezdasto 7-bojenje grana.

Ovo bojenje najpre proSirujemo na prelazne grane iz skupa X. Kako se u
okolini svake od ovih grana na rastojanju ne ve¢em od 2 nalazi najvise Sest
ve¢ obojenih grana iz podgrafa G[B], za svaku od njih moZzemo izabrati slo-
bodnu boju. Bez umanjenja opstosti, odgovaraju¢om permutacijom boja u
celom grafu mozemo postié¢i da skup boja iskoriséenih na granama iz X bude
podskup skupa {5,6, 7}.

Za bojenje preostalih grana unutar skupa A koristimo fiksna bojenja koja
su eksplicitno prikazana na slici 7. Primetimo da ova bojenja unutrasnjih
grana koriste isklju¢ivo paletu boja {1,2,3,4}. Budu¢i da su skupovi boja
prelaznih grana i unutrasnjih grana potpuno disjunktni, ovim su ispunjeni svi
uslovi leme 4.2.(b). Na osnovu nje, sukcesivnim dodavanjem grana dobijamo
zvezdasto 7-bojenje celokupnog grafa GG, §to je u direktnoj kontradikciji sa
minimalnoséu kontraprimera. Prema tome, nijedan od ova tri podgrafa ne
moze se naci u grafu G.

Sada pretpostavimo da graf G sadrzi strukturu prikazanu na slici 8 kao svoj
podgraf. Neka je A skup ¢vorova posmatranog petougla, a X skup od tri
istaknute podebljane grane koje ga povezuju sa ostatkom grafa. Pokaza¢emo
da se primenom leme 4.2.(b) na podgraf G — e moze konstruisati zvezdasto
7-bojenje tog podgrafa, koje se potom primenom leme 4.2.(a) prosiruje na
granu e, a samim tim i na ceo graf G.

Neka je G[B] podgraf koji nastaje uklanjanjem skupa ¢vorova A i grana X.
Kako je G minimalni kontraprimer, podgraf G|[B] je manji od G, pa na osno-
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Slika 8: Podgraf koji se ne moze na¢i u minimalnom kontraprimeru.

vu induktivne pretpostavke dopusta zvezdasto 7-bojenje. Ovo bojenje potom
prosirujemo na prelazne grane iz skupa X, tako da svaka grana iz X dobije
boju razli¢itu od svih grana u svojoj okolini u G[B]U X na rastojanju najvise
2. Budud¢i da svaka grana iz skupa X u svojoj okolini unutar G[B] U X na
rastojanju najvise 2 ima najvise Sest ve¢ obojenih grana, za svaku od njih
mozemo izabrati slobodnu boju.

Posmatrajmo sada okolinu uklonjene grane e. Unutar do sada obojenog pod-
grafa G[B]U X, na rastojanju ne veéem od 2 od grane e nalazi se najvise Sest
grana. Kako na raspolaganju imamo ukupno 7 boja, osigurano je da postoji
bar jedna slobodna boja, oznac¢imo je sa I', koja nije iskoriS¢ena u toj okolini.
Ovu boju I' rezervisemo za naknadno bojenje grane e.

Sada primenjujemo lemu 4.2.(b) kako bismo dobili zvezdasto 7-bojenje grana
podgrafa G —e. Za bojenje unutrasnjih grana u G[A] koristimo fiksno lokalno
bojenje prikazano na slici 8. Odgovaraju¢om permutacijom boja uvek moze-
mo posti¢i da rezervisana boja I' ne pripada skupu boja {1,2,3} koje su
iskoriS¢ene na slici, kao i da se nijedna od boja 1, 2 i 3 ne pojavljuje na
prelaznim granama iz skupa X. Ovim su svi uslovi leme 4.2.(b) ispunjeni, pa
dobijamo pravilno zvezdasto 7-bojenje podgrafa G — e.

Na samom kraju, primenom leme 4.2.(a), vracamo granu e u graf i dode-

ljujemo joj sacuvanu boju I'. Posto boja I'" po konstrukciji nije iskoriséena
na rastojanju najvise 2 od grane e, ovo bojenje se uspesno proSiruje na ceo
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graf G. Dobijanje zvezdastog 7-bojenja grana celokupnog grafa G eliminise
moguénost postojanja ovakvog kontraprimera, odatle zakljucujemo da graf
G ne moze sadrzati posmatranu strukturu kao svoj podgraf.

Kao poslednju redukciju u ovom delu, pokaza¢emo da graf G ne moze da
sadrzi put wzryz u kojem su krajnji ¢vorovi w i z stepena 2. Ukoliko bi graf
G sadrzao takav put, posmatrali bismo podgraf H = G —w —z —y — 2.
Prema induktivnoj pretpostavci, podgraf H dopusta zvezdasto 7-bojenje, a
u nastavku ¢emo opisati kako se to bojenje moze prosiriti na ceo graf G.
Grane ¢emo oznacavati na nacin prikazan na slici 9, pri ¢emu ¢emo istim
slovom oznacavati i samu granu i njoj dodeljenu boju.

Slika 9: Konfiguracija puta wzxyz.

Mozemo pretpostaviti da su svi ¢vorovi na putu wzyz, kao i svi njihovi suse-
di, medusobno razli¢iti. U suprotnom, graf G bi sadrzao neku od struktura
koje smo ve¢ eliminisali - podgrafove sa slike 7 i slike 8, trougao sa ¢vorom
stepena 2, paralelne grane ili dva susedna ¢vora stepena 2. S druge strane,
moze se dogoditi da neke spoljasnje grane (na primer s i u) dele zajednicku
susednu granu u grafu H. To nema uticaja na dokaz.

Buducdi da grane a, b, ¢, d, e, f, g, h pripadaju podgrafu H, one su veé¢ obojene.
Sli¢no kao u prethodnim koracima, najpre biramo boje za grane s, t, u, v tako
da nijedna od njih ne deli boju sa granama iz podgrafa G — p — ¢ — r koje
se nalaze na rastojanju najvise 2. Kako imamo na raspolaganju 7 boja, ovaj
korak je uvek izvodljiv.
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Pretpostavka da su svi posmatrani ¢vorovi i njihovi susedi medusobno ra-
zli¢iti garantuje da bilo koji put duzine 3 koji polazi od ¢vorova w,z,y ili
z preko prelaznih grana s,¢,u ili v i nastavlja se dalje u dubinu podgrafa
H, ne moze istovremeno da sadrzi centralne grane p,q,r. Prema tome, na
svakom takvom putu, prelazna grana (s, ¢, u ili v) i grana iz podgrafa H koja
se nalazi na rastojanju tacno 2 od nje, ¢ine sastavni deo tog puta. Bududi
da smo prilikom proSirenja bojenja zahtevali da se boja svake prelazne grane
razlikuje od boja svih grana iz H na rastojanju ne ve¢em od 2, te dve grane
garantovano ne mogu imati istu boju. To direktno onemogucéava formiranje
loseg dvobojnog sablona na svim putevima duzine 4 koji se protezu dublje u
podgraf H. Ovo svojstvo drasti¢no smanjuje broj spornih slucajeva o kojima
moramo voditi ra¢una u nastavku dokaza. Svi potencijalni alternirajuéi pute-
vi ili konture duzine 4 mogu se formirati iskljuc¢ivo lokalno, unutar centralnog
dela koji direktno obuhvata grane p,q i r.

Sledec¢i korak je izbor boje za granu ¢, koju biramo tako da se njena boja
razlikuje od boja grana c,d, e, f,t i u.

Sada razlikujemo nekoliko sluc¢ajeva u zavisnosti od odnosa boja dodeljenih
granama s, ¢ i v. Zbog simetrije dovoljno je posmatrati sledeca cCetiri slucaja:

e Slucaj 1: s =1, ¢ = 2, v = 3. U ovom slucaju, jedino je potrebno
izbeé¢i formiranje losih dvobojnih puteva aspt, bspt, sptc, sptd, kao i
Cetiri njima simetri¢na puta u desnom delu strukture. Ako je grana ¢
obojena bojom 1, boju grane p biramo tako da bude razli¢ita od svih
boja iz skupa {1, 2, a, b, ¢, d}. Ukoliko je t # 1, dovoljno je obezbediti da
se boja grane p razlikuje od boja grana s, ¢ i t. Postupak za odredivanje
boje grane r je analogan.

e Slucaj 2: s =1, ¢ = 1, v = 2. Ovde vazi t # 1, pa je potrebno
eliminisati dvobojne puteve aspq, bspq, spqr, spqu, kao i puteve urvh,
urvg, eurv, furv. Ako je grana u obojena bojom 2, granu r bojimo
tako da njena boja bude razli¢ita od boja iz skupa {1,2,e, f,g,h}. U
suprotnom, dovoljno je da boja grane r bude razli¢ita od boja grana
q,u,v. Nakon toga, boju grane p biramo tako da bude razli¢ita od boja
iz. skupa {a, b, 1,t,u,r}.

e Slucaj 3: s =1, ¢ = 2, v = 1. Ovaj slucaj se resava na potpuno isti
nacin kao slucaj 1.
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e Slucaj 4: s=1,¢=1,v=1. Sada vazi t,u # 1, pa su jedini potenci-
jalno sporni putevi aspq, bspq, spqr, pqrv, qrvg, qrvh, kao i spqu i tqro.
Da bismo ih izbegli, dovoljno je da boju grane p izaberemo tako da vazi
p ¢ {1,a,b,t,u,r}, a boju grane r tako da vazi r ¢ {1, h, g,u,t,p}, $to
je zbog dovoljnog broja boja uvek moguce postiéi.

Ovim je dokazana tvrdnja da minimalni kontraprimer G ne moze da sadrzi
put wxyz ¢iji su krajnji ¢vorovi stepena 2 i zavrsen deo dokaza koji se odnosi
na redukcije grafa.

U nastavku ¢emo konstruisati zvezdasto 7-bojenje grana oslanjajuci se na
prethodno dokazana svojstva pretpostavljenog minimalnog kontraprimera G.
Na osnovu dosadasnjih redukcija, graf G' zadovoljava sledece uslove:

e ne sadrzi mostove i ¢vorove stepena 1;

e ne sadrzi put wxryz u kojem su sredi$nji ¢vorovi x i y stepena 2;

ne sadrzi ¢vor stepena 2 ¢iji su susedi medusobno povezani granom;

ne sadrzi paralelne grane;
e ne sadrzi zabranjene podgrafove sa slike 7 i slike §;
e ne sadrzi put wxyz u kojem su krajnji ¢vorovi w i z stepena 2.

Neka je G’ graf dobijen od grafa G eliminacijom svih ¢vorova stepena 2. Svaki
put zzy duzine 2, gde je z ¢vor stepena 2, u grafu G’ zamenjujemo jednom
granom zy. Direktno iz prethodno dokazanih svojstava grafa G (odsustva
mostova, paralelnih grana, trouglova sa ¢vorom stepena 2 i kontura duzine 4
sa dva naspramna ¢vora stepena 2) sledi da je nakon supresije ¢vorova ste-
pena 2 dobijeni graf G’ prost, kubni graf bez mostova.

Na osnovu poznatog rezultata Kajzera i grekovskog [12], svaki prost kubni
graf bez mostova G’ sadrzi savrSen mecing M’ tako da M’ ne sadrZzi sve grane
nijednog minimalnog 3-reza niti 4-reza.

Svaka grana iz grafa G’ u polaznom grafu G odgovara ili jednoj originalnoj

grani, ili putu duzine 2 (ukoliko je nastala supresijom ¢vora stepena 2). Na
osnovu savrSenog mecéinga M’ grafa G’, definiSemo skup grana M grafa G.
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Skup M se sastoji od svih onih grana grafa G koje odgovaraju granama iz
M’'. Za svaku granu e’ € M’, ukoliko ¢ odgovara jednoj grani u GG, ta grana
pripada skupu M, a ukoliko odgovara putu duzine 2, obe grane tog puta
pripadaju skupu M.

Svrha ove konstrukcije je da se skup grana grafa G podeli na dva dela koji
se mogu nezavisno bojiti razli¢itim paletama boja. Buduéi da je M’ savrSeni
mecing u kubnom grafu G’, nakon uklanjanja njegovih grana stepen svakog
¢vora u podgrafu G’ — M’ opada sa 3 na tacno 2, §to znaci da preostale grane
¢ine disjunktnu uniju kontura. Ovo svojstvo se direktno prenosi i na polazni
graf G, gde preostale grane iz skupa E(G) \ M takode formiraju disjunktnu
uniju kontura. To nam omogucéava da problem podelimo na dva koraka: grane
iz skupa M bojicemo sa Cetiri boje (recimo {4,5,6,7}), dok ¢emo preostale
konture obojiti sa preostale tri boje (recimo {1,2,3}). Time se automatski
sprecava formiranje dvobojnog puta duzine 4 koji bi kombinovao grane iz
oba dela grafa.

Da bismo uspesno raspodelili prve ¢etiri boje na grane skupa M tako da se
izbegnu konflikti na rastojanjima manjim od 2, konstruiSemo pomoc¢ni graf
K na sledeéi nacin:

e Skup ¢vorova grafa K ¢ine grane iz skupa M.

e Dva ¢vora e, f € V(K) su susedna u grafu K ako je ispunjen jedan od
slede¢a dva uslova:

— grane e i f formiraju put duzine 2 u grafu G koji odgovara jednoj
grani iz savrSenog mecinga M’

— u grafu GG postoji treca grana (izvan skupa M) koja direktno spaja
neki kraj grane e sa nekim krajem grane f.

Bududi da je polazni graf G supkuban, svaka njegova grana moze biti susedna
sa najvise Cetiri druge grane. Iz definicije grafa K direktno sledi da nijedan
njegov ¢vor ne moze imati vise od Cetiri suseda, odnosno vazi A(K) < 4.
Takode, ukoliko je graf K nepovezan, svaka njegova komponenta povezanosti
sadrzi bar jedan ¢vor stepena najvise 3.

Konstrukcija grafa K omoguéava nam da problem bojenja grana u grafu GG
svedemo na pravilno bojenje ¢vorova. Ukoliko pronademo pravilno bojenje
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¢vorova grafa K sa Cetiri boje tako da susedni ¢vorovi uvek imaju razlicite
boje, to direktno resava nas pocetni problem. Naime, posto smo ¢vorove grafa
K (koji su zapravo grane skupa M) povezali kad god se nalaze na rastojanju
manjem od 2 u grafu G, razli¢ite boje susednih ¢vorova u K garantuju da ¢e
sve grane iste boje u grafu G biti na bezbednom rastojanju, odnosno nijedne
dve grane skupa M koje dele istu boju nece se nalaziti na rastojanju manjem
od 2.

Prema Bruksovoj teoremi, svaki graf K za koji vazi A(K) < 4 je 4-obojiv,
osim u slucaju kada sadrzi komponentu povezanosti koja je izomorfna kom-
pletnom grafu K5. Lako je videti da se ovaj izuzetan slucaj pojavljuje ako i
samo ako vazi K = K5 i G = G'. Jedan opsti primer ove konstrukcije, gde
graf K nije izomorfan kompletnom grafu Kj, prikazan je na slici 10. Posto u
ovom slu¢aju nemamo situaciju da je svaka grana iz M na rastojanju manjem
od 2 sa svim ostalim granama tog skupa, graf K ne sadrzi sve moguce grane.
Samim tim, on nije kompletan graf, pa je prema Bruksovoj teoremi garanto-
vano 4-obojiv, Sto nam omogucava da uspesno raspodelimo prve Cetiri boje
bez ikakvih konflikata.

G K

€1

Slika 10: Ilustracija polaznog grafa GG, kubnog grafa G’ sa savrSenim mecin-
gom M’ i odgovarajuéeg pomocnog grafa K.

Razmotrimo najpre situaciju kada pomoé¢ni graf K dopusta pravilno 4-bojenje
¢vorova. Primetimo da nam u ovom sluc¢aju uopste nece biti potrebna ¢inje-
nica da mec¢ing M’ ne sadrzi sve grane nijednog minimalnog 3-reza ili 4-reza.
Pravilno bojenje ¢vorova grafa K sa cetiri boje direktno odreduje bojenje
grana skupa M, sa osobinom da svaka klasa boja predstavlja indukovani me-
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¢ing u polaznom grafu G.

Na$ plan je da preostale grane iz podgrafa G — M zvezdasto obojimo sa
tri preostale boje. Ukoliko to uspe, proSirenjem ovog bojenja pomocu cetiri
boje vec¢ iskoriséene na skupu M, dobi¢emo zvezdasto 7-bojenje celog grafa
G. Naime, posto su palete boja potpuno razdvojene, nijedna od ¢etiri boje
sa grana skupa M ne moze ucestvovati u formiranju loseg dvobojnog puta
duzine 4 ili dvobojne konture. Prema tome, problem se svodi na pronalazenje
zvezdastog 3-bojenja grana podgrafa G — M.

Kao $to smo ranije ustanovili, G — M predstavlja uniju disjunktnih kontu-
ra. Na osnovu leme 4.1., svaka k-kontura gde je k # 5 dopusta zvezdasto
3-bojenje grana sa 3 boje.

Dakle, jedini preostali izazov jesu konture duzine 5. Da bismo re$ili ovaj
problem, u svakoj 5-konturi C izabra¢emo jednu specificnu granu e = ec¢
i dodeliti joj boju v = ¢, koja je zapravo jedna od cetiri boje prvobit-
no rezervisane iskljucivo za skup M. Preostali put duzine 4 (koji dobijamo
kao C'\{e}) tada mozemo bezbedno obojiti standardnim nizom boja 1,2, 3, 1.

Klju¢no je da granu e i njenu ,pozajmljenu” boju ~ izaberemo tako da se u
skupu M ne nalazi nijedna grana boje v koja je od grane e na rastojanju
manjem ili jednakom 2. U nastavku ¢emo detaljno pokazati da je ovakav iz-
bor uvek mogué. Pravilan izbor ove boje, uz ¢injenicu da je ostatak grafa
K ispravno obojen, garantuje da nijedan put duzine 4 niti kontura duzine 4
nece postati dvobojni.

Definisemo sledece skupove grana:

e Neka je F' skup svih onih grana iz M koje su incidentne sa nekim
¢vorom konture C') ali same ne pripadaju toj konturi.

e Neka je X skup (koji mozZe biti i prazan) grana iz M koje su susedne
sa nekom granom iz skupa F'.

Primetimo da kardinalnost skupa | X| zapravo predstavlja broj puteva duzine
2 u skupu M koji su susedni sa konturom C. S obzirom na to da graf G po
pretpostavci ne sadrzi put duzine 3 ¢iji su svi unutrasnji ¢vorovi stepena 2,
direktno sledi da vazi ograni¢enje |X| < 2. U zavisnosti od rasporeda boja
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na granama skupa F', razlikovacemo dva glavna sluc¢aja koja pokrivaju sve
mogucnosti, izuzev same permutacije boja.

e Slucaj 1. Na granama skupa F' se u nekom redosledu pojavljuju bo-
je 4,4,5,6 1 7 (odnosno, jedna boja se javlja dvaput, dok se preostale
tri javljaju po jednom). Ukoliko je X = (), imamo na raspolaganju tri
razli¢ita izbora za granu e: za svaku od boja v € {5,6,7}, moZzemo
izabrati onu granu konture C' koja se nalazi ta¢no naspram grane iz F
obojene bojom ~. S druge strane, ukoliko skup X nije prazan, grane
koje mu pripadaju mogu se nalaziti na rastojanju 2 od nekih od ovih
potencijalnih grana konture C'. Medutim, kako smo prethodno utvrdili
da skup X sadrzi najviSe dve grane, te grane mogu eliminisati najvise
dva izbora, pa nam ¢ak i u najgorem slucaju preostaje bar jedna slo-
bodna boja iz skupa {5,6, 7} za granu e.

e Slucaj 2. Na granama skupa F' se u nekom redosledu pojavljuju boje
4,4,5,5 1 6. U situaciji kada je skup X prazan, problem je trivijalan:
nijedna grana u okolini konture ne koristi boju 7, pa bilo koju od pet
grana konture C' mozemo izabrati za granu e i obojiti je bojom 7. Uko-
liko skup X nije prazan, moramo voditi ra¢una o njegovim elementima.
Svaka pojedina¢na grana iz skupa X moze biti na rastojanju 2 od naj-
vise dve grane konture C'. Buduéi da skup X ima najvise dve grane,
one ukupno mogu ugroziti najvise ¢etiri grane konture C. Kako nasa
kontura C' ima tac¢no pet grana, osigurano je da ¢e bar jedna njena
grana ostati dovoljno udaljena od svih grana skupa X. Tu granu pro-
glasavamo za granu e, a njoj dodeljujemo preostalu boju v = 7.

Na kraju, razmotrimo preostali sluc¢aj kada pomoéni graf K ne dopusta pra-
vilno 4-bojenje ¢vorova, Sto se prema Bruksovoj teoremi desava ako i samo
ako vazi K = Kj. Kako skup ¢vorova grafa K ¢ine upravo grane mecinga
M’ ¢injenica da K ima tacno 5 ¢vorova implicira da mec¢ing M’ sadrzi tacno
5 grana. Buduéi da je u ovom slucaju G = G’ kubni graf, zakljuéujemo da
polazni graf G ima tac¢no 10 ¢vorova.

Podgraf G— M nastaje uklanjanjem savrsenog mecinga iz kubnog grafa, pa je
on 2-regularan graf sa 10 ¢vorova i sastoji se od disjunktnih kontura. Buduéi
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da zbog izbora mecinga M’ ovaj podgraf ne moze sadrzati konture duzine 3
ili 4, preostaju samo dve moguénosti: G — M je unija dve disjunktne konture
duzine 5 ili je jedinstvena kontura duzine 10.

Ako je G — M unija dve disjunktne 5-konture, svaka od 5 grana mecinga
M mora spajati po jedan ¢vor jedne konture sa ¢vorom druge konture. Da
se ne bi narusile pocetne pretpostavke o strukturi grafa, postoji samo jedan
nacin da se ovi ¢vorovi medusobno povezu, pa je tako dobijeni graf izomorfan
Petersenovom grafu, za koji vazi x%,(G) = 5 (rezultat dokazan u [9]).

Preostaje sluc¢aj kada podgrat G — M obrazuje jedinstvenu konturu duzine
10, dok preostalih 5 grana iz skupa M povezuju njene ¢vorove kao tetive.
Kako u ovom slu¢aju pomoc¢ni graf odgovara kompletnom grafu (K = Kj),
svake dve tetive u grafu G moraju imati zajednicku susednu granu na kon-
turi. Da bi se to ostvarilo, sve tetive moraju spajati ¢vorove na rastojanju
3 duz 10-konture, ¢ime se osigurava da krajnji ¢vorovi bilo koje dve tetive
budu susedni na Cyg.

Konstrukcija zvezdastog 7-bojenja prikazana je na slici 11. Tetive se prvo
oboje sa pet razli¢itih boja iz palete {1,2,3,4,5}. Nakon toga se prva, ¢etvrta
i sedma grana na 10-konturi oboje slobodnim bojama iz te iste palete, tako
da nijedne dve grane iste boje ne budu na rastojanju manjem od 3. Na kraju,
sve preostale grane konture oboje se bojama 6 i 7. Ovim je prvi deo dokaza
u potpunosti zavrsen.

(b) Prvo dokazujemo da je zvezdasti hromatski indeks svakog kubnog gra-
fa najmanje 4, odnosno da vazi x.,(G) > 4. Pretpostavimo suprotno, da se
grane kubnog grafa mogu zvezdasto obojiti sa ta¢no tri boje. Kako je graf
kuban, sa svakim ¢vorom moraju biti incidentne tacno tri grane razlicitih
boja. Ako posmatramo podgraf indukovan proizvoljnim parom boja, stepen
svakog ¢vora u tom podgrafu je ta¢no 2, sto zna¢i da on predstavlja uniju
disjunktnih alterniraju¢ih kontura. Medutim, svaka takva dvobojna kontura
duzine k > 4 neizbezno sadrzi ili dvobojni put duzine 4 ili sama predstavlja
dvobojnu konturu duzine 4, Sto je u kontradikciji sa definicijom zvezdastog
bojenja. Prema tome, tri boje nikada nisu dovoljne.

Na slici 12 prikazano je jedno pravilno 4-bojenje grana (hiper)kocke Q3. Da
je re¢ o zvezdastom bojenju grana mozemo se uveriti direktnom proverom
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Slika 11: Sema zvezdastog 7-bojenja grana grafa G u sludaju kada podgraf
G — M ¢ini konturu duzine 10.

podgrafa indukovanih bilo kojim parom boja i # j. Posmatranjem slike 12
uocava se da se za svake dve izabrane boje graf raspada na disjunktne puteve
¢ija je maksimalna duzina 3.

Pretpostavimo sada da graf G prekriva hiperkocku @3, i neka je p : V(G) —
V(Qs3) odgovarajuce preslikavanje prekrivanja. Pomocéu ovog preslikavanja
moZemo podi¢i dato 4-bojenje grana ¢ : E(Q3) — {1,2,3,4} sa grafa Q3
na graf G, tako §to proizvoljnoj grani uv € E(G) dodeljujemo boju grane
p(u)p(v) € E(Q3), odnosno ¢ (uv) = ¢(p(u)p(v)). Kako je restrikcija presli-
kavanja p na susedstvo Ng(u) — Ng(p(u)) bijekcija za svaki ¢vor u € V(G),
proizvoljne dve incidentne grane uv, uw € E(G) preslikavaju se u dve razli¢ite
i incidentne grane p(u)p(v), p(u)p(w) € E(Q3). Bududi da je polazno bojenje
na hiperkocki pravilno, ovako definisano bojenje grana grafa G takode mora
biti pravilno.

Dalje, posmatramo ponasSanje kriticnih podgrafova pri ovom preslikavanju.
Kako je p lokalni izomorfizam na susedstvima, svaki put duzine 4 u grafu
G preslikava se u Setnju duzine 4 u ()3 u kojoj su svake dve susedne grane
razli¢ite. Zbog toga se svaki put duzine 4 u grafu G preslikava ili u put duzine
4 ili u konturu duzine 4 u 3. Sli¢no tome, svaka kontura duzine 4 iz grafa G
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Slika 12: Zvezdasto 4-bojenje grana (hiper)kocke Q3.

preslikava se u konturu duzine 4 u J3. S obzirom na to da je bojenje grana
grafa ()3 zvezdasto, ono po definiciji ne sadrzi dvobojne puteve niti konture
duzine 4. Posto preslikavanje prekrivanja oCuvava duzine i alternaciju boja,
zakljuéujemo da ni u grafu G ne mogu nastati dvobojni putevi duzine 4 ni-
ti dvobojne 4-konture. Prema tome, indukovano bojenje grafa G je zvezdasto.

Za dokaz obrnute implikacije, pretpostavimo da graf G ima zvezdasto 4-
bojenje grana c. Najpre ¢emo definisati bojenje ¢vorova f sa cetiri boje.
Buduéi da je graf G kubni, svaki njegov ¢vor je incidentan sa ta¢no tri gra-
ne. S obzirom na to da na raspolaganju imamo Cetiri boje, za svaki ¢vor v
definisemo f(v) kao onu jedinstvenu boju iz palete {1,2,3,4} koja nije upo-
trebljena na granama incidentnim sa ¢vorom v.

Pokazimo najpre da je ovako definisano bojenje ¢vorova f pravilno bojenje
grafa GG. Pretpostavimo suprotno: da postoji grana uwv u grafu G takva da
vazi f(u) = f(v). Neka su uy, us preostali susedi ¢vora u, a vy, vy preostali
susedi ¢vora v. Zbog simetrije, bez umanjenja opstosti mozemo pretposta-
viti da vazi f(u) = f(v) = 4, $to znadi da sve grane incidentne sa u i v
moraju biti obojene bojama iz skupa {1,2,3}. Ponovo zbog simetrije boja u
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skupu {1, 2,3}, mozemo uzeti da sama grana uv nosi boju ¢(uv) = 3. Dalje,
mozemo uzeti da preostale grane incidentne sa ovim ¢vorovima imaju boje
c(uu;) = c(vv;) = i za i € {1,2}. Ukoliko posmatramo dvobojne puteve
U uVY1 1 uguvvy, zakljuéujemo da se boja 3 ne moze pojaviti ni na granama
incidentnim sa vy, niti na onima incidentnim sa v,. Medutim, to direktno
implicira da ¢vor v; mora biti incidentan sa granom boje 2, dok ¢vor v, mora
biti incidentan sa granom boje 1. Ova konfiguracija stvara dvobojni put du-
zine 4 (ili dvobojnu 4-konturu), $to je u kontradikciji sa pretpostavkom da je
bojenje ¢ zvezdasto. Ova zabranjena struktura je prikazana na slici 13. Ovim
izvedenim zakljuckom su pokriveni i slucajevi kada grana uv pripada trouglu
(gde je u3 = v9 i ug = vy, ili oba). Dakle, f je pravilno bojenje ¢vorova grafa

G.

U]

U2

Slika 13: Nastanak zabranjenog puta u slucaju kada bi susedni ¢vorovi u i v
imali istu boju pod preslikavanjem f.

Sada dokazujemo da je preslikavanje ¢vorova f : V(G) — V(K,) preslikava-
nje prekrivanja. Da bismo to pokazali, potrebno je utvrditi da se za svaki ¢vor
v € V(G) njegova tri suseda preslikavaju u tri razlic¢ita ¢vora u Ky, odnosno
da nikoja dva suseda ¢vora v nemaju istu boju. Pretpostavimo suprotno, da
u grafu G postoji ¢vor v sa susedima vy, vy takvim da vazi f(vy) = f(vs).
Zbog simetrije, uzmimo da je f(v) = 4, f(v1) = f(ve) = 3,1 c(vy;) = i za
i € {1,2}. Tada ¢vor v; mora biti incidentan sa granom boje 2, a ¢vor vy
sa granom boje 1, 8to ponovo generiSe zabranjeni dvobojni put duzine 4 (ili
konturu duzine 4). Zbog toga su sve tri boje u susedstvu Ng(v) medusobno
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razlic¢ite, pa je restrikcija f : Ng(v) — Ng,(f(v)) bijekcija za svaki ¢vor v.
Time je dokazano da je f : V(G) — V(K4) preslikavanje prekrivanja.

Preostaje da konstruiSemo preslikavanje prekrivanja F' : V(G) — V(Q3). Ne-
ka (i, 7, k, 1) predstavlja permutaciju boja {1,2,3,4}. Ako za ¢vor v € V(G)
vazi f(v) = i, tada grane incidentne sa njim moraju imati boje j, k, [, a nje-
govi susedi moraju imati boje k, [, 7 ili [, j, k. Ova dva moguca poretka boja
u susedstvu nazivamo lokalnim Sablonima boja u ¢voru v.

Primetimo da u hiperkocki ()3 (prikazanoj na slici 12) za svaku boju i postoje
tacno dva ¢vora obojena tom bojom. Neka je fo, : V(Q3) — {1,2,3,4} boje-
nje ¢vorova hiperkocke @3 definisano na isti na¢in (svakom ¢évoru se dodeljuje
boja koja nedostaje na njegovim incidentnim granama). Dva ¢vora u ()3 koji
imaju istu boju pod f, koriste razlicite lokalne Sablone boja. To nam omo-
gucava da definiSemo jedinstveno preslikavanje ¢vorova F : V(G) — V(Q3)
tako da za svaki ¢vor v € V(G) vaze sledec¢a dva uslova:

o f(v) = fo,(F(v));
e v i F(v) imaju potpuno isti lokalni Ssablon boja.

Da bismo dokazali da je F' zaista preslikavanje prekrivanja, dovoljno je uociti
da se tri suseda ¢vora v iz grafa G preslikavanjem F' slikaju u ta¢no tri
suseda ¢vora F'(v) u hiperkocki Q3. Posto ve¢ znamo da je f preslikavanje
prekrivanja za Ky, preostaje da se pokaze da se sused u ¢vora v slika bas u
onaj sused ¢vora F'(v) koji nosi boju f(u) (a ne u neki drugi évor iste boje).
Ovo direktno sledi iz ¢injenice da u svakom kubnom grafu sa zvezdastim 4-
bojenjem grana, lokalni Ssablon boja u ¢voru v jednoznacno odreduje lokalni
Sablon boja u svim njegovim susednim ¢vorovima. Buduéi da ovo vazi i u
grafu G i u hiperkocki (3, nasa konstrukcija preslikavanja F' uspesno definise
trazeno preslikavanje prekrivanja. Time je dokaz ove teoreme u potpunosti
zavrsen.

]

Postoje kubni grafovi ¢iji je zvezdasti hromatski indeks jednak 6, a jedan
takav primer je kompletno bipartitni graf K3 3. Pokaza¢emo prvo da se graf
K3 3 ne moze zvezdasto obojiti sa manje od 6 boja.

Posmatramo proizvoljno zvezdasto bojenje grana grafa Kss. Graf K33 ima
6 ¢vorova i ukupno 9 grana. Ukoliko bi neka klasa boja sadrzala 3 grane, te
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grane bi formirale savrSsen mecing. U tom slucaju, svaka druga klasa boja
u zvezdastom bojenju mogla bi da sadrzi najvise jednu granu, kako bi se
sprecilo formiranje zabranjenog dvobojnog puta Ps. Tada bi za preostalih 6
grana bilo neophodno upotrebiti 6 razli¢itih boja, pa bi ukupan broj boja
bio bar 7. Prema tome, da bismo ostvarili bojenje sa manje od 7 boja, svaka
klasa boja sme da sadrzi najvise 2 grane.

Pretpostavimo sada da postoji zvezdasto bojenje grafa K3 sa 5 boja. Kako
graf ima ukupno 9 grana, a svaka klasa boja sme da sadrzi najvise 2 grane,
analiziramo koliko grana svaka klasa mora da pokrije. Kada bi tri ili vise
klasa boja sadrzale po jednu granu, preostale klase (kojih ima najvise dve)
mogle bi da pokriju najvise 4 grane, pa bi ukupan broj obojenih grana bio
najvise 7. Sli¢no, ako bi ta¢no dve klase sadrzale po 1 granu, preostale tri
klase bi pokrile najvise 6 grana, pa bismo ukupno obojili najvise 8 grana.
Prema tome, da bismo sa 5 boja obojili svih 9 grana, najvise jedna klasa
boja sme da bude jedna¢lana (odnosno bar ¢etiri klase moraju sadrzati po 2
grane).

Posmatramo jednu dvoclanu klasu boja F' = {ab, cd}. Preostale dve unakrsne
grane izmedu ova Cetiri ¢vora su ad i cb. Ako bi grana ad delila klasu boja sa
jos nekom granom e, ta grana e bi morala biti disjunktna sa skupom ¢vorova
{a,b,c,d}. Kako graf K33 ima ukupno 6 ¢vorova, u celom grafu postoji samo
jedna grana koja ne dodiruje ¢vorove a, b, c,d. Isti uslov vazi i za granu cb.
Posto postoji samo jedna slobodna grana disjunktna sa tim skupom, nemo-
gucée je da i ad i cb istovremeno budu deo dvoc¢lanih klasa boja. Dakle, bar
jedna od grana ad ili ¢b mora formirati jednac¢lanu klasu boja.

Kako analizirana dvoclana klasa F' primorava postojanje bar jedne jedna-
¢lane klase, a poSto u 5-bojenju moraju postojati bar cetiri dvoclane klase,
zaklju¢ujemo da moraju postojati bar dve jednaclane klase. Medutim, ovo je
u suprotnosti sa prethodnim zakljuckom da 5-bojenje dopusta najvise jednu
jednaclanu klasu.

Ovim je dokazano da je za zvezdasto bojenje grafa K33 neophodno upotrebiti

bar 6 boja. Na slici 14 prikazano je eksplicitno zvezdasto 6-bojenje grana grafa
K3 3, ¢ime se dobija x%,(K33) = 6.
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Slika 14: Zvezdasto 6-bojenje grana kompletnog bipartitnog grafa K ;.

5 Auterplanarni grafovi

U ovom poglavlju analiziramo zvezdasti hromatski indeks u klasi auterpla-
narnih grafova. Rezultati prikazani u nastavku preuzeti su iz radova [3] i
[8]. Prvo izvodimo gornje granice u zavisnosti od maksimalnog stepena A
i prikazujemo rezultat za supkubne auterplanarne grafove. Zatim analizira-
mo posebne familije auterplanarnih grafova sa malim dijametrom i za njih
odredujemo odgovarajuée granice, dok u zavrsnom delu posmatramo slucaj
2-povezanih grafova sa A = 5.

5.1 Opste gornje granice za auterplanarne grafove

Pre nego $to predemo na analizu zvezdastog hromatskog indeksa auterpla-
narnih grafova, dokazac¢emo poznatu vrednost ovog indeksa za puteve, koja
¢e nam biti korisna u daljem radu.

Lema 5.1. Za put P, san > 5 ¢vorova vazi X, (P,) = 3.

Dokaz. Jedino pravilno bojenje grana puta P, sa dve boje je naizmeni¢no
bojenje 1,2,1,2..., koje za n > 5 obrazuje dvobojni Ps. Zato je x%,(P,) > 3.

Sa druge strane, ako granama puta P, redom dodelimo periodi¢ni niz boja
1,2,3,1,2,3..., dobijamo pravilno zvezdasto bojenje. U ovom bojenju, svake
tri uzastopne grane sadrze tri razli¢ite boje, pa proizvoljne dve grane iste boje
nalaze se na rastojanju bar 3. Zbog toga ne postoji indukovani dvobojni Ps,
pa sledi da je X% (P,) = 3. O
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Takode, naves¢emo jednu od fundamentalnih karakterizacija ove klase grafo-
va. Nju su dali Cartrand i Harari 1967. godine [5]. Ova karakterizacija bice
nam od klju¢nog znacaja u nastavku.

Teorema 5.1. Graf G je auterplanaran ako i samo ako ne sadrzi K, niti
K3 3 kao minor.

Koris¢enjem navedene zabranjene karakterizacije, u narednoj teoremi izvo-
dimo opstu gornju granicu zvezdastog hromatskog indeksa za proizvoljne
auterplanarne grafove u zavisnosti od njihovog maksimalnog stepena A.

Teorema 5.2. Neka je G auterplanaran graf sa maksimalnim stepenom A.
Tada za njegov zvezdasti hromatski indeks vazi:

ValG) < EAJ +12

Dokaz. Dokazac¢emo da teorema vazi za svaki graf koji ne sadrzi K 3 kao mi-
nor. U ovu klasu spadaju i grafovi koji sadrze K, kao blok, buduéi da takvi
grafovi ne mogu sadrzati subdiviziju grafa Ky, jer bi svaka takva subdivizija
formirala i /Ky 3 minor.

Neka je G proizvoljan graf bez K, 3 minora i neka je v € V(G) ¢vor grafa G.

Konstruisa¢emo pokrivajuée korensko stablo 7" grafa GG sa korenom u ¢voru v,
primenom BFS algoritma. Ovako dobijeno stablo T sadrzi sve ¢vorove grafa
(G, dok su uklanjanjem pojedinih grana eliminisane konture tako da je graf
ostao povezan. Dodatno, BFS algoritam garantuje da je udaljenost od korena
v do bilo kog ¢vora u u stablu 7' jednaka njihovom najkra¢em rastojanju u
originalnom grafu G, odnosno dg(v,u) = dr(v, u).

Prema teoremi 4.1, za stablo T postoji zvezdasto bojenje grana c sa najvise

L%AJ boja.

Preostaje da obojimo grane koje pripadaju grafu GG, a ne nalaze se u stablu
T, tj. grane iz skupa E(G) \ E(T). Posmatramo proizvoljnu takvu granu
uvw € E(G)\ E(T) i neka se njeni krajevi nalaze na nivoima k i ¢ u odnosu
na koren v, gde je d(v,u) =k, d(v,w) = £ i k < (. Zbog osobina BFS stabla,
razlika u nivoima moze biti najviSe 1, Sto znac¢i da jeili k=/¢ili k=/¢—1:
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e Ako je k = {, granu uw nazivamo k-horizontalnom granom.
e Ako je k =/ — 1, granu uw nazivamo k-dijagonalnom granom.

Struktura ovih grana prikazana je na slici 15.

Slika 15: Auterplanaran graf sa granama pokrivajuceg stabla prikazanim pu-
nim linijama, horizontalnim granama prikazanim tackastim linijama i dija-
gonalnim granama prikazanim isprekidanim linijama.

Kako graf G ne sadrzi K53 kao minor, horizontalne grane na bilo kom fik-
siranom nivou k indukuju podgraf sa maksimalnim stepenom 2. Ukoliko bi
neki ¢vor u na nivou k imao tri horizontalna suseda x,y, z na istom nivou,
putevi u BFS stablu T od z,y, z ka korenu v imali bi sve unutrasnje ¢vorove
na nivoima manjim od k. Kontrakcijom te unije puteva iznad nivoa k u jedan
¢vor w, dobili bismo K 3 minor sa bipartitnim klasama {u, w} i {z,y, 2}, $to
je kontradikcija.

Stavise, ukoliko ovaj podgraf sadrzi konture, sve te konture moraju biti du-
zine tacno 3, jer bi postojanje duzih kontura stvorilo subdiviziju grafa Ky ;.
Pretpostavimo suprotno, da postoji kontura C' = z125 ... z,.27 duzine r > 4
na nivou k. Izaberimo dva nesusedna ¢vora na konturi, npr. x; i x3. Izmedu
njih postoje dva ¢vorno-disjunktna puta duz same konture C, dok trec¢i put
dobijamo spajanjem njihovih puteva u stablu 7" ka korenu v. Ovaj treéi put
je disjunktan od konture jer su njegovi unutrasnji ¢vorovi na nivoima manjim
od k. Dobijena tri disjunktna puta izmedu z; i x3 ¢ine subdiviziju grafa K 3,
Sto je kontradikcija. Zato je jedina moguca kontura Cj.

Poznato je da su za zvezdasto bojenje horizontalnih grana na jednom izolo-
vanom nivou dovoljne tri boje, buduéi da one indukuju podgraf sastavljen
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od disjunktnih puteva i trouglova. Medutim, za bojenje celog grafa koristimo
ukupno Sest novih boja, tako Sto neparnim nivoima dodeljujemo jedan skup
od tri boje, a parnim nivoima drugi, potpuno disjunktan skup od tri boje.
Ovo razdvajanje boja po parnosti nivoa neophodno je kako se horizontalne
grane sa uzastopnih nivoa ne bi spajale preko grana stabla T u dvobojne
puteve duzine 4.

Preostaje da dodelimo boje dijagonalnim granama. Neka je Ly bipartitni graf
¢iji su skupovi ¢vorova sa k-tog i (k + 1)-og nivoa grafa G, dok grane u Ly
¢ine grane stabla T'i k-dijagonalne grane.

Graf Ly je aciklican. Ako bi u L; postojala kontura duzine r > 4, izborom
dva nesusedna ¢vora sa k-tog nivoa na toj konturi, konstruisali bismo tri dis-
junktna puta (dva duz konture na nivoima k i k + 1, i treéi u stablu T" preko
nivoa manjih od k), ¢ime bismo opet dobili K5 3 minor.

Detaljnijom analizom ovih zabranjenih konfiguracija dobijamo sledec¢a svoj-
stva:

e Svaki ¢vor sa (k + 1)-og nivoa je incidentan sa najvise jednom dijago-
nalnom (isprekidanom) granom u L.

e Svaki ¢vor w sa k-tog nivoa je incidentan sa najvise dve dijagonalne
grane u Ly.

e Ukoliko je ¢vor w sa k-tog nivoa incidentan sa dve dijagonalne grane,
nijedan od njegovih potomaka u stablu 7" ne sme biti incidentan sa dija-
gonalnom granom. Ako je w incidentan sa samo jednom dijagonalnom
granom, najvise jedan njegov potomak moze imati dijagonalnu granu.

Ukoliko bilo koje od ovih svojstava ne bi bilo zadovoljeno, u grafu bi se
pojavila bar tri ¢vora sa (k + 1)-og nivoa povezana sa istim ¢vorom sa k-
tog nivoa, pri ¢emu bi svaki bio povezan i sa bar joS jednim ¢vorom, Sto
bi proizvelo K53 minor (dve takve zabranjene konfiguracije prikazane su na
slici 16).

Ova ogranic¢enja impliciraju da ¢vorovi koji su krajevi dijagonalnih grana,

zajedno sa odgovaraju¢im granama stabla T" koje ih povezuju, formiraju pod-
graf ¢ije su povezane komponente putevi. U svakom takvom putu najvise dve
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Slika 16: Zabranjene konfiguracije.

dijagonalne grane mogu biti uzastopne, dok su grane stabla T" koje ih raz-
dvajaju veé¢ ranije obojene. Prema tome, bojenje svake ovakve komponente
mozemo uspesno zavrsiti dodavanjem svega 2 nove boje, bez stvaranja dvo-
bojnih puteva duzine 4.

Da bismo sprecili medusobni uticaj i nastanak dvobojnih puteva duzine 4
izmedu dijagonalnih grana sa bliskih nivoa, bojenje vrSimo periodi¢no po
modulu 3:

e Za k-dijagonalne grane gde je k = 0 (mod 3) koristimo 2 nove boje.

e Za k-dijagonalne grane gde je k = 1 (mod 3) koristimo druge 2 nove
boje.

e Za k-dijagonalne grane gde je k = 2 (mod 3) koristimo jo$ 2 nove boje.
Na ovaj nacin, za bojenje svih dijagonalnih grana upotrebljavamo ukupno 6

dodatnih boja.

Sabiranjem boja upotrebljenih u svim koracima konstrukcije (L%AJ boja za
zvezdasto bojenje BE'S stabla T', 6 boja za horizontalne i 6 boja za dijago-
nalne grane) dobijamo da je ukupan broj boja potreban za zvezdasto bojenje
grafa G:

3 3

]

U slucaju kada je maksimalni stepen auterplanarnog grafa A = 3, dokazace-
mo da je za zvezdasto bojenje grana dovoljno svega 5 boja.
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Teorema 5.3. Neka je G supkubni auterplanaran graf. Tada vazi:
Xut(G) < 5.

Ova granica je dostignuta. Da bismo to pokazali, posmatrajmo graf prikazan
na slici 17, koji se sastoji od konture duzine 5 i po jedne viseCe grane inci-
dentne sa svakim od ¢vorova konture.

Slika 17: Primer zvezdastog bojenja grana auterplanarnog grafa sa A = 3.

Pretpostavimo suprotno, da su 4 boje dovoljne za zvezdasto bojenje ovog
grafa. U tom slucaju, sve cetiri boje moraju biti upotrebljene na granama
same konture, pri ¢emu se samo jedna boja moze ponoviti dva puta. Stoga
je bojenje grana konture jedinstveno do na permutaciju boja.

Ako posmatramo bojenje konture prikazano na slici 17, primecujemo da se
za vise¢u granu incidentnu sa ¢vorom vy moze upotrebiti jedino boja 4. Me-
dutim, u tom slucaju su sve Cetiri boje zabranjene za vise¢u granu incidentnu
sa ¢vorom w1, Sto znaci da 4 boje nisu dovoljne. Prema tome, za zvezdasto
bojenje ovog grafa neophodno je bar 5 boja. Sa druge strane, bojenje se lako
kompletira tako sto se svim vise¢im granama dodeli peta boja, ¢ime se dobija
zvezdasto 5-bojenje.

Pre nego sto predemo na sam dokaz teoreme, definisa¢emo specijalnu klasu
grafova i navesti odgovarajué¢u pomocénu lemu.
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Definicija 5.1. Kaktus graf je multigraf u kome je svaki blok kontura
ili pojedina¢na grana. Nazivamo ga laki kaktus graf ukoliko vaze sledeca
svojstva:

e Svaki ¢vor grafa je stepena 2 ili 4;
e Samo ¢vorovi stepena 4 mogu biti artikulacioni ¢vorovi;

e Na svakoj konturi postoje najvise dva ¢vora stepena 2. Ukoliko na kon-
turi postoje dva ¢vora stepena 2, oni moraju biti susedni.

Lema 5.2. Svako auterplanarno smestanje lakog kaktus grafa u ravan dopu-
Sta pravilno 4-bojenje grana tako da na granici spoljasnje strane ne postoji
dvobojni put duzine 4.

Dokaz. Dokaz se sprovodi indukcijom po broju artikulacionih ¢vorova n, la-
kog kaktus grafa L.

Za n. = 0, graf L ne sadrzi artikulacione ¢vorove, pa ima najvise dve grane
i tvrdenje trivijalno vazi. Za n. = 1, graf L je izomorfan jednom od tri grafa
prikazana na slici 18. Lako se moze zakljuciti da je tvrdenje ispunjeno za ove
grafove.

CO O P

Slika 18: Laki kaktus grafovi sa jednim artikulacionim ¢vorom.

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve lake kaktus grafove koji imaju ma-
nje od k artikulacionih ¢vorova (k > 2). Posmatramo graf L sa ta¢no k
artikulacionih ¢vorova. U grafu L uvek postoji blok M koji sadrzi bar dva
artikulaciona ¢vora celog grafa. Kao sto je prikazano na slici 19, blok M ima
ulogu centralne konture.

Neka su vy, v, ...,vp (2 < ¢ < k) svi artikulacioni ¢vorovi grafa L koji leze
na konturi M. Svaki od ovih &vorova v; incidentan je sa ta¢no dve grane, ¢}
i t2, koje ne pripadaju bloku M. Ove dve grane pripadaju istom spoljasnjem
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Slika 19: Centralni blok M u lakom kaktus grafu.

bloku i nazivamo ih pipci.
Graf L sada razlazemo na centralni deo i spoljasnje komponente:

e Neka je Lj; podgraf grafa L koji se sastoji od same konture M i svih
njenih pipaka.

e Uklanjanjem grana konture M, graf se raspada na komponente L;, pri
¢emu svaka komponenta L; sadrzi ¢vor v; i njegove odgovarajuée pipke
thit2

e Iz svake komponente L; konstrukcijom formiramo pomoc¢ni graf H;,
tako Sto ¢vor v; povezemo sa novim, dodatim ¢vorom u; pomocu dve
nove grane e; i f;. Ovako konstruisani grafovi H; zadovoljavaju uslove
lakog kaktus grafa i imaju strogo manje od k artikulacionih ¢vorova.
Stoga na njih mozemo primeniti indukcijsku hipotezu, ¢ime dobijamo
da svaki H; dopusta pravilno 4-bojenje grana.

Preostaje da obojimo grane podgrafa L, koriste¢i 4 boje.
Ako je M parna kontura, grane same konture M naizmeni¢no bojimo bojama
11 2, dok pipke bojimo bojama 3 i 4. Pritom pipke bojimo tako da su oni

obojeni bojom 3 uvek usmereni na istu stranu (odnosno, kontrakcijom grana
konture M dobija se zvezda ¢ije su grane naizmeni¢no obojene bojama 3 i
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Slika 20: Primer bojenja grafa L;; kada je M parna kontura.

Ako je M neparna kontura, ona mora sadrzati par susednih artikulacionih
¢vorova u i v grafa L. Bez umanjenja opstosti, mozemo pretpostaviti da je
¢vor u incidentan sa ¢vorom stepena 2 u M (ukoliko takav postoji). Grani
uv dodeljujemo boju 3, dok preostale grane konture M naizmeni¢no bojimo
bojama 1 i 2, pocevsi od grane incidentne sa u. Pipke bojimo bojama 3 i 4
kao kod prethodnog slucaja, tako da se na granici spoljasnje strane L), grana
obojena bojom 4 incidentna sa u nastavlja na granu obojenu bojom 1. Na
kraju, vrsimo prebojavanje pipaka incidentnih sa u i v:

e Ako je M kontura duzine 3 koja sadrzi ¢vor stepena 2, pipak obojen
bojom 3 incidentan sa u prebojavamo u boju 2, dok pipke obojene
bojama 4 i 3 incidentne sa v prebojavamo u boje 1 i 4, respektivno,
kao Sto je prikazano na slici 21 | levo.

e U suprotnom, pipak obojen bojom 3 incidentan sa u prebojavamo u
boju 2, a pipak obojen bojom 3 incidentan sa v prebojavamo u boju 1
(slika 21, desno).

Konstruisano bojenje podgrafa L, ima osobinu da bilo koje ¢etiri uzastopne
grane duz granice spoljasnje strane u Lj,; sadrze bar tri razlicite boje, pa ne
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Slika 21: Primer bojenja grafa L;; kada je M neparna kontura.

mogu formirati dvobojni put duzine 4.

Konacno bojenje celog grafa L dobijamo tako Sto u svakom obojenom grafu
H,; izvrsimo odgovaraju¢u permutaciju boja tako da se boje njegovih dodatih
grana e; i f; savrSeno poklope sa bojama grana konture M incidentnih sa v;
u podgrafu Ly,.

Kako suiu Ljy; i u svim komponentama H; eliminisani zabranjeni dvobojni
putevi duzine 4 duz granice spoljasnje strane, novonastalo globalno bojenje
grafa L je pravilno 4-bojenje bez dvobojnih puteva duzine 4 na rubu spolja-
Snje strane. O

Dokaz teoreme 5.3. Pretpostavimo suprotno, da postoji minimalni kontra-
primer GG, odnosno supkubni auterplanarni graf sa minimalnim brojem gra-
na koji ne dopusta zvezdasto 5-bojenje grana. Takode pretpostavljamo da je
graf G veé¢ smesten u ravan. U nastavku ¢emo analizirati svojstva grafa G i
pokazati da je za njega ipak moguée konstruisati zvezdasto 5-bojenje grana,
¢ime dolazimo do kontradikcije.

Pretpostavimo najpre da graf G sadrzi most uv, pri ¢emu su oba ¢vora u i
v stepena bar 2 (takvu granu nazivamo netrivijalan most). Neka su G, i G,
dve povezane komponente grafa G — uv koje sadrze ¢vorove u, odnosno v.
Posmatramo podgrafe H, = G[V(G,) U {v}] i H, = G[V(G,) U {u}], koji
nastaju kada komponentama G, i G, dodamo i sam most uv, kao sto je ilu-
strovano na slici 22. Zbog pretpostavke o minimalnosti grafa GG, manji grafovi

o7



Slika 22: Konstrukcija zvezdastog bojenja grafa G permutacijom boja u pod-
grafovima H, i H,.

H, i H, dopustaju zvezdasta 5-bojenja grana. Mozemo pretpostaviti (Sto se
uvek moze posti¢i odgovaraju¢om permutacijom boja u podgrafovima) da je
zajednickoj grani uv u oba grafa dodeljena boja 5. Posto su bojenjau H, i H,
nezavisna, permutacijom mozemo osigurati da sve preostale grane incident-
ne sa ¢vorovima u i v dobiju medusobno razlic¢ite boje iz skupa {1,2,3,4}.
Spajanjem ovakva dva bojenja dobija se zvezdasto 5-bojenje celog grafa G,
Sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da je GG kontraprimer.

Prema tome, minimalni kontraprimer G' ne moze sadrzati netrivijalne mo-
stove. To znaci da se GG sastoji od jedne spoljasnje konture C' = vvy ... v,
odredenog broja tetiva te konture i vise¢ih grana.

Ideja za konstrukciju zvezdastog 5-bojenja grafa G je da grane konture C'
obojimo pomocu 4 boje tako da svaka tetiva konture bude incidentna sa ce-
tiri razli¢ito obojene grane. Na taj nacin, nakon Sto sve tetive i vise¢e grane
obojimo petom bojom, dobi¢emo zvezdasto bojenje.

Najpre iz grafa G uklonimo sve visee grane. Nakon toga, maksimizujemo
broj tetiva konture C' tako sto spajamo parove nesusednih ¢vorova stepena 2
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koji pripadaju istoj unutrasnjoj oblasti. Na ovaj nacin dobijamo 2-povezan
supkuban auterplanaran graf G’ koji je ili izomorfan konturi Cj, ili vazi da
svaka njegova unutrasnja oblast sadrzi najvise dva ¢vora stepena 2 (pri ¢emu
su ta dva ¢vora obavezno susedna).

Posmatramo sada graf G” koji nastaje od grafa G’ kontrakcijom svih njego-
vih tetiva. Primetimo da je G” auterplanarni multigraf u kome svi ¢vorovi
imaju stepen 2 ili 4. Cvorovi stepena 4 su zapravo artikulacioni ¢vorovi na-
stali kontrakcijom tetiva, dok su ¢vorovi stepena 2 u G” zapravo preostali
¢vorovi stepena 2 iz grafa G’. Na osnovu ovih svojstava, graf G” je upravo
laki kaktus graf (Sto je ilustrovano primerom na slici 23). Prema prethodno

G el a
Slika 23: Konstrukcija lakog kaktus grafa G” kontrakcijom tetiva unutar 2-
povezanog grafa G'.

dokazanoj lemi 5.1., grane lakog kaktus grafa G” moZemo obojiti pomocu 4
boje tako da na granici spoljasnje strane ne postoji dvobojni put duzine 4.
Ovo bojenje direktno indukuje parcijalno bojenje grana pocetnog grafa G,
pri ¢emu su grane konture C' obojene u 4 boje, dok su tetive i viseée grane
ostale neobojene.

Na samom kraju, sve neobojene grane (sve tetive i sve vise¢e grane) oboji-
mo petom bojom. Buduéi da su sve grane incidentne sa bilo kojom granom
obojenom bojom 5 dobile medusobno razli¢ite boje, u grafu ne mogu nastati
dvobojne konture niti dvobojni putevi duzine 4 koji sadrze boju 5. Kako su
i u bazi¢noj konturi eliminisani dvobojni putevi duzine 4, dobijeno bojenje
je pravilno zvezdasto 5-bojenje grafa G. [

59



5.2 Specificne familije auterplanarnih grafova sa ogra-
nicenim dijametrom

U ovom delu rada fokusiramo se na analizu ponasanja zvezdastog hromatskog
indeksa grafa u zavisnosti od njegovog dijametra. Jedini 2-povezan auterpla-
naran graf dijametra 1 jeste kompletna kontura K3, ¢ije je bojenje trivijalno.
Zbog toga su dijametri 2 i 3 prve netrivijalne vrednosti za koje ispitujemo
gornje granice zvezdastog hromatskog indeksa.

Radi lakseg i preglednijeg izlaganja, uvodimo slede¢u oznaku za posmatrane
familije grafova:

¢ ={G, | G, je 2-povezan auterplanaran graf sa dijametrom d i n &vorova}

U ovom delu rada bavi¢emo se odredivanjem gornjih granica zvezdastog hro-
matskog indeksa za grafove G,, € (2 U (3 na osnovu njihovog maksimalnog
stepena A.

Pre nego $to predemo na odredivanje opstih gornjih granica, navodimo lemu
dokazanu u [13].

Lema 5.3. Neka je F),;1 lepeza sa n + 1 ¢vorova, definisana kao spoj
Foy1 = K1V P, (slika 24). Tada vazi:

n+2, n=4,
Xa(Fnp1) = {dn+1, n€{2,3,5,6},
n, n>".

Definicija 5.2. Ako je G planaran graf, kazemo da je G maksimalan pla-
naran graf ukoliko dodavanjem grane izmedu bilo koja dva nesusedna ¢vora
dobijeni graf postaje neplanaran.

Definicija 5.3. Neka je G auterplanaran graf. Ukoliko nakon dodavanja
grane izmedu bilo koja dva nesusedna ¢vora dobijeni graf postaje neauter-
planaran graf, tada se G naziva maksimalan auterplanar graf.

Iz Definicije 5.3. direktno sledi svojstvo da se svaki auterplanaran graf moze
transformisati u maksimalan auterplanaran graf dodavanjem novih grana.
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Slika 24: Lepeza Fg sa 6 ¢vorova (n = 5).

Vazno je uociti da se ovim postupkom dodavanja grana dijametar polaznog
grafa ne moze povecati. Zbog toga je, u cilju pronalazenja gornje granice
zvezdastog hromatskog indeksa za grafove iz klase ¢, dovoljno posmatra-
ti osobine onih maksimalnih auterplanarnih grafova ¢iji je dijametar nakon
dodavanja grana ostao 2 ili je pao na 1. Kako je jedini maksimalan auterpla-
naran graf dijametra 1 kompletna kontura K3, njegov jedini povezani pravi
podgraf dijametra 2 bio bi put P3. Medutim, buduc¢i da graf P; nije 2-povezan,
on ne ispunjava uslove pripadnosti klasi (2, pa maksimalne auterplanarne gra-
fove dijametra 1 uopste ne moramo uzimati u obzir.

U radu [1], L. Beineke i R. Pippert dali su induktivnu karakterizaciju i metod
za konstrukciju svih maksimalnih auterplanarnih grafova na sledeé¢i nacin:

1. Graf K3 je maksimalan auterplanaran graf.

2. Neka je G; maksimalan auterplanaran graf smesten u ravan, takav da
svi njegovi ¢vorovi leze na spoljasnjoj oblasti F;. Ako grafu G; dodamo
novi ¢vor i spojimo ga sa dva ¢vora koji ¢ine krajeve neke grane na
rubu oblasti F}, dobijeni graf GGy je takode maksimalan auterplanaran
graf.

3. Svaki maksimalan auterplanaran graf moze se dobiti kona¢nom prime-
nom koraka 1.1 2.
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5.2.1 Klasa 2-povezanih auterplanarnih grafova dijametra 2

Teorema 5.4. Neka je G,, € (? 2-povezan auterplanaran graf sa n ¢vorova
i dijametrom 2. Tada za zvezdasti hromatski indeks grafa G, vazi sledece
ogranicenje:

n+1, n=25,
A(G,), n>8.

Dokaz. Prema prethodno opisanoj karakterizaciji Beinekea i Pipperta, svaki
maksimalan auterplanaran graf se konstruise polazec¢i od konture K3 sukce-
sivnim dodavanjem novih ¢vorova stepena 2 koji su incidentni sa krajevima
neke rubne grane. Uzimajuéi u obzir uslov da posmatrani grafovi G,, moraju
imati dijametar ta¢no 2, direktnom analizom dolazimo do zakljucka da po-
stoje samo dva moguca slucaja maksimalnih auterplanarnih grafova sa ovim
svojstvom:

e Graf G, je izomorfan lepezi F,, (gde je n > 4);

e Graf GG, je izomorfan specificnom grafu sa 6 ¢vorova, koji oznac¢avamo
sa G§.

Graf G} nastaje dodavanjem novog ¢vora stepena 2 na neku od spoljasnjih
grana lepeze F5. Ovom intervencijom se ne narusava dijametar grafa, jer ra-
stojanje od centralnog ¢vora lepeze do novog ¢vora iznosi tacno 2.

Ukoliko je graf G,, izomorfan lepezi F),, tvrdenje teoreme direktno sledi pri-
menom leme 5.3.

U drugom slucaju, kada je G, = G§, uocavamo da ovaj graf sadrzi lepezu
F5 kao indukovani podgraf, §to implicira da vazi x.,(Gg) > X% (F5). Iz leme
5.3. znamo da je x4, (F5) = 6, odakle dobijamo donju granicu x.,(G§) > 6. S
druge strane, konstrukcijom optimalnog bojenja sa 6 boja, koje je prikazano
na slici 25, potvrduje se da vazi tatna jednakost x’,(G§) = 6.

Opsta donja granica x.,(G,) > A(G),) vazi trivijalno na osnovu definicije
pravilnog bojenja grana, jer sve grane incidentne sa istim ¢vorom moraju
dobiti razli¢ite boje. S druge strane, za n > 8, jedini maksimalni auterpla-
narni grafovi dijametra 2 su lepeze F,,. Primenom leme 5.3. na lepezu sa n
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U1 1 (%) 4 V4

Slika 25: Zvezdasto 6-bojenje grana grafa G§, nastalog dodavanjem ¢vora vs
na lepezu Fs.

¢vorova, dobijamo da je za njeno bojenje dovoljno najvise n — 1 boja, od-
nosno vazi gornja granica x.,(G,) < n — 1. Bududi da je maksimalni stepen
centralnog ¢vora ove lepeze ta¢no A(G,) = n — 1, gornja i donja granica se
poklapaju. Iz ovoga sledi da za grafove sa osam ili vise ¢vorova vazi jednakost

Xet(Gn) = A(G). -

5.2.2 Klasa 2-povezanih auterplanarnih grafova dijametra 3

Na osnovu svojstava maksimalnih auterplanarnih grafova, analizu gornje gra-
nice zvezdastog hromatskog indeksa za proizvoljan graf G,, € (3 moZemo po-
jednostaviti posmatranjem odgovarajuce klase maksimalnih auterplanarnih
grafova. Neka je H, 2-povezan maksimalan auterplanaran graf sa n ¢vorova
koji nastaje dodavanjem grana polaznom grafu G,,. Kako je GG,, podgraf grafa
H,,, sledi da zvezdasti hromatski indeks maksimalnog auterplanarnog grafa
predstavlja gornju granicu za indeks polaznog grafa, odnosno vazi:

X;t(Gn) < X;t(Hn)-

Ako je polazni graf GG, imao dijametar 3, njegov maksimalni nadgraf H,, mo-

63



Ze zadrzati dijametar 3 ili se njegov dijametar moze smanjiti na 2. Uvedimo
stoga familiju £¢ koja oznacava skup svih 2-povezanih maksimalnih auter-
planarnih grafova sa n ¢vorova i dijametrom d. 1z prethodnog razmatranja
sledi da za svaki graf G,, € (3 postoji neki maksimalan graf H, € & U &
takav da je G,, C H,. U zavisnosti od toga koliki je dijametar grafa H,, nakon
kompletiranja grana, analizu dalje delimo na dva slucaja.

H, € ¢. U ovom delu posmatramo sluc¢aj kada maksimalni auterplanarni
nadgraf H, ima dijametar 2. Neka je G,, € (3 proizvoljan graf dijametra 3 ¢i-
jim dodavanjem grana dobijamo H,, € £2. Na osnovu rezultata iz prethodnog
odeljka, H, moZe biti izomorfan lepezi F, ili grafu G§. U narednoj teoremi
odredujemo ocene zvezdastog hromatskog indeksa za graf (G, u oba navedena
slucaja.

Teorema 5.5. Neka je H,, € £2 i neka je G,, € (3 podgraf grafa H,. Ukoliko
je H, = F,,, tada vazi:

A(Gy) < xw(Gr) < A(Gn) + 3.

Ukoliko je H, = G}, tada vazi:

Dokaz. Prvo pretpostavimo da je graf H, izomorfan grafu G§. Budu¢i da
polazni graf (G, ima dijametar 3, on nastaje iz grafa H, uklanjanjem onih
grana Cija eliminacija povecava rastojanje medu ¢vorovima. Brisanjem bilo
koje dve grane iz skupa {vgvq, vovs, vov3}, dijametar grafa raste na 3. Zbog
simetrije, dovoljno je posmatrati graf G} sa slike 26, dobijen uklanjanjem
grana vgvs 1 vgvs.

Posmatramo stazu vivevsv3v4. Da bi se izbegao dvobojni put duzine 4, gra-
ne ove staze moraju biti obojene sa najmanje tri razli¢ite boje. Dodatno,
unutrasnja grana wvevs je incidentna sa svim granama te staze u ¢vorovima
vg 1 v3, pa njena boja mora biti jedinstvena u odnosu na njih. Ovo direktno
implicira donju granicu x%,(G¢') > 4. Bududi da je na slici 26 konstruisano
zvezdasto bojenje sa 4 boje, gornja i donja granica se poklapaju, ¢ime dobi-
jamo ta¢nu jednakost x’,(G¢') = 4 za slu¢aj kada uklonimo ta¢no dve grane.
Sa druge strane, uklanjanjem sve tri unutrasnje grane dobija se kontura Cg
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Slika 26: Gé’.

¢iji je zvezdasti hromatski indeks 3. Dakle, u opstem slucaju vazi %, (G,) < 4.
Sada posmatramo slucajeve kada je graf H,, izomorfan lepezi F,.

Primetimo da za n < 6 iz lepeze F), nije moguce brisanjem grana dobiti 2-
povezan graf G, koji ima dijametar 3. Zbog toga se analiza ograni¢ava na
n > 6.

e Slucaj 1: n = 6. Zvezdasto 6-bojenje grana grafa Hg ilustrovano je na
slici 27.

Da bi dijametar grafa Gg porastao na 3, skup obrisanih grana D =
E(Hg) \ E(Gg) mora narusiti rastojanja duzine 2. Primetimo da brisa-
nje centralne unutrasnje grane vyvs ne menja dijametar zbog alterna-
tivnih puteva vgvovs 1 vov4vs, pa skup D mora da sadrzi grane vy ili
Vo4 Cijom se eliminacijom povecava rastojanje izmedu rubnih ¢vorova.

Uklanjanjem grana iz skupa D, zvezdasti hromatski indeks novog grafa
se prirodno smanjuje, pa vazi relacija:
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Slika 27: F6 i F7

Xa(Go) < Xu(Hg) — [D| <6 —|DI.

e Slucaj 2: n = 7. Za razliku od prethodnog slucaja, eliminacijom bilo

koje unutrasnje grane iz grafa H, rastojanje izmedu pojedinih rubnih
¢vorova raste na 3. Zbog toga, brisanjem skupa unutrasnjih grana D,
polazni zvezdasti hromatski indeks opada za broj uklonjenih grana, pa
vazi relacija:

X;t(G7) < X/st(H7) - |D‘ <7-— ’Dl

U oba navedena slucaja, brisanjem |D| unutrasnjih grana koje polaze iz

centra lepeze, maksimalni stepen rezultujuceg grafa opada na vrednost
A(G,) = (n—1) — |D|. Odatle dobijamo:

Xa(Gn) <n—(n—1-A(G,)) =A(G,)+1, zane{6,7}.

e Slucaj 3: n > 8. Kada lepeza ima osam ili viSe ¢vorova, da bi se njen
dijametar uklanjanjem grana povecao sa 2 na ta¢no 3, direktnom ana-
lizom dobija se da broj obrisanih unutrasnjih grana ne moze biti veliki.
Konkretno, skup D moze sadrzati najvise tri grane.

U ovom opsegu ¢vorova mozemo iskoristiti prethodno dokazanu teore-
mu 5.4, prema kojoj je x4 (H,) = A(H,). Kako brisanje najvise tri
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grane iz centra lepeze moze smanjiti njen maksimalni stepen za najvise
3, zvezdasti hromatski indeks rezultujuceg grafa ogranicen je sa:

Xat(Gn) < Xo(Hy) = A(H,) < A(GR) + 3.

]

H, € &. Razmotrimo sada drugi slu¢aj, u kome maksimalni nadgraf H,
zadrzava dijametar 3. Najpre dokazujemo prisustvo specificnih indukovanih
podgrafova u klasi &2.

Teorema 5.6. Ukoliko je H, € &3, tada graf H, sadrzi graf G} ili graf G2
(prikazan na slici 28) kao indukovani podgraf.

Uy

Vo

Slika 28: G2.

Dokaz. Prema karakteristikama maksimalnih auterplanarnih grafova, jedin-
stveni maksimalni auterplanarni graf reda 5 je lepeza Fj. Zbog toga, svaki

67



maksimalni auterplanarni graf H,, za n > 5 mora da sadrzi F; kao svoj in-
dukovani podgraf. Oznac¢imo ¢vor maksimalnog stepena u ovoj lepezi sa vy,
dok preostale rubne ¢vorove mozemo oznaciti sa vy, vg, v3 1 v4.

Posmatramo sada proSirenje ovog podgrafa dodavanjem novog ¢vora vs ka-
ko bismo konstruisali veé¢i maksimalni auterplanarni graf. U zavisnosti od
pozicije na koju se ¢vor vs povezuje, razlikujemo slede¢e moguénosti:

e Ukoliko je ¢vor vs susedan sa nekim parom uzastopnih rubnih ¢voro-
va v; 1 v (za @ € {1,2,3}), direktno se generiSe jedan od trazenih
indukovanih podgrafa ¢ime je tvrdenje teoreme dokazano.

e Ukoliko je ¢évor v povezan sa centralnim ¢vorom vy i jednim od kraj-
njih rubnih évorova (v ili vy), polazna lepeza se proSiruje u lepezu Fj.
Nastavljajuc¢i ovaj proces sukcesivnog dodavanja ¢vorova, u nekom ko-
raku se nuzno mora pojaviti ¢vor v; koji se povezuje sa dva uzastopna
rubna ¢vora v; 1 vy (gde je i € {1,2,...,j — 1}). U suprotnom, ako
bi se svi novi ¢vorovi vezivali isklju¢ivo za centar vy, rezultujuci graf bi
zadrzao formu ciste lepeze ¢iji je dijametar 2, Sto je u kontradikciji sa
pretpostavkom da posmatramo klasu grafova sa dijametrom 3. Time je
dokaz zavrsen.

]

U nastavku detaljnije analiziramo mehanizam rasta auterplanarnih grafova
i njihov uticaj na promenu rastojanja izmedu ¢vorova. Posmatramo povezan
graf G koji sadrzi dva susedna ¢vora vy, v; € V(G), takva da je rastojanje od
centralnog ¢vora vy do bilo kog drugog ¢vora u grafu strogo manje od ukup-
nog dijametra grafa, odnosno d(vp, u) < diam(G) za svako u € V(G) \ {vo}.

Ukoliko graf prosirimo uvodenjem novih ¢évorova vy, vs, ..., v, i odgovaraju-
¢ih grana vyv9, V9vs, ..., U,_10,, kao i1 njihovim direktnim povezivanjem sa
centralnim ¢vorom pomocéu grana vgvs, Vgvs, . .., Vol,, lokalno se konstruise
nova lepeza.

Budu¢i da su svi novododati ¢vorovi preko grana wvgv; direktno vezani za

centralni ¢vor vy, oni se ne udaljavaju od ostatka grafa. Ova centralna po-
vezanost garantuje da maksimalno rastojanje izmedu bilo koja dva ¢vora u
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novonastalom grafu G’ ne raste, $to znaci da dijametar grafa ostaje nepro-
menjen, odnosno vazi diam(G’) = diam(G).

Na ovaj nacin, konture i putevi formirane od ¢vorova vy, v1, va, Vs, V3, U4 MOZU
se dalje prosirivati u familije lepeza, kao sto je ilustrovano na slici 29.

Slika 29: H, (G} C H,,).

Pretpostavimo da je maksimalni stepen posmatranog nadgrafa H,, jednak A.
Iz konstruisanih lepeza uoc¢avamo da su glavni kandidati za ¢vorove maksi-
malnog stepena centralni ¢vor vy, kao i specifiéni prelomni ¢vorovi vy i vs.
Zbog toga vazi relacija:

A = max{d(vy), d(vg), d(vs3)}.

Posebno posmatramo klasu grafova kod kojih svi ovi klju¢ni ¢vorovi istovre-
meno dostizu maksimalni stepen, odnosno gde vazi jednakost d(vg) = d(vy) =
d(vs3) = A. Ovakvu familiju grafova u daljem tekstu oznac¢avamo sa H,,, .

U narednoj teoremi formulisa¢emo i dokazati donju granicu zvezdastog hro-
matskog indeksa upravo za ovu specificnu klasu grafova.

Teorema 5.7. Za grafove koji pripadaju familiji H,,, vazi nejednakost:
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X;t<HnA) >A+2.

Dokaz. Posmatramo podgraf G, grafa H,,, koji je prikazan na slici 30. Kako
je maksimalni stepen ¢vora jednak A, jasno je da je za zvezdasto bojenje
potrebno najmanje A boja.

Slika 30: G, .

Pretpostavimo da se graf GG,,, moze zvezdasto obojiti sa tacno A boja. Kako
je stepen centralnog ¢vora d(vy) = A, sve grane incidentne sa vy moraju biti
obojene razli¢itim bojama. Posmatrajmo granu vsvs. Buduéi da je upotre-
bljeno tacno A boja, boja grane w,v3 mora biti identi¢na boji neke grane
incidentne sa vy. Neka je to grana vyv za neko vy € N(vg), tako da vazi
c(vovg) = c(vaus).

S druge strane, ¢vor v3 takode ima stepen A, §to znaci da grana vyvy mora
deliti boju sa nekom od grana incidentnih sa vs, recimo sa granom vsv§ gde je
vy € N(v3), pa vazi c(vsvh) = c(vov2). Time je put vjvyvevsvh duzine 4 obojen
sa samo dve boje, $to je u kontradikciji sa definicijom zvezdastog bojenja.
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Dakle, vazi:

No(HS) = Xy (Gry) > A+ 1.

Pretpostavimo sada da je graf G,,, moguce zvezdasto obojiti sa ta¢no A +1
boja. Bez umanjenja opStosti, za bojenje mozemo koristiti skup boja
{1,2,...,A + 1} i dodeliti boje granama incidentnim sa ¢vorom vy (¢iji je
stepen A) na sledeéi naéin:

e Boje grana koje povezuju vy sa preostalim unutrasnjim i spoljasnjim
susedima indeksiramo redom od 1 do A — 3.

e Za preostale tri specificne grane oko lepeze fiksiramo: c(vovy) = A — 2,
c(vovs) = A — 11 c(vgvy) = A.

Posto je upotrebljeno ukupno A + 1 boja, jedina preostala slobodna boja
koja nije iskoriséena u ¢voru vy je boja A+ 1. S obzirom na to da i ¢vorovi vy
i v3 imaju maksimalni stepen A, a na raspolaganju je ukupno A + 1 boja, u
svakom od njih nedostaje tacno jedna boja iz skupa raspolozivih boja. Ukoli-
ko bi grana vyv3 imala boju koja se ve¢ pojavljuje na nekoj grani incidentnoj
sa vy (recimo vox), da bi se izbegli dvobojni putevi duzine 4 oblika xvyvavsy
i xvguzvez, boja grane vyv, morala bi da nedostaje u ¢voru vz, a boja grane
vou3 u ¢voru ve. Otuda, zbog simetrije tri centralna ¢vora, bez umanjenja
opstosti mozemo pretpostaviti da je grana vov3 obojena upravo onom bojom
koja nedostaje u ¢voru vy, odnosno c(vevs) = A + 1.

Oznacimo sa () skup od A—2 boja preostalih grana incidentnih sa ¢vorom vs.
[z uslova pravilnosti bojenja jasno je da A—1,A+1 ¢ Q. Takode, A—2 ¢ Q).
Zaista, ako bi neka grana vsy imala boju A — 2, posmatrajmo boju grane vsvy
i ozna¢imo je sa ¢ = c(v3vy). Posto je grana vsv, susedna sa vovy, mora vaziti
q # A — 2, a iz pravilnosti takode sledi ¢ ¢ {A — 1, A + 1}. Zato u ¢voru vy
mora postojati grana vgx obojena upravo bojom ¢, ¢ime nastaje put yvsvsvox
naizmenicno obojen bojama A — 2 i ¢, $to je u kontradikciji sa definicijom
zvezdastog bojenja. Prema tome, eliminacijom boja A —2, A —1, A+ 1, do-
bijamo da je:

Q=1{12,...,A—3 A}

Analogno, neka je R skup boja na preostalih A — 2 grana incidentnih sa ¢vo-
rom vy. Iz pravilnosti sledi da A, A+1 ¢ R, dok se na isti na¢in posmatrajuci
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put preko ¢vora vy dobija da 1 ¢ R. Odatle sledi:

R={23,...,A—1}.

Iz ovoga sledi da u ¢voru v3 postoji grana vsy obojena bojom A, a u ¢voru vy
grana vyz obojena bojom A — 1. Medutim, tada je put zvovyvsy naizmeni¢no
obojen bojama A — 1 i A. Prema tome, polazna pretpostavka je neodrziva,
¢ime je dokazano:

X;t(HnA) > A+2.

]

Kombinujuéi prethodno izvedene osobine i donje granice, u narednoj teore-
mi formulisemo glavni rezultat ovog poglavlja, kojim se uspostavljaju opste
gornje granice zvezdastog hromatskog indeksa za posmatrane klase grafova.

Teorema 5.8. Ako je H, € £ 1 G, € (3, tada vazi:
Xt(Gn) < A(Gy) +6.
Kada G,, € &3, vazi nejednakost:
Xa(Gn) < A(G,) + 4.

Dokaz. e Sluéaj 1: Graf H, sadrzi G} kao indukovani podgraf
U ovom slucaju, posmatramo graf H, (prikazan na slici 31) koji dobijamo
iz grafa GG,,, dodavanjem sledec¢ih grana za 1 <7,j,k < A — 3:

(1) @), G+1) - (A=)

® V1Vg ", Vg Uy y Vg Uy,

(1) (), G+ (A=4)

® Uy "V1, Uy Vg y Ug Vs,
(1) (k) (k+1)  (A—4)

U nastavku razmatramo gornju granicu za zvezdasti hromatski indeks x¢;(H,, , )
u zavisnosti od maksimalnog stepena A = A(H), ).

Za manje vrednosti A, gornja granica se dokazuje eksplicitnim konstruisa-
njem zvezdastog bojenja grana (prikazanih na slikama 32 i 33).

Na osnovu konstruisanih bojenja, za gornju granicu zvezdastog hromatskog
indeksa direktno zakljuc¢ujemo:
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Slika 31: H, .

9=A+4, zaA=5,
9=A+3, =zaA=06,
1MM=A+4, zaA=T7,
11=A+3, zaA=8.

X/st(H;lA) S

Opsti slucaj (A > 9).
Za svako A > 9 definiSe se opsta funkcija bojenja grana

c:E(H, )—{1,2,...,A+3}.
na sledeéi nacin:
e Unutrasnje grane centralnog jezgra:
— c(vovy) =1,

— c(vgvg) = A — 2,
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A=T

Slika 32: Zvezdasto bojenje grana grafa H, za A =5,6,7.

— c(vauy) = 2,
— c(vus) = A+ 2,
— c(vzvs) =1,
— c(vzvg) = A+ 2,
— c(vgua) = A,
— c(vguz) = A —1,
— c(vgus) = A+ 1.

e Grane lepeze (zvezdaste grane iz centralnih évorova vy, va, v3):
— c(vovél)) =l+1,zale[l,A—4],
- c(’ugvél)) =1+2,zale[l,A—4],
— c(va) =141, zal e [1,A 4]

¢ Spoljasnje grane dodate u H), (na obodu lepeze):

—c vlvél)) =A+3,

(m—1

—c 74)):A+1,

- )v(()m)) =m+3,zam e [2,A -5,
A-5), (A
- U4) =A + 3,

— C\

(
— ¢(v

(

(

0
o
(
0
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— C

Primer ove opste konstrukcije za A = 9 sa 12 boja je prikazan na slici 33.

Sada proveravamo da je preslikavanje c zvezdasto bojenje grana grafa H), ,
odnosno da je bojenje pravilno i da ne postoje dvobojni putevi niti konture

duzine 4.

Prvo posmatramo tri spoljasnja puta Py, Po, P definisana sa:

Po = vlvél)v(()Q) . .véA74)v4,
Py = vlvél)vém . .véA_4)v5,
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Py = U5U§1)U§2) . .UéA_4)v4.

Prema rezultatima o lepezama iz [11]|, znamo da Py V vy, Po V v2 1 P3 V v3
pojedina¢no nemaju dvobojne puteve ili konture duzine 4. Pretpostavimo
sada da u grafu postoji dvobojni put P duzine 3 i analiziramo sve mogucénosti
njegovog prosirenja. Ukoliko P sadrzi neku od unutrasnjih grana vyve, vgvs
ili vov3, jedini moguci dvobojni 3-putevi su:

. Uéi)vzvgvéi—i-l)’

(] Ulﬂgvgvél),

® VUsUaU3Vy4,

) i+1
o UéZ)UQ’UoU(() ),

oV (1)
10200V 7,

o 24y
2 2UV4,

o oW ugug0ld,

® V1UgV3Vs5.

Proverom boja dodatih susednih grana dobija se da se nijedan od ovih puteva
ne moze produziti do dvobojnog puta ili konture duzine 4.

Ako P sadrzi neku od grani¢nih grana lepeza vlv(()l), vlvél), U4U(()A_4), U4U§A_4)

U5U(A_4) ili U5U(1), kandidati za dvobojne 3-puteve su:
2 3

(1), 3

® vél)vlvgvég),

[ Uél) (%1 UQU(()4) s

A—4 1
° ’Ué )'U5U2’U§ ),

I

A—4 1
o vs0s> Vel

A—4 2
® ’Ué )U51)3’U§ ),

o vél)v5v3v§3),
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Vs U:()’l) U3U§3) y

’Uél) 1}51)2?}52) s

UéA_4)U4U3’U§1)

U4U§A74) vgvél)

(A—4) (1)

Y

?

(%) V4VpVg "

Analizom boja na njihovim krajevima zakljucuje se da se nijedan od njih ne
moze prosiriti do dvobojnog 4-puta.

Sli¢no, ukoliko P sadrzi grane sa oboda centralnog trougla vovy, v1vs, v9vs,
vsU3, U3vy ili v4v9, moguéi dvobojni 3-putevi su:

U1U2U§A_4)U§A_5)
vvaU§A—5)U§A—4)
Uzvlvov(()l),
V2VU5V3V4,

(A-6) (A-5)

(A=5), (A—6)

e B

vevr 3=,

A—6)

A-5)

Y

b

Y

b

bl

?

pri ¢emu se nijedan ne moze dalje produziti u dvobojni 4-put.

Uklanjanjem svih navedenih centralnih i grani¢nih grana iz Hj  , preostali
podgraf H, se raspada na 3 disjunktne komponente, od kojih je svaka in-
dukovani podgraf lepeze (Py V vg, P2 V va, P3 V v3). Kako lepeze ne sadrze
dvobojne 4-puteve/konture, ceo graf H;, , ne sadrzi dvobojne puteve niti kon-
ture duzine 4.

77



Dakle, preslikavanje c predstavlja pravilno zvezdasto bojenje grana grafa H,,
upotrebom najvise A + 3 boje. Odatle sledi da za sve A > 9 vazi:

e Slucaj 2: Graf H, ne sadrzi G} kao indukovani podgraf

Kako H, € &, on u ovom sluc¢aju mora sadrzati G2 kao indukovani podgraf.
S obzirom da H, ne sadrzi G§, prema konstrukciji maksimalnih auterpla-
narnih grafova ne postoji ¢vor koji je istovremeno susedan sa vy i vy4, niti sa
vy 1 v3. Kako je dijametar grafa H,, jednak 3, postoje dva moguéa podslucaja.

Podslucaj 1.

Posmatramo prvi slu¢aj, prikazan na slici 34, gde je d(vg) = d(vs) = d(v4) =
A (graf ozna¢avamo sa H,, ). Razmatramo gornju granicu za zvezdasti hro-
matski indeks u zavisnosti od A.

Slika 34: H, (G2 C H,,).

Za manje vrednosti A tvrdenje se dokazuje konstruisanjem odgovarajucih
zvezdastih bojenja grana (prikazano na slikama 35 i 36).

Na osnovu konstruisanih bojenja, za gornju granicu zvezdastog hromatskog
indeksa grafa H,, direktno zakljuc¢ujemo:

6=A+2, zaA=4,
Xo(Hoy) S8 =A+3, zaA=5,
9=A+3, zaA=6.
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Slika 36: Zvezdasto bojenje grana grafa H,, za A =6,7.

Opsti slucaj (A > 7).
Za svako A > 7 definiSe se opsta funkcija bojenja grana ¢ na sledeé¢i nacin:

e Unutrasnje grane centralnog jezgra:

— c(vovy) = A =3,
— c(vgvy) = A =2,
— c(vovz) = A+1,
— c(vovs) = A+ 2,
— c(viv2) = A+3,
— c(vuz) = A,
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— c(vsvg) = A +3,
— c(vgvs) = A — 1,
— c(v4v5) = A+ 4.

e Grane lepeze (zvezdaste grane iz ¢vorova vy, vs, U4):

— c(vovo )=1Il,zale[l,A—4],
— c(v3 vé N=m+2 zamel[l,A—4],
— c(vpw?)=p+2,zapel,A-3

e Spoljasnje grane (na obodu lepeza):

lv(l+1)—l+3 zal € [1,A —4],

— (v}
— (™" = m, zam e [1,A — 4],
— PPy = p, zape[l,A -3,

4
—cv§A4 ) A —4,

(
(
(v
(
- C(U5 )

Dokazujemo da je preslikavanje ¢ zvezdasto bojenje grana grafa H, .
Posmatramo tri spoljasnja puta Py, Ps3, P4 definisana kao:

7)0 : U(I)U(()Q) ce U((]A_4)U1U2U3’U4,
Ps - U(l) é ). U:gA_4)U5,

Py U5U£ )vf) . .UZEA_MUiA_g).

Na osnovu poznatih rezultata o lepezama, lepeze formirane nad ovim pute-

vima pojedina¢no nemaju dvobojne puteve niti konture duzine 4.

Pretpostavimo da u grafu H,,, postoji dvobojni put duzine 3 koji sadrzi neku
od grana vyvs, v3vy, Voug ili 050511). Svi takvi kandidati za dvobojne 3-puteve
Su:

® V1V2V3V4,

® U2U31)5U1(1 ) >
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° (3)
VoU2V3V3 7,

L] vgf)vngf), 1€ [1, A — 4],

(A-3)
® UsU3VU4aVUy )

o vw{Nusu.
Proverom vrednosti funkcije ¢ zakljuc¢uje se da se nijedan od ovih puteva ne
moze prosiriti do dvobojnog 4-puta ili konture duzine 4.

Kako se boje A +2 i A + 4 pojavljuju ta¢no jednom u celom grafu, ukla-
njanjem grana vgUs, Usly, UsUs, Vgly, V4Us 1 U5v§1) dobijamo podgraf koji se
raspada na 3 disjunktne komponente. Te komponente su indukovane lepeze,
pa ne sadrze dvobojne 4-puteve niti konture duzine 4. Odatle sledi da celo-
kupan graf nema dvobojnih 4-puteva niti kontura duzine 4, pa je zvezdasti
hromatski indeks manji ili jednak A + 4.

Podslucaj 2.

Sada posmatramo drugi slucaj gde je d(ve) = d(v3) = A.

Slika 37: Zvezdasto bojenje grana grafa HﬁA za A =4,56,7.

Na osnovu konstruisanih bojenja (prikazanih na slikama 37 i 38), za gornju
granicu zvezdastog hromatskog indeksa grafa H? ., direktno zaklju¢ujemo:
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Slika 38: Zvezdasto bojenje grana grafa HgA za A = 8,9, 10.

(7=A+3, zalA=4,
8=A+3, zaA=35,
9=A+3, zalA =06,
Xu(H2) <{10=A+3, zaA=T,
11=A+3, zaA=38,
11=A+2, zaA=09,
12=A+2, za A =10.

Opsti slucaj (A > 10).
Za svako A > 10 definiSe se opsta funkcija bojenja grana ¢ na sledeci nacin:

e Grane centralnog jezgra:

— c(vgv1) = A + 2,

(vour)
— c(vove) = A — 1,
— c(vgvz) = A+ 1,
— c(vovs) = 5,
— c(vivg) = A,
— c(vuz) = A — 2,
— c(vzvg) = A,
— c(vvs) = A+1,
— c(v9us) =1,

82



— c(vgvg) = A — 3,
— c(vqv6) = A+ 2.

e Grane lepeze (zvezdaste grane iz centralnih ¢vorova vy, v3):
— c(vgvél)) =l+1,zale[l,A—4
— c(vgvém)) =m,zam € [1,A — 4]

. Spoljaénje grane na obodu lepeza:

— c(vsvy )

U(pv(pH) p+4,zape[l,A=T],
A=6),(A=9)) _

— C
— C\U

A-5) A4)>:2

\
o

A—5) (A 4)>:17

— C\U

(vsv

(v
(v
—c(v(
2

(véqvfﬂ) q+3,zaq€e[l,A—6],
(vf
(v

— (M 1) = 2.

Dokazujemo da je ovakva funkcija ¢ zvezdasto bojenje.

Putevi na obodu ¢ine indukovane lepeze sa ¢vorovima vy i v3 koje po pret-
postavci ne sadrze dvobojne 4-puteve niti konture duzine 4.

Pretpostavimo sada da postoji dvobojni 3-put koji sadrzi neku od grana vyvy,
VgUs, Vo3, Uglg, V1Vs5, V4V, U102 1 v304. Moguéi kandidati su:

® U5V1UpV3,

® VpUyslpl1,

® V1VU2U3Vy4,
(4)

® Uy "U2Uply4,

° v(5)v
3 U3UpU4.

83



Proverom dodeljenih boja direktno se zaklju¢uje da se nijedan od ovih pute-
va ne moze prosiriti do dvobojnog 4-puta ili konture. Takode, kako se boja
A — 2 pojavljuje jedinstveno na grani vovz, ne postoji moguénost formiranja
dvobojnog 4-puta koji je sadrzi.

Uklanjanjem grana vgvy, UgUs, UgUs, Ugls, V1Vs5, Uslg, U1V, U3y 1 V93 dobija se
podgraf koji se sastoji od dve disjunktne komponente (indukovane lepeze),
Sto garantuje da u grafu nema dvobojnih 4-puteva niti kontura duzine 4.
Odatle sledi da je x,,(H2,) < A+2za A > 10.

Svodenjem podslucajeva 1 i 2 zakljucuje se da za posmatranu klasu grafova
vazi X4 (Hyp) < A+ 4.

Svodenjem rezultata iz oba posmatrana sluc¢aja dolazimo do kona¢nog dokaza
tvrdenja teoreme za grafove klase &3. U sludaju 1, gde graf sadrzi G§ kao
indukovani podgraf, eksplicitnom konstrukcijom zvezdastog bojenja grana
pokazano je da zvezdasti hromatski indeks ne prelazi A +4. Sli¢no, u sluc¢aju
2, gde graf sadrzi G2, analizom obuhvac¢enih podslucajeva dokazano je da
zvezdasti hromatski indeks takode ne prelazi A + 4. Kako su ovo jedine dve
moguce konfiguracije za klasu &3, zakljucuje se da za sve grafove G, € &
vazi:
X;t(Gn) < A(Gy) +4.

Neka je sada G,, € 3 proizvoljan graf posmatrane klase. Na osnovu klasifika-
cije grafova klase (3 date u radu [7], za svaki graf G,, € (3 postoji maksimalni
auterplanarni graf H,, € &3 takav da je G, njegov podgraf i da vaZi:

A(H,) < A(G,) +2.
Kako je G,, C H,,, odatle sledi:
Xot(Gn) < X(Hn) < A(Hp) +4 < (A(Gy) +2) +4 = A(G,) +6.

Ovim je dokaz teoreme zavrsen. O

5.3 Auterplanarni grafovi sa A =5

Sledeéi rezultat, koji daje gornju granicu zvezdastog hromatskog indeksa za
2-povezane auterplanarne grafove sa maksimalnim stepenom 5, dokazan je u

radu [§].
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Teorema 5.9. Neka je G 2-povezan auterplanaran graf sa n ¢vorova i

A(G) = 5. Tada vazi

3
YulG) < [FA] +2=A+4=0.
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6 Otvoreni problemi i pravci daljeg istrazivanja

Rezultati izlozeni u ovom radu zaokruzuju procene zvezdastog hromatskog
indeksa za nekoliko znacajnih klasa grafova. Medutim, precizne vrednosti
ovog parametra u mnogim sluc¢ajevima ostaju van domasaja trenutnih ana-
litickih metoda. U nastavku dajemo pregled klju¢nih pitanja koja proisti¢u
iz dobijenih rezultata i predstavljaju prirodan smer za dalja naucna istrazi-
vanja.

6.1 Zvezdasti hromatski indeks kompletnih grafova

U prethodnim poglavljima odredene su asimptotske granice za zvezdasti hro-
matski indeks kompletnih grafova K,,:

) n - 22V2(1+o(1))Viogn
(Q—I—O(]_))TL S Xst(Kn) S (10gn)1/4
Donja granica pokazuje da zvezdasti hromatski indeks kompletnog grafa mora
rasti najmanje linearno sa brojem ¢vorova. Sa druge strane, gornja granica
dobijena pomocu konstrukcija skupova bez troc¢lanih aritmetickih progresija
jos uvek sadrzi dodatni faktor koji uzrokuje nesto brzi rast od linearnog.
Razlika izmedu ovih procena ostavlja otvorenim pitanje o stvarnoj prirodi
rasta ovog indeksa.
Otvoreni problem 1. Odrediti tacan red veli¢ine funkcije x%, (K, ). Posebno,
ostaje nepoznato da li postoji konstanta c takva da vazi:

X;t(Kn) S cn,

odnosno da li je zvezdasti hromatski indeks kompletnih grafova linearan.

6.2 Gornje granice za supkubne i auterplanarne grafove

U prethodnom poglavlju pokazano je da svaki supkubni graf moze biti zve-
zdasto obojen sa najvise 7 boja.

Sa druge strane, najzahtevniji poznati primeri iz ove klase, kao $to su kom-
pletan bipartitni graf K3 i Hivudov graf, imaju zvezdasti hromatski indeks
jednak 6. Kako do sada nije poznat nijedan supkubni graf koji zahteva 7
boja, prirodno se namece sledeé¢a hipoteza.
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Hipoteza 1.
Za svaki supkubni graf G vazi:

X/st<G) <6.

U ovom radu smo takode pokazali da je za zvezdasto bojenje grana proi-
zvoljnog auterplanarnog grafa sa maksimalnim stepenom A > 3 dovoljno
[%AJ + 12 boja. lako se detaljnijom analizom ova konstanta moze smanjiti
na 9, pretpostavlja se da je stvarna granica znatno niza i da je dovoljna kon-
stanta 1 (8to je veé¢ potvrdeno za supkubne auterplanarne grafove).

Hipoteza 2.
Ako je G 2-povezan auterplanarni graf sa maksimalnim stepenom A > 6,
tada vazi:

Xu(G) < A+6

Ukoliko je G dodatno i maksimalni auterplanarni graf, vazi jos jac¢a procena:
Xu(G) < A+4

Otvoreni problem 2. Da li za svaku klasu 2-povezanih grafova G linearne
veli¢ine (po broju grana u odnosu na broj ¢vorova) sa maksimalnim stepenom
A postoji univerzalna konstanta ¢ takva da vazi x%,(G) < A + ¢?
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7 Zakljucak

U ovom master rad analiziran je zvezdasti hromatski indeks grafova koji
predstavlja poostrenje klasi¢nog hromatskog indeksa koje zahteva da unija
bilo koje dve klase boja ne sadrzi put niti konturu duzine 4. Glavni cilj rada
bio je pregled i analiza ovog parametra kroz nekoliko klju¢nih klasa grafova.

Za kompletne grafove K, prikazano je da zvezdasti hromatski indeks ima
donju granicu 2n(1 + o(1)), dok gornja granica sadrzi dodatni podlinearni
faktor u eksponentu. Pitanje da li se gornja i donja granica za kompletne
grafove mogu izjednaciti na ¢isto linearni red rasta formulisano je kao otvo-
reni problem 1.

U klasi stabala prikazana je tacna gornja granica ., (7)) < |3A/2]. Ovaj re-
zultat u potpunosti resava slucaj stabala jer je prikazano konkretno bojenje
koje dostize ovu vrednost, ali i primer koji potvrdjuje da se ta granica ne
moze dodatno smanjiti. Pored toga, posmatrana je i klasa supkubnih grafova
za koju je navedena gornja granica 7 i donja granica 4, pri ¢emu su opisani i
grafovi koji dostizu tu najnizu vrednost. S obzirom na to da u literaturi jos
uvek nije pronaden supkubni graf kome je potrebno 7 boja, formulisana je
hipoteza 1 koja pretpostavlja da je stvarna gornja granica zapravo 6.

Za auterplanarne grafove u radu je prikazan niz sve preciznijih ocena. Pored
opste granice |3A /2| + 12 za proizvoljan maksimalni stepen i ostre granice 5
za supkubni slucaj, detaljno su analizirane i posebne familije auterplanarnih
grafova sa ogranicenim dijametrom. Za te familije pokazano je da se zvezdasti
hromatski indeks krec¢e u veoma uskom opsegu oko maksimalnog stepena, sa
gornjim granicama oblika A +3, A4+41 A+6, kao i donjom granicom A + 2
za odredene klase. Svi ovi rezultati prirodno vode do hipoteze 2, po kojoj bi
za celu klasu auterplanarnih grafova trebalo da vazi linearna granica oblika
A + ¢, gde je ¢ neka mala konstanta.

Otvorena pitanja i hipoteze koji su opisani u radu pokazuju dokle se stiglo

u istrazivanju zvezdastog bojenja grana i u kom smeru se ova tema dalje
razvija u literaturi.
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