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Uvod

Istorija matematike predstavlja istoriju razvoja ideja koje su oblikovale na�cin na koji �covek
razume svet oko sebe. Med�u tim idejama javio se i problem re�savanja jedna�cina. Od najstarijih
civilizacija do savremene matematike, potreba za odred�ivanjem nepoznatih veli�cina javljala se
u razli�citim oblastima �zivota { prilikom merenja zemlji�sta, trgovine, graditeljstva, astronomskih
posmatranja, ali i u kasnijem razvoju �zike, tehnike i drugih nauka. Zbog toga razvoj metoda
re�savanja jedna�cina nije predstavljao samo napredak jedne matemati�cke discipline, ve�c i jedan
od pokreta�ca razvoja matematike u celini.

Prvi postupci za re�savanje jedna�cina nastali su mnogo pre pojave simboli�cke algebre. Vavilon-
ski pisari razvili su algoritme koji se danas mogu tuma�citi kao metoda kompletiranja kvadrata,
dok su egipatski matemati�cari primenjivali metodu la�zne pretpostavke pri re�savanju linearnih
problema. U anti�ckoj Gr�ckoj te�zi�ste se pomera sa prakti�cnog ra�cunanja na logi�cko dokazivanje,
pa Pitagorejci, Euklid i Diofant postavljaju temelje geometrijske algebre i teorijskog prou�cavanja
jedna�cina. Napredak je ostvaren u Indiji i Kini radovima Brahmagupte, Bhaskare II i kineskih
matemati�cara koji razvijaju postupke za re�savanje linearnih sistema i kvadratnih jedna�cina.

Nova etapa zapo�cinje u islamskoj matematici, gde El Horezmi sistematizuje metode re�savanja
linearnih i kvadratnih jedna�cina i uvodi pristup koji �ce dati ime �citavoj oblasti matematike {
algebri. Tokom renesanse italijanski matemati�cari Del Fero, Tartalja, Kardano i Ferari pronalaze
metode za re�savanje kubnih i jedna�cina �cetvrtog stepena, �cime se otvara pitanje da li se sli�cni
postupci mogu prona�ci i za jedna�cine vi�seg stepena.

Prekretnicu u razvoju algebre predstavljaju radovi Fransoe Vijeta i Renea Dekarta. Vijet
uvodi sistemati�cnu simboli�cku notaciju koja omogu�cava zapisivanje op�stih jedna�cina i izvod�enje
op�stih algebarskih postupaka, dok Dekart uspostavlja vezu izmed�u algebre i geometrije razvojem
analiti�cke geometrije. Time jedna�cine postaju objekti koji se mogu prou�cavati i geometrijski, a
ne samo ra�cunskim postupcima.

U XIX veku istra�zivanja dobijaju potpuno novi pravac. Nils Henrik Abel dokazuje da op�sta
jedna�cina petog stepena nije re�siva pomo�cu radikala, �cime pokazuje da postoje prirodne granice
klasi�cnih metoda. Na njegov rad nadovezuje se Evarist Galoa, koji problem re�savanja jedna�cina
povezuje sa teorijom grupa i pokazuje da odgovor ne zavisi od pronala�zenja novih formula, ve�c
od strukture simetrija korena jedna�cine. Ovim rezultatima zapo�cinje razvoj moderne apstraktne
algebre.

Savremena matematika nastavlja ovaj razvoj kroz teoriju grupa, prstenova, polja i vektorskih
prostora, kao i kroz razvoj numeri�ckih metoda i ra�cunarske algebre. Danas se re�savanje jedna�cina
ne zasniva isklju�civo na pronala�zenju zatvorenih formula, ve�c i na primeni numeri�ckih algoritama
i ra�cunarskih sistema, kao �sto su Mathematica, Maple, MATLAB, GeoGebra i SageMath, koji
omogu�cavaju simboli�cko i numeri�cko re�savanje problema veoma velike slo�zenosti.
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Predmet ovog rada jeste istorijski razvoj metoda re�savanja jedna�cina, od prvih retori�ckih
postupaka u drevnim civilizacijama do savremenih algebarskih i ra�cunarskih metoda. Prikazana
je promena na�cina razmi�sljanja o jedna�cinama { od konkretnih numeri�ckih problema, preko
geometrijskih interpretacija i simboli�ckog zapisa, do apstraktnih struktura koje predstavljaju
osnov savremene algebre.

Cilj rada jeste da prika�ze kontinuitet razvoja matemati�ckih ideja i poka�ze da savremene
metode nisu nastale odjednom, ve�c predstavljaju rezultat vi�semilenijumskog razvoja. Rad nastoji
da uka�ze na med�usobnu povezanost razli�citih epoha, kao i na �cinjenicu da su mnogi savremeni
postupci zasnovani na idejama koje su se postepeno oblikovale tokom istorije matematike.



Glava 1

Po�ceci algebarskog mi�sljenja u
drevnim civilizacijama

1.1 Vavilonska matematika

Razvoj algebre nije bio rezultat jednog otkri�ca ili rada pojedinca, ve�c dugotrajan proces koji
je trajao vi�se hiljada godina. Potreba za re�savanjem prakti�cnih problema, kao �sto su raspodela
zemlji�sta, odred�ivanje poreza, trgovina, izgradnja grad�evina i astronomska posmatranja, pod-
stakla je nastanak prvih matemati�ckih postupaka koji su vremenom prerasli u razvijene metode
re�savanja jedna�cina. Iako drevni narodi nisu raspolagali simboli�ckim zapisom karakteristi�cnim za
savremenu algebru, razvili su brojne algoritme koji su omogu�cavali re�savanje razli�citih matemati-
�ckih problema.

Slika 1.1: Mesopotamija

Med�u najbitnijim civilizacijama koje su dale doprinos razvoju algebarskog mi�sljenja posebno
mesto zauzimaju Vavilonci. Njihovi matemati�cki tekstovi predstavljaju najstarije sa�cuvane izvore
u kojima se mogu prona�ci postupci veoma sli�cni dana�snjim metodama re�savanja kvadratnih
jedna�cina. Posebnost ovih izvora predstavlja �cinjenica da oni svedo�ce o postojanju sistematskog
pristupa re�savanju problema mnogo pre nastanka formalne algebre.
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1.1.1 Klinaste plo�cice

Najstariji tragovi razvijene urbane i pismene kulture pronad�eni su na prostoru Mesopotamije,
u oblasti izmed�u reka Eufrata i Tigra. Naziv Mesopotamija poti�ce iz gr�ckog jezika i doslovno
ozna�cava ,,zemlju izmed�u reka". Na ovom podru�cju su po�cetkom �cetvrtog milenijuma pre nove
ere nastala prva velika gradska naselja, zbog �cega se Mesopotamija �cesto ozna�cava kao jedna od
kolevki ljudske civilizacije.

Razvoj poljoprivrede, trgovine, graditeljstva, sistema navodnjavanja i astronomskih pos-
matranja stvorio je potrebu za preciznijim ra�cunanjem i vod�enjem evidencije. Matemati�cka
znanja stanovnika Mesopotamije zato nisu nastajala samo iz teorijskih interesovanja, ve�c su bila
neposredno povezana sa prakti�cnim potrebama svakodnevnog �zivota. Bilo je potrebno meriti
zemlji�ste, obra�cunavati prinose, odred�ivati poreze, deliti robu, ra�cunati zapremine i planirati
izgradnju kanala, nasipa i drugih objekata.

Najzna�cajniji izvori za prou�cavanje mesopotamske matematike jesu glinene plo�cice ispisane
klinastim pismom. Ovakav na�cin pisanja razvili su Sumerci, koji su tokom tre�ceg milenijuma
pre nove ere naseljavali ju�zni deo Mesopotamije. Najstariji sa�cuvani sumerski tekstovi poti�cu
pribli�zno iz perioda prve dinastije grada Ura. Sumerska kulturna dostignu�ca kasnije su preuzeli
Akad�ani i Vavilonci, koji su nastavili da koriste klinasto pismo i unapred�uju nasled�ene matemati-
�cke postupke.

Slika 1.2: Glinena plo�cica

Glinene plo�cice izrad�ivane su od vla�zne gline, u koju su pisari utiskivali znakove pomo�cu
za�siljenog predmeta, naj�ce�s�ce izrad�enog od trske. Razli�citim polo�zajima i pritiscima pisaljke
nastajali su otisci u obliku klina, po kojima je ovo pismo dobilo naziv. Nakon ispisivanja, plo�cice
su su�sene na suncu ili pe�cene, zahvaljuju�ci �cemu je veliki broj njih sa�cuvan do savremenog doba.

Med�u pronad�enim plo�cicama nalaze se administrativni zapisi, ugovori, popisi robe, astronom-
ske tablice, ali i matemati�cki tekstovi. Matemati�cke plo�cice �cesto sadr�ze tablice mno�zenja, re-
cipro�cne vrednosti brojeva, kvadrate i kvadratne korene, kao i konkretne zadatke pra�cene uput-
stvima za njihovo re�savanje. Tekstovi iz starovavilonskog perioda, koji su nastali izmed�u 2000. i
1600. godine pre nove ere, pokazuju visok nivo razvijenosti aritmeti�ckih i algebarskih postupaka.

Vavilonski matemati�cki tekstovi uglavnom nisu sadr�zali teorijska obrazlo�zenja u savremenom
smislu. Umesto izvod�enja op�stih formula, u njima se navodio konkretan numeri�cki problem, a
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zatim niz ra�cunskih koraka koje je trebalo sprovesti. Uputstva su �cesto bila izra�zena glagolima
kao �sto su ,,uzmi", ,,pomno�zi", ,,prepolovi", ,,dodaj" ili ,,izvuci koren". Uprkos odsustvu sim-
boli�cke algebre, ponavljanje istih postupaka u razli�citim zadacima pokazuje da su vavilonski
pisari poznavali op�ste algoritme re�savanja odred�enih vrsta problema.

Vavilonska matematika razvijala se pomo�cu heksagezimalnog, odnosno �sezdeseti�cnog bro-
jevnog sistema. Vavilonci su ovaj sistem nasledili od Sumeraca. Za razliku od savremenog
dekadnog sistema, �cija je osnova broj 10, vavilonski sistem imao je osnovu 60. Izbor broja 60 bio
je naro�cito pogodan za ra�cunanje, jer je taj broj deljiv velikim brojem manjih prirodnih brojeva:
60 = 22 � 3 � 5: Zbog toga su se mnogi razlomci mogli predstaviti kona�cnim heksagezimalnim
zapisom. Tragovi ovog sistema sa�cuvani su i u savremenim jedinicama za merenje vremena i
uglova: jedan �cas ima 60 minuta, jedan minut 60 sekundi, a pun ugao 360 stepeni.

Vavilonci nisu koristili �sezdeset razli�citih znakova za brojeve od 0 do 59. Brojeve su zapisivali
kombinovanjem dva osnovna znaka: jednog znaka za jedinicu i drugog za deseticu. Brojevi od
1 do 59 obrazovani su njihovim ponavljanjem i kombinovanjem. Tako je, na primer, broj 35 bio
predstavljen pomo�cu tri znaka za desetice i pet znakova za jedinice.

Slika 1.3: Brojevi od 1 do 59 ispisani klinastim pismom

Njihov brojevni sistem bio je pozicioni, �sto zna�ci da vrednost pojedinog zapisa nije zavisila
samo od upotrebljenih znakova, ve�c i od mesta koje su oni zauzimali u broju. Na primer, zapis
koji se savremenom transkripcijom ozna�cava kao 1; 24 predstavlja broj 1 � 60 + 24 = 84: Sli�cno
tome, zapis 1; 57; 46; 40 predstavlja 1 � 603 + 57 � 602 + 46 � 60 + 40 = 424000:

Slika 1.4: Klinastim pismom ispisan broj 424 000
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Za razdvajanje celobrojnog i razlomljenog dela heksagezimalnog broja u savremenoj literaturi
�cesto se koristi ta�cka sa zapetom. Tako zapis 0; 30 ozna�cava

30

60
=

1

2
;

dok je

0; 15 =
15

60
=

1

4
:

Ovakva notacija nije postojala u izvornim vavilonskim tekstovima, ve�c je uvedena radi jednos-
tavnijeg savremenog tuma�cenja njihovih ra�cunskih postupaka.

Jedan od nedostataka ranog vavilonskog zapisa bilo je nepostojanje posebnog znaka za nulu.
Zbog toga je zna�cenje nekog broja �cesto moralo da se odred�uje na osnovu konteksta. Isti
niz znakova mogao je predstavljati razli�cite vrednosti, u zavisnosti od toga na kom mestu se
pretpostavljala prazna pozicija. Vavilonci su kasnije prazno mesto ozna�cavali ve�cim razmakom
izmed�u znakova, a u znatno kasnijem periodu uveden je i poseban znak koji je slu�zio kao �cuvar
praznog mesta. Ipak, taj znak nije imao potpuno isto zna�cenje kao nula u savremenoj matematici.

Slika 1.5: Poseban znak za nulu upotrebljen tek u 6. veku p.n.e.

Kako postupak deljenja nije bio razvijen u obliku u kojem ga danas koristimo, Vavilonci
su deljenje brojem svodili na mno�zenje njegovom recipro�cnom vredno�s�cu. Na primer, umesto
deljenja brojem 2 koristili su mno�zenje brojem 0; 30, jer je 0; 30 = 1

2 : Zbog toga su tablice
recipro�cnih vrednosti predstavljale jedno od osnovnih pomagala vavilonskih pisara. Najlak�se su
se odred�ivale recipro�cne vrednosti brojeva �ciji su prosti �cinioci bili 2, 3 i 5, odnosno brojeva koji
su imali kona�can zapis u heksagezimalnom sistemu.

Sa�cuvane klinaste plo�cice pokazuju da su vavilonski matemati�cari poznavali postupke re�sava-
nja linearnih i kvadratnih jedna�cina, sistema sa dve nepoznate, kao i pojedinih problema koji se
savremenim jezikom svode na kubne jedna�cine. Njihovi postupci bili su retori�cki i numeri�cki:
nije postojala simbolika poput x, y, znaka jednakosti ili algebarskih formula, ve�c su nepoznate
veli�cine naj�ce�s�ce opisivane kao du�zina, �sirina, povr�sina ili zapremina.

Zbog toga izraz ,,vavilonska algebra" treba razumeti u �sirem smislu. Vavilonci nisu pose-
dovali algebru kao simboli�cku teoriju, ali su koristili sistemati�cne algoritme koji se mogu izraziti
savremenim algebarskim jezikom. Posebno su bili uspe�sni u re�savanju problema koji danas vode
do kvadratnih jedna�cina. Njihove metode zasnivale su se na prepolovljavanju poznate veli�cine,
kvadriranju, dodavanju ili oduzimanju povr�sine i izra�cunavanju kvadratnog korena. Takav pos-
tupak su�stinski odgovara metodi kompletiranja kvadrata, koja �ce biti razmotrena u narednom
pododeljku.
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1.1.2 Re�savanje kvadratne jedna�cine metodom kompletiranja kvadrata

Deo vavilonske matematike predstavljaju i postupci koji se savremenim matemati�ckim jezikom
mogu protuma�citi kao re�savanje kvadratnih jedna�cina. Iako Vavilonci nisu koristili slova za
ozna�cavanje nepoznatih veli�cina, znak jednakosti niti op�ste formule, iz sa�cuvanih klinastih tek-
stova vidi se da su raspolagali pouzdanim algoritmima za re�savanje velikog broja problema drugog
stepena [8].

Njihovi zadaci naj�ce�s�ce su bili formulisani pomo�cu geometrijskih veli�cina, kao �sto su du�zina,
�sirina, povr�sina i zapremina. Nepoznata veli�cina nije posmatrana kao apstraktan broj, ve�c kao
stranica pravougaonika, povr�sina kvadrata ili druga pozitivna merljiva veli�cina. Zbog toga su
i re�senja koja bi u savremenoj algebri bila negativna uglavnom bila isklju�cena iz razmatranja.
Takva re�senja nisu imala neposredno geometrijsko zna�cenje, jer du�zina ili povr�sina nisu mogle
biti negativne.

Jedan od osnovnih tipova problema koje su Vavilonci re�savali mo�ze se savremenim zapisom
predstaviti jedna�cinom x2 + bx = c; gde su b i c pozitivni brojevi. Postupak re�savanja sasto-
jao se od prepolovljavanja koe�cijenta uz nepoznatu, kvadriranja dobijene vrednosti, dodavanja
tog kvadrata poznatoj veli�cini, izra�cunavanja kvadratnog korena i oduzimanja prethodno uzete
polovine. Savremenim algebarskim jezikom ovaj postupak mo�ze se prikazati na slede�ci na�cin.
Polazi se od jedna�cine x2 + bx = c:
Obema stranama jedna�cine dodaje se kvadrat polovine koe�cijenta b:

x2 + bx+

�
b

2

�2

= c+

�
b

2

�2

:

Leva strana tada postaje potpun kvadrat:�
x+

b

2

�2

= c+

�
b

2

�2

:

Izra�cunavanjem kvadratnog korena dobija se

x+
b

2
=

s
c+

�
b

2

�2

;

odakle sledi

x =

s
c+

�
b

2

�2

� b

2
:

U savremenom re�savanju kvadratne jedna�cine prilikom korenovanja razmatrale bi se i pozi-
tivna i negativna vrednost kvadratnog korena. Vavilonci su, med�utim, uzimali samo pozitivnu
vrednost, jer je nepoznata veli�cina naj�ce�s�ce ozna�cavala du�zinu.

Opisani postupak u osnovi odgovara metodi kompletiranja kvadrata. Njegova su�stina jeste da
se izrazu koji nije potpun kvadrat doda odgovaraju�ca vrednost kako bi se dobio kvadrat bi-
noma. Iako naziv ,,kompletiranje kvadrata" pripada mnogo kasnijoj matemati�ckoj terminologiji,
ra�cunski koraci koje su koristili Vavilonci potpuno odgovaraju toj metodi.

Primer. Jedan jednostavan primer omogu�cava jasnije sagledavanje njihovog na�cina rada. Pret-
postavimo da je postavljen problem koji se savremenim zapisom svodi na jedna�cinu x2+10x = 39:
Vavilonsko uputstvo moglo bi biti izra�zeno pribli�zno na slede�ci na�cin:
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Uzmi polovinu od 10. Dobija�s 5. Pomno�zi 5 sa 5 i dobija�s 25. Dodaj 25 broju 39 i dobija�s
64. Izvuci kvadratni koren iz 64. Dobija�s 8. Oduzmi 5 od 8. Dobija�s 3. To je tra�zena veli�cina.

Slika 1.6: Dopunjavanje povr�sine x2 + 10x kvadratom povr�sine 25

Prevedeno na savremeni matemati�cki zapis, postupak izgleda ovako. Polovina od 10 je 5, pa se
obema stranama dodaje 52 = 25:

x2 + 10x+ 25 = 39 + 25:

Dobija se (x+ 5)2 = 64: Po�sto se tra�zi pozitivna du�zina, x+ 5 = 8; pa je x = 3:

Provera pokazuje da je 32 + 10 � 3 = 9 + 30 = 39:

Savremenim postupkom jedna�cina bi imala i drugo re�senje, x = �13; ali ono ne bi bilo uzeto
u obzir u vavilonskom kontekstu, jer negativna du�zina nije imala prihvatljivo zna�cenje. 2

Ovakvi primeri pokazuju da vavilonska metoda nije predstavljala puko nagad�anje re�senja.
Ona je bila zasnovana na ta�cno utvrd�enom nizu ra�cunskih operacija koji se mogao ponavljati
na razli�citim numeri�ckim primerima. Iako na glinenim plo�cicama nisu zapisivali op�stu formulu,
postojanost postupka ukazuje na to da su poznavali op�sti algoritam.

Pored jedna�cina oblika x2 + bx = c; Vavilonci su re�savali i probleme koji se mogu svesti na
jedna�cinu x2 � bx = c:

U tom slu�caju postupak je bio sli�can. Polaze�ci od jedna�cine x2 � bx = c; dodaje se kvadrat
polovine broja b:

x2 � bx+

�
b

2

�2

= c+

�
b

2

�2

:

Na taj na�cin dobija se �
x� b

2

�2

= c+

�
b

2

�2

;

pa je pozitivno re�senje

x =
b

2
+

s
c+

�
b

2

�2

:
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Razlike izmed�u pojedinih oblika jedna�cina nisu bile izra�zavane pomo�cu pozitivnih i negativnih
koe�cijenata kao danas. Umesto toga, razli�citi tipovi problema opisivani su razli�citim re�ceni�cnim
formulacijama. Sabiranje nepoznate veli�cine, oduzimanje njene vrednosti i odred�ivanje povr�sine
predstavljali su zasebne vrste zadataka. To je posledica �cinjenice da negativni brojevi nisu bili
deo tada�snjeg brojevnog sistema.

Posebno zanimljiv tip vavilonskih zadataka odnosio se na odred�ivanje du�zine i �sirine pravouga-
onika kada su poznati njihov zbir ili razlika i povr�sina. Savremenim jezikom, takav problem mo�ze
se predstaviti sistemom

x+ y = a;

xy = P:

Vavilonci su ovaj sistem re�savali tako �sto su najpre uzimali polovinu zbira:

h =
a

2
:

Du�zinu i �sirinu mogli su zatim posmatrati kao veli�cine jednako udaljene od srednje vrednosti:

x = h+ !; y = h� !:

Njihov proizvod tada je

xy = (h+ !)(h� !) = h2 � !2:

Po�sto je xy = P , sledi h2 � !2 = P; odnosno !2 = h2 � P: Prema tome, ! =
p
h2 � P ; pa su

tra�zene veli�cine

x =
a

2
+

r�a
2

�2

� P ;

y =
a

2
�
r�a

2

�2

� P :

Ovaj postupak mo�ze se ilustrovati problemom u kojem je zbir du�zine i �sirine pravougaonika
jednak 27, dok je njegova povr�sina 180. Savremenim zapisom dobija se sistem

x+ y = 27;

xy = 180:

Polovina zbira je 27
2 = 13; 5: Kvadrat ove vrednosti iznosi 13; 52 = 182; 25: Od dobijenog kvadrata

oduzima se povr�sina 182; 25 � 180 = 2; 25: Kvadratni koren razlike je
p

2; 25 = 1; 5: Du�zina i
�sirina tada su

x = 13; 5 + 1; 5 = 15;

y = 13; 5� 1; 5 = 12:

Provera pokazuje da je

15 + 12 = 27

15 � 12 = 180:
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U vavilonskom heksagezimalnom zapisu broj 180 bio bi zapisan kao 3; 0, jer va�zi

3; 0 = 3 � 60 + 0 = 180:

Na pojedinim plo�cicama javljaju se i slo�zeniji problemi u kojima su poznati zbir du�zine i �sirine i
kombinacija njihove povr�sine i razlike. Jedan takav problem mo�ze se savremenim jezikom zapisati
sistemom

xy + x� y = 183;

x+ y = 27:

U originalnom postupku uvodi se izmenjena �sirina y0 = y+ 2: Tada je xy0 = x(y+ 2) = xy+ 2x:
Sabiranjem datih jedna�cina dobija se

xy + x� y + x+ y = 183 + 27;

odnosno xy + 2x = 210: Prema tome, x(y + 2) = 210; pa sistem dobija jednostavniji oblik

xy0 = 210;

x+ y0 = 29:

Sada se mo�ze primeniti prethodno opisani postupak. Polovina zbira iznosi 29
2 = 14; 5: Zatim se

ra�cuna 14; 52 = 210; 25: Od toga se oduzima proizvod:

210; 25� 210 = 0; 25:

Kvadratni koren dobijene vrednosti je
p

0; 25 = 0; 5: Prema tome,

x = 14; 5 + 0; 5 = 15;

y0 = 14; 5� 0; 5 = 14:

Po�sto je y0 = y + 2; dobija se y = 14� 2 = 12: Provera daje

15 � 12 + 15� 12 = 180 + 3 = 183

15 + 12 = 27:

Ovaj primer pokazuje da su Vavilonci umeli da transformi�su po�cetni problem u jednostavniji
oblik uvod�enjem pomo�cne veli�cine. Takav korak mo�ze se uporediti sa savremenom smenom
promenljive. Njihov postupak nije bio zasnovan na formalnim pravilima simboli�cke algebre, ali
je pokazivao visok stepen matemati�cke organizovanosti i sposobnosti da se slo�zen problem svede
na ve�c poznat tip.

Vavilonski tekstovi pokazuju i poznavanje identiteta koji se danas zapisuju u obliku

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2;

(a� b)2 = a2 � 2ab+ b2

(a+ b)(a� b) = a2 � b2:

Ovi identiteti nisu zapisivani simboli�cki, ali su kori�s�ceni u ra�cunskim i geometrijskim postupcima.
Bez poznavanja odnosa izmed�u kvadrata zbira, kvadrata razlike i odgovaraju�cih pravougaonih
povr�sina ne bi bilo mogu�ce sprovesti metode koje se pojavljuju na sa�cuvanim plo�cicama.
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Vavilonci su re�savali i jedna�cine koje se mogu predstaviti op�stijim oblikom

ax2 + bx = c:

Takva jedna�cina najpre se odgovaraju�cim mno�zenjem ili deljenjem svodila na oblik pogodan za
kompletiranje kvadrata. Na primer, za jedna�cinu ax2 + 2bx = c obe strane mogu se pomno�ziti
brojem a, �cime se dobija a2x2 + 2abx = ac:
Dodavanjem b2 obema stranama sledi

a2x2 + 2abx+ b2 = ac+ b2;

odnosno (ax+ b)2 = ac+ b2: Pozitivno re�senje tada je

x =

p
ac+ b2 � b

a
:

Upravo postupak koji odgovara ovoj formuli pojavljuje se u pojedinim vavilonskim problemima.
Ipak, Vavilonci nisu zapisivali navedenu jednakost kao op�stu formulu. Umesto toga, primenjivali
su isti sled operacija na konkretnim brojevima: mno�zili su odgovaraju�ce veli�cine, dodavali kvadrat
poznate vrednosti, izra�cunavali koren i na kraju delili ili mno�zili recipro�cnom vredno�s�cu.

Va�zno je imati u vidu da se vavilonski na�cin re�savanja kvadratnih problema razlikuje od savre-
menog ne samo po notaciji ve�c i po shvatanju matemati�ckog problema. Savremena kvadratna
jedna�cina ax2 + bx + c = 0 posmatra se kao jedinstven oblik, pri �cemu koe�cijenti mogu imati
pozitivne, negativne ili nulte vrednosti. Vavilonci nisu prebacivali sve �clanove na jednu stranu
jedna�cine, jer nisu koristili negativne brojeve kao ravnopravne matemati�cke objekte. Zbog toga
su razli�citi rasporedi veli�cina predstavljali razli�cite tipove problema.

U savremenom zapisu jedna�cine

x2 + bx = c;

x2 = c+ bx;

x2 + c = bx

mogu se jednostavno svesti na op�sti oblik kvadratne jedna�cine. U vavilonskoj tradiciji one su
morale biti razmatrane odvojeno, po�sto su sve veli�cine u zapisu bile pozitivne. Svaki tip zahtevao
je posebno verbalno pravilo i odgovaraju�ci redosled ra�cunskih operacija.

Uprkos ovim razlikama, vavilonski postupci sadr�ze osnovnu ideju koja se nalazi i u savremenom
re�savanju kvadratnih jedna�cina. Dodavanjem odgovaraju�ce povr�sine nepotpun geometrijski ob-
lik pretvara se u kvadrat, nakon �cega se nepoznata stranica odred�uje pomo�cu kvadratnog ko-
rena. Upravo zbog toga metoda kompletiranja kvadrata predstavlja jednu od najstarijih i naj-
dugove�cnijih metoda u istoriji algebre.

Sa�cuvani tekstovi potvrd�uju da je u starovavilonskom periodu ve�c postojao razvijen algoritamski
pristup re�savanju jedna�cina drugog stepena. Vavilonci nisu raspolagali simboli�ckom algebrom,
ali su posedovali postupke koji su bili op�sti po svojoj primeni. Njihov doprinos ne ogleda se samo
u ta�cnosti ra�cunanja, ve�c i u prepoznavanju strukture problema, uvod�enju pomo�cnih veli�cina i
svod�enju slo�zenijih zadataka na jednostavnije i ranije poznate oblike.

Da bi se u potpunosti razumela su�stina njihove metode, nije dovoljno posmatrati samo ra�cunske
korake. Potrebno je razmotriti i geometrijsku osnovu postupka, jer su izrazi koje danas za-

pisujemo simbolima x2, bx i
�
x+ b

2

�2
za Vavilonce predstavljali konkretne povr�sine kvadrata i

pravougaonika. Geometrijska interpretacija kompletiranja kvadrata bi�ce zato prikazana u nared-
nom delu.
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1.1.3 Geometrijska interpretacija algebarskog postupka

Iako se danas metoda kompletiranja kvadrata smatra algebarskim postupkom, njeni koreni su
izrazito geometrijski. U starovavilonskoj matematici nepoznata veli�cina nije bila apstraktan broj,
ve�c du�zina stranice, dok su proizvodi predstavljali povr�sine pravougaonika ili kvadrata. Zbog
toga su ra�cunske operacije bile neposredno povezane sa geometrijskim predstavama.

Osnovna ideja metode kompletiranja kvadrata sastoji se u tome da se od nepravilne geo-
metrijske �gure formira kvadrat. Ovakav na�cin razmi�sljanja omogu�cavao je Vaviloncima da
slo�zen problem svedu na jednostavniji, pri �cemu su svi koraci imali jasno geometrijsko zna�cenje.

Razmotrimo jedna�cinu

x2 + 10x = 39:

Izraz x2 predstavlja kvadrat �cija je stranica du�zine x, dok izraz 10x predstavlja povr�sinu pravouga-
onika �cije su stranice x i 10. Da bi se dobio kvadrat, Vavilonci nisu posmatrali pravougaonik kao
jednu celinu, ve�c su ga zami�sljeno podelili na dva jednaka pravougaonika dimenzija x� 5.

Slika 1.7: Geometrijski prikaz metode kompletiranja kvadrata za jedna�cinu

Jedan od tih pravougaonika postavlja se uz desnu stranicu po�cetnog kvadrata, a drugi uz
njegovu donju stranicu. Na taj na�cin dobija se �gura koja gotovo ima oblik kvadrata, ali u
njenom donjem desnom uglu ostaje mali nepokriveni kvadrat stranice 5. Povr�sina tog kvadrata
iznosi 52 = 25: Dodavanjem ove povr�sine dobija se veliki kvadrat stranice x+ 5; �cija je povr�sina
(x+ 5)2:

Po�sto je po�cetna povr�sina iznosila 39, nakon dodavanja kvadrata povr�sine 25 dobija se 39 +
25 = 64: Dakle, (x+ 5)2 = 64: Odavde sledi x+ 5 = 8; pa je x = 3:

Na slici prikazanoj u nastavku, slika 1.8, jasno se vidi da je postupak kompletiranja kvadrata
zapravo geometrijsko dopunjavanje povr�sine do pravilnog kvadrata. Ovakva interpretacija poka-
zuje da kvadrat polovine koe�cijenta uz nepoznatu nije uveden proizvoljno, ve�c predstavlja upravo
povr�sinu nedostaju�ceg kvadrata.

Savremena algebra ovaj postupak zapisuje simboli�cki:

x2 + bx+

�
b

2

�2

=

�
x+

b

2

�2

;
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ali iza ove jednakosti krije se upravo geometrijska konstrukcija koju su Vavilonci intuitivno ko-
ristili gotovo dve hiljade godina pre nastanka simboli�cke algebre.

Slika 1.8: Geometrijski prikaz metode kompletiranja kvadrata

Zanimljivo je da se ista geometrijska interpretacija pojavljuje i mnogo kasnije u VII knjizi Eu-
klidovih1 Elemenata Elemenata, kao i u delima islamskih matemati�cara, posebno El Horezmija2,
koji je kvadratne jedna�cine takod�e obja�snjavao pomo�cu povr�sina kvadrata i pravougaonika. To
pokazuje da geometrijsko tuma�cenje kvadratnih jedna�cina predstavlja jednu od najdugove�cnijih
ideja u istoriji matematike.

Iz dana�snje perspektive mo�ze se zaklju�citi da su Vavilonci razvili algoritam koji je bio potpuno
ispravan, iako nije bio zasnovan na simboli�ckom ra�cunu. Njihov na�cin razmi�sljanja bio je usmeren
ka vizuelnom predstavljanju problema i transformaciji geometrijskih �gura. Upravo zbog toga
metoda kompletiranja kvadrata predstavlja jednu od prvih poznatih veza izmed�u geometrije i
algebre.

Ovakav pristup imao je veliki istorijski zna�caj. Kasniji razvoj algebre nije odbacio geometri-
jsko razmi�sljanje, ve�c ga je postepeno zamenio simboli�ckim zapisom. Med�utim, su�stina postupka
ostala je nepromenjena. I danas se metoda kompletiranja kvadrata zasniva na istoj ideji - do-
davanjem odgovaraju�ce povr�sine nepotpun izraz pretvara se u potpun kvadrat, �cime re�savanje
jedna�cine postaje znatno jednostavnije.

1.2 Egipatska matematika

Razvoj matematike u starom Egiptu odvijao se gotovo uporedo sa razvojem vavilonske matema-
tike, ali u druga�cijem dru�stvenom i kulturnom okru�zenju. Egipatska civilizacija razvila se u
dolini reke Nil, gde su redovne poplave stvarale potrebu za ponovnim odred�ivanjem granica
zemlji�snih parcela, obra�cunavanjem poreza, izgradnjom grad�evina i vod�enjem administrativnih

1Eukleid�es (oko 325.p.n.e.-265.p.n.e.), Aleksandrija, helenski matemati�car, poznat kao autor dela Elementi.
2Muh. ammad ibn M�us�a al-Khw�arizm�� (oko 780-oko 850), Horezm (dana�snji Uzbekistan), persijski matemati�car,

astronom i geograf; jedan od utemeljiva�ca algebre.
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poslova. Upravo su ove prakti�cne potrebe predstavljale glavni podsticaj razvoju matemati�ckih
znanja.

Za razliku od Vavilonaca, koji su razvili sistematske algoritme za re�savanje kvadratnih jedna-
�cina, egipatski matemati�cari najve�cu pa�znju posve�civali su aritmetici, ra�cunanju sa razlomcima,
odred�ivanju povr�sina i zapremina, kao i re�savanju linearnih problema. Njihova matematika bila
je izrazito prakti�cna i usmerena na re�savanje konkretnih zadataka iz svakodnevnog �zivota.

Glavni izvori za prou�cavanje egipatske matematike jesu matemati�cki papirusi, med�u kojima se
posebno izdvajaju Rindov matemati�cki papirus i Moskovski matemati�cki papirus. Ovi dokumenti
predstavljaju zbirke zadataka namenjenih obrazovanju pisara i pru�zaju dragocene podatke o
matemati�ckim metodama koje su se koristile u drugom milenijumu pre nove ere.

Iako u egipatskim matemati�ckim tekstovima ne nalazimo razvijenu simboli�cku algebru niti
op�ste metode re�savanja kvadratnih jedna�cina kakve postoje u vavilonskoj tradiciji, pojedini pos-
tupci pokazuju po�cetke algebarskog razmi�sljanja. Metoda la�zne pretpostavke predstavlja jedan
od prvih sistematskih postupaka za re�savanje linearnih problema i mo�ze se smatrati prete�com
kasnijih algebarskih metoda.

1.2.1 Rindov papirus

Rindov matemati�cki papirus predstavlja najzna�cajniji sa�cuvani izvor za prou�cavanje matematike
starog Egipta i jedan od najvrednijih istorijskih dokumenata u razvoju matemati�cke nauke.
Naziv je dobio po �skotskom antikvaru Aleksandru Henriju Rindu3, koji ga je kupio 1858. godine
u Luksoru, nakon �cega je papirus dospeo u Britanski muzej, gde se i danas �cuva.

Slika 1.9: Rindov matemati�cki papirus

Papirus je nastao oko 1650. godine pre nove ere, ali se smatra da nije originalno delo njegovog
autora. Na samom po�cetku dokumenta pisar Ahmes4 navodi da je tekst prepisan sa znatno
starijeg rukopisa koji poti�ce iz perioda Srednjeg kraljevstva, pribli�zno oko 1850. godine pre nove
ere. Zbog toga se sadr�zaj Rindovog papirusa smatra odrazom jo�s starije egipatske matemati�cke
tradicije.

3Alexander Henry Rhind (1833-1863), Vik, �Skotska, �skotski arheolog, antikvar i egiptolog.
4Ahmes (oko XVII veka p.n.e.), stari egipatski pisar i matemati�car, prepisiva�c Rindovog matemati�ckog pa-

pirusa.



15

Dokument je ispisan hijeratskim pismom na papirusnoj traci du�zine pribli�zno 5,5 metara
i �sirine oko 33 centimetra. Hijeratsko pismo predstavljalo je pojednostavljenu, svakodnevnu
verziju hijeroglifskog pisma, namenjenu administrativnim i nau�cnim zapisima. Zahvaljuju�ci tome,
matemati�cki problemi mogli su se zapisivati znatno br�ze nego hijerogli�ma.

Rindov papirus sadr�zi ukupno 84 matemati�cka zadatka razli�cite slo�zenosti. Ve�cina njih odnosi
se na prakti�cne probleme iz svakodnevnog �zivota, poput raspodele hrane, obra�cuna nadnica,
odred�ivanja koli�cine �zita, ra�cunanja povr�sina zemlji�sta, zapremina skladi�sta i grad�evinskih ob-
jekata, kao i re�savanja razli�citih proporcionalnih odnosa. Pored konkretnih zadataka, papirus
sadr�zi i tablice razlomaka, pravila za ra�cunanje i brojne numeri�cke primere koji su slu�zili za
obuku budu�cih pisara.

Za razliku od savremene matematike, zadaci u Rindovom papirusu nisu organizovani kao
sistem de�nicija, teorema i dokaza. Umesto toga, svaki problem sastoji se od opisa situacije, niza
ra�cunskih koraka i kona�cnog rezultata. Ovakav na�cin izlaganja pokazuje da je egipatska matema-
tika bila prvenstveno algoritamska i prakti�cna. Cilj nije bio izvod�enje op�stih pravila, ve�c uspe�sno
re�savanje konkretnih problema koji su se javljali u administraciji, trgovini ili poljoprivredi.

Posebno je zanimljivo da se u papirusu pojavljuju zadaci koji zahtevaju odred�ivanje nepoznate
veli�cine. Egip�cani su tu nepoznatu nazivali terminom aha, �sto se naj�ce�s�ce prevodi kao ,,gomila" ili
,,koli�cina". Iako nisu koristili simboli�cku oznaku poput dana�snjeg x, na�cin razmi�sljanja pokazuje
da su bili svesni postojanja nepoznate veli�cine �cija se vrednost odred�uje na osnovu poznatih
uslova.

Naj�ce�s�ci postupak kojim su re�savali ovakve zadatke bila je metoda la�zne pretpostavke. Su�stina
ove metode sastojala se u tome da se najpre pretpostavi proizvoljna vrednost nepoznate veli�cine,
izra�cuna odgovaraju�ci rezultat, a zatim izvr�si proporcionalna korekcija kako bi se dobilo ta�cno
re�senje. Ova metoda predstavljala je e�kasan algoritam za re�savanje linearnih problema i jedan
od prvih sistematskih pristupa odred�ivanju nepoznatih veli�cina u istoriji matematike.

Slika 1.10: Deo Rindovog papirusa sa matemati�ckim zapisima

Iako Rindov papirus ne sadr�zi razvijene metode re�savanja kvadratnih jedna�cina kakve nala-
zimo u starovavilonskim tekstovima, njegov zna�caj za istoriju matematike je veliki. On svedo�ci
o visokom stepenu razvijenosti egipatske aritmetike, sistemati�cnosti ra�cunskih postupaka i or-
ganizovanom matemati�ckom obrazovanju. Istovremeno, ovaj dokument predstavlja va�znu etapu
u razvoju algebarskog mi�sljenja, jer pokazuje da su Egip�cani razvili postupke za odred�ivanje
nepoznatih veli�cina mnogo pre nastanka simboli�cke algebre.
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Danas se Rindov papirus smatra jednim od najva�znijih istorijskih izvora za prou�cavanje
anti�cke matematike. Njegova vrednost ne ogleda se samo u o�cuvanju matemati�ckih znanja starog
Egipta, ve�c i u mogu�cnosti da se prati razvoj ideja koje �ce tokom narednih vekova biti dalje
usavr�savane u gr�ckoj, islamskoj i evropskoj matemati�ckoj tradiciji.

1.2.2 Linearni problemi i ,,metoda la�zne pretpostavke"

Za razliku od vavilonskih matemati�cara, koji su razvili postupke za re�savanje kvadratnih jedna�ci-
na, egipatski matemati�cari najve�cu pa�znju posve�civali su linearnim problemima. U Rindovom
matemati�ckom papirusu nalazi se veliki broj zadataka u kojima je potrebno odrediti nepoznatu
veli�cinu na osnovu zadatih uslova. Takvi zadaci naj�ce�s�ce su re�savani postupkom koji se u savre-
menoj literaturi naziva metoda la�zne pretpostavke.

Osnovna ideja ove metode sastoji se u tome da se za nepoznatu veli�cinu najpre pretpostavi
proizvoljna vrednost. Dobijeni rezultat zatim se upored�uje sa tra�zenom vredno�s�cu, nakon �cega se
odgovaraju�com proporcionalnom korekcijom odred�uje ta�cno re�senje. Metoda je naro�cito pogodna
za linearne probleme, jer se kod linearnih zavisnosti promena ulazne veli�cine proporcionalno
odra�zava na promenu rezultata.

Egipatski matemati�cari nisu koristili simboli�cke oznake za nepoznate veli�cine niti su zapi-
sivali jedna�cine u dana�snjem obliku. Umesto toga, problem je bio opisan re�cima, a postupak
re�savanja prikazivan kroz niz ra�cunskih koraka. Ovakav na�cin rada bio je jednostavan za primenu
i omogu�cavao je re�savanje velikog broja prakti�cnih zadataka bez razvijene algebarske simbolike.

Jedan od najpoznatijih zadataka iz Rindovog papirusa glasi:
Primer. Koli�cina i njena sedmina zajedno daju 19. Odredi koli�cinu. Savremenim matemati�ckim
zapisom ovaj problem mo�ze se predstaviti jedna�cinom

x+
x

7
= 19:

Egipatski pisar nije formirao ovu jedna�cinu, ve�c je najpre pretpostavio pogodnu vrednost za
nepoznatu koli�cinu. Izabrao je broj 7, jer je sedmina broja 7 jednaka 1, pa je ra�cun jednostavan.
Dobija se 7 + 7

7 = 8: Po�sto je cilj bio dobiti rezultat 19, potrebno je odrediti koliko puta broj 8
treba uve�cati da bi postao 19, �sto je 19

8 : Pretpostavljena vrednost zato se mno�zi istim faktorom:

7 � 19

8
=

133

8
= 16

5

8
:

Dakle, tra�zena koli�cina iznosi 16 5
8 : 2

Savremenim algebarskim postupkom re�senje se dobija znatno kra�ce. Polazi se od jedna�cine
x+ x

7 = 19: Sabiranjem sli�cnih �clanova dobija se 8
7x = 19; odnosno

x = 19 � 7

8
=

133

8
= 16

5

8
:

Dobijeno re�senje potpuno se poklapa sa egipatskim postupkom.

Na prvi pogled mo�ze izgledati da je metoda la�zne pretpostavke zasnovana na nagad�anju.
Med�utim, izbor po�cetne vrednosti nije imao za cilj pronala�zenje ta�cnog re�senja, ve�c pojednos-
tavljivanje ra�cunanja. Kod linearnih problema svaka promena nepoznate veli�cine izaziva pro-
porcionalnu promenu rezultata, pa se zato po�cetna pretpostavka mo�ze jednostavno korigovati
odgovaraju�cim koe�cijentom. Upravo ta proporcionalnost predstavlja matemati�cku osnovu ove
metode.
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Posmatrano iz savremene perspektive, metoda la�zne pretpostavke mo�ze se tuma�citi kao pose-
ban oblik re�savanja linearne jedna�cine pomo�cu proporcionalnosti. Iako Egip�cani nisu raspolagali
simboli�ckom algebrom, njihov postupak pokazuje jasno razumevanje odnosa izmed�u poznatih i
nepoznatih veli�cina. Na taj na�cin oni uvode ideju odred�ivanja nepoznate veli�cine koja �ce kasnije
postati jedan od osnovnih zadataka algebre.

Metoda la�zne pretpostavke zadr�zala se u matemati�ckoj tradiciji tokom vi�se vekova. Koristili
su je gr�cki, kineski, arapski i srednjovekovni evropski matemati�cari, a u pojedinim aritmetikama
mo�ze se prona�ci sve do XVIII veka. Njena dugotrajna primena potvrd�uje da je predstavljala
jednostavan, pouzdan i e�kasan algoritam za re�savanje linearnih problema.

Iako egipatska matematika nije dostigla nivo razvoja kvadratnih jedna�cina karakteristi�can za
Vavilon, zna�caj Rindovog papirusa ogleda se u tome �sto predstavlja jedan od prvih sa�cuvanih
dokaza sistematskog re�savanja problema sa nepoznatom veli�cinom.

Korak Ra�cun
Pretpostavljena vrednost x = 7

Provera 7 +
7

7
= 8

Tra�zeni rezultat 19

Faktor korekcije
19

8

Kona�cno re�senje 7 � 19

8
= 16

5

8

Tabela 1.1: Primena metode la�zne pretpostavke na zadatak iz Rindovog papirusa

Metoda la�zne pretpostavke predstavlja jedan od najstarijih poznatih algoritama za re�savanje
linearnih problema. Iako nije zasnovana na simboli�ckoj algebri, njen princip pokazuje izuzetno
razvijeno matemati�cko razmi�sljanje i razumevanje proporcionalnosti. Zbog svoje jednostavnosti
i e�kasnosti zadr�zala se u matemati�ckoj praksi vi�se od tri hiljade godina i predstavlja va�znu
etapu u istorijskom razvoju metoda re�savanja jedna�cina. Ovakav pristup predstavlja prirodnu
vezu izmed�u prakti�cne matematike starog Egipta i teorijskog razvoja algebre koji �ce svoj puni
izraz dobiti u gr�ckoj matematici.



Glava 2

Gr�cka matematika i geometrijska
algebra

2.1 Pitagorejci i teorija proporcija

Razvoj gr�cke matematike predstavlja jednu od va�znih prekretnica u istoriji matemati�cke misli. Za
razliku od prethodnih civilizacija, poput Vavilona i Egipta, u kojima je matematika prvenstveno
bila usmerena na re�savanje prakti�cnih problema iz oblasti trgovine, grad�evinarstva i astronomije,
gr�cki matemati�cari razvili su novi pristup zasnovan na logi�ckom zaklju�civanju i dokazivanju.
Matemati�cke tvrdnje vi�se nisu bile prihvatane samo zato �sto su davale ta�cne rezultate u praksi, ve�c
je bilo neophodno dokazati njihovu op�stu va�znost. Na taj na�cin matematika postaje deduktivna
nauka, zasnovana na aksiomima, de�nicijama i strogo izvedenim teoremama.

Po�cetak ovakvog na�cina razmi�sljanja vezuje se za Pitagoru5 sa ostrva Samos, koji je u VI veku
pre nove ere osnovao �lozofsko-matemati�cku �skolu u Krotonu, gradu u ju�znoj Italiji. Pitagorejska
�skola nije predstavljala samo mesto na kojem se prou�cavala matematika, ve�c i �lozofsku zajednicu
�ciji su �clanovi verovali da se priroda mo�ze objasniti pomo�cu brojeva i njihovih med�usobnih
odnosa. Njihovo poznato na�celo ,,Sve je broj" izra�zava uverenje da su brojevi temelj univerzuma
i da se zakoni prirode mogu opisati matemati�ckim odnosima.

Slika 2.1: Geometrijski prikaz trougaonog broja i kvadratnog broja

5Pythag�oras ho S�amios (oko 570.p.n.e.-oko 495.p.n.e.), ostrvo Samos, anti�cki gr�cki �lozof i matemati�car, osniva�c
pitagorejske �skole.
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Pitagorejci su prou�cavali osobine prirodnih brojeva, njihove delioce i med�usobne odnose.
Predstavljali su brojeve pomo�cu geometrijskih rasporeda ta�caka. Na taj na�cin nastali su poj-
movi trougaonih, kvadratnih i mnogougaonih brojeva, koji su omogu�cili geometrijsko tuma�cenje
brojnih aritmeti�ckih identiteta. Na slici 2.1 prikazani su primeri trougaonog i kvadratnog broja,
kao i konstrukcija koja pokazuje da dva uzastopna trougaona broja obrazuju kvadrat. Ovakvo
povezivanje aritmetike i geometrije predstavlja jedan od prvih koraka ka razvoju geometrijske
algebre.

Pitagorejska �skola doprinela je razvoju teorije proporcija. Posmatraju�ci odnose izmed�u
du�zina, povr�sina i zapremina, pitagorejci su uo�cili da se mnogi geometrijski problemi mogu
izraziti odnosima izmed�u veli�cina. Pojam proporcije imao je va�znu ulogu u geometriji, jer je
omogu�cavao pored�enje razli�citih veli�cina bez njihovog neposrednog merenja. Upravo �ce teorija
proporcija kasnije predstavljati osnovu velikog dela Euklidovih Elemenata, posebno Pete knjige,
u kojoj je sistematski izlo�zena teorija razmera.

Istoriji matematike doprinelo je otkri�ce nesamerljivih veli�cina. Prema predanju, pitagorejci
su prou�cavaju�ci kvadrat stranice jedini�cne du�zine zaklju�cili da njegova dijagonala ima du�zinup

2. Pokazalo se da se ova du�zina ne mo�ze predstaviti kao koli�cnik dva cela broja, odnosno da
ne postoji racionalan broj �ciji je kvadrat jednak dva. Ovo otkri�ce predstavljalo je ozbiljan izazov
za pitagorejsku �lozo�ju, koja je po�civala na uverenju da se svi odnosi u prirodi mogu izraziti
pomo�cu celih brojeva i njihovih razmera.

Savremenim matemati�ckim zapisom, pretpostavka da je
p

2 racionalan broj mo�ze se izraziti
u obliku

p
2 = m

n , gde su m i n uzajamno prosti celi brojevi. Kvadriranjem obe strane dobija
se m2 = 2n2 iz �cega sledi da je broj m paran. Tada se mo�ze zapisati m = 2k, pa zamenom u
prethodnu jednakost dobijamo 4k2 = 2n2, odnosno n2 = 2k2. Time se zaklju�cuje da je i broj n
paran, �sto je u suprotnosti sa po�cetnom pretpostavkom da su m i n uzajamno prosti. Zbog toga
broj

p
2 nije racionalan.

Iako se smatra da ovakav dokaz poti�ce iz kasnijeg perioda, njegovo poreklo se tradicionalno
vezuje za pitagorejsku �skolu i predstavlja jedan od najpoznatijih primera dokaza svod�enjem na
protivure�cnost. Otkri�ce iracionalnih brojeva ozna�cilo je prekretnicu u razvoju gr�cke matematike,
jer je pokazalo da postoje veli�cine koje se ne mogu opisati isklju�civo racionalnim brojevima.

Za razvoj metoda re�savanja jedna�cina zna�caj pitagorejaca ne ogleda se u tome �sto su razvili
nove algoritme za re�savanje algebarskih problema, ve�c u tome �sto su postavili teorijske temelje
na kojima �ce kasnije biti izgrad�ena geometrijska algebra. Njihovo prou�cavanje proporcija, odnosa
med�u veli�cinama i geometrijskih konstrukcija omogu�cilo je razvoj deduktivnog pristupa matema-
tici, koji �ce svoj puni izraz dobiti u Euklidovim Elementima. Upravo zbog toga pitagorejska �skola
predstavlja va�znu etapu u istorijskom razvoju metoda re�savanja jedna�cina i prelaz od prakti�cne
aritmetike drevnih civilizacija ka teorijskoj matematici anti�cke Gr�cke [4].
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2.2 Euklid i geometrijsko re�savanje problema

2.2.1 Euklidovi Elementi

Razvoj gr�cke matematike dostigao je svoj vrhunac oko 300. godine pre nove ere radom Euklida
iz Aleksandrije. Iako se o njegovom �zivotu zna veoma malo, njegovo delo Elementi predstavlja
jedno od najuticajnijih matemati�ckih dela u istoriji. Tokom vi�se od dve hiljade godina ono je bilo
osnovni ud�zbenik geometrije i slu�zilo je kao uzor za izlaganje matemati�ckih teorija zasnovanih
na de�nicijama, aksiomama i dokazima.

Za razliku od vavilonskih i egipatskih matemati�ckih tekstova, u kojima su dominirali nu-
meri�cki primeri i postupci ra�cunanja, Euklid je matematiku izlo�zio kao deduktivni sistem. Svaka
tvrdnja izvedena je iz prethodno dokazanih rezultata, �cime je uspostavljen na�cin matemati�ckog
zaklju�civanja koji �ce ostati karakteristi�can za matematiku sve do danas.

Elementi se sastoje od trinaest knjiga koje obuhvataju ravansku geometriju, teoriju propor-
cija, teoriju brojeva, iracionalne veli�cine i prostornu geometriju. Za razvoj metoda re�savanja
jedna�cina najve�ci zna�caj imaju prve dve knjige, u kojima se nalaze brojni geometrijski identiteti
koji se danas zapisuju algebarskim formulama.

U Euklidovo vreme algebra kao posebna matemati�cka disciplina jo�s nije postojala. Zbog toga
su problemi koje danas re�savamo pomo�cu jedna�cina predstavljani geometrijskim konstrukcijama
nad du�zima, pravougaonicima i kvadratima. Mno�zenje dve veli�cine odgovaralo je konstruk-
ciji pravougaonika, kvadriranje konstrukciji kvadrata, dok je sabiranje veli�cina predstavljano
nadovezivanjem du�zi. Na taj na�cin geometrijske �gure postale su sredstvo za izvod�enje alge-
barskih identiteta.

Jedna od karakteristika Euklidovog pristupa jeste da se broj i geometrijska veli�cina ne pois-
tove�cuju. Dok savremena algebra brojeve i promenljive posmatra apstraktno, Euklid svaku
veli�cinu predstavlja odgovaraju�com geometrijskom �gurom. Zbog toga se jednakosti koje danas
zapisujemo simboli�cki u Elementima dokazuju pored�enjem povr�sina i du�zina.

Ovakav na�cin razmi�sljanja danas se naziva geometrijska algebra. Njime su mnoge algebarske
formule dobile geometrijsku interpretaciju, �sto je omogu�cilo re�savanje problema koji odgovaraju
linearnim i kvadratnim jedna�cinama mnogo pre nego �sto je razvijena simboli�cka algebra. Upravo
zahvaljuju�ci ovom pristupu gr�cka matematika predstavlja va�znu etapu u istorijskom razvoju
metoda re�savanja jedna�cina.

2.2.2 Geometrijska algebra

Jedna od karakteristika gr�cke matematike jeste povezivanje algebarskih odnosa sa geometrijskim
konstrukcijama. U vreme Euklida nisu postojale simboli�cke oznake za promenljive, operacije
niti jedna�cine u dana�snjem smislu, pa su se problemi izra�zavali pomo�cu du�zi, pravougaonika
i kvadrata. Ovakav na�cin predstavljanja matemati�ckih odnosa danas se naziva geometrijska
algebra.

Osnovna ideja geometrijske algebre zasniva se na tome da se proizvod dve du�zi predstavlja
povr�sinom pravougaonika, dok se kvadrat du�zi predstavlja povr�sinom kvadrata. Sabiranje veli�cina
ostvaruje se nadovezivanjem du�zi, a razlika njihovim oduzimanjem. Na taj na�cin brojni alge-
barski identiteti mogu se dokazati isklju�civo geometrijskim argumentima.

Takav pristup predstavlja zna�cajnu razliku u odnosu na vavilonsku matematiku. Dok su
Vavilonci koristili algoritme za re�savanje konkretnih numeri�ckih problema, Euklid je iste odnose
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dokazivao polaze�ci od op�stih geometrijskih konstrukcija. Time je prakti�can postupak dobio
teorijsko utemeljenje.

Jedan od najpoznatijih primera geometrijske algebre nalazi se u Drugoj knjizi Elemenata. U
savremenom zapisu ovaj rezultat odgovara identitetu

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2:

Euklid ovu jednakost ne zapisuje simboli�cki, ve�c posmatra kvadrat �cija je stranica jednaka
zbiru du�zi a i b. Podelom tog kvadrata dobijaju se �cetiri oblasti: kvadrat stranice a, kvadrat
stranice b i dva podudarna pravougaonika dimenzija a� b. Povr�sina velikog kvadrata jednaka je
zbiru povr�sina svih njegovih delova, �cime se geometrijski dokazuje navedeni identitet.

Slika 2.2: Geometrijski prikaz identiteta (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

Na isti na�cin mo�ze se dokazati i jednakost

(a+ b)(a� b) = a2 � b2;

koja predstavlja osnovu brojnih geometrijskih konstrukcija u Drugoj knjizi Elemenata. Raz-
lika povr�sina dva kvadrata odgovara povr�sini pravougaonika �cije su stranice zbir i razlika odgo-
varaju�cih du�zi.

Geometrijska interpretacija ovih identiteta omogu�cila je re�savanje problema koji bi se danas
zapisali kvadratnim jedna�cinama. Umesto simboli�ckog transformisanja izraza, Euklid je koris-
tio konstrukcije nad du�zima i pored�enje povr�sina kako bi pokazao da odred�ena geometrijska
�gura zadovoljava zadate uslove. Na taj na�cin geometrijski dokaz postaje sredstvo za re�savanje
problema koji su po svojoj prirodi algebarski.

Ovakav pristup imao je veliki uticaj na kasniji razvoj matematike. Iako je simboli�cka algebra
razvijena tek mnogo vekova kasnije, geometrijska algebra omogu�cila je da se brojni problemi
re�savaju op�stim metodama i predstavlja va�zan korak u razvoju teorije jedna�cina.

Primer. Re�siti jedna�cinu x2 + 6x = 16: Dodavanjem broja
�

6
2

�2
= 9 na obe strane dobija se

x2 + 6x+ 9 = 25, odnosno (x+ 3)2 = 25: Odavde sledi x+ 3 = 5, pa je x = 2.
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Iako Euklid nije zapisivao jedna�cine u simboli�ckom obliku, isti postupak mogao se predstaviti
geometrijski. Kvadrat stranice x dopunjuje se sa dva pravougaonika dimenzija x i 3, a zatim se
dodaje mali kvadrat stranice 3. Na taj na�cin nastaje kvadrat stranice x+ 3, �cija povr�sina iznosi
25.

Slika 2.3: Euklidov postupak za izra�cunavanje

Slika ilustruje geometrijsku ideju koja se nalazi u Drugoj knjizi Elemenata i koja se u
savremenoj algebri mo�ze primeniti pri re�savanju kvadratne jedna�cine metodom kompletiranja
kvadrata. 2

2.3 Diofant i ,,Aritmetika"

Med�u matemati�carima anti�cke Gr�cke posebno mesto u razvoju algebre zauzima Diofant iz Alek-
sandrije, koji se obi�cno smatra jednim od za�cetnika algebarskog na�cina razmi�sljanja. Za razliku
od svojih prethodnika, koji su matemati�cke probleme uglavnom predstavljali geometrijski ili
opisnim jezikom, Diofant je razvio na�cin zapisivanja i re�savanja problema koji je bio bli�zi kasni-
joj simboli�ckoj algebri. Njegovo najzna�cajnije delo, Aritmetika, A���������, predstavlja zbirku
zadataka i metoda za re�savanje jedna�cina, zbog �cega je imalo veliki uticaj na razvoj matematike
u narednim vekovima [4].

Slika 2.4: Naslovna strana izdanja Diofantove Aritmetike iz 1621. godine

O �zivotu Diofanta sa�cuvano je veoma malo pouzdanih podataka. Smatra se da je �ziveo u
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Aleksandriji tokom III veka nove ere, u vreme kada je ovaj grad bio jedno od najva�znijih nau�cnih
sredi�sta anti�ckog sveta. Njegovo ime �cesto se dovodi u vezu sa razvojem teorije brojeva i algebre,
pre svega zahvaljuju�ci delu Aritmetika, koje je vekovima predstavljalo jedan od najzna�cajnijih
izvora znanja o anti�ckoj matematici.

Diofantu se pripisuje trinaest knjiga Aritmetike. Do danas je na gr�ckom jeziku sa�cuvano �sest
knjiga, dok su jo�s �cetiri poznate zahvaljuju�ci srednjovekovnim arapskim prevodima. Preostali
delovi nisu sa�cuvani, pa se o njihovom sadr�zaju mo�ze zaklju�civati samo na osnovu kasnijih citata
i komentara. Ukupno delo obuhvata pribli�zno 260 problema razli�cite slo�zenosti, pri �cemu je svaki
problem pra�cen postupkom re�savanja, dok su op�sta pravila i teorijska razmatranja svedena na
minimum.

Za razliku od Euklidovih Elemenata, koji predstavljaju sistematski izlo�zenu matemati�cku
teoriju zasnovanu na de�nicijama, aksiomama i dokazima, Aritmetika je organizovana kao zbirka
pa�zljivo odabranih zadataka. Diofant nije te�zio izgradnji op�ste teorije jedna�cina, ve�c je prikazivao
postupke kojima se dolazi do re�senja konkretnih problema. Uprkos tome, iz njegovih metoda
mogu se uo�citi op�sti principi koji �ce kasnije postati sastavni deo algebarskog mi�sljenja.

Jedna od najva�znijih odlika Diofantove Aritmetike jeste uvod�enje skra�cenog na�cina zapi-
sivanja matemati�ckih izraza. Dok su vavilonski i raniji gr�cki matemati�cari probleme gotovo u
potpunosti zapisivali re�cima, Diofant koristi posebne oznake za nepoznatu veli�cinu, njene stepene
i pojedine ra�cunske operacije. Ovakav na�cin zapisivanja danas se naziva sinkopirana algebra, jer
predstavlja prelaz izmed�u retori�cke algebre, u kojoj se svi izrazi iskazuju re�cima, i simboli�cke
algebre koja �ce se razviti tek u XVI i XVII veku.

Najva�znija novina bila je uvod�enje posebnog znaka za nepoznatu veli�cinu, kao i skra�cenih
oznaka za njene stepene. Pored toga, Diofant koristi posebne simbole za recipro�cne vrednosti,
jednakost i oduzimanje, �cime se matemati�cki zapis zna�cajno skra�cuje u odnosu na dotada�snji
na�cin pisanja. Iako se njegove oznake razlikuju od savremene algebarske simbolike, njihov cilj
bio je isti - da slo�zene ra�cunske postupke u�cine preglednijim i jednostavnijim za zapisivanje.

Slika 2.5: Diofantove oznake kori�s�cene u delu Aritmetika
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Na slici 2.5 prikazane su najva�znije oznake koje se pojavljuju u Aritmetici. Diofant nije
koristio jedan simbol za promenljivu, kao �sto je danas slu�caj sa slovom x, ve�c je svaki stepen
nepoznate veli�cine imao svoju posebnu oznaku. Na primer, postojali su razli�citi simboli za x, x2,
x3, pa sve do x6, dok su se recipro�cne vrednosti ozna�cavale posebnim skra�cenicama. Na sli�can
na�cin zapisivani su i znaci za jednakost i oduzimanje.

Iako je Diofantova simbolika predstavljala zna�cajan napredak u odnosu na retori�cki na�cin za-
pisivanja, ona jo�s uvek nije �cinila potpuno razvijen algebarski jezik. Mno�zenje, sabiranje i mnogi
drugi postupci �cesto su ostajali zapisani opisno, a simboli su prvenstveno slu�zili za ozna�cavanje
nepoznate veli�cine i njenih stepena. Zbog toga se njegova algebra u istoriji matematike smatra
prelaznom fazom izmed�u verbalnog i savremenog simboli�ckog na�cina zapisivanja.

Uprkos svojim ograni�cenjima, ovaj na�cin zapisivanja omogu�cio je preglednije re�savanje jedna-
�cina i lak�se izvod�enje ra�cunskih postupaka. Zbog toga se Aritmetika smatra jednim od prvih
dela u kojem se mogu prepoznati elementi algebarskog jezika koji �ce nekoliko vekova kasnije biti
dalje razvijeni u radovima arapskih i evropskih matemati�cara.

Uvod�enje skra�cenog zapisa nije predstavljalo jedinu novinu u Diofantovom radu. Podjednako
va�zan bio je i njegov na�cin re�savanja jedna�cina, koji se zasnivao na sistemati�cnom transformisanju
izraza i tra�zenju pozitivnih racionalnih re�senja.

Za razliku od ranijih matemati�cara, koji su probleme re�savali uglavnom geometrijskim kon-
strukcijama ili aritmeti�ckim postupcima, Diofant razvija sistemati�can na�cin re�savanja algebarskih
problema. U delu Aritmetika ve�cina zadataka nije predstavljena kao op�sta teorija, ve�c kroz niz
pa�zljivo odabranih primera. Ipak, analizom tih primera mo�ze se uo�citi zajedni�cki postupak koji
Diofant primenjuje u re�savanju jedna�cina.

Polazna ta�cka jeste pa�zljivo formulisanje problema i odred�ivanje uslova koje re�senje mora
da zadovolji. Nakon toga nepoznate veli�cine izra�zavaju se pomo�cu jedne promenljive, �cime se
problem svodi na algebarsku jedna�cinu. Diofant zatim vr�si niz transformacija kako bi jedna�cina
dobila �sto jednostavniji oblik, naj�ce�s�ce tako da sadr�zi samo uzastopne stepene nepoznate. Time
se postupak re�savanja znatno pojednostavljuje.

U uvodu svog dela Diofant opisuje dve osnovne operacije koje koristi prilikom sred�ivanja
jedna�cina. Prva se sastoji u prebacivanju �clanova sa jedne strane jedna�cine na drugu kako bi svi
pozitivni �clanovi bili na istoj strani. Druga operacija podrazumeva uklanjanje jednakih �clanova
koji se pojavljuju na obe strane jedna�cine. Ove transformacije predstavljaju prete�cu dana�snjih
pravila za sred�ivanje algebarskih jedna�cina.

Karakteristi�cno je da Diofant nije te�zio pronala�zenju svih mogu�cih re�senja. U ve�cini zadataka
bilo mu je dovoljno da pronad�e jedno pozitivno racionalno re�senje koje zadovoljava postavljene
uslove. Zbog toga se njegova metoda razlikuje od savremenog pristupa re�savanju jedna�cina, gde
se nastoji odrediti skup svih re�senja.

Primer. Podeliti dati kvadrat na dva kvadrata. Podeliti broj 16 na dva kvadrata. Diofant najpre
ozna�cava stranicu jednog kvadrata sa x. Za stranicu drugog kvadrata ne uvodi novu nepoznatu,
ve�c je izra�zava pomo�cu prve. U uvodu Aritmetike navodi da druga stranica treba da bude ,,neki
broj puta x, umanjen za stranicu broja koji se deli". Budu�ci da je u ovom zadatku broj koji se
deli jednak 16, njegova stranica iznosi 4, pa Diofant bira izraz 2x� 4. Time se po�cetni problem
svodi na jedna�cinu sa jednom nepoznatom. Tada povr�sine kvadrata iznose x2 i (2x� 4)2:

Po uslovu zadatka njihov zbir treba da bude jednak 16, pa va�zi x2 + (2x�4)2 = 16: Razvijanjem
kvadrata dobija se 5x2 � 16x + 16 = 16; odnosno 5x2 � 16x = 0: Odavde sledi x(5x � 16) = 0:
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Kako se tra�zi pozitivno re�senje, uzima se x = 16
5 : Druga stranica tada iznosi 2x� 4 = 12

5 ; pa su
tra�zeni kvadrati �

16

5

�2

=
256

25
;

�
12

5

�2

=
144

25
:

Njihov zbir zaista iznosi 256
25 + 144

25 = 400
25 = 16: 2

Posmatrani problem nije samo ilustracija Diofantove metode re�savanja jedna�cina, ve�c pokazuje
i jedno od va�znih svojstava racionalnih re�senja. Naime, promenom koe�cijenta uz promenljivu
u izrazu kojim se predstavlja druga nepoznata mogu se dobiti razli�cita racionalna re�senja istog
problema. Savremenom terminologijom mo�ze se pokazati da svaki kvadrat mo�ze biti predstavljen
kao zbir dva racionalna kvadrata na beskona�cno mnogo na�cina, pa se Diofantovo re�senje mo�ze
posmatrati kao jedan slu�caj op�stijeg postupka.

Problem koji razmatra Diofant usko je povezan sa Pitagorinom teoremom. Naime, jednakost

u2 + v2 = w2

predstavlja jedna�cinu Pitagorinih trojki. Savremena teorija pokazuje da se sva racionalna re�senja
ove jedna�cine mogu opisati odgovaraju�com parametrizacijom, �sto potvrd�uje da Diofantov pos-
tupak nije izolovan primer, ve�c deo �sire teorije racionalnih re�senja kvadratnih jedna�cina.

Ovaj problem stekao je dodatnu istorijsku va�znost zahvaljuju�ci Pjeru de Fermau6. Na
marginama svog primerka Diofantove Aritmetike zapisao je �cuvenu tvrdnju da jedna�cina

xn + yn = zn; n ⩾ 3;

nema pozitivnih celobrojnih re�senja, uz napomenu da poseduje ,,zaista �cudesan dokaz" za koji
nije bilo dovoljno mesta na margini knjige. Ova tvrdnja, kasnije poznata kao Fermaova poslednja
teorema, ostala je nere�sena vi�se od tri veka, sve dok je 1994. godine nije dokazao Endru Vajls7

uz zna�cajan doprinos Ri�carda Tejlora8.

Razvoj gr�cke matematike pokazuje postepen prelaz od geometrijskog ka algebarskom na�cinu
razmi�sljanja. Pitagorejci su prou�cavali brojeve i njihove odnose, Euklid je geometrijskim doka-
zima dao teorijsku osnovu brojnim algebarskim identitetima, dok je Diofant uveo skra�cenu sim-
boliku i razvio metode koje omogu�cavaju sistemati�cnije re�savanje jedna�cina. Iako njegova alge-
bra jo�s nije bila potpuno simboli�cka, predstavljala je zna�cajan korak ka kasnijem razvoju ove
matemati�cke discipline. U narednim vekovima te ideje bi�ce dalje razvijene u indijskoj i kineskoj
matematici, gde �ce se pojaviti novi postupci re�savanja jedna�cina i prihvatanje negativnih brojeva.

6Pierre de Fermat (1607-1665), francuski matemati�car i pravnik, jedan od osniva�ca moderne teorije brojeva i
analiti�cke geometrije.

7Sir Andrew John Wiles (1953-), britanski matemati�car, poznat po dokazu Fermatove poslednje teoreme.
8Richard Lawrence Taylor (1962-), britanski matemati�car, profesor teorije brojeva i koautor zavr�snog dela

dokaza Fermatove poslednje teoreme.



Glava 3

Indijska i kineska tradicija
re�savanja jedna�cina

Indijska matematika razvijala se prvenstveno iz prakti�cnih potreba trgovine, astronomije i mere-
nja, zbog �cega je najve�ci akcenat bio na aritmetici i ra�cunanju. Sama re�c ganita, koja ozna�cava
matematiku, doslovno zna�ci ,,nauka o ra�cunanju", �sto najbolje oslikava karakter tada�snje indijske
matematike. Razvoj decimalnog sistema omogu�cio je zna�cajan napredak u izvod�enju ra�cunskih
operacija, dok su razlomci i negativni brojevi postali sastavni deo matemati�ckih razmatranja.
Starost indijske matematike ne mo�ze se ta�cno utvrditi jer nedostaju dovoljno stari pisani tekstovi.
Najpoznatiji matemati�cari su bili Ariabhata9 koji je �ziveo oko 500. godine i Bramagupta10 koji
je �ziveo oko 625. godine. U njihovim radovima su karakteristi�cni njihovi algebarsko-aritmeti�cki
fragmenti. Takod�e su se bavili merenjem i trigonometrijom. Najpoznatiji uspeh indijske matema-
tike je na�s savremeni deseti�cni zapis brojeva. Na�sa numeracija poti�ce od sistema ozna�cavanja
brojeva koji su stvorili Indijci. Slede�ce slike pokazuju oblike cifara koje su Indijci koristili u
razli�citim periodima i to po�cev od I veka nove ere pa do XXI veka nove ere.

Slika 3.1: Brahmi cifre iz 1.veka nove ere

Slika 3.2: Gupta cifre iz 4.veka nove ere

Razvoj oblika cifara tokom vi�se vekova pokazuje postepeno formiranje decimalnog sistema,
koji �ce kasnije, posredstvom arapskih matemati�cara, postati osnova savremene numeracije.

9 �Aryabhat.a (476-550), indijski matemati�car i astronom, jedan od utemeljiva�ca klasi�cne indijske matematike.
10Brahmagupta (598-oko 668), indijski matemati�car i astronom, poznat po pravilima za ra�cunanje sa nulom i

negativnim brojevima.
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Slika 3.3: Nagari cifre iz 11.veka nove ere

Indijci su u okviru svog shvatanja unapredili i algebru. Uveli su skra�cenice na sli�can na�cin
kao Diofant. Dakle, upotrebljavali su skra�cenice koje su sastavljene od prva dva slova re�ci.
Tim skra�cenicama su ozna�cavali stepene, nepoznate veli�cine i slobodne �clanove u jedna�cinama.
Nepoznatu veli�cinu su nazivali javat-tavat (toliko-koliko). Ako je bilo vi�se nepoznatih upotre-
bljavali su po�cetna dva slova boja: ka (kalaka - crn), ni (nilaka - plav), pi (pitaka - �zut), pa
(panda - beo) itd. Stepeni se takod�e javljaju u skra�cenicama. Brojevi su ispisivani u odred�enim
�semama koje odred�uju operacije s njima. Sabiranje se ozna�cavalo sa ju (juta-sabran), mno�zenje
sa gu (gunita-pomno�zen), deljenje sa bha (bhaga-podeljen) i oduzimanje sa ta�ckom ili znakom
+ iznad broja kojeg oduzimamo.

Najstariji poznati rukopis poti�ce iz IV veka nove ere i po mestu pronalaska nazvan je Bak�sali
rukopis. Ovaj rukopis ima sedamdeset traka u brezovoj kori. Njegovo vreme nastanka i poreklo
ne mo�ze se odrediti, tako da ga neki pripisuju III, a neki �cak IX veku. On sadr�zi tradicionalnu
indijsku matematiku o neodred�enim i kvadratnim jedna�cinama. Isto tako sadr�zi i primere o
aproksimacijama. U njemu se za nulu upotrebljava ta�cka. Bak�sali rukopis je priru�cnik uputstava
i pravila prikazanih zajedni�ckim primerima i njihovim re�senjima. Posve�cen je aritmetici i algebri
sa nekoliko problema iz geometrije i merenja. Upotrebljena notacija nije kao kod Ariabhata.
Razlomci nisu pisani u dana�snjem obliku i razloma�cka crta se ne pojavljuje. Sa znakom + posle
broja ozna�cavao se negativan broj.

3

4

1

2

+

zna�ci
3

4
� 1

2
:

5

1

2

1
yu pha 7 zna�ci

5

1
+

2

1
= 7:

Slede�ci primer je ilustracija neodred�enog problema koji je prisutan u rukopisu, a svodi se na
sistem linearnih jedna�cina koje nemaju jedinstveno re�senje.

Jedna osoba poseduje sedam asava konja, druga devet haya konja, i tre�ca deset kamila. Svaka
osoba da dve �zivotinje, svako svakom. Tada oni imaju jednak broj. Nad�i cenu svake �zivotinje i
ukupnu cenu �zivotinja koju poseduje svaka osoba.

Ovaj problem mo�ze se razmotriti u modernoj notaciji. Treba odrediti celobrojna re�senja
x1; x2 i x3 i k, gde su x1 cena asava, x2 cena haya i x3 cena kamila. Kada svaki da dve �zivotinje
onda je zadovoljena slede�ca jedna�cina:

5x1 + x2 + x3 = x1 + 7x2 + x3 = x1 + x2 + 8x3 = k:

Odatle je: 4x1 = 6x2 = 7x3 = k�(x1 +x2 +x3). Celobrojna re�senja k�(x1 +x2 +x3) moraju biti
zajedni�cki sadr�zalac brojeva 4, 6 i 7. Ovo je neodred�en problem i razli�citi zajedni�cki sadr�zalac
vodi�ce do razli�citih re�senja. U Bak�sali rukopisu uzeto je k � (x1 + x2 + x3) = 168 jer je ovde
uzeto 4 � 6 � 7 = 168. Tada je x1 = 42, x2 = 28, x3 = 24. Onda je k = 262 i to je ukupna cena
�zivotinja koju poseduje svaka osoba. Ovo nije minimalno celobrojno re�senje, jer je to k = 131.

Drugi zanimljiv deo u Bak�sali rukopisu je ra�cunanje kvadratnog korena u kom se nalazi slede�ce
pravilo:
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U slu�caju nekvadratnog broja, razdvoji najbli�zi kvadratni broj, podeli ostatak sa duplim ovim
kvadratnim brojem; pola kvadrata ovoga je podeljeno sa sumom pribli�znog korena i razlomka. Ovo
je oduzeto i dobijen je koren.

Ako se upotrebi moderna notacija onda gornje pravilo prelazi u slede�cu formulu:

p
Q =

p
A2 + b = A+

b

2A
�

�
b

2A

�2

2
�
A+ b

2A

� :
Koriste�ci Bak�sali formulu dobija se rezultat koji daje ta�cnost do �cetiri decimale.
Primer. Ra�cunanje kvadratnog korena broja 41. Modernom notacijom i Bak�sali formulom
dobija se slede�ci rezultat:

p
41 =

p
62 + 5 = 6 +

5

12
�

�
5

12

�2

2
�
6 + 5

12

� = 6; 403138528:

Ovaj rezultat je ta�can do �cetvrte decimale. 2

Formula predstavlja jednu od najpoznatijih aproksimacija kvadratnog korena u staroj indij-
skoj matematici i daje izuzetno precizne rezultate, �cak i kada se koristi samo jedan korak
izra�cunavanja.

3.1 Bramagupta

Bramagupta je bio indijski matemati�car i astronom ranog srednjeg veka �ciji su radovi imali veliki
uticaj na razvoj algebre. �Ziveo je u gradu Binmalu, koji je u to vreme predstavljao jedan od va�znih
nau�cnih centara severozapadne Indije. Njegovo najpoznatije delo, Br�ahmasphut.asiddh�anta, napi-
sano 628. godine, obuhvata astronomske i matemati�cke sadr�zaje i predstavlja jednu od bitnih
prekretnica u razvoju algebre. Za razliku od prethodnih matemati�cara, Bramagupta nije samo
re�savao pojedina�cne probleme, ve�c je sistematizovao pravila ra�cunanja i pro�sirio pojam broja.
Njegov pristup predstavlja zna�cajan prelaz sa re�savanja pojedina�cnih numeri�ckih problema na
formulisanje op�stih algebarskih pravila.

Slika 3.4: Bramagupta

Jedan od njegovih najzna�cajnijih doprinosa jeste uvod�enje pravila za ra�cunanje sa nulom
i negativnim brojevima. Dok su u gr�ckoj matematici negativni brojevi uglavnom odbacivani
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kao neprihvatljivi, Bramagupta ih prihvata kao ravnopravne matemati�cke objekte i formuli�se
pravila za njihovo sabiranje, oduzimanje i mno�zenje. Kako bi ih u�cinio razumljivijim, pozitivne
brojeve tuma�ci kao imovinu, a negativne kao dug. Na taj na�cin pravila ra�cunanja povezuje sa
svakodnevnim �zivotom. Time negativni brojevi postaju sastavni deo ra�cunskih postupaka, a ne
samo pomo�cna veli�cina bez prakti�cnog zna�cenja.

Bramagupta navodi da zbir dve imovine predstavlja novu imovinu, zbir dva duga novi dug,
dok zbir imovine i duga zavisi od njihove med�usobne veli�cine. Takod�e, isti�ce da je proizvod dve
imovine ili dva duga pozitivan, dok proizvod imovine i duga daje negativan rezultat. Ova pravila
u potpunosti odgovaraju savremenim pravilima ra�cunanja sa celim brojevima i predstavljaju prvi
sistematski prikaz operacija sa negativnim brojevima.

Iako njegovo tuma�cenje deljenja nulom nije u potpunosti odgovaralo savremenom shvatanju,
njegovi rezultati predstavljali su veliki korak u razvoju pojma nule kao broja i njenom uklju�civanju
u ra�cunske postupke.

Zna�cajan deo Br�ahmasphut.asiddh�anta posve�cen je re�savanju linearnih i kvadratnih jedna�cina.
Bramagupta daje pravila za re�savanje kvadratnih jedna�cina koja su po su�stini veoma bliska
savremenim metodama. Kvadratne jedna�cine zapisivao je u retori�ckom obliku, bez simboli�cke
notacije, ali je postupak re�savanja su�stinski odgovarao metodi koja se danas dobija dopunjava-
njem do potpunog kvadrata. Na taj na�cin nastavio je tradiciju zapo�cetu u Vavilonu, ali ju je
pro�sirio op�stijim pravilima i prihvatanjem negativnih brojeva. Prihvata pozitivna re�senja, ali za
razliku od gr�ckih matemati�cara ne odbacuje negativne brojeve kao besmislene, ve�c ih uklju�cuje
u svoja razmatranja. Time je na�cinio va�zan korak ka razvoju op�stijeg pojma re�senja jedna�cine.

Pored pravila za ra�cunanje sa pozitivnim i negativnim brojevima, Bramagupta je prou�cavao
aritmeti�cke nizove, kvadratne jedna�cine sa realnim re�senjima, beskona�cnost i probleme koji �ce
kasnije postati poznati kao Pelove jedna�cine. Izveo je formule za zbir kvadrata i kubova prvih
n prirodnih brojeva, a razvio je i postupak za pribli�zno odred�ivanje kvadratnog korena. Ovaj
postupak mo�ze se zapisati u obliku

p
x =
p
y +

x� y
2
p
y
;

gde je y broj �ciji je kvadrat blizak broju x. Savremena analiza pokazuje da je ovaj algoritam
zasnovan na istoj ideji kao i Njutn{Rafsonova11 iterativna metoda iterativna metoda, koja je
razvijena gotovo hiljadu godina kasnije.

Brahmaguptin rad predstavlja prekretnicu u istoriji algebre. Njegova pravila za ra�cunanje sa
nulom i negativnim brojevima, metode re�savanja jedna�cina i sistemati�can pristup algebarskim
problemima postavili su temelje na kojima su gradili kasniji indijski matemati�cari, pre svega
Bhaskara, ali i arapski u�cenjaci koji su indijsku matematiku preneli u Evropu. Na taj na�cin
Bramagupta predstavlja jednu od klju�cnih spona izmed�u anti�cke i srednjovekovne algebre.

11Metoda je nazvana po Isaku Njutnu (Isaac Newton, 1643-1727), engleskom matemati�caru, �zi�caru i astronomu,
i D�zozefu Rafsonu (Joseph Raphson, oko 1648-1715), engleskom matemati�caru, koji su nezavisno razvili ovaj
iterativni postupak.
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3.2 Bhaskara II

Bhaskara II (1114-1185), poznat i kao Bhaskaracharya, bio je indijski matemati�car i astronom.
Njegovi radovi objedinjeni su u delu Siddh�anta _Siroman. i, koje se sastoji iz �cetiri celine, med�u
kojima su za razvoj algebre posebno zna�cajne L��l�avat�� i B��jagan. ita. Dok je L��l�avat�� posve�cena
aritmetici, B��jagan. ita obrad�uje algebru, re�savanje jedna�cina i neodred�ene probleme.

Slika 3.5: Statua Bhaskare II

U svojim radovima Bhaskara II nastavlja tradiciju Brahmagupte, ali ve�cu pa�znju posve�cuje
postupcima re�savanja jedna�cina. Linearne i kvadratne jedna�cine re�sava algoritamski, pri �cemu
koristi algebarske transformacije kojima jedna�cinu svodi na pogodniji oblik. Umesto re�savanja
svakog zadatka posebnim postupkom, nastoji da razvije op�stije metode koje se mogu primeniti
na �citavu grupu problema.

Za razliku od ranijih autora, Bhaskara II razmatra mogu�cnost da kvadratna jedna�cina ima
dva re�senja. Med�utim, u prakti�cnim problemima prihvata samo ona re�senja koja imaju smisla
u datom kontekstu. Kada jedno od re�senja predstavlja negativnu veli�cinu, ono se odbacuje kao
neprihvatljivo. Zbog toga se u njegovim primerima pojavljuju jedna�cine sa pozitivnim racional-
nim re�senjima, dok se negativna i iracionalna re�senja uglavnom ne razmatraju, iako je poznavao
postupke kojima se do njih mo�ze do�ci.
Primer. Bhaskara II razmatra jedna�cinu

x4 � 2(x2 + 200x) = 9999:

Najpre uo�cava da dodavanje izraza 400x+ 1 na obe strane dovodi do potpunog kvadrata na
levoj strani, ali desna strana i dalje nije kvadrat. Zbog toga dodaje izraz 4x2 + 400x + 1, �cime
jedna�cina postaje

(x2 + 1)2 = [2(x+ 50)]
2
:

Izvla�cenjem kvadratnog korena dobija se

x2 + 1 = 2x+ 100;

odnosno (x � 1)2 = 100: Re�senja su x = 11 i x = �9: Kako zadatak opisuje stvarnu veli�cinu,
Bhaskara prihvata samo pozitivno re�senje x = 11. 2

Bhaskara II nije se ograni�cio na kvadratne jedna�cine. U B��jagan. ita nalaze se i postupci za
re�savanje pojedinih jedna�cina tre�ceg i �cetvrtog stepena, kao i problemi koji se danas svrstavaju
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u neodred�ene jedna�cine. Njegova re�senja zasnivaju se na pa�zljivom izboru algebarskih trans-
formacija kojima se slo�zeniji problem svodi na oblik koji je mogu�ce re�siti poznatim metodama.
Nekoliko vekova kasnije matemati�cari Keralijske �skole po�cinju da daju i formalna obrazlo�zenja
ovih postupaka, �cime se u indijskoj matematici postepeno razvija i tradicija dokazivanja.

3.3 Kineska metoda za sisteme linearnih jedna�cina

Kineska matemati�cka tradicija razvijala se u dolinama �Zute reke i Jangcea, ali je datiranje
najstarijih tekstova manje pouzdano nego u slu�caju mesopotamske i egipatske matematike. Naj-
stariji sa�cuvani matemati�cki klasici nastajali su i menjali se tokom du�zeg perioda, pa �cesto nije
mogu�ce odrediti vreme nastanka njihovih prvobitnih verzija.

Delo Jiuzhang Suanshu, odnosno Devet poglavlja o matemati�ckoj ve�stini, oblikovano je kao
zbirka prakti�cnih problema iz merenja zemlji�sta, trgovine, oporezivanja, raspodele dobara i
grad�evinarstva. Danas poznata verzija dela zasnovana je na komentarima matemati�cara Liu
Huija12 iz 263. godine. Njegovi komentari sadr�ze dodatna obja�snjenja, obrazlo�zenja postupaka
i pojedine dokaze, �cime je prvobitna zbirka zadataka dobila �siri matemati�cki sadr�zaj.

Osma knjiga, poznata pod nazivom Fangcheng, sadr�zi osamnaest problema koji se svode na
sisteme linearnih jedna�cina. Za njihovo re�savanje kori�s�ceni su ra�cunski �stapi�ci raspored�eni na
ravnoj tabli. Koe�cijenti nisu zapisivani slovima, ve�c je njihov polo�zaj odred�ivao kojoj nepoznatoj
i kojoj jedna�cini pripadaju. Ovakav raspored po svojoj ulozi odgovara tabeli koe�cijenata, iako
kineski matemati�cari nisu raspolagali savremenim pojmom matrice.

Brojevi su predstavljani pomo�cu ra�cunskih �stapi�ca �ciji se vertikalni i horizontalni polo�zaj
naizmeni�cno menjao u zavisnosti od mesne vrednosti. Takav na�cin zapisivanja odgovarao je deci-
malnom pozicionom sistemu. U po�cetku nije postojao poseban znak za nulu, ve�c je odgovaraju�ce
mesto ostavljano prazno.

Tokom re�savanja sistema mogli su se pojaviti i negativni koe�cijenti. Pozitivne i negativne
vrednosti razlikovane su bojom �stapi�ca: za pozitivne brojeve kori�s�ceni su crveni, a za negativne
crni �stapi�ci. U kasnijem periodu negativna vrednost ozna�cavana je i precrtavanjem odgovaraju�ceg
znaka. Na taj na�cin negativni brojevi nisu slu�zili samo kao kona�cni rezultati, ve�c su ulazili u
sam ra�cunski postupak.
Na primer, sistem

2x+ y � z = 8;

x+ 3y + 2z = 13;

3x� y + z = 7

predstavljao bi se tabelom koe�cijenata24 2 1 �1 8
1 3 2 13
3 �1 1 7

35 :
Polazna tabela zatim se transformisala elementarnim ra�cunskim operacijama. Mno�zenjem

redova odgovaraju�cim brojevima i njihovim oduzimanjem postepeno su se eliminisali koe�cijenti
ispod glavne dijagonale. Nakon toga eliminisani su i koe�cijenti iznad dijagonale, tako da je na
kraju ostajala dijagonalna tabela iz koje su se neposredno o�citavale vrednosti nepoznatih.

12Li�u Hu�� (oko 225-295), kineski matemati�car, autor komentara na delo Devet poglavlja o matemati�ckoj ve�stini
i jedan od najzna�cajnijih predstavnika klasi�cne kineske matematike.
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Slika 3.6: Ra�cunski �stapi�ci i njihov raspored na tabli

Takav postupak odgovara savremenoj metodi eliminacije koja se danas naziva Gausova13

eliminacija. Iako kineski matemati�cari nisu koristili matri�cnu notaciju niti su razvili teoriju
matrica, njihov algoritam zasnivao se na istim ra�cunskim transformacijama koje se primenjuju i
u savremenoj linearnoj algebri.

Primer. U osmoj knjizi dela Devet poglavlja o matemati�ckoj ve�stini razmatra se problem sa tri
vrste �zita. U savremenoj notaciji uslovi problema vode do sistema

3x+ 2y + z = 39;

2x+ 3y + z = 34;

x+ 2y + 3z = 26;

gde x, y i z predstavljaju koli�cine �zita odgovaraju�ceg kvaliteta.

Kineski matemati�cari nisu zapisivali sistem u ovom obliku. Koe�cijente su postavljali pomo�cu
ra�cunskih �stapi�ca u kolone:

1 2 3
2 3 2
3 1 1
26 34 39

Prva kolona sleva odgovara jedna�cini x+ 2y+ 3z = 26; srednja jedna�cini 2x+ 3y+ z = 34; a
desna jedna�cini 3x+ 2y + z = 39:

Izvod�enjem operacija nad kolonama po�cetni raspored svodi se na

0 0 3
0 5 2
36 1 1
99 24 39

�sto savremenim zapisom odgovara trougaonom sistemu

3x+ 2y + z = 39;

5y + z = 24;

36z = 99:

13Johann Carl Friedrich Gau� (1777-1855), nema�cki matemati�car, astronom i �zi�car.
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Iz poslednje jedna�cine dobija se z = 99
36 = 11

4 : Zamenom u drugoj jedna�cini sledi

5y +
11

4
= 24;

pa je y = 17
4 : Na kraju, iz prve jedna�cine dobijamo

3x+ 2 � 17

4
+

11

4
= 39;

odakle je x = 37
4 : Prema tome, re�senje sistema je

x =
37

4
; y =

17

4
; z =

11

4
:

2

Ako se jedna�cine zapisuju po redovima, isti sistem ima pro�sirenu matricu24 3 2 1 39
2 3 1 34
1 2 3 26

35 :
Kineski raspored razlikuje se od ovog zapisa po tome �sto su jedna�cine predstavljene kolonama,

ali su ra�cunske operacije imale isti cilj: postepeno uklanjanje nepoznatih i svod�enje sistema na
trougaoni oblik. Kineska metoda je bila potpuno algoritamska. Nije zahtevala geometrijsku
interpretaciju niti posebno prilagod�avanje svakom pojedina�cnom problemu. Jednom uspostavljen
postupak mogao se primeniti na razli�cite sisteme linearnih jedna�cina, bez obzira na konkretne
vrednosti koe�cijenata.

U istom delu nalaze se i algoritmi za odred�ivanje kvadratnih i kubnih korena postepenim
nala�zenjem cifara rezultata. Ovi postupci zasnivaju se na formulama za kvadrat i kub binoma
i pokazuju da kineska matematika nije bila ograni�cena na linearne probleme. Ipak, metoda iz
osme knjige izdvaja se po tome �sto pru�za op�sti ra�cunski postupak za sisteme sa vi�se nepoznatih.

Kasniji kineski matemati�cari razvijali su i metode za numeri�cko re�savanje jedna�cina ve�ceg
stepena, kao i postupke povezane sa sistemima kongruencija.



Glava 4

Islamska matematika i nastanak
algebre

Razvoj islamske matematike zapo�cinje u VII veku, nakon �sirenja arapske dr�zave na podru�cja
Sirije, Persije, Egipta i severne Afrike. Time su pod jednu kulturnu celinu dospele razli�cite
matemati�cke tradicije - gr�cka, vavilonska, indijska i persijska. Njihovo objedinjavanje i dalje
razvijanje predstavljalo je jedan od najva�znijih dogad�aja u istoriji matematike.

Godine 762. osnovan je Bagdad, koji ubrzo postaje politi�cki, trgova�cki i nau�cni centar islam-
skog sveta. Tokom vladavine abasidskih kalifa, naro�cito Haruna el Ra�sida (786{809) i njegovog
sina el Mamuna (813{833), osnovana je Ku�ca mudrosti (Bayt al-Hikma), ustanova u kojoj su
prikupljana, prevod�ena i prou�cavana dela gr�ckih, indijskih i persijskih autora. U Bagdadu su
na arapski jezik prevedena dela Euklida, Arhimeda14, Apolonija15, Diofanta i drugih anti�ckih
matemati�cara. Ovi prevodi omogu�cili su ne samo o�cuvanje anti�ckog znanja, ve�c i njegov dalji
razvoj.

Slika 4.1: Ku�ca mudrosti u Bagdadu

U Bagdadu nisu samo prepisivana i prevedena postoje�ca dela. Znanja preuzeta iz gr�cke geo-
metrije, indijske aritmetike i vavilonskih ra�cunskih postupaka objedinjena su u novu matemati�cku
tradiciju. Na taj na�cin nastala je sredina u kojoj su prakti�cne metode ra�cunanja dobile teorijsku

14Archim�ed�es (oko 287.p.n.e.-oko 212.p.n.e.), Sirakuza, anti�cki gr�cki matemati�car, �zi�car i pronalaza�c.
15Apoll�onios ho Pergâ�os (oko 262.p.n.e.-oko 190.p.n.e.), Perga, anti�cki gr�cki matemati�car, poznat po delu

Konike.
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osnovu, a problemi koji su se ranije re�savali pojedina�cno po�celi su da se posmatraju kroz op�stija
pravila.

Poseban uticaj na razvoj islamske matematike imala je indijska tradicija. Od Indijaca je
preuzet decimalni sistem i na�cin zapisivanja brojeva koji �ce kasnije postati poznat kao arapski
sistem cifara. Jednostavnije izvod�enje ra�cunskih operacija omogu�cilo je �siru primenu aritmetike
u trgovini, astronomiji i svakodnevnoj praksi, �sto je doprinelo i razvoju algebarskih metoda.

Sa gr�ckom matematikom islamski nau�cnici preuzeli su i na�cin dokazivanja zasnovan na de�ni-
cijama, teoremama i logi�ckom zaklju�civanju. Dok su vavilonska i indijska matematika nudile
uspe�sne ra�cunske postupke, gr�cka tradicija pru�zila je teorijski okvir u kome su se ti postupci
mogli dokazivati i uop�stavati. Upravo spoj prakti�cnih algoritama i deduktivne metode pred-
stavlja jednu od odlika islamske matematike.

Na temeljima ovih razli�citih tradicija islamski matemati�cari razvili su sistemati�can pristup
re�savanju jedna�cina. U tom periodu nastaje i naziv al-jabr, izveden iz arapske re�ci koja ozna�cava
jednu od osnovnih operacija pri transformaciji jedna�cina. Vremenom je ovaj naziv po�ceo da
ozna�cava �citavu matemati�cku disciplinu posve�cenu prou�cavanju jedna�cina i njihovih re�senja.

4.1 El Horezmi i knjiga ,,Al-jabr"

El Horezmi16 je bio persijski matemati�car, astronom i geograf koji je stvarao u Bagdadu za
vreme vladavine abasidskog kalifa el Mamuna. Njegov nau�cni rad vezuje se za Ku�cu mudrosti
(Bayt al-Hikma), gde su prou�cavana i prevod�ena dela gr�ckih, indijskih i persijskih autora. Pored
algebre, bavio se aritmetikom, astronomijom, geogra�jom i izradom kalendara.

Slika 4.2: Po�stanska marka u SSSR-u posve�cena El Horezmiju

16Muhamed ibn Musa al-Hvarizmi oko 780{850, bio je persijski matemati�car, astronom i geograf.
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Najpoznatije El Horezmijevo delo nosi naslov Al-Kit�ab al-mukhtas.ar f�� h. is�ab al-jabr wa-l-
muq�abala (Kratka knjiga o ra�cunanju metodama al-jabr i al-muqabala), napisano oko 820. go-
dine. Ova knjiga predstavlja prvi sa�cuvani sistematski prikaz algebre kao posebne matemati�cke
discipline. Za razliku od ranijih matemati�ckih tekstova, koji su sadr�zali pojedina�cne zadatke i
njihove postupke re�savanja, El Horezmi nastoji da razvije op�sta pravila koja se mogu primeniti
na �citavu klasu jedna�cina.

Naziv knjige poti�ce od dve osnovne operacije koje se koriste pri transformaciji jedna�cina. Re�c
al-jabr ozna�cava prebacivanje negativnog �clana na drugu stranu jedna�cine kako bi svi �clanovi
postali pozitivni, dok al-muq�abala ozna�cava skra�civanje jednakih �clanova koji se nalaze sa obe
strane jedna�cine. Ove dve operacije predstavljaju osnovu postupka sred�ivanja jedna�cina i koriste
se i u savremenoj algebri, iako pod druga�cijim nazivima.

Slika 4.3: Originalni arapski �stampani rukopis Knjige o algebri

El Horezmijeva algebra napisana je retori�ckim stilom. Matemati�cki simboli nisu kori�s�ceni,
ve�c su svi brojevi, operacije i postupci bili zapisivani re�cima. Nepoznata veli�cina nazivana je �sej
(shay’, ,,stvar"), njen kvadrat m�al (,,imovina" ili ,,kvadrat"), a tre�ci stepen ka’b (,,kocka"). Vi�si
stepeni izra�zavani su kombinacijama ovih naziva, bez posebne simboli�cke notacije. Takav na�cin
zapisivanja razlikuje se od Diofantovih skra�cenica i indijskih oznaka, �sto pokazuje da islamski
matemati�cari nisu preuzeli ranije simboli�cke sisteme, ve�c su zadr�zali retori�cki na�cin izlaganja.

Sam autor u uvodu navodi da je knjigu napisao kako bi prikazao ,,ono �sto je najjednostavnije i
najkorisnije u ra�cunanju", odnosno postupke koji su bili potrebni pri podeli nasledstva, trgovini,
merenju zemlji�sta, kopanju kanala i drugim prakti�cnim poslovima. Nakon uvodnog dela, knjiga
izla�ze pravila re�savanja linearnih i kvadratnih jedna�cina, a zatim ih primenjuje na veliki broj
prakti�cnih problema iz svakodnevnog �zivota.
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4.2 Klasi�kacija jedna�cina

U delu Al-Kit�ab al-mukhtas.ar f�� h. is�ab al-jabr wa-l-muq�abala El Horezmi razmatra linearne i
kvadratne jedna�cine koje imaju pozitivna re�senja. Kako u njegovoj algebri nisu kori�s�ceni nega-
tivni brojevi niti simboli�cki zapis, jedna�cine nisu mogle biti objedinjene u jedan op�sti oblik.
Umesto toga, razlikovao je �sest osnovnih tipova, u zavisnosti od toga da li se u jedna�cini pojavljuju
kvadrat, koren i broj [4].

U savremenoj notaciji ovih �sest tipova mogu se zapisati kao

ax2 = bx;

ax2 = c;

bx = c;

ax2 + bx = c;

ax2 = bx+ c;

ax2 + c = bx;

gde su a, b i c pozitivni brojevi.
Prva tri oblika re�savaju se neposrednim ra�cunskim postupcima, dok poslednja tri predsta-

vljaju potpune kvadratne jedna�cine. Za njih El Horezmi daje numeri�cke primere, pravila re�savanja
i geometrijska obrazlo�zenja zasnovana na kompletiranju kvadrata.

4.2.1 Kvadrati jednaki korenima

Prvi tip jedna�cina ima oblik
ax2 = bx:

Deljenjem obe strane jedna�cine koe�cijentom uz x2 dobija se

x2 =
b

a
x;

odnosno

x

�
x� b

a

�
= 0:

Savremenim postupkom dobijaju se re�senja

x1 = 0; x2 =
b

a
:

El Horezmi razmatra samo pozitivno nenulto re�senje

x =
b

a
;

jer nula nije posmatrana kao prihvatljivo re�senje prakti�cnih problema.
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4.2.2 Kvadrati jednaki brojevima

Drugi tip jedna�cina koji razmatra El Horezmi ima oblik

ax2 = c;

gde su a > 0 i c > 0.

Re�savanje ove jedna�cine svodi se na odred�ivanje broja �ciji je kvadrat jednak zadatoj vrednosti.
Deljenjem obe strane jedna�cine koe�cijentom uz x2 dobija se

x2 =
c

a
;

pa je

x =

r
c

a
:

Savremeno posmatrano, jedna�cina ima dva re�senja,

x = �
r
c

a
;

ali El Horezmi prihvata samo pozitivno re�senje, jer je nepoznata predstavljala du�z, povr�sinu ili
drugu �zi�cku veli�cinu koja nije mogla imati negativnu vrednost.

Primer. Re�siti jedna�cinu
5x2 = 80:

Deljenjem obe strane brojem 5 dobija se

x2 = 16:

Odavde sledi x = 4.
Savremenim zapisom dobija se i re�senje x = �4, ali se ono u El Horezmijevoj algebri ne

razmatra. 2

4.2.3 Koreni jednaki brojevima

Tre�ci tip jedna�cina koji razmatra El Horezmi ima oblik

bx = c;

gde su b > 0 i c > 0.

Ovaj oblik predstavlja najjednostavniju linearnu jedna�cinu. Re�savanje se svodi na odred�ivanje
broja koji, pomno�zen koe�cijentom b, daje poznatu vrednost c. Deljenjem obe strane jedna�cine
koe�cijentom uz nepoznatu dobija se

x =
c

b
:

Kako su svi koe�cijenti pozitivni, dobijeno re�senje je takod�e pozitivno, pa nije potrebno razma-
trati druge mogu�cnosti.
Primer. Re�siti jedna�cinu

8x = 56:

Deljenjem obe strane jedna�cine brojem 8 dobija se

x =
56

8
= 7:

Dakle, re�senje jedna�cine je x = 7. 2
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4.2.4 Kvadrati i koreni jednaki brojevima

�Cetvrti tip jedna�cina koji razmatra El Horezmi ima oblik

x2 + px = q;

gde su p > 0 i q > 0.

Za razliku od prethodna tri tipa, ovaj oblik nije mogu�ce re�siti neposrednim ra�cunskim ope-
racijama. Zbog toga El Horezmi razvija poseban postupak koji se danas naziva metodom kom-
pletiranja kvadrata. Ovaj postupak predstavlja jednu od osnovnih ideja u istoriji algebre i ostao
je u upotrebi do savremenog doba.

El Horezmijevo pravilo mo�ze se opisati na slede�ci na�cin:
Prepolovi broj korena, zatim dobijeni broj pomno�zi samim sobom. Dobijeni kvadrat dodaj

broju. Izvuci kvadratni koren iz zbira, a zatim oduzmi polovinu broja korena. Dobijeni broj
predstavlja tra�zeni koren.
Savremenim zapisom postupak izgleda ovako.
Od jedna�cine

x2 + px = q;

dodavanjem izraza
�

p
2

�2
na obe strane dobija se

x2 + px+
�p

2

�2

= q +
�p

2

�2

:

Leva strana sada predstavlja potpun kvadrat,�
x+

p

2

�2

= q +
�p

2

�2

:

Izvla�cenjem kvadratnog korena dobija se

x+
p

2
=

r
q +

�p
2

�2

;

odnosno

x =

r
q +

�p
2

�2

� p

2
:

Po�sto El Horezmi razmatra samo pozitivna re�senja, uzima se pozitivni kvadratni koren.

Primer. Re�siti jedna�cinu
x2 + 10x = 39:

Prema El Horezmijevom pravilu, najpre se uzima polovina broja korena, odnosno 10
2 = 5: Zatim

se ovaj broj kvadrira 52 = 25; i dobijeni kvadrat dodaje se na obe strane jedna�cine:

x2 + 10x+ 25 = 39 + 25:

Leva strana postaje potpun kvadrat,

(x+ 5)2 = 64:

Izvla�cenjem kvadratnog korena dobija se x+ 5 = 8; odnosno x = 3:
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Savremenim zapisom dobija se i x+ 5 = �8; odakle sledi x = �13; ali El Horezmi razmatra
samo pozitivno re�senje x = 3: 2

Numeri�cki primer pokazuje da geometrijska konstrukcija nije slu�zila samo kao ilustracija,
ve�c kao dokaz ispravnosti postupka. Dodavanje kvadrata stranice p

2 odgovara dopunjavanju
po�cetne �gure do ve�ceg kvadrata, �cime se kvadratna jedna�cina svodi na odred�ivanje stranice
poznate povr�sine. Na taj na�cin geometrijsko razmatranje i algebarski postupak predstavljaju
dve interpretacije iste metode.

4.2.5 Kvadrati jednaki korenima i brojevima

Peti tip jedna�cina koji razmatra El Horezmi ima oblik

x2 = px+ q;

gde su p > 0 i q > 0.

Za razliku od prethodnog slu�caja, kvadrat nepoznate jednak je zbiru linearnog �clana i poznatog
broja. I u ovom slu�caju El Horezmi primenjuje metodu kompletiranja kvadrata, ali je prvi korak
izdvajanje linearnog �clana na na�cin koji omogu�cava formiranje potpunog kvadrata. Savremenim
zapisom jedna�cina se mo�ze preurediti u oblik

x2 � px = q:

Dodavanjem izraza
�

p
2

�2
na obe strane dobija se

x2 � px+
�p

2

�2

= q +
�p

2

�2

;

odnosno �
x� p

2

�2

= q +
�p

2

�2

:

Izvla�cenjem kvadratnog korena sledi

x� p

2
=

r
q +

�p
2

�2

;

pa je

x =
p

2
+

r
q +

�p
2

�2

:

Po�sto El Horezmi razmatra samo pozitivne veli�cine, uzima se pozitivni kvadratni koren.

Primer. Re�siti jedna�cinu x2 = 3x+ 4: Jedna�cina se najpre zapisuje u obliku x2 � 3x = 4:

Polovina koe�cijenta uz nepoznatu iznosi 3
2 , a njen kvadrat je

�
3
2

�2
= 9

4 : Dodavanjem ovog izraza
na obe strane dobija se

x2 � 3x+
9

4
= 4 +

9

4
;

odnosno �
x� 3

2

�2

=
25

4
:

Izvla�cenjem kvadratnog korena dobija se x� 3
2 = 5

2 ; pa je x = 4.
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Savremenim postupkom dobija se i x� 3
2 = � 5

2 ; odnosno x = �1, ali se negativno re�senje u
El Horezmijevoj algebri ne razmatra. 2

U ovom tipu jedna�cina geometrijska konstrukcija razlikuje se od prethodnog slu�caja samo
po rasporedu pravougaonika koji predstavljaju linearni �clan. Su�stina postupka ostaje ista: do-
davanjem odgovaraju�ceg kvadrata po�cetna �gura dopunjuje se do potpunog kvadrata, �cime se
odred�ivanje nepoznate svodi na nala�zenje stranice kvadrata poznate povr�sine.

4.2.6 Kvadrati i broj jednaki korenima

Poslednji tip kvadratnih jedna�cina kod El Horezmija ima oblik

x2 + q = px;

gde su p > 0 i q > 0.

Za razliku od prethodna dva slu�caja, ovde se poznati broj nalazi na istoj strani jedna�cine kao
i kvadrat nepoznate. El Horezmi i ovu jedna�cinu re�sava metodom kompletiranja kvadrata. Polo-

vina koe�cijenta uz nepoznatu iznosi p
2 ; a njen kvadrat

�
p
2

�2
dodaje se na obe strane jedna�cine.

Tako se dobija

x2 � px+
�p

2

�2

=
�p

2

�2

� q;

odnosno �
x� p

2

�2

=
�p

2

�2

� q:

Izvla�cenjem kvadratnog korena sledi

x� p

2
=

r�p
2

�2

� q;

pa je

x =
p

2
+

r�p
2

�2

� q:

Re�senje postoji samo ako va�zi
�

p
2

�2 � q; odnosno p2 � 4q: U suprotnom bi se pojavio kvadratni
koren negativnog broja, koji u El Horezmijevo vreme nije imao matemati�cko zna�cenje.

Primer. Re�siti jedna�cinu x2 + 21 = 10x:

Jedna�cina se najpre zapisuje u obliku x2�10x+25 = 25�21: Leva strana predstavlja potpun
kvadrat, (x� 5)2 = 4: Izvla�cenjem kvadratnog korena dobija se x� 5 = 2; pa je x = 7.
Savremenom metodom dobija se i

x� 5 = �2;

odnosno x = 3, ali El Horezmi ne razmatra oba re�senja kvadratne jedna�cine, ve�c prihvata samo
ono koje odgovara njegovom postupku i tuma�cenju nepoznate kao pozitivne veli�cine. 2

Iz savremene perspektive poznato je da jedna�cina ovog tipa mo�ze imati dva pozitivna re�senja.
Med�utim, El Horezmi navodi samo jedno re�senje, jer njegov cilj nije bio potpuno ispitivanje svih
mogu�cih korena, ve�c opis postupka kojim se dolazi do jednog pozitivnog rezultata. Tek �ce kasniji
matemati�cari, posebno Bhaskara II, po�ceti da razmatraju mogu�cnost postojanja vi�se re�senja iste
kvadratne jedna�cine.
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4.3 Geometrijske metode re�savanja

Za razliku od savremene algebre, u kojoj se jedna�cine re�savaju simboli�ckim transformacijama,
El Horezmi svoje postupke opravdava geometrijskim razmatranjima. Nepoznata se tuma�ci kao
du�z, njen kvadrat kao povr�sina kvadrata, dok se linearni �clan predstavlja pravougaonikom �cija
je jedna stranica jednaka nepoznatoj. Na taj na�cin algebarske operacije dobijaju odgovaraju�cu
geometrijsku interpretaciju.

Osnovna ideja svih geometrijskih dokaza jeste dopunjavanje date �gure do potpunog kvadrata.
Dodavanjem odgovaraju�cih pravougaonika i manjih kvadrata dobija se nova �gura �cija je povr�sina
poznata, pa se du�zina njene stranice mo�ze neposredno odrediti. Upravo iz ove geometrijske
konstrukcije proizlazi postupak koji se danas naziva metodom kompletiranja kvadrata.

Geometrijsko obrazlo�zenje El Horezmi daje samo za tri tipa kvadratnih jedna�cina:

x2 + px = q;

x2 = px+ q;

x2 + q = px:

Prva tri tipa jedna�cina (linearne jedna�cine, jedna�cine oblika x2 = c i px = c) re�savaju se
neposredno i ne zahtevaju geometrijsko opravdanje.

Slika 4.4: Stranice iz arapske kopije knjige iz 14. veka, koje prikazuju geometrijska re�senja dve
kvadratne jedna�cine
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4.3.1 Geometrijska interpretacija jedna�cine x2 + px = q

Geometrijsko obrazlo�zenje ovog tipa jedna�cine zasniva se na predstavljanju algebarskih �clanova
odgovaraju�cim geometrijskim �gurama. Neka kvadrat AFBE ima stranicu x, pa je njegova
povr�sina jednaka

P (AFBE) = x2:

Slika 4.5: Geometrijska interpretacija jedna�cine x2 + px = q

Na svaku stranicu ovog kvadrata nadovezuje se po jedan pravougaonik �cija je jedna stranica
jednaka x, a druga p

4 . Povr�sina svakog od ova �cetiri pravougaonika iznosi p
4 � x; pa je njihova

ukupna povr�sina jednaka

4 � p
4
x = px:

Kako prema polaznoj jedna�cini va�zi x2+px = q; povr�sina �gure sastavljene od po�cetnog kvadrata
i �cetiri pravougaonika jednaka je q.
Nakon dodavanja pravougaonika u uglovima ostaju �cetiri mala kvadrata stranice p

4 : Njihova
ukupna povr�sina iznosi

4
�p

4

�2

=
�p

2

�2

:

Dodavanjem ova �cetiri kvadrata dobija se novi kvadrat CHDG, �cija je stranica

x+
p

2
;

pa je njegova povr�sina

P (CHDG) =
�
x+

p

2

�2

:

S druge strane, povr�sina istog kvadrata jednaka je zbiru povr�sine po�cetne �gure i �cetiri mala
kvadrata, odnosno
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P (CHDG) = q +
�p

2

�2

:

Iz jednakosti povr�sina sledi �
x+

p

2

�2

= q +
�p

2

�2

;

odakle se dobija

x+
p

2
=

r
q +

�p
2

�2

;

pa je

x =

r
q +

�p
2

�2

� p

2
:

Na ovaj na�cin El Horezmi geometrijski opravdava postupak kompletiranja kvadrata. Umesto
simboli�ckih transformacija, do re�senja dolazi pored�enjem povr�sina kvadrata i pravougaonika koji
predstavljaju pojedine �clanove jedna�cine.

4.3.2 Geometrijska interpretacija jedna�cine x2 = px + q

Posmatrajmo jedna�cinu
x2 = px+ q:

El Horezmi kvadrat nepoznate predstavlja kvadratom ABDC stranice x, �cija je povr�sina
jednaka x2. Pravougaonik ABEL ima �sirinu jednaku p, pa njegova povr�sina iznosi px. Po�sto je
prema jedna�cini

x2 = px+ q;

preostali deo kvadrata, ozna�cen sa EDCL, ima povr�sinu q.

Slika 4.6: Geometrijska interpretacija jedna�cine x2 = px+ q
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Na sredini stranice BE pravougaonika ABEL uzima se du�z du�zine p
2 ; pa se konstru�se kvadrat

HFEI stranice p
2 . Istovremeno se izdvojeni pravougaonik uklanja iz po�cetnog kvadrata, tako da

preostali kvadrat ima stranicu

x� p

2
:

Njegova povr�sina jednaka je zbiru povr�sine kvadrata stranice p
2 i poznate povr�sine q. Zbog toga

va�zi �
x� p

2

�2

=
�p

2

�2

+ q:

Izvla�cenjem kvadratnog korena dobija se

x� p

2
=

r�p
2

�2

+ q;

odnosno

x =
p

2
+

r�p
2

�2

+ q:

Geometrijska konstrukcija pokazuje da se i u ovom slu�caju re�savanje jedna�cine svodi na
kompletiranje kvadrata. Za razliku od prethodnog tipa, ovde se iz po�cetnog kvadrata najpre
izdvaja pravougaonik povr�sine px, a zatim se preostala �gura povezuje sa kvadratom stranice
x� p

2 .

4.3.3 Geometrijska interpretacija jedna�cine x2 + q = px

Posmatrajmo jedna�cinu
x2 + q = px:

El Horezmi kvadrat nepoznate predstavlja kvadratom stranice x, dok linearni �clan px pred-
stavlja pravougaonik �cija je jedna stranica jednaka x, a druga p. Poznata povr�sina q zauzima
deo pravougaonika, pa se preostala povr�sina koristi za formiranje novog kvadrata.

Slika 4.7: Geometrijska interpretacija jedna�cine x2 + q = px
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Neka kvadrat ABDC ima stranicu x, pa je njegova povr�sina jednaka x2. Pravougaonik ABEG
ima povr�sinu px, pri �cemu je BE = p > 2x. Po�sto prema jedna�cini

x2 + q = px;

deo pravougaonika koji ne pripada po�cetnom kvadratu ima povr�sinu q. Sredina du�zi BE ozna�ci
se ta�ckom F , tako da je

BF = FE =
p

2
:

Konstruisanjem kvadrata HFEL stranice p
2 dobija se povr�sina

�
p
2

�2
. Daljom konstrukcijom

(Slika 4.7) dobija se kvadrat �cija je stranica

KH = KI =
p

2
� x:

Kako je povr�sina novog kvadrata jednaka razlici povr�sina kvadrata stranice p
2 i oblasti povr�sine

q, va�zi

P =
�p

2

�2

� q:

Po�sto je stranica kvadrata jednaka HK = p
2 � x, sledi�p

2
� x
�2

=
�p

2

�2

� q:

odnosno

x =
p

2
�
r�p

2

�2

� q:

Da bi konstrukcija bila mogu�ca, izraz ispod kvadratnog korena mora biti nenegativan, odnosno
mora va�ziti �p

2

�2

� q:

U suprotnom nije mogu�ce konstruisati odgovaraju�ci kvadrat, pa jedna�cina nema pozitivno realno
re�senje. Ovaj uslov odgovara savremenom zahtevu da diskriminanta kvadratne jedna�cine bude
nenegativna.

Geometrijske interpretacije koje daje El Horezmi pokazuju da algebra u IX veku jo�s uvek
nije bila odvojena od geometrije. Jedna�cine nisu re�savane simboli�ckim transformacijama, ve�c
pomo�cu povr�sina kvadrata i pravougaonika. Metoda kompletiranja kvadrata, koja se u savre-
menoj matematici izvodi algebarski, kod El Horezmija dobija jasno geometrijsko obrazlo�zenje.
Ovakav pristup predstavlja spoj gr�cke geometrijske tradicije i prakti�cnih algebarskih metoda
razvijenih u islamskoj matematici. Kasniji razvoj simboli�cke algebre omogu�cio je da se isti pos-
tupci zapisuju jednostavnije, ali je njihova matemati�cka su�stina ostala nepromenjena.



Glava 5

Renesansa i velika otkri�ca

U XV i XVI veku evropska matematika ulazi u novo razdoblje razvoja. Nakon vi�se vekova tokom
kojih su dela anti�ckih i islamskih matemati�cara bila poznata uglavnom kroz latinske prevode,
u renesansi dolazi do njihovog intenzivnog prou�cavanja i daljeg razvijanja. �Sirenje univerziteta,
pronalazak �stampe i sve ve�ca razmena nau�cnih ideja omogu�cili su br�ze �sirenje matemati�ckog
znanja.

Pa�znju matemati�cara privla�cile su jedna�cine tre�ceg i �cetvrtog stepena. Dok su linearne
i kvadratne jedna�cine bile poznate jo�s od anti�ckog doba, op�sti postupci za re�savanje kubnih
jedna�cina predstavljali su jedan od najve�cih otvorenih problema tada�snje matematike. Njegovo
re�savanje obele�zilo je rad italijanskih matemati�cara prve polovine XVI veka.

Razvoj metoda za re�savanje kubnih jedna�cina nije bio samo matemati�cki problem ve�c i pred-
met li�cnog presti�za. Matemati�cari su svoja otkri�ca �cesto �cuvali u tajnosti i koristili ih na javnim
matemati�ckim nadmetanjima, na kojima su sticali ugled i mogu�cnost zaposlenja. Upravo zbog
toga istorija re�savanja kubnih jedna�cina neraskidivo je povezana sa imenima Scipionea del Fera17,
Nikole Tartalje18, -Derolama Kardana19 i Ludovika Ferarija20.

5.1 Del Fero i kubne jedna�cine

Bilo je poznato da se svaka kubna jedna�cina oblika

ax3 + bx2 + cx+ d = 0

mo�ze svesti na jednostavniji oblik smenom

x = t� b

3a
;

pri �cemu nestaje �clan sa drugim stepenom. Na taj na�cin dobija se takozvana depresovana kubna
jedna�cina

t3 + pt = q;

17Scipione del Ferro (1465-1526), italijanski matemati�car, profesor Univerziteta u Bolonji i prvi poznati autor
op�ste metode za re�savanje jedne klase kubnih jedna�cina.

18Niccol�o Fontana, poznat kao Tartaglia (oko 1500-1557), italijanski matemati�car, poznat po nezavisnom otkri�cu
metode za re�savanje kubnih jedna�cina.

19Gerolamo Cardano (1501-1576), italijanski matemati�car, lekar i �lozof, autor dela Ars Magna, u kojem su
prvi put objavljene op�ste metode za re�savanje kubnih i jedna�cina �cetvrtog stepena.

20Lodovico Ferrari (1522-1565), italijanski matemati�car, u�cenik -Derolama Kardana i pronalaza�c op�ste metode
za re�savanje jedna�cina �cetvrtog stepena.

47
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ili jedan od njoj srodnih oblika t3 = pt+ q; t3 + q = pt; gde su p i q pozitivni brojevi.

Prvi poznati postupak za re�savanje jedna�cine t3 + pt = q pokazao je oko 1510. godine
italijanski matemati�car Scipione del Fero, profesor Univerziteta u Bolonji. Svoje otkri�ce nije
objavio, ve�c ga je saop�stio samo nekolicini u�cenika, med�u kojima je bio Antonio Marija Fior21.
U to vreme matemati�cari su nove metode �cesto �cuvali kao tajnu, jer su im one donosile prednost
na javnim matemati�ckim nadmetanjima i omogu�cavale sticanje ugleda i zaposlenja.

Iako Del Fero nije ostavio zapis o izvod�enju svog postupka, smatra se da je polazio od iden-
titeta

(u� v)3 = u3 � v3 � 3uv(u� v);

koji se mo�ze zapisati i u obliku

(u� v)3 + 3uv(u� v) = u3 � v3:

Ako se uvede smena t = u� v; dobija se sistem

u3 � v3 = q;

uv =
p

3
;

iz koga se odred�uju veli�cine u i v. Na taj na�cin re�senje kubne jedna�cine mo�ze se zapisati formulom

t =
3

s
q

2
+

r�q
2

�2

+
�p

3

�3

� 3

s
�q

2
+

r�q
2

�2

+
�p

3

�3

:

Iako Del Fero nije objavio svoje otkri�ce, njegova metoda predstavlja prvi poznati op�sti postu-
pak za re�savanje jedne klase kubnih jedna�cina. Nakon njegove smrti metod je nasledio Antonio
Marija Fior, koji ga je iskoristio na matemati�ckom nadmetanju protiv Nikole Tartalje. Upravo
�ce taj dogad�aj dovesti do jednog od najpoznatijih sporova u istoriji matematike.

5.2 Tartalja i Kardano

Nakon smrti Scipionea del Fera, njegov postupak za re�savanje jedna�cine

x3 + px = q; p; q > 0;

nasledio je njegov u�cenik Antonio Marija Fior. U prvoj polovini XVI veka matemati�cka nad-
metanja predstavljala su va�zan na�cin sticanja ugleda med�u matemati�carima. U�cesnici su jedni
drugima zadavali probleme koje je trebalo re�siti u unapred odred�enom roku, a uspeh na ovim
takmi�cenjima donosio je priznanje, nove u�cenike i mogu�cnost zaposlenja. Zbog toga su matemati-
�cari svoja otkri�ca �cesto �cuvali u tajnosti.

21Antonio Maria Fior (oko 1506-1550), italijanski matemati�car, u�cenik Scipionea del Fera i u�cesnik �cuvenog
matemati�ckog nadmetanja sa Nikolom Tartaljom 1535. godine.




