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ITPEJII'OBOP

OBaj mactep paj O0aBu ce IBOAMMEH3MOHAJHUM OMHAPHUM pPEUNMa U HEKIM
IUXOBUM KOMOMHATOPHNM ocobmHama. OB 00jeKTH TIPeICTaB/bajy MPUPOIHY Te-
HepaJu3alyjy jeanoauMmen3nonanunx peun. [usb paja je ga ce objeaune u cucre-
MaTH3Y]y Pe3y/ITaTH U3 HEKOJIMKO HOBUjUX U KJIACUIHUX PaI0Ba KOJU HA PA3/IMIUTE
HaYMHE OIUCY]Y PEryJIapHOCT U CJI0YKEHOCT OBAKBHUX 00jeKaTa, KpPo3 II0jMOBE MaKCH-
MaJIHOCTU y OJIHOCY HAa OTPAHUYEHOCT CTENEHA, IMaJUHIPOMUYHOCTHU, (PaKTOPCKe
CJIOZKEHOCTU U CJIUIHO.

Y mpBOM JesTy pajia YBOJlEe ce OCHOBHU TIOJMOBH M HOTAIlNja KOjU Ce KOPUCTE y
nactaBky. Jlajy ce nedunuImje ITBOIMMEH3NOHAHUX PEUM, IHUXOBUX (hbakTOpa u
OCHOBHUX KOMOMHATOPHHX OCOOMHA, Kao U IIPerJiel CTaHIapJHUX IPUCTYIIa KOju
ce KOPUCTE y bUXOBOM IIPOYYaABAILY.

Hpyru neo nocsehen je MAKCUMAJIHUM JIBOJUMEH3MOHATHUM OMHAPHUM PEIMa
ca orpanuuenum crernenoMm. Onucyjemo oo y HacraBky. Heka d € {0,1,2,3,4} u
neka je W asommmensnonasiHa ped dopmara h X w Haj OunapHuMm ajipadeTom
{0, 1}, rie hiemo y nmpBom zeny pajia 0 moucroserutu ca [, a 1 ca WM. [Ipermocrasumo
Jla je cBaka IojaBa cjioBa 1 y peun W cycemna ca HajBuiie d 1ojaB/bUBarba UCTOD
caoBa 1, u Heka je |W|; 6poj nojaspuBama ciosa 1y W. Y paiy ce Jaje ersakrHa
dbopmyita 3a makcumasny Bpeanoct |W |y 3a dukcre qumensuje (h, w) y 3aBucHOCTH
o mapametpa d. OBaj pe3ysiraT ce MOXKe IIOCMATPATH | Kao PE3Y/ITaT O n3deraBamby
obpa3alia, Ipu YeMy ce JABOJMMEH3NOHAHE PeUn Koje ce pa3MaTpajy MOTy HHTep-
[IpeTUpaT Kao pedn Koje u3beraajy oapehere 3 X 3 mpaBOyraoHUKe.

Tpehu neo pajga 6aBu ce JIBOJIMMEH3MOHAJHUM OMHAPHUM MaJmHIApoMuMa. [1o-
jaM JIBOJIMMEH3UOHAIHUX TAJTUHIPOMA je YBEJIeH ca IU/beM KapaKTepu3allije JIBO-
jumen3uoHayiHuX IITypMoBux pedn, Koju mMajy HpUMEHY PEIUMO y KOMIIPECUjU
rojlaTaka, Ipero3HaBamy JIUIa U IIpero3HaBaiby odpasaria. ¥ 0OBOM MacTep pajLy
JlajeMo T'paHUILly KOJMKO HajBUIIE TAJTUHIPOMCKIX (haKTOpa MOT'y UMAaTH ojipehene
JBOJIMMeH3nOHa/IHe OuHapHe peun. Takohe, npeicraBbahieMo n Heke J10He TPAHUTIE
3a MaJuHIPOMCKe (DAKTOPE U TO Y 3aBUCHOCTH J1a, JIX je TIOCMAaTPaHa ped NePUoIUIHa
wim arepuojnyna. Jlajemo m HeKe mpuMepe KOjU TOKa3yjy Jla HaBeJeHe IPDaHuIle
ce He MOTr'y IODOJbIaTH.

Ha kpajy ce majy m mogaTHu pe3yaTaTé W HallOMeHe Be3aHe 3a (PaKTOPCKY
CJIOZKEHOCT JIBOJIMMEH3MOHATHUX PEYN y Be3u ca moznarom HusaToBoMm xurore3om,
KOja TBP/IM Jia CY JBOJMMEH3UOHAHE PEUN Ca MAJIOM IIPABOYTAOHOM CJIOYKEHOIINY
nepuoudHe. ¥ Be3W OBOr'a pa3MaTpa ce MUPH IPerJie]] MO3HATUX MapIujaJTHuX
pesyJsiTara u pa3juduTUX IPUCTYIIa KOjU Cy Pa3BUjeHU y JIUTEPATYPHU.

Hemnocpeano mnpe 3ak/bydka, jgaheMo 3aHUMJBUBOCTH y BU/LY IlIaxa, HOTallarba
ITOIMOPHUIIE U MUHOJIOBIIA M HA Ta] HAYWH MOBE3aTU MaCTep Pa/i ca IpUMEpPUMa, U3
JKIBOTA.

Hewnsmepno cam 3axpayian MoM MeHTOpPY, ap Kpuctuam Aro, Ha CTPIUbEY,



caBeTuMa, moMohu, 100pOTH, JBYJICKOCTH, HEBEPOBATHO] ayKyPHOCTH U JOCTYITHOCTH
3a MacTep pa/l Kao U caBeToBamby 3a Moje Oy/iyhe jjokTopcke cryauje na [Ipupo;imno-
marematudkoM dakyarery y Hosom Cagry.

Taxobe, nensmepHo caM 3axXBaJiaH U IIPEJICEIHUKY Komucuje, 1p bojany bamuhy,
Ha 0e30P0j KOPUCHUX CaBeTa IITO ce THYe MacTep Pajia I MaTeMaTuKe, Kao U YIaHy
komucuje, np Bopucy I[lloboTy, HA TOME TITO Cy TPUXBATUIN @ Me OIEHYjy U
Jla TIPUCYCTBY]Y MEHM Haj3HadajHUjeM Jorahajy TOKOM CTyauja, a TO je ogdpaHa
MacTep paja.

3a Kpaj, KeJuM Jla ce 3axBajuM CBOjuM pogure/buma [parann n Hukosm,
miaahem 6pary Credany n octaTky pojOnHe, Ha OTPOMHO] TOIPIIITH TOKOM CTY/IHja
U IIITO Cy Me Ha Kpajy MOoApzKaJsu j1a YIUIIeM U 3aBPIINM MaTeMaTHKy Ca BUCOKUM
[IPOCEKOM, MaKO Cy OWJ/IM MPBO 3a TO Ja yIUIIeM IporpaMmupame. zKemmm a
MCKazKeM U 3aXBaJIHOCT HEKOJIUIIMHY IIPUjaTe/ba Ca CMepa, Kao U CBUM IIpUjaTe/buMa
U3 CTYJEHTCKOT JIOMa, Y KOM KHBUM YHUTAB CBO] CTYJEHTCKU KUBOT.

Hosu Caz, 2026. roaune Anekcargap Tpkysba



1 YBO/

Jla 6ucMo mpennIn y cp:K MacTep paJja, IoTpeOHO je Hajipe Jda YBeIeMO TePMU-
HOJIOTH]Y, JiehbUHUIII]e TI0jMOBa Be3aHUX 33 OMHADHE JIBOIMMEH3MOHAHE pedn (pa-
JIIMO ¥ Ca KOHAYHWM DednMa U ca pednMa Koje Ccy OecKOHauHe HaJIeCHO U /HJIN
HaJI0JIe) U Jia JIaMO KOHKDEeTHe IpHUMepe TUX II0jMOBa, Jla OUcMO ca curypHorrhy
MOIVIM KacHHje Ja pa3yMeMo cBa TBpherma Koja hemo mnpera3uru.

3a a,b € N nedunumenmo [[a,b]] = {n € N|a <n < b}.

1.1 Hedunuimuja. Konaunu aspabem je Konawam Henpadar CKyYn eAemenama,
Koje Hasusamo crosuma. Bunapnu aadabem je arpabem xoju ce cacmoju 00 dea
caosa. Pew je xonavwan uau beckonauan Hu3d cao8a nad anghabemom.

Kpos pag fiemo 3a 6unapau andaber kopucruru: {1, B}, {0, 1} wiu {a, b}.

1.2 Hedbununmja. Hekxa je A 6unapnu aagabem. Ca W*(A) o3navasamo
ckyn jednodumenzuonasnur pewu wad A. Ilpasny pew obeaesicasamo ca E. |W|

npedcmasna dyscuny jednodumensuonarnux pevu W. Cryn nwenpasnux jednodu-
menauonasnux pewu nad A je degpunucan ca WH(A) = W*(A) \ {E}.

1.3 Hedununuja. Konkamenayuja jednodumensuonarsnux pevwu U = ujus...
U, UV = 0102, 0y, je perw UV = Ujus.. Uy, V10a... 0y, 3a K0jy 6asicu |UV] =
|U| + |V|. Pew U mopa da 6yde xonauna, dox V' ne mopa 6umu KonauHa.

1.4 Hedunumuja. Peu W nasusamo darxmopom 00 pevu V axo nocmoje peuu
XY maxo da' V= XWY. Peu W nasusamo npepurcom 00 pewu V axo nocmoju

pew Y maxo da V= WY. Pex W nasusamo cypurcom od pewu V axo nocmoju
pew X maxo da'V = XW.

1.5 Hedunumuja. Hexa je W npoussomha bunapra peu. Tada ysodumo cae-
dehe oznaxe:

o F(W) - cxyn ceux darxmopa pewu W ;

o F,(W) - ckyn ceux garmopa pewu W dyorcune w.

1.6 Hdedununmja. Hexa je A bunaphu angadem. beckonauna jednodumensu-
onaana dunapna pew W nad aagabemom A je:

e nepuodunna axo u camo axo je W = W sa nexo W € W*(A);

o ecsenmyanno nepuoduuna ako u camo axo je W = UW> za nexe UW €

(] anepuoc?u%%a axo u camo aro HUje E6EHMYANHO nepuodu%na.



1.7 IIpumepun.
1. Pea W = 011011011 - - - je nepumomuuna, jep je W = (011)>.
2. Pea W = 0011011011 - - - je eenTyasHO nmepuommdna, jep je W = 0(011).

3. Pea W = 101001000100001000001 - - - je amepuojuuna, jep HIje €BEHTYAHO
nepuojnyna. Ped je nedunncana taxko ja ce m3Mmehy n30/10BaHUX jeIMHUIIA
HaJjasze OJIOKOBU HyJIa 4HWja ce JIy2KMHa CBAKOI HapeJHOT 0JI0Ka moBehaBa 3a
jemaH.

1.8 Hedunumnmja. Hexa je W beckornauna pew. Kaostcemo da je W LImypmosa
pew axo u camo axo 3a cee w > 0 saorcu

|Fw(W)| =w + 17

2de |F,,(W)| npedcmas.wa kapdunasnocm ckyna dedpunucanoz y depunuyugu [L.5]

3aw = 0 dobujamo da W cadpoicu jedan gaxmop dyosrcune 0, jacro mo je npasra
pew E. 3a w =1 dobujamo |Fy(W)| =2, na moocemo saxwpywumu da HImypmose
pevu cadpiice mavHo 2 passuNuma CA06a, Mo Jecm oHe ¢y OUHapHE.

1.9 Hedununuja. 3a xkonauny jednodumensuonainy pew W = aias...a,, npe-
oxpemarve je pen W = ay,a,_1...a1. Alph(W) je cxyn caosa xoja ce nojacamyjy y
pevu W. W je naaundpom axo je W = WE. PAL(W) je cxyn ceuz pasiunumu
HENPASHUT NAAUHOIPOMCKUL Parxmopa y jednodumenduoranno] pevu W. Yeodumo

osnaxy P(W) = |PAL(W)].

1.10 IIpumepu. Peun u3 cprickor je3uka Koje cy OMHAPHU jeTHOTMMEH3NOHA~
Jiau najusgapovu: Wy = bob, Wy = ara, W3 = sos u Wy = dud.

[TpousBosbhe peun Haj ajdadberom {a,b} Koje cy GuHAPHU jeJIHOAUMEH3UOHA~
Jian najubaapovu: Wiy = aabababaa, We = baabbbbaab u W, = babbab.

1.11 Hedwununuja. Hexa je A xonaunu angabem u h,w € N. Jsodumensuo-
Haana pew W dumensuje h X w nad A je mampuua ca h épcma u w KoAOHA “Uuju
CY eNeMEHMU YNPABO CA06a U3 KoHawHo2 aapabema A. Ckyn ceux penu dumen3uja
h x w nad A obeaescasamo ca Wiy, (A).

1.12 Hedbwununuja. Paxmop dsodumensuorasne xoraune pewts W € Wiyw
je deodumensuonaana pew W € Wisit(A), 2de je 1 < s < h, 1 <t < w, koja
ce dobuja usdsajarvem nomnpasoyeaonuka pevu W. Ca Fs (W) o3navasamo cxyn
ceuz armopa dumensuge (s X t) pewu W € Wiy, dox |Fs:(W)| npedecmasna
kapdunaamnocm moz cxkyna. Koaone dsodumensuonanne pewu Wy Wigw(A) cy
daxmopu 00 W y Wy«1(A). Bpeme (pedosu) deodumensuonanne pewu Wy Wi, (A)
cy gaxmopu 00 W y Wiy (A). E je npasna deodumensuonanna pew (ucma o3naka
Kao U 3G JEOHOOUMEHZUOHAANY NPASHY Pey).
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Kpos anras macrep paji 6aBuliemMo ce, Kao IMITO caM HA3UB KayKe, caMo JIBO-
JINMEH3MOHATHUM peunMa Ha i OuHapHuM ajiadberoM. VY moriasiby ,MakcuMalrae
JIBOJIMMEH3UOHA/IHE OUHAPHE PEYH ca OIPAHMYEHUM CTeleHoM  3a bunapuu ajadader
ysehemo A = {{J, M} (objarmeno y mpearoBopy), /0K KacHuje NemMo yriaaBHOM
yaumar A = {a,b} mm A = {0, 1}.

1.13 IIpumep. Heka je A = {OJ, B}. IBommmvensuonanna pea W nas A, Koja
nma aumensuje 4 X 5, 1o jecr W € Wyy5(A), je npukasaHa UCIOI.

=
[IIHDI
NN
g N N
BOO0
OmEdn

1.14 Hedwununmja. 3a W € Wyw(A) u croso a € A, 2de je A 6unapnu
angabem, ca |W|, obeseosrcasamo 6poj nojasmusara ciosa a y pewu W. 3a i €
[[1,h]] wj € [[1,w]] npecex i-me epcme u j-me Koaone npedcmasna no3uyujy
crosa a y pewu W u obeaesrcasamo je ca Wi, j].

1.15 IIpumep. Heka je A = {J, R}.

EEREER 00

SapeiW=p gm0 m

Baxku |[Wim=7 u |[W|g=>5.
[Mosunumja npror kBajparuhia y gomem gecaoM yruy pean W je W2, 6], jep ce
Haja3n y 2. BpCTU U 6. KOJIOHW.

1.16 Hedununuja. Xopusonmairra xowkamenayuja 0d xonauwne pevu U €
Whiscw, (A) u peuu V€ Whiw, (A), K0ja e mopa 6umu xonauna, je pew U OV €
Wi (wr4ws) (A) dedpurucana ca

U[Zaj]a jSU)b
V[i7j_w1]7 .j>w1-

W@VMﬂI{

Bepmukaana xonkamenayuja 00 konawne pewu U € Wy ww(A) u pevu V€
W, xw(A), Koja ne mopa 6umu xonauna, je pew USV € Win, 4 hy)xw(A) dedurucana
ca

U[?x,]], ighla

<U@mMﬂ:{vu—mﬂ i> hy.



1.17 IIpumep. XopusoHTtajHa KOHKaTCHAIH]a

I B00d0dmQmQ BEO0ER 0000 ®RQO
mEN BEONE BN BN BN BN BN BEauuiy BN BN BN BN BN BN |
0 u O 0d0dmg AN BEEEN BENENEE BN
Beprukanna KoHKaTeHaIIN]a
BN N
AN B B
IDID@.D..ZDIII
H RN

1.18 Hedwuuunmja. Jlama je pew W € Whyw(A) u m,n € Q maxsu da
mh,nw € Z. (m,n)-mu cmenen pewu W je perx W™ € Winxnw(A) maxo da

Wwmrli gl =WI[(i—1 mod h)+1,(j —1 mod w) + 1].

1.19 IIpumep.

. mE0On : 3x7/4 _
Axo je W—. Em g Oeie w =

EEEEER
EEEEER
ECOECONE[-]
EEEEENR
EEEEER
EEEEER
ECOECONEQ]

1.20 Hedwununuja. [Ipepurc dsodumensuonarme pevu W dedunuwe ce xao
nomnpasoyzaona pey dobujena usdsajareem nomnpasoyeaonukra pewu W, xoju ca-
dporcu wer 2oprwu sesu yeao W. Cauvno, cydurc dsodumenduoranmne pevwu W
dedpunuwe ce Kao nomnpasoyzaona pey dobujera u3deajarbem nOMnPaBoY2aoHUKA
pewu W, xoju cadporcu rwen doru decnu yeao. 3a V., W je npedurc (osnaxa W <,
V') axo nocmoge pewu X,Y maxo daV =W X)DOY uwuwV =WODOX) o Y.
3a V,W je cypurc (osnaxa W <; V) axo nocmoje pewu X,Y mako da V =
YO(XeW) uwV =Y (X DOW).

1.21 Jdedunumnuja.
Oxoauna nosuyuje Wi, jl, xojy obeaestcasamo ca Ny (i, j), je depurucana xao

Nw(i,j) ={(=1,5), (1 +1,5), (6,5 = 1), (6,5 + 1)} 0 (([1,A]] < [[1, w]]).
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Mpyrins pewnsia, eyeeau ox nosue Wi, ey osure W[i — 1,7), Wi +
L, 4], Wli,j — 1], Wi, j + 1], ako niocroje.

1.22 IIpumep.
O O O
| L
W = OO . Poszom 6ojom je mapkupana oxosmHa o1 W2, 3].
O 0O 00O
O 0O 0 0O
W = 0000 Pozom 6ojom je mapkupana oxosmHa o W[4, 3].
O O O
O |
O 0O 0 0O
W = - g g g Poszom 6ojom je mapkupana okosmHa o1 W[4, 1].
[ | O O

1.23 Hamowmena. Ca W(i| obesnexasamo -ty Bpery peun W. Wi, d']] npex-
CTaB/ba CBE BPCTE OJI i-T€ JI0 i'-Te, YK/bydyjyhu U IhUX came.

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1R oOmdgn 1R oOmddd
BN BN BN BN BN BN 2N BN BN BN BN BN
3000 " B [0 3000 .|
4 0@ 008N 40”00 MA@ N
> UM miQd o U mmiQd

.
I
[
[
|
[

e V- g g ww

1.24 Hdedunuimja. 3a cro60 a € A, cmenen caosa a 00 nozuyuje Wi, j] je
dam ca:

> nenwiin LWL 71 = a), Wi j] = a,

dege (i) = {0, Wli,j] # a.



Hpyrum peanma, ako ce Ha nosunuju Wi, j| He nanasu a € A oHja joj 1o/1e/by-
jemo Bpejroct 0, a ako ce na nozunuju Wi, j] Hamasu a € A onya joj nojesbyjeMo
Opoj cycena on a Ha KojuMma ce Hajasu a € A. Uunukaropcka dyukimja I u3
nperxosHe gedunnmmje goemyje cymu 1 ako je Wi, j'| = a, a 0 ako je Wi, j'] #
a,3a (7,j") € Nw(i,j).

1.25 Hamomena. Ha cprickoM je3uky ped creren yoOuvajeHo ce KOpUCTH U 34,
nojam u3 jedununuje [1.18] a u 3a mojam u3 nperxojHe JeduHUIT]E, ITa je TaKBa
TEPMUHOJIOTHja 3a/p2KaHa U y OoBOM paJjy. Bepyjemo na he KoHTekcT yBeK OWUTH
TakaB Jla He OCTaB/ba MOryhHOCT 3a0yHe KOJI YUTaO0IA.

1.26 IIpumep.
0/0]0]0
1]10[1]0
Ba W = umamo  degyg , (i,5) = .

COEENENI([]
N NN EEN
EEEEN{]
N EEN EEN

2
0[2]2

1.27 Hedununuja. Hexa je damo d € [[0,4]], h,w € N. Cxyn ceuzr deodu-
MeH3UOnaInux pewy dumensuge h x w ca W-novuma cmenena ozparuyeroz 000320

<d

ca d obeaesrcasamo ca Wiy, :

WSd — {W c thw ‘ dte,W@,j) S d, 3a cee (Z,j) € HLhH X HLwH}

hXw

Jlpyeum pevuma, mo je ckyn ceur peun u3 Wiy 20e HeMa no3uyuje cmenena
eehez 00 d, y odnocy na M.

hxw

max<q(h, w) = max {|W|. W oe W }

npedcmasnma maxcumanrar opoj By peuu W € Wiy, 3a xojy je cmenen ceake
nosuyuge, y oonocy na B, najesuwe d. Taxohe, saosrcu cumempuurnocm max<q(h, w) =
max<q(w, h).

1.28 Hedwunurmja. Hexa je G = (V, E) npocm epad u nexa je U C V. Tada
ce ckyn U nasusa domunarmmuum cxynom epaga G axo 3a céaxo meme v € V\ U
nocmoju u € U maxso da {u,v} € E, mo jecm axo v uma bap jednoez cyceda y
ckyny U. Kaotcemo 3a domunanmuu ckyn S 0a je MUHUMAAGH AKO He NOCTMOJU
domunarmuu ckyn Kapourasrnocmu marve Hezo S. lomunayuonu 6poj epaga G,
y osnayu y(G), jecme munumasna xapounasnocm domunarmmuoe ckyna epaga G.
Mpeotcrnum epapom Gpx npudpyosrcenum pevu W € Wiy Hasusamo 2pag wuju
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weoposu, odzosapajy heaujama pevwu W, npu wemy cy dea 460pa moe3aHa 2PAHOM
axo odeosapajyhe heauje deae 3ajednuvry cmpanuvy. Ilodepag odpehen uprum
xeadpamuhuma pewu W dobuja ce usddsajarbem 4w6oposa Koju 00208apajy upHuMm
keadpamuhuma, 3ajedHo ca C6UM 2PAHAMA KOjJe UL NoBe3YJy.

1.29 IIpumep.

1 2 3 4 1.2 .3 4 1 23 4 1 2 3 4 1 2 3 4
DO mm 10 01 2 1 | 1
‘m OO0 m 21:0:0:1 2 2 ° 2 ._I
immEC 33320 3 ; 3
immmO 424270 4 4 e 4
50mM0 . 50101 5 5 5
fmOD0 . 6100 1 6 6 6 I
TmOmCO 71000 7 7 .-I °

(a) (k) (c) () (e)

ITox (a) je npukazana 7x 4 pea W nag andaderom {1, B}. [Tox (b) je npukazan
crenen cake nozunuje pean Wy ognocy va M. Tlox (¢) je npukasana reomeTpujcka
npesenraija o7 Wy Buiy npasoyraonuka aumensuje h X w. [log (d) je npukazan
mpeskun rpad Gz 4. [ox (e) je npukasan moxrpad sesene 60je ox G4 UHIYKOBAH
peujy W.

1.30 Hdedwunurmja. Heka je dama dsodumensuonarna pew W. Huz (|W/[1]|m,
(W12 |m, -, |[W[h]|m), xoju daje 6poj M y ceaxoj spcmu Wi| pewu W, nasusa ce
pacnodeaa spema.

1.31 IIpumep.

=

I
EEEEN
OEmEEN
mEEN N B
godmm

(W] lm, (W2, (W3] |m, [W 4], [W[5]|m) = (4,4,3,2,1)

wT =

EEEN
EEEN
OEEn
OO0mm
ooom



1.32 Hanomena. Ca W7 oznauasamo Tpamncrnonosany MaTpuily Marpumne W
taxo ga WT[j] npencrasma j-Ty xomony oxm W. Y ciaenehoj nedpununujun hemo
JneduHrcaTH TPAHCIIOHOBAHY ped.

1.33 Hedununmja. 3a dsodumensuonarny pew W = [W; ili<i<hi<j<w €
thw(A>
Wiin Wig - Wiy
War Wao oo Wayy,
W= o .
Wi Who -+ Wi
WHE je npeoxpemarve
Whew  Whw1 -+ Wh
R Wiciw Whotw—1 -+ Whoin
Wi Wiw—1 -+ Wig
dox je WT mpancnonosana pey
Wiin War -0 Wi
T — Wia Wio - Wh,2.
Wl,w WQ,w T Wh,w

3a dsodumensuonarny pew W € Wiy axo je W = WE nasusamo je h x w
dsodumensuonasnum nasunopomom. PALsg(W) je ckyn céux pasauvumuz re-
NPA3HUT NAAUHIPOMCKUT Parxmopa dsodumensuonarre pevu W. Yeodumo osnaxy
Pog(W) = |PALgyg(W)|.

1.34 Hammomena. Axko je X cKyIl JABOJMMEH3MOHATHUX OECKOHAYHUX PEUN
OoHJIA je

Min P2d<X) = mm{PQd(W)|W S X}

1.35 IIpumepu. Hekn OunapHEU JBOJNMEH3UOHAIHN TAJITHIPOMHE:

a b a a b b
b bbb b b
Phee auas o mpeen
le s Wgzbaab I/IW3: .
a a a a b b a a b a
b a b b
a a b b a a a a a a
b bbb b b
b b a a b a

Wi, Wou Wi cy4dx4,3x4u8 X6 naJuHIPOMHI, PEJIOM.

12



1.36 Hedbwununuja. Hekxa je W € Whyy. Xopuzonmannu nasundpomu 00 W
cy 1 X i naaundpomcru gaxmopu 00 W, 2de 1 < i < w. Bepmurasrnu nasurndpomu
00 W cy j X 1 narundpomcku daxmopu 00 W, 2de 1 < j < h.

Y cneneha aBa npumepa Hehe 6uTH npuKaszaHe OMHAPHE JIBOINMEH3MOHAIHE
peun, Beh IBOJMMEH3MOHAJIHE PEYN HAJ| KOHAUYHUM ajihadbeTrom Behe KapMHATIHO-
CTH.

1.37 IIpumepu. Heka je A enrniecku ancdader.

k a p a k

k a 75 a k rat ar st v o
Wi=r ot o r Wo=v 0o ¢c a r st v o

kE a 7 a k rudar st v o

kE a p a k

W1 je n1BOAMMEH3MOHAIHU TAJHHIPOM Ca CBUM BPCTaMa Koje cy caMme 10 cebu
XOPHU30HTAIHN HauHIpoMu. Fbern xopusonraanu najauaaipomu cy: kapak, apa, ka-
jak,aja,rotor, oto, k,a,p, j,r,o,t. lbenn Beprukasau najaungapomu cy: krk, kk, kk-
rkk, aa, aoa, aaoaa, pjtjip, jtj, k,a,p,j,r,0,t. Wy Huje TBOIMMEH3NOHAJHYI TAJIH-
HJIPOM, aJIi UMa, XOPU30HTAJIHE U BepTUKAJHE MmajnHpome. Fbenn xopusonraanu
najguHapoMu cy: ratar,ata,r,a,t,s,v,o,c,d,u. Hbenn BepTuKaIHU TAJTHHIPOMU
cy: rur, aa, aaa, rr, rrr, tt, ttt, vv, vov, $ss, ss, 0o, 0oo, T, a,t, s, v, o, c,d, u.

1.38 Hdedwununuja. 3a dsodumenzuonarry pew W € Wy nad aspabemom
A, maxo da W = C, © Cy © ... O C,, 2de je C; j-ma xoaona 0d W, anrgpabem
konona je ckyn U = {C4, Cy, ..., Cy} pasauvumux xoaona 0d W. V mom cayuagy,
0800UMEHZUOHANHG PEY, MOIHCE CE NOCMAMPANU KGO JEOHOOUMEHIUOHANHA PEY HAO
asgadbemom xorona U .

Cneneha nedpuannmja je jeqHoIMMEH3HOHATHA Bep3uja Jedunummje 1.18 y K0joj
k we mopa O6utu 1eo 6poj. U™ mpejicTaB/ba KOHKaTeHAIUjy w Konuja pedn U.

1.39 Hedwununmja. Heka je k € Q uw € N maxo da w > k. k-mu cmenen 00
jedrnodumensuonasne pewu U je najkpahu npedure U 0d UM maxo da |U'| > k|U|.

1.40 IIpumep.

. ) 5
Heka je U; = aba, Taja je g—TI/I creried peun U; 3arpaBo abas

= abaab, a %—TI/I
crerten pean U je aba’ = abaabaa. Heka je Uy = pop, Tana je %—TI/I CTEeIleH pedn
U, popl‘?1 = poppoppoppo, oK je 2. crenien peun Us poppop.

1.41 Hdedwunurnmja. Hera je U 6unapna pew nad angabemom {0,1}. Hoj
Komnaemernmapna pey, oznaxe U, jecme pew y xojoj ce npecaukasa 0y 1w 1y 0.
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1.42 IIpumep. Heka je U = 100101, Taza je U¢ = 011010.
1.43 dedwnaunuja.

1. Jleodumensuonanna pev 1% je npuMumuUeHa axo 3a Hexy 0600UMEH3UOHANNY
peu W jednanuna W = WP za nexo p,q > 0 umnauyupa dap = q =1 u
W =Ww.

2. Jleodumensuonasna pew W je nepuoduuwna axo mootce da ce manuwe Kao
W = WP*? 2de uau p > 2 uru q > 2 3a nexy deodumenduonarry pew W.

1.44 Jlema. Hexa je W deodumersuonanna peu. Tada nocmoju jeduncmeena
NPUMUMUEHA 0800UMEHUOHAAHA Pey Y U NO3UMUSHU ueau Opojesu i, j maxo da
W =Y. Ako je Y dumensuja h X w, mada ce (h X w) nasusa nepuodom pewu

w.

0 0 10
0 0" W=7

HHCY TpUMHTHBHe, jep cy jemmake ca 02*2 m 10%*!, penom. JIBoamMensmonase
pean Wi, Wy u W3 umajy nepuogie (2 x 2),(1 x 1) u (1 X 2), pegom.

1.45 IIpumep. Peu W, = (1) éje npumuTuBHa, a Wy =

0
1.46 Ilpumepu. Pea Y = 0 0 je mepmommuna peu mepuoja (1 x 3) 3a
0

o O O

1

1

1

crenena (3,1), jep je jennaka ca 1003*1.

01

1

1

1 je mepuomuna ped nepuoja (1 x 4) 3a crenena (7, 1), jep

0

0
Peu X = 0
01
0
0
X

— = = = =

1
1

— = = = = e

1
je jemmaxa ca 11017%1,

001
Pea B=1 0 1 je npumurusHa ped nepuosa (3 X 3) 3a crenena (1, 1).
1 11

je mepuopmuHa ped nepuoga (3 X 3) 3a

—_ O

1
Pea C =0
1

o = O
o O O
_ O =
o = O
o O O
o = O
o O O

crerera (1, 3).

14



1.47 Hedwununmja. /lee xonaune/beckonavwne pewu cy uzomoppre arxo cy
jeonare do Ha NPEuUMeEH08are CA08a.

1.48 IIpumep. W = abbanY = cddc cy nsomopdHe peun, jep ce a npenMenyje
nzoMopdu3MoM y ¢, 10K ce b npenmenyje nzomopdusmom y d. [W] je ckyn peun
koje cy uzomopdue ca W nmu W u cse umajy nceru nepuon xao W.

1.49 Hedwununuja. 3a jednodumensuonarny konauny pew W = wy...wy, k-
yurAuwHy nomepaj pewu Wje ped wiiq...WyW1...wy. Axo je peu beckonauna onda
je k-yurxauuny nomepaj pewu W pew wi 1 Wiyo...

1.50 Hedbununuja. Peu W je t-noaybeckonauwna, 3at > 2, axo je 6poj epcma
(uau xosona) t u 6poj Kosona (uau epema) beckoHauan.

1.51 Hedwununuja. Hekxa je W deodumensuonarna pev dumenduje h X w
maxo da

Tada:

1.
VioVino..o,oVie..eVi,

sa 1 <1 < h je epcma-xonjyeam od W.

UjOU ©..0U,0OU, O...0U;_,

a1 < 7 <w je koarona-xorjyeam od W.

1.52 Ilpumep. Heka je W = . Taga je jeman oj BpcTa-KOHjyraTa ped

[SEE S )
> o Q
QL o

. Jestan o1 mpuMepa KoJioHa-KoHjyrata pedn W je pea Wy =

=

Il
S Q@ o
Q ot o
> Qo
> o Q
Q* o o
L o
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2 MaxkcuMmaJiHe JBOAMMEH3MOHAJHE OMHApHE pevn
ca OrpaHUYEHHM CTEIIeHOM

OBo mornapsbe je mocBeheHo MaKCHMAaJHUM JIBOJUMEH3UOHATHUM OWHAPHUM
pednma ca orpaHumdeHuM crerreHoM. Jlajemo cajia dpopMmysianujy riaBHe Teopeme
3a 0BO noryias/be. CBe y Be3u OBOI TOTIaB/ba MoxkeMo moregaru y [1].

2.1 Teopema. Hexa je d € [[0,4]], h,w € N;h > w u m<y(h,w) depunucaro
ca:

m<o(h,w) = [hw/2],

(hw/2, axo h,w =, 0;
m<i(h,w) = ¢ (h — Dw/2+ [2w/3], axo h=31 uw =, 0;
(| h(w —1)/2+ [2h/3],  unave,

(

hw, axo w =1 uasu h =w = 2;
(Bh+1)/2, ako h =91, h >3 uw=2;
3h/2, axko h =50, h >4 uw=2;

m<a(h,w) = < 2hw/3 + 2, axo w =3 uau h =3 w =3 0;
2hw/3+4/3, axow >4 uh=3w #;30;
2hw/3 + 1, ako w >4, hw =30 u h #3 w;
(2hw/3+2/3,  unawe,

hw, arko 1 <w <2wuaul<h<2;

hw — v(Gr—2w—2), unaue,

mgg(h, ’LU) = {

m<y(h, w) = hw.
Tada je max<q(h,w) = m<q(h,w).

[ub HaMm je ga vahemo BpenHocT max<q(h, w) 3a ce morylie Tpojke (d, h, w).

OBaj mpobJieM ce MOXKe TTOCMATPATH U Kao mpodsieM o u3berasarby obpasaria,
[IpU YeMy ce JBOJMMEH3NOHAHE Pedr KOje ce pasMarpajy MOIY WHTePIPeTHpaTh
Kao pedn Koje m3berasajy ojpeleHe mpaBoyraoHUKe.
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d=0: {I-}
d=1: {L_,}
i ol

d=3: {+}
d=4:@.

Crmka 1: Curyarmje ca oBe cimke 3a cBako d € [[0,4]] Tpeba ma usberaBamo.

[Ipe Hero mrro movuHeMoO ca JiokasuBambeM Teopeme 2.1 mahemo Heke jiecbunuUITje
Be3aHe 3a OBO TOTJIaBJbeE.

2.2 Hedwununuja. /[sodumensuonarna pew W € thxdw ce nasusa d-nymom
ako |W|m = max<4(h, w). Ckyn ceux d-nynux pewu cmenena ne eehez 0d d obese-

<d
orcasamo ca MW, .

2.3 IIpumep. Uiaycrpanuja d-nynux peun qumensuja 6 x 3, 3a d € [[0,4]]:

H LN I HE E N
O m 0 [ |
[ B O m g I
0O |0 0O | O I
HL N I I
O |0 I HE BN
a) d=0 b) d=1 c) d=2

HE BN H E N

H N H E N

BN "N

"N BN

HL N H RN

H NN H E N

d) d=3 e) d=4

Y IIpuMepy 101, C) MO2KEMO BUJIETHU peYd HaJIUK SMHjI/IHI/I MaKCHUMaJIHE BEJIMYNHE

3a cjIy4aj Teopeme KaJl je d = 2. Y npumepy IOJT &) 3a CJIydaj TeopeMe
kaJ je d = 0, MOXKeMO BUJIETH JIa je Y NUTarby ped HaJUK Ha IaXOBCKY TalJIy.

Ba mox b) BuaMMO JuCjyHKTHE jJoMuHE (HA TpuMep 3a 7 X 4 HUCY HPUCYTHE
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camo jucjyakrHe jomune). [log e) je Tpusnjasino. Ilox d) je nobujeHo perrerse
Ha ciejiehu nauns, koju he 6utu objarrmen Ha 22. CTpaHu:

1] HEE HEN
HEN ! o | HEIH H N
HEN ¢t  HEE HENE
HEN { | HHE HEN
HEN ¢ o HaE B N
HEN HEE HEN

Cruka 2: Koncrpyknuja 3-miyse peun jgumensuje 6 X 3.

Cajia pesiasuMo Ha TVIABHY CTBap, a TO je Ja JOKaXKeMO Ty TeOpeMy HU30M
JleMa, TIPOIO3uIHja, nocaeauna u TBphema. Jlokazusahemo Teopemy 1o cirydaje-
BUMA Yy 3aBUCHOCTH 0J1 BpejiHoCcTH napamerpa d. Ho, npohumo mpBo Kpo3 mposepy

Ja i je y peiy ¢dbopmysanuja TeopeMe y cKJay ca upumepoum [2.3]

[Tposepa: a) d = 0 max<o(6,3) = [6-3/2] =09;
b)d—l max<1(6,3) =6-(3—1)/2+[2-6/3] =6+ 4 = 10;
¢)d=2 maxs(6,3) =2-6-3/3+2=14
d) d =3 max<3(6,3) = 18 — v(G4 ) = 18 — 2 = 16;
e) d =4 max<4(6,3) =18

2.1 Jloka3 Tteopeme 3a d =4

2.4 Ilponoszunuja. Teopema je mauna 3a d = 4.

Hoxka3z. Tpusnujaano, 3ato mro cBe hemuje y W € Wy, MOy OuUTH IpPHH
KBaJ[paTuhu, a Buille uX He MoxKe Outn, jep pea W € W, uma hw hennja, na je
crora max<4(h, w) = hw. [

2.2 Jloka3 teopeme 3a d =0

2.5 IIponosunuja. Teopema 2.1 je mawna 3a d = 0.

[ |

.
IoIJIOYaHe ca JIOMUHaMa MM MOHOMUHUMAa. Wi je peu aumensuja 8 X 8, a pea Wy
je mumensuja 7 X 7. Wy je momtouana ca 32 jgomune, j1oK je Wo nortouana ca 24
JoMuHe 1 1 MOHOMUHOM.

Ha coumu 3. cy npukaszane peun W,; = [ } , e ¢ = 1, 2, Koje cy Mponu3BOJHHO
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Wy = W

m] = = =] |
[ =N =N NEi .
ml EmN Ee el |
BEOECOROEO
OO OO R
ECOECOERCOR L
OO OO .
BECOOROERCEO
[|
HOOERCOOERO N
N IEn gEN .
BOUORORLCIN
N ] Ay .
BEOUONRONOIR
HE EE iEy .
| fEE Eg fEN |

Cauxka 3: Peun obsinka |: :| II0IIJIOYaHe JOMHWHaMa MJIM MOHOMHWHHMaA.

0 m

O h/2xw/2
} € Whv Tana je ceaku B on W

.
okpyxen ca [J kagparuhuva, mro snaun 1a je degy , (i,7) = 0 3a cBako (i, ) €

Hokaz. Heka je W = {

[[1, h]] x [[1, w]] mrro mvmmamupa a W € W2 - Taza je |W|m = [hw/2] u umamo
oHma na je max<o(h,w) > [hw/2] u obenexxkumo Ty HejemnakocT ca #. Cajna
hiemo mokasaru Ja Baxkn u max<o(h, w) < [hw/2] u To o3naunmo ca &. [Tomohy
JupuxsreoBor npunnnmna u é 1 & nmaliemo Jga Bazkn max<g(h, w) = [hw/2]. Heka
je W € WhSXOw. Tama ce W moxke nomnouarn ca |hw/2] momuna u hw mod 2
monoMmuHa. IlomTo ce y cBakoj JOMUHN MOKe TIOIYHUTH HajBUIIE jeJjaH KBajapaTuh
U TIOIITO MOHOMUWHO CaJIP2KM HajBuIle jejan nomymed KBajgapatuh By W moxe
OuTH HajBUIIE

|hw/2] +hw mod 2 = [hw/2],

TO jecT,
max<o(h, w) < [hw/2].

(ITormro ce y cBakm of1 | hw /2| moMUHA 1 €BEHTYAJTHI MOHOMUHO MOZKE CMECTHTH
najsuiie jegan B no JupuxieoBom npuniuiy ciaeau jga ykynan opoj B ne moxke
npemantu [hw/2]). Jakie, u3 # u & ciegn Ja BazKu

max<o(h,w) = [hw/2].

Tume cMo oKa3aan IPOIO3UIIH]Y. |

2.3 oka3 Tteopeme 3a d = 1

Jloka3 he nhu nomiovaBameM mnpaBoyraonuka 2 X 2, 1 X 3 u eBenryaano 1 X w

mod 3.
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2.6 IIpomnosunuja. Teopema 2.1] je mauna 3a d = 1.

;;E;DE I RANEN | I RIEEN N B
a B O mm O mEnEl O o/m djg m
Oo0lm ol m I RINEN | I RAmEN N BN
W, = W, =0 _0 'R 0 W, = O/m 0Ojd m
_ I NN Ril BN
0olmolo m ER0NR I RAmEN N BN
E B O E E O O om0 O Ooym OO0 m
O oO'mO0 m E RN _ I _eRl N e
B RANEE LN BEER BN uLfm Djm Cym
mOm Jm 0.
o djm djo mjd O
O mjj0 =0 m )0
B RINEE LN BN BN
r B O/m 0Om 0|
W, =0 Ol OO0 mjjgd O W, =
mUm Jm Q0.
| I BEuEn BN BEERY BN
O Wm0 mjj0 mj0
o ojm O/ mjd »d
N el B e BN Ll | | Ll |
mOm |, m

Cnuxka 4: Heke 1-myne peun.

Pew W, je dumensuje 8 X 6. Pew Wy, je dumensuje 7 x 4. Pew W, je dumensuje
7 x 6. Pew Wy je dumensuje 7 x 8. Pew WT je dumensuje 8 x 7.

Hoxka3. /lokas uje y yerupu ciaydaja.
L ( (0,0)
2. (h,’UJ =9 (1,0)
3. ( (0,1)

>
=
S

1. Heka je W € W), «., JedunmnCcano ca

mm O mom O

W_DDIDDI

(%)

kao mro je npumep nox a. C jenme crpane |Wim = hw/2, degg ,, (i,j) < 1 n
deg,, ,, (i, j) < 13a cBaxo (i, j) € [[1,h]] x [[1, w]]. Crora je max<i(h, w) > hw/2. C
Japyre crpane, yamumo W e Whgxlw Tana W moxkemo nogesmtn Ha hw /4 niodnie
2 x 2 kao y peuan W,. I3 yumenniie jga cBaka IJIOYUIA CME JIa CAJIPKK HajBUIIE
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asa B uvavo |[Wm < 2-hw/4 = hw/2, mro nmiumnupa 1a max<y (h, w) < hw/2.
Konawano, max<;(h,w) = hw/2.

2. Heka je W € Wy, Aedumucana ca (% ). (To je ciyuaj xao 3a peun Wy, W, n
Wy.) Taga |W|w = (h—1)w/2+[2w/3], HlraBure, deg.vw(i,j) <lwudeg,,, (1,7) <
1 3a cBaxo (i,4) € [[1,h]] x [[1,w]], urro mvmmamupa W € Wil u nokasyje ma
max<; (h, w) > (h—1)w/2+ [2w/3]. Hpermocrasumo cama ma je W € Wil Taza
W moxemo nogeutu Ha h(w — 1)/4 mnounna 2 X 2, |w/3] mwrounmna 1 x 3 u I(h
mod 3 # 0) € {0,1} mnounna 1 x A mod 3 ca majsume 2, 2 u h mod 3 M. Oso

UMIUTAIIAPA
Wim<2-h(w—-1)/4+2-|w/3] +w mod 3= (h—1w/2+ [2w/3],

Tako Ja je max<i (h, w) < (h—1)w/2+[2h/3]. Konauno nmamo jga je max < (h, w) =
(h—1Dw/2+ [2w/3].

3. Ciiein OKa3 U3 9UBLEHUIE /18 BaxKu max<(h, w) = max<(w, h).

4. Heka je W nedunncana ca (). Taga |W|m = h(w — 1)/2 + [2h/3], mTo
mMiumnmpa max<y (h, w) > h(w — 1)/2 + [2h/3]. Ilpeocraje na ce mokazke na je
max<; (h,w) < h(w — 1)/2 + [2h/3]. IIpernocraBuMoO CYyIpOTHO Jia OCTOjU ped
W muHIMaIHEX JuMen3nrja Tako jaa |W|w > max<;(h, w). [ummvo W = L O R,
rie je R caw = 2. Tana, |Rlm <2(h—1)/24+2=h+1: R MoxKeMO HOIEJUTH HA
(h —1)/2 wrounna quMensuje 2 X 2 1 jeJiHy IWIOUHIY JuMeH3uje 1 X 2 ca HajBuiie
2 B Ay ako |R| < h, onja

|Llm = |W|m— |R|lm > max<i(h,w) — h = max<;(h,w — 2),

a TO je Yy KOHTPaJUKIIUjU ca MPETIOCTaBKOM O MuHuMasHomhy peun W. Crora
je |Rlm = h + 1. Caga mumenmo W = U © D, tue je D ca h = 2. Cinunum
aprymeHToBameM ce jo6uja ja je | D] = w + 1. OBo cBe uMmiunupa Jia je cKpos
y JomeM JiecHoM yriy peun W mounia 2 X 2 ca tpu B, a 1O ce jgoBOoIuM y
KOHTPAIUIIKIINA]Y ca mpeTrnocTaBkoM Ja nma Hajsuire 2 By mrogumama. 3ato Ham
TO CBe 3ajeJHO UMILIUIPA 18 BayKn

max<;(h,w) = h(w —1)/2 + [2h/3].

2.4 Jlokas Teopeme 3a d = 3

Hajmpe ce mozcernmo npumepa 2.3, jep HaM je TO HEOIIXOHO 338 KOHCTPYHUCAHHE
3-nyHux pedu. JejHy oj KOHCTPyKIuja 3-1yHe peun gumensuje 9 x 6 hemo jgatu y
caesieheM ipumepy.
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et
jerasaruraras;

2100
| [perdd] |
OO/

sleipliislels
INPNP PN PN

Crmuka 5: Koncrpyknuja 3-myse peun jgumensuje 9 X 6.

2.7 IIpumep.

Kao mrro BuamMo rope Ha Cauiy, 3-IyHa ped ce KOHCTPYHUIIE TAKO IITO Ce
y rpady, yHyTap IyHOI mnpaBoyraoHuka, jgumensuje (h — 2) X (w — 2) o3naun
JIOMUHAHTHU CKYTI M OHJIa Ce 10Jba Ca YBOPOBUMA KOjU NPUIAJA]y JOMUHAHTHOM
CKYIIy TIpeTBapajy y Mpa3Ha I0Jba.

2.8 Ilponoszunuja. Teopema je mayuna 3a d = 3.

Hokaz. Ako je 1 < h < 2wm 1 < w < 2 mama W/i,j] = B 3a cBako
(i,7) € [[1,R]] x [[1,w]], T0 jecr max<z(h,w) = hw. Caja HpeTHOCTABUMO Ja je
h,w > 3. IIpBo Tpeba ja nokazkemo jia nocroje 3-myne peun W € Wy, TakBe Jia
Wi, j] = B 3a cBe nosunuje Ha pyOy peun (Ha uBunama marpure). [IpernocraBumo
CYHIPOTHO J1a He nocToje TakBe peun. Heka je W peu 3-miyna ca [ na j1eBoj uuim
peuan W, to ject mocroju i € [[h]] TakBo ma Wi, 1] = 0. Ounrneqno je ma O ne
Mozke Outn y homky pean W, To ject ¢ # 1,h: Ako 6u To 6mO ciaydaj Taja Ou
pea W' nacrana o pean W tako mro 6u Bpeasoct ca (i, 1) samennu ca B koje
6u 3a0B0/baBato ga W € Wil u |[W'|g = |W|w + 1, mrro je y KonrpajuKimjn
ca npermoctaBkoM Ja je W 3-myna peu. Konauno, i # 1, h. IlltaBure, Mmopa ja
saxku Wi,2] = B. Axo To Huje ciaydaj onga ce qobuja pea W’ ox W tako mro
ce BpesHocT ca (4,2) 3amern ca B u 3ag0Bo/masao 6u ga W’ € W2 u |[W | =

22



|W|m + 1, mro je y kourpajuknuju ca tuM ja je W 3-myna ped. Konauno, peu
W"" nobujena ox W rtako mro ce Bpemnoct ca (i,1) 3amenu ca B u (i,2) ca [
3aJ10BosbaBasio ou ga W € Whgj’w, (W"”|m = |W|m u uma jeman [ mame o
W ma pyOy, mro je y KoHTpajukimju ca tuMm ja W uma majmamu 0poj [ Ha
pyby ox cBux peun. To 3Haum ma nocroje 3-myne peun W € Wy, ca pybom Koju
caapzxu camo WM. 3a xpaj, Heka je Gj_g,—o MpexKHHI HoATrpad ca CKyIoM YBOPOBa
(2,7 = 1] x [[2,w = 1]] u nexa je U = {(i,j) € [[1,A]] x [[1,w] | Wi, j] = O}
Youasamo ga W € Whgjw({D, B}) camo axo je U gomunanTau ckyt ox Gj_g 9.
Crora, W je 3-myHa ped ako u caMo ako je U MUHUMAJIHNA JOMHHAHTHU CKYII O]

Gh72,w72- u

2.5 Jloka3 Teopeme 3a d = 2

2.9 Ilponozunuja. Teopema [2.1] je mauna sa d = 2.

Hajupe hiemo ma ncraknemo rabesty ca BpegnocTuMa max<s(h, w) 3a h € [[1,9]],w €
[[1,9]] xoje crese HA OCHOBY MPETXO/HE MPOMO3UIIH]E.

w

112 (3|4 /|56 7|89

2 13| 4|56 7|89
4 |5 |6 | 8|9 |11]|12] 14
518 |10 12|14 |16 |18 | 20
6 [ 10|12 |14 | 17 | 20 | 22 | 25
38

9

12 |14 | 18 | 21 | 24 | 28 | 31
14 | 17 | 21 | 26 | 29 | 33 | 38
11 |16 |20 | 24 | 29 | 34 | 38 | 43
12 | 18 | 22 | 28 | 33 | 38 | 44 | 49
14 | 20 | 25 | 31 | 38 | 43 | 49 | 56

OO NO G W N
OO NO| G| W N

Tabena 1: Tabesna Bpeanoctn max<a(h, w) 3a h € [[1,9]],w € [[1,9]].
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2.10 ITpumepn. Peun mumensuja 8 X 8, 7 X 3, 6 X 4, peclueKTHBHO:

OEECEENn
EE_EE(CNE
ECEE[(EN
HE N EER N BN
EEEE(N
ELEE(EN
N N EER N BN
EEEE(CN
EEEEEERN
B O0O0H0Om
EEEEEERN
=
EE(EEN
ECEER[CNE
ECO0O0OEN
EEEENE[]

Buanmo na peu mumensuje 8 X 8 uma 44 B, peu qumensuje 7 X 3 uma 16 B, 1ok
peu jqumen3uje 6 X 4 uma 17 WM. I'nenajyhu y Tabesny 1, Bugmmo j1a ce cBe nojyaapa.

Ja 6ucmo nokazanmn nponosunyjy 2.9 nokazalieMo 10j eKBUBAJIEHTHY TEOPEMY
npeko Butiika peun. Ho, Hajipe Mopamo 1pBo JiepHUCATH T10jaM BUIIKA peIn (EHT.
excess of a word).

2.11 Hedbununmja. Hexa je W € Wiy, Buwak (ene. the excess) 00 pewu
W, osnaxe e(W), je depunucan ca e(W) = |W|m—2hw/3. Makcumaran euwax ce
03HAMABA €O Emax (R, W) U depurncan je ca emay(h, w) = max{e(W): W € W2 1.

2.12 Hanomena. /lpyrum peduma, Bumax pedun W je mspazxken kao Opoj
B xoju W uma y ojHocy Ha ciaydaj KaJia je MOImymeHO JBe TpehnHe moBprimme
IEHOI orpanryaBsajyher npapoyraonuka. Makcumaian BUIIAK KOjU HEKa P MOZKE
UMaTH, aKO je caJp:KaHa y [PABOYTAOHUKY JMMeH3uja h X w, o3HadaBa ce ca
emax (P, w). Axo je R orpanmuasajyhu npasoyraonuk pedn W, moHeKaJ| MUIIEMO

e(R) ymecto e(W).

2.13 IIponozunmja. Hekxa cy Wi € Wixw, , Wo € Whyw, 06€ pevu dumensuja
h x wy u h X wy, pedom. Cauuno, nexa cy dse pewu dumensuja Wy € Wiy ww U
Wy € Whyxw dumensuja hy X w u hy X w, pedom. Tada easrcu caedehe:

6(W1 © WQ) = €(W1) + €(W2)
€(W3 O W4) = €(W3) + €(W4).
Casia kaj1a 3HaMO JIeUHUIIN]Y BUIIKA U H-EIOBY 0COOUHY aIUTUBHOCTU Y OJTHOCY

Ha KOHKATEHAIN]y, MOYXKeMO cjIydaj d = 2 Teopeme npedopmyucatu y ciejehy
TeopeMy Koja he 6utm KopucHa.
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2.14 Teopema. Hexa je h,w € N ca h > w. Tada

(h'w/3, akow =1 uau h =w = 2;

h/6+1/2, axoh =51, h>3 uw=2;

h/6, axo h =90, h >4 uw=2;
emax(h, W) = ¢ 2, axo w =3 uau h =3 w =3 0;

4/3, axo w >4 u h =3 w #3 0;

1, ako w >4, hw =30 u h #3 w;

2/3, uHave.

\
3ah,w €N, épax(h,w) = m<a(h,w)—2wh/3, mada 6asrcu épax(h, w) = €max(h, w).

Y cnenehoj tabesn 6uhe npuKas BPEIHOCTH O enmax(h, w) 3a h € [[1,9]],w €
[[1,9]]. Bumumo na je npucyTHa IEPUOJANIHOCT OJL IIECT CJIydajeBa JI0 Ha CUMETPU]Y.

OOl WwlNd =

Tabena 2: Bpeanoctu BUIIKa €., (h, w) 3a h € [[1,9]],w € [[1,9]].

[Ipesasumo Ha JI0Ka3 €KBUBAJIECHTHE TeopeMe. 3a 6asHe CiIydajeBe JOKa3HBarba
TeopeMe mogpasymenamo fa (h,w) € (N x [[1,6]]) U {(7,7)}.

2.15 Jlema. Hexa cy h,w € N u nexa je h > w. Axo jew =1 uau h = w = 2,
mada je m<o(h,w) = hw, mo jecm emax(h,w) = hw/3.

Hoka3z. Ouunrsento je, Kao Ha pedynMa ca HapeJlHE CTPAHWUIIE, Jla CBe hesmje
MOry OuTu npHu KBaJiparuhn kojux uma hw. C apyre crpane, He MOXKe UX OUTH
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BuIe o/ hw, jep uX ToauKo HE HeMa y peun. Crenn j1a je m<o(h, w) = hw. Iomro
je m<o(h,w) = hw, 10 AedUHUNUII BUIIKA PEIN CIIEIN 1A

6max(h7 w) = mgz(hﬂu) — 2hw/3
= hw — 2hw/3
= 3hw/3 — 2hw/3
= hw/3.

Wixi =1

S
X
X
!
EEEEEEEEE
S
X
Do
|

[IpBa ped je ciydaj Kaj je w = 1, apyra ped je ciaydaj ka1 je h = w = 2, 10K
je Tpeha peu ciy4aj ka1 je h = w = 1. [

2.5.1 TIloacmoyyaj w =2
2.16 IlIponozumuja. Hexa je h,w € N, h > w mada sasicu

h/6+1/2, akoh=521,h>3 uw=2;

emax(ha 2) = _ .
h/6, h=,0,h>4uw=2,

wmo je EK6UBANEHTIIHO CQ

3h+1
2+ , akoh=,1,h >3 uw=2;
IIlaXSQ(h,Q):
3h
> axo h =9 0,h >4 uw =2,

: <2
Hoxkas. Younmo ja je 1axko koncrpyucatu peun W € W=7, rakse na |W|m =
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3-2h ) ) 3-2h
§ | K&O LITO je PHKA3AHO Ha PetIiMa JI071e, TaKo /3 je max<y(h,2) > |
EEm I
0 m
0 EE
W5><2 =0 n W6><2 =
O
0 m
EE 0O m
I
IpernocTasumo ja je h MUHNMATHO Tako ja noctoje peun W € W2 ca
3-2h
W m = I + 1. IIpema /IupuxjieoBOM NPHUHIUITY ITOCTOjU TOIMYHEHU 2 X 2

daxrop W{[i,i + 1]] om W. Ako je W{[i,i + 1]] y ymyrpammocru W rama cy
Wi — 1], Wi + 2| upasue Bpcre. ®axrop W je BepTHKasHa KOHKATEHAIMja TPU
daxkropa, To jectr W = WgoW([i —1,i+2]] © W, rue je W ropwsu, a Wp nomu
daxTop. Taga

Welm+ [Wpm = [%W 1o4- {%w +3 (1)

3-2h(W,
At ca npermoctaBKOM 0 MUHEMAJHOCTH uMamo |We|m < [%—‘ u |[Wplm <

[3-2h(WD)

i -‘, a TO UMILIUIIPA

3-2(h—4
’WG‘.-F |WD’. < ’VQ-‘ + 3,

4

o je y Kourpajuknuju ca (1). Tako na ciemu na W[4, i+1]] Huje y yayTpammoct
on W. Axko je i = 1 u W{[i,i + 1]] ma spxy W raza je Wi + 2| upasua Bpcra u
Kopuctehn MOHOBO MpeTHoCTaBKe MIHUMATHOCTH NMaMO

Wi + 3, h]]lm < [%} < [%“ﬂ 14

a TO je y KOHTPAJIUKIju ca TuM ja je |W|m = (%w + 1. Tako ga W{[i,i + 1]] ue
Mozke 6utn Ha BpXy W u W ne nocroju. |

2.5.2 IlIpeocrtanu 6a3HM ciIydajeBu

[Ipe mero mTo mpehemo Ha OMINITH CJIyda]j, HABOJUMO IIpeocTase Ha3He CIydajeBe.
buxoBu j0Ka3m cy 3HATHO JIyKW M TEXHUYKUJU O] Cjlydaja y KojeM je w = 2, a
3a JlaJbl TOK OBOI' MAacTep pajia NOoTpebHe Cy HaM IIpe cBera muxoBe (hopMyIaluje.
Baro mokasze meliemo HaBomuTw; netasbu ce mory Hahm y [I], v omesmky 3.1 u
Honarky 4.2.
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2.17 IIponosunuja. Hexa je h yeo 6poj. Axo je h > 3, onda easrcu
max<s(h,3) = maxgs(h,3) = 2h + 2,
na je emax(h,3) = 2.

2.18 Ilponozurumja. Hexa cy h u w npupodnu bpojesu, npu wemy je h > w
uw € {4,5,6}. Tada je
emax(hu UJ) = émax(hu UJ)

Jlpyeum pevuma, y c6uM 08UM CAYYAIEGUMA BPEIHOCTNU CY YNpPaso oHe dame Yy
npemrodHo] meopemal.

2.19 Ilponozuruja. 3a peuu dumensuje 7 X 7 sastcu

4
emax<7> 7) = émax(77 7) = 5

[Iperxoane mporno3unuje, 3ajeiHo ca Beh pa3MOTpeHnM ciiydajeBuMa Y KOjuMa
je w =1 wim w = 2, MoKpuBajy cBe Oa3He JUMeH3Hje Koje he HaM OuTu mmorpedHe
y JIOKa3y OMINTET CIyYaja.

2.5.3 Iloacayuaj w > 6

Cagia pesiasuMo Ha oIy ciaydaj. Hajipe mokasyjemo J1a ce BpeIHOCT Exay (B, w)
MOYKe JIOCTUNU KOHCTPYKITHjOM.

2.20 Jlema. Hexaje W € MW52  maxo da h,w > 6. Tada e(W) > épan(h, w).
Hokaz. Heka cy ¢ u j nenn 6pojeBu 3a koje Baxku 0 < 4,5 < 2, u HeKa Cy
h = 3ky +j nu w = 3ky + 2. oxkazahemo na mocroju peua W & Whgfw 3a KOjy
je e(W) = émax(h,w). Y mpasoyraonuk R mumensuja h X w Hajupe ybairyjeMo
o6smk () Bumika 1 y ropmu JjieBn yrao (pybmdacre henumje ma cammm 6(a)). 3armm
ce oBaj (Q-00/MK HaJOBE3yje o0JMKOM () M3 KOr je YKJOmeHa hejnja y ropmem
JIEBOM YIJIy, & TIOCTYIIaK ce MoHaB/ba nepuoaudno. Ha oBaj Hauun mnomymasamo R
OCHM JIOFUX j PEJIOBa U JIECHUX i KoJIoHA. [Ipeocrasie 0me peioBe oIy HhaBaMo
no ysopy Ha peznoe R[3 + j'], rie je 7' meo 6poj u 1 < j° < j, a mpeocrase
JlecHe KojloHe 110 y3opy Ha kojone RT[3 + d'], rae je i meo 6poj m 1 < ¢ < 4.
Ha xpajy ce momu jgecHm mpaBOyraoHUK juMenswja j X ¢ jgonyau ca 0, 1 winm
3 hemmje, y 3aBucHOCTH 011 OcTaTaka (/Bybudacre hemmje ma ciamkama 6(a)-6(d)).
Tako mobujamo pea W € Wffw 3a KOjy je e(W) = émax(h, w). [ |

3a J0Ka3 ropibe rpanuiie nmoTpedHa Cy HaM joIll TPHU CTPYKTYpPHA pe3ysTara O
2-IIyHUM pednMa MaJiux InupuHa. FbuxoBu JloKa3u 3axTeBajy JdeTa/bHY aHaA3Y
peun mupuHa 3, 4 1 5 U yBOJie MOjMOBe KOjU ce KacHUje He KOPHUCTe, Ta UX OBJIE
ue HaBojuMo. Komiuternn jokasu wamase ce y |1, Jomarak 4.3].
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(a) 7xT7 (b) 7x8 ) 8x8 (d)y9x9 (e) 10x9

Cnuka 6: Heke 2-niyne peun.

2.21 Ilocnemuua. Heka je k > 2 u W € W(3k+1)x5 maxo da je WT[[1,4]] €
MW4X(3k+1 Tada je e(WT[5]) < —5/3.

2.22 ITocnemuna. Hexa je k > 1 u W € W(3k+2 s maxo da WT[1,5]] €
Mst(3k+2 Tada je e(WT[6]) < —4/3.

2.23 Tocseauna. Hexa je W € Wy, maxo da WT[[1,3]] € MW32,. Tada:
(i) [WTA]lo > [(h—2)/3] + 3;
(ii) Axo h =31, onda |WT[4]|g > [(h—2)/3]| + 4;
(iii) Axo h =32, onda |[WT[4]|g > [(h—2)/3] +5.
2.24 Jlema. Hekaje W € MW;2 . maxo da h,w > 6. Tada e(W) < émay(h, w).

Joxkas. ITpermocrasumo cymporro. Meljy cum konrpanpumepuma W e W2

hxw
h2:3k2+2 h2:3k2+1 h2:3k2+2
h1:3k1+l h1:3k1+1 h1:3k1+2

(h,w) =3 (0,0) (h,w) =5 (2,2) (h,w) =3 (1,1)
emax(h,w) =2 emax(h, w) =4/3 emax(h,w) = 4/3
h2 =4 h2 =5 h2 =4
hi=h-4 hi=h-5 hi=h-4
(h,w) =3(0,1) (h,w) =3(0,2) (h,w)=3(2,1)

Emax(h, W) =1 emax(h, W) =1 efﬂax(hv W) = 2/3

Cruka 7: 6 ciryuajesa.

3a Koje Baxku €(W) > é.x(h, w), mocMaTpajMo OHaj ca MEHUMAJHIM OPOjeM TOJbA.
Jlokas cnpoBogmmo y 6 ciydajeBa, 10 HA CUMETPH]Y.
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Cayuaj 1. ((3k1) x (3kz)), 1o jecr (h,w) =3 (0,0). Heka je h = 3ky, w = 3ks.
[Tpermocrasumo ja je e(W) = 3. lonaxkeme 0 KOHTPAKIHje MOKEMO y HACTABKY
TorJieJaTh Ha, CJIUTHU 8, TJle KOPUCTUMO OIleHe M3 ciydajeBa 4 u 9.

eW,) <1 h1=3ks,1+1

e(W) <1 h2=3k1,2+2

w=3kz w=3ka % e(W)=3

Ciuka 8: Ciy4gaj 1. meme 2.24.

Cayuaaj 2. ((3k1 +2) x (3ka +2)), 10 jecr (h,w) =3 (2,2). Heka je h = 3ky + 2,
w = 3ky+2. [Iperniocraumo ma je e(W) = 7/3. IloriegaT KOHTPAIUKIH]Y UCIIOJ,
rJie KOPUCTUMO OIleHYy U3 cJIydaja 6.

e(W,) <2/3 h1=3k1,1+1
W= h=3ki1+2
e(W,) <2/3 h2=3k1,2+1
w=3k:+2 w=3ka+2 % e(W) > 4/3

Ciuka 9: Ciy4gaj 2. eme 2.24.
Cayuaj 3. ((3k1 +1) x (3ka + 1)), To jecr (h,w) =3 (1,1). Heka je h = 3k; + 1,

w = 3ky + 1. IlpermocraBumo ja je e(W) = 7/3. Kourpaguknujy moriaegatu y
HacTaBKy Ha ciuiy 10, rime KopucTuMo oreHy u3 ciaydaja 6.
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e(W,) <2/3 hi1=3k1,1+2

W= h=3ki+1
e(W,) <2/3 h2=3k1,2+2

w=3k2+1 w=3ka+1 % e(W)=7/3

Crnuka 10: Ciayuaj 3. neme 2.24.

Cayuaj 4. ((3k1+1) x (3kz)), To ject (h,w) =3 (1,0). Heka je W € W3k1+1 3k
ca ki > 2, ky > 3. Imamo €,,4,(3k1 + 1,3ky) = 1 Tako jma npermoctaBuMo ja je
e(W) = 2. Heka je WT = WT|[[1,4]] & WT[[5 3ko]], ma M3 MHHUMAJIHOCTH CJIE/H
e(WT[[1,4]]) = 4/3 u e(WT[[5,3ks]]) < 2/3 (10 ciayuajy 6), mro ummimmupa
e(WT[[1,4])]) = 4/3 u e(WT[[5, 3ks]]) = 2/3. Ann npema nocesmmm 2.21] jemaxoct
e(WT[[1,4]]) = 4/3 nmummmupa e(WT[5]) < —5/3. Crora e(WT][1,5]]) < —1/3,
tako 1a je e(WT[[6,3ks]]) > 7/3, mro je y KOHTpajuKIuju ca MuHMMAJHOIThY
(cityqaj 3).

Cayuaj 5. ((3k1) x (3k2+2)), 1o ject (h,w) =3 (0,2). Heka je W € W;?X (3ha+2)
ca ky > 3, ko > 2. ImaMo €4, (3k1,3ky + 2) = 1 Tako ja mpeTnoctaBuMo Ja je
e(W) = 2. Heka je W = W][[L, 5]] © W[[6, 3k;]] . Ilo Munumasnoj mpermocrasiu
umanmo e(W[[1,5]]) < 4/3 u e(W[[6,3k1]]) < €max(3(k1 —2) + 1,3ks +2) = 2/3
(cayuaj 6). Oso mviummmpa e(W) = e(W([1,5]]) +e(W][6,3k,]]) < 4/3+2/3 = 2.
W([1,5]] u W[[6,3k]] cy 2-myne. Ilomro je W][1,5]] 2-uyna, u3 nocieure
caequ ga je e(W[6]) < —4/3. Kako je e(W][6, 3k1]]) = 2/3, caemu na mopa 6urn
e(W|[7,3k1]]) > 2. Ako je ky > 3, tana €,4.(3(k1 — 2),3ky +2) = 1 (ciyuaj b),
mro sHaun ga e(W[[7,3k1]]) > 2 > 1 = é,4:(3(k1 — 2),3ky + 2), mT0 je y
KOHTPaMKIUju ca MuHMMasHomhy. Ako je ki = 3, maga W/[[7,3k1]] = WI[7,9]]
u Mopa sa Oyny 2-myne ca e(W/[[7,9]]) = 2, mrro namehe ga je e(W[6]) = —4/3.
Mebyrtum nocseuna (ili) nmamaxke na ako je WI[7,9]] 2-nyna, Taga WG]
(3ky +2) — 2

3
1a je e(W[6]) < —13/3, mro je y KOHTPAUKIIIjHL.

Cayaaj 6. ((3k1 + 2) x (3k2 + 1)), 1o jecr (h,w) =3 (2,1). Heka je W €
Wéil+2)x(3k2+1), ki,ky > 2. Umamo 1a je €,4:(3k1 + 2,3ky + 1) = 2/3 Tako ma
npernocrasumo e(W) = 5/3. Heka je W = W][1,4]] © W[[5,3k; + 2]]. IIpema
vuanmasaoct W nmano e(W([1,4]]), e(W([5, 3k, +2]]) < 4/3 (cnyqaj 3). [Tocroje
JBa ciaydaja Koja tpeba pasmorpuru: win je e(W/[[1,4]]) = 4/3 u e(W[[5, 3k, +

CaJIpKU HajMarbe J + 5 = ko + 5 Geux kBajparuha. OBo 3HAYN
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2]]) = 1/3 wm e(W[[1,4]]) = 1/3 u e(W[[5,3k; + 2]]) = 4/3. Heraman noka3 na
oba caydaja JoBojie 0 KOHTpajuKiuje Moxe ce nahu y [1, Tonarax 4.4]|. |

OBuMe €MO 3aBpIINJIM HAIIl IVIABHU 3a/IaTaK, & TO je Ja IIOKAasKeMO J1a BayKu
riaBHa TeopeMa [2.1]
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3 /IBoamMeH3mMOHAJHU OMHAPHU IMAJNHIPOMU

Kao mro je Beh pedeno y mpearosopy, oBo TOIJIaB/be MacTrep paja ce 6GaBu
JIBOJIMMEH3NOHAJIHIM OMHAPHUM MaJnHApOMEUMA. [lojaM IBOAMMEH3MOHAJIHUX IIa-
JIMHJIPOMA je YBEJIeH ca UJbeM KapaKTepusaliyje 1BoauMensnonaaanx [ TypMosux
pedn, Koju uMajy MpUMeHy PeIMO y KOMIIPECUjU M0JIaTaka, IPerno3HaBamby JIUIa
U Ipero3HaBamy obpasalia. Y OBOM IOIVIAB/bY JIajeMO TPAHUILy KOJUKO HajBUIIe
Pa3IMYUTUX HAJIUHIPOMCKEX (haKTopa MOry uMaTh ojpehene JBOAUMEH3MOHAHE
ounapue peun. Takobhe, nmpejacraB/baheMo u HeKe JIOE TPAHUIIE 38 ITAJTUHIPOMCKE
dbakTope M TO y 3aBUCHOCTH Jia JIM je TOCMATpaHa ped MepHOMYHA UM alle-
puoanuHa. /lajeMo u Heke IpUMepe KOju MOKa3yjy Ja HaBeJeHe IpaHulle ce He
Mory mobosbinaru. etasHuju mperiie; oBux pesyarara nHajgasu ce y (9] u [10].

3.1 Topme orpanmdeme Opoja Pa3IMINTUX JTBOJINMEH3MOHA-
JIHUX TIAJAHJIPOMCKUX PpakTopa y ABOANMEH3MOHAJHO]
OmHapHOj peYn

[TompasymeBamo na je aounanu andadber A = {0,1} wm A = {a,b}. VY
OBOM OJI€/bKY JajeMO KOJIMKO HajBUINE PA3TUINTHAX HAJTNHIPOMCKIX (haKTOPa MOTY
nmatu ojipehene JiBojinMen3uonasne ouHapue peun. Ha Kpajy oBe cekIiyje n3HOCH-
Mo JBe xurorese. C 003upoM Ha orpaHmder-e oOuMa OBOT paJjia, Ipe3eHToBahemo
JIOKa3 caMo TJIaBHE TeopeMe. 3a mhera je morpeban Hu3 MOMONHMUX JieMa U IIPOIIO3H-
mja, Koje dpopmysmiremMo 6e3 goKa3a, a Jokasu ce Mory nponahn y [9]. Hanasme,
ca T, O3HA4YaBaMO BPEeJTHOCT 2w + L%J — 1.

3.1 Jlema. Ilocmoju najmarve 8 0600UMEHSUOHANHUT PEYUU CO Ty NAAUHOPOMA
Y Wosw, 36w > 3.

Hoxka3s. Heka je w mapno, 1j. w = 2k u X = (01)§ € WT. Nmamo caja 1Ba
cirydaja:

1. 3a k mapmo, mocMaTpaMo CKyIOBe
Ay = {(01)2 © XX (01)7 © XBX,(10)2 © XX% (10)7 & XX},
By = {W": W € Ay}
2. 3a k HEnmapHo, MOCMATPaMO CKYIIOBE
Ay = {(01)2 6 XX (10)? o XXE XXE o (01)2, XX* 5 (10)2},

By, = {Wc W e Agk}
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Hexa je Sop = {W : W € Ay, UBg}. Axo je X # X ongaza cse Wi, Wy € Soy,
W1 # Ws,. CBux 8 TpazkeHUX pedn U3 IOCTaBKe JieMe IPUIajajy cKymy Sog. CamdaHo
3a W HEMAapHO, C THM IIMTO Sox_; jedunueMo kao Sop—1 = {W : W je 2 x (2k —
1) npedukc peuan y So }. [ |

3.2 HamomeHna. Youasamo ja ako je W = Wy © Wy € Why,, mammaapomM,
onyia Baxkn Wy = W[
3.3 Jlema. Axo je W € Whyy,, w > 2, 0600uMEH3UOHANHY NAAUHIPOM, OHIG

P2d<W) S 2w.

3.4 Ilpono3umnuja. Hexa je T, 3a koje je w > 4 u w napro, ckyn ceuUx
dsodumensuonarsnur pevu W € Way,, K0je 3adosomasajy caedehe:

1. Pgd(W) = Ty,
2. S/pe%u w nocmoju 1 xw ncmu%&pomcmt gicmmop;

3. Axo us pevu W yxasonumo npepurc u cypurc dumenduje 2 X k, za ceaxo k
makeo da je 2k < w, dobujamo dsodumenzuonany pev us Wy (w—2k) %0ja
CaoPAHCU Ty_ok NAAUHOPOMA.

Tada saorcu T, = S, 2de Sy, je ckyn depurucanr y semu (3.1

3.5 IIponosunuja. Hexa je T, 3a xoje je w > 7 u w HENGPHO, CKYN CEUL
dsodumenzuonasnur pedu W € Way,, koje 3adosomasajy caedehe:

1. P2d<W) = Ty,
2. B/pe%u w nocmoju 1 xw nanuu&pomcnu gﬁanmop;

3. Pexypaustum yxararearem cygurca dumenduje 2 X k u npepurca dumensuje
2 X k us pewu W, yxaarwa ce pedom 3k, odnocro 2k nasundpoma usz W,
cee dox ce ne dobuje dsodumenzuonarna pey u3 Waya. ¥V cearoj dasu maro
dobujena dsodumenauoranrna pey y Way cadpotcu m nasunopoma.

Tada je T, = 0.

3.6 Jlema. Hexa je W € S,,. Tada xonkamenayuja xororne C € Wayy (W O C
uau C O W) ne moorce cmeopumu 3 1066 NasuHIpoMa.

3.7 Jlema. Hexa je W € Wy, makea da W = C O Wy uau W = W; O C,
20e Pgd(W> =Ty U Pgd(Wl) < Tpw—1 3G Ce Was1 u Wi € W2><(w—1)-
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e Axo je w napro, mada Pyy(W1) = my_1 u xonxamenayujom xoaone C ce
dopmupajy mawro 3 NaAUHIPOMA.

e Axo je w nenapro, mada Pey(W1) = my_1 (00HOCHO Ty—1 — 1) U KOHKGMEHA-
yujom C' popmupagy ce mawno 2 (odnocro 3) nasundpoma.

Hapeane nase jeme HaBoamMO He caMo 3a OunapHu ciydaj. Hama he Outu o
MHTepeca caMo OMHapHa Bep3uja, aju IIOIITO JIeMe Bayke W OIIITHje, TaKO UX U
dopmyuremo.

3.8 Jlema. Heka je W € Whyyw, 3a w > 1. Tada, dsodumenzuoranna pey
W O (A 6 Ay) u (A1 © Ay) O W, 2de Ay, Ay € W*, emsapajy najeuwe 3 nosa
NAAUHOPOMA, M. HAJEUWE 2 TOPUIOHMAAHA NAAUHIPOMA U Hajeuwe 1 nasundpom
dumenauge 2 X t za t > 1.

3.9 JIema. 3a dsodumensuonanrny pew W maxsy da W = W1 © Wy € Wayw,
3aw > 1,

e axo je |Alph(W1)| = 1 uau |Alph(Ws)| = 1, onda Pyg(W) < 2w;
o axo je |Alph(Wr) N Alph(Ws)| < 1, onda Pay(W) < 2w.

Cajta npesiazumMo Ha OUTHY TEOPEMY Y OBOM IOTIIOTJIABIBY.

3.10 Teopema. Hexa je W € Wayy,, 2de w > 2. Tada
w

Hokas. JlokazyjeMO MOTIIYHOM MaTeMaTHIKOM uHIyKnujom o w. Lllro ce
Trde Oa3e WHAYKIMje JTOBOJHHO je morsegaru y Tabenn 3. 3a 2 < w < 10. Osa
tabesia je jobWjeHa JIMPEKTHUM padyHOM IoMohy kowmijyrepa. [IpermocraBumo
na Baxku Poy(W) < m 3a W € Wayy, tie £ < w. OHJa y WHIYKIMjCKOM
KOpaky Tpeba ja mokaxkemo ja Baxku Poy(W) < m,yq 3a W € Wax(w+1)- Heka
jeW =C,0...0Cpyy nWli:jl=C O..0C; (oBy HoTaujy KOpUCTHMO
U HaJajbe y 0BOM Homasiby). ObeeskuMo ca y; j (OLHOCHO z; ;) 6POj IMAIHIIPOMA
koju Hecrajy u3 daxropa Wi : j] kama ce ykionn C; kosona (oxuocuo C}). IIpema
aemn [3.§ umamo Jla ce MOXKe HajBHUINE CTBOPHTH 3 MAJINHIPOMA KOHKATEHAIIH]OM
kosione. Omjta nmamo ciejiche cirydajese:

1. Poy(W]l : w]) < my. Oupa, Pog(W) < myiq;

2. Poyy(WI1: w]) = my, 3a w menapuo. Taga, Pyg(W) < 1y + 3 = Tyi1;
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C; e

3 Fg25 — 1 3

Cnuka 11: Cayuaj 1.

3. Pog(W([l:w]) =myu 21 41 < 23aw napuo. Taga, Poy(W) < my+2 = myir;
4. Pog(WIl : w]) = Ty 1 21,941 = 3 3a W HApHO.

[Tokazahemo j1a 3a 4. He 1TO0CTOje TaKBe Pevn Koje ra 3a/10BoJbaBajy. [locmarpamo
ped W € Way(wt1), TO€e je w mapuo, TakBo ma Baxu Poy(W[l @ w]) = m, u
21w+1 = 3. KonTpamnosumnujom jeme (nmajyhu y Bujy HejeHAKOCT Ty > 2W)
nobuja ce qa W1 : w] uuje namunapom. CiydajeBe pasiukyjeMo y 3aBUCHOCTHU O
HojaBJbUBaba MaTMHAPOMa JuMensmje 1 X wy Wl : w].

Cayuaj 1: IIpernocrasumo jga y Wl : w| nocroju mamuapom aumensuje 1 X w.
Tama Baxke yciaosu 1 u 2 w3 mpornosunuje 3a W[l : w]. Ako ta pea W[l : w]
3a/10BoJbaBa U 3. ycjoB u3 nponosunuje [3.4 onga Mopa npunagatu ckyiy Sy, ITO
je Beh memoryhe 36or seme [3.6, 3aro mMopa nocrojaru npBE HUBO PEKYP3UBHOD
ckpahuBama Ha KOMe ce u3ryou ,mpesuine’ najguaapoma. [log pekypausanm ckpa-
huBameM 1o/Ipa3yMeBaMO y3aCTOITHO YK/IAhAE JIEBE U JIECHE KPAjibe KOJIOHE Pevn
y CBAKOM KOpaky pekypsuje. MelyTum, momro ce yKjaamameM JieBe WA JIeCHE
kpajwe Kojione (Ha ciaunu usHa C; u Cy_jy1) MOXKe U3ryOUTH HAjBUINE 3 MAJU-
HJIpOMa, jeJIMHU HAYWH Ja ce MOK/J1a n30erne KOHTPaIUKIIAja jecTe J1a YHY TPallhbu
dbakTop nma TauHO Ty _o; — 1 MasmHApOMa (BUIETH CJIUKY W3HAJ) U Jla Ce YKJIa-
IbambeM CBaKe OJf JIBe KPajihe KOJIOHEe M3ryde TadHo 1o 3 najumagapoma. To Beoma
cyzKaBa MOTYNy CTPYKTYPY PeUH U 3aTO IPeIa3uMo CaJia Ha aHAJM3Y TIO/C/TydajeBa
1(a) u 1(b), kao Ha canmum 12.

[TpBo mocmarpajmo nogcaydaj 1(b), na fiemo ce oHja OCBPHYTH Ha TIOJC/TYYaj
1(a).

[Momemyqaj 1(b): Axo Baxku Pog(Wi : w — i+ 1]) = my_oip0 1 Pog(W[i — 1 :
w — i + 2]) = Ty_2i+4, KOHKaTEHATIMjOM KOJOHA C;_1 1 Cy_;yo JOAjE CE TAYHO 5
nasmeapoma y ped Wi : w — i + 1]. 3aro 6ap jeana ox HOBUX KosoHa (C;_1 wam
Cly—ir2) MOpa Jia JIONpUHECe ca 3 NaauHApoMa. 360 CTPYKTYpPe PeUr 1 JIeMe , TH
MAJIMHIPOMU HE MOTY HACTATHU IIPOU3BOJHHO, jep OM TO MPUMOPAJIO Jia jeJiHa BPCTa
6y1e obsmka a2 3a Heko a € A, mTo je Hemoryhe. 3aro cy moryhe camo onpelhene

KoH(pUTrypaIrmje KpajibnxX KOJIOHA, IMa ce aHa/n3a CBOJM Ha 3 HOBa IOJCTyYaja
1(b).1, 1(b).2 , 1(b).3 xao na coaumu 13.
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Cs  Cgpa Coeo—p G Cige Con—ipn

31 2 Mw—2i—1 3 31 3l Buw—gs——1]| 3

Couka 12: Tlopcnyuajesu 1(a) u 1(b).

o llomcmyqaj 1(b).1: Y oBom cayuajy pea Wi+ 2 : w — i — 1] uma nmapan 6poj
KOJIOHA, T1a je ped CJAWYHA pedn ca cjuke 11, ma crora JJoKa3 CJIeI.

e Tlouncinyuaj 1(b).2: Axo C;_1 nomaje 3 naymugpoma pean Wi : w — i — 1],
Taja je 6poj masuaapoMckux dakropa y peun Wi — 1 :w — i — 1] 3anpaso
Tw—2i—2—1+3+343 = Ty _9;11+1, MITO je y KOHTPAIUKITAJU Ca WHTYKITN)CKOM
npernoctaBkoM. Ako C,_; 12 A0aaje 3 namuuapoma pean W{i+2 :w—i+1],
taga ped Wi+ 2 : w —i+ 2] uma m,_9;,1 najuuapoma. [lpumernmo jia ped
Wli+1:w—i+ 1] uma m, 91 ca HenapHuM OGpojeM KOJIOHA U Jia je ped
Wi+ 1:w—i+ 2] cimuna pean Wi + 2 : w — i + 1] koja ommcyje ciaydaj
1(a) (o memy hemo KacHumje), crora Jg0Ka3 CJIe/IH.

e Ilogcayuaj 1(b).3: OBaj ciayuaj je camuan ciaydajy 1(b).2, a 3aBprmaBamo
pedjy camanom pean Wi+ 2 @ w — i + 1] onmcanoj y cayuajy 1(a). daxie,
PEKyP3UBHUM YKJIAIHLAIEM KOJIOHA Yy OBOM CJIydajy WM Ce JI0JIa3u 10 Pedn
u3 ciydaja 1(a) uam ce noasu 10 pean aumensuje 2 X 8. MehyrTum, Hujenna
o7 peun u3 Sy He 3aJ10BO/baBa ycjaoBe u3 ciaydaja 1(b), ma ce mobuja KoHTpa-
JIUKITA]a.

[Momcnyuaj 1(a): dahemo ckuiy mokasa, jep je TEXHUKA CIMYHA KAO Y MPETXO-
qroM mozciydajy 1(b). Osie nocmarpamo jorn mawmu dakrop Wi+ 2 1w —i] u
IIOKa3yjeMo Jia OH He MOzKe OMTH JIBOAMMEH3UOHAHN TAJNHIPOM HU J1a CaJIPKH je-
JIHOJIMMEH3UOHAJIHU TTAJIUHIPOM IIyHE JIyzKuHe. 300T Tora TpH HaJUHIPOMa Koja ce
rybe ykiamameM Koone Cy,_; 11 Mopajy noruratu u3 Behier daxropa Wi+2 : w—
i+1]. Oryna ciaeaun na Wli+2 : w—i+1] nma Mmakcumasian 6poj HajauHIpOMa, TO jecT
Poy(Wi+2 : w—i+1]) = myp_o;. 3aTUM, YKOJIUKO 0Baj (haKTOP 33/10BOJbABA YCIOBE
upornosurje [3.4] 1o1a3uMo 10 KOHTPAMKTOPHOCTH Ca PAHUJUM Pe3yJITaTuMa, 11
TaKBa CTPYKTypa He MoOxKe moctojatu. Marme mojiciydajeBe 3a 0Baj I0JIC/IyYa]
HeheMmo f1aTu, jep je TeXHUYKH CIUIHO Kao 1 3a 1(D).
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1(b)

Ci Ci+1 Cw—i+l
3 3 My —25—ilk — 1 3
Gy Gy Co—i By C; Gy ey Toiin
3 3 Tw—2i—2 1 3 3 3 TMw—2i—92 — 2 3 3
1(b).1 1(b).3
C’i Ci+1 Cw—i Cw7i+l

3 3 My—2i—2 — 1 2 3

1 (b).2

Ciuka 13: Toxcnyuajesn 1(b).1, 1(b).2 u 1(b).3.

Cayuaj 2: IlpermocraBumo ja wHema 1 X w nammugapoma y W[l : w|, Taga
nocmarpamo dhaxrop Wl : w—1]. Ilo unayknujekoj npernocrasim nmamo Pog(W(1 :
w—1]) < my_1. Axo Baxku Pyg(W[1 : w—1]) < my_1 obma Pog(W[1 : w+1]) < myiq
u 1y je kpaj. Axko Baxku Pyg(W([1 : w — 1]) = m,_1 onga nomohy npormosurje
u JIoKa3a u3 caydaja 1(a) 101a3uMo 70 KOHTPAIUKIIT]e. [ |

h X w VYxkynaH 6poj 2D peun  Max(Pzd) Bpoj 2D peun Koje pocTuy Max(Pa2d)
2x2 16 4 14

2x3 64 6 56

2 x4 256 9 12

2x5 1024 11 100

2x6 4096 14 24

2x7 16384 16 204

2x8 65536 19 8

2x9 262144 21 164

2 x 10 1048576 24 32

Tabena 3: Hamuagapomu y 2 X w GuHapHUM pednMma.

Y Tabenu 3. NpUKa3aHu Cy PE3yJTaTU IIPETXOJIHE TeopeMe. Y MPBOj KOJIOHU CY
JlaTe IMMeH3uje pevun. ¥y JIpyroj KOJIOHHU je AaT Opoj YKYITHUX JIBOIMMEH3MOHATHITX
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ounapaux peun. Y Tpehoj KooHu je gar MakcuMaJiaH Opoj MaJuHIPOMCKHX (da-
KTOpa, JIOK je y IOCJeIh0j KOJOHN JaT OPOj JBOJAMMEH3UOHATHUX Pedu Koje J10-
CTHZKY MaKCUMaJaH OPoj MaJMHIPOMCKUX (haKTOPa.

3.11 Ilocaemunia. Hexa je W € Whyw, 20e h,w > 2, mada

PQd(W)gg(h(w—l)JrL%J+1)+(h—2)+%%]

11w
3.12 Hanmomena. Y opuUTruHAJHOM paJly HeJOCTaje cabupak — [5-‘ . bez mera,

2
IoCJIeIUIA Ce JIAKO U3BOJM Y CJaydajy Kajia je h mapan Opoj, ajau 3a HelmapHy

BPEJIHOCT Tpanuiia 6e3 Tor cabupka jesayje Kao MPEeBU ayToPa.

Hahemo caja Teopemy 3a JBOJNMEH3HOHAJHE TEpHOANTHE pedn (00jacHHIIN
CMO paHHuje y yBOJy IITa Cy IEepUOJnIHe pedn) HaJ| ajidhaberoM Mpou3BOJbHE Ka-
P/IMHAJIHOCTH, T1a heMo by U TeopeMy 3a JBOJIMMEeH3NOHaJIHe OnHAPHE pedn 2 X w
[oBe3aTu y HOBY TeopeMmy Koja Hac mHTepecyje. okas cienehe Teopeme nehemo
HABECTH, jep je TeopeMa Be3aHa 3a IPOU3BO/bHU ajiaber, a He MCKJ/bYUHUBO 3a
ounapuu asihader.

3.13 Teopema. Hexa je W dsodumensuonarna nepuoduuna peyw Yy Wasqy,, 20€
w > 2, onda jedan 00 caedeha 2 ycaosa 3adosomasa:

1. Axo je nepuod pevu W 1 x1 3al>1,2x1 uru 2 X 2, onda Pog(W) < 2w;

2. Axo je nepuod pevu W 2 x 1 3a 1 > 3, onda Pyg(W) < 2w +1— 3.
Ha kpajy oBor normorias/ba mocrapulieMo JiBe Xurorese ca Kpaja paja [9)].

3.14 Xwumnoresa. 3a dsodumensuonanny ounapny pew W € Wiy, 2de h,w >
3, 8aoicuy

Po(W) < hw + (h — 1) {%J

3.15 Xwumore3a. 3a pevwu 3adamux dumensuja h X w, 2de h > 2,w > 4, one
Koje docmustcy maxcumanar 6poj nasurndpoma mopajy bumu bunapre.

3.2 Jlowme orpanmyeme Opoja pas3MINTHX JTBOJMMEH3MOHA-
JIHUX TTAJAHJIPOMCKUX (pakTopa y JABOAMMEH3MOHAJIHO]
OMHApPHO] peun

Y 0BOM IOTIOTJIABIBY MIPEJICTABUNEMO HEKE JIOH-e IPAHUIIE 33 PA3INYINTE TaJIU-

HJIpOMCKe (haKTOpe y JIBOJUMEH3UOHATHO] OMHAPHO] pevr U TO y 3aBUCHOCTU JIia

JIX je mocMaTpaHa ped nepuojndHa win Henepuojnyna. Jlahemo u #eke mpumepe

KOjU TI0Ka3yjy Ja ce HaBejeHe IpaHuile He Mory mobosbinaTru. lahemo camo Heke
JoKaze TBphema, JOK IIpeocTalie JoKase MoxKeTe morienaru gerabauje y [10].
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3.16 Jlema. Hexa je W deodumensuonarna bunapra pew dumenduje 2 X w,
ede w > 3, y K0joj ce nojasnyjy camo caosa a ub. Tada cy caedehe mepdwe maumne:

1. W nema narurdpom dumersuje 2 xt, aat > 1 axo u camo axo je uru 06AuKa
a¥ & bY uau rwenoe epcma-Konjy2ama,

2. W uma mauno jedar nasundpom dumensuje 2 X t, aa t > 1 axo u camo axo
je jednoez 00 caedehux obauka:

a,w_lb abw_l b 1Xi1 a b 1Xi2 a . b 1Xik
blq)  bawl (a) a (a) a --- <a)

ede 1 <k < {%-‘,z’j>03a2§j§k—1uil,ikZOu,/LujeOMumH)eHux

8PCMA-KOHJY2aMa.

3. Ceaxa dpyea dsodumenzuorarna pew W uma najmaroe 2 nasundpoma dume-
Hauje 2 X t, 3at > 1.

3.17 Ilpono3unuja. bunapre 2-noaybeckonavre pevwy umajy Hajmaroe 10 na-
AUHIPOMCKUT harmopa.

3.18 Jlema. Hexa je W h-noaybeckornauna 6unapra pew maxsa da W uma
najeuwe jedar nasundpom dumensuje h X t, t > 1 3a h = 3,4. Tada W uma
OECKOHAYHO MHO20 TOPUSOHMANHUT NAAUHOPOMA.

3.19 Hamomena. Heka je W h-nionybeckonauna ped 3a h = 3,4,5 Tako ja
cee Bpcre W), mMajy TauHO 8 MaJMHIPOMCKHX (dakTopa. TakBux peun mma 127,
Mozke ce npoBeputn Ja Bazku Pog(W3) > 14, Poy(Wy) > 16 u Poy(Ws5) > 20.

3.20 IIpono3unuja. bunapre 3-noaybeckonaure pevu umajy Hajmaree 14 na-
AUHIPOMCKUT parmopa.

Hoka3z. [locmarpamo d6unapuy 3-nosrydbeckonauny pea W. mamo cieneha 3
cJrydaja.

1. ciaygaj: Axo cBe Bpcre peun W umajy tadno 8 maaumHIpOMCKuX (akxTopa,
OHJIa, O ITPETXOJIHO] HAIIOMEHH, CJIEJIN Ja nMa HajMambe 14 majmHIpOMCKIX
dakTopa.

2. ciaydaj: Ako HajMarbe jesHa o1 Bpetu pedn W nma Hajmame 11 maauHpoMcKux
dakTopa u W nma konadan Opoj HaJIMHAPOMCKUX (GaKTOpa, OHJA MpeMa
aemu [3.16) uma HajMarbe 2 masaumapoMa auMensuje 2 X t, rae t > 1 u npema
MIPETXO/THO] JIEMU CJIeJIA Jla MOpa Jla UMa HajMamhe 2 MaJuH/IPOMa JTUMEH3U]je
3xt, rmet>1. Crora W uma Hajmame 15 maguHIpoMa.
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3. ciaydaj: Y OBOM CJIydajy jajeMo camo pe3yiarar 6e3 jgokasa. AKO OCTOju
Bpcra peun W ca Bume oj 8 maJmHIpoMa TakBe Jia cBe BpcrTe peun W
nMajy Marme miam jeaHako ojr 10 masmHapoma, Tajga ped W nma HajMambe
16 mamuaIpOMA.

Jlakie, MOXKeMO 3aK/byIUTH Ja je HajMamu Opoj MaJuHIPOMCKHX (rakTopa y
OouHapHo] 3-10JIyOECKOHAYHO] peun 3arpaBo 14. [

3.21 IIponosunmja. bunapre 4-noaybeckonaywre pewu umajy wajmarse 16 na-
AUHIPOMCKUT harmopa.

Jajemo cajia npuMep Koju mokasyje Jia ce rpanuiie u3 nponosunuja [3.17] [3.20]
u [3.21] He mory nmoGosbImaTH.

3.22 IIpumep. Heka cy X = aababb u Y = abbaab jennommmensnonasine
ounapue peun u Heka je Wy, e 2 < h < 4, h-nnonybeckonadna OMHapHa ped Tako
Ja;

1 Wy = (X aY)»>/s,
2. Wy = (XY o X))/,
3. Wa=(XoYoXay)»s

Hanowmena: T'ope cmo uckopuctusu jgedununujy [1.18]) Tako mro cMo mycTuim
Ja n u3 geduHunmje Texku y beckonagHocT. Mimamo

aababbaababb - - -
aababbaababb - - -
aababbaababb - - - abbaababbaab - - -
Wy = , W3 = abbaababbaab - - - n Wy = )
abbaababbaab - - - aababbaababb - - -
aababbaababb - - -
abbaababbaab - - -

Bujmmo 1a je

PALy((X © )% = {a,b,aa, bb,a © a,b O b, aba, bab, abba, baab}.

Y (XeYoeX )1X12/ % ce nomarno nojassbyje ciejiehn CKym MajuHIPOMCKUAX
dakropa:
{a6a6a,bobobacboa,boacb}.

Hokcey (XYoo Xo Y)lxm/ % tonaTHO jaBiba cienelin CKyII HATHHIPOMCKIX
dakropa:
{a6acaca,bobobob}.
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[Ipumerumo ga je X 3-mukauyanu nmomepaj pean Y . [locmarpajyhu oaj mpumep
ounryienino je ja Baxku Pog(Wa) = 10, Pog(W3) = 14 u Pyy(Wy) = 16. Tume cmo
MTOKA3aJ/I1 JIa Ce JIOIhe TPAHUIE He MOTY OOOJBIIATH.

[Iporio3unuja Koja cjaeam HaM CJIyKU 3a JOKa3WBalbe TeopeMe O HajMameM
Opojy Pa3IUYIUTUX MAJIUHIPOMCKEUX (hakTopa y OeCKOHAYMHO] OMHAPHO] JIBOJIMME-
H3MOHAJIHO] PEYN.

3.23 IIponosunuja. Hajmareu 6poj nasundpomckuxr daxmopa y dbunapmo) 5-
NOAYOECKOHAYHO] PeYU, Y K0jo] c8e 8pcme umajy marve usu jeonaro od 10 nasu-
ndpoma, je 20.

3.24 Teopema. Beckonauna 6uHapHa 0800UMEHIUOHANHA PEY UMG HAJMATE
20 nasundpomcrux darmopa.

Hoxkas. Heka cy P, u P, nupedurcu qumensuja (5, 00) u (00, 5) pean W, peom.
Axo mocroju jegara BpcTa u jeaHa KojoHa y W oca mo 11 nanmuapomMa, Tajia BayKu
Py(W) > 11 + 11 — 2 = 20, jep 3ajejHUYKH TaJa MOTY OMTH CaMO TPUBHjAJIHH
najmHpoMn. AKo cBe Bpcere mipedukca Py nin cBe KojioHe npedukca P, mim oba
nMajy mMaibe o 11 majimapoma, Tajia mpemMa IIpeTxXo/IHOj POIO3UIUju peduxc P
u/wm npedukc Pp nmajy Hajmame 20 nasmmapoma. Tume cmo gokazanu teopemy. ll

3.25 IIpumep. Hexka je V = ababba © babbaa © abbaab © bbaaba © baabab ©
aababb. Yupaso Geckonauna ped W = (V)OO/ 6x20/6 ia 20 PA3IMYUTUX TIAJIU-
HpoMckux dakrTopa. OcraB/baMo duTaolry ja nporahe ceux 20 MaJIUHIPOMCKUX
dakropa u na noriena jgerapauje y [10]. Pea W sanpaso usriena oBaxo:

a b a b b aa b ab b a
b a bbaababdaa
a bbaabadbbaalylbd
b baabab b aada
b a a b a b b a ab ad
a a b a b b aa b a b b
W=a b ab b aabaldbba
b a bbaababdbaa
a bbaababdbbaalylbd
b baa b a b b aa b a
b a a b a b b aa b a b
a a b a b b aa b a b b
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Jlahemo cajia jiemy 4nju JIoKa3 OBJIe He HABOJUMO, jep ce OH OCJIatba Ha HEKOJIUKO
ITOMONHUX IIPOTIO3UIIja KOje HUCY O HEIIOCPEIHOT 3Havaja 3a IU/beBe OBOI' MacTeD
pajia, a BUXOBO yBoheme OM HenmoTpeObHO IMPOJIyKujI0 uijarame. [loTnyn jgokas
JleMe, 3ajeJHO ca CBUM MOTPEOHUM TOMONHMM pe3yiaTaTuMa, MOyKe ce mponahmn
y [10]. Hakon dopmynamnuje seme, malieMo u mpumep KoOju WIycTpyje 106ujeHy
rpaHUILy.

3.26 Jlema. He nocmoju anepuoduuna 2-noaybeckornaumna 6unapra pey ca 12
NarUHOPOMA.

3.27 Ilpumep. Cajna jgajemMo npumMep anepuondHe OMHAPHE Pedr, KOja mMa
TagHo 13 masunapoMckux dpakropa. [locmarpajmo @ubonauunjey peu F = abaabab
aabaababaababaabaab - - - | Koja je mobujeHa Kao rpaHuIHA BpeIHOCT HEU3A (fp)n>0,
rine fo=0, fi=amu f,11 = fofn_1 ¥ HEKa ce a NpeciUKaBa y a U b mpecjankasa y
abbab. Heka je W = V] © V5, rue Baxku ja ce V) npecimkasa y ' u ri1e Baxku 1a je
Va, 3-mukmunu romepaj o V.

__aabbabaaabbabaabbabaaabbabaaab - - -
~ babaaabbabaabbabaaabbabaaabbab - - -

[Ipumerumo ja je W Henepmojmvna U Ja uMa 13 pa3IuydUTUX TAJJTTHIPOMCKUX
daxTopa, TO jecT

PALy (W) ={a,b,aa,bb, aaa, aba, bab, abba, baab, baaab, a & a,b & b, ba © ab}.

3a kpaj, mahemo Tpu mporo3uigje momMohy Kojux ce jg06uja 3aBpINHA TeopeMa
3a OBO IIOTJIABJBE.

3.28 IIponosurmja. Anepuoduuna 2-nosybeckonauna 6UHGPHA PEY UMA HA-
gmarve 13 narurdpomcrux daxmopa.

3.29 Ilponosunmja. Hajmaru 6poj nasundpomcrux daxmopa iy anepuoouwHoj
3-noaybeckonaunoj bunaproj pewu je eehu uau jednax ca 15.

3.30 IIponosutuja. Hajmaru 6poj nasundpomckus gaxmopa y anepuodustoj
4-noaybeckonawnoj burapro] pevu je eehu uau jednax ca 17.

K
3.31 Teopema. Hexa ce ca XC[Lp] obeneotcasa ckyn ceur anepuoduunux h-
noaybeckonaunur ournaprur pevwu. Tada umamo ciedehe:

1. MinPy(X2) = 13;

2. 15 < MinPy(XL) < 24

3. 17 < MinPyu (X)) < 27;

4. 20 < MinPyy(XU)) < 28, h — .

OsumMe cmo 3aBpHIXJIN OBO IIOIVIaBJb€ MaCTEp paa.
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4 @PakTOpCKa CJI02KEHOCT JIBOANMEH3NOHAJJHIX Ou-
HapHUX pedn

Y oBOM TI0T/1aBJBY TOBOPHUhEeMO 0 (DAKTOPCKO] CJIOXKEHOCTH JIBOJIMMEH3UOHATHAX
ounapuux peun. IIpBo Tpeba ma obOjaCHHMO ITa ce TO TAYHO IOJAPa3yMeBa IO/
daKkTOpCKOM cJI0KeHOmNy jeTHOANMEH3NOHAIHNX OMHAPDHUX pedd, I1a OHJA TY
[IpUYy MIPOIIUPYjeMO Ha JIBOJIUMEH3UOHaHe OUHAPHE PEUN.

4.1 PakKTOpCKAa CJI0XKEHOCT je THOAMMEH3MOHAJTHIX OMHAPHUX
peun

Y oBoM Jiesty okazaheMo jeJiny 3aHUM/bUBY T€OPEMY YV Be3n (PaKTOPCKE CJI0KE-
HOCTHU jeHOIMMEeH3UOHaIHNX OnHapHux peun. Ho, ma 6mcmo Ouin y moryhHocTn
Jla je JIoKarXKeMo, Mopamo Ja jedunuiiemMo mnojam ¢pakTop-rpada Heke pedn.

DakTOpCKa CJI0KEHOCT 3aIIPaBO PEICTaB/ha KOMILIEKCHOCT PEYHU Y 3aBUCHOCTU
oJ1 haKTOpa Koje ped CaJIpKu.

4.1 Hedbunumnumja. Hexa je W beckornauna peu. Paxmop-2pad peda w pevu
W, y osnayu G,(W), je opujenmucan epad wuju cy 460posu esemenmu cKyna
F, (W), dedpunucanoz na npsoj cmpanuyu macmep pada, a u3 ueopa U y weop V
NOCMOJU 2PAHG AKO U CamMo axo nocmoje caosa a u b maxsa da cy Ua u bV daxmopu
pewu W u eaostcu Ua = bV

4.2 IIpumep.
——
‘,‘i’ [OIO] ‘f\
j AV
ll ‘\",
[ 1 , p] £ >
00 74 01 10

\ Ly /

Cimka 14: @akrop-rpad pema 2 peuan 0(01)>

Hajemo cajia popMysialyjy TeopeMe n IheH JI0Kas3.
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4.3 Teopema. Hexa je W jednodumenzuonarna 6unapra 6€CKkoMawHa pey.
Tada je pew W esenmyanto nepuodurna ako U camo axo 3G HEKU npupodar O6poj
w eaotcu |Fy(W)| < w.

Hoxka3. /lokasyjemo npBo cMep cieBa HajlecHO. Heka je W eBenTyasno nepuno-
nuana ped. /lakie, ona je obiuka W = UV, 3a neke konaune peun U u V. Jlako
je Buzetn na 3a cBako w Baxu |F,(W)| < |UV]. ¥amumo 6am na je w = |[UV|.
Twume je 0Ka3 OBe MMILIMKAIIA]E 3aBPIIEH.

Jlokaxxumo cajy ipyru cMep. Y OBOM JIOKa3y, IPBO heMo JJoKa3aTu jejgaH Me-
Dykopak, ma moMohy mera hemo M3BPIIMTH JIOKa3 OBOI' cMepa Teopeme. Hajmpe,
nokazyjemo na u3 |F,(W)| < w crenn ma 3a neko w € N Baxun |F,(W)| =
| Fy+1(W)|. IIpernocraska ga je |F,(W)| < w je ucro mro u |F,(W)| < w + 1.
I[IpernocraBuMo cynpoTHO, Tj. na 3a cBe w € N Bazku |Fy,(W)| < |Fyy1(W)|. Tana
MOKeMO Jia 3aruimeMo ja je | F 1 (W)| = [Fu(W)| + p(w), rae je p(w) dynkimja
3a KOjy Baxku p(w) > 1 3a cBe mpupomne 6pojese w. Caja nmamo

w—1

[Fu(W)| = [B(W)[+ ) (i) >w+2-1=w+1.

i=1

Tope cMo y HejeaqnakoeTn, y MehyocTanom, KopueTuiu u nojgarak ga je W ounapha
ped. Jobuau ¢cMO KOHTPAIUKIA]y Ca HOYETHOM HPETIIOCTABKOM.

Cagia Tpeba j1a JTOKayKeMo J1a U3 InibeHune 1a 3a neko w € N paxku |F,(W)| =
|Fyi1(W)| ciemm ma je W eBenryasnno nepuojudna ped. Heka mocroju w TakBo
na je |Fy(W)| = |Fur1(W)]. Moemarpajmo caga dakrop-rpad pepa w oBe pedn.
Kako je cBaku dakTop pega w npedukc Hekor ¢gpakTopa pema w + 1, caean jga us
CBaKOI UBOpa n3Jsasn 6ap jeaua rpana. YeiaoB |Fy,(z)| = |Fyp1(2)| 3naun ga cBakn
dakTop JyKuHe w MOXKe OUTH MPOJYKEH Ha jeJIMHCTBEH HAYWH, [1a CBE 3aje[HO
UMaMoO Jla U3 CBAKOT YBOpa M3JIa3U TavHO jeJHa rpaHa. Ilyrama Kojy OecKoHaUHa
ped omucyje je jemmHCTBEHO OfpeleHa, U (€BEHTYaJIHO MOCJIe HEKOJIMKO KOpaKa)
kpyzxkulie no kourypu. OBo ynpapo 3Haun ja je ped W eBeHTyaJHo IepuoauiHa,
4yMe je TOTOB JOKas3. [

[IperxoHa Teopema 3ampaBo IpejCcTaB/hba TPAHUYIHU CJIydaj, MOIMTO Beh 3a
|Fy(W)| = w+ 1 Baxku na je W anepuomnuna ped. 3uamo u3 jedununuje 1.8
sia 7o Baxku 3a IITypmose peun, ma camum tuM cy IITypMoBe pedn arlepuoindHe.
Taj nokasz nehemo gaTu y oBoM Macrtep pajy, Beh je 3Ha4UajHO J1a HAIIOMEHEMO TO.

[Toacernmo ce npumepa Pubonaunjese peun F' ca crpane 43. OHa je 3ampaBo
[MITypmosa ped u Taj okas nehemo mparu. Mmamo ko Pudbonadujese peun ciejehe:

o Fy(F) ={FE}, cneqm |Fy(F)| = 1;

o F\(F)=/{a,b} ciemu |F1(F)| = 2;
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o Fy(F) ={ab,aa,ba} cnequ |F5(F)| = 3;
o [4(F) = {aba,baa, aab, bab} cremu |F3(F)| = 4;
o [(F) = {abaa, baab, aaba, abab,baba} cnemu |Fy(F)| = 5...

Cagia nipestazuMo Ha TPUIy O (HAKTOPCKO] CJIOKEHOCTH, ajIu JIBOJUMEH3UOHA~
JIHUX OMHAPHUX PEYH.

4.2 @akKTOpCKa CJIOXKEHOCT JIBOANMEH3MOHAJIHUX OMHAPHUX
peun

Hakon nocraBpeHnx pesyiarara 0 GaKTOPCKO] CIOKEHOCTH je/THOTMMEH3MOHA-
JIHUX OMHADHUX PEeYd, MPUPOJHO je Jla ce TUTAMO IITa ce JeraBa ca PaKTOPCKOM
CJIOZKEHOIINY JIBOJIMMEH3NOHAIHUX OnHapHUX peun. Hupar je mocraBmo Xumoresy
KOja TBP/IA Jia Cy JBOJAMMEH3MOHAHE PEUN Ca MAJOM IIPABOYTAOHOM CJIOZKEHOIINY
nepuojnyane. OHa je ymnpaBo aHajoroH Teopeme 4.3, anu y jpe jumenswuje. [lof
[IPaBOYTAOHOM CJIOZKEHOINY TOoJpasyMeBa ce, y HallleM pajy, PaKTOPCKa CJIO¥Ke-
HOCT JIBOJIMMEH3MOHAJHUX OWHAPHUX PEYd, UMjH CKYI CMO Jaju y JIeUHUIII
1.12. V oBOM 0/1e/bKY I10jaM II€PUO/Ia OJHOCHU Ce HA BEKTOP IePUo/ia OECKOHATHE KO-
udurypanuje y Z?2, u ne Tpeba ra MeIIaTH ca HepUoJI0M KOHAYHE JBOIMMEH3UOHAIHE
peun u3 jgeme 1.44. Takohe j1a HAITOMEHEMO J1a CBH PE3YJITATH Y OBOj CEKITHjU BaxKe
3a [MPOU3BOJ/bHU KOHAYHU aJihabeT, aJiu IOIITO ce MU DaBUMO OMHAPHUM ucahemo
cByla Ja je andaber 6unapan. Cama majemo dopmymnamnujy Husarose xumorese
KOja U JaJbe HUje JJ0Ka3aHa.

4.4 Xunoresa. Hexa je W deodumensuonania bunapra pew u Fy, (W) cxyn
ceux axmopa dumensuje (h X w) pewu W. Axo nocmoju nap npupodnuz 6pojesa
(ho, wo) maxas da |Fpy w,| < howy, mada pew W donywma nenyaa sexmop nepuoda,
mj. nocmoju (x,y) € Z*\ {(0,0)} maxo da eascu 3a ceaxu nap (h,w) € Z2,
Wh+x,w+y = Wh,w-

4.5 Hanmomena. Maxko je Herje nmpupoHO Jia ¥ MPETXOIHO] XUMOTE3N YMECTO
7? une N?, MmaTeMaTH4Iapy IIPETIOCTAB/bA]Y JIa je UIaK 60/be Jla ce Y ABOTIMEH3N-
OHAJIHUM OMHAPHUM PedrMa HHJIEeKCH IvIeiajy Haj Z2.

Kao mro cmo Beh pexsu, HuBaroBa xumoresa je u jga/be OTBOPEHO ITUTAMHE.
Mmuoru MmaremaTnydapu cy MOKYIIaJIn Ja je JJOKaxKy, cTora hemo JaTu y 0BOj CeKIIju
HeKe pe3y/TaTe KOju Ccy oJl 3Hadaja 3a JiokasuBame HuBarose xurorese.

Kao npeu kopak ka Husarosoj xunoresu, 3angep u Tajureman cy y [13] moka-
3aJi caenche:
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4.6 Teopema. Hexa je W deodumensuonanna 6unapna pew. Ako mocmoju
nexo h € N mawso da je |Fj,o(W)| < 2h (uru axo nocmoju nexo w € N maxeo da
je | Fow(W)| < 2w) mada je W nepuoduwna.

Y6p30 nakon tora, Enudanuno, Kockac u Muruosu cy y [6] nokazanau Bep3ujy
Hwusarose xunorese:

4.7 Teopema. Hexa je W dsodumensuonasra bunapha pew. Axo npemnocma-

sumo da nocmoje dsa npupodua bpoja h,w maxea da |F,.,(W)| < mada je

w
144’
W' nepuoduuna.

Barum cy KBac n 3aMO0HM JOMATHO jOITT TTOOOJBINAN PE3YITAT NCTPAYKUBATHA,
KOjU MOKeTe morJiejiatu jerabuuje y [11]:

4.8 Teopema. Hexa je W dsodumensuonasra bunapra pew. Axo npemnocma-

w
sumo da eavicu | Fy, ,(W)| < 167 mada je W nepuoduvna.

Hacynpor rome, 3augepu u Tajueman cy y [12, npumep 5| nponaiim KOHTpa-
npuMmepe 3a aHajoron HusartoBe xumorese y Behum juMeH3ujamMa.

Barum cy Ban Cup u Bpuna Kpa nau nobospiname Teopeme Kpaca u 3ambonuja
y HaydHOM pajy [5]:

4.9 Teopema. Hexa je W deodumensuonanna 6unapra pew. Akxo npemnocma-

w
sumo da nocmoje dséa npupodua bpoja h, w marea da | Fy,,(W)| < - mada je W

nePUOOUHaQ.

Jlokas mperxojiHe TeopeMe je JUHAMUYKE MPUPOJIE: JIBOJIMMEH3UOHAHO] PeIr
W ce npuapy:Kyje Z*-TuHaMUYKHA CHCTEM U IPOytdaBa ce Iheroba CyOIMHaMUKA,
KaKoO OU ce MOIJIa JIOKA3aTH [MepUuojinIHocT 3a W.

Y [4] moxemo npornahu nokas Husarose xunorese 3a w < 3. Meros yribydyje
1peBoheme KOMOMHATOPHOI IIpo0JIeMa Ha IMUTamhe O HeeKCIIAH3UBHUM ITOTIIPOCTO-
puMa oxpehenor Z2- IUHAMIYKOT CHCTEMa, a 3aTHM aHan3y JOOMjeHor CHCTeMa.

VY pedepeniu [7], Kapu u Cabaion cy jlokazasm jia ce JBOMMEH3MOHATHE PeYr
MaJie CJIOKEHOCTH MOIY DAa3JIOKUTH Ha CyMy MEPHOJUYHUX pedn, JOK je y [14]
Cabajiomn 1mokazao Jla ako IOCTOjU TAKBUX HAJBUIINE JBE KOMIIOHEHTH, J& OHJIA
ciaenn na Baxku HusaTosa xumoresa.

U 3a xpaj, HajHOBUjU pe3yaTaT MoxKemo moryiegaru y [3], a opme hemo Bam
U3HETHU Taj IVIABHU Pe3yJITar:

4.10 Teopema. Hexa je W deodumensuonanna bdunapra peu. Axo mocmoju
nexo w € N maxeo da je |Fy,,(W)| < 4w mada je W nepuoduna.
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Nsmehy ocragor, ykoimnko 6u Baxkuia HuaroBa xumoresa, onja 6u Tpebdasio
Jia rpaHnvHu ciydaj oyune |Fp (W) = hw + 1, 1j. na 3a |F,(W)| > hw + 1 pea
W 6yne amepuopndna. ¥ [2] cy npoydaBane JBOINMEH3HOHAJIHE pedn (haKTOPCKe
caoxkenoctn hw + 1. OHu ¢y Kpo3 mpomosuiujy y [2] maam ja ako JaBoJMe-
H3noHatHa OuHapHa ped W mma dakTOpcKy ciiozKeHocT hw + 1 onjia He MOXKe
“MaTH HeHyJIa BEKTOP Iepuo/ia. Takohe, HCIIOCTABUIIO Ce JIa Y JIBOINMEH3UOHATHITM
OMHApPHUM pednuMa, BpcTe WId KojoHe Hucy mpasu IIITypMoBU HE30BH, Tj. jeIHO-
numvensuona e [1Itypmose pedn.
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5 3aHUMJBbUBOCTHA

Y 0BOM O7IeJBKY /1ajeMO 3aHUMJBUBOCTH y BH/y IIaxa, HOTalamba IMOIMODHUIA
U MHUHOJIOBIIA.

5.1 IIlax

[MTax je cTparemka urpa 3a JiBa Urpada, Koja ce ojJBHja Ha IPHO-0es10j TabJim
dopmara 8 X 8.

Cmuka 15: Nsrnen maxoscke tabse Ha  Cimka 16: H3rien maxoBcke Tabie ca
MMOYeTKy IapTHuje. HOTAIAJOM II0Jba.

Ha cymuim jieBo mprkasaH je pacrope/ MaxoBCKUX (pUrypa mmpe modeTka mapTuje,
a Ha CJIUIN JIECHO oDeJieyKeHe Cy IMo3uInje Ha maxoBckoj Tabym. Kosone cy obesre-
JKeHe cjIoBUMa a, b, ¢, d, e, f, g, h ciieBa HajieCHO, JIOK Cy BpcTe obesiezkeHe OpojeBuMa
1,2,3,4,5,6,7,8 ono3no marope. Buanmo masy pasiuky usmely HoTaruje mosuruja
HA MIAXOBCKO] Ta0JIN U Y JIBOJIMMEH3MOHAJIHO] Peyn. ¥ JIBOJUMEH3UOHATHIM PEIUMa,
U BPCTE U KOJIOHE HYMepHIily ce bpojeBuma oj 1 710 8, Ipu gemy ce BpcTe HyMEepHUIiry
0J103T0 HaJI0JIe.

Yemocrasumo 6ujeknujy ¢ : {a,b,c,de, f,g,h} — {1,2,3,4,5,6,7,8} TakBy
pa axn ¢la) =1, ¢(b) = 2, ¢(c) = 3, ¢(d) =4, é(e) =5, ¢(f) =6, ¢(9) =7,
o(h) = 8.

Ta/ia maxoBCKOM 10JBY Jj;, e je j € {a,b,¢,d,e, f,g,h}ni € {1,2,3,4,5,6,7,8},
o/IroBapa IOo3uIja

W9 —1i,9(j)]
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y JABOJMMEH3NOHAJHO] peun. Ha mpuMep, MmaxoBCKOM IOJbY gg OJroBapa IO3UIIN]ja
W13, 7].

Oxkosuiy 1o3uIMje y JIBOJAMMEH3UOHAJHO] pedn 1oBe3alieMo ca CKyIoM CBUX
Moryhux 1oJba Ha KOja KpaJb MOKe JIOCIEeTH jeHUM IoTe3oM. Kpasb ce kpehe 3a
TaYHO jeJIHO T0Jbe Y OMJIO KOM IPaBOJMHU]CKOM WU JinjaroHajsHoM cMmepy. Heka
je, Ha pumep, 6esin Kpasb Ha T0JbY €4, Kao Ha cyuiy uctofd. CKyIr ¢BUX oJba Ha,
KOja OH MOKe JIOCIETH JeJIHUM IIOTE€30M je

P = {d?n €3, f37 f47 f57 €5, d57 d4}

Ca spyre crpame, ako IIOCMATPaMO OKOJIMHY Koja je jiebuHIcaHa 3a JBOIMMEH3NO0-
HaJIHEe pevn, J00MjaMo caMo I10Jba KOja €ca MOCMATPAHUM ITOJbeM UMajy 3ajeTHUYUKY
CTpAHUILY:
N = {es, fa, €5,ds}.
[Ipema ToMme,
P=NU{ds, fs, f5,ds}.

OBO MOXKeMO 3allMcaTéd W y KOOpJuHAaTaMa JIBOJUMeH3HoHajHe peun. Heka

IIAXOBCKOM II0JBY j; ofroBapa nosurmja Wir, k], tae je

r=9—i, k= o).
Tana je okosmHA Te MO3UIHjEe Y CMUCTY JIBOAUMEH3UOHAIHUX PEIHN
Nw(r k) ={(r—1,k),(r+1,k),(r,k = 1), (r,k+ 1)} N ([[1, 8]] x [[1,8]]).
Ckyn nosunuja Ha Koje 6u Kpasb Morao Jia mpehe jeIHuM 1moTe3oM je
Py (r,k) = Nw(r,k) U{(r — 1L,k—=1),(r — 1,k + 1),
(r+1Lk=1),0r+1Lk+1)}0([[1,8] x1,8]).

Cnuka 17: Kpam 1 po3om 60jom obojeHa 110/ba Ha KOja OH MOYKE JIOCIIETH HAKOH
JEeJTHOT TIOTe3a.
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5.1 Hanomena. Crangapaao 1pHo-0esio 60jere maxoBeke Tabiie, ako jeiHy
60jy noucroserumo ca M, rpejicrasiba npumep 0-mryHe JBOMMEH3NOHATHE OUHADHE
pedn auMeHsuja 8 X 8.

5.2 IloTramame IOJIMOPHUIIA

[Toramame mojmopHuUIa je JpyITBeHa urpa Ha tadjaama dopmara, Ha IpUMep
8 x 11, rie je nm/b J1a Urpad MOTONU TPOTUBHUYKE ITOJIMOPHUIIE TAKO IITO moraha
Ha KOjUM TI0JbUMa, ce oHe HaJjaze. [IpBo ce mojMopHuUIie mocrase mIaBuM ITUjyHUMA,
JIOK ce ITOTODeHM JIeJIOBY MO IMOPHUIIA O3HAYABA]Y IIPBEHNM IHUjyHIMA. Y BapUjaHTH
urpe Kojy OBJe IOCMaTpaMo, TOJIMOPHHUIE Ce MOCTaB/bajy BEPTUKAJIHO WU XO-
PUBOHTAJIHO, & JIBE PA3JIMYUTE IOJMOPHUIIE HE CMejy Ja ce JI0Jupyjy, daKk HU
JTjaroHaJTHO.

Ha moyeTky urpe tabiia ce MoxKe ocMaTpaTh Kao JIBOJINMEH3NOHATHA OnHapHa
ped, jep je amdaber caunWmeH O JIBa CJIOBa: MPA3HOr I0Jha U T0Jba Ca TIJTABUM
nujyHoM. Y TOKy urpe tabjia mpejasn y TepHapHy ped, YUji je TPOCJIOBHE ajidhadeT
CaYUIHLEH OJ1 IPA3HOT [10Jba, 110/ba Ca IJIABUM IUjyHOM U T10Jba Ca IIPBEHUM II1jYHOM.
Ha kpajy urpe, kajia cy cBe IpOTHBHUYKE OJMOPHUIIE MOTOIbEeHE, TabJa ryou-
THUKAa Ce TIOHOBO MOXKe TIOCMaTPaTH Kao OMHApHA ped cadyuibeHa 0J1 TPA3HUX 110/ba
U TI0Jba Ca IPBEHUM IIHjyHIMA.

Ha coumum wcnon wanmasu ce jieBo Tabja ca HOTAIMjOM I0Jba, JOK Ce JIECHO
HaJ1a3u TabJia ca MOCTaB/HEHUM ITOJIMOPHUIIAMA IIPE ITapTuje.

Cnuka 18: M3arsien Tabjie 3a moramname Cimxa 19: Wsraen rabme kao Gunapue

[TOIMOPHHUIIA. pedu.

YenocraBumo Omjekiujy n3Mel)y HoTalmje KoJIOHA Y MOTalamy MOAMOPHUIA 1
HOTAIlMje KOJIOHA Y JIBOJIMMEH3NOHAHO] peun. Heka je

v:{A,B,C,D,E,F,G H,1,J K} — {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}
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JneduHrcaHa Tako Jia BayKH

W(A) =1, $(B) =2, ..., Y(K) = 11.

Taja no3unuju j; y noranamy nojmopuuia, tiae je i € {1,2,...,8tuj € {A B, C,
D,E,F,G,H,1,J, K}, onroBapa nosuiuja

Wi, b(5)]

y JIBOJINMEH3MOHAJIHO] PEYN.

5.3 Munososary (enr. Minesweeper)

MumnoJsioBaly je KOMITjyTepcKa Urpa Koja ce o/iBuja Ha Marpurnu. /lumensuje
MAaTPHUIE 3aBUCE OJ HUBOA TEXKUHE WI'Pe KOju Urpad Oumpa Ipe MOoYeTKa UIrparba.
Hwpb wurpe je jna urpad OoTBOPHU CBa I0J/ba MaTpuiie 03 JeTOHUPaa CKPUBEHUX
MuHa. CBaKo MoJbe WM CJIP:KU MUHY WK je 0e3 MUHe, a HAaKOH OTBaparmha 10Jba
6e3 MuHe IMpuKa3yje ce OpPoj cyceHnx MUHa.

i o

Cauka 20: Marpuma MunoioBIA.

Martpuiia HEMa HyMepalujy y caMoj Wrpu, Na heMo meHe BPCTe U KOJIOHE
HYMEPHUCATH KAO IITO TO YNHUMO Y JBOJUMEH3nOHAJHUM pednma. [locmarpahemo
MaTpHILy 3a MOYeTHUYKH HUBO dpopMmara 9 X 9, y K0joj ce nanmasu 10 ckpuBeHUX
MUHA.

Hexka je andaber

A = {e,m},
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I7le e MpeJICTaB/ba MMPa3Ho MOJbe, a M IPeJICTaB/ba MMoJbe ca MuHOM. Hajupe jedu-
uuiemMo (byHKIH]Y CTelleHa KOpPUCTehu 1mojaM cycejcTBa U3 TeOPHje JIBOIMMEH3H-
OHAJIHUX pPeYHu:

q (i, ) 6poj cycennux nosba ca MmuHoMm, axo Wi, j] = m,
e i,j) = .
Bmw ] 0, ako Wi, j| # m.

5.2 Hamomena. [lojam cycejicTBa, 0jiHOCHO OKOJInHe, Y MUHOJIOBILY pa3/iuKyje
ce oJ1 IojMa OKOJIMHE KOJU KOPUCTHUMO 3a JIBOJINMEH3UOHAJIHE PEUN.

2 3ARESE 6 o8l op 23 A5 6 F B S

©W 0 N OO GO hA WN =
©W O N OO R W N =

Cunuka 21: JleBo je mpukaszana oKoJIMHA 10J/ba y MUHOJIOBILY, & JIECHO OKOJINHA TOJba
y CMHCJIy Te€OpHUje JTBOAMMEHINOHAJTHIX PETH.

Y IBONMMEH3MOHAJIHO] PEUN CyCeJIHA CY CaMO OHa I0Jba KOja ca IMOCMaTpPaHIM
IOJbEM MMAJy 3aje/IHUYKY cTpaHuily. ¥ MUHOJIOBILy ce, MOpeJ IbUX, CyCETHUM
cMaTpajy " JanjaroHaJIHO MTOCTaBJ/beHA M0Jba, KAO IITO je TPUKa3aHO Ha MPETXO/IHO]
CJIUIIN.

Heduaumumo cajia GyHKIN]Y KOja OIUCYje BPETHOCT 0/ba Y 3aBPIIEHO] Tab 1
MurmoJiosra:
m, ako Wi, j| = m,

minolovac (

degpw *(i,5) =

6poj cycennux MuHa y cmucsty Munososra, axo Wi, j] # m.

Yropeaumo oBy (GpyHKIH]Y ca DYHKIIjOM CTelleHa U3 TeOpHje TBOINMEH3NOHA-
smux peun. Koy dynknuje deg,, yy, crenen ce patyHa camo 3a I10/ba Koja cajipKe
MUHY, ¥ TO KOpUCTENU CyCe/ICTBO MPEKO 3ajeJHIIKe CTPAHUIE; OCTATUM O/bUMa
nozesbyje ce speanoct 0. Ca apyre crpane, pyHKIIN]ja degmmo10vac [I0JbY Ca MHHOM
3aJIpyKaBa O3HAKY M, JOK CBAKOM I0/by 0e3 MUHe J0je/byje Opoj cyce Hux MWUHA,

pu Yemy ce y MUHOJIOBILy padyHajy W JUjarOHAJJHH CyCeIIN.
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OBo nopeheme Tpupo/IHO HABO/IN HA jeJHO MOryhe MpOoIIMperhe MojMa cTerneHa
KOjU je KOpHUIIheH y JPYrOM IIOIJIaB/by. Y MECTO JIa C€ CYCEIHUM CMATPA]y CaMoO
JBe hesuje Koje nMajy 3aje JHUYKY CTPAHUILY, MOKEMO TTOCMATPATHU MUPY OKOJIMHY
y KOjOj Cy CyceJlHe U JIMjaroHaJIHO TocTaBsbeHe henuje. Taja jeana yHyTpalima
hesija nMa HajBUIIIE OcaM Cyce/ia.

Y TakBOM MOJeJly CTelleH TOoIymeHe hesmje morao 6mu ce jjeduHUCATH KAO
6poj nonymwenux hesja y 0oBOj mpoinpeHoj okosmau. Hakon Tora mpupojno ce
[I0CTaB/ba aHAJOTaH eKCTPeMaJsHi IpobJeM: 3a (pukcupane JIMMeH3Hje IPaBOyrao-
HUKa U j1aTh 6poj d, ojapeauTn Hajsehu moryhu Opoj nonymenux hemmja ako cBaka
nonymena heyja nma HajBuiie d MOMYHEHUX cyce/ia. buio Ou 3aHUM/BUBO OJIpe TH-
TH o/iroBapajyhe d-1yHe pedn u yropeuTh (bUXOBY CTPYKTYPY ca d-IIyHUM pednMa
u3 Jpyror norjasba. Ha Taj Hauma Ou ce MOIVIO UCHUTATH Yy KOjOj Mepu u300p
[I0jMa CyCeJICTBa yTHYe HA MAKCUMAJHY I'YCTUHY W HA CTPYKTYPY MaKCHUMAJIHUX
JIBOJIMMEH3UOHATHIUX OMHAPHUX PEUN.

6 3ak/pydak

Jla cymupamo, y 0BOM MacTep paJjly cMO 00pa/nijii MaKCUMAaJIHE JIBOIMMEH3H-
oHaJIHE OMHApDHE PEeY’ ca OI'PAHMYEHUM CTEIEHOM, JIBOJIMMEH3UOHAJIHE OWHApHEe
naJmHApoMe U (haKTOPCKY CIOYKEHOCT JIBOJIMMEH3NOHAJHNX OMHapHUX peun. Ha
Kpajy CMO JIaJii HeKe 3aHUMJBUBOCTH KOje ce TUIY JIBOJMMEH3MOHAJIHIX OMHAPHUX
peun.

3a MakcuMaJIHe JIBOJMMEH3MOHAIHE OMHAPHE PeYud Ca OTPAHUYCHUM CTEIIeHOM
JIAJIA CMO BazKHY TEOPEMY [MITo ce Tu4e IBOIUMEH3MOHATHAX OMHAPHUX TAJTH-
HJIpOMa, JIAJTH CMO HajMarby 1 HajBehu 6poj pa3IuIuTuX MaJIuHIPOMCKIX (DaKTOpa
KOj€ JIBOJIMMEH3NOHATHA OMHAPHA PEY MOKE Ja CAJIPYKU. 3a KPaj, y Be3u PaKTOPCKe
CJIOYKEHOCTHU JIOKa3aJId CMO JIa CY jeHOJMMEeH3UOHaHe OMHapHEe PevYu MaJje CJIo-
JKEHOCTU TEPUOJIMYHE, JIOK 3a JIBOJMMEH3MOHAJHe OMHapHEe PeYu HUCMO MOIJIN
JnokazaTn, Beh cmo HaBesin HuBaToBy xumoresy, Kao U meHe TOKYIIAaje JTJOKA3UBAIHA.
Hwusarosa xumoresa je u Jilajbe OTBOPEHO IUTAIHLE U HA TOME PaJie MHOTU MaTeMa-
THYapH.
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buorpaduja

Anekcargap Tpkyma je pohern 28.2.2003. y Beorpasay. 3aspmmo je OcHoBHY
mkosy ,,/locurej O6pamosuh” y [lyruammma kao BykoBarl n hak rereparmje. bro
je y ocMoMm paspeiy mpBak ommtuHe Pyma m3 maremaruke. 3arum je y Pywmm
zaspimo ['nmuaszujy ,Cresan [Ty3uh®, onmrru tui, Kao ByKoBali 1 hak renepariyje.
Tpocrpyku je upsak ommruae Pyma u3 maremaruke. Buo je npsak Cpema u3
MaTeMATUKE Yy YeTBPTOM pas3pejly TMMHa3uje U TUME TOCTHrao IJIaCMaH Ha pe-
myOJIMIKA HUBO TAKMUYIEIHa.

Axanemcke 2021/22. rojune je yrmcao HHTErpucaHe MacTep akaJeMCcKe CTYIrje
— Mactep npodecop maremaruke. lenemopa 2024, yaecrsoBao je y STEM mnpojekry
ca crygenTuma Yuuep3urera y Kunrcrony, n3 Kanajne. Bruo je ydecnuk Jieribe
mkosie MmareMatuke y Jbyoswanu, jyna 2025. rogune. Y jymay 2026. je MOI0:KHO
[IOCJIE/IIbY WCIIAT W THUMe CTEKAo YCJIOB 3a 0JI0paHy Macrep paja. VHTerpucane
MacTep aKaJleMCKe CTy/Ije je 3aBPIno mpocekoM 9,83.

Axagnenmcke 2021/22. roaune je 6uo 106UTHUK crulieH uje ommruae Pyma. Aka-
nemcke 2022/23. u 2023 /24. roauHe je 6uo MOOUTHUK JpKaBHE cTHIEHMje. AKa-
nemcke 2024/25. je 6uo MOOMTHUK CTHIEHJMje 3a M3Y3eTHO HaJapeHe CTY/IEHTe
Peny6sinke Cpbuje, 10k je Tekyhe 2025/26. nobutauk crunenaumje ,,/locureja’.

Anekcanap Ha ancoJBeHTCKOj Bedepu, maj 2026.
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