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ПРЕДГОВОР
Оваj мастер рад бави се дводимензионалним бинарним речима и неким

њиховим комбинаторним особинама. Ови обjекти представљаjу природну ге-
нерализациjу jеднодимензионалних речи. Циљ рада jе да се обjедине и систе-
матизуjу резултати из неколико новиjих и класичних радова коjи на различите
начине описуjу регуларност и сложеност оваквих обjеката, кроз поjмове макси-
малности у односу на ограниченост степена, палиндромичности, факторске
сложености и слично.

У првом делу рада уводе се основни поjмови и нотациjа коjи се користе у
наставку. Даjу се дефинициjе дводимензионалних речи, њихових фактора и
основних комбинаторних особина, као и преглед стандардних приступа коjи
се користе у њиховом проучавању.

Други део посвећен jе максималним дводимензионалним бинарним речима
са ограниченим степеном. Описуjемо ово у наставку. Нека d 2 f0; 1; 2; 3; 4g и
нека jе W дводимензионална реч формата h � w над бинарним алфабетом
f0; 1g, где ћемо у првом делу рада 0 поистоветити са�, а 1 са�. Претпоставимо
да jе свака поjава слова 1 у речи W суседна са наjвише d поjављивања истог
слова 1, и нека jе jW j1 броj поjављивања слова 1 у W . У раду се даjе егзактна
формула за максималну вредност jW j1 за фиксне димензиjе (h;w) у зависности
од параметра d. Оваj резултат се може посматрати и као резултат о избегавању
образаца, при чему се дводимензионалне речи коjе се разматраjу могу интер-
претирати као речи коjе избегаваjу одређене 3� 3 правоугаонике.

Трећи део рада бави се дводимензионалним бинарним палиндромима. По-
jам дводимензионалних палиндрома jе уведен са циљем карактеризациjе дво-
димензионалних Штурмових речи, коjи имаjу примену рецимо у компресиjи
података, препознавању лица и препознавању образаца. У овом мастер раду
даjемо границу колико наjвише палиндромских фактора могу имати одређене
дводимензионалне бинарне речи. Такође, представљаћемо и неке доње границе
за палиндромске факторе и то у зависности да ли jе посматрана реч периодична
или апериодична. Даjемо и неке примере коjи показуjу да наведене границе
се не могу побољшати.

На краjу се даjу и додатни резултати и напомене везане за факторску
сложеност дводимензионалних речи у вези са познатом Ниватовом хипотезом,
коjа тврди да су дводимензионалне речи са малом правоугаоном сложеношћу
периодичне. У вези овога разматра се шири преглед познатих парциjалних
резултата и различитих приступа коjи су развиjени у литератури.

Непосредно пре закључка, даћемо занимљивости у виду шаха, потапања
подморнице и миноловца и на таj начин повезати мастер рад са примерима из
живота.

Неизмерно сам захвалан мом ментору, др Кристини Аго, на стрпљењу,
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саветима, помоћи, доброти, људскости, невероватноj ажурности и доступности
за мастер рад као и саветовању за моjе будуће докторске студиjе на Природно-
математичком факултету у Новом Саду.

Такође, неизмерно сам захвалан и председнику комисиjе, др Боjану Башићу,
на безброj корисних савета што се тиче мастер рада и математике, као и члану
комисиjе, др Борису Шоботу, на томе што су прихватили да ме оцењуjу и
да присуствуjу мени наjзначаjниjем догађаjу током студиjа, а то jе одбрана
мастер рада.

За краj, желим да се захвалим своjим родитељима Драгани и Николи,
млађем брату Стефану и остатку родбине, на огромноj подршци током студиjа
и што су ме на краjу подржали да упишем и завршим математику са високим
просеком, иако су били прво за то да упишем програмирање. Желим да
искажем и захвалност неколицини приjатеља са смера, као и свим приjатељима
из студентског дома, у ком живим читав своj студентски живот.

Нови Сад, 2026. године Александар Тркуља
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1 УВОД
Да бисмо прешли у срж мастер рада, потребно jе наjпре да уведемо терми-

нологиjу, дефинициjе поjмова везаних за бинарне дводимензионалне речи (ра-
димо и са коначним речима и са речима коjе су бесконачне надесно и/или
надоле) и да дамо конкретне примере тих поjмова, да бисмо са сигурношћу
могли касниjе да разумемо сва тврђења коjа ћемо прелазити.

За a; b 2 N дефинишемо [[a; b]] = fn 2 N j a � n � bg.

1.1 Дефинициjа. Коначни алфабет jе коначан непразан скуп елемената,
коjе називамо словима. Бинарни алфабет jе алфабет коjи се састоjи од два
слова. Реч jе коначан или бесконачан низ слова над алфабетом.

Кроз рад ћемо за бинарни алфабет користити: f�;�g, f0; 1g или fa; bg.

1.2 Дефинициjа. Нека jе A бинарни алфабет. Са W�(A) означавамо
скуп jеднодимензионалних речи над A. Празну реч обележавамо са E. jW j
представља дужину jеднодимензионалних речи W . Скуп непразних jедноди-
мензионалних речи над A jе дефинисан са W+(A) =W�(A) n fEg.

1.3 Дефинициjа. Конкатенациjа jеднодимензионалних речи U = u1u2:::
uw1 и V = v1v2:::vw2 jе реч UV = u1u2:::uw1v1v2:::vw2, за коjу важи jUV j =
jU j+ jV j. Реч U мора да буде коначна, док V не мора бити коначна.

1.4 Дефинициjа. Реч W називамо фактором од речи V ако постоjе речи
X; Y тако да V = XWY . Реч W називамо префиксом од речи V ако постоjи
реч Y тако да V = WY . Реч W називамо суфиксом од речи V ако постоjи
реч X тако да V = XW .

1.5 Дефинициjа. Нека jе W произвољна бинарна реч. Тада уводимо сле-
деће ознаке:

• F (W ) - скуп свих фактора речи W ;

• Fw(W ) - скуп свих фактора речи W дужине w.

1.6 Дефинициjа. Нека jе A бинарни алфабет. Бесконачна jеднодимензи-
онална бинарна реч W над алфабетом A jе:

• периодична ако и само ако jе W = W1 за неко W 2 W�(A);

• евентуално периодична ако и само ако jе W = UW1 за неке U;W 2
W�(A);

• апериодична ако и само ако ниjе евентуално периодична.
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1.7 Ïðèìåðè.

1. Ðå÷W = 011011011 � � � jå ïåðèîäè÷íà, jåð jå W = (011)1 .

2. Ðå÷W = 0011011011 � � � jå åâåíòóàëíî ïåðèîäè÷íà, jåð jå W = 0(011)1 .

3. Ðå÷W = 101001000100001000001 � � � jå àïåðèîäè÷íà, jåð íèjå åâåíòóàëíî
ïåðèîäè÷íà. Ðå÷ jå äåôèíèñàíà òàêî äà ñå èçìå¢ó èçîëîâàíèõ jåäèíèöà
íàëàçå áëîêîâè íóëà ÷èjà ñå äóæèíà ñâàêîã íàðåäíîã áëîêà ïîâå£àâà çà
jåäàí.

1.8 Äåôèíèöèjà. Íåêà jå W áåñêîíà÷íà ðå÷. Êàæåìî äà jå W Øòóðìîâà
ðå÷ àêî è ñàìî àêî çà ñâå w � 0 âàæè

jFw(W)j = w + 1;

ãäå jFw(W)j ïðåäñòàâ§à êàðäèíàëíîñò ñêóïà äåôèíèñàíîã ó äåôèíèöèjè 1.5.
Çà w = 0 äîáèjàìî äà W ñàäðæè jåäàí ôàêòîð äóæèíå 0, jàñíî òî jå ïðàçíà

ðå÷ E. Çà w = 1 äîáèjàìî jF 1(W)j = 2, ïà ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà Øòóðìîâå
ðå÷è ñàäðæå òà÷íî 2 ðàçëè÷èòà ñëîâà, òî jåñò îíå ñó áèíàðíå.

1.9 Äåôèíèöèjà. Çà êîíà÷íó jåäíîäèìåíçèîíàëíó ðå÷ W = a 1a2:::aw ïðå-
îêðåòà»å jå ðå÷ WR = a waw�1 :::a1. Alph(W) jå ñêóï ñëîâà êîjà ñå ïîjàâ§ójó ó
ðå÷è W. W jå ïàëèíäðîì àêî jå W = W R . PAL(W) jå ñêóï ñâèõ ðàçëè÷èòèõ
íåïðàçíèõ ïàëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà ó jåäíîäèìåíçèîíàëíîj ðå÷è W. Óâîäèìî
îçíàêó P(W) = jPAL(W)j.

1.10 Ïðèìåðè. Ðå÷è èç ñðïñêîã jåçèêà êîjå ñó áèíàðíè jåäíîäèìåíçèîíà-
ëíè ïàëèíäðîìè: W 1 = bob, W2 = ara, W 3 = sos è W4 = dud.

Ïðîèçâî§íå ðå÷è íàä àëôàáåòîì fa; bg êîjå ñó áèíàðíè jåäíîäèìåíçèîíà-
ëíè ïàëèíäðîìè: W 5 = aabababaa, W6 = baabbbbaab è W7 = babbab.

1.11 Äåôèíèöèjà. Íåêà jå A êîíà÷íè àëôàáåò è h; w 2 N. Äâîäèìåíçèî-
íàëíà ðå÷ W äèìåíçèjå h � w íàä A jå ìàòðèöà ñà h âðñòà è w êîëîíà ÷èjè
ñó åëåìåíòè óïðàâî ñëîâà èç êîíà÷íîã àëôàáåòà A. Ñêóï ñâèõ ðå÷è äèìåíçèjà
h � w íàä A îáåëåæàâàìî ñà W h�w (A).

1.12 Äåôèíèöèjà. Ôàêòîð äâîäèìåíçèîíàëíå êîíà÷íå ðå÷è W 2 W h�w

jå äâîäèìåíçèîíàëíà ðå÷ Ŵ 2 W s�t (A), ãäå jå 1 � s � h, 1 � t � w, êîjà
ñå äîáèjà èçäâàjà»åì ïîòïðàâîóãàîíèêà ðå÷è W. Ñà F s;t (W) îçíà÷àâàìî ñêóï
ñâèõ ôàêòîðà äèìåíçèjå (s � t) ðå÷è W 2 W h�w , äîê jF s;t (W)j ïðåäñòàâ§à
êàðäèíàëíîñò òîã ñêóïà. Êîëîíå äâîäèìåíçèîíàëíå ðå÷è W ó W h�w (A) ñó
ôàêòîðè îä W ó W h�1 (A). Âðñòå (ðåäîâè) äâîäèìåíçèîíàëíå ðå÷è W ó W h�w (A)
ñó ôàêòîðè îä W ó W 1�w (A). E jå ïðàçíà äâîäèìåíçèîíàëíà ðå÷ (èñòà îçíàêà
êàî è çà jåäíîäèìåíçèîíàëíó ïðàçíó ðå÷).
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Êðîç ÷èòàâ ìàñòåð ðàä áàâè£åìî ñå, êàî øòî ñàì íàçèâ êàæå, ñàìî äâî-
äèìåíçèîíàëíèì ðå÷èìà íàä áèíàðíèì àëôàáåòîì. Ó ïîãëàâ§ó ½Ìàêñèìàëíå
äâîäèìåíçèîíàëíå áèíàðíå ðå÷è ñà îãðàíè÷åíèì ñòåïåíîì� çà áèíàðíè àëôàáåò
óçå£åìî A = f�; �g (îájàø»åíî ó ïðåäãîâîðó), äîê êàñíèjå £åìî óãëàâíîì
óçèìàòè A = fa; bg èëè A = f0; 1g.

1.13 Ïðèìåð. Íåêà jå A = f�; �g. Äâîäèìåíçèîíàëíà ðå÷ W íàä A, êîjà
èìà äèìåíçèjå 4 � 5, òî jåñò W 2 W 4�5 (A), jå ïðèêàçàíà èñïîä.

W =

� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �

1.14 Äåôèíèöèjà. Çà W 2 W h�w (A) è ñëîâî a 2 A, ãäå jå A áèíàðíè
àëôàáåò, ñà jW ja îáåëåæàâàìî áðîj ïîjàâ§èâà»à ñëîâà a ó ðå÷è W. Çà i 2
[[1; h]] è j 2 [[1; w]] ïðåñåê i-òå âðñòå è j-òå êîëîíå ïðåäñòàâ§à ïîçèöèjó
ñëîâà a ó ðå÷è W è îáåëåæàâàìî jå ñà W[i; j].

1.15 Ïðèìåð. Íåêà jå A = f�; �g:

Çà ðå÷ W =
� � � � � �
� � � � � �

âàæè jW j� = 7 è jW j � = 5:

Ïîçèöèjà öðíîã êâàäðàòè£à ó äî»åì äåñíîì óãëó ðå÷è W jå W[2; 6], jåð ñå
íàëàçè ó 2. âðñòè è 6. êîëîíè.

1.16 Äåôèíèöèjà. Õîðèçîíòàëíà êîíêàòåíàöèjà îä êîíà÷íå ðå÷è U 2
Wh�w 1 (A) è ðå÷è V 2 Wh�w 2 (A), êîjà íå ìîðà áèòè êîíà÷íà, jå ðå÷ U 	 V 2
Wh�(w 1+w 2 )(A) äåôèíèñàíà ñà

(U 	 V )[i; j] =

(
U[i; j]; j � w 1;

V [i; j � w 1]; j > w 1:

Âåðòèêàëíà êîíêàòåíàöèjà îä êîíà÷íå ðå÷è U 2 W h1 �w (A) è ðå÷è V 2
Wh2 �w (A), êîjà íå ìîðà áèòè êîíà÷íà, jå ðå÷ U	V 2 W (h 1+h 2 )�w (A) äåôèíèñàíà
ñà

(U 	 V )[i; j] =

(
U[i; j]; i � h 1;

V [i � h 1; j]; i > h 1:
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1.17 Ïðèìåð. Õîðèçîíòàëíà êîíêàòåíàöèjà

� �
� �
� �

	

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

=
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

Âåðòèêàëíà êîíêàòåíàöèjà

� � � � 	
� � � �
� � � �

=

� � � �
� � � �
� � � �

1.18 Äåôèíèöèjà. Äàòà jå ðå÷ W 2 W h�w (A) è m; n 2 Q òàêâè äà
mh; nw 2 Z. (m; n)-òè ñòåïåí ðå÷è W jå ðå÷ W m�n 2 W mh�nw (A) òàêî äà

W m�n [i; j] = W[(i � 1 mod h) + 1; (j � 1 mod w) + 1]:

1.19 Ïðèìåð.

Àêî jå W =
� � � �
� � � �

, îíäà jå W 3�7=4 =

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �

.

1.20 Äåôèíèöèjà. Ïðåôèêñ äâîäèìåíçèîíàëíå ðå÷è W äåôèíèøå ñå êàî
ïîòïðàâîóãàîíà ðå÷ äîáèjåíà èçäâàjà»åì ïîòïðàâîóãàîíèêà ðå÷è W, êîjè ñà-
äðæè »åí ãîð»è ëåâè óãàî W. Ñëè÷íî, ñóôèêñ äâîäèìåíçèîíàëíå ðå÷è W
äåôèíèøå ñå êàî ïîòïðàâîóãàîíà ðå÷ äîáèjåíà èçäâàjà»åì ïîòïðàâîóãàîíèêà
ðå÷è W, êîjè ñàäðæè »åí äî»è äåñíè óãàî. Çà V; W jå ïðåôèêñ (îçíàêà W � p

V ) àêî ïîñòîjå ðå÷è X; Y òàêî äà V = (W 	 X) 	 Y èëè V = (W 	 X) 	 Y .
Çà V; W jå ñóôèêñ (îçíàêà W � s V ) àêî ïîñòîjå ðå÷è X; Y òàêî äà V =
Y 	 (X 	 W) èëè V = Y 	 (X 	 W).

1.21 Äåôèíèöèjà.

Îêîëèíà ïîçèöèjå W[i; j], êîjó îáåëåæàâàìî ñà N W (i; j), jå äåôèíèñàíà êàî

NW (i; j) = f(i � 1; j); (i + 1; j); (i; j � 1); (i; j + 1)g \ ([[1; h]] � [[1; w]]):
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Äðóãèì ðå÷èìà, ñóñåäè îä ïîçèöèjå W[i; j] ñó ïîçèöèjå W[i � 1; j]; W [i +
1; j]; W [i; j � 1]; W [i; j + 1], àêî ïîñòîjå.

1.22 Ïðèìåð.

W =

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

Ðîçîì áîjîì jå ìàðêèðàíà îêîëèíà îä W[2; 3]:

W =

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

Ðîçîì áîjîì jå ìàðêèðàíà îêîëèíà îä W[4; 3]:

W =

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

Ðîçîì áîjîì jå ìàðêèðàíà îêîëèíà îä W[4; 1]:

1.23 Íàïîìåíà. Ñà W[i] îáåëåæàâàìî i-òó âðñòó ðå÷è W. W[[i; i 0]] ïðåä-
ñòàâ§à ñâå âðñòå îä i-òå äî i0-òå, óê§ó÷ójó£è è »èõ ñàìå.

1 2 3 4 5 6

1 � � � � � �
2 � � � � � �
3 � � � � � �
4 � � � � � �
5 � � � � � �

1 2 3 4 5 6

1 � � � � � �
2 � � � � � �
3 � � � � � �
4 � � � � � �
5 � � � � � �

W [2] = � � � � � � W [[1; 2]] =
� � � � � �
� � � � � �

1.24 Äåôèíèöèjà. Çà ñëîâî a 2 A, ñòåïåí ñëîâà a îä ïîçèöèjå W[i; j] jå
äàò ñà:

dega;W (i; j) =

( P
(i 0;j 0)2N W (i;j) I

�
W [i0; j 0] = a

�
; W[i; j] = a;

0; W[i; j] 6= a:
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Äðóãèì ðå÷èìà, àêî ñå íà ïîçèöèjè W[i; j] íå íàëàçè a 2 A îíäà jîj äîäå§ó-
jåìî âðåäíîñò 0, à àêî ñå íà ïîçèöèjè W[i; j] íàëàçè a 2 A îíäà jîj äîäå§ójåìî
áðîj ñóñåäà îä a íà êîjèìà ñå íàëàçè a 2 A. Èíäèêàòîðñêà ôóíêöèjà I èç
ïðåòõîäíå äåôèíèöèjå äîäå§ójå ñóìè 1 àêî jå W[i 0; j 0] = a, à 0 àêî jå W[i 0; j 0] 6=
a, çà (i0; j 0) 2 N W (i; j):

1.25 Íàïîìåíà. Íà ñðïñêîì jåçèêó ðå÷ ñòåïåí óîáè÷àjåíî ñå êîðèñòè è çà
ïîjàì èç äåôèíèöèjå 1.18, à è çà ïîjàì èç ïðåòõîäíå äåôèíèöèjå, ïà jå òàêâà
òåðìèíîëîãèjà çàäðæàíà è ó îâîì ðàäó. Âåðójåìî äà £å êîíòåêñò óâåê áèòè
òàêàâ äà íå îñòàâ§à ìîãó£íîñò çàáóíå êîä ÷èòàîöà.

1.26 Ïðèìåð.

Çà W =

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

èìàìî deg
�;W

(i; j) =

0 0 0 0
1 0 1 0
3 2 4 1
2 0 2 0
2 2 4 2
0 0 2 2

:

1.27 Äåôèíèöèjà. Íåêà jå äàòî d 2 [[0; 4]]; h; w 2 N. Ñêóï ñâèõ äâîäè-
ìåíçèîíàëíèõ ðå÷è äèìåíçèjå h � w ñà �-ïî§èìà ñòåïåíà îãðàíè÷åíîã îäîçãî
ñà d îáåëåæàâàìî ñà W �d

h�w :

W �d
h�w = fW 2 W h�w j deg

�;W
(i; j) � d; çà ñâå (i; j) 2 [[1; h]] � [[1; w]]g:

Äðóãèì ðå÷èìà, òî jå ñêóï ñâèõ ðå÷è èç W h�w ãäå íåìà ïîçèöèjå ñòåïåíà
âå£åã îä d, ó îäíîñó íà �.

max�d (h; w) = max
n

jW j � : W 2 W �d
h�w

o

ïðåäñòàâ§à ìàêñèìàëàí áðîj � ó ðå÷è W 2 W h�w çà êîjó jå ñòåïåí ñâàêå
ïîçèöèjå, ó îäíîñó íà �, íàjâèøå d. Òàêî¢å, âàæè ñèìåòðè÷íîñò max �d (h; w) =
max�d (w; h).

1.28 Äåôèíèöèjà. Íåêà jå G = (V; E) ïðîñò ãðàô è íåêà jå U � V . Òàäà
ñå ñêóï U íàçèâà äîìèíàíòíèì ñêóïîì ãðàôà G àêî çà ñâàêî òåìå v 2 V n U
ïîñòîjè u 2 U òàêâî äà fu; vg 2 E, òî jåñò àêî v èìà áàð jåäíîã ñóñåäà ó
ñêóïó U. Êàæåìî çà äîìèíàíòíè ñêóï S äà jå ìèíèìàëàí àêî íå ïîñòîjè
äîìèíàíòíè ñêóï êàðäèíàëíîñòè ìà»å íåãî S. Äîìèíàöèîíè áðîj ãðàôà G,
ó îçíàöè 
(G), jåñòå ìèíèìàëíà êàðäèíàëíîñò äîìèíàíòíîã ñêóïà ãðàôà G.
Ìðåæíèì ãðàôîì G h�w ïðèäðóæåíèì ðå÷è W 2 W h�w íàçèâàìî ãðàô ÷èjè
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÷âîðîâè îäãîâàðàjó £åëèjàìà ðå÷è W, ïðè ÷åìó ñó äâà ÷âîðà ïîâåçàíà ãðàíîì
àêî îäãîâàðàjó£å £åëèjå äåëå çàjåäíè÷êó ñòðàíèöó. Ïîäãðàô îäðå¢åí öðíèì
êâàäðàòè£èìà ðå÷è W äîáèjà ñå èçäâàjà»åì ÷âîðîâà êîjè îäãîâàðàjó öðíèì
êâàäðàòè£èìà, çàjåäíî ñà ñâèì ãðàíàìà êîjå èõ ïîâåçójó.

1.29 Ïðèìåð.

Ïîä (a) jå ïðèêàçàíà 7�4 ðå÷ W íàä àëôàáåòîì {�; �}. Ïîä (b) jå ïðèêàçàí
ñòåïåí ñâàêå ïîçèöèjå ðå÷è W ó îäíîñó íà �. Ïîä (c) jå ïðèêàçàíà ãåîìåòðèjñêà
ïðåçåíòàöèjà îä W ó âèäó ïðàâîóãàîíèêà äèìåíçèjå h�w. Ïîä (d) jå ïðèêàçàí
ìðåæíè ãðàô G 7;4. Ïîä (e) jå ïðèêàçàí ïîäãðàô çåëåíå áîjå îä G 7;4 èíäóêîâàí
ðå÷jó W.

1.30 Äåôèíèöèjà. Íåêà jå äàòà äâîäèìåíçèîíàëíà ðå÷ W. Íèç (jW[1]j � ;
jW [2]j� ; :::; jW [h]j � ), êîjè äàjå áðîj � ó ñâàêîj âðñòè W[i] ðå÷è W, íàçèâà ñå
ðàñïîäåëà âðñòà.

1.31 Ïðèìåð.

W =

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

(jW [1]j � ; jW [2]j� ; jW [3]j� ; jW [4]j� ; jW [5]j� ) = (4; 4; 3; 2; 1)

W T =

� � � � �
� � � � �
� � � � �
� � � � �
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1.32 Íàïîìåíà. Ñà W T îçíà÷àâàìî òðàíñïîíîâàíó ìàòðèöó ìàòðèöå W
òàêî äà WT [j] ïðåäñòàâ§à j-òó êîëîíó îä W. Ó ñëåäå£îj äåôèíèöèjè £åìî
äåôèíèñàòè òðàíñïîíîâàíó ðå÷.

1.33 Äåôèíèöèjà. Çà äâîäèìåíçèîíàëíó ðå÷ W = [W i;j ]1�i�h;1�j�w 2
Wh�w (A)

W =

W1;1 W1;2 � � � W1;w

W2;1 W2;2 � � � W2;w
...

...
. . .

...
Wh;1 Wh;2 � � � Wh;w

W R jå ïðåîêðåòà»å

W R =

Wh;w Wh;w�1 � � � Wh;1

Wh�1;w Wh�1;w�1 � � � Wh�1;1
...

...
. . .

...
W1;w W1;w�1 � � � W1;1

;

äîê jå WT òðàíñïîíîâàíà ðå÷

W T =

W1;1 W2;1 � � � Wh;1

W1;2 W2;2 � � � Wh;2
...

...
. . .

...
W1;w W2;w � � � Wh;w

:

Çà äâîäèìåíçèîíàëíó ðå÷ W 2 W h�w àêî jå W = W R íàçèâàìî jå h � w
äâîäèìåíçèîíàëíèì ïàëèíäðîìîì. PAL 2d(W) jå ñêóï ñâèõ ðàçëè÷èòèõ íå-
ïðàçíèõ ïàëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà äâîäèìåíçèîíàëíå ðå÷è W. Óâîäèìî îçíàêó
P2d(W) = jPAL 2d(W)j.

1.34 Íàïîìåíà. Àêî jå X ñêóï äâîäèìåíçèîíàëíèõ áåñêîíà÷íèõ ðå÷è
îíäà jå

Min P2d(X) = minfP 2d(W)jW 2 Xg:

1.35 Ïðèìåðè. Íåêè áèíàðíè äâîäèìåíçèîíàëíè ïàëèíäðîìè:

W1 =

b b a a
a a a a
a a a a
a a b b

; W2 =
b b a b
b a a b
b a b b

è W3 =

a b a a b b
b b b b b b
a a a a a a
a b a a b b
b b a a b a
a a a a a a
b b b b b b
b b a a b a

:

W1; W2 è W3 ñó 4 � 4; 3 � 4 è 8 � 6 ïàëèíäðîìè, ðåäîì.
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1.36 Äåôèíèöèjà. Íåêà jå W 2 W h�w . Õîðèçîíòàëíè ïàëèíäðîìè îä W
ñó 1 � i ïàëèíäðîìñêè ôàêòîðè îä W, ãäå 1 � i � w. Âåðòèêàëíè ïàëèíäðîìè
îä W ñó j � 1 ïàëèíäðîìñêè ôàêòîðè îä W, ãäå 1 � j � h.

Ó ñëåäå£à äâà ïðèìåðà íå£å áèòè ïðèêàçàíå áèíàðíå äâîäèìåíçèîíàëíå
ðå÷è, âå£ äâîäèìåíçèîíàëíå ðå÷è íàä êîíà÷íèì àëôàáåòîì âå£å êàðäèíàëíî-
ñòè.

1.37 Ïðèìåðè. Íåêà jå A åíãëåñêè àëôàáåò.

W1 =

k a p a k
k a j a k
r o t o r
k a j a k
k a p a k

W2 =
r a t a r s t v o
v o c a r s t v o
r u d a r s t v o

W1 jå äâîäèìåíçèîíàëíè ïàëèíäðîì ñà ñâèì âðñòàìà êîjå ñó ñàìå ïî ñåáè
õîðèçîíòàëíè ïàëèíäðîìè. ›åíè õîðèçîíòàëíè ïàëèíäðîìè ñó: kapak; apa; ka-
jak; aja; rotor; oto; k; a; p; j; r; o; t. ›åíè âåðòèêàëíè ïàëèíäðîìè ñó: krk; kk; kk-
rkk; aa; aoa; aaoaa; pjtjp; jtj; k; a; p; j; r; o; t. W 2 íèjå äâîäèìåíçèîíàëíè ïàëè-
íäðîì, àëè èìà õîðèçîíòàëíå è âåðòèêàëíå ïàëèíäðîìå. ›åíè õîðèçîíòàëíè
ïàëèíäðîìè ñó: ratar; ata; r; a; t; s; v; o; c; d; u. ›åíè âåðòèêàëíè ïàëèíäðîìè
ñó: rvr; aa; aaa; rr; rrr; tt; ttt; vv; vvv; sss; ss; oo; ooo; r; a; t; s; v; o; c; d; u.

1.38 Äåôèíèöèjà. Çà äâîäèìåíçèîíàëíó ðå÷ W 2 W h�w íàä àëôàáåòîì
A, òàêî äà W = C 1 	 C2 	 ::: 	 Cw , ãäå jå Cj j-òà êîëîíà îä W, àëôàáåò
êîëîíà jå ñêóï U = fC 1; C2; :::; Cwg ðàçëè÷èòèõ êîëîíà îä W. Ó òîì ñëó÷àjó,
äâîäèìåíçèîíàëíà ðå÷ ìîæå ñå ïîñìàòðàòè êàî jåäíîäèìåíçèîíàëíà ðå÷ íàä
àëôàáåòîì êîëîíà U.

Ñëåäå£à äåôèíèöèjà jå jåäíîäèìåíçèîíàëíà âåðçèjà äåôèíèöèjå 1.18 ó êîjîj
k íå ìîðà áèòè öåî áðîj. U w ïðåäñòàâ§à êîíêàòåíàöèjó w êîïèjà ðå÷è U.

1.39 Äåôèíèöèjà. Íåêà jå k 2 Q è w 2 N òàêî äà w � k. k-òè ñòåïåí îä
jåäíîäèìåíçèîíàëíå ðå÷è U jå íàjêðà£è ïðåôèêñ U 0 îä U w òàêî äà jU 0j � kjUj.

1.40 Ïðèìåð.
Íåêà jå U 1 = aba, òàäà jå 5

3-òè ñòåïåí ðå÷è U1 çàïðàâî aba
5
3 = abaab, a 7

3-òè
ñòåïåí ðå÷è U1 jå aba

7
3 = abaabaa. Íåêà jå U2 = pop, òàäà jå 11

3 -òè ñòåïåí ðå÷è
U2 pop

11
3 = poppoppoppo, äîê jå 2. ñòåïåí ðå÷è U2 poppop.

1.41 Äåôèíèöèjà. Íåêà jå U áèíàðíà ðå÷ íàä àëôàáåòîì f0; 1g. ›îj
êîìïëåìåíòàðíà ðå÷, îçíàêå U c, jåñòå ðå÷ ó êîjîj ñå ïðåñëèêàâà 0 ó 1 è 1 ó 0.
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1.42 Ïðèìåð. Íåêà jå U = 100101, òàäà jå U c = 011010.

1.43 Äåôèíèöèjà.

1. Äâîäèìåíçèîíàëíà ðå÷ fW jå ïðèìèòèâíà àêî çà íåêó äâîäèìåíçèîíàëíó
ðå÷ W jåäíà÷èíà fW = W p�q çà íåêî p; q > 0 èìïëèöèðà äà p = q = 1 è
fW = W.

2. Äâîäèìåíçèîíàëíà ðå÷ fW jå ïåðèîäè÷íà àêî ìîæå äà ñå íàïèøå êàî
fW = W p�q ãäå èëè p � 2 èëè q � 2 çà íåêó äâîäèìåíçèîíàëíó ðå÷ W.

1.44 Ëåìà. Íåêà jå W äâîäèìåíçèîíàëíà ðå÷. Òàäà ïîñòîjè jåäèíñòâåíà
ïðèìèòèâíà äâîäèìåíçèîíàëíà ðå÷ Y è ïîçèòèâíè öåëè áðîjåâè i; j òàêî äà
W = Y i�j . Àêî jå Y äèìåíçèjà h � w, òàäà ñå (h � w) íàçèâà ïåðèîäîì ðå÷è
W.

1.45 Ïðèìåð. Ðå÷ W 1 =
0 1
1 0

jå ïðèìèòèâíà, à W 2 =
0 0
0 0

è W3 =
1 0
1 0

íèñó ïðèìèòèâíå, jåð ñó jåäíàêå ñà 0 2�2 è 102�1 , ðåäîì. Äâîäèìåíçèîíàëíå
ðå÷è W1; W2 è W3 èìàjó ïåðèîäå (2 � 2); (1 � 1) è (1 � 2), ðåäîì.

1.46 Ïðèìåðè. Ðå÷ Y =
1 0 0
1 0 0
1 0 0

jå ïåðèîäè÷íà ðå÷ ïåðèîäà (1 � 3) çà

ñòåïåíà (3; 1), jåð jå jåäíàêà ñà 1003�1 .

Ðå÷ X =

1 1 0 1
1 1 0 1
1 1 0 1
1 1 0 1
1 1 0 1
1 1 0 1
1 1 0 1

jå ïåðèîäè÷íà ðå÷ ïåðèîäà (1 � 4) çà ñòåïåíà (7; 1), jåð

jå jåäíàêà ñà 11017�1 .

Ðå÷ B =
0 0 1
1 0 1
1 1 1

jå ïðèìèòèâíà ðå÷ ïåðèîäa (3 � 3) çà ñòåïåíà (1; 1).

Ðå÷ C =
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0

jå ïåðèîäè÷íà ðå÷ ïåðèîäà (3 � 3) çà

ñòåïåíà (1; 3).
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1.47 Äåôèíèöèjà. Äâå êîíà÷íå/áåñêîíà÷íå ðå÷è ñó èçîìîðôíå àêî ñó
jåäíàêå äî íà ïðåèìåíîâà»å ñëîâà.

1.48 Ïðèìåð. W = abba è Y = cddc ñó èçîìîðôíå ðå÷è, jåð ñå a ïðåèìåíójå
èçîìîðôèçìîì ó c, äîê ñå b ïðåèìåíójå èçîìîðôèçìîì ó d. [W] jå ñêóï ðå÷è
êîjå ñó èçîìîðôíå ñà W èëè W R è ñâå èìàjó èñòè ïåðèîä êàî W.

1.49 Äåôèíèöèjà. Çà jåäíîäèìåíçèîíàëíó êîíà÷íó ðå÷ W = w 1:::ww k-
öèêëè÷íè ïîìåðàj ðå÷è W jå ðå÷ w k+1 :::www1:::wk . Àêî jå ðå÷ áåñêîíà÷íà îíäà
jå k-öèêëè÷íè ïîìåðàj ðå÷è W ðå÷ w k+1 wk+2 :::

1.50 Äåôèíèöèjà. Ðå÷ W jå t-ïîëóáåñêîíà÷íà, çà t � 2, àêî jå áðîj âðñòà
(èëè êîëîíà) t è áðîj êîëîíà (èëè âðñòà) áåñêîíà÷àí.

1.51 Äåôèíèöèjà. Íåêà jå W äâîäèìåíçèîíàëíà ðå÷ äèìåíçèjå h � w
òàêî äà

W = V1 	 V 2 	 ::: 	 V h = U 1 	 U2 	 ::: 	 Uw :

Òàäà:

1.
Vi 	 V i+1 	 ::: 	 V h 	 V 1 	 ::: 	 V i�1

çà 1 � i � h jå âðñòà-êîíjóãàò îä W.

2.
Uj 	 Uj+1 	 ::: 	 Uw 	 U1 	 ::: 	 Uj�1

çà 1 � j � w jå êîëîíà-êîíjóãàò îä W.

1.52 Ïðèìåð. Íåêà jå W =
a a b
b b b
a b a

. Òàäà jå jåäàí îä âðñòà-êîíjóãàòà ðå÷

W1 =
b b b
a b a
a a b

. Jåäàí îä ïðèìåðà êîëîíà-êîíjóãàòà ðå÷è W jå ðå÷ W 2 =
a b a
b b b
b a a.
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2 Ìàêñèìàëíå äâîäèìåíçèîíàëíå áèíàðíå ðå÷è
ñà îãðàíè÷åíèì ñòåïåíîì

Îâî ïîãëàâ§å jå ïîñâå£åíî ìàêñèìàëíèì äâîäèìåíçèîíàëíèì áèíàðíèì
ðå÷èìà ñà îãðàíè÷åíèì ñòåïåíîì. Äàjåìî ñàäà ôîðìóëàöèjó ãëàâíå òåîðåìå
çà îâî ïîãëàâ§å. Ñâå ó âåçè îâîã ïîãëàâ§à ìîæåìî ïîãëåäàòè ó [1].

2.1 Òåîðåìà. Íåêà jå d 2 [[0; 4]]; h; w 2 N; h � w è m �d (h; w) äåôèíèñàíî
ñà:

m�0 (h; w) = dhw=2e;

m�1 (h; w) =

8
><

>:

hw=2; àêî h; w � 2 0;

(h � 1)w=2 + d2w=3e; àêî h � 2 1 è w � 2 0;

h(w � 1)=2 + d2h=3e; èíà÷å;

m�2 (h; w) =

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

hw; àêî w = 1 èëè h = w = 2;

(3h + 1)=2; àêî h � 2 1; h � 3 è w = 2;

3h=2; àêî h � 2 0; h � 4 è w = 2;

2hw=3 + 2; àêî w = 3 èëè h � 3 w � 3 0;

2hw=3 + 4=3; àêî w � 4 è h � 3 w 6�3 0;

2hw=3 + 1; àêî w � 4; hw � 3 0 è h 6�3 w;

2hw=3 + 2=3; èíà÷å;

m�3 (h; w) =

(
hw; àêî 1 � w � 2 èëè 1 � h � 2;

hw � 
(G h�2;w�2 ); èíà÷å;

m�4 (h; w) = hw:

Òàäà jå max�d (h; w) = m �d (h; w).

Öè§ íàì jå äà íà¢åìî âðåäíîñò max �d (h; w) çà ñâå ìîãó£å òðîjêå (d; h; w).
Îâàj ïðîáëåì ñå ìîæå ïîñìàòðàòè è êàî ïðîáëåì î èçáåãàâà»ó îáðàçàöà,

ïðè ÷åìó ñå äâîäèìåíçèîíàëíå ðå÷è êîjå ñå ðàçìàòðàjó ìîãó èíòåðïðåòèðàòè
êàî ðå÷è êîjå èçáåãàâàjó îäðå¢åíå ïðàâîóãàîíèêå.
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Ñëèêà 1: Cèòóàöèjå ñà îâå ñëèêå çà ñâàêî d 2 [[0; 4]] òðåáà äà èçáåãàâàìî.

Ïðå íåãî øòî ïî÷íåìî ñà äîêàçèâà»åì òåîðåìå 2.1, äà£åìî íåêå äåôèíèöèjå
âåçàíå çà îâî ïîãëàâ§å.

2.2 Äåôèíèöèjà. Äâîäèìåíçèîíàëíà ðå÷ W 2 W �d
h�w ñå íàçèâà d-ïóíîì

àêî jW j � = max �d (h; w): Ñêóï ñâèõ d-ïóíèõ ðå÷è ñòåïåíà íå âå£åã îä d îáåëå-
æàâàìî ñà MW �d

h�w :

2.3 Ïðèìåð. Èëóñòðàöèjà d-ïóíèõ ðå÷è äèìåíçèjà 6 � 3, çà d 2 [[0; 4]]:

� � �
� � �
� � �
� � �
� � �
� � �

� � �
� � �
� � �
� � �
� � �
� � �

� � �
� � �
� � �
� � �
� � �
� � �

à) d = 0 b) d = 1 c) d = 2

� � �
� � �
� � �
� � �
� � �
� � �

� � �
� � �
� � �
� � �
� � �
� � �

d) d = 3 e) d = 4

Ó ïðèìåðó 2.3 ïîä c) ìîæåìî âèäåòè ðå÷ íàëèê çìèjèöè ìàêñèìàëíå âåëè÷èíå
çà ñëó÷àj òåîðåìå 2.1 êàä jå d = 2. Ó ïðèìåðó 2.3 ïîä a) çà ñëó÷àj òåîðåìå 2.1
êàä jå d = 0, ìîæåìî âèäåòè äà jå ó ïèòà»ó ðå÷ íàëèê íà øàõîâñêó òàáëó.
Çà ïîä b) âèäèìî äèñjóíêòíå äîìèíå (íà ïðèìåð çà 7 � 4 íèñó ïðèñóòíå

17



ñàìî äèñjóíêòíå äîìèíå). Ïîä e) jå òðèâèjàëíî. Ïîä d) jå äîáèjåíî ðåøå»å
íà ñëåäå£è íà÷èí, êîjè £å áèòè îájàø»åí íà 22. ñòðàíè:

Ñëèêà 2: Êîíñòðóêöèjà 3-ïóíå ðå÷è äèìåíçèjå 6 � 3.

Ñàäà ïðåëàçèìî íà ãëàâíó ñòâàð, à òî jå äà äîêàæåìî òó òåîðåìó íèçîì
ëåìà, ïðîïîçèöèjà, ïîñëåäèöà è òâð¢å»à. Äîêàçèâà£åìî òåîðåìó ïî ñëó÷àjå-
âèìà ó çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè ïàðàìåòðà d. Íî, ïðî¢èìî ïðâî êðîç ïðîâåðó
äà ëè jå ó ðåäó ôîðìóëàöèjà òåîðåìå ó ñêëàäó ñà ïðèìåðîì 2.3.

Ïðîâåðà: a) d = 0 max �0 (6; 3) = d6 � 3=2e = 9;
b) d = 1 max�1 (6; 3) = 6 � (3 � 1)=2 + d2 � 6=3e = 6 + 4 = 10;
c) d = 2 max�2 (6; 3) = 2 � 6 � 3=3 + 2 = 14;
d) d = 3 max�3 (6; 3) = 18 � 
(G 4;1) = 18 � 2 = 16;
e) d = 4 max�4 (6; 3) = 18:

2.1 Äîêàç òåîðåìå çà d = 4

2.4 Ïðîïîçèöèjà. Òåîðåìà 2.1 jå òà÷íà çà d = 4.

Äîêàç. Òðèâèjàëíî, çàòî øòî ñâå £åëèjå ó W 2 W h�w ìîãó áèòè öðíè
êâàäðàòè£è, à âèøå èõ íå ìîæå áèòè, jåð ðå÷ W 2 Wh�w èìà hw £åëèjà, ïà jå
ñòîãà max�4 (h; w) = hw. �

2.2 Äîêàç òåîðåìå çà d = 0

2.5 Ïðîïîçèöèjà. Òåîðåìà 2.1 jå òà÷íà çà d = 0.

Íà ñëèöè 3. ñó ïðèêàçàíå ðå÷è Wi =
�
� �
� �

�
, ãäå i = 1; 2, êîjå ñó ïðîèçâî§íî

ïîïëî÷àíå ñà äîìèíàìà èëè ìîíîìèíèìà. W 1 jå ðå÷ äèìåíçèjà 8 � 8, à ðå÷ W 2

jå äèìåíçèjà 7 � 7. W 1 jå ïîïëî÷àíà ñà 32 äîìèíå, äîê jå W 2 ïîïëî÷àíà ñà 24
äîìèíå è 1 ìîíîìèíîì.
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Ñëèêà 3: Ðå÷è îáëèêà
�
� �
� �

�
ïîïëî÷àíå äîìèíàìà èëè ìîíîìèíèìà.

Äîêàç. Íåêà jå W =
�
� �
� �

� h=2�w=2

2 W h�w . Òàäà jå ñâàêè � îä W

îêðóæåí ñà � êâàäðàòè£èìà, øòî çíà÷è äà jå deg
�;W

(i; j) = 0 çà ñâàêî (i; j) 2
[[1; h]] � [[1; w]] øòî èìïëèöèðà äà W 2 W �0

h�w . Òàäà jå jW j� = dhw=2e è èìàìî
îíäà äà jå max �0 (h; w) � dhw=2e è îáåëåæèìî òó íåjåäíàêîñò ñà •. Ñàäà
£åìî ïîêàçàòè äà âàæè è max �0 (h; w) � dhw=2e è òî îçíà÷èìî ñà |. Ïîìî£ó
Äèðèõëåîâîã ïðèíöèïà è • è | èìà£åìî äà âàæè max �0 (h; w) = dhw=2e. Íåêà
jå W 2 W �0

h�w . Òàäà ñå W ìîæå ïîïëî÷àòè ñà bhw=2c äîìèíà è hw mod 2
ìîíîìèíà. Ïîøòî ñå ó ñâàêîj äîìèíè ìîæå ïîïóíèòè íàjâèøå jåäàí êâàäðàòè£
è ïîøòî ìîíîìèíî ñàäðæè íàjâèøå jåäàí ïîïó»åí êâàäðàòè£ �, ó W ìîæå
áèòè íàjâèøå

bhw=2c + hw mod 2 = dhw=2e;

òî jåñò,
max�0 (h; w) � dhw=2e:

(Ïîøòî ñå ó ñâàêè îä bhw=2c äîìèíà è åâåíòóàëíè ìîíîìèíî ìîæå ñìåñòèòè
íàjâèøå jåäàí �, ïî Äèðèõëåîâîì ïðèíöèïó ñëåäè äà óêóïàí áðîj � íå ìîæå
ïðåìàøèòè dhw=2e). Äàêëå, èç • è | ñëåäè äà âàæè

max�0 (h; w) = dhw=2e:

Òèìå ñìî äîêàçàëè ïðîïîçèöèjó. �

2.3 Äîêàç òåîðåìå çà d = 1

Äîêàç £å è£è ïîïëî÷àâà»åì ïðàâîóãàîíèêà 2 � 2, 1 � 3 è åâåíòóàëíî 1 � w
mod 3.
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2.6 Ïðîïîçèöèjà. Òåîðåìà 2.1 jå òà÷íà çà d = 1.

Ñëèêà 4: Íåêå 1-ïóíå ðå÷è.

Ðå÷ Wa jå äèìåíçèjå 8 � 6. Ðå÷ W b jå äèìåíçèjå 7 � 4. Ðå÷ W c jå äèìåíçèjå
7 � 6. Ðå÷ W d jå äèìåíçèjå 7 � 8. Ðå÷ W T

d jå äèìåíçèjå 8 � 7.

Äîêàç. Äîêàç èäå ó ÷åòèðè ñëó÷àjà.

1. (h; w) � 2 (0; 0)

2. (h; w) � 2 (1; 0)

3. (h; w) � 2 (0; 1)

4. (h; w) � 2 (1; 1).

1. Íåêà jå W 2 W h�w äåôèíèñàíî ñà

W =
�
� � � � � �
� � � � � �

� h=2�w=6

(F)

êàî øòî jå ïðèìåð ïîä a. Ñ jåäíå ñòðàíå jW j � = hw=2, deg
�;W

(i; j) � 1 è
deg

�;W
(i; j) � 1 çà ñâàêî (i; j) 2 [[1; h]] � [[1; w]]. Ñòîãà jå max �1 (h; w) � hw=2. Ñ

äðóãå ñòðàíå, óçìèìî W 2 W �1
h�w . Òàäà W ìîæåìî ïîäåëèòè íà hw=4 ïëî÷èöå

2 � 2 êàî ó ðå÷è W a. Èç ÷è»åíèöå äà ñâàêà ïëî÷èöà ñìå äà ñàäðæè íàjâèøå
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äâà � èìàìî jW j � � 2 � hw=4 = hw=2, øòî èìïëèöèðà äà max �1 (h; w) � hw=2:
Êîíà÷íî, max �1 (h; w) = hw=2:

2. Íåêà jå W 2 W h�w äåôèíèñàíà ñà (F). (Òî jå ñëó÷àj êàî çà ðå÷è W b; Wc è
Wd.) Òàäà jW j� = (h�1)w=2+d2w=3e, Øòàâèøå, deg

�;W
(i; j) � 1 è deg

�;W
(i; j) �

1 çà ñâàêî (i; j) 2 [[1; h]] � [[1; w]]; øòî èìïëèöèðà W 2 W �1
h�w è ïîêàçójå äà

max�1 (h; w) � (h �1)w=2+d2w=3e. Ïðåòïîñòàâèìî ñàäà äà jå W 2 W �1
h�w . Òàäà

W ìîæåìî ïîäåëèòè íà h(w � 1)=4 ïëî÷èöà 2 � 2, bw=3c ïëî÷èöà 1 � 3 è I(h
mod 3 6= 0) 2 f0; 1g ïëî÷èöà 1 � h mod 3 ñà íàjâèøå 2, 2 è h mod 3 �. Îâî
èìïëèöèðà

jW j � � 2 � h(w � 1)=4 + 2 � bw=3c + w mod 3 = (h � 1)w=2 + d2w=3e;

òàêî äà jå max�1 (h; w) � (h�1)w=2+d2h=3e. Êîíà÷íî èìàìî äà jå max �1 (h; w) =
(h � 1)w=2 + d2w=3e.

3. Ñëåäè äîêàç èç ÷è»åíèöå äà âàæè max�1 (h; w) = max �1 (w; h).
4. Íåêà jå W äåôèíèñàíà ñà (F). Òàäà jW j � = h(w � 1)=2 + d2h=3e, øòî

èìïëèöèðà max �1 (h; w) � h(w � 1)=2 + d2h=3e. Ïðåîñòàjå äà ñå ïîêàæå äà jå
max�1 (h; w) � h(w � 1)=2 + d2h=3e. Ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî äà ïîñòîjè ðå÷
W ìèíèìàëíèõ äèìåíçèjà òàêî äà jW j � > max �1 (h; w). Ïèøèìî W = L 	 R,
ãäå jå R ñà w = 2. Òàäà, jRj� � 2(h � 1)=2 + 2 = h + 1 : R ìîæåìî ïîäåëèòè íà
(h � 1)=2 ïëî÷èöà äèìåíçèjå 2 � 2 è jåäíó ïëî÷èöó äèìåíçèjå 1 � 2 ñà íàjâèøå
2 �. Àëè àêî jRj � h, îíäà

jLj � = jW j � � jRj � > max �1 (h; w) � h = max �1 (h; w � 2);

à òî jå ó êîíòðàäèêöèjè ñà ïðåòïîñòàâêîì î ìèíèìàëíîø£ó ðå÷è W. Ñòîãà
jå jRj � = h + 1: Ñàäà ïèøåìî W = U 	 D, ãäå jå D ñà h = 2. Ñëè÷íèì
àðãóìåíòîâà»åì ñå äîáèjà äà jå jDj � = w + 1. Îâî ñâå èìïëèöèðà äà jå ñêðîç
ó äî»åì äåñíîì óãëó ðå÷è W ïëî÷èöà 2 � 2 ñà òðè �, à òî ñå äîâîäè ó
êîíòðàäèöêöèjó ñà ïðåòïîñòàâêîì äà èìà íàjâèøå 2 � ó ïëî÷èöàìà. Çàòî íàì
òî ñâå çàjåäíî èìïëèöèðà äà âàæè

max�1 (h; w) = h(w � 1)=2 + d2h=3e:

�

2.4 Äîêàç òåîðåìå çà d = 3

Íàjïðå ñå ïîäñåòèìî ïðèìåðà 2.3, jåð íàì jå òî íåîïõîäíî çà êîíñòðóèñà»å
3-ïóíèõ ðå÷è. Jåäíó îä êîíñòðóêöèjà 3-ïóíå ðå÷è äèìåíçèjå 9 � 6 £åìî äàòè ó
ñëåäå£åì ïðèìåðó.
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Ñëèêà 5: Êîíñòðóêöèjà 3-ïóíå ðå÷è äèìåíçèjå 9 � 6.

2.7 Ïðèìåð.
Êàî øòî âèäèìî ãîðå íà ñëèöè, 3-ïóíà ðå÷ ñå êîíñòðóèøå òàêî øòî ñå

ó ãðàôó, óíóòàð ïóíîã ïðàâîóãàîíèêà, äèìåíçèjå (h � 2) � (w � 2) îçíà÷è
äîìèíàíòíè ñêóï è îíäà ñå ïî§à ñà ÷âîðîâèìà êîjè ïðèïàäàjó äîìèíàíòíîì
ñêóïó ïðåòâàðàjó ó ïðàçíà ïî§à.

2.8 Ïðîïîçèöèjà. Òåîðåìà 2.1 jå òà÷íà çà d = 3.

Äîêàç. Àêî jå 1 � h � 2 èëè 1 � w � 2 òàäà W[i; j] = � çà ñâàêî
(i; j) 2 [[1; h]] � [[1; w]], òî jåñò max �3 (h; w) = hw. Ñàäà ïðåòïîñòàâèìî äà jå
h; w � 3. Ïðâî òðåáà äà ïîêàæåìî äà ïîñòîjå 3-ïóíå ðå÷è W 2 W h�w òàêâå äà
W[i; j] = � çà ñâå ïîçèöèjå íà ðóáó ðå÷è (íà èâèöàìà ìàòðèöå). Ïðåòïîñòàâèìî
ñóïðîòíî äà íå ïîñòîjå òàêâå ðå÷è. Íåêà jå W ðå÷ 3-ïóía ñà � íà ëåâîj èâèöè
ðå÷è W, òî jåñò ïîñòîjè i 2 [[h]] òàêâî äà W[i; 1] = �. Î÷èãëåäíî jå äà � íå
ìîæå áèòè ó £îøêó ðå÷è W, òî jåñò i 6= 1; h: Àêî áè òî áèî ñëó÷àj òàäà áè
ðå÷ W0 íàñòàëà îä ðå÷è W òàêî øòî áè âðåäíîñò ñà (i; 1) çàìåíèëè ñà � êîjå
áè çàäîâî§àâàëî äà W 0 2 W �3

h�w è jW 0j � = jW j � + 1, øòî jå ó êîíòðàäèêöèjè
ñà ïðåòïîñòàâêîì äà jå W 3-ïóíà ðå÷. Êîíà÷íî, i 6= 1; h. Øòàâèøå, ìîðà äà
âàæè W[i; 2] = �. Àêî òî íèjå ñëó÷àj îíäà ñå äîáèjà ðå÷ W 00îä W òàêî øòî
ñå âðåäíîñò ñà (i; 2) çàìåíè ñà � è çàäîâî§àâàëî áè äà W 002 W �3

h�w è jW 00j � =
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jW j � + 1, øòî jå ó êîíòðàäèêöèjè ñà òèì äà jå W 3-ïóíà ðå÷. Êîíà÷íî, ðå÷
W 000äîáèjåíà îä W òàêî øòî ñå âðåäíîñò ñà (i; 1) çàìåíè ñà � è (i; 2) ñà �
çàäîâî§àâàëî áè äà W 0002 W �3

h�w , jW 000j � = jW j � è èìà jåäàí � ìà»å îä
W íà ðóáó, øòî jå ó êîíòðàäèêöèjè ñà òèì äà W èìà íàjìà»è áðîj � íà
ðóáó îä ñâèõ ðå÷è. Òî çíà÷è äà ïîñòîjå 3-ïóíå ðå÷è W 2 W h�w ñà ðóáîì êîjè
ñàäðæè ñàìî �. Çà êðàj, íåêà jå G h�2;w�2 ìðåæíè ïîäãðàô ñà ñêóïîì ÷âîðîâà
[[2; h � 1]] � [[2; w � 1]] è íåêà jå U = f(i; j) 2 [[1; h]] � [[1; w]] j W [i; j] = �g.
Óî÷àâàìî äà W 2 W �3

h�w (f�; �g) ñàìî àêî jå U äîìèíàíòíè ñêóï îä G h�2;w�2 .
Ñòîãà, W jå 3-ïóíà ðå÷ àêî è ñàìî àêî jå U ìèíèìàëíè äîìèíàíòíè ñêóï îä
Gh�2;w�2 . �

2.5 Äîêàç òåîðåìå çà d = 2

2.9 Ïðîïîçèöèjà. Òåîðåìà 2.1 jå òà÷íà çà d = 2.

Íàjïðå £åìî äà èñòàêíåìî òàáåëó ñà âðåäíîñòèìà max �2 (h; w) çà h 2 [[1; 9]]; w 2
[[1; 9]] êîjå ñëåäå íà îñíîâó ïðåòõîäíå ïðîïîçèöèjå.

Òàáåëà 1: Òàáåëà âðåäíîñòè max�2 (h; w) çà h 2 [[1; 9]]; w 2 [[1; 9]].
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2.10 Ïðèìåðè. Ðå÷è äèìåíçèjà 8 � 8, 7 � 3, 6 � 4, ðåñïåêòèâíî:

� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �
� � � � � � � �

;

� � �
� � �
� � �
� � �
� � �
� � �
� � �

è

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

:

Âèäèìî äà ðå÷ äèìåíçèjå 8 �8 èìà 44 �, ðå÷ äèìåíçèjå 7 �3 èìà 16 �, äîê
ðå÷ äèìåíçèjå 6�4 èìà 17 �. Ãëåäàjó£è ó òàáåëó 1, âèäèìî äà ñå ñâå ïîäóäàðà.

Äà áèñìî äîêàçàëè ïðîïîçèöèjó 2.9 äîêàçà£åìî »îj åêâèâàëåíòíó òåîðåìó
ïðåêî âèøêà ðå÷è. Íî, íàjïðå ìîðàìî ïðâî äåôèíèñàòè ïîjàì âèøêà ðå÷è (åíã.
excess of a word).

2.11 Äåôèíèöèjà. Íåêà jå W 2 W h�w . Âèøàê (åíã. the excess) îä ðå÷è
W, îçíàêå e(W), jå äåôèíèñàí ñà e(W) = jW j � �2hw=3. Ìàêñèìàëàí âèøàê ñå
îçíà÷àâà ñà emax (h; w) è äåôèíèñàí jå ñà emax (h; w) = maxfe(W) : W 2 W �2

h�w g.

2.12 Íàïîìåíà. Äðóãèì ðå÷èìà, âèøàê ðå÷è W jå èçðàæåí êàî áðîj
� êîjè W èìà ó îäíîñó íà ñëó÷àj êàäà jå ïîïó»åíî äâå òðå£èíå ïîâðøèíå
»åíîã îãðàíè÷àâàjó£åã ïðàâîóãàîíèêà. Ìàêñèìàëàí âèøàê êîjè íåêà ðå÷ ìîæå
èìàòè, àêî jå ñàäðæàíà ó ïðàâîóãàîíèêó äèìåíçèjà h � w, îçíà÷àâà ñå ñà
emax (h; w). Àêî jå R îãðàíè÷àâàjó£è ïðàâîóãàîíèê ðå÷è W, ïîíåêàä ïèøåìî
e(R) óìåñòî e(W).

2.13 Ïðîïîçèöèjà. Íåêà ñó W 1 2 W h�w 1 ; W2 2 W h�w 2 äâå ðå÷è äèìåíçèjà
h � w 1 è h � w 2, ðåäîì. Ñëè÷íî, íåêà ñó äâå ðå÷è äèìåíçèjà W 3 2 W h1 �w è
W4 2 W h2 �w äèìåíçèjà h 1 � w è h 2 � w, ðåäîì. Òàäà âàæè ñëåäå£å:

e(W1 	 W 2) = e(W 1) + e(W 2)

e(W3 	 W4) = e(W 3) + e(W 4):

Ñàäà êàäà çíàìî äåôèíèöèjó âèøêà è »åãîâó îñîáèíó àäèòèâíîñòè ó îäíîñó
íà êîíêàòåíàöèjó, ìîæåìî ñëó÷àj d = 2 òåîðåìå 2.1 ïðåôîðìóëèñàòè ó ñëåäå£ó
òåîðåìó êîjà £å áèòè êîðèñíà.
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2.14 Òåîðåìà. Íåêà jå h; w 2 N ñà h � w. Òàäà

emax (h; w) =

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

hw=3; àêî w = 1 èëè h = w = 2;

h=6 + 1=2; àêî h � 2 1; h � 3 è w = 2;

h=6; àêî h � 2 0; h � 4 è w = 2;

2; àêî w = 3 èëè h � 3 w � 3 0;

4=3; àêî w � 4 è h � 3 w 6�3 0;

1; àêî w � 4; hw � 3 0 è h 6�3 w;

2=3; èíà÷å:

Çà h; w 2 N, êmax (h; w) = m �2 (h; w)�2wh=3, òàäà âàæè ê max (h; w) = e max (h; w).

Ó ñëåäå£îj òàáåëè áè£å ïðèêàç âðåäíîñòè îä emax (h; w) çà h 2 [[1; 9]]; w 2
[[1; 9]]. Âèäèìî äà jå ïðèñóòíà ïåðèîäè÷íîñò îä øåñò ñëó÷àjåâà äî íà ñèìåòðèjó.

Òàáåëà 2: Âðåäíîñòè âèøêà emax (h; w) çà h 2 [[1; 9]]; w 2 [[1; 9]].

Ïðåëàçèìî íà äîêàç åêâèâàëåíòíå òåîðåìå. Çà áàçíå ñëó÷àjåâå äîêàçèâà»à
òåîðåìå ïîäðàçóìåâàìî äà (h; w) 2 (N � [[1; 6]]) [ f(7; 7)g.

2.15 Ëåìà. Íåêà ñó h; w 2 N è íåêà jå h � w. Àêî jå w = 1 èëè h = w = 2,
òàäà jå m�2 (h; w) = hw, òî jåñò e max (h; w) = hw=3.

Äîêàç. Î÷èãëåäíî jå, êàî íà ðå÷èìà ñà íàðåäíå ñòðàíèöå, äà ñâå £åëèjå
ìîãó áèòè öðíè êâàäðàòè£è êîjèõ èìà hw. Ñ äðóãå ñòðàíå, íå ìîæå èõ áèòè
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âèøå îä hw, jåð èõ òîëèêî íè íåìà ó ðå÷è. Ñëåäè äà jå m �2 (h; w) = hw. Ïîøòî
jå m�2 (h; w) = hw, ïî äåôèíèöèjè âèøêà ðå÷è ñëåäè äà

emax (h; w) = m �2 (h; w) � 2hw=3

= hw � 2hw=3

= 3hw=3 � 2hw=3

= hw=3:

W9�1 =

�
�
�
�
�
�
�
�
�

W2�2 =
� �
� �

W1�1 = �

Ïðâà ðå÷ jå ñëó÷àj êàä jå w = 1, äðóãà ðå÷ jå ñëó÷àj êàä jå h = w = 2, äîê
jå òðå£à ðå÷ ñëó÷àj êàä jå h = w = 1. �

2.5.1 Ïîäñëó÷àj w = 2

2.16 Ïðîïîçèöèjà. Íåêà jå h; w 2 N; h � w òàäà âàæè

emax (h; 2) =

(
h=6 + 1=2; àêî h � 2 1; h � 3 è w = 2;

h=6; h � 2 0; h � 4 è w = 2;

øòî jå åêâèâàëåíòíî ñà

max�2 (h; 2) =

8
>>><

>>>:

3h + 1
2

; àêî h � 2 1; h � 3 è w = 2;

3h
2

; àêî h � 2 0; h � 4 è w = 2;

Äîêàç. Óî÷èìî äà jå ëàêî êîíñòðóèñàòè ðå÷è W 2 W �2
h�2 òàêâå äà jW j� =
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�
3 � 2h

4

�
êàî øòî jå ïðèêàçàíî íà ðå÷èìà äîëå, òàêî äà jå max �2 (h; 2) �

�
3 � 2h

4

�
.

W5�2 =

� �
� �
� �
� �
� �

W6�2 =

� �
� �
� �
� �
� �
� �

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå h ìèíèìàëíî òàêî äà ïîñòîjå ðå÷è W 2 W �2
h�2 ñà

jW j � =
�

3 � 2h
4

�
+ 1. Ïðåìà Äèðèõëåîâîì ïðèíöèïó ïîñòîjè ïîïó»åíè 2 � 2

ôàêòîð W[[i; i + 1]] îä W. Àêî jå W[[i; i + 1]] ó óíóòðàø»îñòè W òàäà ñó
W[i � 1]; W[i + 2] ïðàçíå âðñòå. Ôàêòîð W jå âåðòèêàëíà êîíêàòåíàöèjà òðè
ôàêòîðà, òî jåñò W = W G 	 W [[i � 1; i + 2]] 	 W D , ãäå jå WG ãîð»è, à W D äî»è
ôàêòîð. Òàäà

jWG j � + jW D j � =
�

3 � 2h
4

�
+ 1 � 4 =

�
3 � 2(h � 4)

4

�
+ 3 (1)

Àëè ñà ïðåòïîñòàâêîì î ìèíèìàëíîñòè èìàìî jW G j � �
l

3�2h(W G )
4

m
è jWD j � �

l
3�2h(W D )

4

m
, à òî èìïëèöèðà

jWG j � + jW D j � <
�

3 � 2(h � 4)
4

�
+ 3;

øòî jå ó êîíòðàäèêöèjè ñà (1). Òàêî äà ñëåäè äà W[[i; i+1]] íèjå ó óíóòðàø»îñòè
îä W. Àêî jå i = 1 è W[[i; i + 1]] íà âðõó W òàäà jå W[i + 2] ïðàçíà âðñòà è
êîðèñòå£è ïîíîâî ïðåòïîñòàâêå ìèíèìàëíîñòè èìàìî

jW [[i + 3; h]]j � �
�

3 � 2(h � 3)
4

�
<

�
3 � 2(h)

4

�
+ 1 � 4;

à òî jå ó êîíòðàäèêöèjè ñà òèì äà jå jW j � =
�

3�2h
4

�
+ 1. Òàêî äà W[[i; i + 1]] íå

ìîæå áèòè íà âðõó W è W íå ïîñòîjè. �

2.5.2 Ïðåîñòàëè áàçíè ñëó÷àjåâè

Ïðå íåãî øòî ïðå¢åìî íà îïøòè ñëó÷àj, íàâîäèìî ïðåîñòàëå áàçíå ñëó÷àjåâå.
›èõîâè äîêàçè ñó çíàòíî äóæè è òåõíè÷êèjè îä ñëó÷àjà ó êîjåì jå w = 2, à
çà äà§è òîê îâîã ìàñòåð ðàäà ïîòðåáíå ñó íàì ïðå ñâåãà »èõîâå ôîðìóëàöèjå.
Çàòî äîêàçå íå£åìî íàâîäèòè; äåòà§è ñå ìîãó íà£è ó [1], ó îäå§êó 3.1 è
Äîäàòêó 4.2.
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2.17 Ïðîïîçèöèjà. Íåêà jå h öåî áðîj. Àêî jå h � 3, îíäà âàæè

max�2 (h; 3) = max s(h; 3) = 2h + 2;

ïà jå emax (h; 3) = 2.

2.18 Ïðîïîçèöèjà. Íåêà ñó h è w ïðèðîäíè áðîjåâè, ïðè ÷åìó jå h � w
è w 2 f4; 5; 6g. Òàäà jå

emax (h; w) = ê max (h; w):

Äðóãèì ðå÷èìà, ó ñâèì îâèì ñëó÷àjåâèìà âðåäíîñòè ñó óïðàâî îíå äàòå ó
ïðåòõîäíîj òåîðåìè.

2.19 Ïðîïîçèöèjà. Çà ðå÷è äèìåíçèjå 7 � 7 âàæè

emax (7; 7) = êmax (7; 7) =
4
3

:

Ïðåòõîäíå ïðîïîçèöèjå, çàjåäíî ñà âå£ ðàçìîòðåíèì ñëó÷àjåâèìà ó êîjèìà
jå w = 1 èëè w = 2, ïîêðèâàjó ñâå áàçíå äèìåíçèjå êîjå £å íàì áèòè ïîòðåáíå
ó äîêàçó îïøòåã ñëó÷àjà.

2.5.3 Ïîäñëó÷àj w > 6

Ñàäà ïðåëàçèìî íà îïøòè ñëó÷àj. Íàjïðå ïîêàçójåìî äà ñå âðåäíîñò ê max (h; w)
ìîæå äîñòè£è êîíñòðóêöèjîì.

2.20 Ëåìà. Íåêà jå W 2 MW �2
h�w òàêî äà h; w > 6. Òàäà e(W) � ê max (h; w).

Äîêàç. Íåêà ñó i è j öåëè áðîjåâè çà êîjå âàæè 0 � i; j � 2, è íåêà ñó
h = 3k 1 + j è w = 3k 2 + i. Äîêàçà£åìî äà ïîñòîjè ðå÷ W 2 W �2

h�w çà êîjó
jå e(W) = êmax (h; w). Ó ïðàâîóãàîíèê R äèìåíçèjà h � w íàjïðå óáàöójåìî
îáëèê Q âèøêà 1 ó ãîð»è ëåâè óãàî (§óáè÷àñòå £åëèjå íà ñëèöè 6(a)). Çàòèì
ñå îâàj Q-îáëèê íàäîâåçójå îáëèêîì Q èç êîã jå óêëî»åíà £åëèjà ó ãîð»åì
ëåâîì óãëó, à ïîñòóïàê ñå ïîíàâ§à ïåðèîäè÷íî. Íà îâàj íà÷èí ïîïó»àâàìî R
îñèì äî»èõ j ðåäîâà è äåñíèõ i êîëîíà. Ïðåîñòàëå äî»å ðåäîâå ïîïó»àâàìî
ïî óçîðó íà ðåäîâå R[3 + j 0], ãäå jå j0 öåî áðîj è 1 � j 0 � j, à ïðåîñòàëå
äåñíå êîëîíå ïî óçîðó íà êîëîíå R T [3 + i 0], ãäå jå i0 öåî áðîj è 1 � i 0 � i.
Íà êðàjó ñå äî»è äåñíè ïðàâîóãàîíèê äèìåíçèjà j � i äîïóíè ñà 0, 1 èëè
3 £åëèjå, ó çàâèñíîñòè îä îñòàòàêà (§óáè÷àñòå £åëèjå íà ñëèêàìà 6(a)-6(d)).
Òàêî äîáèjàìî ðå÷ W 2 W �2

h�w çà êîjó jå e(W) = ê max (h; w). �

Çà äîêàç ãîð»å ãðàíèöå ïîòðåáíà ñó íàì jîø òðè ñòðóêòóðíà ðåçóëòàòà î
2-ïóíèì ðå÷èìà ìàëèõ øèðèíà. ›èõîâè äîêàçè çàõòåâàjó äåòà§íó àíàëèçó
ðå÷è øèðèíà 3, 4 è 5 è óâîäå ïîjìîâå êîjè ñå êàñíèjå íå êîðèñòå, ïà èõ îâäå
íå íàâîäèìî. Êîìïëåòíè äîêàçè íàëàçå ñå ó [1, Äîäàòàê 4.3].
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Ñëèêà 6: Íåêå 2-ïóíå ðå÷è.

2.21 Ïîñëåäèöà. Íåêà jå k � 2 è W 2 W �2
(3k+1)�5 òàêî äà jå W T [[1; 4]] 2

MW �2
4�(3k+1) . Òàäà jå e(WT [5]) � �5=3.

2.22 Ïîñëåäèöà. Íåêà jå k � 1 è W 2 W �2
(3k+2)�6 òàêî äà W T [[1; 5]] 2

MW �2
5�(3k+2) . Òàäà jå e(WT [6]) � �4=3.

2.23 Ïîñëåäèöà. Íåêà jå W 2 W �2
h�4 òàêî äà W T [[1; 3]] 2 MW �2

3�h . Òàäà:

(i) jW T [4]j� � b(h � 2)=3c + 3;

(ii) Àêî h � 3 1, îíäà jW T [4]j� � b(h � 2)=3c + 4;

(iii) Àêî h � 3 2, îíäà jW T [4]j� � b(h � 2)=3c + 5.

2.24 Ëåìà. Íåêà jå W 2 MW �2
h�w òàêî äà h; w > 6. Òàäà e(W) � ê max (h; w).

Äîêàç. Ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî. Ìå¢ó ñâèì êîíòðàïðèìåðèìà W 2 W �2
h�w

Ñëèêà 7: 6 ñëó÷àjåâà.

çà êîjå âàæè e(W) > êmax (h; w), ïîñìàòðàjìî îíàj ñà ìèíèìàëíèì áðîjåì ïî§à.
Äîêàç ñïðîâîäèìî ó 6 ñëó÷àjåâà, äî íà ñèìåòðèjó.
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Ñëó÷àj 1. ((3k1) � (3k 2)), òî jåñò (h; w) � 3 (0; 0). Íåêà jå h = 3k 1, w = 3k2.
Ïðåòïîñòàâèìî äà jå e(W) = 3. Äîëàæå»å äî êîíòðàêöèjå ìîæåìî ó íàñòàâêó
ïîãëåäàòè íà ñëèöè 8, ãäå êîðèñòèìî îöåíå èç ñëó÷àjåâà 4 è 5.

Ñëèêà 8: Ñëó÷àj 1. ëåìå 2.24.

Ñëó÷àj 2. ((3k1 + 2) � (3k 2 + 2)), òî jåñò (h; w) � 3 (2; 2). Íåêà jå h = 3k 1 + 2,
w = 3k2+2. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå e(W) = 7=3. Ïîãëåäàòè êîíòðàäèêöèjó èñïîä,
ãäå êîðèñòèìî îöåíó èç ñëó÷àjà 6.

Ñëèêà 9: Ñëó÷àj 2. ëåìå 2.24.

Ñëó÷àj 3. ((3k1 + 1) � (3k 2 + 1)), òî jåñò (h; w) � 3 (1; 1). Íåêà jå h = 3k 1 + 1,
w = 3k2 + 1. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå e(W) = 7=3. Êîíòðàäèêöèjó ïîãëåäàòè ó
íàñòàâêó íà ñëèöè 10, ãäå êîðèñòèìî îöåíó èç ñëó÷àjà 6.
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Ñëèêà 10: Ñëó÷àj 3. ëåìå 2.24.

Ñëó÷àj 4. ((3k1+1)�(3k 2)), òî jåñò (h; w) � 3 (1; 0). Íåêà jå W 2 W �2
(3k1+1)�3k 2

ñà k1 � 2; k 2 � 3. Èìàìî ê max (3k1 + 1; 3k2) = 1 òàêî äà ïðåòïîñòàâèìî äà jå
e(W) = 2. Íåêà jå W T = W T [[1; 4]] 	 W T [[5; 3k2]], ïà èç ìèíèìàëíîñòè ñëåäè
e(WT [[1; 4]]) = 4=3 è e(WT [[5; 3k2]]) � 2=3 (ïî ñëó÷àjó 6), øòî èìïëèöèðà
e(WT [[1; 4]]) = 4=3 è e(WT [[5; 3k2]]) = 2=3. Àëè ïðåìà ïîñëåäèöè 2.21 jåäíàêîñò
e(WT [[1; 4]]) = 4=3 èìïëèöèðà e(W T [5]) � �5=3. Ñòîãà e(W T [[1; 5]]) � �1=3,
òàêî äà jå e(WT [[6; 3k2]]) � 7=3, øòî jå ó êîíòðàäèêöèjè ñà ìèíèìàëíîø£ó
(ñëó÷àj 3).

Ñëó÷àj 5. ((3k1) �(3k 2+2)), òî jåñò (h; w) � 3 (0; 2). Íåêà jå W 2 W �2
3k1 �(3k 2+2)

ñà k1 � 3, k 2 � 2. Èìàìî ê max (3k1; 3k2 + 2) = 1 òàêî äà ïðåòïîñòàâèìî äà jå
e(W) = 2. Íåêà jå W = W[[1; 5]] 	 W [[6; 3k 1]] . Ïî ìèíèìàëíîj ïðåòïîñòàâöè
èìàìî e(W[[1; 5]]) � 4=3 è e(W[[6; 3k 1]]) � ê max (3(k1 � 2) + 1; 3k 2 + 2) = 2=3
(ñëó÷àj 6). Îâî èìïëèöèðà e(W) = e(W[[1; 5]]) + e(W[[6; 3k 1]]) � 4=3 + 2=3 = 2.
W[[1; 5]] è W[[6; 3k1]] ñó 2-ïóíå. Ïîøòî jå W[[1; 5]] 2-ïóíà, èç ïîñëåäèöå 2.22
ñëåäè äà jå e(W[6]) � �4=3. Êàêî jå e(W[[6; 3k 1]]) = 2=3, ñëåäè äà ìîðà áèòè
e(W[[7; 3k1]]) � 2. Àêî jå k 1 > 3, òàäà êmax (3(k1 � 2); 3k 2 + 2) = 1 (ñëó÷àj 5),
øòî çíà÷è äà e(W[[7; 3k1]]) � 2 > 1 = ê max (3(k1 � 2); 3k 2 + 2), øòî jå ó
êîíòðàäèêöèjè ñà ìèíèìàëíîø£ó. Àêî jå k 1 = 3, òàäà W[[7; 3k1]] = W[[7; 9]]
è ìîðà äà áóäó 2-ïóíå ñà e(W[[7; 9]]) = 2, øòî íàìå£å äà jå e(W[6]) = �4=3.
Ìå¢óòèì ïîñëåäèöà 2.23 (iii) íàëàæå äà àêî jå W[[7; 9]] 2-ïóíà, òàäà W[6]

ñàäðæè íàjìà»å
�

(3k2 + 2) � 2
3

�
+ 5 = k 2 + 5 áåëèõ êâàäðàòè£à. Îâî çíà÷è

äà jå e(W[6]) � �13=3, øòî jå ó êîíòðàäèêöèjè.
Ñëó÷àj 6. ((3k1 + 2) � (3k 2 + 1)), òî jåñò (h; w) � 3 (2; 1). Íåêà jå W 2

W �2
(3k1+2)�(3k 2+1) , k1; k2 � 2. Èìàìî äà jå ê max (3k1 + 2; 3k2 + 1) = 2=3 òàêî äà

ïðåòïîñòàâèìî e(W) = 5=3. Íåêà jå W = W[[1; 4]] 	 W [[5; 3k 1 + 2]]. Ïðåìà
ìèíèìàëíîñòè W èìàìî e(W[[1; 4]]); e(W[[5; 3k 1 +2]]) � 4=3 (ñëó÷àj 3). Ïîñòîjå
äâà ñëó÷àjà êîjà òðåáà ðàçìîòðèòè: èëè jå e(W[[1; 4]]) = 4=3 è e(W[[5; 3k1 +
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2]]) = 1=3 èëè e(W[[1; 4]]) = 1=3 è e(W[[5; 3k1 + 2]]) = 4=3. Äåòà§àí äîêàç äà
îáà ñëó÷àjà äîâîäå äî êîíòðàäèêöèjå ìîæå ñå íà£è ó [1, Äîäàòàê 4.4]. �

Îâèìå ñìî çàâðøèëè íàø ãëàâíè çàäàòàê, à òî jå äà ïîêàæåìî äà âàæè
ãëàâíà òåîðåìà 2.1.
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3 Äâîäèìåíçèîíàëíè áèíàðíè ïàëèíäðîìè

Êàî øòî jå âå£ ðå÷åíî ó ïðåäãîâîðó, îâî ïîãëàâ§å ìàñòåð ðàäà ñå áàâè
äâîäèìåíçèîíàëíèì áèíàðíèì ïàëèíäðîìèìà. Ïîjàì äâîäèìåíçèîíàëíèõ ïà-
ëèíäðîìà jå óâåäåí ñà öè§åì êàðàêòåðèçàöèjå äâîäèìåíçèîíàëíèõ Øòóðìîâèõ
ðå÷è, êîjè èìàjó ïðèìåíó ðåöèìî ó êîìïðåñèjè ïîäàòàêà, ïðåïîçíàâà»ó ëèöà
è ïðåïîçíàâà»ó îáðàçàöà. Ó îâîì ïîãëàâ§ó äàjåìî ãðàíèöó êîëèêî íàjâèøå
ðàçëè÷èòèõ ïàëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà ìîãó èìàòè îäðå¢åíå äâîäèìåíçèîíàëíå
áèíàðíå ðå÷è. Òàêî¢å, ïðåäñòàâ§à£åìî è íåêå äî»å ãðàíèöå çà ïàëèíäðîìñêå
ôàêòîðå è òî ó çàâèñíîñòè äà ëè jå ïîñìàòðàíà ðå÷ ïåðèîäè÷íà èëè àïå-
ðèîäè÷íà. Äàjåìî è íåêå ïðèìåðå êîjè ïîêàçójó äà íàâåäåíå ãðàíèöå ñå íå
ìîãó ïîáî§øàòè. Äåòà§íèjè ïðåãëåä îâèõ ðåçóëòàòà íàëàçè ñå ó [9] è [10].

3.1 Ãîð»å îãðàíè÷å»å áðîjà ðàçëè÷èòèõ äâîäèìåíçèîíà-
ëíèõ ïàëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà ó äâîäèìåíçèîíàëíîj
áèíàðíîj ðå÷è

Ïîäðàçóìåâàìî äà jå äâî÷ëàíè àëôàáåò A = f0; 1g èëè A = fa; bg. Ó
îâîì îäå§êó äàjåìî êîëèêî íàjâèøå ðàçëè÷èòèõ ïàëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà ìîãó
èìàòè îäðå¢åíå äâîäèìåíçèîíàëíå áèíàðíå ðå÷è. Íà êðàjó îâå ñåêöèjå èçíîñè-
ìî äâå õèïîòåçå. Ñ îáçèðîì íà îãðàíè÷å»å îáèìà îâîã ðàäà, ïðåçåíòîâà£åìî
äîêàç ñàìî ãëàâíå òåîðåìå. Çà »åãà jå ïîòðåáàí íèç ïîìî£íèõ ëåìà è ïðîïîçè-
öèjà, êîjå ôîðìóëèøåìî áåç äîêàçà, à äîêàçè ñå ìîãó ïðîíà£è ó [9]. Íàäà§å,
ñà � w îçíà÷àâàìî âðåäíîñò 2w +

�
w
2

�
� 1.

3.1 Ëåìà. Ïîñòîjè íàjìà»å 8 äâîäèìåíçèîíàëíèõ ðå÷è ñà � w ïàëèíäðîìà
ó W2�w , çà w � 3.

Äîêàç. Íåêà jå w ïàðíî, òj. w = 2k è X = (01)
k
2 2 W + . Èìàìî ñàäà äâà

ñëó÷àjà:

1. Çà k ïàðíî, ïîñìàòðàìî ñêóïîâå

A2k = f(01)
w
2 	 XX R ; (01)

w
2 	 X RX; (10)

w
2 	 XX R ; (10)

w
2 	 X RXg;

B2k = fW R : W 2 A 2kg;

2. Çà k íåïàðíî, ïîñìàòðàìî ñêóïîâå

A2k = f(01)
w
2 	 XX R ; (10)

w
2 	 XX R ; XX R 	 (01)

w
2 ; XX R 	 (10)

w
2 g;

B2k = fW c : W 2 A 2kg:
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Íåêà jå S 2k = fW : W 2 A 2k [B 2kg. Àêî jå X 6= X R îíäà çà ñâå W1; W2 2 S2k,
W1 6= W2. Ñâèõ 8 òðàæåíèõ ðå÷è èç ïîñòàâêå ëåìå ïðèïàäàjó ñêóïó S2k. Ñëè÷íî
çà w íåïàðíî, ñ òèì øòî S 2k�1 äåôèíèøåìî êàî S 2k�1 = fW : W jå 2 � (2k �
1) ïðåôèêñ ðå÷è ó S2kg. �

3.2 Íàïîìåíà. Óî÷àâàìî äà àêî jå W = W 1 	 W 2 2 W 2�w ïàëèíäðîì,
îíäà âàæè W 2 = W R

1 .

3.3 Ëåìà. Àêî jå W 2 W 2�w , w � 2, äâîäèìåíçèîíàëíè ïàëèíäðîì, îíäà

P2d(W) � 2w:

3.4 Ïðîïîçèöèjà. Íåêà jå T w , çà êîjå jå w � 4 è w ïàðíî, ñêóï ñâèõ
äâîäèìåíçèîíàëíèõ ðå÷è W 2 W 2�w êîjå çàäîâî§àâàjó ñëåäå£å:

1. P2d(W) = � w ;

2. Ó ðå÷è W ïîñòîjè 1 � w ïàëèíäðîìñêè ôàêòîð;

3. Àêî èç ðå÷è W óêëîíèìî ïðåôèêñ è ñóôèêñ äèìåíçèjå 2 � k, çà ñâàêî k
òàêâî äà jå 2k < w, äîáèjàìî äâîäèìåíçèîíàëíó ðå÷ èç W 2�(w�2k) êîjà
ñàäðæè �w�2k ïàëèíäðîìà.

Òàäà âàæè Tw = Sw , ãäå Sw jå ñêóï äåôèíèñàí ó ëåìè 3.1.

3.5 Ïðîïîçèöèjà. Íåêà jå T w , çà êîjå jå w � 7 è w íåïàðíî, ñêóï ñâèõ
äâîäèìåíçèîíàëíèõ ðå÷è W 2 W 2�w êîjå çàäîâî§àâàjó ñëåäå£å:

1. P2d(W) = � w ;

2. Ó ðå÷è W ïîñòîjè 1 � w ïàëèíäðîìñêè ôàêòîð;

3. Ðåêóðçèâíèì óêëà»à»åì ñóôèêñà äèìåíçèjå 2 � k è ïðåôèêñà äèìåíçèjå
2 � k èç ðå÷è W, óêëà»à ñå ðåäîì 3k, îäíîñíî 2k ïàëèíäðîìà èç W,
ñâå äîê ñå íå äîáèjå äâîäèìåíçèîíàëíà ðå÷ èç W 2�2 . Ó ñâàêîj ôàçè òàêî
äîáèjåíà äâîäèìåíçèîíàëíà ðå÷ ó W 2�l ñàäðæè � l ïàëèíäðîìà.

Òàäà jå Tw = ;.

3.6 Ëåìà. Íåêà jå W 2 S w . Òàäà êîíêàòåíàöèjà êîëîíå C 2 W 2�1 (W 	 C
èëè C 	 W) íå ìîæå ñòâîðèòè 3 íîâà ïàëèíäðîìà.

3.7 Ëåìà. Íåêà jå W 2 W 2�w òàêâà äà W = C 	 W1 èëè W = W1 	 C,
ãäå P2d(W) = � w è P2d(W1) � � w�1 çà C 2 W2�1 è W1 2 W 2�(w�1) .
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ˆ Àêî jå w ïàðíî, òàäà P 2d(W1) = � w�1 è êîíêàòåíàöèjîì êîëîíå C ñå
ôîðìèðàjó òà÷íî 3 ïàëèíäðîìà.

ˆ Àêî jå w íåïàðíî, òàäà P 2d(W1) = � w�1 (îäíîñíî � w�1 � 1) è êîíêàòåíà-
öèjîì C ôîðìèðàjó ñå òà÷íî 2 (îäíîñíî 3) ïàëèíäðîìà.

Íàðåäíå äâå ëåìå íàâîäèìî íå ñàìî çà áèíàðíè ñëó÷àj. Íàìà £å áèòè îä
èíòåðåñà ñàìî áèíàðíà âåðçèjà, àëè ïîøòî ëåìå âàæå è îïøòèjå, òàêî èõ è
ôîðìóëèøåìî.

3.8 Ëåìà. Íåêà jå W 2 W 2�w , çà w � 1. Òàäà, äâîäèìåíçèîíàëíà ðå÷
W 	 (A 1 	 A 2) è (A 1 	 A 2) 	 W , ãäå A1; A2 2 W � , ñòâàðàjó íàjâèøå 3 íîâà
ïàëèíäðîìà, òj. íàjâèøå 2 õîðèçîíòàëíà ïàëèíäðîìà è íàjâèøå 1 ïàëèíäðîì
äèìåíçèjå 2 � t çà t � 1.

3.9 Ëåìà. Çà äâîäèìåíçèîíàëíó ðå÷ W òàêâó äà W = W 1 	 W 2 2 W 2�w ,
çà w � 1,

ˆ àêî jå jAlph(W 1)j = 1 èëè jAlph(W 2)j = 1, îíäà P 2d(W) � 2w;

ˆ àêî jå jAlph(W 1) \ Alph(W 2)j � 1, îíäà P 2d(W) � 2w.

Ñàäà ïðåëàçèìî íà áèòíó òåîðåìó ó îâîì ïîòïîãëàâ§ó.

3.10 Òåîðåìà. Íåêà jå W 2 W 2�w , ãäå w � 2. Òàäà

P2d(W) � 2w +
j w

2

k
� 1:

Äîêàç. Äîêàçójåìî ïîòïóíîì ìàòåìàòè÷êîì èíäóêöèjîì ïî w. Øòî ñå
òè÷å áàçå èíäóêöèjå äîâî§íî jå ïîãëåäàòè ó òàáåëè 3. çà 2 � w � 10. Îâà
òàáåëà jå äîáèjåíà äèðåêòíèì ðà÷óíîì ïîìî£ó êîìïjóòåðà. Ïðåòïîñòàâèìî
äà âàæè P2d(W) � � k çà W 2 W2�k , ãäå k � w. Îíäà ó èíäóêöèjñêîì
êîðàêó òðåáà äà ïîêàæåìî äà âàæè P 2d(W) � � w+1 çà W 2 W2�(w+1) . Íåêà
jå W = C1 	 ::: 	 Cw+1 è W[i : j] = C i 	 ::: 	 Cj (îâó íîòàöèjó êîðèñòèìî
è íàäà§å ó îâîì ïîãëàâ§ó). Îáåëåæèìî ñà y i;j (îäíîñíî z i;j ) áðîj ïàëèíäðîìà
êîjè íåñòàjó èç ôàêòîðà W[i : j] êàäà ñå óêëîíè C i êîëîíà (îäíîñíî C j ). Ïðåìà
ëåìè 3.8 èìàìî äà ñå ìîæå íàjâèøå ñòâîðèòè 3 ïàëèíäðîìà êîíêàòåíàöèjîì
êîëîíå. Îíäà èìàìî ñëåäå£å ñëó÷àjåâå:

1. P2d(W[1 : w]) < � w . Îíäà, P 2d(W) � � w+1 ;

2. P2d(W[1 : w]) = � w , çà w íåïàðíî. Òàäà, P 2d(W) � � w + 3 = � w+1 ;
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Ñëèêà 11: Ñëó÷àj 1.

3. P2d(W[1 : w]) = � w è z1;w+1 � 2 çà w ïàðíî. Òàäà, P 2d(W) � � w +2 = � w+1 ;

4. P2d(W[1 : w]) = � w è z1;w+1 = 3 çà w ïàðíî.

Ïîêàçà£åìî äà çà 4: íå ïîñòîjå òàêâå ðå÷è êîjå ãà çàäîâî§àâàjó. Ïîñìàòðàìî
ðå÷ W 2 W2�(w+1) , ãäå jå w ïàðíî, òàêâî äà âàæè P2d(W[1 : w]) = � w è
z1;w+1 = 3. Êîíòðàïîçèöèjîì ëåìå 3.3 (èìàjó£è ó âèäó íåjåäíàêîñò � w > 2w)
äîáèjà ñå äà W[1 : w] íèjå ïàëèíäðîì. Ñëó÷àjåâå ðàçëèêójåìî ó çàâèñíîñòè îä
ïîjàâ§èâà»à ïàëèíäðîìà äèìåíçèjå 1 � w ó W[1 : w].

Ñëó÷àj 1: Ïðåòïîñòàâèìî äà ó W[1 : w] ïîñòîjè ïàëèíäðîì äèìåíçèjå 1�w.
Òàäà âàæå óñëîâè 1 è 2 èç ïðîïîçèöèjå 3.4 çà W[1 : w]. Àêî òà ðå÷ W[1 : w]
çàäîâî§àâà è 3: óñëîâ èç ïðîïîçèöèjå 3.4 îíäà ìîðà ïðèïàäàòè ñêóïó S w , øòî
jå âå£ íåìîãó£å çáîã ëåìå 3.6. Çàòî ìîðà ïîñòîjàòè ïðâè íèâî ðåêóðçèâíîã
ñêðà£èâà»à íà êîìå ñå èçãóáè ½ïðåâèøå� ïàëèíäðîìà. Ïîä ðåêóðçèâíèì ñêðà-
£èâà»åì ïîäðàçóìåâàìî óçàñòîïíî óêëà»à»å ëåâå è äåñíå êðàj»å êîëîíå ðå÷è
ó ñâàêîì êîðàêó ðåêóðçèjå. Ìå¢óòèì, ïîøòî ñå óêëà»à»åì ëåâå èëè äåñíå
êðàj»å êîëîíå (íà ñëèöè èçíàä C i è Cw�i+1 ) ìîæå èçãóáèòè íàjâèøå 3 ïàëè-
íäðîìà, jåäèíè íà÷èí äà ñå ìîæäà èçáåãíå êîíòðàäèêöèjà jåñòå äà óíóòðàø»è
ôàêòîð èìà òà÷íî � w�2i � 1 ïàëèíäðîìà (âèäåòè ñëèêó èçíàä) è äà ñå óêëà-
»à»åì ñâàêå îä äâå êðàj»å êîëîíå èçãóáå òà÷íî ïî 3 ïàëèíäðîìà. Òî âåîìà
ñóæàâà ìîãó£ó ñòðóêòóðó ðå÷è è çàòî ïðåëàçèìî ñàäà íà àíàëèçó ïîäñëó÷àjåâà
1(a) è 1(b), êàî íà ñëèöè 12.

Ïðâî ïîñìàòðàjìî ïîäñëó÷àj 1(b), ïà £åìî ñå îíäà îñâðíóòè íà ïîäñëó÷àj
1(a).

Ïîäñëó÷àj 1(b): Àêî âàæè P 2d(W[i : w � i + 1]) = � w�2i+2 è P2d(W[i � 1 :
w � i + 2]) = � w�2i+4 , êîíêàòåíàöèjîì êîëîíà C i�1 è Cw�i+2 äîäàjå ñå òà÷íî 5
ïàëèíäðîìà ó ðå÷ W[i : w � i + 1]. Çàòî áàð jåäíà îä íîâèõ êîëîíà (C i�1 èëè
Cw�i+2 ) ìîðà äà äîïðèíåñå ñà 3 ïàëèíäðîìà. Çáîã ñòðóêòóðå ðå÷è è ëåìå 3.9, òè
ïàëèíäðîìè íå ìîãó íàñòàòè ïðîèçâî§íî, jåð áè òî ïðèìîðàëî äà jåäíà âðñòà
áóäå îáëèêà aw�2i çà íåêî a 2 A, øòî jå íåìîãó£å. Çàòî ñó ìîãó£å ñàìî îäðå¢åíå
êîíôèãóðàöèjå êðàj»èõ êîëîíà, ïà ñå àíàëèçà ñâîäè íà 3 íîâà ïîäñëó÷àjà
1(b):1, 1(b):2 , 1(b):3 êàî íà ñëèöè 13.
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Ñëèêà 12: Ïîäñëó÷àjåâè 1(a) è 1(b).

ˆ Ïîäñëó÷àj 1(b):1: Ó îâîì ñëó÷àjó ðå÷ W[i + 2 : w � i � 1] èìà ïàðàí áðîj
êîëîíà, ïà jå ðå÷ ñëè÷íà ðå÷è ñà ñëèêå 11, ïà ñòîãà äîêàç ñëåäè.

ˆ Ïîäñëó÷àj 1(b):2: Àêî C i�1 äîäàjå 3 ïàëèíäðîìà ðå÷è W[i : w � i � 1],
òàäà jå áðîj ïàëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà ó ðå÷è W[i � 1 : w � i � 1] çàïðàâî
� w�2i�2 �1+3+3+3 = � w�2i+1 +1, øòî jå ó êîíòðàäèêöèjè ñà èíäóêöèjñêîì
ïðåòïîñòàâêîì. Àêî C w�i+2 äîäàjå 3 ïàëèíäðîìà ðå÷è W[i+2 : w � i+1],
òàäà ðå÷ W[i + 2 : w � i + 2] èìà � w�2i+1 ïàëèíäðîìà. Ïðèìåòèìî äà ðå÷
W[i + 1 : w � i + 1] èìà � w�2i+1 ñà íåïàðíèì áðîjåì êîëîíà è äà jå ðå÷
W[i + 1 : w � i + 2] ñëè÷íà ðå÷è W[i + 2 : w � i + 1] êîjà îïèñójå ñëó÷àj
1(a) (î »åìó £åìî êàñíèjå), ñòîãà äîêàç ñëåäè.

ˆ Ïîäñëó÷àj 1(b):3: Îâàj ñëó÷àj jå ñëè÷àí ñëó÷àjó 1(b):2, à çàâðøàâàìî
ðå÷jó ñëè÷íîì ðå÷è W[i + 2 : w � i + 1] îïèñàíîj ó ñëó÷àjó 1(a). Äàêëå,
ðåêóðçèâíèì óêëà»à»åì êîëîíà ó îâîì ñëó÷àjó èëè ñå äîëàçè äî ðå÷è
èç ñëó÷àjà 1(a) èëè ñå äîëàçè äî ðå÷è äèìåíçèjå 2 � 8. Ìå¢óòèì, íèjåäíà
îä ðå÷è èç S8 íå çàäîâî§àâà óñëîâå èç ñëó÷àjà 1(b), ïà ñå äîáèjà êîíòðà-
äèêöèjà.

Ïîäñëó÷àj 1(a): Äà£åìî ñêèöó äîêàçà, jåð jå òåõíèêà ñëè÷íà êàî ó ïðåòõî-
äíîì ïîäñëó÷àjó 1(b). Îâäå ïîñìàòðàìî jîø ìà»è ôàêòîð W[i + 2 : w � i] è
ïîêàçójåìî äà îí íå ìîæå áèòè äâîäèìåíçèîíàëíè ïàëèíäðîì íè äà ñàäðæè jå-
äíîäèìåíçèîíàëíè ïàëèíäðîì ïóíå äóæèíå. Çáîã òîãà òðè ïàëèíäðîìà êîjà ñå
ãóáå óêëà»à»åì êîëîíå C w�i+1 ìîðàjó ïîòèöàòè èç âå£åã ôàêòîðà W[i+2 : w�
i+1]. Îòóäà ñëåäè äà W[i+2 : w�i+1] èìà ìàêñèìàëàí áðîj ïàëèíäðîìà, òî jåñò
P2d(W[i+2 : w�i+1]) = � w�2i . Çàòèì, óêîëèêî îâàj ôàêòîð çàäîâî§àâà óñëîâå
ïðîïîçèöèjå 3.4, äîëàçèìî äî êîíòðàäèêòîðíîñòè ñà ðàíèjèì ðåçóëòàòèìà, ïà
òàêâà ñòðóêòóðà íå ìîæå ïîñòîjàòè. Ìà»å ïîäñëó÷àjåâå çà îâàj ïîäñëó÷àj
íå£åìî äàòè, jåð jå òåõíè÷êè ñëè÷íî êàî è çà 1(b).
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Ñëèêà 13: Ïîäñëó÷àjåâè 1(b):1, 1(b):2 è 1(b):3.

Ñëó÷àj 2: Ïðåòïîñòàâèìî äà íåìà 1 � w ïàëèíäðîìà ó W[1 : w], òàäà
ïîñìàòðàìî ôàêòîð W[1 : w�1]. Ïî èíäóêöèjñêîj ïðåòïîñòàâöè èìàìî P 2d(W[1 :
w�1]) � � w�1 . Àêî âàæè P2d(W[1 : w�1]) < � w�1 îíäà P 2d(W[1 : w+1]) � � w+1

è òó jå êðàj. Àêî âàæè P2d(W[1 : w � 1]) = � w�1 îíäà ïîìî£ó ïðîïîçèöèjå 3.5
è äîêàçà èç ñëó÷àjà 1(a) äîëàçèìî äî êîíòðàäèêöèjå. �

Òàáåëà 3: Ïàëèíäðîìè ó 2 � w áèíàðíèì ðå÷èìà.

Ó òàáåëè 3. ïðèêàçàíè ñó ðåçóëòàòè ïðåòõîäíå òåîðåìå. Ó ïðâîj êîëîíè ñó
äàòå äèìåíçèjå ðå÷è. Ó äðóãîj êîëîíè jå äàò áðîj óêóïíèõ äâîäèìåíçèîíàëíèõ
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áèíàðíèõ ðå÷è. Ó òðå£îj êîëîíè jå äàò ìàêñèìàëàí áðîj ïàëèíäðîìñêèõ ôà-
êòîðà, äîê jå ó ïîñëåä»îj êîëîíè äàò áðîj äâîäèìåíçèîíàëíèõ ðå÷è êîjå äî-
ñòèæó ìàêñèìàëàí áðîj ïàëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà.

3.11 Ïîñëåäèöà. Íåêà jå W 2 W h�w , ãäå h; w � 2, òàäà

P2d(W) �
h
2

�
h(w � 1) +

j w
2

k
+ 1

�
+ (h � 2) +

1
2

l w
2

m
:

3.12 Íàïîìåíà. Ó îðèãèíàëíîì ðàäó íåäîñòàjå ñàáèðàê
1
2

l w
2

m
. Áåç »åãà,

ïîñëåäèöà ñå ëàêî èçâîäè ó ñëó÷àjó êàäà jå h ïàðàí áðîj, àëè çà íåïàðíó
âðåäíîñò ãðàíèöà áåç òîã ñàáèðêà äåëójå êàî ïðåâèä àóòîðà.

Äà£åìî ñàäà òåîðåìó çà äâîäèìåíçèîíàëíå ïåðèîäè÷íå ðå÷è (îájàñíèëè
ñìî ðàíèjå ó óâîäó øòà ñó ïåðèîäè÷íå ðå÷è) íàä àëôàáåòîì ïðîèçâî§íå êà-
ðäèíàëíîñòè, ïà £åìî »ó è òåîðåìó çà äâîäèìåíçèîíàëíå áèíàðíå ðå÷è 2 � w
ïîâåçàòè ó íîâó òåîðåìó êîjà íàñ èíòåðåñójå. Äîêàç ñëåäå£å òåîðåìå íå£åìî
íàâåñòè, jåð jå òåîðåìà âåçàíà çà ïðîèçâî§íè àëôàáåò, à íå èñê§ó÷èâî çà
áèíàðíè àëôàáåò.

3.13 Òåîðåìà. Íåêà jå W äâîäèìåíçèîíàëíà ïåðèîäè÷íà ðå÷ ó W 2�w , ãäå
w � 2, îíäà jåäàí îä ñëåäå£à 2 óñëîâà çàäîâî§àâà:

1. Àêî jå ïåðèîä ðå÷è W 1 � l çà l � 1, 2 � 1 èëè 2 � 2, îíäà P 2d(W) � 2w;

2. Àêî jå ïåðèîä ðå÷è W 2 � l çà l � 3, îíäà P 2d(W) � 2w + l � 3.

Íà êðàjó îâîã ïîòïîãëàâ§à ïîñòàâè£åìî äâå õèïîòåçå ñà êðàjà ðàäà [9].

3.14 Õèïîòåçà. Çà äâîäèìåíçèîíàëíó áèíàðíó ðå÷ W 2 W h�w , ãäå h; w �
3, âàæè

P2d(W) � hw + (h � 1)
j w

2

k

3.15 Õèïîòåçà. Çà ðå÷è çàäàòèõ äèìåíçèjà h � w, ãäå h � 2; w � 4, îíå
êîjå äîñòèæó ìàêñèìàëàí áðîj ïàëèíäðîìà ìîðàjó áèòè áèíàðíå.

3.2 Äî»å îãðàíè÷å»å áðîjà ðàçëè÷èòèõ äâîäèìåíçèîíà-
ëíèõ ïàëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà ó äâîäèìåíçèîíàëíîj
áèíàðíîj ðå÷è

Ó îâîì ïîòïîãëàâ§ó ïðåäñòàâè£åìî íåêå äî»å ãðàíèöå çà ðàçëè÷èòå ïàëè-
íäðîìñêå ôàêòîðå ó äâîäèìåíçèîíàëíîj áèíàðíîj ðå÷è è òî ó çàâèñíîñòè äà
ëè jå ïîñìàòðàíà ðå÷ ïåðèîäè÷íà èëè íåïåðèîäè÷íà. Äà£åìî è íåêå ïðèìåðå
êîjè ïîêàçójó äà ñå íàâåäåíå ãðàíèöå íå ìîãó ïîáî§øàòè. Äà£åìî ñàìî íåêå
äîêàçå òâð¢å»à, äîê ïðåîñòàëå äîêàçå ìîæåòå ïîãëåäàòè äåòà§íèjå ó [10].
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3.16 Ëåìà. Íåêà jå W äâîäèìåíçèîíàëíà áèíàðíà ðå÷ äèìåíçèjå 2 � w,
ãäå w � 3, ó êîjîj ñå ïîjàâ§ójó ñàìî ñëîâà a è b. Òàäà ñó ñëåäå£å òâðä»å òà÷íå:

1. W íåìà ïàëèíäðîì äèìåíçèjå 2� t, çà t � 1 àêî è ñàìî àêî jå èëè îáëèêà
aw 	 b w èëè »åíîã âðñòà-êîíjóãàòà;

2. W èìà òà÷íî jåäàí ïàëèíäðîì äèìåíçèjå 2 � t, çà t � 1 àêî è ñàìî àêî
jå jåäíîã îä ñëåäå£èõ îáëèêà:

aw�1 b
bw�1 a

;
abw�1

baw�1 ;
�

b
a

� 1�i 1 a
a

�
b
a

� 1�i 2 a � � �
a � � �

�
b
a

� 1�i k

ãäå 1 � k �
l w

2

m
, i j > 0 çà 2 � j � k � 1 è i 1; i k � 0 èëè jå îáëèêà »åíèõ

âðñòà-êîíjóãàòà.

3. Ñâàêà äðóãà äâîäèìåíçèîíàëíà ðå÷ W èìà íàjìà»å 2 ïàëèíäðîìà äèìå-
íçèjå 2 � t, çà t � 1.

3.17 Ïðîïîçèöèjà. Áèíàðíå 2-ïîëóáåñêîíà÷íå ðå÷è èìàjó íàjìà»å 10 ïà-
ëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà.

3.18 Ëåìà. Íåêà jå W h-ïîëóáåñêîíà÷íà áèíàðíà ðå÷ òàêâà äà W èìà
íàjâèøå jåäàí ïàëèíäðîì äèìåíçèjå h � t, t � 1 çà h = 3; 4. Òàäà W èìà
áåñêîíà÷íî ìíîãî õîðèçîíòàëíèõ ïàëèíäðîìà.

3.19 Íàïîìåíà. Íåêà jå W h-ïîëóáåñêîíà÷íà ðå÷ çà h = 3; 4; 5 òàêî äà
ñâå âðñòå Wh èìàjó òà÷íî 8 ïàëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà. Òàêâèõ ðå÷è èìà 12 h.
Ìîæå ñå ïðîâåðèòè äà âàæè P 2d(W3) � 14, P 2d(W4) � 16 è P 2d(W5) � 20.

3.20 Ïðîïîçèöèjà. Áèíàðíå 3-ïîëóáåñêîíà÷íå ðå÷è èìàjó íàjìà»å 14 ïà-
ëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà.

Äîêàç. Ïîñìàòðàìî áèíàðíó 3-ïîëóáåñêîíà÷íó ðå÷ W. Èìàìî ñëåäå£à 3
ñëó÷àjà.

1. ñëó÷àj: Àêî ñâå âðñòå ðå÷è W èìàjó òà÷íî 8 ïàëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà,
îíäà, ïî ïðåòõîäíîj íàïîìåíè, ñëåäè äà èìà íàjìà»å 14 ïàëèíäðîìñêèõ
ôàêòîðà.

2. ñëó÷àj: Àêî íàjìà»å jåäíà îä âðñòè ðå÷è W èìà íàjìà»å 11 ïàëèíäðîìñêèõ
ôàêòîðà è W èìà êîíà÷àí áðîj ïàëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà, îíäà ïðåìà
ëåìè 3.16 èìà íàjìà»å 2 ïàëèíäðîìà äèìåíçèjå 2 � t, ãäå t � 1 è ïðåìà
ïðåòõîäíîj ëåìè ñëåäè äà ìîðà äà èìà íàjìà»å 2 ïàëèíäðîìà äèìåíçèjå
3 � t, ãäå t � 1. Ñòîãà W èìà íàjìà»å 15 ïàëèíäðîìà.
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3. ñëó÷àj: Ó îâîì ñëó÷àjó äàjåìî ñàìî ðåçóëòàò áåç äîêàçà. Àêî ïîñòîjè
âðñòà ðå÷è W ñà âèøå îä 8 ïàëèíäðîìà òàêâå äà ñâå âðñòå ðå÷è W
èìàjó ìà»å èëè jåäíàêî îä 10 ïàëèíäðîìà, òàäà ðå÷ W èìà íàjìà»å
16 ïàëèíäðîìà.

Äàêëå, ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå íàjìà»è áðîj ïàëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà ó
áèíàðíîj 3-ïîëóáåñêîíà÷íîj ðå÷è çàïðàâî 14. �

3.21 Ïðîïîçèöèjà. Áèíàðíå 4-ïîëóáåñêîíà÷íå ðå÷è èìàjó íàjìà»å 16 ïà-
ëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà.

Äàjåìî ñàäà ïðèìåð êîjè ïîêàçójå äà ñå ãðàíèöå èç ïðîïîçèöèjà 3.17, 3.20
è 3.21 íå ìîãó ïîáî§øàòè.

3.22 Ïðèìåð. Íåêà ñó X = aababb è Y = abbaab jåäíîäèìåíçèîíàëíå
áèíàðíå ðå÷è è íåêà jå Wh, ãäå 2 � h � 4, h-ïîëóáåñêîíà÷íà áèíàðíà ðå÷ òàêî
äà:

1. W2 = (X 	 Y ) 1�1=6 ;

2. W3 = (X 	 Y 	 X) 1�1=6 ;

3. W4 = (X 	 Y 	 X 	 Y ) 1�1=6 .

Íàïîìåíà: Ãîðå ñìî èñêîðèñòèëè äåôèíèöèjó 1.18, òàêî øòî ñìî ïóñòèëè
äà n èç äåôèíèöèjå òåæè ó áåñêîíà÷íîñò. Èìàìî

W2 =
aababbaababb � � �
abbaababbaab � � �

; W3 =
aababbaababb � � �
abbaababbaab � � �
aababbaababb � � �

è W4 =

aababbaababb � � �
abbaababbaab � � �
aababbaababb � � �
abbaababbaab � � �

:

Âèäèìî äà jå

PAL 2d((X 	 Y ) 1�12=6 ) = fa; b; aa; bb; a 	 a; b 	 b; aba; bab; abba; baabg:

.
Ó (X 	 Y 	 X) 1�12=6 ñå äîäàòíî ïîjàâ§óje ñëåäå£è ñêóï ïàëèíäðîìñêèõ

ôàêòîðà:
fa 	 a 	 a; b 	 b 	 b; a 	 b 	 a; b 	 a 	 bg:

Äîê ñå ó (X 	 Y 	 X 	 Y ) 1�12=6 äîäàòíî jàâ§à ñëåäå£è ñêóï ïàëèíäðîìñêèõ
ôàêòîðà:

fa 	 a 	 a 	 a; b 	 b 	 b 	 bg:
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Ïðèìåòèìî äà jå X 3-öèêëè÷íè ïîìåðàj ðå÷è Y . Ïîñìàòðàjó£è îâàj ïðèìåð
î÷èãëåäíî jå äà âàæè P2d(W2) = 10, P2d(W3) = 14 è P2d(W4) = 16. Òèìå ñìî
ïîêàçàëè äà ñå äî»å ãðàíèöå íå ìîãó ïîáî§øàòè.

Ïðîïîçèöèjà êîjà ñëåäè íàì ñëóæè çà äîêàçèâà»å òåîðåìå î íàjìà»åì
áðîjó ðàçëè÷èòèõ ïàëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà ó áåñêîíà÷íîj áèíàðíîj äâîäèìå-
íçèîíàëíîj ðå÷è.

3.23 Ïðîïîçèöèjà. Íàjìà»è áðîj ïàëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà ó áèíàðíîj 5-
ïîëóáåñêîíà÷íîj ðå÷è, ó êîjîj ñâå âðñòå èìàjó ìà»å èëè jåäíàêî îä 10 ïàëè-
íäðîìà, jå 20.

3.24 Òåîðåìà. Áåñêîíà÷íà áèíàðíà äâîäèìåíçèîíàëíà ðå÷ èìà íàjìà»å
20 ïàëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà.

Äîêàç. Íåêà ñó P 1 è P2 ïðåôèêñè äèìåíçèjà (5; 1) è (1; 5) ðå÷è W, ðåäîì.
Àêî ïîñòîjè jåäíà âðñòà è jåäíà êîëîíà ó W ñà ïî 11 ïàëèíäðîìà, òàäà âàæè
P2d(W) � 11 + 11 � 2 = 20, jåð çàjåäíè÷êè òàäà ìîãó áèòè ñàìî òðèâèjàëíè
ïàëèíäðîìè. Àêî ñâå âðñòå ïðåôèêñà P 1 èëè ñâå êîëîíå ïðåôèêñà P 2, èëè îáà
èìàjó ìà»å îä 11 ïàëèíäðîìà, òàäà ïðåìà ïðåòõîäíîj ïðîïîçèöèjè ïðåôèêñ P 1

è/èëè ïðåôèêñ P 2 èìàjó íàjìà»å 20 ïàëèíäðîìà. Òèìå ñìî äîêàçàëè òåîðåìó. �

3.25 Ïðèìåð. Íåêà jå V = ababba 	 babbaa 	 abbaab 	 bbaaba 	 baabab 	
aababb. Óïðàâî áåñêîíà÷íà ðå÷ W = (V )1=6�1=6 èìà 20 ðàçëè÷èòèõ ïàëè-
íäðîìñêèõ ôàêòîðà. Îñòàâ§àìî ÷èòàîöó äà ïðîíà¢å ñâèõ 20 ïàëèíäðîìñêèõ
ôàêòîðà è äà ïîãëåäà äåòà§íèjå ó [10]. Ðå÷ W çàïðàâî èçãëåäà îâàêî:

W =

a b a b b a a b a b b a � � �
b a b b a a b a b b a a � � �
a b b a a b a b b a a b � � �
b b a a b a b b a a b a � � �
b a a b a b b a a b a b � � �
a a b a b b a a b a b b � � �
a b a b b a a b a b b a � � �
b a b b a a b a b b a a � � �
a b b a a b a b b a a b � � �
b b a a b a b b a a b a � � �
b a a b a b b a a b a b � � �
a a b a b b a a b a b b � � �
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
. . .
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Äà£åìî ñàäà ëåìó ÷èjè äîêàç îâäå íå íàâîäèìî, jåð ñå îí îñëà»à íà íåêîëèêî
ïîìî£íèõ ïðîïîçèöèjà êîjå íèñó îä íåïîñðåäíîã çíà÷àjà çà öè§åâå îâîã ìàñòåð
ðàäà, à »èõîâî óâî¢å»å áè íåïîòðåáíî ïðîäóæèëî èçëàãà»å. Ïîòïóí äîêàç
ëåìå, çàjåäíî ñà ñâèì ïîòðåáíèì ïîìî£íèì ðåçóëòàòèìà, ìîæå ñå ïðîíà£è
ó [10]. Íàêîí ôîðìóëàöèjå ëåìå, äà£åìî è ïðèìåð êîjè èëóñòðójå äîáèjåíó
ãðàíèöó.

3.26 Ëåìà. Íå ïîñòîjè àïåðèîäè÷íà 2-ïîëóáåñêîíà÷íà áèíàðíà ðå÷ ñà 12
ïàëèíäðîìà.

3.27 Ïðèìåð. Ñàäà äàjåìî ïðèìåð àïåðèîäè÷íå áèíàðíå ðå÷è, êîjà èìà
òà÷íî 13 ïàëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà. Ïîñìàòðàjìî Ôèáîíà÷èjåâó ðå÷ F = abaabab
aabaababaababaabaab � � � , êîjà jå äîáèjåíà êàî ãðàíè÷íà âðåäíîñò íèçà (fn )n�0 ,
ãäå f0 = b, f 1 = a è f n+1 = f n f n�1 è íåêà ñå a ïðåñëèêàâà ó a è b ïðåñëèêàâà ó
abbab. Íåêà jå W = V1 	 V 2 ãäå âàæè äà ñå V1 ïðåñëèêàâà ó F è ãäå âàæè äà jå
V2 3-öèêëè÷íè ïîìåðàj îä V 1.

W =
aabbabaaabbabaabbabaaabbabaaab � � �
babaaabbabaabbabaaabbabaaabbab � � �

Ïðèìåòèìî äà jå W íåïåðèîäè÷íà è äà èìà 13 ðàçëè÷èòèõ ïàëèíäðîìñêèõ
ôàêòîðà, òî jåñò

PAL 2d(W) = fa; b; aa; bb; aaa; aba; bab; abba; baab; baaab; a 	 a; b 	 b; ba 	 abg:

Çà êðàj, äà£åìî òðè ïðîïîçèöèjå ïîìî£ó êîjèõ ñå äîáèjà çàâðøíà òåîðåìà
çà îâî ïîãëàâ§å.

3.28 Ïðîïîçèöèjà. Àïåðèîäè÷íà 2-ïîëóáåñêîíà÷íà áèíàðíà ðå÷ èìà íà-
jìà»å 13 ïàëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà.

3.29 Ïðîïîçèöèjà. Íàjìà»è áðîj ïàëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà ó àïåðèîäè÷íîj
3-ïîëóáåñêîíà÷íîj áèíàðíîj ðå÷è jå âå£è èëè jåäíàê ñà 15.

3.30 Ïðîïîçèöèjà. Íàjìà»è áðîj ïàëèíäðîìñêèõ ôàêòîðà ó àïåðèîäè÷íîj
4-ïîëóáåñêîíà÷íîj áèíàðíîj ðå÷è jå âå£è èëè jåäíàê ñà 17.

3.31 Òåîðåìà. Íåêà ñå ñà X [h]
ap îáåëåæàâà ñêóï ñâèõ àïåðèîäè÷íèõ h-

ïîëóáåñêîíà÷íèõ áèíàðíèõ ðå÷è. Òàäà èìàìî ñëåäå£å:

1. MinP 2d(X
[2]
ap ) = 13;

2. 15 � MinP 2d(X
[3]
ap ) � 24;

3. 17 � MinP 2d(X
[4]
ap ) � 27;

4. 20 � MinP 2d(X
[h]
ap ) � 28; h ! 1:

Îâèìå ñìî çàâðøèëè îâî ïîãëàâ§å ìàñòåð ðàäà.
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4 Ôàêòîðñêà ñëîæåíîñò äâîäèìåíçèîíàëíèõ áè-
íàðíèõ ðå÷è

Ó îâîì ïîãëàâ§ó ãîâîðè£åìî î ôàêòîðñêîj ñëîæåíîñòè äâîäèìåíçèîíàëíèõ
áèíàðíèõ ðå÷è. Ïðâî òðåáà äà îájàñíèìî øòà ñå òî òà÷íî ïîäðàçóìåâà ïîä
ôàêòîðñêîì ñëîæåíîø£ó jåäíîäèìåíçèîíàëíèõ áèíàðíèõ ðå÷è, ïà îíäà òó
ïðè÷ó ïðîøèðójåìî íà äâîäèìåíçèîíàëíå áèíàðíå ðå÷è.

4.1 Ôàêòîðñêà ñëîæåíîñò jåäíîäèìåíçèîíàëíèõ áèíàðíèõ
ðå÷è

Ó îâîì äåëó ïîêàçà£åìî jåäíó çàíèì§èâó òåîðåìó ó âåçè ôàêòîðñêå ñëîæå-
íîñòè jåäíîäèìåíçèîíàëíèõ áèíàðíèõ ðå÷è. Íî, äà áèñìî áèëè ó ìîãó£íîñòè
äà jå äîêàæåìî, ìîðàìî äà äåôèíèøåìî ïîjàì ôàêòîð-ãðàôà íåêå ðå÷è.

Ôàêòîðñêà ñëîæåíîñò çàïðàâî ïðåäñòàâ§à êîìïëåêñíîñò ðå÷è ó çàâèñíîñòè
îä ôàêòîðà êîjå ðå÷ ñàäðæè.

4.1 Äåôèíèöèjà. Íåêà jå W áåñêîíà÷íà ðå÷. Ôàêòîð-ãðàô ðåäà w ðå÷è
W, ó îçíàöè G w(W), jå îðèjåíòèñàí ãðàô ÷èjè ñó ÷âîðîâè åëåìåíòè ñêóïà
Fw(W), äåôèíèñàíîã íà ïðâîj ñòðàíèöè ìàñòåð ðàäà, à èç ÷âîðà U ó ÷âîð V
ïîñòîjè ãðàíà àêî è ñàìî àêî ïîñòîjå ñëîâà a è b òàêâà äà ñó Ua è bV ôàêòîðè
ðå÷è W è âàæè Ua = bV .

4.2 Ïðèìåð.

Ñëèêà 14: Ôàêòîð-ãðàô ðåäà 2 ðå÷è 0(01)1

Äàjåìî ñàäà ôîðìóëàöèjó òåîðåìå è »åí äîêàç.
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4.3 Òåîðåìà. Íåêà jå W jåäíîäèìåíçèîíàëíà áèíàðíà áåñêîíà÷íà ðå÷.
Òàäà jå ðå÷ W åâåíòóàëíî ïåðèîäè÷íà àêî è ñàìî àêî çà íåêè ïðèðîäàí áðîj
w âàæè jFw(W)j � w.

Äîêàç. Äîêàçójåìî ïðâî ñìåð ñëåâà íàäåñíî. Íåêà jå W åâåíòóàëíî ïåðèî-
äè÷íà ðå÷. Äàêëå, îíà jå îáëèêà W = UV 1 , çà íåêå êîíà÷íå ðå÷è U è V . Ëàêî
jå âèäåòè äà çà ñâàêî w âàæè jFw(W)j � jUV j. Óçìèìî áàø äà jå w = jUV j.
Òèìå jå äîêàç îâå èìïëèêàöèjå çàâðøåí.

Äîêàæèìî ñàä äðóãè ñìåð. Ó îâîì äîêàçó, ïðâî £åìî äîêàçàòè jåäàí ìå-
¢óêîðàê, ïà ïîìî£ó »åãà £åìî èçâðøèòè äîêàç îâîã ñìåðà òåîðåìå. Íàjïðå,
äîêàçójåìî äà èç jF w(W)j � w ñëåäè äà çà íåêî w 2 N âàæè jF w(W)j =
jFw+1 (W)j. Ïðåòïîñòàâêà äà jå jF w(W)j � w jå èñòî øòî è jF w(W)j < w + 1.
Ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî, òj. äà çà ñâå w 2 N âàæè jF w(W)j < jF w+1 (W)j. Òàäà
ìîæåìî äà çàïèøåìî äà jå jF w+1 (W)j = jF w(W)j + �(w), ãäå jå �(w) ôóíêöèjà
çà êîjó âàæè �(w) � 1 çà ñâå ïðèðîäíå áðîjåâå w. Ñàäà èìàìî

jFw(W)j = jF 1(W)j +
w�1X

i=1

�(i) � w + 2 � 1 = w + 1:

Ãîðå ñìî ó íåjåäíàêîñòè, ó ìå¢óîñòàëîì, êîðèñòèëè è ïîäàòàê äà jå W áèíàðíà
ðå÷. Äîáèëè ñìî êîíòðàäèêöèjó ñà ïî÷åòíîì ïðåòïîñòàâêîì.

Ñàäà òðåáà äà äîêàæåìî äà èç ÷è»åíèöå äà çà íåêî w 2 N âàæè jFw(W)j =
jFw+1 (W)j ñëåäè äà jå W åâåíòóàëíî ïåðèîäè÷íà ðå÷. Íåêà ïîñòîjè w òàêâî
äà jå jFw(W)j = jF w+1 (W)j. Ïîñìàòðàjìî ñàäà ôàêòîð-ãðàô ðåäà w îâå ðå÷è.
Êàêî jå ñâàêè ôàêòîð ðåäà w ïðåôèêñ íåêîã ôàêòîðà ðåäà w + 1, ñëåäè äà èç
ñâàêîã ÷âîðà èçëàçè áàð jåäíà ãðàíà. Óñëîâ jFw(x)j = jF w+1 (x)j çíà÷è äà ñâàêè
ôàêòîð äóæèíå w ìîæå áèòè ïðîäóæåí íà jåäèíñòâåí íà÷èí, ïà ñâå çàjåäíî
èìàìî äà èç ñâàêîã ÷âîðà èçëàçè òà÷íî jåäíà ãðàíà. Ïóòà»à êîjó áåñêîíà÷íà
ðå÷ îïèñójå jå jåäèíñòâåíî îäðå¢åíà, è (åâåíòóàëíî ïîñëå íåêîëèêî êîðàêà)
êðóæè£å ïî êîíòóðè. Îâî óïðàâî çíà÷è äà jå ðå÷ W åâåíòóàëíî ïåðèîäè÷íà,
÷èìå jå ãîòîâ äîêàç. �

Ïðåòõîäíà òåîðåìà çàïðàâî ïðåäñòàâ§à ãðàíè÷íè ñëó÷àj, ïîøòî âå£ çà
jFw(W)j = w + 1 âàæè äà jå W àïåðèîäè÷íà ðå÷. Çíàìî èç äåôèíèöèjå 1.8
äà òî âàæè çà Øòóðìîâå ðå÷è, ïà ñàìèì òèì ñó Øòóðìîâå ðå÷è àïåðèîäè÷íå.
Òàj äîêàç íå£åìî äàòè ó îâîì ìàñòåð ðàäó, âå£ jå çíà÷àjíî äà íàïîìåíåìî òî.

Ïîäñåòèìî ñå ïðèìåðà Ôèáîíà÷èjåâå ðå÷è F ñà ñòðàíå 43. Îíà jå çàïðàâî
Øòóðìîâà ðå÷ è òàj äîêàç íå£åìî äàòè. Èìàìî êîä Ôèáîíà÷èjåâå ðå÷è ñëåäå£å:

ˆ F 0(F ) = fEg, ñëåäè jF 0(F )j = 1;

ˆ F 1(F ) = fa; bg ñëåäè jF1(F )j = 2;
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ˆ F 2(F ) = fab; aa; bag ñëåäè jF2(F )j = 3;

ˆ F 3(F ) = faba; baa; aab; babg ñëåäè jF3(F )j = 4;

ˆ F 4(F ) = fabaa; baab; aaba; abab; babag ñëåäè jF4(F )j = 5...

Ñàäà ïðåëàçèìî íà ïðè÷ó î ôàêòîðñêîj ñëîæåíîñòè, àëè äâîäèìåíçèîíà-
ëíèõ áèíàðíèõ ðå÷è.

4.2 Ôàêòîðñêà ñëîæåíîñò äâîäèìåíçèîíàëíèõ áèíàðíèõ
ðå÷è

Íàêîí ïîñòàâ§åíèõ ðåçóëòàòà î ôàêòîðñêîj ñëîæåíîñòè jåäíîäèìåíçèîíà-
ëíèõ áèíàðíèõ ðå÷è, ïðèðîäíî jå äà ñå ïèòàìî øòà ñå äåøàâà ñà ôàêòîðñêîì
ñëîæåíîø£ó äâîäèìåíçèîíàëíèõ áèíàðíèõ ðå÷è. Íèâàò jå ïîñòàâèî õèïîòåçó
êîjà òâðäè äà ñó äâîäèìåíçèîíàëíå ðå÷è ñà ìàëîì ïðàâîóãàîíîì ñëîæåíîø£ó
ïåðèîäè÷íå. Îíà jå óïðàâî àíàëîãîí òåîðåìå 4.3, àëè ó äâå äèìåíçèjå. Ïîä
ïðàâîóãàîíîì ñëîæåíîø£ó ïîäðàçóìåâà ñå, ó íàøåì ðàäó, ôàêòîðñêà ñëîæå-
íîñò äâîäèìåíçèîíàëíèõ áèíàðíèõ ðå÷è, ÷èjè ñêóï ñìî äàëè ó äåôèíèöèjè
1.12. Ó îâîì îäå§êó ïîjàì ïåðèîäà îäíîñè ñå íà âåêòîð ïåðèîäà áåñêîíà÷íå êî-
íôèãóðàöèjå ó Z 2, è íå òðåáà ãà ìåøàòè ñà ïåðèîäîì êîíà÷íå äâîäèìåíçèîíàëíå
ðå÷è èç ëåìå 1.44. Òàêî¢å äà íàïîìåíåìî äà ñâè ðåçóëòàòè ó îâîj ñåêöèjè âàæå
çà ïðîèçâî§íè êîíà÷íè àëôàáåò, àëè ïîøòî ñå ìè áàâèìî áèíàðíèì ïèñà£åìî
ñâóäà äà jå àëôàáåò áèíàðàí. Ñàäà äàjåìî ôîðìóëàöèjó Íèâàòîâå õèïîòåçå
êîjà è äà§å íèjå äîêàçàíà.

4.4 Õèïîòåçà. Íåêà jå W äâîäèìåíçèîíàëíà áèíàðíà ðå÷ è F h;w (W) ñêóï
ñâèõ ôàêòîðà äèìåíçèjå (h � w) ðå÷è W. Àêî ïîñòîjè ïàð ïðèðîäíèõ áðîjåâà
(h0; w0) òàêàâ äà jFh0 ;w0 j � h 0w0, òàäà ðå÷ W äîïóøòà íåíóëà âåêòîð ïåðèîäà,
òj. ïîñòîjè (x; y) 2 Z 2 n f(0; 0)g òàêî äà âàæè çà ñâàêè ïàð (h; w) 2 Z2,
Wh+x;w+y = W h;w .

4.5 Íàïîìåíà. Èàêî jå íåãäå ïðèðîäíî äà ó ïðåòõîäíîj õèïîòåçè óìåñòî
Z2 èäå N2, ìàòåìàòè÷àðè ïðåòïîñòàâ§àjó äà jå èïàê áî§å äà ñå ó äâîäèìåíçè-
îíàëíèì áèíàðíèì ðå÷èìà èíäåêñè ãëåäàjó íàä Z 2.

Êàî øòî ñìî âå£ ðåêëè, Íèâàòîâà õèïîòåçà jå è äà§å îòâîðåíî ïèòà»å.
Ìíîãè ìàòåìàòè÷àðè ñó ïîêóøàëè äà jå äîêàæó, ñòîãà £åìî äàòè ó îâîj ñåêöèjè
íåêå ðåçóëòàòå êîjè ñó îä çíà÷àjà çà äîêàçèâà»å Íèâàòîâå õèïîòåçå.

Êàî ïðâè êîðàê êà Íèâàòîâîj õèïîòåçè, Çàíäåð è Òàjäåìàí ñó ó [13] ïîêà-
çàëè ñëåäå£å:
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4.6 Òåîðåìà. Íåêà jå W äâîäèìåíçèîíàëíà áèíàðíà ðå÷. Àêî ïîñòîjè
íåêî h 2 N òàêâî äà jå jF h;2(W)j � 2h (èëè àêî ïîñòîjè íåêî w 2 N òàêâî äà
jå jF2;w(W)j � 2w) òàäà jå W ïåðèîäè÷íà.

Óáðçî íàêîí òîãà, Åïèôàíèî, Êîñêàñ è Ìèãíîçè ñó ó [6] äîêàçàëè âåðçèjó
Íèâàòîâå õèïîòåçå:

4.7 Òåîðåìà. Íåêà jå W äâîäèìåíçèîíàëíà áèíàðíà ðå÷. Àêî ïðåòïîñòà-

âèìî äà ïîñòîjå äâà ïðèðîäíà áðîjà h; w òàêâà äà jF h;w (W)j <
hw
144

, òàäà jå

W ïåðèîäè÷íà.

Çàòèì ñó Êâàñ è Çàìáîíè äîäàòíî jîø ïîáî§øàëè ðåçóëòàò èñòðàæèâà»à,
êîjè ìîæåòå ïîãëåäàòè äåòà§íèjå ó [11]:

4.8 Òåîðåìà. Íåêà jå W äâîäèìåíçèîíàëíà áèíàðíà ðå÷. Àêî ïðåòïîñòà-

âèìî äà âàæè jF h;w (W)j <
hw
16

, òàäà jå W ïåðèîäè÷íà.

Íàñóïðîò òîìå, Çàíäåðè è Òàjäåìàí ñó ó [12, ïðèìåð 5] ïðîíàøëè êîíòðà-
ïðèìåðå çà àíàëîãîí Íèâàòîâå õèïîòåçå ó âå£èì äèìåíçèjàìà.

Çàòèì ñó Âàí Ñèð è Áðèíà Êðà äàëè ïîáî§øà»å òåîðåìå Êâàñà è Çàìáîíèjà
ó íàó÷íîì ðàäó [5]:

4.9 Òåîðåìà. Íåêà jå W äâîäèìåíçèîíàëíà áèíàðíà ðå÷. Àêî ïðåòïîñòà-

âèìî äà ïîñòîjå äâà ïðèðîäíà áðîjà h; w òàêâà äà jF h;w (W)j �
hw
2

, òàäà jå W

ïåðèîäè÷íà.

Äîêàç ïðåòõîäíå òåîðåìå jå äèíàìè÷êå ïðèðîäå: äâîäèìåíçèîíàëíîj ðå÷è
W ñå ïðèäðóæójå Z2-äèíàìè÷êè ñèñòåì è ïðîó÷àâà ñå »åãîâà ñóáäèíàìèêa,
êàêî áè ñå ìîãëà äîêàçàòè ïåðèîäè÷íîñò çà W.

Ó [4] ìîæåìî ïðîíà£è äîêàç Íèâàòîâå õèïîòåçå çà w � 3. Ìåòîä óê§ó÷ójå
ïðåâî¢å»å êîìáèíàòîðíîã ïðîáëåìà íà ïèòà»å î íååêñïàíçèâíèì ïîòïðîñòî-
ðèìà îäðå¢åíîã Z 2- äèíàìè÷êîã ñèñòåìà, à çàòèì àíàëèçó äîáèjåíîã ñèñòåìà.

Ó ðåôåðåíöè [7], Êàðè è Ñàáàäîø ñó äîêàçàëè äà ñå äâîäèìåíçèîíàëíå ðå÷è
ìàëå ñëîæåíîñòè ìîãó ðàçëîæèòè íà ñóìó ïåðèîäè÷íèõ ðå÷è, äîê jå ó [14]
Ñàáàäîø ïîêàçàî äà àêî ïîñòîjè òàêâèõ íàjâèøå äâå êîìïîíåíòè, äà îíäà
ñëåäè äà âàæè Íèâàòîâà õèïîòåçà.

È çà êðàj, íàjíîâèjè ðåçóëòàò ìîæåìî ïîãëåäàòè ó [3], a îâäå £åìî âàì
èçíåòè òàj ãëàâíè ðåçóëòàò:

4.10 Òåîðåìà. Íåêà jå W äâîäèìåíçèîíàëíà áèíàðíà ðå÷. Àêî ïîñòîjè
íåêî w 2 N òàêâî äà jå jF 4;w(W)j � 4w òàäà jå W ïåðèîäè÷íà.
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Èçìå¢ó îñòàëîã, óêîëèêî áè âàæèëà Íèâàòîâà õèïîòåçà, îíäà áè òðåáàëî
äà ãðàíè÷íè ñëó÷àj áóäå jFh;w (W)j = hw + 1, òj. äà çà jF h;w (W)j � hw + 1 ðå÷
W áóäå àïåðèîäè÷íà. Ó [2] ñó ïðîó÷àâàíå äâîäèìåíçèîíàëíå ðå÷è ôàêòîðñêå
ñëîæåíîñòè hw + 1. Îíè ñó êðîç ïðîïîçèöèjó ó [2] äàëè äà àêî äâîäèìå-
íçèîíàëíà áèíàðíà ðå÷ W èìà ôàêòîðñêó ñëîæåíîñò hw + 1 îíäà íå ìîæå
èìàòè íåíóëà âåêòîð ïåðèîäà. Òàêî¢å, èñïîñòàâèëî ñå äà ó äâîäèìåíçèîíàëíèì
áèíàðíèì ðå÷èìà, âðñòå èëè êîëîíå íèñó ïðàâè Øòóðìîâè íèçîâè, òj. jåäíî-
äèìåíçèîíàëíå Øòóðìîâå ðå÷è.
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