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Predgovor

Pojam slabe konvergencije potice iz funkcionalne analize, gde se javlja kao opsta ideja
slabe-* topologije, konstrukcije koja se primenjuje na dual proizvoljnog Banahovog pro-
stora: umesto da se bliskost dva elementa dualnog prostora meri direktno, preko norme,
testira se njihovo dejstvo na elemente polaznog (Banahovog) prostora. Ovaj pristup, pri-
menjen na prostor mera, dovodi upravo do pojma slabe konvergencije mera (slaba kon-
vergencija predstavlja upravo slabu-* konvergenciju, termin ,slaba konvergencija” se Gesto
javlja u literaturi teorije verovatnoce, pa se i u ovom radu koristi umesto termina ,slaba-*
konvergencija”), koji je usko povezan sa Riesz-ovom teoremom reprezentacije. Ovaj po-
jam je prirodno zaziveo i u teoriji verovatnoce, gde se konvergencija raspodela sluc¢ajnih
promenljivih takode izrazava preko integrala ograni¢enih neprekidnih funkcija. Tako ovako
uvedena topologija po definiciji nije data preko neke unapred zadate metrike, pokazace se
da je i ona metrizabilna, Prohorovljevim rastojanjem.

Sa druge strane, 1781. godine Gaspard Monz postavio je problem optimalnog preme-
Stanja mase: data je neka raspodela mase i ciljna raspodela iste ukupne mase, trazi se
preslikavanje koje svaku tacku Salje u novu tacku tako da ukupan rad premestanja bude
minimalan. Ovako postavljen problem, medutim, ima ozbiljne tehnic¢ke nedostatke. Re-
Senje je 1942. godine predlozio Leonid Kantorovi¢ tako $to je, umesto preslikavanja koje
svakoj tacki dodeljuje ta¢no jedno odrediste, dozvolio da se masa iz jedne tacke razdeli
i poSalje na viSe odredista. Ovakva raspodela mase formalizuje se merom na proizvodu
prostora, tzv. transportnim planom, ¢ime problem postaje linearan i pogodan za primenu
teorije mere. Ovaj, na prvi pogled potpuno drugaciji, geometrijski problem takode induku-
je rastojanje na prostoru verovatnosnih mera, Wasserstein-ovu metriku, koje eksplicitno
odrazava geometriju osnovnog prostora (rastojanje izmedu dve mere definise se preko mi-
nimalnog rada transporta potrebnog da se masa rasporedena po jednoj raspodeli premesti
tako da odgovara drugoj raspodeli) za razliku od apstraktnije slabe konvergencije, koja
geometriju prostora X ne vidi direktno. Kako je Wasserstein-ovo rastojanje metrika, ono
na prostoru verovatnosnih mera prirodno indukuje i svoju konvergenciju.

Cilj ovog rada je da se ova dva, istorijski nezavisno razvijena, pojma konvergencije na
prostoru verovatnosnih mera precizno definisu u istom teorijskom okviru, i da se zatim
medusobno uporede: pokazuje se da su blisko povezani, ali da se, u opStem slucaju, ne

poklapaju.



Rad se sastoji od Sest glava.

U prvom poglavlju uvode se oznake koje ¢e biti koriS¢ene u nastavku rada, kao i
podsetnik na osnovne pojmove opste topologije, teorije metrickih i normiranih prosto-
ra (topoloski i metri¢ki prostori, kompaktnost, kompletnost, separabilnost, normirani i
Banahovi prostori, dual prostora), neophodne za razumevanje ostalih poglavlja.

U drugom poglavlju izlazu se osnovi teorije mere: pojam mere i g-merljivog skupa,
o-algebre i Borelova o-algebra, m- i A-sistemi, regularnost mera i aproksimacija otvorenim
i kompaktnim skupovima, merljive funkcije, kao i integral i klasi¢ne grani¢ne teoreme
(Fatuova lema, teorema o monotonoj i teorema o dominantnoj konvergenciji).

Trece poglavlje povezuje prethodna dva: uvode se prostori Co(X) i C.(X), predznacene
mere i prostor M(X), i dokazuje se Riesz-ova teorema reprezentacije, koja dual prostora
Co(X) poistovecuje sa prostorom Radonovih predznacenih mera. Na osnovu ovog poisto-
vec¢enja uvodi se slaba-* topologija na prostoru mera, odnosno njena restrikcija na prostor
verovatnosnih mera P(X).

U cetvrtom poglavlju definiSe se slaba konvergencija niza verovatnosnih mera i pokazu-
je se njena jedinstvenost. Izlaze se Portmanto teorema, pojam zategnutosti familije mera,
Prohorovljeva teorema koja zategnutost povezuje sa relativnom kompaktnoSéu, Prohoro-
vljevo rastojanje koje metrizuje topologiju slabe konvergencije, i teorema o neprekidnom
preslikavanju.

Peto poglavlje posveceno je Wasserstein-ovoj metrici. Polazi se od Monzovog problema
optimalnog transporta, prelazi se na Kantorovicev predlog reSenja preko transportnih pla-
nova, pokazuje se egzistencija optimalnog transportnog plana, definise se Wasserstein-ovo
rastojanje W, i dokazuju se njegova osnovna svojstva, ukljucuju¢i kompletnost i separa-
bilnost prostora (P,(X), W,).

Sesto poglavlje donosi poredenje dve konvergencije: pokazuje se da je topologija in-
dukovana Wasserstein-ovom metrikom finija od topologije slabe konvergencije, poredi
se W, sa ograniteno-Lipsicovim rastojanjem i totalnom varijacijom, razmatra se (po-
lu)neprekidnost Wasserstein-ovog rastojanja u odnosu na slabu konvergenciju, pokazuje
se poklapanje dve konvergencije na ogranicenim skupovima, i na kraju se daje primer u

kome se dve konvergencije ne slazu, usled bekstva mase u beskonacnost.

Veliku zahvalnost dugujem svom mentoru, dr Marku Nedeljkovu, na savetima, strplje-
nju i prijatnoj saradnji tokom izrade ovog rada, kao i na prenetom znanju tokom studija.
Zahvaljujem se i ¢lanovima komisije za odbranu, dr Ivani Vojnovi¢ i dr Milosu Kurili¢u,
takode na ste¢enom znanju, pazljivom ¢itanju rada i komentarima.

Neizmerno sam zahvalna svojim roditeljima, sestri Nini, uzoj familiji i Lazaru, na
bezuslovnoj podrsci, strpljenju i pomoc¢i tokom svih ovih godina studiranja. Takode veliko

hvala i mojim dragim prijateljima.
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Glava 1
Uvodni pojmovi 1 oznake

Ovo poglavlje ima za cilj uvodenje oznaka koje ¢e biti koriséene u radu, kao i pod-
setnik na osnovne pojmove iz opsSte topologije, teorije metrickih i normiranih prostora
koji su neophodni za razumevanje ostalih poglavlja. Topologija slabe konvergencije mera
i topologija indukovana Wasserstein-ovom metrikom definiSu se na prostorima verovatno-
snih mera nad nekim osnovnim (metri¢kim, topoloskim) prostorom, zbog toga je vazno
da na samom pocetku bude reci o tome $ta se podrazumeva pod topoloskim, metrickim,
normiranim, kompletnim i separabilnim prostorom. Takode, kako ¢e se u Poglavlju 3 me-
re poistovetiti sa neprekidnim linearnim funkcionalima na prostoru neprekidnih funkcija,
uvesée se i osnovni pojmovi vezani za vektorske i normirane prostore, linearne funkcio-
nale i dual prostora. Tvrdenja u ovom poglavlju bi¢e navedena bez dokaza, jer se radi o
standardnim rezultatima op$te topologije i funkcionalne analize koji se mogu naéi u sva-
kom udzbeniku iz ovih oblasti, a zainteresovan ¢italac dokaze moze pronaci u navedenoj

literaturi uz svaki odeljak.

1.1 Oznake i osnovni pojmovi

Pretpostavlja se da je ¢italac upoznat sa osnovnim pojmovima naivne teorije skupova
(skup, relacija, funkcija), te ¢e ovde biti samo navedene oznake koje ¢e biti koriséene u
nastavku rada.

Ako su X 1Y skupovi, oznaka X C Y znaci da je X podskup skupa Y, pri ¢emu je
dozvoljena i jednakost X =Y. Ukoliko zelimo da naglasimo da je X pravi podskup skupa
Y (tj. X CY i X #Y), pisacemo X C Y. Skup svih podskupova skupa X (partitivni
skup) obelezavamo sa P(X), a prazan skup sa &.

Za skupove X i Y i preslikavanje f: X — Y za A C X skup

flAl = {f(z) : x € A}



nazivamo direktnom slikom skupa A, a za B C Y skup
B ={r € X: f(z) € B}

inverznom slikom skupa B. Ako je A C X, preslikavanje g: A — Y dato sa g(z) = f(z)
za sve © € A nazivamo restrikcijom preslikavanja f na skup A i obelezavamo ga sa f|4.
Preslikavanje f: X — Y je:

e injektivno (ili ,1-17) ako iz f(z1) = f(x2) sledi x1 = 9, za sve 1, x5 € X;
o sirjektivno (ili preslikavanje ,na”) ako je f[X] =Y
e bijektivno ako je i injektivno i sirjektivno.

Kardinalni broj skupa A obelezavamo sa |A|. Skup A je prebrojiv ako je konacan
ili ako postoji bijekcija f: N — A, u suprotnom je neprebrojiv. Uniju najvise prebrojivo
mnogo skupova nazivamo prebrojivom unijom, a presek najvise prebrojivo mnogo skupova
prebrojivim presekom.

Skupove prirodnih, celih, racionalnih, realnih i kompleksnih brojeva redom obelezava-
mo sa N, Z, Q, R i C, i pretpostavlja se da je ¢italac upoznat sa njihovim algebarskim

strukturama i uredenjem. Dodatno, koristimo oznaku Ny = N U {0}, kao i
R" = {(x1,...,2,) 2, €R, i =1,...,n}, n €N,

za n-dimenzioni Euklidski prostor, snabdeven standardnom Euklidskom normom

n 1/2
lol = (322) " w=(e.m) €RY,

i=1

i pripadaju¢om Euklidskom metrikom d(z,y) = ||z — y||. Za = € R, sa |z| obelezavamo
apsolutnu vrednost broja x, a R = R U {—00, +00} obelezava proireni skup realnih
brojeva.

Niz u skupu X je svako preslikavanje z: N — X, umesto x(n) piSemo x,, a sam niz
obelezavamo sa (x,)nen ili krace (x,),, odnosno (z,). Ako je (ng)ren strogo rastuéi niz
prirodnih brojeva, niz (z,, )rey hazivamo podnizom niza (,)nen-

Za funkciju f: X — R, gde je X neprazan skup, uvodimo i indikatorsku (karakteri-
stiénu) funkeiju skupa A C X,

1, r€A,
) x Y

koju ¢emo koristiti u kasnijim poglavljima prilikom definisanja integrala i pri radu sa

Dirakovim merama.



Za a,b € R, pisa¢emo a Vb := max{a,b} i a Ab := min{a, b}. Za funkcije f,g: X — R,
(fV g)(@) = F(x)V g(2) i (f A g)(a) := F(2) A g(a).

Kona¢no, kad god bude pisalo := ili =:, podrazumevace se da se radi o definicionoj
jednakosti, odnosno da se izraz sa strane dvotacke uvodi kao oznaka za izraz sa druge

strane znaka jednakosti.

1.2 Topoloski prostori

Ovde se navode osnovne definicije i tvrdenja iz opsSte topologije koja ¢e biti potrebna
u nastavku rada. Dokazi tvrdenja se izostavljaju, jer se radi o standardnim rezultatima, a

zainteresovani Citalac ih moze pronaéi u bilo kom udzbeniku opste topologije, na primer
u [1].

Definicija 1.1. Neka je X neprazan skup. Kolekcija O C P(X) je topologija na skupu

X ako vazi:

(01) ©,X € O;

(02) ako O1,04 € O, onda O; N O, € O;

(03) za svaku kolekciju {O; :i € I} C O vazi | J,.; 0; € O.

Uredeni par (X, Q) nazivamo topoloskim prostorom, elemente skupa X tackama, a elemen-
te kolekcije O otvorenim skupovima. Skup F' C X je zatvoren ako je njegov komplement

X\ F otvoren. Kada je jasno o kojoj se topologiji radi, umesto (X, Q) pisac¢emo krace X.

Napomena 1.2. 1z (02) indukcijom sledi da je i presek kona¢no mnogo otvorenih skupova
otvoren skup. Dualno, F je kolekcija zatvorenih skupova ako su prazan skup i sam X
zatvoreni skupovi, unija dva, pa i konatno mnogo, zatvorena skupova je zatvoren skup, a

presek proizvoljno mnogo zatvorenih skupova je zatvoren skup.

Definicija 1.3. Neka je (X, O) topoloski prostor i z € X. Skup U C X je okolina tacke
x ako postoji O € O tako da je x € O C U. Kolekciju svih okolina tacke x obelezavamo
sa U(x).

Definicija 1.4. Neka je (X, O) topologki prostor i A C X.

e Unutrasnjost skupa A, u oznaci A° (ili int A), je unija svih otvorenih skupova sadr-

zanih u A, tj. najveéi otvoren skup sadrzan u A.

e Zatvorenje skupa A, u oznaci A (ili cl A), je presek svih zatvorenih skupova koji

sadrze A, tj. najmanji zatvoren nadskup skupa A.

e Rub skupa A je skup 0A = A\ A°.



Teorema 1.5. Neka je (X, O) topoloski prostor i A, B C X. Tada vaZi:

1. A je otvoren skup ako i samo ako je A = A°, A je zatvoren skup ako i samo ako je
A=A;

2. ako je A C B, onda je A° C B° i A C B;
3. x € A ako i samo ako svaka okolina tacke x ima neprazan presek sa A.

Definicija 1.6. Skup D C X je gust u topoloskom prostoru (X,0) ako je D = X.
Topoloski prostor (X, Q) je separabilan ako sadrzi prebrojiv gust podskup.

Separabilnost ¢e biti od posebnog znacaja u poglavljima o slaboj konvergenciji mera i
o Wasserstein-ovoj metrici, jer ¢e se prostori verovatnosnih mera posmatrati upravo nad

separabilnim prostorima.

Definicija 1.7. Neka je (X, O) topoloski prostor. Familija B C O je baza topologije O
ako se svaki skup O € O moze predstaviti kao unija neke potfamilije familije B.

Familija B(x) C U(z) je baza okolina tatke = ako za svaku okolinu U € U(z) postoji
B € B(z) tako da je B C U.

Topologki prostor (X, Q) zadovoljava prou aksiomu prebrojivosti ako svaka tacka z €
X ima prebrojivu bazu okolina, a drugu aksiomu prebrojivosti ako topologija O ima

prebrojivu bazu.

Teorema 1.8. Ako topoloski prostor (X,0) zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti,

onda je on separabilan i zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti.

Definicija 1.9. Neka je (X,,, O, )nen prebrojiva familija topologkih prostora. Topologija
proizvoda na X := [[°2, X,, je topologija ¢iju bazu ¢ine skupovi oblika [[>7 | B,, gde je

B,, € O, za svako n, i B, = X,, za sve osim kona¢no mnogo indeksa n.

Definicija 1.10 (Granica niza). Neka je (X, O) topoloski prostor. Tacka a € X je granica
(ili limes) niza (x,), C X ako i samo ako za svaku okolinu U tacke a postoji ng € N tako
da za sve n > ng vazi x, € U. Ako niz (x,), ima granicu, kazemo da je konvergentan.

Ako je granica jedinstvena, piSemo x, — a ili lim, ., z, = a.

Definicija 1.11. Topoloski prostor (X, Q) je Hauzdorfov ako i samo ako za svake dve
razli¢ite tacke x,y € X postoje disjunktne okoline U € U(x) i V € U(y).

Teorema 1.12. U Hauzdorfovom topoloskom prostoru svaki niz ima najvise jednu grani-

Cu.

Definicija 1.13 (Neprekidnost). Neka su (X, Ox) i (Y, Oy) topoloski prostori. Funkcija
f: X =Y je neprekidna u tacki xq € X ako i samo ako za svaku okolinu V' tacke f(x¢)
postoji okolina U tacke xq tako da je f[U] C V. Funkcija f je neprekidna ako je neprekidna
u svakoj tacki z € X.



Teorema 1.14. Funkcija f: X — Y je neprekidna ako i samo ako je f~[O] otvoren skup
u X za svaki otvoren skup O u'Y, ekvivalentno, ako i samo ako je f~1[F] zatvoren skup

u X za svaki zatvoren skup F' u'Y.

Neprekidne funkcije igraju kljuénu ulogu u definiciji slabe konvergencije mera (Pogla-
vlje 4), u kome ¢e se posmatrati integrali ograni¢enih neprekidnih funkcija u odnosu na

niz mera koji konvergira.

Definicija 1.15. Bijekcija f: X — Y izmedu topologkih prostora (X,Ox) i (Y, Oy) je
homeomorfizam ako sui f i f~! neprekidne funkcije. Ako takva bijekcija postoji, kaZzemo

da su prostori X i Y homeomorfni.

Definicija 1.16 (Kompaktnost). Familija {O; : i € I} C O je otvoreni pokrivac skupa
A C X ako je A c |
potpokrivac. Skup K C X je kompaktan ako svaki otvoreni pokrivac¢ skupa K sadrzi

se1 Oi. Potkolekcija pokrivaca koja je i sama pokriva¢ naziva se

konacan potpokriva¢. Skup A C X je relativno kompaktan ako je A kompaktan skup.
Teorema 1.17. Neka je (X, O) topoloski prostor. Tada vazi:

1. ako je K C X kompaktan i F' C K zatvoren (u X ), onda je F' kompaktan;,

2. ako je X Hauzdorfov prostor i K C X kompaktan, onda je K zatvoren skup;

3. neprekidna slika kompaktnog skupa je kompaktan skup.

Definicija 1.18. Topoloski prostor (X, Q) je lokalno kompaktan ako svaka tacka r € X

ima okolinu ¢ije je zatvorenje kompaktan skup.

Primer 1.19. Prostor R” je lokalno kompaktan jer svaka tacka ima zatvorenu loptu

konac¢nog poluprec¢nika kao kompaktnu okolinu.

Pojam kompaktnosti, a posebno pojam relativne kompaktnosti familije mera, bi¢e od
centralnog znacaja u Poglavlju 4, gde ¢e se, preko Prohorovljeve teoreme, kompaktnost
familije mera povezati sa pojmom zategnutosti (tzv. tightness) i sa egzistencijom slabo

konvergentnog podniza.

1.3 Metricki prostori

Metric¢ki prostori predstavljaju poseban, ali za ovaj rad najvazniji slucaj topoloskih
prostora, buduéi da su i osnovi teorije mere (Poglavlje 2), Riesz-ova teorema reprezentacije
(Poglavlje 3), slaba konvergencija mera (Poglavlje 4) i Wasserstein-ova metrika (Pogla-
vlje 5) najprirodnije formulisani upravo na metri¢kim prostorima. Dokazi tvrdenji i ovog

odeljka bice izostavljeni, ¢italac ih moze pronaéi u [1].
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Definicija 1.20. Neka je X # @. Funkcija d: X x X — [0,00) je metrika na skupu X

ako za sve x,y,z € X vazi:

(M1) d(z,y) = 0 ako i samo ako je x = y;

(M2) d(z,y) = d(y,z);

(M3) d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) (nejednakost trougla).

Par (X, d) nazivamo metrickim prostorom. Broj d(z,y) nazivamo rastojanjem tacaka x i
y. Zax e X ir >0, skup

B(z,r)={y € X : d(z,y) <r}

nazivamo otvorenom loptom sa centrom u x poluprec¢nika r.

Teorema 1.21. Neka je (X, d) metricki prostor. Familija svih otvorenih lopti
By=A{B(z,r):x€ X, r>0}

je baza neke topologije Og4 na skupu X. Za ovu topologiju kaZemo da je indukovana me-
trikom d.

Napomena 1.22. Svaki metricki prostor (X,d) posmatra se dalje kao topologki prostor
(X,0,), pa za njega vaze svi pojmovi i tvrdenja uvedeni u prethodnom odeljku (oko-
lina, zatvorenje, gustina, kompaktnost, neprekidnost, itd.). Topoloski prostor (X, Q) je

metrizabilan ako postoji metrika d na X takva da je O = O,.

Teorema 1.23. Svaki metricki prostor je Hauzdorfov v zadovoljava prvu aksiomu prebro-

jivosti. Familija {B(z, L) : n € N} je prebrojiva baza okolina tacke x.

Kako je u prethodnom odeljku rec¢eno da svaki niz u Hauzdorfovom prostoru ima
najvise jednu granicu, u metrickom prostoru granica niza je, kad postoji, jedinstvena,
pa mozemo bez dvosmislenosti pisati lim, .., ,, = a. Naredno tvrdenje daje uobicajenu
karakterizaciju konvergencije u metrickom prostoru, koju ¢emo koristiti umesto opstije

definicije preko okolina.

Teorema 1.24. Neka je (X, d) metricki prostor, (x,), C X iz € X. Tada x, — x ako i

samo ako
(Ve > 0)(3ng € N)(Vn €N) (n>ny = d(z,,z) <e).

Definicija 1.25. Neka je (X, d) metricki prostor i A C X. Skup A je ogranicen ako
postoje x € X ir > 0 tako da je A C B(x,r). Ekvivalentno, ako je

diam(A) := sup d(z,y) < oco.
z,y€A
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Broj diam(A) nazivamo dijametrom skupa A. Niz (z,), C X je ogranicen ako je skup

{z,, : n € N} ogranicen.
Teorema 1.26. Svaki konvergentan niz u metrickom prostoru je ogranicen.

Definicija 1.27. Neka je (X, d) metricki prostor. Niz (z,), C X je Kosijev ako vazi
(Ve > 0)(3no € N)(Vm,n € N) (m,n >ny = d(zp, z,) < ¢).

Teorema 1.28. U svakom metrickom prostoru svaki konvergentan niz je KoSijev niz.

Obrat ne mora da vazi.

Definicija 1.29 (Kompletnost). Metric¢ki prostor (X, d) je kompletan ako i samo ako je

svaki KoSijev niz u X konvergentan.

Teorema 1.30. Neka je (X, d) kompletan metricki prostor i A C X zatvoren skup. Tada

je © metricki prostor (A, d|axa) kompletan.

Definicija 1.31. Neka je (X, d) metricki prostor. Skup A C X je totalno ogranicen ako
za svako £ > 0 postoji kona¢no mnogo tacaka i, ...,z, € X tako daje A C |J_, B(z;,¢)

(tzv. konacna e-mreza).

Teorema 1.32. Neka je (X, d) metricki prostor i A C X. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:
1. A je kompaktan skup;
2. Svaki niz uw A ima konvergentan podniz (&ija granica ne mora da pripada A);
3. A je kompletan i A je totalno ogranicen skup.

Napomena 1.33. Ekvivalencija (2) < (3) iz Teoreme 1.32 bic¢e od su$tinske vaznosti u
Poglavlju 4: relativna kompaktnost familije verovatnosnih mera (u topologiji slabe kon-
vergencije) karakterisace se preko pojma zategnutost: familije mera, u ¢emu se prepoznaje

upravo ideja totalne ogranic¢enosti.

Definicija 1.34. Metricki prostori (X, dx) i (Y, dy) su izometriéni, u oznaci X =; Y, ako

postoji bijekcija f: X — Y (tzv. izometrija) takva da za sve xq,x9 € X vazi

dx (w1, 22) = dy (f(21), f(22)).

Definicija 1.35 (Neprekidnost u metrickom prostoru). Neka su (X, dx) i (Y, dy) metricki
prostorii f: X — Y funkcija. Tada je f neprekidna u tacki xg € X ako i samo ako

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € X) (dx(z,20) <& = dy(f(z), [(z0)) <&).
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Napomena 1.36. Definicija neprekidnosti preko e-0 uslova je ekvivalentna opstoj definiciji
neprekidnosti iz Odeljka 1.2 (Definicija 1.13), primenjenoj na topologiju O, , odnosno
Ou,, indukovanu metrikama dx, dy. Zaista, dovoljno je u opstoj definiciji za okoline
tacaka xo 1 f(xo) uzeti otvorene lopte B(xzg,0) i B(f(z0),€), koje ¢ine bazu okolina u

metrickom prostoru. Iz ove karakterizacije baze okolina, e—§ uslov sledi neposredno.

Definicija 1.37. Neka su (X,dx) i (Y,dy) metricki prostori. Funkcija f: X — Y je

uniformno neprekidna ako i samo ako
(Ve > 0)(36 > 0)(Vay, 22 € X) (dX($17~T2) <6 = dy(f(z1), f(22)) < 5)-

Teorema 1.38. Ako je (X,dx) kompaktan metricki prostor, (Y,dy) metricki prostor i
f: X =Y neprekidna funkcija, onda je f uniformno neprekidna.

1.4 Vektorski 1 normirani prostori

Na redu je uvodenje pojmova vektorskog i normiranog prostora, linearnog funkcionala
i duala prostora, koji ¢e biti neophodni u Poglavlju 3 prilikom formulisanja Riesz-ove
teoreme reprezentacije. Kako ¢e dokazi tvrdenja biti i ovde izostavljeni ¢italac ih moze

pronaci u [1].

Definicija 1.39. Neka je K € {R,C}. Neprazan skup V je vektorski prostor nad poljem
K ako su definisane operacije sabiranja +: V' xV — V i mnozZenja skalarom -: KxV — V

tako da je (V,4) komutativna grupa i da za sve o, € K, z,y € V vazi:
(V1) a(z+y) = az + ay;

(V2) (a+ p)x = ax + pux;

(V3) (af)z = a(Bz);

(V4) 1.2 ==z.

Elemente skupa V' nazivamo vektorima. Neprazan podskup W C V koji je i sam vektorski

prostor u odnosu na operacije nasledene iz V' nazivamo potprostorom prostora V.

U ovom radu ¢e skoro uvek biti potreban slucaj K = R, buduéi da se posmatraju pro-
stori realnih (verovatnosnih) mera i realnih funkcija, kad god ne bude drugacije naglaseno,

podrazumeva se K = R.

Definicija 1.40. Neka je V' vektorski prostor nad K. Funkcija ||-|: V — [0, 00) je norma

na V ako za sve z,y € Vi a € K vazi:
(N1) ||z|| = 0 ako i samo ako je x = 0;
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(N2) || = [of [l
(N3) |z +yl <|lz| +lyll (nejednakost trougla).
Par (V.|| - ||) nazivamo normiranim prostorom.

Teorema 1.41. Neka je (V,|| - ||) normiran prostor. Funkcija d: V x V. — [0,00), data
sa

d(xvy) = ||'Clj - y”? z,y € ‘/7

je metrika na V' (tzv. metrika indukovana normom). Svaki normiran prostor je, dakle, na

prirodan nacin 1 metricks.

Definicija 1.42. Normiran prostor (V) ||-||) je Banahov prostor ako je kompletan u metrici

indukovanoj normom, tj. ako je svaki Kosijev niz u (V|| - ||) konvergentan.

Definicija 1.43. Neka je (X, d) metricki prostor i Cy(X) skup svih ograni¢enih nepre-
kidnih funkcija f: X — R. Na skupu Cy(X) definisemo supremum normu

7l = supIf@),  f € Cu(X).

Napomena 1.44. Oznaka || - || ovde oznacava supremum normu na C,(X) (i njegovim
potprostorima Cy(X), C.(X), Odeljak 3.1), definisanu preko supremuma po svakoj tacki
xr € X. Ovo treba razlikovati od L*-norme, koja se definiSe preko mere ,skoro svuda”

umesto u svakoj tacki.

Napomena 1.45. Prostor (Cy(X), ||]ls) je Banahov prostor (kompletan normiran prostor),
i on c¢e igrati klju¢nu ulogu u Poglavlju 4, jer slaba konvergencija niza mera (u,,), ka meri

1 definisace se upravo preko konvergencije [, fdu, — [, fdp za svako f € Cy(X).

Primer 1.46. 1. (R™ ]| - ||), sa Euklidskom normom, je Banahov prostor za svako

n € N,

2. Ako je X kompaktan metricki prostor, skup C(X) svih neprekidnih funkeija f: X —
R poklapa se sa Cy(X) (jer je svaka neprekidna funkcija na kompaktu ograni¢ena),

pajei (C(X),] - |lc) Banahov prostor.

Napomena 1.47. U Poglavlju 3 bi¢e uveden i prostor Cy(X), neprekidne funkcije koje
siSGezavaju u beskona¢nosti”, kao i prostor C.(X), neprekidne funkcije sa kompaktnim

nosacem. Za sada se samo napominje da vazi
C.(X) C Co(X) C Cyp(X),

i da je Cy(X), snabdeven supremum normom, zatvoren potprostor Banahovog prostora

Cy(X), pa je i sam Banahov prostor.
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Definicija 1.48. Neka su V i W vektorski prostori nad istim poljem K. Preslikavanje

L:V — W je linearno (ili linearni operator) ako za sve z,y € V i a € K vazi
Lie )= @) + L), L{ax) = aL(x).

Ako je W = K (posmatrano kao jednodimenzioni vektorski prostor nad samim sobom),

linearno preslikavanje L: V' — K nazivamo linearnim funkcionalom na V.

Definicija 1.49. Neka su (V)| - ||v) i (W,] - ||w) normirani prostori. Linearan operator

L:V — W je ogranicen ako postoji konstanta C' > 0 tako da je
| L(x)||lw < Cllz|lv zasve x € V.

Najmanju takvu konstantu C' nazivamo normom operatora L i obelezavamo je sa

L(x w
2= sup PO gy
eeVaz0  ||Z]|v veV, ||z]lv <1
Teorema 1.50. Neka su (V)| ||v) i« (W, || -|lw) normirani prostori i L: V — W linearan

operator. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:
1. L je ogranicen;

2. L je neprekidan (u smislu Definicije o neprekidnosti iz Odeljka 1.2, primenjene na

topologije indukovane normama);
3. L je neprekidan u tacki xo € V.

Napomena 1.51. Za razliku od ops$te definicije neprekidnosti iz Odeljka 1.2, koja zahteva
proveru u svakoj tacki prostora, Teorema 1.50 pokazuje da je za linearne operatore dovolj-
no proveriti neprekidnost u samo jednoj, proizvoljno izabranoj tacki xo € V', ako je uslov
ispunjen u toj jednoj tacki, automatski vazi svuda. U primenama je najpogodnije uzeti
bas zo = 0: s jedne strane, nula je uvek dostupna tacka (nijedan vektorski prostor nije
prazan), a s druge strane, linearnost operatora daje L(0) = 0, pa je provera neprekidnosti

u nuli formalno najjednostavnija, svodi se na uslov
(Ve > 0)(3 > 0)(Vz € V) (zllv <6 = [|L(z)[lw <e),

bez potrebe da se prati razlika = — x¢ kao u opstem slucaju. Dakle, uslov (3) Teoreme 1.50
skoro uvek proveravamo upravo za xo = 0, §to je i pristup koji ¢emo koristiti u Poglavlju

3 pri proveri neprekidnosti linearnih funkcionala na Cy(X).

Definicija 1.52. Neka je (V|| -||) normiran prostor. Skup svih ograni¢enih (ekvivalentno,

neprekidnih) linearnih funkcionala L: V' — R nazivamo dualnim prostorom (ili dualom)
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prostora V', u oznaci V*. Prostor V*, snabdeven normom operatora iz prethodne definicije,

je uvek Banahov prostor, bez obzira na to da li je V' kompletan.

Napomena 1.53. Definicija 1.52 je jedna od centralnih ideja funkcionalne analize koja ée
se koristiti u ovom radu, umesto da se mere posmatraju kao apstraktne skupovne funk-
cije, Riesz-ova teorema reprezentacije (Poglavlje 3) pokazace da se (Radonove, odnosno
kona¢ne Borelove) mere na X mogu poistovetiti sa neprekidnim linearnim funkcionalima,

iz duala prostora Cy(X), tj. sa elementima prostora (C’O(X))*.

1.5 Kompletni separabilni metricki prostori

U prethodna dva odeljka uvedeni su, nezavisno jedan od drugog, pojmovi kompletno-
sti i separabilnosti metrickog prostora. U ovom, poslednjem odeljku uvodnog poglavlja,
izdvaja se klasa metrickih prostora koji poseduju obe ove osobine istovremeno, ispituje
se kako se ta klasa ponaSa u odnosu na standardne topoloske konstrukcije (podprostor,
prebrojiv proizvod, neprekidna slika), i navodi se strukturna teorema koja objagnjava za-
Sto se ova klasa prostora smatra ,najprirodnijim” okvirom za teoriju verovatnocée. Takvi
prostori bi¢e osnovni okvir u kome ¢e se posmatrati verovatnosne mere u Poglavljima 4,

51 6. Definicije i teoreme iz ovog poglavlja zasnivaju se na prethodnim poglavljima i [1].

Definicija 1.54. Metricki prostor (X, d) je kompletan separabilan metricki prostor ako

jer
1. kompletan, tj. svaki Kosijev niz u X konvergira ka nekom elementu skupa X, i
2. separabilan, tj. postoji prebrojiv skup D C X takav da je D = X.

Napomena 1.55. U literaturi na engleskom jeziku za prostore iz Definicije 1.54 Cesto se
koristi i naziv poljski prostor' (engl. Polish space). U ovom radu koristi¢e se iskljucivo

naziv kompletan separabilan metricki prostor.

Napomena 1.56. Vredi istac¢i da su kompletnost i separabilnost, iako se c¢esto javljaju
zajedno, dve suStinski razli¢ite osobine metrickog prostora: separabilnost je, kao §to smo
videli u Odeljku 1.2, topoloska osobina i zavisi samo od topologije Oy koju metrika d
indukuje na skupu X, ne i od same metrike. Kompletnost je, nasuprot tome, metricka

osobina i zavisi od konkretno izabrane metrike d.

Teorema 1.57. Svaki totalno ogranicen metricki prostor je separabilan.

'Engl. Polish space. Naziv ne opisuje neku matematicku osobinu prostora, veé¢ potice od poljskih
matematicara, Sjerpinjskog (W. Sierpirniski), Kuratovskog (K. Kuratowski) i drugih, koji su tridesetih
godina XX veka prvi sistematski proucavali ovu klasu prostora, u kontekstu razvoja deskriptivne teorije
skupova.
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Napomena 1.58. Iz Teoreme 1.57 i karakterizacije kompaktnosti date Teoremom 1.32 sledi
da je svaki kompaktan metricki prostor separabilan. Dakle, kompaktan prostor je, prema
Teoremi 1.32, kompletan i totalno ogranicen, a totalna ogranic¢enost, prema Teoremi 1.57,

povlaci separabilnost.
Primer 1.59. Sledeéi prostori su kompletni i separabilni:
L. (R™ ]| -], za svako n € N, sa Euklidskom metrikom;

2. svaki kompaktan metric¢ki prostor (kompaktnost povla¢i i kompletnost i separabil-

nost, videti Napomenu 1.58);

3. svaki zatvoren podskup kompletnog separabilnog metrickog prostora, sa restrikcijom

metrike (videti Teoremu 1.61 ispod).

Nasuprot tome, prostor (Q, |- |) je separabilan (sam skup Q je prebrojiv i gust u sebi), ali

nije kompletan.

Naredne teoreme pokazuju da je klasa kompletnih separabilnih metrickih prostora

stabilna u odnosu na prelazak na zatvoren podprostor i na prebrojiv proizvod.

Teorema 1.60. Svaki podskup separabilnog metrickog prostora je i sam separabilan (u

odnosu na restrikciju metrike).

Teorema 1.61. Neka je (X, d) kompletan separabilan metricki prostor i A C X zalvoren

skup. Tada je metricki prostor (A, d|axa) takode kompletan i separabilan.

Napomena 1.62. Kompletnost prostora (A, d|axa) sledi direktno iz ranije spomenutog
tvrdenja da je zatvoren podskup kompletnog metrickog prostora sam kompletan. Separa-

bilnost sledi iz Teoreme 1.60, primenjene na skup A C X.

Teorema 1.63. Neka je (X, dy)nen prebrojiva familija kompletnih separabilnih metrickih

prostora. Tada je proizvod X = [0~ X, snabdeven metrikom

— 1 du(zn,yn)
a7 T . N - n)n, = YUn)n X;
1= Tra sy T = v = (€

n=1

takode kompletan separabilan metricki prostor, pri cemu se topologija indukovana metri-

kom d na X poklapa sa topologijom proizvoda na X.

Teorema 1.64. Neka su (X, dx) i (Y,dy) metricki prostori, X separabilan i f: X —Y
neprekidna sirjekcija. Tada je 1 (Y, dy) separabilan.

Ovo poglavlje zakljucuje se uvodenjem oznake za skup verovatnosnih mera, od Pogla-

vlja 4 pa nadalje on ¢e se posmatrati upravo kao kompletan separabilan metric¢ki prostor.

17



Definicija 1.65. Neka je (X, d) kompletan separabilan metri¢ki prostor. Sa P(X) obele-

zavamo skup svih verovatnosnih (Borelovih) mera na X.

Napomena 1.66. Pojam (Borelove, verovatnosne) mere biée formalno definisan u Poglavlju
2, ovde se oznaka P(X) uvodi unapred kako bi se naglasilo da je to drugacija upotreba
oznake P od one uvedene u Odeljku 1.1, gde smo sa P(X) obelezavali partitivni skup skupa
X. Iz konteksta ¢e uvek biti jasno na koje se od ova dva znacenja misli. U poglavljima
koja slede posle formalnog uvodenja pojma mere (Poglavlje 2), oznaka P(X) odnosice se
iskljuc¢ivo na skup verovatnosnih mera na X, a do tada dovoljno je intuitivno razumevanje

verovatnosne mere kao raspodele ,jedini¢cne mase” po prostoru X.

Pretpostavka da je osnovni prostor X kompletan i separabilan metricki prostor je stan-
dardna i najopstija pretpostavka pod kojom se u literaturi formulisu i dokazuju centralni
rezultati ovog rada. Kompletnost obezbeduje da granice Kosijevih nizova, a time, kako
¢e biti prikazano, i granice slabo konvergentnih nizova mera, zaista postoje unutar po-
smatranog prostora. Separabilnost, s druge strane, obezbeduje da se svaka verovatnosna
mera na X moze aproksimirati merama sa kona¢nim (ili prebrojivim) nosacem, na pri-
mer kona¢nim konveksnim kombinacijama Dirakovih mera d,, x € X, §to je klju¢no kako
za dokaz Prohorovljeve teoreme (Poglavlje 4), tako i za dokaz da je prostor (P(X), W,),
snabdeven Wasserstein-ovom metrikom, sam kompletan i separabilan (Poglavlje 5). Uko-
liko drugacije ne bude naglaseno, u ostatku rada ¢e se pretpostavka da je X kompletan

separabilan metricki prostor podrazumevati bez posebnog isticanja.
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Glava 2
Osnovi teorije mere

Cilj ovog poglavlja je uvodenje pojma mere, klase skupova na kojima se mere po-
smatraju (o-algebre, kao i pomo¢ne strukture 7- i A-sistemi), pitanje aproksimacije mera,
otvorenim i kompaktnim skupovima (regularnost), merljive funkcije, kao i integral i kla-
sicne grani¢ne teoreme (Fatuova lema, teorema o monotonoj i teorema o dominantnoj
konvergenciji). Sve to je neophodno za sva naredna poglavlja, jer u Poglavlju 3 mere ¢e
se poistovetiti sa neprekidnim linearnim funkcionalima na prostoru Cy(X) (Riesz-ova te-
orema reprezentacije), u Poglavlju 4 bi¢e definisana slaba konvergencija niza mera upravo
preko konvergencije integrala fX fdu, — fX fdu, a u Poglavlju 5 ¢e pojam verovatno-
sne mere i njenih momenata (integrala funkcije d(z, z)?) biti polazna tacka za definiciju
Wasserstein-ove metrike.

Izlaganje u ovom poglavlju prati pristup teoriji mere kakav je izlozen u [2|. Vazno je
napomenuti da se, u vecini slucajeva, preslikavanje p naziva ,spoljaSnja mera”, dok se
naziv ,mera’ koristi za restrikciju g na kolekciju py-merljivih podskupova od X, a videce

se i prednosti u tome da je moguce ,meriti” i skupove koji nisu merljivi.

2.1 Mere i njihova osnovna svojstva
Definicija 2.1. Neka je X # @ skup i P(X) njegov partitivni skup. Preslikavanje
p: P(X) = [0, o]

nazivamo merom na X ako vazi:

(m1) p(2) = 0;

(m2) ako je A C |U,—, Ak, onda je



(prebrojiva subaditivnost).

Definicija 2.2. Neka je gy merana X i C' C X. Restrikcija mere p na C, u oznaci pu | C,

je mera definisana sa
(b1 C)A):==pu(ANC), AcCX.

Slede¢i pojam je vazan za Citavu teoriju, on izdvaja klasu skupova na kojima se mera

i ponasa ,,dobro”, u smislu da aditivno deli svaki skup B C X.

Definicija 2.3. Neka je p mera na X. Skup A C X je p-merljiv ako za svaki skup B C X
vazi
1(B) = pn(BNA)+ pu(B\ A).

Napomena 2.4. Kako je p subaditivna, nejednakost u(B) < p(B N A) + u(B\ A) vazi
automatski za svaki skup A. Sadrzaj Definicije 2.3 je u obrnutoj nejednakosti u(B) >
p(BNA)+pu(B\ A).

Teorema 2.5 (Elementarna svojstva mera). Neka je u mera na X. Tada vaZi:

1. ako je AC B C X, onda je p(A) < u(B)  (monotonost);

2. skup A je pu-merljiv ako i samo ako je X \ A p-merljiv;

3. @ 1 X su p-merljivi skupovi. Opstije, ako je u(A) =0, onda je A p-merljiv;

4. ako je C C X proizvoljan, onda je svaki p-merljiv skup i (u [ C)-merljiv.
Dokaz. Korak 1: Tvrdenje (1) sledi neposredno iz definicije. Da bismo pokazali (2), pret-
postavimo da je A p-merljivi B C X. Tada

u(B) = u(BOA) + pu(B\ A) = u(B\ (X\ A)) + (BN (X A)).

dakle X \ A je p-merljiv.
Korak 2: Pretpostavimo sada da je u(A) =0, B C X. Tada je (BN A) =0, pa je
stoga
p(B) = n(B\ A) = (BN A) + p(B\ A).

Suprotna nejednakost sledi direktno iz subaditivnosti.
Korak 3: Neka je A p-merljiv, C' C X. Tada za svako B C X

(u 1 C)B)=pu(BNC)
=u((BNC)NA)+pu((BNC)\ A)
=u((BNA)NC) +pu((B\A)NC)
=1 C)BNA)+ (u I C)B\A).
Dakle A je ([ C)-merljiv. O
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Primer 2.6. Neka je X proizvoljan neprazan skup i zy € X fiksirana tacka. Preslikavanje
0o P(X) — [0, 00] definisano sa

1, Ty € A,
07 Zo ¢ A7

je mera na X (lako se proverava da vaze (ml) i (m2)), koju nazivamo Dirakovom merom

skoncentrisanom u tacki zo. Svaki podskup od X je d,,-merljiv.

Definicija 2.7. Neka je 4 mera na X i v mera na Y. DefiniSemo meru pxv: P(X xY) —

[0, 00| sa
(1 x v)(8) = inf { > u(Av(B) },
i=1
gde se infimum uzima po svim kolekcijama p-merljivih skupova A; C X i v-merljivih

skupova B; C Y (i = 1,2,...) takvim da je S C |J;2,(A4; x B;). Meru p x v nazivamo

proizvodom mera (i v.

2.2 Sistemi skupova

Mera p iz Definicije 2.1 je definisana na ¢itavom P(X). U ovom odeljku formalno se
uvodi pojam o-algebre, kako bi bilo mogucée precizno opisati njen ,pravi” domen: klasu
p-merljivih skupova, za koju ¢e se odmah pokazati (Teorema 2.11) da ¢ini upravo ovakvu
strukturu, na kojoj je p zaista prebrojivo aditivna. Uvode se i pojmovi 7- i A-sistema,

koji ¢e posluziti, kako u ovom, tako i u narednim poglavljima.

Definicija 2.8. Kolekcija A C P(X) je o-algebra na X ako:

(al) @, X € A;

(a2) Ac A = X\ Aec A

(a3) A, Ay, € A = Uil Ave A

Par (X, .A) nazivamo merljivim prostorom, a elemente A merljivim skupovima.

Napomena 2.9. Iz De Morganovih zakona, (o, Ax = X \ Upe (X \ Ag), sledi da (a3)

zajedno sa (a2) povlaci i zatvorenost A u odnosu na prebrojive preseke.

Naredna teorema pokazuje da je klasa p-merljivih skupova zatvorena za prebrojive
unije i preseke proizvoljnih (ne nuzno disjunktnih) nizova, da je mera p na disjunktnim
p-merljivim skupovima prebrojivo aditivna, i kako se y ponasSa pri granicnom prelazu na

rastuce, odnosno opadajuce nizove p-merljivih skupova.

Teorema 2.10. Neka je p mera na X i neka su Ay, Ag, -+ C X p-merljivi skupovi. Tada:
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1. skupovi Ur—, Ak i Npey Ak su p-merljivi;

2. ako su, dodatno, skupovi Ay medusobno disjunktni, onda je

u( U Ak) = (A
k=1 k=1
3. ako je Ay C Ay C ..., onda je hm,uAk (UAk>

4. ako je Ay D Ay D ... i u(Ay) < oo, onda je hm pu(Ag) = (ﬂ Ak)

Dokaz. Korak 1: Kako subaditivnost daje u(B) < u(BNA)+u(B\ A) zasve A, B C X,
dovoljno je pokazati suprotnu nejednakost da bismo dokazali da je skup A p-merljiv.
Za svaki skup B C X,

u(B) = p(BMN A1) + p(B\ Ay)
= (BN A +p((B\ A1) NAz) +p((B\ A\ Az)
> (BN (A U Ag)) +p(B\ (AU Ay)),

pa je Ay U Ay p-merljiv. Indukcijom, unija kona¢no mnogo p-merljivih skupova je p-
merljiva.
Korak 2: Kako je
X\ (A1NAy) = (X\ AU (X \ Ap),

presek dva, pa i kona¢no mnogo, p-merljivih skupova je py-merljiv.

Korak 3: Pretpostavimo sada da su skupovi (Ag)72, disjunktni, i stavimo

J
k=1

Tada

#(Bj1) = p(Bjyr N Aji1) + p(Bja \ Aji1) = p(Ajr) + p(B;) U=1...)

odakle

(UAk): A A) G=1,...).

k=1
Odavde sledi da je

>t < (U4,
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iz Cega sledi tvrdenje (2).

Korak 4: Da bismo dokazali (3), primetimo, na osnovu (2), da je

lim ju(Ay) = A4+§yAﬂam; (UAQ

k—o0
k=1

Tvrdenje (4) sledi iz (3), jer je

(A — T u(A) = lim (A \ Ay) = (GAAM) ) - ()4
k=1 k=1

Korak 5: Podsetimo se da je, ako je B proizvoljan podskup od X, svaki pu-merljiv skup
i (v | B)-merljiv. Kako je B; := Ui:l Ay p-merljiv po Koraku 1, za svako B C X sa
p(B) < oo imamo

() + (s Uad = 6 m(Us) + it oy (66 50)
= lim (u [ B)(By) + lim (u [ B)(X '\ By)
= pu(B).

Dakle ([, A je p-merljiv, kao i (,—, Ag, jer je

X\ﬂAk U (X \ A).

Ovim je dokazano (1). O

Teorema 2.11. Ako je u mera na nepraznom skupu X , onda kolekcija M svih p-merljivih

podskupova od X c¢ini o-algebru na X.
Dokaz. Ovo neposredno sledi iz Teoreme 2.5 i Teoreme 2.10. ([l

Kako je presek proizvoljne kolekcije o-algebri na X ponovo g-algebra na X, ima smisla

sledec¢a definicija.

Definicija 2.12. Neka je C C P(X) neprazna kolekcija podskupova od X. o-algebra
generisana kolekcijom C, u oznaci o(C), je najmanja o-algebra koja sadrzi C (tj. presek

svih o-algebri koje sadrze C).

Definicija 2.13. Neka je (X, Q) topoloski prostor. Borelova o-algebra prostora X, u
oznaci B(X), je o-algebra generisana kolekcijom svih otvorenih podskupova od X, tj.
B(X) := 0(O). Elemente B(X) nazivamo Borelovim skupovima. Meru p na X nazivamo

Borelovom ako je svaki Borelov skup p-merljiv.
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Napomena 2.14. Kako je svaki zatvoren skup komplement otvorenog, i kako je B(X)
zatvorena u odnosu na komplemente, svaki zatvoren skup je Borelov. Isto tako, kako
je B(X) zatvorena u odnosu na prebrojive unije i preseke, svaki F, (prebrojiva unija

zatvorenih) i svaki G5 skup (prebrojiv presek otvorenih skupova) je takode Borelov.

Definicija 2.15 (Verovatnosna mera). Neka je (X, B(X)) merljiv prostor u smislu Defi-
nicije 2.13. Borelovu meru p na X (Definicija 2.13) nazivamo verovatnosnom merom ako
je
u(X)=1.
Za direktnu proveru da je neka kolekcija skupova o-algebra ponekad je zgodnije prove-
riti da je ona istovremeno 7-sistem (zatvorena za konac¢ne preseke) i A-sistem (zatvorena

za neke specificne operacije), jer su ovi uslovi slabiji i laksi za proveru.

Definicija 2.16. Neprazna kolekcija P C P(X) je m-sistem ako A,Be P — ANB €
P.

Definicija 2.17. Kolekcija £ C P(X) je A-sistem ako:

1) X e £;

(12) ABeLiBCA = A\BeCL

(13) ako je Ay C Ay C ..., C A, € L, onda je |~ Ay € L.

Teorema 2.18 (7-\ teorema). Ako je P m-sistem, L \-sistem, i P C L, onda je o(P) C
L.

Dokaz. Korak 1: Defini§imo
S=()r,
L'oP

presek svih A-sistema L’ koji sadrze P (ovaj presek je neprazna kolekcija A-sistema, jer je
npr. £ jedan takav). Ocigledno je P C S C L, i lako se proverava da je S sam A-sistem.

Korak 2 (Tvrdnja 1: S je m-sistem): Izaberimo proizvoljne A, B € S. Treba pokazati
AN B € S. Definig§imo

A={CCcX:ANnC € S}.

Kako je & A-sistem, sledi da je i A A-sistem. Dakle S C A. Kako je B € S, odavde sledi
ANBEeS.

Korak 3 (Turdnja 2: S je o-algebra): Ovo sledi otud §to je S istovremeno A-sistem i -
sistem. Kako X € S (uslov (11)), sledi @ = X\ X € S (uslov (12)). Iz A € S direktno sledi
X\ A €S (opet (12), primenjeno na A C X). Kako je S zatvorena i za komplemente i za
konac¢ne preseke (Korak 2), zatvorena je i za konac¢ne unije. Dakle, ako su Ay, Ag,--- € S,
onda je B, := J,_, Ax € S za svako n. Kako je (B,), rastuéi niz iz S, a S je A-sistem,
uslov (13) daje U,—, Ax = .~ B, € S. Dakle S je o-algebra.

24



Korak 4: Kako je § D P o-algebra, sledi
o(P)cScL. O

Napomena 2.19. )\ teorema je izuzetno koristan tehnicki alat ba$ zato Sto se, za razliku
od o-algebre, zatvorenost neke konkretne kolekcije skupova u odnosu na uslove 7- ili A-
sistema Cesto proverava skoro trivijalno. Tipi¢na primena ilustruje se slede¢om teoremom,
koja pokazuje da su dve konacne Borelove mere na X jednake ¢im se poklapaju na jednom
m-sistemu koji generise B(X). Ovaj tip argumenta koristi¢e se ponovo u Poglavlju 4 pri

diskusiji jedinstvenosti granice slabo konvergentnog niza mera.

Teorema 2.20. Neka su p 1 v dve konacne Borelove mere na metrickom prostoru X 1
neka je P m-sistem takav da je o(P) = B(X) i p(X) = v(X) < 0o. Ako je p(P) = v(P)
za sve P € P, onda je n(B) = v(B) za sve B € B(X).

Dokaz. Primenjujemo 7\ teoremu sa
L :={B C X : B Borelov, u(B) =v(B)}.

Tada je P C L (po pretpostavci), P je, po pretpostavci, m-sistem, a proveravamo da je £
A-sistem: X € L, jer je u(X) = v(X) < oo po pretpostavci. Ako B C A, A, B € L, onda
iz konac¢ne aditivnosti i kona¢nosti mera sledi u(A\ B) = pu(A) — u(B) = v(A) —v(B) =
v(A\ B), dakle A\ B € L. Ako je A} C Ay C ... niz iz £, onda po Teoremi 2.10(3),

primenjenoj na j i na v,
(U Ae) = Jim ) = Jim o) = (U &)

pa U,—, Ax € L. Prema tome, 7\ teorema daje o(P) C L. Ali o(P) = B(X), po
pretpostavci. ]

2.3 Regularnost mera i aproksimacija otvorenim i kom-

paktnim skupovima

Ovaj odeljak rezervisan je za uvodenje pojma regularne mere, kojim se formalizuje
ideja da se mera proizvoljnog skupa moze dobro aproksimirati merom nekog otvorenog

nadskupa, odnosno nekog kompaktnog podskupa.

Definicija 2.21. 1. Mera p na X je reqularna ako za svaki skup A C X postoji u-
merljiv skup B takav da je A C B i u(A) = u(B).
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2. Ako je X topoloski prostor, Borelova mera p na X je Borel-regularna ako za svaki
A C X postoji Borelov skup B takav da je A C B i u(A) = u(B).

3. Radonova mera na X je Borel-regularna mera p takva da je pu(K) < oo za svaki
kompaktan skup K C X.

Teorema 2.22 (Rastuci skupovi). Neka je p regularna mera na X i Ay C Ay C ... (ne

nuzno merljivi skupovi). Tada

pm 40 = (U )

Dokaz. Kako je p regularna, postoje p-merljivi skupovi (Ci)52,, sa Ax C Ck i u(Ag) =
p(Cy) za svako k. Stavimo By := ﬂjZk C;. Tada je A, C By, svaki By je p-merljiv, i
p(Ax) = p(By). Prema tome,

lim p(Ag) = hm u(By) = (U Bk> > ,u( U Ak)

k—o0
Ali A, C U2, Ay, pajei
hm w(Ag) < M(U >
O

Naredna teorema pokazuje da se, ako je p Radonova mera na R™ (ili, opstije, na
lokalno kompaktnom separabilnom metri¢kom prostoru), mera proizvoljnog skupa moze
aproksimirati merom otvorenog nadskupa, a mera merljivog skupa merom kompaktnog
podskupa. Dokaz je tehnicki zahtevan pa ovde nece biti naveden. Zainteresovani ¢italac

ga moze nac¢i u |2, Teorema 1.8].

Teorema 2.23 (Aproksimacija otvorenim i kompaktnim skupovima). Neka je p Rado-

nova mera na R". Tada:

1. za svaki skup A C R™ vazi

p(A) =inf{u(U) : AC U, U otvoren};

2. za svaki p-merljv skup A C R™ vazi

p(A) =sup{u(K): K C A, K kompaktan}.

lako je Teorema 2.23 formulisana za R”, analogno vazi i na op§tijim prostorima.
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Teorema 2.24 (Regularnost kona¢nih Borelovih mera na metrickom prostoru). Svaka
konaéna Borelova mera p na metrickom prostoru (X, d) je reqularna u sledeéem (jacem)
smislu: za svaki Borelov skup B C X i svako € > 0 postoje zatvoren skup F' 1 otvoren skup
U takvi da je

FcBcCU, U\ F) <e.

Ideja dokaza. Posmatra se kolekcija £ svih Borelovih skupova koji dopustaju ovakvu
aproksimaciju. Pokazuje se da je L o-algebra (zatvorena za komplemente i prebrojive
unije, preko £/2" argumenta) koja sadrzi sve zatvorene skupove (za zatvoren F, skupovi
Up :={x : d(z, F) < 1/k} opadaju ka F, pa vazi u(Uy) — u(F)), odakle sledi £ = B(X).
Potpun dokaz videti u [1, Propozicija E.16]. O

Napomena 2.25. Teorema 2.24 pokazuje da su sve kona¢ne (pa i sve verovatnosne) Borelo-
ve mere na metrickom prostoru automatski regularne u ovom smislu. Pretpostavka lokalne
kompaktnosti prostora X, koja je bila neophodna u Teoremi 2.23, ovde se ne zahteva. Ovo
je razlog zasto ¢e u Poglavljima 4 i 5 mo¢i da se radi sa proizvoljnim kompletnim separa-

bilnim metri¢kim prostorom X (Definicija 1.54), a ne samo sa R".

Za kraj ovog odeljka, navodi se jedan praktican kriterijum (bez dokaza, videti [2,
Teorema 1.9]) koji nam omoguc¢ava da proverimo da je neka mera na R"™ Borelova, bez

direktnog ispitivanja u-merljivosti svakog Borelovog skupa.

Teorema 2.26 (Caratheodory-jev kriterijum). Neka je p mera na R™. Ako za sve skupove
A, B CR" takve da je dist(A, B) > 0 vazi

(AU B) = p(A) + u(B),

onda je p Borelova mera.

2.4 Merljive funkcije

Sada se proSiruje pojam merljivosti sa skupova na funkcije, umesto inverznih slika
otvorenih skupova koji moraju biti otvoreni, ovde trazimo da inverzne slike otvorenih

skupova budu p-merljive.
Definicija 2.27. Neka je u mera na X i Y topoloski prostor.

1. Funkcija f: X — Y je p-merljiva ako je f~1(U) p-merljiv skup za svaki otvoren
Ucy.

2. Funkcija f: X — Y je Borel merljiva ako je f~'(U) Borelov skup za svaki otvoren
UcCY.
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Primer 2.28. Ako je X topoloski prostor i f: X — Y neprekidna funkcija, onda je f
Borel merljiva. Zaista, za otvoren U C Y skup f~(U) je otvoren po neprekidnosti, dakle
Borelov. Ova ¢injenica je vazna jer ¢e se u Poglavlju 4 integraliti funkcije f € Cy(X) po

merama iz P(X), a gornji primer garantuje da su svi ti integrali dobro definisani.
Teorema 2.29 (Inverzne slike). Neka je o mera na X 1Y topoloski prostor. Tada:

1. ako je f: X — Y p-merljiva, onda je f~Y(B) p-merljiv za svaki Borelov skup B C
Y.

’

2. funkcija f: X — R je p-merljiva ako i samo ako je skup f~'([~o0,a)) p-merljiv za
svako a € R;

3. akosu f: X - R"ig: X — R™ p-merljive, onda je i (f,g): X — R"* p-merljiva.

Dokaz. Korak 1: Proveravamo da je
Ay i={ACY: f'(A) je p-merljiv}

o-algebra koja sadrzi otvorene skupove. Po pretpostavci merljivosti f, Ay zaista sadrzi

sve otvorene podskupove od Y. Kako je B(Y'), po Definiciji 2.13, najmanja o-algebra koja

sadrzi otvorene skupove, sledi B(Y') C Ay, tj. f~1(B) je u-merljiv za svaki Borelov B.
Korak 2: Sli¢éno, kolekcija

A= {A C[~00,00]: f1(A) je p-merljiv}

je o-algebra bez obzira na merljivost f. Smer (=) sledi direktno iz Koraka 1. Za smer
(<): ako A sadr7i sve skupove [—oo,a), onda, kako je o-algebra, sadrzi i sve njihove
komplemente i prebrojive preseke, dakle i sve intervale oblika (a,b) i (a,o0] (koji se iz
[—00, a) dobijaju upravo tim operacijama). Kako je svaki otvoren podskup od R prebrojiva
unija ovakvih intervala, A sadrzi sve otvorene skupove, pa je f merljiva po Definiciji
2.27(1).

Korak 3: Neka je h:= (f,g). Tada je

Ap = {ACR"™ : h}(A) je p-merljiv}

o-algebra koja sadrzi sve otvorene skupove oblika U x V', gde su U C R", V' C R™ otvoreni
(jer je hH(U x V) = f~Y(U) N g 1 (V), presek dva p-merljiva skupa, dakle p-merljiv, po
Koraku 2 dokaza Teoreme 2.10). Kako je svaki otvoren podskup od R prebrojiva unija

ovakvih  kutija”, A, sadrzi sve otvorene skupove, pa je h p-merljiva. U

Napomena 2.30. Tvrdenje (3) Teoreme 2.29 bi¢e posebno korisno. Da bi se proverilo da

je preslikavanje (z,y) — d(x,y) merljivo na proizvodu X x X (8to je potrebno kad god se
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integrali rastojanje po nekoj meri na X x X, na primer u definiciji Wasserstein-ove metrike
u Poglavlju 5), dovoljno je znati da su koordinatne projekcije merljive (sto sledi iz njihove
neprekidnosti) i primeniti (3), zajedno sa ¢injenicom da je funkcija d neprekidna, pa i

Borel merljiva, na X x X.

2.5 Integral i grani¢ne teoreme

Poslednji odeljak poglavlja o teoriji mere definiSe integral u-merljive funkcije i navodi
tri klasi¢ne grani¢ne teoreme: Fatuova lema, teorema o monotonoj konvergenciji i teorema
o dominantnoj konvergenciji. Ove teoreme, kako isti¢u i sami Evans i Gariepy u naslovu
odgovarajuceg odeljka svoje knjige [2], spadaju medu najvaznija tvrdenja ¢itave analize.
Ovde ¢e se koristiti prvenstveno u Poglavlju 4, gde je sama definicija slabe konvergencije
mera izraZena preko konvergencije integrala [y fdu, — [, fdu, kao i u Poglavlju 5,

prilikom definisanja Wasserstein-ove metrike preko [, . d(x,y)? dy(z,y).

Definicija 2.31. Neka je u mera na X. Nenegativna prosta funkcija je funkcija oblika

g = Z Q; IAj?
j=1

gde su a; > 0, a Ay,..., A, C X medusobno disjunktni p-merljivi skupovi. Za takvu

funkciju definisemo integral

/ngu =Y a;u(4).

j=1

Definicija 2.32. Neka je f: X — [0, 00| p-merljiva funkcija. Defini§emo

/ fdp :=sup { / gdpu : g nenegativna prosta funkcija, g < f}.
X X

Ako je f: X — [—00,00] p-merljiva, pisemo f = f* — f7, gde su f* := max{f,0} i
f~ :=max{—f,0} nenegativne merljive funkcije, i kazemo da je f p-integrabilna ako bar

jedan od integrala fX ftdu, fX f~ du nije 400, u kom sluc¢aju stavljamo

/deurz/xﬁdu—/xfdu-

Funkciju f nazivamo p-sumabilnom ako je p-integrabilna i [, |f|dp < oo, a skup svih

p-sumabilnih funkcija obelezavamo sa L'( X, u1).

Napomena 2.33. Vazno je napomenuti (prateéi [2]) da se pojam ,integrabilnosti” razlikuje
od uobic¢ajenog: ovde je funkcija integrabilna ¢im ima integral, makar taj integral bio +oo

ili —oo. Tek ,sumabilnost” zahteva konacnost integrala apsolutne vrednosti. Za funkciju
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f e LY (X, p), integral [, fdu je, po Definiciji 2.32, konacan. Sli¢no, za svaku Borelovu
funkciju ¢: X — R koja je ogranicena i neprekidna, izraz fX @ du (koji ¢e se koristiti u
definiciji slabe konvergencije, Poglavlje 4) uvek ima smisla, jer je ¢ ogranicena, a u (kad

je verovatnosna) kona¢na mera.

Iz same Definicije 2.32 lako se izvode standardna svojstva integrala: linearnost (za ne-
negativne skalare, i, na L'(X, ), za sve realne skalare) i monotonost (f < g svuda povlaci

f fdu < fg dp). Ova svojstva se podrazumevaju u nastavku bez posebnog dokazivanja.

Definicija 2.34 (o-konac¢nost). 1. Skup A C X je o-konacan u odnosu na u ako se
moze predstaviti kao prebrojiva unija p-merljivih skupova kona¢ne mere, tj. A =

U, Bk, sa By, p-merljivim i pu(By) < oo za svako k.

2. Funkcija f: X — R je o-konacéna u odnosu na p ako je p-merljiva i ako je skup

{r € X : f(z) # 0} o-konacan u odnosu na pu, u smislu tacke (1).
Teorema 2.35 (Fubinijeva teorema). Neka je u mera na X i v mera naY. Tada:
1. p X v je regularna mera na X XY, cak 1 kada p 1 v nisu reqularne;

2. ako je A C X p-merljiv i B C Y v-merljiv, onda je A X B (u X v)-merljiv i
(nxv)(Ax B) = u(A)v(B);

3. ako je f (X wv)-integrabilna i o-konacna u odnosu na pux v (posebno, ako je (X v)-

sumabilna), onda je preslikavangje

ygémmmm

v-integrabilno, preslikavanje x — [, f(x,y) dv(y) je p-integrabilno, i

T 8050)= [ ([ se )it = [ ( ] stamav)anta)

Naredna tri tvrdenja predstavljaju granic¢ne teoreme za Lebegov integral. Svako sledece

tvrdenje se izvodi iz prethodnog.

Teorema 2.36 (Fatuova lema). Neka su fr: X — [0,00], k = 1,2,..., pu-merljive funk-
cije. Tada

k—o0

/ liminf f; dp < lim inf/ frdu.
X k—o0 X

Dokaz. Nekaje g := Z?’;l a;j L4, nenegativna prosta funkcija, manja ili jednaka lim inf}, o fi-
Pretpostavimo da su p-merljivi skupovi {A;}%2, disjunktniia; >0zaj=1,....
Fiksirajmo 0 <t < 1. Tada

A= Bj.
k=1
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gde je
B :=A;N{x: fi(x) > ta; za sve | > k}.

Primetimo da je
Aj D) Bj,k'—i-l DBj’k (l{?: 1,)

Prema tome,

[ran=Y [ gan=" [ fednze> o us
X =1 Y 4; j=1 Y Bk j=1

i stoga
liminf/ frdy >t 5 a; iu(A; ——t/ gdj.
1 £ i H(4;)

Ova nejednakost vazi za svako 0 < t < 11 za svaku prostu funkciju ¢ manju ili jednaku

liminf;,_, . fr. Prema tome,

hmlnf/ fkdu>/hm1nffk dp. U

Teorema 2.37 (Teorema o monotonoj konvergenciji). Neka su fr: X — [0,00], k =

1,2,..., p-merljive funkcije, takve da je

Tada

Dokaz. Jasno je da

x oo
pa je stoga

]}LHOIO/kadM < /Xklggofk dpu.
Suprotna nejednakost sledi iz Fatuove leme. 0]

Teorema 2.38 (Teorema o dominantnoj konvergenciji). Neka je g > 0 p-sumabilna

funkcija, i neka su f, f1, fa, ... X — [—00,00] p-merljive funkcije takve da:

o [ — [ p-skoro svuda kad k — oo;

o |fi| < g za sve k.

Tada je f p-sumabilna, 1

lim/[fk—ﬂdu:(), pa i hm/fkdu /fd,u
k—oo [x
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Dokaz. Po Fatuovoj lemi,

[ 200 [ tmintg~ 17 - fdn < vt [ (2917 - fil) d
X X k—o0 k—o0 X

odakle
fimsup [ 1f = fuldu <0,
X

k—o0

O

Ovde se zavrSava poglavlje o osnovama teorije mere koje ¢e biti od znacaja u nastavku
rada. U Poglavlju 3 pojam (Radonove) mere povezace se sa pojmom neprekidnih linearnih
funkcionala na prostoru Cy(X). Ovo povezivanje koje se deSava u Riesz-ovoj teoremi
reprezentacije je upravo ono $to omoguc¢ava se da na skupu P(X) uvede topologija, za

koju ¢e se pokazati u Poglavlju 4 da se poklapa sa topologijom slabe konvergencije mera.
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Glava 3

Riesz-ova teorema reprezentacije 1

topologija na prostorima mera

Cilj ovog poglavlja je povezivanje osnova teorije mere, izloZzenih u Poglavlju 2, sa
pojmovima funkcionalne analize uvedenim u Odeljcima 1.2-1.4 (topologija, normirani
prostori, dual prostora). Centralni rezultat je Rieszova teorema reprezentacije, koja (na
kompaktnom metri¢kom prostoru X') povezuje dual (C (X ))* prostora neprekidnih funkci-
ja sa prostorom konacnih predznacenih Borelovih mera na X. Ovo povezivanje omogucava
da na prostoru mera P(X) uvedemo topologiju nasledenu iz duala, onu koja ¢e se, u Po-
glavlju 4, pokazati kao topologija slabe konvergencije mera.

Izlaganje u prva tri odeljka prati, uz prilagodavanje oznaka, pristup dat u [3], [1] i [2],

dok se u ¢etvrtom odeljku oslanja na [4] i [5].

3.1 Prostori Cy(X) i C.(X)

Ranije su ve¢ najavljeni prostori C.(X) i Cy(X). Ovde se formalno uvode i ispituje se

njihov odnos prema Banahovom prostoru (Cb(X), | - Hoo)

Definicija 3.1. Neka je X topoloski prostor i f: X — R funkcija. Nosac funkcije f, u
oznaci supp(f), je skup

supp(f) :={z € X : f(z) # 0}.

Sa C.(X) obelezavamo skup svih neprekidnih funkcija f: X — R ¢iji je nosa¢ kompaktan
skup.

Napomena 3.2. Direktno se proverava da je C.(X) vektorski potprostor prostora svih ne-
prekidnih funkcija na X: ako f,g € C.(X), tada je supp(f + g) C supp(f) Usupp(g), a
kona¢na unija kompaktnih skupova je kompaktna, pa je i supp(f+ g) sadrzan u kompakt-
nom skupu, dakle zatvoren podskup kompaktnog skupa, pa je i sam kompaktan. Analogno

se proverava zatvorenost za mnozenje skalarom.
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Definicija 3.3. Neka je (X, d) lokalno kompaktan metricki prostor (Definicija 1.18). Za
funkciju f € Cy(X) kazemo da iScéezava u beskonacnosti ako za svako € > 0 postoji
kompaktan skup K C X tako da je |f(z)| < € za sve x € X \ K. Skup svih neprekidnih

funkcija f: X — R koje is¢ezavaju u beskonacnosti obelezavamo sa Cy(X).

Napomena 3.4. 1z Definicije 3.3 sledi C.(X) C Cy(X): ako je f € C.(X), van kompaktnog
skupa supp(f) funkcija f je identicki jednaka nuli, pa uslov iz Definicije 3.3 trivijalno vazi
za svako ¢ > 0, sa K = supp(f). Ako je X kompaktan, onda je C.(X) = Cyp(X) =
Co(X) = C(X).

Teorema 3.5. Neka je (X, d) lokalno kompaktan metricki prostor. Tada je C.(X) C
Co(X) C Cy(X), i Co(X) je zatvoren potprostor Banahovog prostora (Cy(X), | - [|ls)-
Posebno, (Co(X), | - ) je @ sam Banahov prostor.

Napomena 3.6. Kako je, po Teoremi 3.5, (Co(X),| - ||«) Banahov prostor, na njega
se primenjuje Definicija 1.52 iz Poglavlja 1: dual (CO(X))* je dobro definisan Banahov
prostor, sastavljen od svih ogranifenih (ekvivalentno, neprekidnih) linearnih funkcionala
: Co(X) = R.

Napomena 3.7. Oznaka L iz Odeljka 1.4 koriS¢ena je za proizvoljan linearan funkcional
u opstem, apstraktnom kontekstu. Od ovog poglavlja pa nadalje, za konkretne elemente
duala (Co(X))", odnosno (Cy(X))" ili (Ce(X))", koristi¢e se oznaka ¢ (uz pisanje {f, ¢)
umesto ¢(f) kad je to preglednije), prateéi literaturu o Riesz-ovoj teoremi reprezentacije
([1]). Ovo je isklju¢ivo notaciono pravilo, ¢ je i dalje samo linearan funkcional u smislu
Definicije 1.52.

Propozicija 3.8 (Urysohn-ova lema). Neka je X lokalno kompaktan Hauzdorfov prostor,
V C X otvoren skup i K C V kompaktan skup. Tada postoji f € C.(X) tako da je
supp(f) CcV,0< f<1naXif=1naK.

Napomena 3.9. Kako je svaki metricki prostor Hauzdorfov, Propozicija 3.8 primenjiva je
na svaki lokalno kompaktan metric¢ki prostor. Dokaz se ovde izostavlja videti [3, Teorema
2.12].

Napomena 3.10. Neka je X lokalno kompaktan metri¢ki prostor. Tada je C.(X) gust u
prostoru (Co(X),| - [|e). Zaista, neka je f € Co(X) i e > 0, po Definiciji 3.3 postoji
kompaktan skup K C X tako da je |f(z)| < e za x ¢ K. Po Proporziciji 3.8 (primenjenoj
na K C X) postoji funkcija g € Co(X) sa 0 < g < 1ig =1 na K. Funkcija h :=
fg pripada skupu C.(X) (kao proizvod neprekidne funkcije i funkcije sa kompaktnim
nosacem, supp(h) C supp(g)),iza = € K je h(z) = f(x), dok je za x ¢ K

[f(z) = hz)| = |f (@) [1 = g(2)] < [f(z)] <e.
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Dakle || f—hlle < e, tj. h € B(f,e)NC.(X), gde je B(f, ) otvorena lopta u (Co(X), ||]|c)-
Kako su otvorene lopte baza topologije indukovane metrikom, a f € Co(X) ie > 0 su
bili proizvoljni, pokazano je: svaka okolina svake tacke f € Cy(X) ima neprazan presek
sa C.(X). Po karakterizaciji zatvorenja: z € A ako i samo ako svaka okolina tacke z ima
neprazan presek sa A, sledi Co(X) C C.(X). Obrnuta inkluzija C.(X) C Cy(X) sledi iz
Ce(X) C Cy(X) i zatvorenosti Cp(X) u Cp(X). Prema tome C.(X) = Co(X), tj. Ce(X)
je gust u Cy(X).

3.2 Predznacene mere i prostor M(X)

Mere uvedene u Poglavlju 2 (Definicija 2.1) uzimaju vrednosti u [0, oc]. Da bi moglo
da se govori o dualu prostora Cy(X) (odnosno Cy(X)), potreban je opstiji pojam mere
koja moze uzimati i negativne (ali kona¢ne, realne) vrednosti. Ovakve mere nazivamo
predznacenim, i uvode se direktno na o-algebri B(X') Borelovih skupova, umesto na celom
P(X) kao u Definiciji 2.1.

Definicija 3.11. Neka je (X, B(X)) merljiv prostor. Predznacena (realna) mera na X je
preslikavanje v: B(X) — R koje je prebrojivo aditivno: za svaku disjunktnu prebrojiva
familiju {A}x C B(X) vazi

I/( [_] Ak) = iy(Ak),

pri ¢emu red na desnoj strani konvergira (apsolutno, jer suma ne zavisi od poretka skupova

Ay) za svaku takvu familiju.

Napomena 3.12. Predznacena mera v uzima i negativne vrednosti, ali, za razliku od mere
iz Definicije 2.1 (koja dozvoljava vrednost +00), v je po definiciji konacna (uzima vrednosti

uR, aneuRili [0, 00]). Ova konacnost je posledica same definicije prebrojive aditivnosti.

Sledecta teorema pokazuje da predznacene mere dozvoljavaju razlaganje na pozitivne

i negativne delove.

Teorema 3.13 (HaanOrdanova dekomporzicija). Neka je v predznacena mera na X.

Tada su
vt(A) :=sup{v(B): B € B(X), B C A}, v (A) = —inf{v(B): Be€ B(X), BC A}

konaéne (nenegativne) Borelove mere na X, i vaZi

gtavisve, mere v 1 v su uzajamno singularne: postoji particija X = PUN, PN N = &,
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P, N € B(X), tako da je

vH(A) =v(ANP), v (A)=—-v(ANN), A e B(X).
Ako je v = A\ — Ay za neke konacne (nenegativne) mere A\, Ay, onda je \y > vt i Xy > v~
(tj. vt v~ su ,najmanja” takva dekompozicija).

Napomena o dokazu. Dokaz je konstruktivan i tehnicki zahtevan, pa se ovde izostavlja,

videti |1, Teorema 2.45|, ili u drugacijo]j prezentaciji |3, Teorema 6.14]. O

Definicija 3.14. Neka je v predznacena mera na X, sa Zordanovom dekompozicijom

v =vT — v~ iz Teoreme 3.13. Totalna varijacija mere v je (nenegativna, kona¢na) mera
| =vt+v.

Broj ||v| := |v|(X) nazivamo normom varijacije mere v.

Napomena 3.15. Direktno iz definicije, |v(A)| < |v|(A) za svaki Borelov skup A, sa jed-
nakosc¢u ako je A C P ili A C N. Ekvivalentna (i ¢esto kori§¢ena) karakterizacija totalne
varijacije je
] (A) = sup { S (A s A= | Av, Ax € B(X) medusobno disjunkini, n € N}.
k=1 k=1

Definicija 3.16. Skup svih predznacenih mera na X obelezavamo sa M(X). Na M(X)
definisemo operacije sabiranja i mnoZenja skalarom na uobicajen na¢in za A € B(X),
ceR:

o (11 +11)(A) :=1(A)+ 1n(A),
o (cv)(A) :=cv(A).

Napomena 3.17. Direktno se proverava da su vy + 5 i cv ponovo predznacene mere (pre-
brojiva aditivnost se nasleduje), pa je M(X) vektorski prostor nad R, sa normom || - || iz

Definicije 3.14 (da je || - || zaista norma proverava se direktno iz definicije, videti [1]).
Teorema 3.18. Prostor (M(X),| - ||) je Banahov prostor.

Skica dokaza. Neka je (v,), Kosijev niz u M(X). Kako je za svaki A € B(X)
[V (A) = v (A)] < v = | (A) < lvn = v,

niz brojeva (v,(A)), je Kosijev u R, pa konvergira. Definisemo v(A) := lim, o v,(A).
Pokazuje se da je ovako definisano v prebrojivo aditivno, dakle v € M(X),ida ||v,—v| —
0. Tehnicki detalji ovog dokaza dati su u [1, Teorema 2.44]. O
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Naredni korak je da svaku meru v € M(X) poistovetimo sa jednim (ograni¢enim,

linearnim) funkcionalom na Cj,(X).

Definicija 3.19. Neka je v € M(X), sa Zordanovom dekompozicijom v = vt — v, i
neka je f: X — R, vT— i v~ —sumabilna funkcija (Definicija 2.32). Integral funkcije f po

predznacenoj meri v definiSemo sa

/dey::/xfdﬁ—/xfdzf.

Napomena 3.20. Ako je f € Cy(X), integral [, fdv je uvek dobro definisan: v+, v~ su ko-

+

na¢ne mere (Teorema 3.13), pa je svaka ograni¢ena Borel merljiva funkcija v*-sumabilna.

Propozicija 3.21. Neka je v e M(X) i f € Cp(X). Tada

‘/de”\ = /X [fldl] < 1Nl

Dokaz. Neka je najpre f =3",_, 14, prosta funkcija, sa disjunktnim A, € B(X). Tada
je, koriste¢i nejednakost trougla i Napomenu 3.15 (Jv(Ag)| < |v|(A4k)),

’/deV‘ = ’gcku(flk)‘ < g ek [v(Ar)| < ; | [V (Ag) = /X |fld|v].

Opsti slucaj sledi iz ovoga, primec¢ujuéi da su proste funkcije guste u L'(X, |v]) (skup
|v|-sumabilnih funkcija, Definicija 2.32, primenjena na meru |v|), ida f, — fu L'(X, |v])
povladi [y |fi — fldX — 0 za svaku od mera A € {v", v~ }. Druga nejednakost je direktna
posledica |f| < || f]l svuda, paje [y [f|dlv] < [[fllo - [V[(X) = [ fllll¥Il- O

Napomena 3.22. Propozicija 3.21 pokazuje da svaka predznacena mera v € M(X) defini-
Se, preko f +— fx f dv, ogranicen linearan funkcional na Cy(X) (Odeljak 1.4), sa normom
leu]l < Jlv]l. U Odeljku 3.3 (Riesz-ova teorema reprezentacije) pokaza¢emo da, za meru
v € Mg(X) i funkcional na Cy(X) (a ne na celom Cy(X)), ovde dobijena nejednakost je
zapravo jednakost, ||¢,|| = |||, $to ¢e odmah dati i jedinstvenost mere koja predstavlja

dati funkcional.

Napomena 3.23. Predzna¢ena mera v € M(X) je Radonova ako je njena totalna varijacija
|v| Borel-regularna (Definicija 2.21(2)). Uslov konac¢nosti na kompaktnim skupovima iz
Definicije 2.21(3) je ovde automatski ispunjen: kako je v (pa i |v|) po definiciji kona¢na
mera, |V|(K) < |v|(X) < oo za svaki K C X, pa je Borel-regularnost jedini netrivijalni
uslov. Skup svih Radonovih predznacenih mera na X obelezavamo sa Mg(X) C M(X).
Direktno iz definicije sledi da je Mpg(X) vektorski potprostor od M(X). MoZe se pokazati
(videti [1]) da je Mg(X) i zatvoren potprostor, pa je, po Teoremi 3.18 i tvrdenju o

zatvorenim podskupovima kompletnih prostora, i (Mg(X),|| - ||) sam Banahov prostor.
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Upravo je prostor Mpz(X) onaj koji se, prema Riesz-ovoj teoremi reprezentacije (Teorema,
3.24), poistovecuje sa dualom (Cy(X))*.

3.3 Riesz-ova teorema reprezentacije

U ovom odeljku dokazace se centralni rezultat poglavlja: da se, za lokalno kompak-
tan Hauzdorfov prostor X, dual (C’O(X))* poistovecuje sa prostorom Mpz(X) Radonovih
predznacenih mera uvedenim u Napomeni 3.23.

Podsetimo, svaka mera v € M(X) odreduje, preko ¢, (f) := [y f dv, ogranicen linea-
ran funkcional na Cy(X) (Napomena 3.22), sa ||, | < ||v/|.

Teorema 3.24 (Rieszova teorema reprezentacije). Neka je X lokalno kompaktan Hau-
zdorfov prostor. Za svaki ogranicen linearan funkcional v na (Co(X))* postoji jedinstvena

Radonova mera v € Mg(X) takva da je ¢ = ¢, tj.

<f,s0>=/xfdv, f € Co(X).

Ova mera zadovoljava |v|| = ||¢l|. Preslikavange p <> v uspostavlja izometrijski izomorfi-

zam

(Co(X))" = Mp(X).

Mera v koja predstavlja ¢ je nenegativna ako i samo ako je ¢ pozitivan funkcional (Defi-
nicija 8.25 ispod).

U specijalnom slucaju kompaktnog metrickog prostora X vazi Mgr(X) = M(X) (svaka
konaéna Borelova mera na kompaktu je automatski Radonova), pa dobijamo izometrijski

izomorfizam (Co(X))" = M(X).

Definicija 3.25. Linearan funkcional ¢ na (Cy(X))* (ili na (C.(X))*) je pozitivan ako je
(f, ) >0 za svako f > 0.

Za dokaz Teoreme 3.24 je, pored Urysohn-ove leme (Propozicija 3.8), potrebna i sledeca
propozicija koja se navodi bez dokaza (videti [1, Teorema C.12|).

Napomena 3.26. Neka je X lokalno kompaktan Hauzdorfov prostor, U C X otvoren skup
i feC.(X). Pisemo
f=<U

ako je 0 < f <1 na X inosa¢ funkcije f je kompaktan skup sadrzan u U.

Propozicija 3.27 (Particija jedinice). Neka su Uy, ..., Uy otvoreni podskupovi lokalno
kompaktnog Hauzdorfovog prostora X i K C X kompaktan skup sa K C Uy U --- U Uy.
Tada postoje funkcije g1, ..., gr € Ce(X), sa g; < Uj, tako da je Z;?:l g =1naK.
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Dokaz Teoreme 3.24. Jedinstvenost je neposredna posledica jednakosti normi ||¢|| = ||v||,
koja vazi za svaku reprezentujuéu meru v € Mg(X), a ovo sledi iz argumenta u Koraku
4. Dokaz egzistencije daje se u Cetiri koraka.

Korak 1: Pocinjemo slu¢ajem pozitivnih funkcionala ¢. U ovom koraku dokazujemo
egzistenciju nenegativne reprezentujuée mere v € M(X) za takve funkcionale. U Koraku
2 pokazac¢emo da je mera v Radonova.

Neka U oznacava kolekciju otvorenih podskupova od X. DefiniSemo

v(U) = sup{{f,¢) : [ € Ce(X), f<U},  v(2):=0.

Primetimo da je 0 < v(U) < v(X) = sup{(f,9) : 0 < f <1, f € CL(X)} < [lg].

Pokazimo da je v prebrojivo subaditivha na U. Pretpostavimo da je f < szl U;
za U; € U. Kako je supp(f) kompaktan, sadrzan je u nekoj konac¢noj uniji U?:1U
Za svako x u kompaktnom nosa¢u f biramo otvoren skup V, sa kompaktnim zatvore-
njem takav da je x € V, (postoji po lokalnoj kompaktnosti X, Definicija 1.18). Familija
{ Va2 }aesupp(s) je otvoren pokriva¢ kompaktnog skupa supp(f), pa po samoj definiciji kom-
paktnosti (svaki otvoreni pokriva¢ kompaktnog skupa sadrzi kona¢an potpokrivac) postoje
tacke x1,...,zn € supp(f) takve da je supp(f) C V := Uivzl Ve, Za j=1,... k stavi-
mo V; := U; NV, tada supp(f) C U] .V, sa kompaktnim zatvorenjem, pa Propozicija
3.27 daje particiju jedinice (gj)j:1 podredenu skupovima Vj, sa ijl g; = 1 na supp(f).
g; = V; CUj, pai fg; < Uj. Odatle

Pﬁ»

v(U;) < w(U;).

J:1 Jj=1

= <figj>s0> = i (f95,0)

Kako ovo vazi za svako 0 < f € Co(X) sa [ < Usy Uy, sledi v(U,», Uj) < 3250y v(U)),
Sto je i trebalo pokazati.

Neka je 7(A) := inf{v(U) : AC U, U € U}, A C X, spoljasnja mera pridruzena v.
Jasno je 7(A) > 0,1 v(U) = v(U) za sve U € U, tj. U prosiruje v na P(X), ova Cinjenica
se koristi u nastavku.

Tvrdimo da je U sadrzana u skupu svih 7-merljivih skupova (Definicija 2.3). Neka
je U € U. Iz subaditivnosti spolja§nje mere imamo 7(Q) < 7(Q NU) +7(Q \ U) za
svako @) C X. Suprotna nejednakost trivijalno vazi ako je 7(Q)) = oo, pa je dovoljno
proveriti slucaj 7(Q) < oco. Fiksirajmo € > 01 otvoren V O @ sa v(V) < 7(Q) + €. Neka
f, g9 € C.(X) zadovoljavaju

f=uUnv, vUnNV)<(f,p)+e

g =V \supp(f), w»(V \supp(f)) < (g,¢)+e
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(takve funkcije postoje po definiciji v). Tada, koriste¢i linearnost ¢, f+¢g <V (jer f,g
imaju disjunktne nosace u V)i Q \ U C V \ supp(f),

v(@Q@NU)+v(@Q\U) <vUNV)+v(V \supp(f))
(f +9,0) +2¢
v(V) + 2

v
7(Q) + 3e.

IA A

IN

Kako je € > 0 proizvoljno, tvrdenje je dokazano.

Po Teoremi 2.11, skup v-merljivih skupova ¢ini o-algebru na kojoj 7 postaje mera.
Kako je U u njoj sadrzana, sadrzana je i B(X) = o(U). Restrikciju 7 na B(X) ponovo
obelezavamo sa v. Ocena v(X) < ||¢| pokazuje da je v kona¢na mera.

Sada proveravamo da v predstavlja funkcional . Tvrdimo najpre da, ako A, B € B(X)
i g€ Cy(X) zadovoljavaju I, < g < Ip, onda

v(A) < (g,¢) <v(B). (*)

(Uslov I4 < g < I ne mora biti ispunjen za proizvoljne A, B € B(X), naprotiv, on
automatski povla¢i A C B: ako x € A, onda je I4(z) = 1 < g(x), a kako je i g(z) <
Igp(z) <1, sledi g(x) =1, tj. x € B. Za parove A, B sa A ¢ B ovakvo g ne postoji, pa
se tvrdenje (*) na njih jednostavno ne primenjuje. Tvrdenje (*) koristimo isklju¢ivo za
konkretne skupove A, B i funkciju g koje sami konstruiSemo u nastavku dokaza, za koje
se uslov I4 < g < Ip direktno proverava.)

Zaista, kako je A C {g >1— ¢} zasve o € (0,1), imamo, za 0 < < 1,

v(A) <v({g>1-10}) =sup{(f,p): feCu(X), f<{g>1-0}}
< <1Li(5,¢> = 1%5@, ©),

koristeé¢i pozitivnost ¢ i ¢injenicu da je na skupu {g > 1 — 0} tackasto f < g/(1 — 9).
Kako je 6 € (0,1) proizvoljno, sledi v(A) < (g, ¢). Na isti na¢in, za svako 6 > 0 imamo

v(B) > sup{(f,¢) : f € Ce(X), f <{g>0}}
> ((g—9)", ),

koriste¢i da (g — d)" € C.(X) zadovoljava (g — J)" < {g > 0}. Kako (¢ — )" — g u
Co(X) kad 0 | 0, sledi v(B) > (g, ). Ovim je (*) dokazano.
Neka je 0 < f € Cy(X), fiksirajmo € > 0, i za 6 > 0 pisimo f5 := f A0 (t]. f5(&) :=
min{ f(£),0}). Tada je
F= (fusve — fre)

k>0
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(nema problema sa konvergencijom, jer je f ograni¢ena, pa je u ovoj sumi samo kona¢no

mnogo sabiraka razli¢ito od nule). Iz nejednakosti

elirsrine < frne = Jre S €lipore

dobijamo

olF 2 (b + D2 < [ (e = o) dv < 2l = ke,

dok kombinovanjem sa (*) sledi

€U{f > (k + 1>5} < <f(k+1)6 - fkaa(v0> < 5V{f > k‘E}.

Odavde
) /X<f(k+1>s = fre) dv = (fs1)e — fkm%p)) <ev{ke < f < (k+1)e},

pa sabiranjem po k > 0,

‘/dey—g,gp)’ <3 vike < f < (k+ 1))

k>0

<ev(X).

Kako je ¢ > 0 proizvoljno, sledi [, fdv = (f,¢) za sve 0 < f € Cy(X), a odatle
(razlaganjem f = f* — f7)izasve f € Co(X).

Korak 2: Spoljasnja regularnost je jasna iz konstrukcije. Unutrasnja regularnost preko
kompaktnih skupova pokazuje se u dva podkoraka.

(i): Neka je U otvoren. Izaberimo f € C.(X) sa f < Ui [, fdv > v(U) — ¢, i neka
je K :=supp(f). Tada K C Uiv(K) > [, fdv > v({U) —¢e (jer 0 < f < Ig), pa
v(U\K) <e.

(ii): Neka je B Borelov skup. Po spoljasnjoj regularnosti postoji otvoren V' O B sa
v(V \ B) < e. Po (i), postoji kompaktan L C V sa v(V \ L) < e. Ponovnom spoljasnjom
regularnoséu, izaberimo otvoren W D V' \ B sa v(W) < e. Neka je K := L\ W. Tada je
K kompaktan, K C B, i

v(K)=v(L)—v(LOW)>wV)—¢)—v(W)> Ww(B)—c¢)—v(W)>v(B)— 2,
pav(B\ K) < 2e.
Ovim je dokaz za pozitivne funkcionale kompletan, osim jednakosti normi ||v|| = ||¢]|,

koja ¢e biti dokazana, za opsSte funkcionale, u Koraku 4.

Korak 3: Za proizvoljan (realan) ¢ € (Cy(X))*, po analogiji sa pozitivnim i negativnim
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delom realne mere, definisemo, za 0 < f € Cy(X),
¢ (f) = sup{{g, ) : g € Co(X), 0< g < f}.

Jasno je o™ (f)] < fllell, ¢7(0) = 0 < @*(f), ¢7(cf) = co™(f) za ¢ = 0. Ako
0<91 <f1.0< g2 < fo,onda 0 < g1+ g2 < fi+ fo, Pa 0 (f1 + f2) = w(g1) + ©(g2)-
Uzimajuéi supremum, ¢t (f1 + f2) > ¢7(f1) + ¢"(f2). Za obrnutu nejednakost, neka
0<g9g< fi+ fo. Stavimo g1 := fiNg, g2 :=g9g—¢g1. Tada 0 < g1 < f1, 0 < g2 < fo, pa
p(9) = ¢(g1) + ¢(g92) < " (f1) + ¢ (f2), odakle T (fi + f2) < ¢™(f1) + T (f2). Ovim je
dokazana aditivnost ¢ na konusu nenegativnih funkcija.

Za [ € Co(X;R) stavljamo T (f) := " (f7) — ¢T(f7). Rutinski se proverava realna
linearnost, i [t (f)| < [l¢| || /|- Funkcional ¢~ := ¢ — ¢ je realno-linearan, ogranic¢en, i
pozitivan (iz definicije ¢*). Ovim dobijamo razlaganje ¢ = o™ — o=, T pozitivni. Kako
su linearne kombinacije Radonovih mera Radonove, primenom Koraka 1-2 na ot o~
dobijamo Radonovu meru v € Mg(X) koja predstavlja ¢.

Korak 4: Preostaje ||v|| = ||¢|| za proizvoljnu reprezentujuéu Radonovu meru v. Kori-

stimo slede¢u teoremu (bez dokaza, jer prevazilazi okvire ovog rada):

Radon-Nikodimova teorema (|1, Teorema 2.46|). Neka je (0, F,u) o-
konacan prostor mere. Ako je mera v: F — R apsolutno neprekidna u odnosu
na p (1. p(F) = 0 poviaci v(F) = 0), onda postoji jedinstvena g € L*(, )
tako da je v(F) = [, gdu za sve F € F.

Primenjujemo ovu teoremu na v, p := |v|. Kako je [v(F)| < |v|(F) za svaki Borelov
F (Napomena 3.15), v je apsolutno neprekidna u odnosu na |v|, pa Radon-Nikodimova,
teorema daje funkciju h € L'(X, |v|) takvu da je

v(B) = / hd|v|, B C X Borelov.
B

Primenjujuéi isti argument na |v|, pokazuje se dodatno da je |h| = 1 |v|-skoro svuda
(videti [1, Primer 2.48|). Odavde, uobi¢ajenim argumentima (prvo za proste funkcije, pa
grani¢nim prelazom preko Teoreme 2.38), sledi [ fdv = [, fhd|v| za f € C.(X). Po
Napomeni 3.10, C.(X) je gusto u Co(X), pa je i normirajuce za L'(X, |v|). Kolekcija
C.(X) je normirajuéa za L*(X, |v|) ako se L'-norma svake h € L' (X, |v|) moze dobiti kao
supremum | [, fhd|v|| po probnim funkcijama f € Co(X), [|f|l < 1, dakle da ogranica-
vanje na C.(X) (umesto na sve ogranicene merljive funkcije) ne umanjuje taj supremum.

Ovo sledi iz gustine C.(X) u Cy(X) (Napomena 3.10). Kombinujuéi ova zapazanja:

lell = sup [(f, )| = sup ‘/de‘z sup ’/fhd‘l/":”h”Ll(X,ul)
X X

felCe(X) feCe(X) FelCe(X)
IFlI<1 IFI<1 llFI<1
= v|(X) = [[v|l,
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¢ime je dokaz kompletan. O

Posledica 3.28 (Rieszova teorema za nenegativne funkcionale na R™). Neka je p: C°(R") —
R linearan funkcional gde je C°(R™) skup svih beskonacno diferencijabilnih (glatkih) funk-
cija f: R™ — R sa kompaktnim nosacem, takav da je o(f) > 0 za sve f > 0. Tada postoji

Radonova mera v na R™ tako da je

o) = | Jdv.  JeCr®).
Dokaz. Za razliku od Teoreme 3.24, koja predstavlja funkcionale na celom Cy(X), ova
posledica radi iskljucivo sa funkcijama kompaktnog nosaca. R” je lokalno kompaktan me-
tricki prostor (Primer uz Definiciju 1.18), a funkcional ¢, iako definisan samo na C2°(R"),
produzava se do pozitivnog funkcionala na C.(R™), zato se u dokazu koristi samo Korak 1
dokaza Teoreme 3.24, koji je sam po sebi formulisan preko probnih funkcija f € C.(X)ine
zahteva ni prosirenje na Cy(X), ni Korake 2—4. Evans i Gariepy (|2, Teorema 1.39]) daju
direktan, samostalan dokaz ovog specijalnog slucaja, izveden iz njihove verzije Riesz-ove
teoreme (|2, Teorema 1.38]). O

3.4 Slaba-* topologija na M(X) i topologija na P(X)

Ovde ¢e se uvesti slaba-* topologija preko standardne konstrukcije funkcionalne ana-
lize, a zatim Ce se ta konstrukcija, oslanjaju¢i se na Riesz-ovu teoremu reprezentacije
(Teorema 3.24), primeniti na dual Banahovog prostora Cy(X), tj. na Mg(X). U posled-
njem delu odeljka ista konstrukcija primenjuje se direktno na par (Cy(X), P(X)).

Polazimo od opste konstrukcije: ako je Z proizvoljan skup i (¢;)ier familija presli-
kavanja ¢;: Z — R, postoji najgrublja topologija na Z za koju su sva preslikavanja ¢;
neprekidna i naziva se inicijalna topologija pridruzena familiji (¢;);cs, a njenu bazu okoli-
na tacke zo € Z ¢ine skupovi oblika (., ¢; ' (Vi), gde je J C I konagan skup, a V; okolina
tacke ¢;(z) u R.

Propozicija 3.29. Neka je Z snabdeven inicijalnom topologijom pridruZenom familiji
(pi)ier, @ neka je (z,)n C Z, z € Z. Tada z, — z ako i samo ako p;(z,) — wi(2) za svako
1el.

Dokaz. Ako z, — z, onda ¢;(z,) = ¢;(z) za svako i, jer je svako y; neprekidno. Obrnuto,
neka je U okolina tacke z. Po opisu baze okolina, mozemo pretpostaviti U = (), ¢; (V;)
za konacan J C 1. Za svako i € J postoji N; tako da ¢;(z,) € V; zan > N;. Sledi z, € U
zan > N :=max;c; N;. L]

Primenjujemo ovu konstrukciju sa Z := Mpg(X), I := Co(X), i ¢s(v) == [ fdv za
f € Co(X).
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Definicija 3.30. Slaba-* topologija na Mpg(X), u oznaci U(MR(X), C’O(X)), je inicijalna
topologija pridruzena familiji preslikavanja (u > fX f dz/)feco(X).

Propozicija 3.31 (Baza okolina). Neka je vy € Mg(X), za konacan skup {f1,..., fx} C
Co(X) ie >0 stavimo

V(fl,...,fk;s)::{VGMR ‘/fz V—l/() <e i=1,. k:}

Tada je V(f1,..., fr;€) okolina tacke vy za topologiju o(Mg(X), Co(X)), a familija svih

ovakvih skupova (kad .k, f1, ..., fr variraju) je baza okolina tacke vy.

Dokaz. Nekaje a; := [, fidvy. Tadaje V(fi,..., fi;€) = ﬂle gp}il((ai—e, aﬁ—e)) otvoren
skup (konacan presek inverznih slika otvorenih skupova pod neprekidnim preslikavanjima
©y,) koji sadrzi vy.

Obrnuto, neka je U okolina tacke 1. Po konstrukeiji inicijalne topologije, postoji otvo-
ren skup W, vy € W C U, oblika W = ﬂlll gp}l(wi) gde je w; okolina tacke a; u R. Postoji
e > 0 tako da je (a; — €,a; + ) C w; za sve i. Odatle vy € V(f1,..., frse) CW CU. O

Definicija 3.32 (Slaba-* konvergencija niza mera). Ako niz (v,), C Mpg(X) konvergira
ka v € Mg(X) u topologiji 0(Mg(X),Cy(X)), pisemo v, — v.

Propozicija 3.33. Neka je (v,), C Mg(X), v € Mgp(X). Tada
N /fdun—>/fdy za sve f € Cy(X).
be be

Dokaz. Direktna posledica Propozicije 3.29, primenjene na ¢;(v) = [, fdv, f € Co(X).
O

Teorema 3.34. (Mz(X),0(Mg(X),Co(X))) je Hauzdorfov topoloski prostor.

Dokaz. Neka su vy # vy € Mg(X). Po jedinstvenosti u Teoremi 3.24, postoji fo € Co(X)
takvo da je [, fod(ry —v2) # 0 (u suprotnom bi funkcionali ¢, , ¢, bili jednaki, pa bi po

jedinstvenosti bilo v; = 1,). Pretpostavimo [, fodvy < [y fodv, iizaberimo o tako da

/fodV1<Oé</fodV2.
X X

Skupovi
Oliz{VEMR /fodV<Oé OQ:Z{I/EMR /fodV>C(

su otvoreni za o(Mpg(X), Co(X)) (inverzne slike otvorenih intervala pod ¢y, ), disjunktni
su, i V] € 01, Vo € OQ. OJ
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3.4.1 Prostor verovatnosnih mera P(X)

Definicija 3.35. Kako je P(X) C Mg(X), na P(X) posmatramo relativnu topologiju
od o(Mpg(X),Co(X)), koju i dalje obelezavamo sa o(P(X), Co(X)).

Propozicija 3.36. (P(X),o(P(X),Co(X))) je Hauzdorfov topoloski prostor.

Dokaz. Neposredna posledica Teoreme 3.34: ako su Uy, U, disjunktne okoline tacaka p; #
p2 u Mg(X), onda su Uy NP(X), UyNP(X) disjunktne okoline istih tacaka u P(X). O

3.4.2 Slucaj proizvoljnog kompletnog separabilnog metrickog pro-

stora

Konstrukcija iz prethodnog dela oslanja se na Riesz-ovu teoremu reprezentacije (Te-
orema 3.24), pa zahteva da je X lokalno kompaktan. Za opsti kompletan separabilan
metricki prostor X (koji ne mora biti lokalno kompaktan), ova konstrukcija nije direktno

dostupna, Stavise, dual (C’b(X))* je, u opstem slu¢aju, strogo veé¢i od Mg(X):
Napomena 3.37 (Zasto M(X) % (Cy(X))™ u opstem slu¢aju). Han-Banahova teorema

garantuje postojanje ograni¢enih linearnih funkcionala na Cy(X) koji ,vide” samo pona-
sanje funkcije f € Cp(X) ,u beskona¢nosti”, i takvi funkcionali se ne mogu predstaviti
integralom ni po jednoj meri iz Mg(X). Prema tome, pristup preko duala Banahovog

prostora, koris¢éen u prethodnom delu ovog odeljka, ne prenosi se direktno na Cy(X).

Resenje je primena iste opste konstrukeije sa kojom smo zapoceli ovaj odeljak (inici-
jalna topologija pridruzena familiji preslikavanja), ali sada direktno na P(X) i familiju

(,u > fX fd,u) FeCy(X)? bez ikakvog pozivanja na to da je P(X) dual nekog prostora.

Definicija 3.38. Neka je X proizvoljan kompletan separabilan metricki prostor. Slaba-*

topologija na P(X), u oznaci o(P(X), Cp(X)), je inicijalna topologija pridruzena familiji
preslikavanja (p— [ fdp) feCy XY

Napomena 3.39. U literaturi teorije verovatnoce, topologija o(P(X), Cy(X)) Cesto se na-

ziva jednostavno slaba topologija ili topologija slabe konvergencije, izostavljajuéi zvezdicu.

Napomena 3.40. Kako topologija iz Definicije 3.38 zavisi samo od opste konstrukcije iz
uvoda ovog odeljka, primenjene sa I = C,(X) umesto I = Cy(X), sva tvrdenja dokazana
za 0(P(X), Co(X)) (Propozicija 3.31, Propozicija 3.33, Teorema 3.34) vaze, uz identi¢an
dokaz, i za o(P(X), Cp(X)). Jedina razlika je u tome §to je ovaj prostor Hauzdorfov jedino
ako Cy(X) razdvaja tacke P(X). Kada je X kompaktan, vazi Cy(X) = Cp(X) (Napome-
na uz Definiciju 3.3), pa se Definicija 3.38 poklapa sa Definicijom 3.35. Metrizabilnost
topologije o(P(X), Cy(X)) za proizvoljan X bi¢e pokazana u Poglavlju 4, eksplicitnom

konstrukcijom Prohorovljeve metrike.
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Dakle, u ovom poglavlju predstavljena je Riesz-ova teorema reprezentacije, a na kraju
je 1 uvedena slaba-* topologija. U narednom poglavlju pokazace se da se konvergencija
niza mera u ovde uvedenoj topologiji poklapa sa definicijom slabe konvergencije niza

verovatnosnih mera. Ovim se Poglavlje 3 zavrsava.
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Glava 4
Slaba konvergencija mera

Cilj ovog poglavlja je uvodenje i detaljno proucavanje pojma slabe konvergencije niza
verovatnosnih mera, pojma koji je, kako je videno u Odeljku 3.4, tesno povezan sa sla-
bom topologijom o(P(X), Cy(X)) uvedenom u Poglavlju 3. Izlaze se Portmanto teorema
(ekvivalentne karakterizacije slabe konvergencije preko otvorenih i zatvorenih skupova),
pojam zategnutosti familije mera, Prohorovljeva teorema (koja zategnutost povezuje sa
relativnom kompaktno$éu u topologiji slabe konvergencije), Prohorovljevo rastojanje (ko-

je tu topologiju metrizuje) i teoremu o neprekidnom preslikavanju. Izlaganje prati [6] i

[1]-

4.1 Slaba konvergencija i njena jedinstvenost

Definicija 4.1 (Slaba konvergencija). Neka je X metricki prostor i neka su i, n > 1,1
p Borelove verovatnosne mere na X. Kazemo da niz (u,), slabo konvergira ka u, u oznaci

M — 1, ako
lim | fdu, = / fdu za sve [ € Cp(X).
X X

n—o0

Napomena 4.2. Posmatraju¢i Borelove verovatnosne mere na X kao funkcionale u dual-
nom prostoru (Cb(X))*, slaba konvergencija u smislu Definicije 4.1 predstavlja upravo
slabu-* konvergenciju u smislu Odeljka 3.4. Termin ,slaba konvergencija” je, medutim,
ustaljen u literaturi teorije verovatnoce, pa ¢emo ga i mi u nastavku koristiti umesto ter-
mina ,slaba-* konvergencija”, a zvezdicu iz oznake — izostavljamo jer za opsti kompletan
separabilan X (koji ne mora biti lokalno kompaktan) P(X) nije formalno dual nijednog

Banahovog prostora (Napomena 3.37).

Pokazujemo da je granica slabo konvergentnog niza, kad postoji, jedinstvena, Sto

opravdava pisanje p, — i bez dvosmislenosti.

Propozicija 4.3 (Jedinstvenost granice). Niz Borelovih verovatnosnih mera (ji,), na

metrickom prostoru X ne moZe slabo konvergirati ka dve razlicite mere.
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Dokaz. Dovoljno je pokazati da, ako je u,v € P(X) i fx fdu= fX f dv za svaku ograni-
¢enu, uniformno neprekidnu funkciju f: X — R, onda je yu = v.

Za zatvoren skup F' C X ie > 0 definiS$imo ograni¢enu, uniformno neprekidnu funkciju
I
g:(x) == (1 — — dist(z, F)) V0, r e X.
€

Odavde
p(F) < /ggdu = /gEdu < v(F7).
X X

gde je F*© := {z : dist(z, F) < }. Pustajuéi ¢ — 0 dobijamo u(F) < v(F). Po simetriji
(zamenom uloga i v) dobijamo i v(F) < u(F), pa je u(F) = v(F) za svaki zatvoren
skup F. Odavde sledi i u(G) = v(G) za svaki otvoren skup G.

Ostaje da iskoristimo regularnost proizvoljne verovatnosne mere: ako je A C X Borelov
ie > 0, postoje zatvoren skup F' i otvoren skup G takvidaje F C A C Giu(G\F) <e.
Oznacimo sa G, klasu svih Borelovih skupova A sa ovim svojstvom. Svaki zatvoren skup
pripada G, (uzimajuéi F = A i G = A° za dovoljno malo §). Pokazujemo da je G,
zatvorena za komplemente (oc¢igledno, zamenom uloga F' i G) i za prebrojive unije: ako su
A, € G, sa odgovarajuéim F, C A, C Gy, p(G, \ Fy,) <e-27""1 iako je G :=J, Gn,
F = U,<p, I 7a ng dovoljno veliko da je u(lJ, Fn \ F) < €/2, tada F' C |J, A, C G
i u(G\ F) < e. Dakle G, je o-algebra koja sadrzi sve zatvorene skupove, pa je G, =
B(X). O

4.2 Portmanto teorema

Sledeca teorema daje nekoliko ekvivalentnih karakterizacija slabe konvergencije, pri
¢emu neke od njih, za razliku od Definicije 4.1, ne zahtevaju testiranje na svim funkcijama

iz Cyp(X), ve¢ samo na otvorenim, odnosno zatvorenim podskupovima od X.

Propozicija 4.4 (Portmanto teorema). Neka su p,, n > 1, i u Borelove verovatnosne

mere na metrickom prostoru X . Sledeéa tvrdenja su ekvivalentna:
Y
2. za svaki otvoren skup U C X wvaZi p(U) < liminf,, e pn(U);
3. za svaki zatvoren skup F' C X wvazi limsup,,_, . pn(F) < p(F).

Dokaz. (1) = (2). Neka je U C X otvoren. Za k > 1 definiSemo
*) . di !
U® = {x e U : dist(z, X\ U) > E}'
Kako je U otvoren, U = {5, U® paje w(U) = limg_s0 u(UF).
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Funkecije fy(z) := min{1, k-dist(x, X\U)} pripadaju Cy(X) i zadovoljavaju 0 < f <1,
fe=0na X\U,ifi=1naUW, Za svako k > 1,

) < [ fdp = b [ edp = tmint [ fdp < limint 0

Pustaju¢i £k — oo dobijamo (2).

Ekvivalencija (2)<(3): neka je F' C X zatvoren i U := X \ F' otvoren. Kako su f,,, u
verovatnosne mere, i, (F) =1—p,(U) i u(F) =1—p(U). Uslov (2) primenjen na U glasi
p(U) < liminf, p,(U), tj. 1 — p(F) < liminf, (1 — p,(F)) = 1 — limsup,, u,,(F), Sto je
ekvivalentno sa lim sup,, p, (F') < u(F), a to je uslov (3). Obratno je analogno, primenjeno
na F:= X\ U umesto U := X \ F.

Preostaje da pokazemo da (2) i (3) zajedno povlace (1). Neka su Uy, ..., Uy otvoreni

skupovi u X i posmatrajmo funkciju oblika g = Zk c;ly;, ¢; > 0. Koristeci (2),

=1

/gd,u chu <11m1ancJun )—ligg}f/xgdun.

Sliéno, za g = "

=161y, (istog oblika), koristeci (3) na zatvorenim skupovima X \ Uj,

n—0o0 n—o0

k
1imsup/ gdu, < Zc] lim sup p,, (U;) < ch,u(Uj) :/ gdpu.
X o X

Neka je sada f € C,(X) realna funkcija i izaberimo a, b € R takve daje a < f(z) < bza
sve x € X. Postoji najvise prebrojivo mnogo r € (a, b) takvih da skup {z € X : f(z) =r}
ima pozitivnu g-meru: skupovi { f = r}, za razli¢ite vrednosti r, su medusobno disjunktni,
pa, kako je u(X) = 1, za svako m € N najvise m njih moze imati meru > 1/m (inace
bi zbir njihovih mera premasio 1), prebrojiva unija (po m) ovakvih kona¢nih skupova je
prebrojiva. Obelezimo skup svih takvih r sa R. Fiksirajmo ¢ > 0 i izaberimo particiju
m = {to,...,t,} intervala [a,b], sa max;(t; —t;_1) < ¢, to = a, t, =b, t; ¢ Rza j =
1,....,k—1.Stavimo U; :={x € X : f(z) € (t;_1,t;)}, j=1,... ki

k k
g = th—lIUj; h = thIUj'
=1 i=1

Tada je g(z) < flz) < ¢+ g(z) 1 f(z) < h(z) < & + f(z) kad god je f(z) # 1, 2
j=1,....,k—1. Kakoje u{r e X : f(z)=t;} =0zaj=1,...,k—1,

limsup/fdun<hmsup/hdun§/hdugejt/fdug%—i—/gdp
X X X

n—oo n—o0

<2+ liminf/ gdp, < 25+liminf/ fduy,.
X n—oQ X

n—oo
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Kako je € > 0 proizvoljno, ovim je dokaz zavrSen za realne funkcije f. 0

Posledica 4.5 (Konvergencija na skupovima neprekidnosti). Borelov skup A C X nazi-
vamo p-skupom neprekidnosti ako je u(0A) = 0. Ako je p, — p, onda za svaki p-skup
neprekidnosti A vaZi p,(A) — p(A).

Dokaz. Ako je u(0A) =0, onda se leva i desna verovatnoca poklapaju:

p(A) > limsup ju, (A) > limsup i, (A) > liminf p1,,(A) > liminf p,, (A°) > p(A°).
n—00 n—00 n—00 n—00
Kako je u(A) = u(A°) (jer je u(0A) = u(A) — u(A°) = 0), svi izrazi u lancu su jednaki,
pa lim,, i, (A) = p(A). O

4.3 Zategnutost i relativna kompaktnost

Definicija 4.6 (Zategnutost). Kolekcija Py Borelovih mera na topoloskom prostoru X je

uniformno zategnuta ako za svako € > 0 postoji kompaktan skup K C X takav da je
p(X\K)<e za sve (€ Po.
Primer 4.7. Neka je X =R i, zan > 1,

pn(A) == (1 — %)(50(14) + %(LLQ(A), A C R Borelov.

Tako niz prvih momenata divergira ([, z du,(z) = & - n® = n — o00), familija (),
jeste uniformno zategnuta. Zaista, neka je € > 0 proizvoljno i izaberimo N € N tako da je
N > 1/e. Stavimo K := [—~N?, N?|, kompaktan skup. Zan < N je n* < N? pan® € K, i
kako je i 0 € K, sledi pu,,(K) = 1. Zan > N je n> > N2, pa je jedino 0 € K (dok n? ¢ K),
odakle

pn(R\ K) _ 1 < 1 < e.
n N
Dakle p,(R\ K) < ¢ za sve n > 1 (jednako 0 za n < N, manje od € za n > N), uz jedan
te isti kompaktan skup K. Kako je ¢ > 0 bilo proizvoljno, familija (u,), zadovoljava

Definiciju 4.6, tj. uniformno je zategnuta.

Definicija 4.8 (Relativna kompaktnost familije mera). Neka je X metricki prostor. Fami-
lija I' Borelovih verovatnosnih mera na X je relativno kompaktna ako svaki niz elemenata

iz I" sadrzi podniz koji slabo konvergira. Grani¢na mera pritom ne mora pripadati I
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4.4 Prohorovljeva teorema

Prohorovljeva teorema je centralni rezultat ovog poglavlja: ona pokazuje da je uniform-
na zategnutost familije mera dovoljna za postojanje slabo konvergentnog podniza, a da je,
na kompletnom separabilnom metrickom prostoru, i obrnuto, svaka slabo konvergentna

familija je uniformno zategnuta.

Propozicija 4.9 (Kriterijum preko podnizova). Potreban i dovoljan uslov da p, — p

jeste da svaki podniz |,y sadrzi dalji podniz p,» koji slabo konvergira ka p.

Dokaz. Dokazimo najpre da je uslov potreban: ako u, — u, onda svaki podniz, pa i svaki
njegov dalji podniz, takode slabo konvergira ka p.

Dokazimo sada da je uslov dovoljan: ako i, / u, onda za neku ograni¢enu, neprekidnu
fnevazi [ fdu, — [y fdu. Alitada, za neko ¢ > 0 i neki podniz fi,y,

[ @ tdn) = [ f@ptin)] 2 e,

i nijedan dalji podniz ne moze slabo konvergirati ka pu. 0

Teorema 4.10 (Prohorovljeva teorema, direktan deo). Neka je X metricki prostor. Ako
je familija verovatnosnih mera T' na (X, B(X)) uniformno zategnuta, onda je relativno

kompakina.

Teorema 4.11 (Prohorovljeva teorema, obrnut deo). Neka je X kompletan separabilan

metricki prostor. Ako je I' relativno kompaktna, onda je uniformno zategnuta.

Dokaz. Posmatrajmo otvorene skupove GG, /* X. Za svako € postoji n tako da je u(G,) >
1 — e za sve u € I'. Da bismo ovo pokazali, pretpostavimo suprotno: u,(G,) < 1 —¢ za
neko p,, € I'. Po pretpostavljenoj relativnoj kompaktnosti, u,, — @ za neki podniz i neku

verovatnosnu meru (). Tada
Q(G,) < lim/inf o (G) < lim/inf o (Grr) <1 —¢,

Sto je nemoguce jer G, " X.

Neka je Ay, niz otvorenih lopti poluprecnika 1/k koje pokrivaju X (separabilnost),
tako da je X = (J, Ax; za svako k. Iz prethodnog koraka sledi da postoji n; tako da je
,u( Uz‘gnk A;“) >1—¢e27% za sve u € I'. Neka je K zatvorenje totalno ogranicenog skupa
Mis1 Uicn, Aksi> tada je K kompaktan (kompletnost) i u(K) >1—¢czasve pel'. U

Dokaz direktnog dela. Neka je (p,)n, niz iz uniformno zategnute familije I'. Treba na¢i pod-
niz (i, ) takav da p,, — p za neku verovatnosnu meru p. Konstrukcija mere p oslanjace

se na dijagonalni argument.
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Izaberimo kompaktne skupove K; C K, C ... takve da je u,(K;) > 1 — 17! za sve
nii. Skup Ko = |, K; je separabilan: kompaktnost svakog K; zna¢i da svaki otvoreni
pokriva¢ ima konacan potpokrivac¢, separabilnost znac¢i da svaki otvoreni pokriva¢ ima
prebrojiv potpokriva¢. Otuda sledi da postoji prebrojiva klasa A otvorenih skupova sa
slede¢im svojstvom: ako je G otvoreniz € GNKy, ondaxz € A C A C G zaneko A € A.
Neka H sadrzi @ i konac¢ne unije oblika ANK;, A€ A, i> 1.

Posmatrajmo prebrojiv skup H = (H;). Za () postoji podniz (u,,) takav da g, (H)
konvergira kad n; — oco. Za (u,,) postoji dalji podniz (u,,) koji konvergira kad ny — oco.
Nastavljajuéi na ovaj nacin, dobijamo kolekciju indeksa (n1;) D (ngx) D ... takvu da
unjk(Hj) konvergira kad k — oo, za svako j > 1. Stavljajuci n’ = nj;, dobijamo podniz
(tn) za koji granica

a(H) = lim pi (H)

postoji za H € H.

Dalje, za otvorene skupove G C X i proizvoljne skupove M C X definiSemo

B(G) fllé%a( ). (M) = inf 5(G)

Nas cilj je da konstruis$emo na (X, B(X)) verovatnosnu meru g takvu da je u(G) =
B(G) za sve otvorene skupove G. Ako takva p zaista postoji, dokaz je time zavrSen: ako
je H C G, onda

a(H) = lim p,y (H) < liminf p, (G),

odakle p(G) < liminf,, pu, (G), i stoga p,, — p. Konstrukeija verovatnosne mere p pode-
ljena je u sedam koraka.

Korak 1: Ako je FF C G, sa F zatvoren i G otvoren, onda postoji Hy € ‘H tako da je
F'c Hy CG.

Kako je I' C K, za neko i¢, zatvoren skup I’ je kompaktan. Za svako x € F izaberimo
A, € Atako daje x € A, C A, C G. Skupovi A, pokrivaju kompaktan F, i postoji
konacan potpokriva¢ A,,, ..., A,,. Mozemo uzeti Hy = Ule(A_xj N K;,).

Korak 2: 5 je kona¢no subaditivna na otvorenim skupovima.

Pretpostavimo da je H C G U G, gde je H € H i Gy, G5 otvoreni. DefiniS§imo

Fy ={z € H : dist(z, GY) > dist(z, GS)}, Fy ={z € H : dist(z, G5) > dist(z, GY) },

tako da je H = F1UFy, sa Fy C G1i Fy C Gy. Po Koraku 1, kako je F; C H, sledi F; C H;
za neko H; € H.

Funkcija o(H) ima ova tri svojstva:

a(Hy) < a(Hy) ako Hy C Hs,
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CY(H1UH2) :Oé(Hl)+CY(H2) ako HlmHQZQ,
CK(Hl U HQ) < Oé(Hl) + OC(HQ).

Odavde prvo sledi
a(H) < a(Hy U Hy) < a(Hy) + a(Hy) < 8(Gr) + B(Gs),

a zatim

B(G1UGy) = sup o(H) < B(Gy) + B(G).

HCG1UG2

Korak 3: (8 je prebrojivo subaditivna na otvorenim skupovima.
Ako je H C |, Gn, onda, kako je H kompaktan, H C Ungn0 G, za neko ng, pa

konacna subaditivnost daje

a(H) <Y B(G,) < B(G).

n<ng

Uzimajuc¢i supremum po H sadrzanom u |J,, G, dobijamo (U, G») <>, B(Gy).
Korak 4: 7y je spolja$nja mera.
Kako je 7 o¢igledno monotona i zadovoljava (@) = 0, ostaje samo da pokazemo da je
prebrojivo subaditivna. Za dato £ > 0 i proizvoljne M,, C X, izaberimo otvorene skupove
G, tako da je M, C G, i B(G,) < v(M,) + &/2". Primenom Koraka 3,

7<UMn) Sﬁ(UGn) <Y B(G) <D (M) +e,

i pustajuci € — 0, dobijamo v(J,, M,) < >, v(M,).
Korak 5: B(G) > v(FNG)+~v(F°NG) — ¢ za F zatvoren i G otvoren.
Izaberimo Hs, Hy € H za koje

Hy;C F°nG i a(H3)>B(FCﬂG)—€,
HyCH;NG i «a(Hy) >BHSNG) —e.
Kako su Hj3 i H, disjunktni i sadrzani u G, iz svojstava funkcija «, 3, v sledi

B(G) Z O[(H3 U H4) = Oz(Hg,) + OZ(H4)
>B(F°NG)+ B(HSNG) — 2¢
>v(F°NG)+~v(FNG) — 2e.

Sada ostaje da pustimo ¢ — 0.
Korak 6: Ako je F' C X zatvoren, onda je F' u klasi M ~-merljivih skupova.
Po Koraku 5, 5(G) > v(F N L)+ ~v(F°N L) ako je F zatvoren, G otvoren, i G D L.
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Uzimajuéi infimum po ovakvim G, dobijamo (L) > v(F N L)+ v(F°N L), ¢ime je
potvrdeno da je F' y-merljiv.

Korak 7: B(X) C M, i restrikcija p mere v na B(X) je verovatnosna mera koja
zadovoljava pu(G) = v(G) = B(G) za sve otvorene skupove G C X.

Kako svaki zatvoren skup lezi u M, a M je o-algebra, imamo B(X) C M. Da bi-
smo videli da je p verovatnosna mera, primetimo da svaki K; ima konacan pokrivac

A-skupovima, pa je stoga K; € H. Dakle

1> p(X) = B(X) > supa(K;) > sup(l — i) =1.

1

4.5 Prohorovljevo rastojanje

Ovde ¢e biti pokazano da se slaba topologija Borelovih verovatnosnih mera na kom-
pletnom separabilnom metrickom prostoru moze metrizovati eksplicitnim rastojanjem,

tzv. Prohorovljevim rastojanjem.

Definicija 4.12 (Prohorovljevo rastojanje). Neka je P(X) skup Borelovih verovatnosnih
mera na metrickom prostoru (X, d). Za u,v € P(X), Prohorovljevo rastojanje m(u,v)

definiSe se kao infimum svih € > 0 za koje vazi
pA) Sv(A) +e,  v(A) < p(A) +e,

za sve Borelove A C X, gde je A° :={z € X : dist(x, A) < €}.
Propozicija 4.13. Prohorovijevo rastojanje m je metrika na P(X).

Dokaz. Simetrija w(p,v) = (v, ) i m(p, p) = 0 su ocigledne direktno iz definicije.
Pretpostavimo w(u,v) = 0. Za proizvoljan zatvoren skup F' C X i svako ¢ > 0
imamo p(F) < v(F¢) + . Pustajuéi € — 0, dobijamo u(F) < v(F'). Po simetriji imamo
pu(F) = v(F) za svaki zatvoren skup F, a ovo povla¢i p = v.
Za nejednakost trougla, pretpostavimo 7(u,v) < e 1 w(v,p) < e9. Za proizvoljan
Borelov A C X,

/L(A) S I/(Aal) + & S p((AEl)EQ) +ée1+ &0 S p(AEH_EQ) +&1+ €9,

gde poslednja nejednakost sledi iz (A%1)%2 C A®**%2 (nejednakost trougla za d). Po sime-
tricnom argumentu, p(A) < u(A=7e2) + g1 + 9. Kako ovo vazi za svaki Borelov A, sledi

7(u, p) < €1 + €9. Odatle dobijamo 7(u, p) < w(u,v) + 7 (v, p). O

Teorema 4.14. Neka je (X, d) kompletan separabilan metricki prostor. Tada:
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1. slaba konvergencija niza Borelovih verovatnosnih mera na X ekvivalentna je kon-

vergenciji v Prohorovljevom rastojanju m;
2. (P(X),ﬂ') je kompletan i separabilan metricki prostor;

3. familija T C P(X) je relativno kompaktna (Definicija 4.8) ako i samo ako je njeno

m-zatvorenje w-kompaktno.

Napomena 4.15. Teorema 4.14(1) pokazuje da je topologija slabe konvergencije na P(X),
uvedena preko slabe-* topologije o(P(X), Cy(X)) u Odeljku 3.4 (Definicija 3.38), metri-
zabilna Prohorovljevim rastojanjem 7 kad god je X kompletan i separabilan. Ovim se

potvrduje najava data u Napomeni 3.40.

4.6 Slika mere i teorema o neprekidnom preslikavanju

Za kraj ovog poglavlja pokazujemo kako se slaba konvergencija ponasa u odnosu na

neprekidna preslikavanja izmedu metrickih prostora.

Definicija 4.16 (Slika mere). Neka su X, X’ separabilni metri¢ki prostori, u Borelova
verovatnosna mera na X i h: X — X’ Borel merljivo preslikavanje. Slika mere p pri h je

verovatnosna mera hyp na X' data sa
(hgp)(B) :== p(h™"(B)), B C X' Borelov.

Za svaku Borel merljivu funkciju g: X’ — R takvu da je g o h p-sumabilna, vazi

/X/gd(h#u)zfx(goh)du-

Definicija 4.17 (Nosa¢ mere). Neka je p Borelova mera na separabilnom metrickom
prostoru X. Nosa¢ mere p, u oznaci supp i, je najmanji zatvoren skup na kome je p

koncentrisana:

supp i 1= ﬂ{A C X : A zatvoren, u(X \ A) = 0}.

Presek se, zahvaljujuéi separabilnosti X, moze uzeti prebrojiv, pa je supp p dobro definisan
zatvoren skup sa u(X \ supp ) = 0. Ekvivalentno, suppu = {x € X : p(B(z,r)) >
0 za svako r > 0}.

Napomena 4.18. Presek u Definiciji 4.17 se zaista moze uzeti prebrojiv: neka je D =
{z; }ien prebrojiv gust podskup od X (postoji po separabilnosti). Za svaki zatvoren skup
Asa u(X \A) = 01svaki x ¢ A, kako je X \ A otvoren, postoji lopta B(x;,q) sa
racionalnim ¢ i z; € D takva da © € B(z;,q) C X \ A. Prebrojiva familija zatvorenih
skupova X \ B(z;,q) (po z; € D, ¢ € Q") sa pu(X \ (X \ B(z;,q))) = 0 tada ima isti

presek kao ¢itava (neprebrojiva) familija iz definicije.
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Teorema 4.19 (Teorema o neprekidnom preslikavanju). Neka su X, X' separabilni me-
tricki prostori, h: X — X' neprekidno preslikavanje, i neka su u,, p Borelove verovatno-

sne mere na X sa i, — i ¢ i separabilnog nosaca. Tada
pnh™t — ph! na X',

gde je uh™'(B) := p(h=Y(B)), B C X' Borelov, slika mere ju pri h.

Napomena o dokazu. Dokaz se ovde ne navodi, zainteresovani ¢italac moze pogledati [6,
Corollary 3.12]. O

Napomena 4.20. Kako je nosa¢ supp p podskup separabilnog prostora X, on je i sam se-
parabilan (svaki podskup separabilnog metrickog prostora je separabilan, videti Poglavlje
1). Uslov , i separabilnog nosaca” je prema tome automatski ispunjen za svaku Borelovu

meru na (podrazumevano separabilnom) prostoru X.

Ovim se zakljucuje Poglavlje 4. Definisali smo slabu konvergenciju niza verovatnosnih
mera i pokazali da je granica slabo konvergentnog niza, ako postoji, jedinstvena. Oka-
rakterisana je preko otvorenih i zatvorenih skupova (Portmanto teorema), povezana je sa
pojmom zategnutosti i relativne kompaktnosti (Prohorovljeva teorema), pokazano je da
je metrizabilna Prohorovljevim rastojanjem m, i navedeno da se dobro ponasa u odnosu
na neprekidna preslikavanja. U Poglavlju 5 uvodi se Wasserstein-ova metrika, druga me-
trika na P(X) koja takode indukuje topologiju slabe konvergencije, ali koja ima bogatu

geometrijsku interpretaciju preko teorije optimalnog transporta.
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Glava 5

Wasserstein-ova metrika

U prethodnom poglavlju konstruisana je Prohorovljeva metrika 7 i pokazano je da ona
metrizuje topologiju o(P(X), Cp(X)) slabe konvergencije mera (koja ¢e se, radi kraceg za-
pisa, u ovom poglavlju obelezavati i sa 7, := o(P(X), Cy(X))). Prohorovljeva metrika je,
medutim, apstraktne prirode i ne odrazava geometriju prostora X na kome su mere de-
finisane, ne govori nista o tome koliko je ,tesko” transformisati jednu masu rasporedenu
po i u masu rasporedenu po v. U ovom poglavlju bi¢e uvedena Wasserstein-ova metri-
ka, koja potice iz teorije optimalnog transporta i koja tu geometrijsku informaciju nosi
eksplicitno u sebi. U literaturi se koriste i nazivi Kantoroviceva ili Monz—Kantoroviceva
metrika, buduéi da je Wasserstein imao znatno manju ulogu u njenom uvodenju nego §to
naziv sugeriSe. U ovom radu koristi¢emo ustaljeni naziv ,Wasserstein-ova metrika”.

Osnovna ideja je sledec¢a: ako meru p € P(X) zamislimo kao raspodelu neke ,mase”
(na primer, gomilu peska) po prostoru X, a v € P(X) kao drugu raspodelu iste ukupne
mase, prirodno je pitati se koliki je minimalni rad transporta potreban da se masa iz u
premesti u v, ako je cena premestanja jedinice mase sa mesta = na mesto y jednaka d(z, y)?
(dobro definisano jer je d(z,y) > 0) za neko p > 1. Ovaj minimalni rad transporta, posle
korenovanja stepenom p, definiSe rastojanje W,(u,v), tzv. p- Wasserstein-ovo rastojanje.
Formalizacija ove intuitivne ideje zahteva prelazak sa MonZovog (jednostavnijeg, ali tesko
reSivog) problema na Kantorovicevo resenje, koje se prirodno oslanja na teoriju mere i
slabu konvergenciju izgradene u Poglavljima 2 i 4.

Kroz ¢itavo poglavlje (X, d) oznac¢ava kompletan separabilan metricki prostor. Izlaga-
nje u ovom poglavlju oslanja se na sledecu literaturu: 7], [8], [10] kao i na Poglavlja 2-4

ovog rada.

5.1 Monzov problem optimalnog transporta

Problem koji je 1781. godine postavio Gaspard Monz sastoji se, kao $to je veé¢ rec¢eno
u uvodnom delu ovog poglavlja, u slede¢em: data je raspodela mase p (npr. gomila peska

koju treba premestiti) i ciljna raspodela v iste ukupne mase. Treba na¢i preslikavanje koje
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svaku tacku z Salje u tacku T'(z), tako da ukupan ,rad” transporta bude minimalan.

Definicija 5.1 (Monzov problem). Neka su p,v € P(X) i neka je ¢c: X x X — [0, 00]
Borel merljiva funkcija (funkcija cene). MonZov problem optimalnog transporta sastoji se

u nalazenju
inf{/ c(x,T(x))du(x) : T: X — X Borel merljivo, Ty = y},
X

gde je Ty p slika mere g pri preslikavanju 7', u smislu Definicije 4.16. Preslikavanje 1" koje
zadovoljava Ty = v naziva se transportno preslikavanje izmedu p i v, a ono koje pritom

dostize infimum naziva se optimalno transportno preslikavange.
Napomena 5.2. Monzov problem ima dva ozbiljna tehnicka nedostatka.

1. Skup dopustivih 7" moZe biti prazan. Ako je yu = J,,, tada za svako Borel

0’
merljivo T" vazi T'u0y, = 1(z), dakle slika Dirakove mere je uvek Dirakova mera.
Ako v nije Dirakova mera, ne postoji nijedno 1" sa T'0,, = v. Ovaj primer takode
pokazuje da mere sa atomima (mere p za koje postoji tacka zo € X sa u({xo}) > 0)
ne mogu biti poslate preko transportnog preslikavanja na mere bez atoma (mere

kod kojih je pu({z}) = 0 za svako x € X), jer je slika atoma uvek atom.

2. Nelinearnost i nekonveksnost. Uslov Txu = v nije linearan u 7" ako 713,75

T+
2

ljava. Ovo onemoguéava direktnu primenu standardnih metoda (poluneprekidnost,

L2 to, u opstem slucaju, ne zadovo-

oba zadovoljavaju Ty = v, njihova sredina

kompaktnost) iz varijacionog rac¢una.

5.2 Kantorovicev problem i transportni planovi

Resenje problema navedenih u Napomeni 5.2, koje je predlozio Kantorovi¢ 1942. godi-
ne, sastoji se u tome da se, umesto preslikavanja 1" koje svakoj tacki = dodeljuje jedinstveno
odrediste, dozvoli da se masa iz x ,razdeli” i posalje na vise odredista, formalizovano preko

mere na X x X.
Definicija 5.3 (Transportni plan). Neka su p, v € P(X). Transportni plan izmedu p i v

je mera v € P(X x X) takva da su njene marginale jednake p i v, tj.

(m)gy=p,  (m)py=v,

gde su my,m projekcije X x X — X na prvu, odnosno drugu koordinatu. Skup svih

transportnih planova izmedu p i v obelezavamo sa I1(u, v).

Napomena 5.4. Za razliku od skupa transportnih preslikavanja u MonZovom proble-

mu, skup II(u,v) je uvek neprazan: proizvod mera p x v (Definicija 2.7) zadovoljava
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(m1) (1 X v) = p, (m2)u(p X v) = v, dakle p x v € II(p, v). Intuitivno, p X v predstavlja

otpuno haoti¢no” premestanje mase, bez korelacije izmedu polazista i odredista.
2. )

Definicija 5.5 (Kantorovi¢ev problem). Neka su p, v € P(X)ic: X x X — [0, 00] Borel
merljiva. Za v € TI(u, v) stavljamo

K(v) :Z/X Xcd%

i Kantorovicev problem sastoji se u nalazenju

To(p,v):= inf K(v).

yEl(p,v)
Minimizeri, kada postoje, nazivaju se optimalni transportni planouvi.

Propozicija 5.6. Ako je T: X — X transportno preslikavanje za MonZov problem
(Tup =v), tada je yr == (id, T)gp € I(p, v) i

K(vr) = /X e, T(x)) dp(x).

Posledicno, T.(u,v) < inf{ [y c(z, T(x))du(x) : Tup = v}, tj. Kantorovicev problem je
relaksacija MonZovog problema. Ovo se lako proverava direktno iz definicije slike mere
(Definicija 4.16).

Za dokaz nejednakosti trougla za Wasserstein-ovu metriku (Odeljak 5.3) potrebna je
tehnika koja od dva transportna plana konstruiSe treci, sa zajednickom ,unutrasnjom”
marginalom. Ova konstrukcija (,lema o lepljenju”) oslanja se na pojam dezintegracije

mere.

Definicija 5.7 (Dezintegracija mere). Neka je p Borelova mera na X, Y topologki prostor
i f: X — Y Borel merljivo preslikavanje. Familija (u,),ey je dezintegracija mere p1 u
odnosu na f ako je svaka i, verovatnosna mera koncentrisana na f~'({y}), 1 ako za svaku

funkciju ¢ € Cy(X) preslikavanje y — [, @ du, jeste (fyp)-merljivo i vazi

/Xsoduz/y</xsoduy> d(fa1)(y)-

Teorema 5.8 (Teorema o dezintegraciji). Neka su X, X Radonovi separabilni metricki
prostori (svojstvo koje ispunjava svaki kompletan separabilan metricki prostor), u € P(X),
neka je f: X — X Borel merljivo preslikavanje i v := fyu € P(X). Tada postoji v-skoro
svuda jedinstveno odredena familija (p1y),cx 12 Definicije 5.7, tj. dezintegracija mere p u

odnosu na f postoji i jedinstvena je za v-skoro sve y € X.
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Lema 5.9 (Lema o lepljenju). Neka su X1, Xo, X3 kompletni separabilni metricki prostori,
1, 2, i3 verovatnosne mere na njima, v1 € (pg, p2) i vo € (u2, u3). Tada postoji
o€ P(X; x Xy x X3) takva da je

(T12)%0 =M, (T2,3) 40 = 2,

gde su 9, T3 projekcije na odgovarajuce parove koordinata.

Skica dokaza. Neka je Wél)I X1 x Xy — X, projekcija na drugu koordinatu, i neka je

((fyl)y)yexz dezintegracija mere v, u odnosu na 7r§1) (Teorema 5.8, sa f = 7751), far = p2),

tako da za svaku ¢ € Cyp(X71 X X3) vazi

/Xl><X2 P = /X2 </X1 p(71,9) d(%)y(:ﬂl)) dpia(y).-

Analogno, neka je 7r§2) : Xox X3 — X, projekcija na prvu koordinatu, i neka je ((72),)

. .. 2 o .
dezintegracija mere v, u odnosu na 7r§ ). DefiniSemo meru o na X1 X X9 x X3 preko njenog

yeXa

dejstva na test funkcije ¢(x1, 9, 23):

/soda = /X (/X /XB p(21,y,3) d(%)y(xl)d(%)y(xs)) dpa2(y).

Uzimajuéi ¢(xq, xe,x3) = @12(21,22) (nezavisno od x3), desna strana se svodi taéno na
[ ¢1.2dv1, Eime se dobija (m12)40 = 71, analogno se za (1, T, T3) = p23(2, x3) dobija

(ma3) 40 = 2. (videti detaljnije u |7, Lema 5.5]) O

Egzistencija optimalnog transporta. Sada smo spremni da pokazemo da Kantoro-
vicev problem ima reSenje kada je ¢ neprekidna i nenegativna, a X kompletan separabilan
metric¢ki prostor. Neka je (v,), niz minimizacije za K. Tada, po regularnosti mera na
metrickom prostoru (Teorema 2.24) i karakterizaciji kompaktnosti (Teorema 1.32), p i
v moraju biti zategnute. Ako su K; i Ky kompaktni sa pu(K;),v(K2) > 1 — ¢, onda je
K x Ky kompaktan i za sve v € II(u,v), v(K; X K3) > 1 —2¢. Odavde sledi da je ¢itava
kolekcija II(u, v) zategnuta, i po Prohorovljevoj teoremi (Teorema 4.10) (), ima slabu
granicu 7 nakon izdvajanja podniza. Za svaki prirodan broj m, ¢,,(x,y) = min(c(z, y), m)

je neprekidna ogranic¢ena funkcija, i
K(v,) = / cdy, > / Cn Ay — Cm d7y, n — 00.
XxX XxX XxX
Po Teoremi o monotonoj konvergenciji (Teorema 2.37),

liminf K (v,) > lim Cm dy = K(v), ako v, — .

n—o0 m—r0o0 XxX
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Kako je (7,), izabran kao niz minimizacije za K, v mora biti minimizer, i egzistencija je

pokazana.

5.3 Definicija Wasserstein-ove metrike

Wasserstein-ovu metriku dobijamo primenom Kantorovi¢evog problema na funkciju

cene c(z,y) = d(z,y)’, p > 1.

Lema 5.10. Neka je p € P(X), p > 1. Ako je [ d(z, o) dp(x) < 0o za neko xg € X,

onda je ova velicina konacna za svako r1 € X umesto xg.

Napomena o dokazu. Tvrdenje se lako proverava direktno iz nejednakosti trougla d(x, z1) <
d(x,x0) + d(xg,21) 1 konveksnosti funkcije t — t? (p > 1), zato se navodi bez dokaza. U

literaturi se ovo podrazumeva kao jasna tvrdnja i ne dokazuje se. 0

Definicija 5.11 (Prostor P,(X)). Za p > 1 definiSemo Wasserstein-ov prostor
Pp(X) = {u eP(X): / d(z, )P du(x) < oo za neko (svako) zg € X}.
X

Definicija 5.12 (Wasserstein-ova metrika). Za p > 11 p,v € P,(X), p- Wasserstein-ovo

rastojanje definiSemo kao

W, (i, v) == (po(u,u))l/p - ( inf /XXX d(z, y)? dy(x,y))l/p.

y€E(p,v)

Napominjemo da je infimum u Definiciji 5.5 ovde zaista dostignut (,min”), po Egzistenciji

optimalnog transporta (Odeljak 5.2), primenjenoj na ¢ = d”.

Kona¢nost W, na P,(X) garantovana je uzimanjem konkretnog plana u x v. Kako je
(a+0)P <207 (aP +bP),

d(z,y)? < 2P (d(z, z0)” + d(z0,y)?),  z,y € X,

pa je, primenom Fubinijeve teoreme (Teorema 2.35) na (verovatnosnu) meru p X v,
W) < [ d(agpdlux ()
XxX

§2p1(/d(:v xo)P dp(x +/dy,x0pdy )>
be b

< Q.

Teorema 5.13 (W, je metrika). Za svako p > 1, W, je metrika na P,(X).

Dokaz. Nenegativnost je trivijalna.
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W,(p,v) =0 = p = v: Po egzistenciji optimalnog transporta (Odeljak 5.2, za ¢ = d?,
neprekidnu i nenegativnu), infimum se dostize na nekom 7* € Il(p, v) sa [ d(z,y)? dy* =
0. Ovo znaci da je v* koncentrisan na dijagonali {(z,y) € X x X : x = y}. Za proizvoljnu

funkciju ¢ € Cy(X), kako je (x) = p(y) 72 7*(2, 1),

/deuz/XXx p(x) dy*(z,y) :/Xxx e(y) dy* (2, y) I/dev,

pa u=uv.

Simetrija: Preslikavanje s(x,y) = (y, z) uspostavlja bijekciju II(u, v) <> (v, u) koja
¢uva vrednost [ d(x,y)? dy (jer je d simetri¢na), pa je W,(u,v) = Wy(v, p).

Nejednakost trougla: Neka su puy, po, 13 € Pp(X) 1 neka su v € I(pg, po), 72 €
I1( 19, p3) optimalni planovi (egzistencija optimalnog transporta, Odeljak 5.2), sa K (1) =
Wy (g1, 12)?, K(v2) = Wy(pa, us)P. Po Lemi o lepljenju 5.9 postoji 0 € P(X x X x X)

sa (m2)p0 = Y1, (Mo3)p0 = 2. Tada je (mi3)po € WH(uy,ps) (jer je (m)uo = pi,
(m3) 40 = p3), pa, obelezavajuéi koordinate na X x X x X sa (x1, z2, 23),

1/p
Wy (1, p3) < (/X Xd($17$3)pd(771,3)#0>
X

1/p
~ ( / (a1, 23" do
XxXxX

< </X><X><X (d(:m,xQ) + d(;pQ,%))de) 1/p

1/ 1/
< (/ d(xy,xe)? da) ' + (/ d(x, x3)? da> !
XxXxX XxXxX
= W, p2) + Wplpa, ps),

gde smo u tre¢em koraku koristili Minkowski-jevu nejednakost (videti npr. [3, Teorema

3.9, str. 66.]) za L? prostore (u odnosu na meru o). O

5.4 Osnovna svojstva Wasserstein-ovog prostora

Propozicija 5.14 (Monotonost po p). Ako je 1 < p < q, tada je Py(X) C Pp(X) i za
p, v € Py(X) vazi
Wi, v) < Wo(p,v).

Ako je pritom X ogranicen, vaZi i obrnuta ocena Wy(u,v) < diam(X)@=D/a. W, (u, v)".

Dokaz. Za verovatnosnu meru v € II(u, v), Jensenova nejednakost za p < ¢ daje

(o)< ([ sesri)”

Primenjeno na optimalan plan za W, ovo daje W,(u,v) < W,(u,v). Za obrnutu ocenu,
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na ograni¢enom X imamo

1/ 1/
(/ d(fc,y)%) "< diam(X)(q_”/"(/ d(z,y) dv) "
XxX XxX

odakle trazena nejednakost sledi primenom na optimalan plan za Wj. 0
Lema 5.15. Za a,b € R>q i p > 1 vazi a? + b < (a + b)?.

Dokaz. Bez umanjenja opstosti, pretpostavimo a > b. Tada mozemo pisati (a + b)P =
aP+pCP~'b zaneko ¢ € [a, a+b]. Koriste¢ip > 11 ¢ > a > b, dobijamo (a+b)? > aP+0P. [

Definicija 5.16 (LipSicova funkcija). Za funkciju ¢: X — R, Lipsicova konstanta funk-
cije ¢ je

K, = sup{% cx,y € X, x;éy} € [0, o0].

Funkciju ¢ nazivamo Lipsicovom ako je K, < 0o, i 1-Lipsicovom ako je K, < 1. Skup

svih 1-Lipsicovih funkcija ¢: X — R obelezavamo sa Lip, (X).

Teorema 5.17 (Karakterizacija W-konvergencije). Neka je X = R? (sa Euklidskom
metrikom), za neko d € N, i neka su (u,) C Pp(X), p € Pp(X). Tada su sledeéi uslovi

ekvivalentni:
1. Wy, ) — 0;
2. i — i [y d(@, x0)P dpn(z) = [ d(z, 20)? du(x) za neko (svako) xo € X.

Dokaz. Posmatrajmo prvo niz (i, ), C P,(X) koji konvergira ka ;o u W), rastojanju. Tada
i dalje vazi da

sup{/Xsod(un—u) Lp € Lipl(X)} — 0,

Sto daje testiranje slabe konvergencije u odnosu na proizvoljne Lipsicove funkcije. Prime-
timo da su Lip8icove funkcije guste (u uniformnoj konvergenciji) u prostoru Co(X) (dok
to nije nuzno slucaj za Cy(X)) i da je to dovoljno da se dokaze p,, — p.

Da bismo dobili i drugu veli¢inu, naime [, d(x, zo)? dp,(z) = [, d(z, z0)? du(z) (Sto
nije posledica same slabe konvergencije, jer d(-, z¢)? nije ograni¢ena funkcija), dovoljno je

primetiti da

[ a0 i) = W 820) = W) = [ o) duo)

Sada treba dokazati i obrnutu implikaciju. Posmatrajmo niz u, — p koji zadovoljava

i [y d(z,x0)? dpn(x) = [y d(x,x0)P dp(x). Fiksirajmo R > 0 i posmatrajmo funkciju
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o(x) == (d(x,z9) A R)?, koja je neprekidna i ograni¢ena. Imamo

/X (d(m,xo)p — @(x)) dp, = / d(x, x0)P dp, — /X odp,

— ; d(z,x0)P dpu — /X pdu = /X (d(z, o))" — () dp.

Kako je [, (d(z,z0)P — ¢(z)) du < Jx\Beo.r) A(@, T0)? dpr, moguce je izabrati R tako da

/X (d(z, 20)? — () dp < £/2,

pa se time takode moze garantovati [, (d(z,z0)? —p(z)) du, < € za sve n dovoljno velike.
Koristimo sada nejednakost (d(x,zo) — R)? < d(x,z0)? — (d(z,x9) A R)P, koja vazi za
d(x,z9) > R (Lema 5.15), da bismo dobili

/ (d(z,z9) — R)? du,, < € za n dovoljno veliko, i / (d(x,x0) — R)Pdp < e.

b X

Posmatrajmo sada mr: X — B(xg, R) definisano kao projekciju na B(zg, R). Ovo presli-
kavanje je dobro definisano i neprekidno, i jednako je identitetu na B(xzg, R). Staviée, za
svako x ¢ B(zo, R) imamo d(x,mr(x)) = d(z,z¢) — R. Odavde mozemo zakljuciti

Wy (o () < ( [ (da.0) = R i) " <

X

W (i) <

1/
(d(w, o) — R)" duy T,
X

Primetimo takode da, usled uobic¢ajene kompozicije slabe konvergencije sa neprekidnim
funkcijama, iz p,, — p takode zakljucujemo (7wg)ypt, — (7r)xp. Ipak, ove mere su sve
koncentrisane na kompaktnom skupu m, i ovde mozemo koristiti ekvivalenciju slabe
konvergencije i W,-konvergencije (ekvivalencija slabe konvergencije i W,-konvergencije na
kompaktnom skupu dobija se istim argumentom kao u prvom delu ovog dokaza, deo

(1)=-(2), primenjenim na kompaktan potprostor B(zo, R)). Odavde dobijamo

lim sup W (ftn, pt) < limsup (Wp(lﬁm (TR) i) + Wi((TR) b, (TR) 1) + Wi (s (WR)#M)>
< 2eVP 4 i Wy () 4hn, (TR)41)

= 2el/P,

Parametar ¢ > 0 je bio proizvoljan, pa dobijamo lim sup,, Wi, 1) = 0, ¢ime je dokaz

zavrsen. 0

Napomena 5.18. Smer (1)=(2) dokaza prenosi se na proizvoljan kompletan separabilan
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metricki prostor X, uz odgovarajucu (tehnicki zahtevniju) zamenu za gustinu LipSicovih
funkcija u Cy(X), u R? ova gustina se dobija konvolucijom, alatom koji nije dostupan
na op§tim prostorima. Smer (2)=-(1) je, medutim, specifican za R klju¢na tacka dokaza
je postojanje neprekidne retrakcije mg sa Citavog prostora na kompaktan podskup (loptu
B(zo, R)), sa kontrolisanim rastojanjem d(z,7z(z)) = d(x,z9) — R. Ovakva retrakcija
oslanja se na linearnu strukturu R? i ne mora postojati na opstem kompletnom separa-
bilnom metrickom prostoru. Dokaz se moze prilagoditi opStijim prostorima uz dodatne

pretpostavke, zainteresovani ¢italac se upucuje na [10, Propozicija 7.1.5| za opsti slucaj.

5.5 Kompletnost i separabilnost prostora (P,(X), W,)

Teorema 5.19. Ako je (X,d) kompletan separabilan metricki prostor, tada je za svako

p>17 (Pp(X), Wp) kompletan separabilan metricki prostor.

Dokaz. Dokaz je zahtevan i prevazilazi granice ovog rada, zainteresovan citalac ga moze

pronaci u [10, Propozicija 7.1.5]|. O

Napomena 5.20. Moze se pokazati da, ako X nije kompaktan, prostor P,(X) nije lokalno
kompaktan, ¢ak ni u slu¢aju kada je X = R" konac¢ne dimenzije. Ova ¢injenica ogranic¢ava
metode koje se mogu koristiti za dublju analizu geometrije (P,(X), W,), ali ne uti¢e na

rezultate ovog poglavlja.

Napomena 5.21 (Gausov slu¢aj). U specijalnom sluc¢aju X = R", p = 2, kada su u =
N(my,A) i v = N(mgy, B) Gausove (normalne) verovatnosne mere sa (moguéno singu-
larnim) kovarijacionim matricama A, B, 2-Wasserstein-ovo rastojanje ima eksplicitnu, za-

tvorenu formus:
Wa(p, v)? = [|mq — mo|? + tr[A + B — 2(AV/2BAY?)1/?],

Optimalni transport izmedu dve Gausove mere je pritom uvek linearno preslikavanje, ¢ija
matrica zadovoljava tzv. Rikatijevu jednac¢inu TAT = B. Ovaj rezultat ovde navodimo
bez dokaza, videti [8, 1.6.3 The Gaussian Case].

5.6 Kompaktnost u prostoru (P,(X), W,)

Definicija 5.22 (Uniformna integrabilnost p-tog momenta). Familija I' C P,(X) ima

uniformno integrabilan p-ti moment (u odnosu na fiksiranu tacku z, € X) ako

lim sup/ d(x,zo)’ du(x) = 0.
{z:d(z,x0)>R}
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Propozicija 5.23 (Kompaktni skupovi u W,). Uniformno zategnuta (Definicija 4.6) fa-
milija I' C Pp(X) tma kompaktno zatvorenge u (PP(X), Wp) ako i samo ako ima uniformno

integrabilan p-ti moment (Definicija 5.22).

Poglavlje 5 je ovim zavrSeno. Uvedeno je Kantorovicevo reSenje Monzovog problema
(Odeljci 5.1-5.2), pokazana je egzistencija optimalnog transportnog plana koriste¢i aparat
iz Poglavlja 4, definisana je Wasserstein-ova metrika i dokazana su njena osnovna svoj-
stva. U Poglavlju 6 direktno ¢e biti uporedene konvergencija indukovana sa W, i slaba

konvergencija uz konkretne primere.
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Glava 6

Poredenje slabe konvergencije 1
konvergencije indukovane

Wasserstein-ovom metrikom

U Poglavlju 4 uvedena je slaba konvergencija na P(X), a u Poglavlju 5 Wasserstein-ova
metrika W), na P,(X). Teorema 5.17 ve¢ je pokazala vezu izmedu ove dve konvergencije
preko uslova o konvergenciji p-tih momenata. U ovom poglavlju ta veza se dalje razmatra:
pokazuje se da je topologija indukovana Wasserstein-ovom metrikom finija od topologije
slabe konvergencije, poredi se Wasserstein-ova metrika sa drugim standardnim rastojanji-
ma na P(X), razmatra se (polu)neprekidnost Wasserstein-ovog rastojanja u odnosu na
slabu konvergenciju, pokazuje se poklapanje dve konvergencije na skupovima na kojima
je masa mera koncentrisana, i navodi se primer u kome se dve konvergencije ne slazu.

Izlaganje u ovom poglavlju prati [8], [7] i [9].

6.1 Odnos dve konvergencije

Propozicija 6.1 (Wasserstein-ova topologija je finija). Topologija Ty, , indukovana me-
trikom W, na Py(X), finija je od topologije slabe konvergencije 1, indukovane na P,(X)
od strane P(X).

Dokaz. Neka je A C P,(X) skup koji je zatvoren u topologiji 7,,. Neka (p,), C A kon-
vergira ka g u metrici W,. Po Teoremi 5.17, smer (1) = (2), tada p, — p. Kako je A
zatvoren u 7, sledi p € A. Ovim je pokazano da je A zatvoren i u topologiji Ty, tj.
topologija Ty, ima viSe zatvorenih skupova od topologije 7, drugim recima 7y, je finija
od 7,. O

Wasserstein-ova metrika nije jedina metrika koja metrizuje topologiju 7,. Primer 6.4

poredi je sa jo§ jednim standardnim rastojanjem koje takode metrizuje 7, ograni¢eno-
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LipSicovim rastojanjem, kao i sa totalnom varijacijom, rastojanjem koje 7,, ne metrizuje,
radi ilustracije razlike.

Najpre je za razumevanje potrebna sledec¢a definicija.

Definicija 6.2 (BL norma funkcije). Neka je ¢ € Cy(X) LipSicova funkcija sa Lipgicovom
konstantom K, (Definicija 5.16). Kazemo da je ¢ globalno Lipsicova ako je K, < oo.
Norma ogranicene LipSicove funkcije (u oznaci ||-|| g, skraéeno BL norma) ovakve funkcije

definiSe se kao

lellsr = [lellze + K.

Skup svih funkcija ¢ sa kona¢nom BL normom, tj. sa ||¢|| sz < 0o, snabdeven normom
| - [| 5L iz Definicije 6.2, jeste Banahov prostor.
Ista oznaka || - || se u nastavku koristi i na prostoru mera P(X), gde ||u — v|BL

obelezava rastojanje izmedu dve mere, definisano ispod preko BL norme iz Definicije 6.2.

Definicija 6.3 (Ograniceno-LipSicovo rastojanje i totalna varijacija). Za p,v € P(X)

/@du—/wdv
X X

gde se u prvoj formuli supremum uzima po funkcijama ¢ BL norme (Definicija 6.2) najvise

definiSemo

| —v|pL = sup
lellBL <1

) |l — vy == Sljp [1(A) —v(A)],

1, a u drugoj po Borelovim skupovima A C X. Rastojanje || - || g, metrizuje topologiju 7,
dok rastojanje || - ||7v tu topologiju ne metrizuje, ono indukuje strogo finiju topologiju od

Tw-

Primer 6.4. Za z,y € X, x # y, direktnim rac¢unom se dobija
Haw_(SyHBL = min (17 d(l‘,y)), Hd’p_(syHTV: 17

dok je, s druge strane, W,(9,,0,) = d(x,y) za sve p > 1.

Napomena 6.5. Primer 6.4 pokazuje sustinsku razliku izmedu ova tri rastojanja: totalna
varijacija ,ne vidi” geometriju prostora X, vrednost ||, — d,|/rv jednaka je 1 bez obzira
na to koliko su tacke x i y medusobno blizu (ovo je i razlog zasto || - |7y ne metrizuje
Tp: ona ne opada ni kad y — z). Ograni¢eno-LipSicovo rastojanje ovo ispravlja za mala
rastojanja (za d(x,y) < 1 vrednost ||0, —d,|| 5 opada zajedno sa d(z,y)), ali ne i za velika
(vrednost je uvek ograni¢ena sa 1). Wasserstein-ova metrika, nasuprot tome, u potpunosti
prenosi geometriju osnovnog prostora X: W,(d,,d,) jednako je ta¢no rastojanju d(z,y),

bez obzira na to koliko je ono veliko ili malo.

Teorema 6.6 (Neprekidnost i poluneprekidnost W, (-, ) u odnosu na slabu konvergenci-

ju). Neka je v € Py(X) fiksirana mera.
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1. Ako je X kompaktan, preslikavanje pn— Wy(p,v) je neprekidno u odnosu na 7,.

2. Ako X nije nuzno kompaktan, ali (fin)n, 1t € Pp(X) i pn — p, tada je preslikavanje
p— Wy(p, v) poluneprekidno odozdo:
liminf W, (pn,v) > Wy(p, v).
n—oo
Dokaz. Deo (1): Kako, na kompaktnom X, konvergencija u metrici W, tatno metrizuje
topologiju 7,, a svaka metrika je neprekidna u odnosu na samu sebe (kao posledica ne-
jednakosti trougla), preslikavanje p — W, (i, v) je neprekidno.
Bez dokaza za deo (2): Dokaz opsteg (ne nuzno kompaktnog) sluc¢aja oslanja se na zategnu-

tost niza optimalnih transportnih planova =, € II(u,, ) i izdvajanje slabo konvergentnog

podniza, videti |7, Propozicija 7.4]. O

6.2 Poklapanje konvergencija na ogranic¢enim skupovi-

ma

Posledica 6.7. Neka je K C X ogranicen skup i neka je p,(K) =1 za sve n > 1. Tada
Wy (tin, 1) — 0 ako i samo ako p, — .

Dokaz. Ovo neposredno sledi iz uslova iz Definicije 5.22. U

Primer 6.8 (Bikel-Fridmanov primer). Neka je p Borelova verovatnosna mera na R
takva da je [, xdu(z) =01 [p2*du(z) = 1. Zan > 1 neka je S,: R" — R preslikavanje
Sp(Ty, ... 1) = \/iﬁ S @i, 1 neka je
n = (S, X oo X
pin = (Sn)g i)

n

slika (Definicija 4.16) n-tog proizvoda mere u sa samom sobom (Definicija 2.7) pri pre-
slikavanju .S,,. Po centralnoj grani¢noj teoremi, u, — v, gde je v standardna normalna
(Gausova) mera na R. Kako je [, #*du,(z) = 1 = [ 2°dv(z) za sve n (konvergenci-
ja drugog momenta je ovde trivijalna, jer je moment konstantan), Teorema 5.17 daje
Wa(pin, v) — 0.

6.3 Primer neslaganja: bekstvo mase u beskonac¢nost

Primer 6.9 (Bekstvo mase u beskona¢nost). Neka je X =R i, za n > 2,

i = (1 - %)50 +%5n e P(R).
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Niz (pn,)n slabo konvergira ka dy, ali

/1
WQ(M?HC;O) = E n? = \/ﬁ — OQ.

Dakle p,, — 9o, ali u, 4 09 u metrici Ws: slaba konvergencija ovde ne kontrolise ,rep”

2

raspodele, posto funkcija x — x° nije ogranicena, dok Wasserstein-ova konvergencija

dodatno zahteva da masa ne ,pobegne” u beskonac¢nost.

Napomena 6.10. Primer 6.9 pokazuje da uslov konvergencije p-tog momenta iz Teoreme
5.17, smer (2) = (1), nije suvisan: iako p, — dp, drugi moment mere p, ne konvergira
ka drugom momentu mere &y (koji je 0), pa ovaj uslov nije ispunjen, i Wa-konvergencija

izostaje.

Napomena 6.11 (Uopstenje na proizvoljno p > 1). Isti ra¢un kao u Primeru 6.9 sprovodi se
za svako p > 1. Kako je druga marginala transportnog plana i, x g € II(p,, do) (Definicija
5.3) Dirakova mera u 0, sva masa transportnog plana koncentrisana je na R x {0}, pa je
fn X O jedini element skupa I1(p,, dg), 1 po Definiciji 5.12:

d(x,y)? d(pnxd0)(x,y) = / d(x,0)? dpy, () = (1—l>~0p+l-np =nP !

R n n

Wp(:un? 50)17 = /

RxR
Dakle W, (jtn, 00) = nP~Y/P: za p = 1 ovo je konstantno 1 (ne tezi nuli), a za p > 1 ova
vrednost tezi +oo. Slaba konvergencija p, — &y dakle ne povlaci W,-konvergenciju ni za

jedno p > 1.

U Poglavlju 6 pokazano je da je topologija Ty, finija od topologije slabe konvergencije
Tw, Uporedena je Wasserstein-ova metrika sa ogranic¢eno-LipSicovim rastojanjem i total-
nom varijacijom, pokazana je neprekidnost, odnosno poluneprekidnost odozdo Wasserstein-
ovog rastojanja u odnosu na slabu konvergenciju, pokazano je poklapanje dve konvergen-
cije na skupovima na kojima je masa mera koncentrisana, i naveden je primer u kome se
dve konvergencije ne slazu usled bekstva mase u beskonacnost, uz njegovo uopstenje na

proizvoljno p > 1. Sa svim navedenim rezultatima ovo poglavlje je kompletno i zavrseno.
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Zakljucak

U radu je pokazano da slaba konvergencija mera (koja dolazi iz teorije verovatnoce i
funkcionalne analize) i konvergencija indukovana Wasserstein-ovom metrikom (poreklom
iz geometrijskog problema optimalnog transporta), iako poti¢u iz sasvim razli¢itih izvora,
nisu nezavisne pojave.

Pokazano je da se obe konvergencije mogu posmatrati kao konvergencije u odnosu
na neku topologiju na prostoru verovatnosnih mera P(X) nad kompletnim separabilnim
metri¢kim prostorom X, i da su obe metrizabilne (Prohorovljevim rastojanjem 7, odnosno
Wasserstein-ovim rastojanjem W),).

Pokazano je da je topologija 7y, finija od topologije slabe konvergencije 7,,, odnosno
svaki niz koji konvergira u W, metrici, konvergira i slabo, dok obrat ne mora da vazi.
Preciznu vezu izmedu ove dve konvergencije daje uslov o konvergenciji p-tih momenata: niz
i, € Pp(X) konvergira ka o u W, ako i samo ako j1,, — g 1 pri tome p-ti momenti mera s,
konvergiraju ka p-tom momentu mere p. Ovaj dodatni uslov nije samo tehnicka stvar, veé
upravo ono §to slaboj konvergenciji nedostaje da bi se izjednacila sa W,-konvergencijom,
tj. slaba konvergencija ,vidi” samo ponasanje mera na ogranic¢enim skupovima, preko
neprekidnih i ograni¢enih funkcija, dok Wasserstein-ova metrika dodatno prati i da li
deo mase ,bezi” ka beskonac¢nosti. Ovo je ilustrovano primerom u kome pu,, — 9y slabo, ali
W, (ftn, 0g) — 00 za svako p > 1, masa mera f1,, beZi u beskonacnost, pa slaba konvergencija
to ,ne primecuje”’, dok Wasserstein-ovo rastojanje raste neograniceno.

Poredenjem Wasserstein-ove metrike sa drugim rastojanjima na P(X), totalnom va-
rijacijom i ograniceno-LipSicovim rastojanjem, pokazano je da je upravo osetljivost na
geometriju osnovnog prostora X ono $to Wasserstein-ovu metriku razlikuje od ostalih ra-
stojanja koja metrizuju istu topologiju 7,,: dve mere mogu biti proizvoljno bliske u smislu
totalne varijacije, a proizvoljno udaljene u W), prostoru, i obrnuto.

Kroz rad je takode pokazana i suStinska zavisnost izmedu slabe konvergencije i Wasserstein-
ove metrike: pojam zategnutosti familije mera i Prohorovljeva teorema, uvedeni u Pogla-
vlju 4 u okviru izucavanja slabe konvergencije, direktno su iskoriS¢eni u Poglavlju 5 da bi
se pokazalo da Kantorovi¢ev problem uopste ima resSenje, odnosno da postoji optimalan
transportni plan. Drugim rec¢ima, sama Wasserstein-ova metrika ne bi mogla ni da bude
dobro definisana bez rezultata iz teorije slabe konvergencije, $to pokazuje da su ove dve

teme, iako naizgled nezavisne, zapravo itekako povezane.
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Rezultati predstavljeni u ovom radu ograniceni su na slu¢aj kompletnih separabilnih
metrickih prostora i na mere sa kona¢nim p-tim momentom. Van ovog okvira, na primer
kada osnovni prostor X nije separabilan ili kada mere nemaju konacan p-ti momenat,
mnogi od izlozenih rezultata (Prohorovljeva teorema, kompletnost i separabilnost prosto-
ra (P,(X),W,)) viSe ne moraju da vaZe, pa bi njihovo proucavanje zahtevalo drugaciji

pristup.
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