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Predgovor

Pojam slabe konvergencije poti£e iz funkcionalne analize, gde se javlja kao op²ta ideja

slabe-* topologije, konstrukcije koja se primenjuje na dual proizvoljnog Banahovog pro-

stora: umesto da se bliskost dva elementa dualnog prostora meri direktno, preko norme,

testira se njihovo dejstvo na elemente polaznog (Banahovog) prostora. Ovaj pristup, pri-

menjen na prostor mera, dovodi upravo do pojma slabe konvergencije mera (slaba kon-

vergencija predstavlja upravo slabu-* konvergenciju, termin �slaba konvergencija� se £esto

javlja u literaturi teorije verovatno¢e, pa se i u ovom radu koristi umesto termina �slaba-*

konvergencija�), koji je usko povezan sa Riesz-ovom teoremom reprezentacije. Ovaj po-

jam je prirodno zaºiveo i u teoriji verovatno¢e, gde se konvergencija raspodela slu£ajnih

promenljivih tako�e izraºava preko integrala ograni£enih neprekidnih funkcija. Iako ovako

uvedena topologija po de�niciji nije data preko neke unapred zadate metrike, pokaza¢e se

da je i ona metrizabilna, Prohorovljevim rastojanjem.

Sa druge strane, 1781. godine Gaspard Monº postavio je problem optimalnog preme-

²tanja mase: data je neka raspodela mase i ciljna raspodela iste ukupne mase, traºi se

preslikavanje koje svaku ta£ku ²alje u novu ta£ku tako da ukupan rad preme²tanja bude

minimalan. Ovako postavljen problem, me�utim, ima ozbiljne tehni£ke nedostatke. Re-

²enje je 1942. godine predloºio Leonid Kantorovi£ tako ²to je, umesto preslikavanja koje

svakoj ta£ki dodeljuje ta£no jedno odredi²te, dozvolio da se masa iz jedne ta£ke razdeli

i po²alje na vi²e odredi²ta. Ovakva raspodela mase formalizuje se merom na proizvodu

prostora, tzv. transportnim planom, £ime problem postaje linearan i pogodan za primenu

teorije mere. Ovaj, na prvi pogled potpuno druga£iji, geometrijski problem tako�e induku-

je rastojanje na prostoru verovatnosnih mera, Wasserstein-ovu metriku, koje eksplicitno

odraºava geometriju osnovnog prostora (rastojanje izme�u dve mere de�ni²e se preko mi-

nimalnog rada transporta potrebnog da se masa raspore�ena po jednoj raspodeli premesti

tako da odgovara drugoj raspodeli) za razliku od apstraktnije slabe konvergencije, koja

geometriju prostora X ne vidi direktno. Kako je Wasserstein-ovo rastojanje metrika, ono

na prostoru verovatnosnih mera prirodno indukuje i svoju konvergenciju.

Cilj ovog rada je da se ova dva, istorijski nezavisno razvijena, pojma konvergencije na

prostoru verovatnosnih mera precizno de�ni²u u istom teorijskom okviru, i da se zatim

me�usobno uporede: pokazuje se da su blisko povezani, ali da se, u op²tem slu£aju, ne

poklapaju.
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Rad se sastoji od ²est glava.

U prvom poglavlju uvode se oznake koje ¢e biti kori²¢ene u nastavku rada, kao i

podsetnik na osnovne pojmove op²te topologije, teorije metri£kih i normiranih prosto-

ra (topolo²ki i metri£ki prostori, kompaktnost, kompletnost, separabilnost, normirani i

Banahovi prostori, dual prostora), neophodne za razumevanje ostalih poglavlja.

U drugom poglavlju izlaºu se osnovi teorije mere: pojam mere i µ-merljivog skupa,

σ-algebre i Borelova σ-algebra, π- i λ-sistemi, regularnost mera i aproksimacija otvorenim

i kompaktnim skupovima, merljive funkcije, kao i integral i klasi£ne grani£ne teoreme

(Fatuova lema, teorema o monotonoj i teorema o dominantnoj konvergenciji).

Tre¢e poglavlje povezuje prethodna dva: uvode se prostori C0(X) i Cc(X), predzna£ene

mere i prostor M(X), i dokazuje se Riesz-ova teorema reprezentacije, koja dual prostora

C0(X) poistove¢uje sa prostorom Radonovih predzna£enih mera. Na osnovu ovog poisto-

ve¢enja uvodi se slaba-* topologija na prostoru mera, odnosno njena restrikcija na prostor

verovatnosnih mera P(X).

U £etvrtom poglavlju de�ni²e se slaba konvergencija niza verovatnosnih mera i pokazu-

je se njena jedinstvenost. Izlaºe se Portmanto teorema, pojam zategnutosti familije mera,

Prohorovljeva teorema koja zategnutost povezuje sa relativnom kompaktno²¢u, Prohoro-

vljevo rastojanje koje metrizuje topologiju slabe konvergencije, i teorema o neprekidnom

preslikavanju.

Peto poglavlje posve¢eno je Wasserstein-ovoj metrici. Polazi se od Monºovog problema

optimalnog transporta, prelazi se na Kantorovi£ev predlog re²enja preko transportnih pla-

nova, pokazuje se egzistencija optimalnog transportnog plana, de�ni²e se Wasserstein-ovo

rastojanje Wp i dokazuju se njegova osnovna svojstva, uklju£uju¢i kompletnost i separa-

bilnost prostora (Pp(X),Wp).

�esto poglavlje donosi pore�enje dve konvergencije: pokazuje se da je topologija in-

dukovana Wasserstein-ovom metrikom �nija od topologije slabe konvergencije, poredi

se Wp sa ograni£eno-Lip²icovim rastojanjem i totalnom varijacijom, razmatra se (po-

lu)neprekidnost Wasserstein-ovog rastojanja u odnosu na slabu konvergenciju, pokazuje

se poklapanje dve konvergencije na ograni£enim skupovima, i na kraju se daje primer u

kome se dve konvergencije ne slaºu, usled bekstva mase u beskona£nost.

Veliku zahvalnost dugujem svom mentoru, dr Marku Nedeljkovu, na savetima, strplje-

nju i prijatnoj saradnji tokom izrade ovog rada, kao i na prenetom znanju tokom studija.

Zahvaljujem se i £lanovima komisije za odbranu, dr Ivani Vojnovi¢ i dr Milo²u Kurili¢u,

tako�e na ste£enom znanju, paºljivom £itanju rada i komentarima.

Neizmerno sam zahvalna svojim roditeljima, sestri Nini, uºoj familiji i Lazaru, na

bezuslovnoj podr²ci, strpljenju i pomo¢i tokom svih ovih godina studiranja. Tako�e veliko

hvala i mojim dragim prijateljima.
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Glava 1

Uvodni pojmovi i oznake

Ovo poglavlje ima za cilj uvo�enje oznaka koje ¢e biti kori²¢ene u radu, kao i pod-

setnik na osnovne pojmove iz op²te topologije, teorije metri£kih i normiranih prostora

koji su neophodni za razumevanje ostalih poglavlja. Topologija slabe konvergencije mera

i topologija indukovana Wasserstein-ovom metrikom de�ni²u se na prostorima verovatno-

snih mera nad nekim osnovnim (metri£kim, topolo²kim) prostorom, zbog toga je vaºno

da na samom po£etku bude re£i o tome ²ta se podrazumeva pod topolo²kim, metri£kim,

normiranim, kompletnim i separabilnim prostorom. Tako�e, kako ¢e se u Poglavlju 3 me-

re poistovetiti sa neprekidnim linearnim funkcionalima na prostoru neprekidnih funkcija,

uve²¢e se i osnovni pojmovi vezani za vektorske i normirane prostore, linearne funkcio-

nale i dual prostora. Tvr�enja u ovom poglavlju bi¢e navedena bez dokaza, jer se radi o

standardnim rezultatima op²te topologije i funkcionalne analize koji se mogu na¢i u sva-

kom udºbeniku iz ovih oblasti, a zainteresovan £italac dokaze moºe prona¢i u navedenoj

literaturi uz svaki odeljak.

1.1 Oznake i osnovni pojmovi

Pretpostavlja se da je £italac upoznat sa osnovnim pojmovima naivne teorije skupova

(skup, relacija, funkcija), te ¢e ovde biti samo navedene oznake koje ¢e biti kori²¢ene u

nastavku rada.

Ako su X i Y skupovi, oznaka X ⊂ Y zna£i da je X podskup skupa Y , pri £emu je

dozvoljena i jednakost X = Y . Ukoliko ºelimo da naglasimo da je X pravi podskup skupa

Y (tj. X ⊂ Y i X ̸= Y ), pisa¢emo X ⊊ Y . Skup svih podskupova skupa X (partitivni

skup) obeleºavamo sa P(X), a prazan skup sa ∅.
Za skupove X i Y i preslikavanje f : X → Y , za A ⊂ X skup

f [A] = {f(x) : x ∈ A}
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nazivamo direktnom slikom skupa A, a za B ⊂ Y skup

f−1[B] = {x ∈ X : f(x) ∈ B}

inverznom slikom skupa B. Ako je A ⊂ X, preslikavanje g : A → Y dato sa g(x) = f(x)

za sve x ∈ A nazivamo restrikcijom preslikavanja f na skup A i obeleºavamo ga sa f |A.
Preslikavanje f : X → Y je:

� injektivno (ili �1�1�) ako iz f(x1) = f(x2) sledi x1 = x2, za sve x1, x2 ∈ X;

� sirjektivno (ili preslikavanje �na�) ako je f [X] = Y ;

� bijektivno ako je i injektivno i sirjektivno.

Kardinalni broj skupa A obeleºavamo sa |A|. Skup A je prebrojiv ako je kona£an

ili ako postoji bijekcija f : N → A, u suprotnom je neprebrojiv. Uniju najvi²e prebrojivo

mnogo skupova nazivamo prebrojivom unijom, a presek najvi²e prebrojivo mnogo skupova

prebrojivim presekom.

Skupove prirodnih, celih, racionalnih, realnih i kompleksnih brojeva redom obeleºava-

mo sa N, Z, Q, R i C, i pretpostavlja se da je £italac upoznat sa njihovim algebarskim

strukturama i ure�enjem. Dodatno, koristimo oznaku N0 = N ∪ {0}, kao i

Rn = {(x1, . . . , xn) : xi ∈ R, i = 1, . . . , n}, n ∈ N,

za n-dimenzioni Euklidski prostor, snabdeven standardnom Euklidskom normom

∥x∥ =
( n∑

i=1

x2
i

)1/2

, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

i pripadaju¢om Euklidskom metrikom d(x, y) = ∥x − y∥. Za x ∈ R, sa |x| obeleºavamo

apsolutnu vrednost broja x, a R = R ∪ {−∞,+∞} obeleºava pro²ireni skup realnih

brojeva.

Niz u skupu X je svako preslikavanje x : N → X, umesto x(n) pi²emo xn, a sam niz

obeleºavamo sa (xn)n∈N ili kra¢e (xn)n, odnosno (xn). Ako je (nk)k∈N strogo rastu¢i niz

prirodnih brojeva, niz (xnk
)k∈N nazivamo podnizom niza (xn)n∈N.

Za funkciju f : X → R, gde je X neprazan skup, uvodimo i indikatorsku (karakteri-

sti£nu) funkciju skupa A ⊂ X,

IA(x) =

1, x ∈ A,

0, x /∈ A,

koju ¢emo koristiti u kasnijim poglavljima prilikom de�nisanja integrala i pri radu sa

Dirakovim merama.
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Za a, b ∈ R, pisa¢emo a∨ b := max{a, b} i a∧ b := min{a, b}. Za funkcije f, g : X → R,
(f ∨ g)(x) := f(x) ∨ g(x) i (f ∧ g)(x) := f(x) ∧ g(x).

Kona£no, kad god bude pisalo := ili =:, podrazumeva¢e se da se radi o de�nicionoj

jednakosti, odnosno da se izraz sa strane dvota£ke uvodi kao oznaka za izraz sa druge

strane znaka jednakosti.

1.2 Topolo²ki prostori

Ovde se navode osnovne de�nicije i tvr�enja iz op²te topologije koja ¢e biti potrebna

u nastavku rada. Dokazi tvr�enja se izostavljaju, jer se radi o standardnim rezultatima, a

zainteresovani £italac ih moºe prona¢i u bilo kom udºbeniku op²te topologije, na primer

u [1].

De�nicija 1.1. Neka je X neprazan skup. Kolekcija O ⊂ P(X) je topologija na skupu

X ako vaºi:

(O1) ∅, X ∈ O;

(O2) ako O1, O2 ∈ O, onda O1 ∩O2 ∈ O;

(O3) za svaku kolekciju {Oi : i ∈ I} ⊂ O vaºi
⋃

i∈I Oi ∈ O.

Ure�eni par (X,O) nazivamo topolo²kim prostorom, elemente skupaX ta£kama, a elemen-

te kolekcije O otvorenim skupovima. Skup F ⊂ X je zatvoren ako je njegov komplement

X \F otvoren. Kada je jasno o kojoj se topologiji radi, umesto (X,O) pisa¢emo kra¢e X.

Napomena 1.2. Iz (O2) indukcijom sledi da je i presek kona£no mnogo otvorenih skupova

otvoren skup. Dualno, F je kolekcija zatvorenih skupova ako su prazan skup i sam X

zatvoreni skupovi, unija dva, pa i kona£no mnogo, zatvorena skupova je zatvoren skup, a

presek proizvoljno mnogo zatvorenih skupova je zatvoren skup.

De�nicija 1.3. Neka je (X,O) topolo²ki prostor i x ∈ X. Skup U ⊂ X je okolina ta£ke

x ako postoji O ∈ O tako da je x ∈ O ⊂ U . Kolekciju svih okolina ta£ke x obeleºavamo

sa U(x).

De�nicija 1.4. Neka je (X,O) topolo²ki prostor i A ⊂ X.

� Unutra²njost skupa A, u oznaci A◦ (ili intA), je unija svih otvorenih skupova sadr-

ºanih u A, tj. najve¢i otvoren skup sadrºan u A.

� Zatvorenje skupa A, u oznaci A (ili clA), je presek svih zatvorenih skupova koji

sadrºe A, tj. najmanji zatvoren nadskup skupa A.

� Rub skupa A je skup ∂A = A \ A◦.
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Teorema 1.5. Neka je (X,O) topolo²ki prostor i A,B ⊂ X. Tada vaºi:

1. A je otvoren skup ako i samo ako je A = A◦, A je zatvoren skup ako i samo ako je

A = A;

2. ako je A ⊂ B, onda je A◦ ⊂ B◦ i A ⊂ B;

3. x ∈ A ako i samo ako svaka okolina ta£ke x ima neprazan presek sa A.

De�nicija 1.6. Skup D ⊂ X je gust u topolo²kom prostoru (X,O) ako je D = X.

Topolo²ki prostor (X,O) je separabilan ako sadrºi prebrojiv gust podskup.

Separabilnost ¢e biti od posebnog zna£aja u poglavljima o slaboj konvergenciji mera i

o Wasserstein-ovoj metrici, jer ¢e se prostori verovatnosnih mera posmatrati upravo nad

separabilnim prostorima.

De�nicija 1.7. Neka je (X,O) topolo²ki prostor. Familija B ⊂ O je baza topologije O
ako se svaki skup O ∈ O moºe predstaviti kao unija neke potfamilije familije B.
Familija B(x) ⊂ U(x) je baza okolina ta£ke x ako za svaku okolinu U ∈ U(x) postoji

B ∈ B(x) tako da je B ⊂ U .

Topolo²ki prostor (X,O) zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti ako svaka ta£ka x ∈
X ima prebrojivu bazu okolina, a drugu aksiomu prebrojivosti ako topologija O ima

prebrojivu bazu.

Teorema 1.8. Ako topolo²ki prostor (X,O) zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti,

onda je on separabilan i zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti.

De�nicija 1.9. Neka je (Xn,On)n∈N prebrojiva familija topolo²kih prostora. Topologija

proizvoda na X :=
∏∞

n=1Xn je topologija £iju bazu £ine skupovi oblika
∏∞

n=1Bn, gde je

Bn ∈ On za svako n, i Bn = Xn za sve osim kona£no mnogo indeksa n.

De�nicija 1.10 (Granica niza). Neka je (X,O) topolo²ki prostor. Ta£ka a ∈ X je granica

(ili limes) niza (xn)n ⊂ X ako i samo ako za svaku okolinu U ta£ke a postoji n0 ∈ N tako

da za sve n ≥ n0 vaºi xn ∈ U . Ako niz (xn)n ima granicu, kaºemo da je konvergentan.

Ako je granica jedinstvena, pi²emo xn → a ili limn→∞ xn = a.

De�nicija 1.11. Topolo²ki prostor (X,O) je Hauzdorfov ako i samo ako za svake dve

razli£ite ta£ke x, y ∈ X postoje disjunktne okoline U ∈ U(x) i V ∈ U(y).

Teorema 1.12. U Hauzdorfovom topolo²kom prostoru svaki niz ima najvi²e jednu grani-

cu.

De�nicija 1.13 (Neprekidnost). Neka su (X,OX) i (Y,OY ) topolo²ki prostori. Funkcija

f : X → Y je neprekidna u ta£ki x0 ∈ X ako i samo ako za svaku okolinu V ta£ke f(x0)

postoji okolina U ta£ke x0 tako da je f [U ] ⊂ V . Funkcija f je neprekidna ako je neprekidna

u svakoj ta£ki x ∈ X.
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Teorema 1.14. Funkcija f : X → Y je neprekidna ako i samo ako je f−1[O] otvoren skup

u X za svaki otvoren skup O u Y , ekvivalentno, ako i samo ako je f−1[F ] zatvoren skup

u X za svaki zatvoren skup F u Y .

Neprekidne funkcije igraju klju£nu ulogu u de�niciji slabe konvergencije mera (Pogla-

vlje 4), u kome ¢e se posmatrati integrali ograni£enih neprekidnih funkcija u odnosu na

niz mera koji konvergira.

De�nicija 1.15. Bijekcija f : X → Y izme�u topolo²kih prostora (X,OX) i (Y,OY ) je

homeomor�zam ako su i f i f−1 neprekidne funkcije. Ako takva bijekcija postoji, kaºemo

da su prostori X i Y homeomorfni.

De�nicija 1.16 (Kompaktnost). Familija {Oi : i ∈ I} ⊂ O je otvoreni pokriva£ skupa

A ⊂ X ako je A ⊂
⋃

i∈I Oi. Potkolekcija pokriva£a koja je i sama pokriva£ naziva se

potpokriva£. Skup K ⊂ X je kompaktan ako svaki otvoreni pokriva£ skupa K sadrºi

kona£an potpokriva£. Skup A ⊂ X je relativno kompaktan ako je A kompaktan skup.

Teorema 1.17. Neka je (X,O) topolo²ki prostor. Tada vaºi:

1. ako je K ⊂ X kompaktan i F ⊂ K zatvoren (u X), onda je F kompaktan;

2. ako je X Hauzdorfov prostor i K ⊂ X kompaktan, onda je K zatvoren skup;

3. neprekidna slika kompaktnog skupa je kompaktan skup.

De�nicija 1.18. Topolo²ki prostor (X,O) je lokalno kompaktan ako svaka ta£ka x ∈ X

ima okolinu £ije je zatvorenje kompaktan skup.

Primer 1.19. Prostor Rn je lokalno kompaktan jer svaka ta£ka ima zatvorenu loptu

kona£nog polupre£nika kao kompaktnu okolinu.

Pojam kompaktnosti, a posebno pojam relativne kompaktnosti familije mera, bi¢e od

centralnog zna£aja u Poglavlju 4, gde ¢e se, preko Prohorovljeve teoreme, kompaktnost

familije mera povezati sa pojmom zategnutosti (tzv. tightness) i sa egzistencijom slabo

konvergentnog podniza.

1.3 Metri£ki prostori

Metri£ki prostori predstavljaju poseban, ali za ovaj rad najvaºniji slu£aj topolo²kih

prostora, budu¢i da su i osnovi teorije mere (Poglavlje 2), Riesz-ova teorema reprezentacije

(Poglavlje 3), slaba konvergencija mera (Poglavlje 4) i Wasserstein-ova metrika (Pogla-

vlje 5) najprirodnije formulisani upravo na metri£kim prostorima. Dokazi tvr�enji i ovog

odeljka bi¢e izostavljeni, £italac ih moºe prona¢i u [1].
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De�nicija 1.20. Neka je X ̸= ∅. Funkcija d : X × X → [0,∞) je metrika na skupu X

ako za sve x, y, z ∈ X vaºi:

(M1) d(x, y) = 0 ako i samo ako je x = y;

(M2) d(x, y) = d(y, x);

(M3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (nejednakost trougla).

Par (X, d) nazivamo metri£kim prostorom. Broj d(x, y) nazivamo rastojanjem ta£aka x i

y. Za x ∈ X i r > 0, skup

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}

nazivamo otvorenom loptom sa centrom u x polupre£nika r.

Teorema 1.21. Neka je (X, d) metri£ki prostor. Familija svih otvorenih lopti

Bd = {B(x, r) : x ∈ X, r > 0}

je baza neke topologije Od na skupu X. Za ovu topologiju kaºemo da je indukovana me-

trikom d.

Napomena 1.22. Svaki metri£ki prostor (X, d) posmatra se dalje kao topolo²ki prostor

(X,Od), pa za njega vaºe svi pojmovi i tvr�enja uvedeni u prethodnom odeljku (oko-

lina, zatvorenje, gustina, kompaktnost, neprekidnost, itd.). Topolo²ki prostor (X,O) je

metrizabilan ako postoji metrika d na X takva da je O = Od.

Teorema 1.23. Svaki metri£ki prostor je Hauzdorfov i zadovoljava prvu aksiomu prebro-

jivosti. Familija {B(x, 1
n
) : n ∈ N} je prebrojiva baza okolina ta£ke x.

Kako je u prethodnom odeljku re£eno da svaki niz u Hauzdorfovom prostoru ima

najvi²e jednu granicu, u metri£kom prostoru granica niza je, kad postoji, jedinstvena,

pa moºemo bez dvosmislenosti pisati limn→∞ xn = a. Naredno tvr�enje daje uobi£ajenu

karakterizaciju konvergencije u metri£kom prostoru, koju ¢emo koristiti umesto op²tije

de�nicije preko okolina.

Teorema 1.24. Neka je (X, d) metri£ki prostor, (xn)n ⊂ X i x ∈ X. Tada xn → x ako i

samo ako

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)
(
n ≥ n0 =⇒ d(xn, x) < ε

)
.

De�nicija 1.25. Neka je (X, d) metri£ki prostor i A ⊂ X. Skup A je ograni£en ako

postoje x ∈ X i r > 0 tako da je A ⊂ B(x, r). Ekvivalentno, ako je

diam(A) := sup
x,y∈A

d(x, y) < ∞.
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Broj diam(A) nazivamo dijametrom skupa A. Niz (xn)n ⊂ X je ograni£en ako je skup

{xn : n ∈ N} ograni£en.

Teorema 1.26. Svaki konvergentan niz u metri£kom prostoru je ograni£en.

De�nicija 1.27. Neka je (X, d) metri£ki prostor. Niz (xn)n ⊂ X je Ko²ijev ako vaºi

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀m,n ∈ N)
(
m,n ≥ n0 =⇒ d(xm, xn) < ε

)
.

Teorema 1.28. U svakom metri£kom prostoru svaki konvergentan niz je Ko²ijev niz.

Obrat ne mora da vaºi.

De�nicija 1.29 (Kompletnost). Metri£ki prostor (X, d) je kompletan ako i samo ako je

svaki Ko²ijev niz u X konvergentan.

Teorema 1.30. Neka je (X, d) kompletan metri£ki prostor i A ⊂ X zatvoren skup. Tada

je i metri£ki prostor (A, d|A×A) kompletan.

De�nicija 1.31. Neka je (X, d) metri£ki prostor. Skup A ⊂ X je totalno ograni£en ako

za svako ε > 0 postoji kona£no mnogo ta£aka x1, . . . , xn ∈ X tako da je A ⊂
⋃n

i=1B(xi, ε)

(tzv. kona£na ε-mreºa).

Teorema 1.32. Neka je (X, d) metri£ki prostor i A ⊂ X. Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

1. A je kompaktan skup;

2. Svaki niz u A ima konvergentan podniz (£ija granica ne mora da pripada A);

3. A je kompletan i A je totalno ograni£en skup.

Napomena 1.33. Ekvivalencija (2) ⇔ (3) iz Teoreme 1.32 bi¢e od su²tinske vaºnosti u

Poglavlju 4: relativna kompaktnost familije verovatnosnih mera (u topologiji slabe kon-

vergencije) karakterisa¢e se preko pojma zategnutosti familije mera, u £emu se prepoznaje

upravo ideja totalne ograni£enosti.

De�nicija 1.34. Metri£ki prostori (X, dX) i (Y, dY ) su izometri£ni, u oznaci X ∼=i Y , ako

postoji bijekcija f : X → Y (tzv. izometrija) takva da za sve x1, x2 ∈ X vaºi

dX(x1, x2) = dY (f(x1), f(x2)).

De�nicija 1.35 (Neprekidnost u metri£kom prostoru). Neka su (X, dX) i (Y, dY ) metri£ki

prostori i f : X → Y funkcija. Tada je f neprekidna u ta£ki x0 ∈ X ako i samo ako

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ X)
(
dX(x, x0) < δ =⇒ dY (f(x), f(x0)) < ε

)
.
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Napomena 1.36. De�nicija neprekidnosti preko ε�δ uslova je ekvivalentna op²toj de�niciji

neprekidnosti iz Odeljka 1.2 (De�nicija 1.13), primenjenoj na topologiju OdX , odnosno

OdY , indukovanu metrikama dX , dY . Zaista, dovoljno je u op²toj de�niciji za okoline

ta£aka x0 i f(x0) uzeti otvorene lopte B(x0, δ) i B(f(x0), ε), koje £ine bazu okolina u

metri£kom prostoru. Iz ove karakterizacije baze okolina, ε�δ uslov sledi neposredno.

De�nicija 1.37. Neka su (X, dX) i (Y, dY ) metri£ki prostori. Funkcija f : X → Y je

uniformno neprekidna ako i samo ako

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x1, x2 ∈ X)
(
dX(x1, x2) < δ =⇒ dY (f(x1), f(x2)) < ε

)
.

Teorema 1.38. Ako je (X, dX) kompaktan metri£ki prostor, (Y, dY ) metri£ki prostor i

f : X → Y neprekidna funkcija, onda je f uniformno neprekidna.

1.4 Vektorski i normirani prostori

Na redu je uvo�enje pojmova vektorskog i normiranog prostora, linearnog funkcionala

i duala prostora, koji ¢e biti neophodni u Poglavlju 3 prilikom formulisanja Riesz-ove

teoreme reprezentacije. Kako ¢e dokazi tvr�enja biti i ovde izostavljeni £italac ih moºe

prona¢i u [1].

De�nicija 1.39. Neka je K ∈ {R,C}. Neprazan skup V je vektorski prostor nad poljem

K ako su de�nisane operacije sabiranja +: V ×V → V i mnoºenja skalarom · : K×V → V

tako da je (V,+) komutativna grupa i da za sve α, β ∈ K, x, y ∈ V vaºi:

(V1) α(x+ y) = αx+ αy;

(V2) (α + β)x = αx+ βx;

(V3) (αβ)x = α(βx);

(V4) 1 · x = x.

Elemente skupa V nazivamo vektorima. Neprazan podskup W ⊂ V koji je i sam vektorski

prostor u odnosu na operacije nasle�ene iz V nazivamo potprostorom prostora V .

U ovom radu ¢e skoro uvek biti potreban slu£aj K = R, budu¢i da se posmatraju pro-

stori realnih (verovatnosnih) mera i realnih funkcija, kad god ne bude druga£ije nagla²eno,

podrazumeva se K = R.

De�nicija 1.40. Neka je V vektorski prostor nad K. Funkcija ∥ ·∥ : V → [0,∞) je norma

na V ako za sve x, y ∈ V i α ∈ K vaºi:

(N1) ∥x∥ = 0 ako i samo ako je x = 0;
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(N2) ∥αx∥ = |α| ∥x∥;

(N3) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (nejednakost trougla).

Par (V, ∥ · ∥) nazivamo normiranim prostorom.

Teorema 1.41. Neka je (V, ∥ · ∥) normiran prostor. Funkcija d : V × V → [0,∞), data

sa

d(x, y) := ∥x− y∥, x, y ∈ V,

je metrika na V (tzv. metrika indukovana normom). Svaki normiran prostor je, dakle, na

prirodan na£in i metri£ki.

De�nicija 1.42. Normiran prostor (V, ∥·∥) je Banahov prostor ako je kompletan u metrici

indukovanoj normom, tj. ako je svaki Ko²ijev niz u (V, ∥ · ∥) konvergentan.

De�nicija 1.43. Neka je (X, d) metri£ki prostor i Cb(X) skup svih ograni£enih nepre-

kidnih funkcija f : X → R. Na skupu Cb(X) de�ni²emo supremum normu

∥f∥∞ = sup
x∈X

|f(x)|, f ∈ Cb(X).

Napomena 1.44. Oznaka ∥ · ∥∞ ovde ozna£ava supremum normu na Cb(X) (i njegovim

potprostorima C0(X), Cc(X), Odeljak 3.1), de�nisanu preko supremuma po svakoj ta£ki

x ∈ X. Ovo treba razlikovati od L∞-norme, koja se de�ni²e preko mere �skoro svuda�

umesto u svakoj ta£ki.

Napomena 1.45. Prostor (Cb(X), ∥·∥∞) je Banahov prostor (kompletan normiran prostor),

i on ¢e igrati klju£nu ulogu u Poglavlju 4, jer slaba konvergencija niza mera (µn)n ka meri

µ de�nisa¢e se upravo preko konvergencije
∫
X
f dµn →

∫
X
f dµ za svako f ∈ Cb(X).

Primer 1.46. 1. (Rn, ∥ · ∥), sa Euklidskom normom, je Banahov prostor za svako

n ∈ N.

2. Ako jeX kompaktan metri£ki prostor, skup C(X) svih neprekidnih funkcija f : X →
R poklapa se sa Cb(X) (jer je svaka neprekidna funkcija na kompaktu ograni£ena),

pa je i (C(X), ∥ · ∥∞) Banahov prostor.

Napomena 1.47. U Poglavlju 3 bi¢e uveden i prostor C0(X), neprekidne funkcije koje

�i²£ezavaju u beskona£nosti�, kao i prostor Cc(X), neprekidne funkcije sa kompaktnim

nosa£em. Za sada se samo napominje da vaºi

Cc(X) ⊂ C0(X) ⊂ Cb(X),

i da je C0(X), snabdeven supremum normom, zatvoren potprostor Banahovog prostora

Cb(X), pa je i sam Banahov prostor.
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De�nicija 1.48. Neka su V i W vektorski prostori nad istim poljem K. Preslikavanje
L : V → W je linearno (ili linearni operator) ako za sve x, y ∈ V i α ∈ K vaºi

L(x+ y) = L(x) + L(y), L(αx) = αL(x).

Ako je W = K (posmatrano kao jednodimenzioni vektorski prostor nad samim sobom),

linearno preslikavanje L : V → K nazivamo linearnim funkcionalom na V .

De�nicija 1.49. Neka su (V, ∥ · ∥V ) i (W, ∥ · ∥W ) normirani prostori. Linearan operator

L : V → W je ograni£en ako postoji konstanta C ≥ 0 tako da je

∥L(x)∥W ≤ C∥x∥V za sve x ∈ V.

Najmanju takvu konstantu C nazivamo normom operatora L i obeleºavamo je sa

∥L∥ := sup
x∈V, x ̸=0

∥L(x)∥W
∥x∥V

= sup
x∈V, ∥x∥V ≤1

∥L(x)∥W .

Teorema 1.50. Neka su (V, ∥ · ∥V ) i (W, ∥ · ∥W ) normirani prostori i L : V → W linearan

operator. Tada su slede¢i uslovi ekvivalentni:

1. L je ograni£en;

2. L je neprekidan (u smislu De�nicije o neprekidnosti iz Odeljka 1.2, primenjene na

topologije indukovane normama);

3. L je neprekidan u ta£ki x0 ∈ V .

Napomena 1.51. Za razliku od op²te de�nicije neprekidnosti iz Odeljka 1.2, koja zahteva

proveru u svakoj ta£ki prostora, Teorema 1.50 pokazuje da je za linearne operatore dovolj-

no proveriti neprekidnost u samo jednoj, proizvoljno izabranoj ta£ki x0 ∈ V , ako je uslov

ispunjen u toj jednoj ta£ki, automatski vaºi svuda. U primenama je najpogodnije uzeti

ba² x0 = 0: s jedne strane, nula je uvek dostupna ta£ka (nijedan vektorski prostor nije

prazan), a s druge strane, linearnost operatora daje L(0) = 0, pa je provera neprekidnosti

u nuli formalno najjednostavnija, svodi se na uslov

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ V )
(
∥x∥V < δ =⇒ ∥L(x)∥W < ε

)
,

bez potrebe da se prati razlika x−x0 kao u op²tem slu£aju. Dakle, uslov (3) Teoreme 1.50

skoro uvek proveravamo upravo za x0 = 0, ²to je i pristup koji ¢emo koristiti u Poglavlju

3 pri proveri neprekidnosti linearnih funkcionala na C0(X).

De�nicija 1.52. Neka je (V, ∥·∥) normiran prostor. Skup svih ograni£enih (ekvivalentno,

neprekidnih) linearnih funkcionala L : V → R nazivamo dualnim prostorom (ili dualom)
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prostora V , u oznaci V ∗. Prostor V ∗, snabdeven normom operatora iz prethodne de�nicije,

je uvek Banahov prostor, bez obzira na to da li je V kompletan.

Napomena 1.53. De�nicija 1.52 je jedna od centralnih ideja funkcionalne analize koja ¢e

se koristiti u ovom radu, umesto da se mere posmatraju kao apstraktne skupovne funk-

cije, Riesz-ova teorema reprezentacije (Poglavlje 3) pokaza¢e da se (Radonove, odnosno

kona£ne Borelove) mere na X mogu poistovetiti sa neprekidnim linearnim funkcionalima

iz duala prostora C0(X), tj. sa elementima prostora
(
C0(X)

)∗.
1.5 Kompletni separabilni metri£ki prostori

U prethodna dva odeljka uvedeni su, nezavisno jedan od drugog, pojmovi kompletno-

sti i separabilnosti metri£kog prostora. U ovom, poslednjem odeljku uvodnog poglavlja,

izdvaja se klasa metri£kih prostora koji poseduju obe ove osobine istovremeno, ispituje

se kako se ta klasa pona²a u odnosu na standardne topolo²ke konstrukcije (podprostor,

prebrojiv proizvod, neprekidna slika), i navodi se strukturna teorema koja obja²njava za-

²to se ova klasa prostora smatra �najprirodnijim� okvirom za teoriju verovatno¢e. Takvi

prostori bi¢e osnovni okvir u kome ¢e se posmatrati verovatnosne mere u Poglavljima 4,

5 i 6. De�nicije i teoreme iz ovog poglavlja zasnivaju se na prethodnim poglavljima i [1].

De�nicija 1.54. Metri£ki prostor (X, d) je kompletan separabilan metri£ki prostor ako

je:

1. kompletan, tj. svaki Ko²ijev niz u X konvergira ka nekom elementu skupa X, i

2. separabilan, tj. postoji prebrojiv skup D ⊂ X takav da je D = X.

Napomena 1.55. U literaturi na engleskom jeziku za prostore iz De�nicije 1.54 £esto se

koristi i naziv poljski prostor 1 (engl. Polish space). U ovom radu koristi¢e se isklju£ivo

naziv kompletan separabilan metri£ki prostor.

Napomena 1.56. Vredi ista¢i da su kompletnost i separabilnost, iako se £esto javljaju

zajedno, dve su²tinski razli£ite osobine metri£kog prostora: separabilnost je, kao ²to smo

videli u Odeljku 1.2, topolo²ka osobina i zavisi samo od topologije Od koju metrika d

indukuje na skupu X, ne i od same metrike. Kompletnost je, nasuprot tome, metri£ka

osobina i zavisi od konkretno izabrane metrike d.

Teorema 1.57. Svaki totalno ograni£en metri£ki prostor je separabilan.
1Engl. Polish space. Naziv ne opisuje neku matemati£ku osobinu prostora, ve¢ poti£e od poljskih

matemati£ara, Sjerpinjskog (W. Sierpi«ski), Kuratovskog (K. Kuratowski) i drugih, koji su tridesetih
godina XX veka prvi sistematski prou£avali ovu klasu prostora, u kontekstu razvoja deskriptivne teorije
skupova.
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Napomena 1.58. Iz Teoreme 1.57 i karakterizacije kompaktnosti date Teoremom 1.32 sledi

da je svaki kompaktan metri£ki prostor separabilan. Dakle, kompaktan prostor je, prema

Teoremi 1.32, kompletan i totalno ograni£en, a totalna ograni£enost, prema Teoremi 1.57,

povla£i separabilnost.

Primer 1.59. Slede¢i prostori su kompletni i separabilni:

1. (Rn, ∥ · ∥), za svako n ∈ N, sa Euklidskom metrikom;

2. svaki kompaktan metri£ki prostor (kompaktnost povla£i i kompletnost i separabil-

nost, videti Napomenu 1.58);

3. svaki zatvoren podskup kompletnog separabilnog metri£kog prostora, sa restrikcijom

metrike (videti Teoremu 1.61 ispod).

Nasuprot tome, prostor (Q, | · |) je separabilan (sam skup Q je prebrojiv i gust u sebi), ali

nije kompletan.

Naredne teoreme pokazuju da je klasa kompletnih separabilnih metri£kih prostora

stabilna u odnosu na prelazak na zatvoren podprostor i na prebrojiv proizvod.

Teorema 1.60. Svaki podskup separabilnog metri£kog prostora je i sam separabilan (u

odnosu na restrikciju metrike).

Teorema 1.61. Neka je (X, d) kompletan separabilan metri£ki prostor i A ⊂ X zatvoren

skup. Tada je metri£ki prostor (A, d|A×A) tako�e kompletan i separabilan.

Napomena 1.62. Kompletnost prostora (A, d|A×A) sledi direktno iz ranije spomenutog

tvr�enja da je zatvoren podskup kompletnog metri£kog prostora sam kompletan. Separa-

bilnost sledi iz Teoreme 1.60, primenjene na skup A ⊂ X.

Teorema 1.63. Neka je (Xn, dn)n∈N prebrojiva familija kompletnih separabilnih metri£kih

prostora. Tada je proizvod X =
∏∞

n=1Xn, snabdeven metrikom

d(x, y) =
∞∑
n=1

1

2n
· dn(xn, yn)

1 + dn(xn, yn)
, x = (xn)n, y = (yn)n ∈ X,

tako�e kompletan separabilan metri£ki prostor, pri £emu se topologija indukovana metri-

kom d na X poklapa sa topologijom proizvoda na X.

Teorema 1.64. Neka su (X, dX) i (Y, dY ) metri£ki prostori, X separabilan i f : X → Y

neprekidna sirjekcija. Tada je i (Y, dY ) separabilan.

Ovo poglavlje zaklju£uje se uvo�enjem oznake za skup verovatnosnih mera, od Pogla-

vlja 4 pa nadalje on ¢e se posmatrati upravo kao kompletan separabilan metri£ki prostor.
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De�nicija 1.65. Neka je (X, d) kompletan separabilan metri£ki prostor. Sa P(X) obele-

ºavamo skup svih verovatnosnih (Borelovih) mera na X.

Napomena 1.66. Pojam (Borelove, verovatnosne) mere bi¢e formalno de�nisan u Poglavlju

2, ovde se oznaka P(X) uvodi unapred kako bi se naglasilo da je to druga£ija upotreba

oznake P od one uvedene u Odeljku 1.1, gde smo sa P(X) obeleºavali partitivni skup skupa

X. Iz konteksta ¢e uvek biti jasno na koje se od ova dva zna£enja misli. U poglavljima

koja slede posle formalnog uvo�enja pojma mere (Poglavlje 2), oznaka P(X) odnosi¢e se

isklju£ivo na skup verovatnosnih mera na X, a do tada dovoljno je intuitivno razumevanje

verovatnosne mere kao raspodele � jedini£ne mase� po prostoru X.

Pretpostavka da je osnovni prostor X kompletan i separabilan metri£ki prostor je stan-

dardna i najop²tija pretpostavka pod kojom se u literaturi formuli²u i dokazuju centralni

rezultati ovog rada. Kompletnost obezbe�uje da granice Ko²ijevih nizova, a time, kako

¢e biti prikazano, i granice slabo konvergentnih nizova mera, zaista postoje unutar po-

smatranog prostora. Separabilnost, s druge strane, obezbe�uje da se svaka verovatnosna

mera na X moºe aproksimirati merama sa kona£nim (ili prebrojivim) nosa£em, na pri-

mer kona£nim konveksnim kombinacijama Dirakovih mera δx, x ∈ X, ²to je klju£no kako

za dokaz Prohorovljeve teoreme (Poglavlje 4), tako i za dokaz da je prostor (P(X),Wp),

snabdeven Wasserstein-ovom metrikom, sam kompletan i separabilan (Poglavlje 5). Uko-

liko druga£ije ne bude nagla²eno, u ostatku rada ¢e se pretpostavka da je X kompletan

separabilan metri£ki prostor podrazumevati bez posebnog isticanja.
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Glava 2

Osnovi teorije mere

Cilj ovog poglavlja je uvo�enje pojma mere, klase skupova na kojima se mere po-

smatraju (σ-algebre, kao i pomo¢ne strukture π- i λ-sistemi), pitanje aproksimacije mera

otvorenim i kompaktnim skupovima (regularnost), merljive funkcije, kao i integral i kla-

si£ne grani£ne teoreme (Fatuova lema, teorema o monotonoj i teorema o dominantnoj

konvergenciji). Sve to je neophodno za sva naredna poglavlja, jer u Poglavlju 3 mere ¢e

se poistovetiti sa neprekidnim linearnim funkcionalima na prostoru C0(X) (Riesz-ova te-

orema reprezentacije), u Poglavlju 4 bi¢e de�nisana slaba konvergencija niza mera upravo

preko konvergencije integrala
∫
X
f dµn →

∫
X
f dµ, a u Poglavlju 5 ¢e pojam verovatno-

sne mere i njenih momenata (integrala funkcije d(x, x0)
p) biti polazna ta£ka za de�niciju

Wasserstein-ove metrike.

Izlaganje u ovom poglavlju prati pristup teoriji mere kakav je izloºen u [2]. Vaºno je

napomenuti da se, u ve¢ini slu£ajeva, preslikavanje µ naziva �spolja²nja mera�, dok se

naziv �mera� koristi za restrikciju µ na kolekciju µ-merljivih podskupova od X, a vide¢e

se i prednosti u tome da je mogu¢e �meriti� i skupove koji nisu merljivi.

2.1 Mere i njihova osnovna svojstva

De�nicija 2.1. Neka je X ̸= ∅ skup i P(X) njegov partitivni skup. Preslikavanje

µ : P(X) → [0,∞]

nazivamo merom na X ako vaºi:

(m1) µ(∅) = 0;

(m2) ako je A ⊂
⋃∞

k=1 Ak, onda je

µ(A) ≤
∞∑
k=1

µ(Ak)
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(prebrojiva subaditivnost).

De�nicija 2.2. Neka je µ mera na X i C ⊂ X. Restrikcija mere µ na C, u oznaci µ ↾ C,

je mera de�nisana sa

(µ ↾ C)(A) := µ(A ∩ C), A ⊂ X.

Slede¢i pojam je vaºan za £itavu teoriju, on izdvaja klasu skupova na kojima se mera

µ pona²a �dobro�, u smislu da aditivno deli svaki skup B ⊂ X.

De�nicija 2.3. Neka je µ mera na X. Skup A ⊂ X je µ-merljiv ako za svaki skup B ⊂ X

vaºi

µ(B) = µ(B ∩ A) + µ(B \ A).

Napomena 2.4. Kako je µ subaditivna, nejednakost µ(B) ≤ µ(B ∩ A) + µ(B \ A) vaºi

automatski za svaki skup A. Sadrºaj De�nicije 2.3 je u obrnutoj nejednakosti µ(B) ≥
µ(B ∩ A) + µ(B \ A).

Teorema 2.5 (Elementarna svojstva mera). Neka je µ mera na X. Tada vaºi:

1. ako je A ⊆ B ⊆ X, onda je µ(A) ≤ µ(B) (monotonost);

2. skup A je µ-merljiv ako i samo ako je X \ A µ-merljiv;

3. ∅ i X su µ-merljivi skupovi. Op²tije, ako je µ(A) = 0, onda je A µ-merljiv;

4. ako je C ⊂ X proizvoljan, onda je svaki µ-merljiv skup i (µ ↾ C)-merljiv.

Dokaz. Korak 1: Tvr�enje (1) sledi neposredno iz de�nicije. Da bismo pokazali (2), pret-

postavimo da je A µ-merljiv i B ⊂ X. Tada

µ(B) = µ(B ∩ A) + µ(B \ A) = µ
(
B \ (X \ A)

)
+ µ

(
B ∩ (X \ A)

)
,

dakle X \ A je µ-merljiv.

Korak 2: Pretpostavimo sada da je µ(A) = 0, B ⊂ X. Tada je µ(B ∩ A) = 0, pa je

stoga

µ(B) ≥ µ(B \ A) = µ(B ∩ A) + µ(B \ A).

Suprotna nejednakost sledi direktno iz subaditivnosti.

Korak 3: Neka je A µ-merljiv, C ⊂ X. Tada za svako B ⊂ X

(µ ↾ C)(B) = µ(B ∩ C)

= µ
(
(B ∩ C) ∩ A

)
+ µ

(
(B ∩ C) \ A

)
= µ

(
(B ∩ A) ∩ C

)
+ µ

(
(B \ A) ∩ C

)
= (µ ↾ C)(B ∩ A) + (µ ↾ C)(B \ A).

Dakle A je (µ ↾ C)-merljiv. □
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Primer 2.6. Neka je X proizvoljan neprazan skup i x0 ∈ X �ksirana ta£ka. Preslikavanje

δx0 : P(X) → [0,∞] de�nisano sa

δx0(A) =

1, x0 ∈ A,

0, x0 /∈ A,

je mera na X (lako se proverava da vaºe (m1) i (m2)), koju nazivamo Dirakovom merom

skoncentrisanom u ta£ki x0. Svaki podskup od X je δx0-merljiv.

De�nicija 2.7. Neka je µ mera na X i ν mera na Y . De�ni²emo meru µ×ν : P(X×Y ) →
[0,∞] sa

(µ× ν)(S) := inf
{ ∞∑

i=1

µ(Ai)ν(Bi)
}
,

gde se in�mum uzima po svim kolekcijama µ-merljivih skupova Ai ⊂ X i ν-merljivih

skupova Bi ⊂ Y (i = 1, 2, . . . ) takvim da je S ⊂
⋃∞

i=1(Ai × Bi). Meru µ × ν nazivamo

proizvodom mera µ i ν.

2.2 Sistemi skupova

Mera µ iz De�nicije 2.1 je de�nisana na £itavom P(X). U ovom odeljku formalno se

uvodi pojam σ-algebre, kako bi bilo mogu¢e precizno opisati njen �pravi� domen: klasu

µ-merljivih skupova, za koju ¢e se odmah pokazati (Teorema 2.11) da £ini upravo ovakvu

strukturu, na kojoj je µ zaista prebrojivo aditivna. Uvode se i pojmovi π- i λ-sistema,

koji ¢e posluºiti, kako u ovom, tako i u narednim poglavljima.

De�nicija 2.8. Kolekcija A ⊂ P(X) je σ-algebra na X ako:

(a1) ∅, X ∈ A;

(a2) A ∈ A =⇒ X \ A ∈ A;

(a3) A1, A2, · · · ∈ A =⇒
⋃∞

k=1Ak ∈ A.

Par (X,A) nazivamo merljivim prostorom, a elemente A merljivim skupovima.

Napomena 2.9. Iz De Morganovih zakona,
⋂∞

k=1Ak = X \
⋃∞

k=1(X \ Ak), sledi da (a3)

zajedno sa (a2) povla£i i zatvorenost A u odnosu na prebrojive preseke.

Naredna teorema pokazuje da je klasa µ-merljivih skupova zatvorena za prebrojive

unije i preseke proizvoljnih (ne nuºno disjunktnih) nizova, da je mera µ na disjunktnim

µ-merljivim skupovima prebrojivo aditivna, i kako se µ pona²a pri grani£nom prelazu na

rastu¢e, odnosno opadaju¢e nizove µ-merljivih skupova.

Teorema 2.10. Neka je µ mera na X i neka su A1, A2, · · · ⊂ X µ-merljivi skupovi. Tada:
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1. skupovi
⋃∞

k=1Ak i
⋂∞

k=1Ak su µ-merljivi;

2. ako su, dodatno, skupovi Ak me�usobno disjunktni, onda je

µ
( ∞⋃

k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

µ(Ak);

3. ako je A1 ⊂ A2 ⊂ . . . , onda je lim
k→∞

µ(Ak) = µ
( ∞⋃

k=1

Ak

)
;

4. ako je A1 ⊃ A2 ⊃ . . . i µ(A1) < ∞, onda je lim
k→∞

µ(Ak) = µ
( ∞⋂

k=1

Ak

)
.

Dokaz. Korak 1: Kako subaditivnost daje µ(B) ≤ µ(B ∩A) +µ(B \A) za sve A,B ⊂ X,

dovoljno je pokazati suprotnu nejednakost da bismo dokazali da je skup A µ-merljiv.

Za svaki skup B ⊂ X,

µ(B) = µ(B ∩ A1) + µ(B \ A1)

= µ(B ∩ A1) + µ
(
(B \ A1) ∩ A2

)
+ µ

(
(B \ A1) \ A2

)
≥ µ

(
B ∩ (A1 ∪ A2)

)
+ µ

(
B \ (A1 ∪ A2)

)
,

pa je A1 ∪ A2 µ-merljiv. Indukcijom, unija kona£no mnogo µ-merljivih skupova je µ-

merljiva.

Korak 2: Kako je

X \ (A1 ∩ A2) = (X \ A1) ∪ (X \ A2),

presek dva, pa i kona£no mnogo, µ-merljivih skupova je µ-merljiv.

Korak 3: Pretpostavimo sada da su skupovi (Ak)
∞
k=1 disjunktni, i stavimo

Bj :=

j⋃
k=1

Ak (j = 1, 2, . . . ).

Tada

µ(Bj+1) = µ(Bj+1 ∩ Aj+1) + µ(Bj+1 \ Aj+1) = µ(Aj+1) + µ(Bj) (j = 1, . . . ),

odakle

µ
( j⋃

k=1

Ak

)
=

j∑
k=1

µ(Ak) (j = 1, . . . ).

Odavde sledi da je
∞∑
k=1

µ(Ak) ≤ µ
( ∞⋃

k=1

Ak

)
,
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iz £ega sledi tvr�enje (2).

Korak 4: Da bismo dokazali (3), primetimo, na osnovu (2), da je

lim
k→∞

µ(Ak) = µ(A1) +
∞∑
k=1

µ(Ak+1 \ Ak) = µ
( ∞⋃

k=1

Ak

)
.

Tvr�enje (4) sledi iz (3), jer je

µ(A1)− lim
k→∞

µ(Ak) = lim
k→∞

µ(A1 \ Ak) = µ
( ∞⋃

k=1

(A1 \ Ak)
)
≥ µ(A1)− µ

( ∞⋂
k=1

Ak

)
.

Korak 5: Podsetimo se da je, ako je B proizvoljan podskup od X, svaki µ-merljiv skup

i (µ ↾ B)-merljiv. Kako je Bj :=
⋃j

k=1 Ak µ-merljiv po Koraku 1, za svako B ⊂ X sa

µ(B) < ∞ imamo

µ
(
B ∩

∞⋃
k=1

Ak

)
+ µ

(
B \

∞⋃
k=1

Ak

)
= (µ ↾ B)

( ∞⋃
k=1

Bk

)
+ (µ ↾ B)

( ∞⋂
k=1

(X \Bk)
)

= lim
k→∞

(µ ↾ B)(Bk) + lim
k→∞

(µ ↾ B)(X \Bk)

= µ(B).

Dakle
⋃∞

k=1 Ak je µ-merljiv, kao i
⋂∞

k=1 Ak, jer je

X \
∞⋂
k=1

Ak =
∞⋃
k=1

(X \ Ak).

Ovim je dokazano (1). □

Teorema 2.11. Ako je µ mera na nepraznom skupu X, onda kolekcija M svih µ-merljivih

podskupova od X £ini σ-algebru na X.

Dokaz. Ovo neposredno sledi iz Teoreme 2.5 i Teoreme 2.10. □

Kako je presek proizvoljne kolekcije σ-algebri na X ponovo σ-algebra na X, ima smisla

slede¢a de�nicija.

De�nicija 2.12. Neka je C ⊂ P(X) neprazna kolekcija podskupova od X. σ-algebra

generisana kolekcijom C, u oznaci σ(C), je najmanja σ-algebra koja sadrºi C (tj. presek

svih σ-algebri koje sadrºe C).

De�nicija 2.13. Neka je (X,O) topolo²ki prostor. Borelova σ-algebra prostora X, u

oznaci B(X), je σ-algebra generisana kolekcijom svih otvorenih podskupova od X, tj.

B(X) := σ(O). Elemente B(X) nazivamo Borelovim skupovima. Meru µ na X nazivamo

Borelovom ako je svaki Borelov skup µ-merljiv.
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Napomena 2.14. Kako je svaki zatvoren skup komplement otvorenog, i kako je B(X)

zatvorena u odnosu na komplemente, svaki zatvoren skup je Borelov. Isto tako, kako

je B(X) zatvorena u odnosu na prebrojive unije i preseke, svaki Fσ (prebrojiva unija

zatvorenih) i svaki Gδ skup (prebrojiv presek otvorenih skupova) je tako�e Borelov.

De�nicija 2.15 (Verovatnosna mera). Neka je (X,B(X)) merljiv prostor u smislu De�-

nicije 2.13. Borelovu meru µ na X (De�nicija 2.13) nazivamo verovatnosnom merom ako

je

µ(X) = 1.

Za direktnu proveru da je neka kolekcija skupova σ-algebra ponekad je zgodnije prove-

riti da je ona istovremeno π-sistem (zatvorena za kona£ne preseke) i λ-sistem (zatvorena

za neke speci�£ne operacije), jer su ovi uslovi slabiji i lak²i za proveru.

De�nicija 2.16. Neprazna kolekcija P ⊂ P(X) je π-sistem ako A,B ∈ P =⇒ A∩B ∈
P .

De�nicija 2.17. Kolekcija L ⊂ P(X) je λ-sistem ako:

(l1) X ∈ L;

(l2) A,B ∈ L i B ⊆ A =⇒ A \B ∈ L;

(l3) ako je A1 ⊆ A2 ⊆ . . . , ⊆ Ak ∈ L, onda je
⋃∞

k=1 Ak ∈ L.

Teorema 2.18 (π�λ teorema). Ako je P π-sistem, L λ-sistem, i P ⊆ L, onda je σ(P) ⊆
L.

Dokaz. Korak 1: De�ni²imo

S :=
⋂

L′⊃P

L′,

presek svih λ-sistema L′ koji sadrºe P (ovaj presek je neprazna kolekcija λ-sistema, jer je

npr. L jedan takav). O£igledno je P ⊂ S ⊂ L, i lako se proverava da je S sam λ-sistem.

Korak 2 (Tvrdnja 1: S je π-sistem): Izaberimo proizvoljne A,B ∈ S. Treba pokazati

A ∩B ∈ S. De�ni²imo

A := {C ⊂ X : A ∩ C ∈ S}.

Kako je S λ-sistem, sledi da je i A λ-sistem. Dakle S ⊂ A. Kako je B ∈ S, odavde sledi
A ∩B ∈ S.

Korak 3 (Tvrdnja 2: S je σ-algebra): Ovo sledi otud ²to je S istovremeno λ-sistem i π-

sistem. Kako X ∈ S (uslov (l1)), sledi ∅ = X \X ∈ S (uslov (l2)). Iz A ∈ S direktno sledi

X \A ∈ S (opet (l2), primenjeno na A ⊂ X). Kako je S zatvorena i za komplemente i za

kona£ne preseke (Korak 2 ), zatvorena je i za kona£ne unije. Dakle, ako su A1, A2, · · · ∈ S,
onda je Bn :=

⋃n
k=1Ak ∈ S za svako n. Kako je (Bn)n rastu¢i niz iz S, a S je λ-sistem,

uslov (l3) daje
⋃∞

k=1Ak =
⋃∞

n=1 Bn ∈ S. Dakle S je σ-algebra.
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Korak 4: Kako je S ⊃ P σ-algebra, sledi

σ(P) ⊂ S ⊂ L. □

Napomena 2.19. π�λ teorema je izuzetno koristan tehni£ki alat ba² zato ²to se, za razliku

od σ-algebre, zatvorenost neke konkretne kolekcije skupova u odnosu na uslove π- ili λ-

sistema £esto proverava skoro trivijalno. Tipi£na primena ilustruje se slede¢om teoremom,

koja pokazuje da su dve kona£ne Borelove mere na X jednake £im se poklapaju na jednom

π-sistemu koji generi²e B(X). Ovaj tip argumenta koristi¢e se ponovo u Poglavlju 4 pri

diskusiji jedinstvenosti granice slabo konvergentnog niza mera.

Teorema 2.20. Neka su µ i ν dve kona£ne Borelove mere na metri£kom prostoru X i

neka je P π-sistem takav da je σ(P) = B(X) i µ(X) = ν(X) < ∞. Ako je µ(P ) = ν(P )

za sve P ∈ P, onda je µ(B) = ν(B) za sve B ∈ B(X).

Dokaz. Primenjujemo π�λ teoremu sa

L := {B ⊂ X : B Borelov, µ(B) = ν(B)}.

Tada je P ⊂ L (po pretpostavci), P je, po pretpostavci, π-sistem, a proveravamo da je L
λ-sistem: X ∈ L, jer je µ(X) = ν(X) < ∞ po pretpostavci. Ako B ⊂ A, A,B ∈ L, onda
iz kona£ne aditivnosti i kona£nosti mera sledi µ(A \B) = µ(A)− µ(B) = ν(A)− ν(B) =

ν(A \ B), dakle A \ B ∈ L. Ako je A1 ⊂ A2 ⊂ . . . niz iz L, onda po Teoremi 2.10(3),

primenjenoj na µ i na ν,

µ
( ∞⋃

k=1

Ak

)
= lim

k→∞
µ(Ak) = lim

k→∞
ν(Ak) = ν

( ∞⋃
k=1

Ak

)
,

pa
⋃∞

k=1Ak ∈ L. Prema tome, π�λ teorema daje σ(P) ⊂ L. Ali σ(P) = B(X), po

pretpostavci. □

2.3 Regularnost mera i aproksimacija otvorenim i kom-

paktnim skupovima

Ovaj odeljak rezervisan je za uvo�enje pojma regularne mere, kojim se formalizuje

ideja da se mera proizvoljnog skupa moºe dobro aproksimirati merom nekog otvorenog

nadskupa, odnosno nekog kompaktnog podskupa.

De�nicija 2.21. 1. Mera µ na X je regularna ako za svaki skup A ⊆ X postoji µ-

merljiv skup B takav da je A ⊆ B i µ(A) = µ(B).
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2. Ako je X topolo²ki prostor, Borelova mera µ na X je Borel-regularna ako za svaki

A ⊆ X postoji Borelov skup B takav da je A ⊆ B i µ(A) = µ(B).

3. Radonova mera na X je Borel-regularna mera µ takva da je µ(K) < ∞ za svaki

kompaktan skup K ⊂ X.

Teorema 2.22 (Rastu¢i skupovi). Neka je µ regularna mera na X i A1 ⊆ A2 ⊆ . . . (ne

nuºno merljivi skupovi). Tada

lim
k→∞

µ(Ak) = µ
( ∞⋃

k=1

Ak

)
.

Dokaz. Kako je µ regularna, postoje µ-merljivi skupovi (Ck)
∞
k=1, sa Ak ⊂ Ck i µ(Ak) =

µ(Ck) za svako k. Stavimo Bk :=
⋂

j≥k Cj. Tada je Ak ⊂ Bk, svaki Bk je µ-merljiv, i

µ(Ak) = µ(Bk). Prema tome,

lim
k→∞

µ(Ak) = lim
k→∞

µ(Bk) = µ
( ∞⋃

k=1

Bk

)
≥ µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
.

Ali Ak ⊂
⋃∞

j=1 Aj, pa je i

lim
k→∞

µ(Ak) ≤ µ
( ∞⋃

j=1

Aj

)
.

□

Naredna teorema pokazuje da se, ako je µ Radonova mera na Rn (ili, op²tije, na

lokalno kompaktnom separabilnom metri£kom prostoru), mera proizvoljnog skupa moºe

aproksimirati merom otvorenog nadskupa, a mera merljivog skupa merom kompaktnog

podskupa. Dokaz je tehni£ki zahtevan pa ovde ne¢e biti naveden. Zainteresovani £italac

ga moºe na¢i u [2, Teorema 1.8].

Teorema 2.23 (Aproksimacija otvorenim i kompaktnim skupovima). Neka je µ Rado-

nova mera na Rn. Tada:

1. za svaki skup A ⊂ Rn vaºi

µ(A) = inf{µ(U) : A ⊂ U, U otvoren};

2. za svaki µ-merljiv skup A ⊂ Rn vaºi

µ(A) = sup{µ(K) : K ⊂ A, K kompaktan}.

Iako je Teorema 2.23 formulisana za Rn, analogno vaºi i na op²tijim prostorima.
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Teorema 2.24 (Regularnost kona£nih Borelovih mera na metri£kom prostoru). Svaka

kona£na Borelova mera µ na metri£kom prostoru (X, d) je regularna u slede¢em (ja£em)

smislu: za svaki Borelov skup B ⊂ X i svako ε > 0 postoje zatvoren skup F i otvoren skup

U takvi da je

F ⊂ B ⊂ U, µ(U \ F ) < ε.

Ideja dokaza. Posmatra se kolekcija L svih Borelovih skupova koji dopu²taju ovakvu

aproksimaciju. Pokazuje se da je L σ-algebra (zatvorena za komplemente i prebrojive

unije, preko ε/2n argumenta) koja sadrºi sve zatvorene skupove (za zatvoren F , skupovi

Uk := {x : d(x, F ) < 1/k} opadaju ka F , pa vaºi µ(Uk) → µ(F )), odakle sledi L = B(X).

Potpun dokaz videti u [1, Propozicija E.16]. □

Napomena 2.25. Teorema 2.24 pokazuje da su sve kona£ne (pa i sve verovatnosne) Borelo-

ve mere na metri£kom prostoru automatski regularne u ovom smislu. Pretpostavka lokalne

kompaktnosti prostora X, koja je bila neophodna u Teoremi 2.23, ovde se ne zahteva. Ovo

je razlog za²to ¢e u Poglavljima 4 i 5 mo¢i da se radi sa proizvoljnim kompletnim separa-

bilnim metri£kim prostorom X (De�nicija 1.54), a ne samo sa Rn.

Za kraj ovog odeljka, navodi se jedan prakti£an kriterijum (bez dokaza, videti [2,

Teorema 1.9]) koji nam omogu¢ava da proverimo da je neka mera na Rn Borelova, bez

direktnog ispitivanja µ-merljivosti svakog Borelovog skupa.

Teorema 2.26 (Caratheodory-jev kriterijum). Neka je µ mera na Rn. Ako za sve skupove

A,B ⊆ Rn takve da je dist(A,B) > 0 vaºi

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B),

onda je µ Borelova mera.

2.4 Merljive funkcije

Sada se pro²iruje pojam merljivosti sa skupova na funkcije, umesto inverznih slika

otvorenih skupova koji moraju biti otvoreni, ovde traºimo da inverzne slike otvorenih

skupova budu µ-merljive.

De�nicija 2.27. Neka je µ mera na X i Y topolo²ki prostor.

1. Funkcija f : X → Y je µ-merljiva ako je f−1(U) µ-merljiv skup za svaki otvoren

U ⊂ Y .

2. Funkcija f : X → Y je Borel merljiva ako je f−1(U) Borelov skup za svaki otvoren

U ⊂ Y .
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Primer 2.28. Ako je X topolo²ki prostor i f : X → Y neprekidna funkcija, onda je f

Borel merljiva. Zaista, za otvoren U ⊂ Y skup f−1(U) je otvoren po neprekidnosti, dakle

Borelov. Ova £injenica je vaºna jer ¢e se u Poglavlju 4 integraliti funkcije f ∈ Cb(X) po

merama iz P(X), a gornji primer garantuje da su svi ti integrali dobro de�nisani.

Teorema 2.29 (Inverzne slike). Neka je µ mera na X i Y topolo²ki prostor. Tada:

1. ako je f : X → Y µ-merljiva, onda je f−1(B) µ-merljiv za svaki Borelov skup B ⊆
Y ;

2. funkcija f : X → R je µ-merljiva ako i samo ako je skup f−1([−∞, a)) µ-merljiv za

svako a ∈ R;

3. ako su f : X → Rn i g : X → Rm µ-merljive, onda je i (f, g) : X → Rn+m µ-merljiva.

Dokaz. Korak 1: Proveravamo da je

Af := {A ⊂ Y : f−1(A) je µ-merljiv}

σ-algebra koja sadrºi otvorene skupove. Po pretpostavci merljivosti f , Af zaista sadrºi

sve otvorene podskupove od Y . Kako je B(Y ), po De�niciji 2.13, najmanja σ-algebra koja

sadrºi otvorene skupove, sledi B(Y ) ⊂ Af , tj. f−1(B) je µ-merljiv za svaki Borelov B.

Korak 2: Sli£no, kolekcija

A := {A ⊂ [−∞,∞] : f−1(A) je µ-merljiv}

je σ-algebra bez obzira na merljivost f . Smer (⇒) sledi direktno iz Koraka 1. Za smer

(⇐): ako A sadrºi sve skupove [−∞, a), onda, kako je σ-algebra, sadrºi i sve njihove

komplemente i prebrojive preseke, dakle i sve intervale oblika (a, b) i (a,∞] (koji se iz

[−∞, a) dobijaju upravo tim operacijama). Kako je svaki otvoren podskup od R prebrojiva

unija ovakvih intervala, A sadrºi sve otvorene skupove, pa je f merljiva po De�niciji

2.27(1).

Korak 3: Neka je h := (f, g). Tada je

Ah := {A ⊂ Rn+m : h−1(A) je µ-merljiv}

σ-algebra koja sadrºi sve otvorene skupove oblika U×V , gde su U ⊂ Rn, V ⊂ Rm otvoreni

(jer je h−1(U × V ) = f−1(U) ∩ g−1(V ), presek dva µ-merljiva skupa, dakle µ-merljiv, po

Koraku 2 dokaza Teoreme 2.10). Kako je svaki otvoren podskup od Rn+m prebrojiva unija

ovakvih �kutija�, Ah sadrºi sve otvorene skupove, pa je h µ-merljiva. □

Napomena 2.30. Tvr�enje (3) Teoreme 2.29 bi¢e posebno korisno. Da bi se proverilo da

je preslikavanje (x, y) 7→ d(x, y) merljivo na proizvodu X×X (²to je potrebno kad god se
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integrali rastojanje po nekoj meri na X×X, na primer u de�niciji Wasserstein-ove metrike

u Poglavlju 5), dovoljno je znati da su koordinatne projekcije merljive (²to sledi iz njihove

neprekidnosti) i primeniti (3), zajedno sa £injenicom da je funkcija d neprekidna, pa i

Borel merljiva, na X ×X.

2.5 Integral i grani£ne teoreme

Poslednji odeljak poglavlja o teoriji mere de�ni²e integral µ-merljive funkcije i navodi

tri klasi£ne grani£ne teoreme: Fatuova lema, teorema o monotonoj konvergenciji i teorema

o dominantnoj konvergenciji. Ove teoreme, kako isti£u i sami Evans i Gariepy u naslovu

odgovaraju¢eg odeljka svoje knjige [2], spadaju me�u najvaºnija tvr�enja £itave analize.

Ovde ¢e se koristiti prvenstveno u Poglavlju 4, gde je sama de�nicija slabe konvergencije

mera izraºena preko konvergencije integrala
∫
X
f dµk →

∫
X
f dµ, kao i u Poglavlju 5,

prilikom de�nisanja Wasserstein-ove metrike preko
∫
X×X

d(x, y)p dγ(x, y).

De�nicija 2.31. Neka je µ mera na X. Nenegativna prosta funkcija je funkcija oblika

g =
m∑
j=1

aj IAj
,

gde su aj ≥ 0, a A1, . . . , Am ⊂ X me�usobno disjunktni µ-merljivi skupovi. Za takvu

funkciju de�ni²emo integral ∫
X

g dµ :=
m∑
j=1

aj µ(Aj).

De�nicija 2.32. Neka je f : X → [0,∞] µ-merljiva funkcija. De�ni²emo∫
X

f dµ := sup
{∫

X

g dµ : g nenegativna prosta funkcija, g ≤ f
}
.

Ako je f : X → [−∞,∞] µ-merljiva, pi²emo f = f+ − f−, gde su f+ := max{f, 0} i

f− := max{−f, 0} nenegativne merljive funkcije, i kaºemo da je f µ-integrabilna ako bar

jedan od integrala
∫
X
f+ dµ,

∫
X
f− dµ nije +∞, u kom slu£aju stavljamo∫

X

f dµ :=

∫
X

f+ dµ−
∫
X

f− dµ.

Funkciju f nazivamo µ-sumabilnom ako je µ-integrabilna i
∫
X
|f | dµ < ∞, a skup svih

µ-sumabilnih funkcija obeleºavamo sa L1(X,µ).

Napomena 2.33. Vaºno je napomenuti (prate¢i [2]) da se pojam �integrabilnosti� razlikuje

od uobi£ajenog: ovde je funkcija integrabilna £im ima integral, makar taj integral bio +∞
ili −∞. Tek �sumabilnost� zahteva kona£nost integrala apsolutne vrednosti. Za funkciju
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f ∈ L1(X,µ), integral
∫
X
f dµ je, po De�niciji 2.32, kona£an. Sli£no, za svaku Borelovu

funkciju φ : X → R koja je ograni£ena i neprekidna, izraz
∫
X
φdµ (koji ¢e se koristiti u

de�niciji slabe konvergencije, Poglavlje 4) uvek ima smisla, jer je φ ograni£ena, a µ (kad

je verovatnosna) kona£na mera.

Iz same De�nicije 2.32 lako se izvode standardna svojstva integrala: linearnost (za ne-

negativne skalare, i, na L1(X,µ), za sve realne skalare) i monotonost (f ≤ g svuda povla£i∫
f dµ ≤

∫
g dµ). Ova svojstva se podrazumevaju u nastavku bez posebnog dokazivanja.

De�nicija 2.34 (σ-kona£nost). 1. Skup A ⊂ X je σ-kona£an u odnosu na µ ako se

moºe predstaviti kao prebrojiva unija µ-merljivih skupova kona£ne mere, tj. A =⋃∞
k=1 Bk, sa Bk µ-merljivim i µ(Bk) < ∞ za svako k.

2. Funkcija f : X → R je σ-kona£na u odnosu na µ ako je µ-merljiva i ako je skup

{x ∈ X : f(x) ̸= 0} σ-kona£an u odnosu na µ, u smislu ta£ke (1).

Teorema 2.35 (Fubinijeva teorema). Neka je µ mera na X i ν mera na Y . Tada:

1. µ× ν je regularna mera na X × Y , £ak i kada µ i ν nisu regularne;

2. ako je A ⊂ X µ-merljiv i B ⊂ Y ν-merljiv, onda je A × B (µ × ν)-merljiv i

(µ× ν)(A×B) = µ(A)ν(B);

3. ako je f (µ×ν)-integrabilna i σ-kona£na u odnosu na µ×ν (posebno, ako je (µ×ν)-

sumabilna), onda je preslikavanje

y 7→
∫
X

f(x, y) dµ(x)

ν-integrabilno, preslikavanje x 7→
∫
Y
f(x, y) dν(y) je µ-integrabilno, i∫

X×Y

f d(µ× ν) =

∫
Y

(∫
X

f(x, y) dµ(x)
)
dν(y) =

∫
X

(∫
Y

f(x, y) dν(y)
)
dµ(x).

Naredna tri tvr�enja predstavljaju grani£ne teoreme za Lebegov integral. Svako slede¢e

tvr�enje se izvodi iz prethodnog.

Teorema 2.36 (Fatuova lema). Neka su fk : X → [0,∞], k = 1, 2, . . . , µ-merljive funk-

cije. Tada ∫
X

lim inf
k→∞

fk dµ ≤ lim inf
k→∞

∫
X

fk dµ.

Dokaz. Neka je g :=
∑∞

j=1 aj IAj
nenegativna prosta funkcija, manja ili jednaka lim infk→∞ fk.

Pretpostavimo da su µ-merljivi skupovi {Aj}∞j=1 disjunktni i aj > 0 za j = 1, . . . .

Fiksirajmo 0 < t < 1. Tada

Aj =
∞⋃
k=1

Bj,k,
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gde je

Bj,k := Aj ∩ {x : fl(x) > t aj za sve l ≥ k}.

Primetimo da je

Aj ⊃ Bj,k+1 ⊃ Bj,k (k = 1, . . . ).

Prema tome,∫
X

fk dµ ≥
∞∑
j=1

∫
Aj

fk dµ ≥
∞∑
j=1

∫
Bj,k

fk dµ ≥ t

∞∑
j=1

aj µ(Bj,k)

i stoga

lim inf
k→∞

∫
X

fk dµ ≥ t
∞∑
j=1

aj µ(Aj) = t

∫
X

g dµ.

Ova nejednakost vaºi za svako 0 < t < 1 i za svaku prostu funkciju g manju ili jednaku

lim infk→∞ fk. Prema tome,

lim inf
k→∞

∫
X

fk dµ ≥
∫
X

lim inf
k→∞

fk dµ. □

Teorema 2.37 (Teorema o monotonoj konvergenciji). Neka su fk : X → [0,∞], k =

1, 2, . . . , µ-merljive funkcije, takve da je

0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · · ≤ fk ≤ fk+1 ≤ · · · .

Tada

lim
k→∞

∫
X

fk dµ =

∫
X

lim
k→∞

fk dµ.

Dokaz. Jasno je da ∫
X

fj dµ ≤
∫
X

lim
k→∞

fk dµ (j = 1, . . . ),

pa je stoga

lim
k→∞

∫
X

fk dµ ≤
∫
X

lim
k→∞

fk dµ.

Suprotna nejednakost sledi iz Fatuove leme. □

Teorema 2.38 (Teorema o dominantnoj konvergenciji). Neka je g ≥ 0 µ-sumabilna

funkcija, i neka su f, f1, f2, . . . : X → [−∞,∞] µ-merljive funkcije takve da:

� fk → f µ-skoro svuda kad k → ∞;

� |fk| ≤ g za sve k.

Tada je f µ-sumabilna, i

lim
k→∞

∫
X

|fk − f | dµ = 0, pa i lim
k→∞

∫
X

fk dµ =

∫
X

f dµ.
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Dokaz. Po Fatuovoj lemi,∫
X

2g dµ =

∫
X

lim inf
k→∞

(2g − |f − fk|) dµ ≤ lim inf
k→∞

∫
X

(2g − |f − fk|) dµ,

odakle

lim sup
k→∞

∫
X

|f − fk| dµ ≤ 0.

□

Ovde se zavr²ava poglavlje o osnovama teorije mere koje ¢e biti od zna£aja u nastavku

rada. U Poglavlju 3 pojam (Radonove) mere poveza¢e se sa pojmom neprekidnih linearnih

funkcionala na prostoru C0(X). Ovo povezivanje koje se de²ava u Riesz-ovoj teoremi

reprezentacije je upravo ono ²to omogu¢ava se da na skupu P(X) uvede topologija, za

koju ¢e se pokazati u Poglavlju 4 da se poklapa sa topologijom slabe konvergencije mera.
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Glava 3

Riesz-ova teorema reprezentacije i

topologija na prostorima mera

Cilj ovog poglavlja je povezivanje osnova teorije mere, izloºenih u Poglavlju 2, sa

pojmovima funkcionalne analize uvedenim u Odeljcima 1.2�1.4 (topologija, normirani

prostori, dual prostora). Centralni rezultat je Rieszova teorema reprezentacije, koja (na

kompaktnom metri£kom prostoru X) povezuje dual
(
C(X)

)∗ prostora neprekidnih funkci-

ja sa prostorom kona£nih predzna£enih Borelovih mera na X. Ovo povezivanje omogu¢ava

da na prostoru mera P(X) uvedemo topologiju nasle�enu iz duala, onu koja ¢e se, u Po-

glavlju 4, pokazati kao topologija slabe konvergencije mera.

Izlaganje u prva tri odeljka prati, uz prilago�avanje oznaka, pristup dat u [3], [1] i [2],

dok se u £etvrtom odeljku oslanja na [4] i [5].

3.1 Prostori C0(X) i Cc(X)

Ranije su ve¢ najavljeni prostori Cc(X) i C0(X). Ovde se formalno uvode i ispituje se

njihov odnos prema Banahovom prostoru
(
Cb(X), ∥ · ∥∞

)
.

De�nicija 3.1. Neka je X topolo²ki prostor i f : X → R funkcija. Nosa£ funkcije f , u

oznaci supp(f), je skup

supp(f) := {x ∈ X : f(x) ̸= 0}.

Sa Cc(X) obeleºavamo skup svih neprekidnih funkcija f : X → R £iji je nosa£ kompaktan

skup.

Napomena 3.2. Direktno se proverava da je Cc(X) vektorski potprostor prostora svih ne-

prekidnih funkcija na X: ako f, g ∈ Cc(X), tada je supp(f + g) ⊂ supp(f) ∪ supp(g), a

kona£na unija kompaktnih skupova je kompaktna, pa je i supp(f+g) sadrºan u kompakt-

nom skupu, dakle zatvoren podskup kompaktnog skupa, pa je i sam kompaktan. Analogno

se proverava zatvorenost za mnoºenje skalarom.
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De�nicija 3.3. Neka je (X, d) lokalno kompaktan metri£ki prostor (De�nicija 1.18). Za

funkciju f ∈ Cb(X) kaºemo da i²£ezava u beskona£nosti ako za svako ε > 0 postoji

kompaktan skup K ⊂ X tako da je |f(x)| < ε za sve x ∈ X \K. Skup svih neprekidnih

funkcija f : X → R koje i²£ezavaju u beskona£nosti obeleºavamo sa C0(X).

Napomena 3.4. Iz De�nicije 3.3 sledi Cc(X) ⊂ C0(X): ako je f ∈ Cc(X), van kompaktnog

skupa supp(f) funkcija f je identi£ki jednaka nuli, pa uslov iz De�nicije 3.3 trivijalno vaºi

za svako ε > 0, sa K = supp(f). Ako je X kompaktan, onda je Cc(X) = C0(X) =

Cb(X) = C(X).

Teorema 3.5. Neka je (X, d) lokalno kompaktan metri£ki prostor. Tada je Cc(X) ⊂
C0(X) ⊂ Cb(X), i C0(X) je zatvoren potprostor Banahovog prostora

(
Cb(X), ∥ · ∥∞

)
.

Posebno,
(
C0(X), ∥ · ∥∞

)
je i sam Banahov prostor.

Napomena 3.6. Kako je, po Teoremi 3.5,
(
C0(X), ∥ · ∥∞

)
Banahov prostor, na njega

se primenjuje De�nicija 1.52 iz Poglavlja 1: dual
(
C0(X)

)∗ je dobro de�nisan Banahov

prostor, sastavljen od svih ograni£enih (ekvivalentno, neprekidnih) linearnih funkcionala

φ : C0(X) → R.

Napomena 3.7. Oznaka L iz Odeljka 1.4 kori²¢ena je za proizvoljan linearan funkcional

u op²tem, apstraktnom kontekstu. Od ovog poglavlja pa nadalje, za konkretne elemente

duala
(
C0(X)

)∗, odnosno (
Cb(X)

)∗ ili (Cc(X)
)∗, koristi¢e se oznaka φ (uz pisanje ⟨f, φ⟩

umesto φ(f) kad je to preglednije), prate¢i literaturu o Riesz-ovoj teoremi reprezentacije

([1]). Ovo je isklju£ivo notaciono pravilo, φ je i dalje samo linearan funkcional u smislu

De�nicije 1.52.

Propozicija 3.8 (Urysohn-ova lema). Neka je X lokalno kompaktan Hauzdorfov prostor,

V ⊂ X otvoren skup i K ⊂ V kompaktan skup. Tada postoji f ∈ Cc(X) tako da je

supp(f) ⊂ V , 0 ≤ f ≤ 1 na X i f ≡ 1 na K.

Napomena 3.9. Kako je svaki metri£ki prostor Hauzdorfov, Propozicija 3.8 primenjiva je

na svaki lokalno kompaktan metri£ki prostor. Dokaz se ovde izostavlja videti [3, Teorema

2.12].

Napomena 3.10. Neka je X lokalno kompaktan metri£ki prostor. Tada je Cc(X) gust u

prostoru (C0(X), ∥ · ∥∞). Zaista, neka je f ∈ C0(X) i ε > 0, po De�niciji 3.3 postoji

kompaktan skup K ⊂ X tako da je |f(x)| < ε za x /∈ K. Po Propoziciji 3.8 (primenjenoj

na K ⊂ X) postoji funkcija g ∈ Cc(X) sa 0 ≤ g ≤ 1 i g ≡ 1 na K. Funkcija h :=

fg pripada skupu Cc(X) (kao proizvod neprekidne funkcije i funkcije sa kompaktnim

nosa£em, supp(h) ⊂ supp(g)), i za x ∈ K je h(x) = f(x), dok je za x /∈ K

|f(x)− h(x)| = |f(x)| |1− g(x)| ≤ |f(x)| < ε.

34



Dakle ∥f−h∥∞ ≤ ε, tj. h ∈ B(f, ε)∩Cc(X), gde je B(f, ε) otvorena lopta u (C0(X), ∥·∥∞).

Kako su otvorene lopte baza topologije indukovane metrikom, a f ∈ C0(X) i ε > 0 su

bili proizvoljni, pokazano je: svaka okolina svake ta£ke f ∈ C0(X) ima neprazan presek

sa Cc(X). Po karakterizaciji zatvorenja: x ∈ A ako i samo ako svaka okolina ta£ke x ima

neprazan presek sa A, sledi C0(X) ⊂ Cc(X). Obrnuta inkluzija Cc(X) ⊂ C0(X) sledi iz

Cc(X) ⊂ C0(X) i zatvorenosti C0(X) u Cb(X). Prema tome Cc(X) = C0(X), tj. Cc(X)

je gust u C0(X).

3.2 Predzna£ene mere i prostor M(X)

Mere uvedene u Poglavlju 2 (De�nicija 2.1) uzimaju vrednosti u [0,∞]. Da bi moglo

da se govori o dualu prostora Cb(X) (odnosno C0(X)), potreban je op²tiji pojam mere

koja moºe uzimati i negativne (ali kona£ne, realne) vrednosti. Ovakve mere nazivamo

predzna£enim, i uvode se direktno na σ-algebri B(X) Borelovih skupova, umesto na celom

P(X) kao u De�niciji 2.1.

De�nicija 3.11. Neka je (X,B(X)) merljiv prostor. Predzna£ena (realna) mera na X je

preslikavanje ν : B(X) → R koje je prebrojivo aditivno: za svaku disjunktnu prebrojivu

familiju {Ak}k ⊂ B(X) vaºi

ν
( ∞⋃

k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

ν(Ak),

pri £emu red na desnoj strani konvergira (apsolutno, jer suma ne zavisi od poretka skupova

Ak) za svaku takvu familiju.

Napomena 3.12. Predzna£ena mera ν uzima i negativne vrednosti, ali, za razliku od mere

iz De�nicije 2.1 (koja dozvoljava vrednost+∞), ν je po de�niciji kona£na (uzima vrednosti

u R, a ne u R ili [0,∞]). Ova kona£nost je posledica same de�nicije prebrojive aditivnosti.

Slede¢a teorema pokazuje da predzna£ene mere dozvoljavaju razlaganje na pozitivne

i negativne delove.

Teorema 3.13 (Han��ordanova dekompozicija). Neka je ν predzna£ena mera na X.

Tada su

ν+(A) := sup{ν(B) : B ∈ B(X), B ⊂ A}, ν−(A) := − inf{ν(B) : B ∈ B(X), B ⊂ A}

kona£ne (nenegativne) Borelove mere na X, i vaºi

ν = ν+ − ν−.

�tavi²e, mere ν+ i ν− su uzajamno singularne: postoji particija X = P ∪N , P ∩N = ∅,
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P,N ∈ B(X), tako da je

ν+(A) = ν(A ∩ P ), ν−(A) = −ν(A ∩N), A ∈ B(X).

Ako je ν = λ1−λ2 za neke kona£ne (nenegativne) mere λ1, λ2, onda je λ1 ≥ ν+ i λ2 ≥ ν−

(tj. ν+, ν− su �najmanja� takva dekompozicija).

Napomena o dokazu. Dokaz je konstruktivan i tehni£ki zahtevan, pa se ovde izostavlja,

videti [1, Teorema 2.45], ili u druga£ijoj prezentaciji [3, Teorema 6.14]. □

De�nicija 3.14. Neka je ν predzna£ena mera na X, sa �ordanovom dekompozicijom

ν = ν+ − ν− iz Teoreme 3.13. Totalna varijacija mere ν je (nenegativna, kona£na) mera

|ν| := ν+ + ν−.

Broj ∥ν∥ := |ν|(X) nazivamo normom varijacije mere ν.

Napomena 3.15. Direktno iz de�nicije, |ν(A)| ≤ |ν|(A) za svaki Borelov skup A, sa jed-

nako²¢u ako je A ⊂ P ili A ⊂ N . Ekvivalentna (i £esto kori²¢ena) karakterizacija totalne

varijacije je

|ν|(A) = sup
{ n∑

k=1

|ν(Ak)| : A =
n⋃

k=1

Ak, Ak ∈ B(X) me�usobno disjunktni, n ∈ N
}
.

De�nicija 3.16. Skup svih predzna£enih mera na X obeleºavamo sa M(X). Na M(X)

de�ni²emo operacije sabiranja i mnoºenja skalarom na uobi£ajen na£in za A ∈ B(X),

c ∈ R:

� (ν1 + ν2)(A) := ν1(A) + ν2(A),

� (cν)(A) := c ν(A).

Napomena 3.17. Direktno se proverava da su ν1 + ν2 i cν ponovo predzna£ene mere (pre-

brojiva aditivnost se nasle�uje), pa je M(X) vektorski prostor nad R, sa normom ∥ · ∥ iz

De�nicije 3.14 (da je ∥ · ∥ zaista norma proverava se direktno iz de�nicije, videti [1]).

Teorema 3.18. Prostor (M(X), ∥ · ∥) je Banahov prostor.

Skica dokaza. Neka je (νn)n Ko²ijev niz u M(X). Kako je za svaki A ∈ B(X)

|νn(A)− νm(A)| ≤ |νn − νm|(A) ≤ ∥νn − νm∥,

niz brojeva (νn(A))n je Ko²ijev u R, pa konvergira. De�ni²emo ν(A) := limn→∞ νn(A).

Pokazuje se da je ovako de�nisano ν prebrojivo aditivno, dakle ν ∈ M(X), i da ∥νn−ν∥ →
0. Tehni£ki detalji ovog dokaza dati su u [1, Teorema 2.44]. □
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Naredni korak je da svaku meru ν ∈ M(X) poistovetimo sa jednim (ograni£enim,

linearnim) funkcionalom na Cb(X).

De�nicija 3.19. Neka je ν ∈ M(X), sa �ordanovom dekompozicijom ν = ν+ − ν−, i

neka je f : X → R, ν+� i ν−�sumabilna funkcija (De�nicija 2.32). Integral funkcije f po

predzna£enoj meri ν de�ni²emo sa∫
X

f dν :=

∫
X

f dν+ −
∫
X

f dν−.

Napomena 3.20. Ako je f ∈ Cb(X), integral
∫
X
f dν je uvek dobro de�nisan: ν+, ν− su ko-

na£ne mere (Teorema 3.13), pa je svaka ograni£ena Borel merljiva funkcija ν±-sumabilna.

Propozicija 3.21. Neka je ν ∈ M(X) i f ∈ Cb(X). Tada∣∣∣ ∫
X

f dν
∣∣∣ ≤ ∫

X

|f | d|ν| ≤ ∥f∥∞∥ν∥.

Dokaz. Neka je najpre f =
∑n

k=1 ckIAk
prosta funkcija, sa disjunktnim Ak ∈ B(X). Tada

je, koriste¢i nejednakost trougla i Napomenu 3.15 (|ν(Ak)| ≤ |ν|(Ak)),

∣∣∣ ∫
X

f dν
∣∣∣ = ∣∣∣ n∑

k=1

ckν(Ak)
∣∣∣ ≤ n∑

k=1

|ck| |ν(Ak)| ≤
n∑

k=1

|ck| |ν|(Ak) =

∫
X

|f | d|ν|.

Op²ti slu£aj sledi iz ovoga, prime¢uju¢i da su proste funkcije guste u L1(X, |ν|) (skup

|ν|-sumabilnih funkcija, De�nicija 2.32, primenjena na meru |ν|), i da fk → f u L1(X, |ν|)
povla£i

∫
X
|fk − f | dλ → 0 za svaku od mera λ ∈ {ν+, ν−}. Druga nejednakost je direktna

posledica |f | ≤ ∥f∥∞ svuda, pa je
∫
X
|f | d|ν| ≤ ∥f∥∞ · |ν|(X) = ∥f∥∞∥ν∥. □

Napomena 3.22. Propozicija 3.21 pokazuje da svaka predzna£ena mera ν ∈ M(X) de�ni-

²e, preko f 7→
∫
X
f dν, ograni£en linearan funkcional na Cb(X) (Odeljak 1.4), sa normom

∥φν∥ ≤ ∥ν∥. U Odeljku 3.3 (Riesz-ova teorema reprezentacije) pokaza¢emo da, za meru

ν ∈ MR(X) i funkcional na C0(X) (a ne na celom Cb(X)), ovde dobijena nejednakost je

zapravo jednakost, ∥φν∥ = ∥ν∥, ²to ¢e odmah dati i jedinstvenost mere koja predstavlja

dati funkcional.

Napomena 3.23. Predzna£ena mera ν ∈ M(X) je Radonova ako je njena totalna varijacija

|ν| Borel-regularna (De�nicija 2.21(2)). Uslov kona£nosti na kompaktnim skupovima iz

De�nicije 2.21(3) je ovde automatski ispunjen: kako je ν (pa i |ν|) po de�niciji kona£na

mera, |ν|(K) ≤ |ν|(X) < ∞ za svaki K ⊂ X, pa je Borel-regularnost jedini netrivijalni

uslov. Skup svih Radonovih predzna£enih mera na X obeleºavamo sa MR(X) ⊂ M(X).

Direktno iz de�nicije sledi da je MR(X) vektorski potprostor od M(X). Moºe se pokazati

(videti [1]) da je MR(X) i zatvoren potprostor, pa je, po Teoremi 3.18 i tvr�enju o

zatvorenim podskupovima kompletnih prostora, i (MR(X), ∥ · ∥) sam Banahov prostor.
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Upravo je prostor MR(X) onaj koji se, prema Riesz-ovoj teoremi reprezentacije (Teorema

3.24), poistove¢uje sa dualom (C0(X))∗.

3.3 Riesz-ova teorema reprezentacije

U ovom odeljku dokaza¢e se centralni rezultat poglavlja: da se, za lokalno kompak-

tan Hauzdorfov prostor X, dual
(
C0(X)

)∗ poistove¢uje sa prostorom MR(X) Radonovih

predzna£enih mera uvedenim u Napomeni 3.23.

Podsetimo, svaka mera ν ∈ M(X) odre�uje, preko φν(f) :=
∫
X
f dν, ograni£en linea-

ran funkcional na Cb(X) (Napomena 3.22), sa ∥φν∥ ≤ ∥ν∥.

Teorema 3.24 (Rieszova teorema reprezentacije). Neka je X lokalno kompaktan Hau-

zdorfov prostor. Za svaki ograni£en linearan funkcional φ na (C0(X))∗ postoji jedinstvena

Radonova mera ν ∈ MR(X) takva da je φ = φν, tj.

⟨f, φ⟩ =
∫
X

f dν, f ∈ C0(X).

Ova mera zadovoljava ∥ν∥ = ∥φ∥. Preslikavanje φ ↔ ν uspostavlja izometrijski izomor�-

zam (
C0(X)

)∗ ∼= MR(X).

Mera ν koja predstavlja φ je nenegativna ako i samo ako je φ pozitivan funkcional (De�-

nicija 3.25 ispod).

U specijalnom slu£aju kompaktnog metri£kog prostora X vaºi MR(X) = M(X) (svaka

kona£na Borelova mera na kompaktu je automatski Radonova), pa dobijamo izometrijski

izomor�zam
(
C0(X)

)∗ ∼= M(X).

De�nicija 3.25. Linearan funkcional φ na (C0(X))∗ (ili na (Cc(X))∗) je pozitivan ako je

⟨f, φ⟩ ≥ 0 za svako f ≥ 0.

Za dokaz Teoreme 3.24 je, pored Urysohn-ove leme (Propozicija 3.8), potrebna i slede¢a

propozicija koja se navodi bez dokaza (videti [1, Teorema C.12]).

Napomena 3.26. Neka je X lokalno kompaktan Hauzdorfov prostor, U ⊂ X otvoren skup

i f ∈ Cc(X). Pi²emo

f ≺ U

ako je 0 ≤ f ≤ 1 na X i nosa£ funkcije f je kompaktan skup sadrºan u U .

Propozicija 3.27 (Particija jedinice). Neka su U1, . . . , Uk otvoreni podskupovi lokalno

kompaktnog Hauzdorfovog prostora X i K ⊂ X kompaktan skup sa K ⊂ U1 ∪ · · · ∪ Uk.

Tada postoje funkcije g1, . . . , gk ∈ Cc(X), sa gj ≺ Uj, tako da je
∑k

j=1 gj ≡ 1 na K.
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Dokaz Teoreme 3.24. Jedinstvenost je neposredna posledica jednakosti normi ∥φ∥ = ∥ν∥,
koja vaºi za svaku reprezentuju¢u meru ν ∈ MR(X), a ovo sledi iz argumenta u Koraku

4. Dokaz egzistencije daje se u £etiri koraka.

Korak 1: Po£injemo slu£ajem pozitivnih funkcionala φ. U ovom koraku dokazujemo

egzistenciju nenegativne reprezentuju¢e mere ν ∈ M(X) za takve funkcionale. U Koraku

2 pokaza¢emo da je mera ν Radonova.

Neka U ozna£ava kolekciju otvorenih podskupova od X. De�ni²emo

ν(U) := sup{⟨f, φ⟩ : f ∈ Cc(X), f ≺ U}, ν(∅) := 0.

Primetimo da je 0 ≤ ν(U) ≤ ν(X) = sup{⟨f, φ⟩ : 0 ≤ f ≤ 1, f ∈ Cc(X)} ≤ ∥φ∥.
Pokaºimo da je ν prebrojivo subaditivna na U . Pretpostavimo da je f ≺

⋃
j≥1 Uj

za Uj ∈ U . Kako je supp(f) kompaktan, sadrºan je u nekoj kona£noj uniji
⋃k

j=1 Uj.

Za svako x u kompaktnom nosa£u f biramo otvoren skup Vx sa kompaktnim zatvore-

njem takav da je x ∈ Vx (postoji po lokalnoj kompaktnosti X, De�nicija 1.18). Familija

{Vx}x∈supp(f) je otvoren pokriva£ kompaktnog skupa supp(f), pa po samoj de�niciji kom-

paktnosti (svaki otvoreni pokriva£ kompaktnog skupa sadrºi kona£an potpokriva£) postoje

ta£ke x1, . . . , xN ∈ supp(f) takve da je supp(f) ⊂ V :=
⋃N

n=1 Vxn . Za j = 1, . . . , k stavi-

mo Vj := Uj ∩ V , tada supp(f) ⊂
⋃k

j=1 Vj, sa kompaktnim zatvorenjem, pa Propozicija

3.27 daje particiju jedinice (gj)
k
j=1 podre�enu skupovima Vj, sa

∑k
j=1 gj ≡ 1 na supp(f).

gj ≺ Vj ⊂ Uj, pa i fgj ≺ Uj. Odatle

⟨f, φ⟩ =
〈
f

k∑
j=1

gj, φ
〉
=

k∑
j=1

⟨fgj, φ⟩ ≤
k∑

j=1

ν(Uj) ≤
∑
j≥1

ν(Uj).

Kako ovo vaºi za svako 0 ≤ f ∈ Cc(X) sa f ≺
⋃

j≥1 Uj, sledi ν
(⋃

j≥1 Uj

)
≤

∑
j≥1 ν(Uj),

²to je i trebalo pokazati.

Neka je ν(A) := inf{ν(U) : A ⊂ U, U ∈ U}, A ⊂ X, spolja²nja mera pridruºena ν.

Jasno je ν(A) ≥ 0, i ν(U) = ν(U) za sve U ∈ U , tj. ν pro²iruje ν na P(X), ova £injenica

se koristi u nastavku.

Tvrdimo da je U sadrºana u skupu svih ν-merljivih skupova (De�nicija 2.3). Neka

je U ∈ U . Iz subaditivnosti spolja²nje mere imamo ν(Q) ≤ ν(Q ∩ U) + ν(Q \ U) za

svako Q ⊂ X. Suprotna nejednakost trivijalno vaºi ako je ν(Q) = ∞, pa je dovoljno

proveriti slu£aj ν(Q) < ∞. Fiksirajmo ε > 0 i otvoren V ⊃ Q sa ν(V ) < ν(Q) + ε. Neka

f, g ∈ Cc(X) zadovoljavaju

f ≺ U ∩ V, ν(U ∩ V ) < ⟨f, φ⟩+ ε,

g ≺ V \ supp(f), ν(V \ supp(f)) < ⟨g, φ⟩+ ε
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(takve funkcije postoje po de�niciji ν). Tada, koriste¢i linearnost φ, f + g ≺ V (jer f, g

imaju disjunktne nosa£e u V ) i Q \ U ⊂ V \ supp(f),

ν(Q ∩ U) + ν(Q \ U) ≤ ν(U ∩ V ) + ν(V \ supp(f))

≤ ⟨f + g, φ⟩+ 2ε

≤ ν(V ) + 2ε

≤ ν(Q) + 3ε.

Kako je ε > 0 proizvoljno, tvr�enje je dokazano.

Po Teoremi 2.11, skup ν-merljivih skupova £ini σ-algebru na kojoj ν postaje mera.

Kako je U u njoj sadrºana, sadrºana je i B(X) = σ(U). Restrikciju ν na B(X) ponovo

obeleºavamo sa ν. Ocena ν(X) ≤ ∥φ∥ pokazuje da je ν kona£na mera.

Sada proveravamo da ν predstavlja funkcional φ. Tvrdimo najpre da, ako A,B ∈ B(X)

i g ∈ C0(X) zadovoljavaju IA ≤ g ≤ IB, onda

ν(A) ≤ ⟨g, φ⟩ ≤ ν(B). (*)

(Uslov IA ≤ g ≤ IB ne mora biti ispunjen za proizvoljne A,B ∈ B(X), naprotiv, on

automatski povla£i A ⊂ B: ako x ∈ A, onda je IA(x) = 1 ≤ g(x), a kako je i g(x) ≤
IB(x) ≤ 1, sledi g(x) = 1, tj. x ∈ B. Za parove A,B sa A ̸⊂ B ovakvo g ne postoji, pa

se tvr�enje (*) na njih jednostavno ne primenjuje. Tvr�enje (*) koristimo isklju£ivo za

konkretne skupove A,B i funkciju g koje sami konstrui²emo u nastavku dokaza, za koje

se uslov IA ≤ g ≤ IB direktno proverava.)

Zaista, kako je A ⊂ {g > 1− δ} za sve δ ∈ (0, 1), imamo, za 0 < δ < 1,

ν(A) ≤ ν({g > 1− δ}) = sup{⟨f, φ⟩ : f ∈ Cc(X), f ≺ {g > 1− δ}}

≤
〈 g

1− δ
, φ

〉
=

1

1− δ
⟨g, φ⟩,

koriste¢i pozitivnost φ i £injenicu da je na skupu {g > 1 − δ} ta£kasto f ≤ g/(1 − δ).

Kako je δ ∈ (0, 1) proizvoljno, sledi ν(A) ≤ ⟨g, φ⟩. Na isti na£in, za svako δ > 0 imamo

ν(B) ≥ sup{⟨f, φ⟩ : f ∈ Cc(X), f ≺ {g > 0}}

≥ ⟨(g − δ)+, φ⟩,

koriste¢i da (g − δ)+ ∈ Cc(X) zadovoljava (g − δ)+ ≺ {g > 0}. Kako (g − δ)+ → g u

C0(X) kad δ ↓ 0, sledi ν(B) ≥ ⟨g, φ⟩. Ovim je (*) dokazano.

Neka je 0 ≤ f ∈ C0(X), �ksirajmo ε > 0, i za δ ≥ 0 pi²imo fδ := f ∧ δ (tj. fδ(ξ) :=

min{f(ξ), δ}). Tada je

f =
∑
k≥0

(f(k+1)ε − fkε)
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(nema problema sa konvergencijom, jer je f ograni£ena, pa je u ovoj sumi samo kona£no

mnogo sabiraka razli£ito od nule). Iz nejednakosti

ε I{f≥(k+1)ε} ≤ f(k+1)ε − fkε ≤ ε I{f≥kε}

dobijamo

εν{f ≥ (k + 1)ε} ≤
∫
X

(f(k+1)ε − fkε) dν ≤ εν{f ≥ kε},

dok kombinovanjem sa (*) sledi

εν{f ≥ (k + 1)ε} ≤ ⟨f(k+1)ε − fkε, φ⟩ ≤ εν{f ≥ kε}.

Odavde ∣∣∣ ∫
X

(f(k+1)ε − fkε) dν − ⟨f(k+1)ε − fkε, φ⟩
∣∣∣ ≤ ε ν{kε ≤ f < (k + 1)ε},

pa sabiranjem po k ≥ 0,∣∣∣ ∫
X

f dν − ⟨f, φ⟩
∣∣∣ ≤ ε

∑
k≥0

ν{kε ≤ f < (k + 1)ε}

≤ ε ν(X).

Kako je ε > 0 proizvoljno, sledi
∫
X
f dν = ⟨f, φ⟩ za sve 0 ≤ f ∈ C0(X), a odatle

(razlaganjem f = f+ − f−) i za sve f ∈ C0(X).

Korak 2: Spolja²nja regularnost je jasna iz konstrukcije. Unutra²nja regularnost preko

kompaktnih skupova pokazuje se u dva podkoraka.

(i): Neka je U otvoren. Izaberimo f ∈ Cc(X) sa f ≺ U i
∫
X
f dν > ν(U) − ε, i neka

je K := supp(f). Tada K ⊂ U i ν(K) ≥
∫
X
f dν > ν(U) − ε (jer 0 ≤ f ≤ IK), pa

ν(U \K) < ε.

(ii): Neka je B Borelov skup. Po spolja²njoj regularnosti postoji otvoren V ⊃ B sa

ν(V \B) < ε. Po (i), postoji kompaktan L ⊂ V sa ν(V \ L) < ε. Ponovnom spolja²njom

regularno²¢u, izaberimo otvoren W ⊃ V \ B sa ν(W ) < ε. Neka je K := L \W . Tada je

K kompaktan, K ⊂ B, i

ν(K) = ν(L)− ν(L ∩W ) > (ν(V )− ε)− ν(W ) > (ν(B)− ε)− ν(W ) > ν(B)− 2ε,

pa ν(B \K) < 2ε.

Ovim je dokaz za pozitivne funkcionale kompletan, osim jednakosti normi ∥ν∥ = ∥φ∥,
koja ¢e biti dokazana, za op²te funkcionale, u Koraku 4.

Korak 3: Za proizvoljan (realan) φ ∈ (C0(X))∗, po analogiji sa pozitivnim i negativnim

41



delom realne mere, de�ni²emo, za 0 ≤ f ∈ C0(X),

φ+(f) := sup{⟨g, φ⟩ : g ∈ C0(X), 0 ≤ g ≤ f}.

Jasno je |φ+(f)| ≤ ∥f∥ ∥φ∥, φ+(0) = 0 ≤ φ+(f), φ+(cf) = cφ+(f) za c ≥ 0. Ako

0 ≤ g1 ≤ f1, 0 ≤ g2 ≤ f2, onda 0 ≤ g1 + g2 ≤ f1 + f2, pa φ+(f1 + f2) ≥ φ(g1) + φ(g2).

Uzimaju¢i supremum, φ+(f1 + f2) ≥ φ+(f1) + φ+(f2). Za obrnutu nejednakost, neka

0 ≤ g ≤ f1 + f2. Stavimo g1 := f1 ∧ g, g2 := g − g1. Tada 0 ≤ g1 ≤ f1, 0 ≤ g2 ≤ f2, pa

φ(g) = φ(g1) + φ(g2) ≤ φ+(f1) + φ+(f2), odakle φ+(f1 + f2) ≤ φ+(f1) + φ+(f2). Ovim je

dokazana aditivnost φ+ na konusu nenegativnih funkcija.

Za f ∈ C0(X;R) stavljamo φ+(f) := φ+(f+)− φ+(f−). Rutinski se proverava realna

linearnost, i |φ+(f)| ≤ ∥φ∥ ∥f∥. Funkcional φ− := φ+ − φ je realno-linearan, ograni£en, i

pozitivan (iz de�nicije φ+). Ovim dobijamo razlaganje φ = φ+ − φ−, φ± pozitivni. Kako

su linearne kombinacije Radonovih mera Radonove, primenom Koraka 1�2 na φ+, φ−

dobijamo Radonovu meru ν ∈ MR(X) koja predstavlja φ.

Korak 4: Preostaje ∥ν∥ = ∥φ∥ za proizvoljnu reprezentuju¢u Radonovu meru ν. Kori-

stimo slede¢u teoremu (bez dokaza, jer prevazilazi okvire ovog rada):

Radon�Nikodimova teorema ([1, Teorema 2.46]). Neka je (Ω,F , µ) σ-

kona£an prostor mere. Ako je mera ν : F → R apsolutno neprekidna u odnosu

na µ (tj. µ(F ) = 0 povla£i ν(F ) = 0), onda postoji jedinstvena g ∈ L1(Ω, µ)

tako da je ν(F ) =
∫
F
g dµ za sve F ∈ F .

Primenjujemo ovu teoremu na ν, µ := |ν|. Kako je |ν(F )| ≤ |ν|(F ) za svaki Borelov

F (Napomena 3.15), ν je apsolutno neprekidna u odnosu na |ν|, pa Radon�Nikodimova

teorema daje funkciju h ∈ L1(X, |ν|) takvu da je

ν(B) =

∫
B

h d|ν|, B ⊂ X Borelov.

Primenjuju¢i isti argument na |ν|, pokazuje se dodatno da je |h| = 1 |ν|-skoro svuda

(videti [1, Primer 2.48]). Odavde, uobi£ajenim argumentima (prvo za proste funkcije, pa

grani£nim prelazom preko Teoreme 2.38), sledi
∫
X
f dν =

∫
X
fh d|ν| za f ∈ Cc(X). Po

Napomeni 3.10, Cc(X) je gusto u C0(X), pa je i normiraju¢e za L1(X, |ν|). Kolekcija
Cc(X) je normiraju¢a za L1(X, |ν|) ako se L1-norma svake h ∈ L1(X, |ν|) moºe dobiti kao

supremum
∣∣ ∫

X
fh d|ν|

∣∣ po probnim funkcijama f ∈ Cc(X), ∥f∥∞ ≤ 1, dakle da ograni£a-

vanje na Cc(X) (umesto na sve ograni£ene merljive funkcije) ne umanjuje taj supremum.

Ovo sledi iz gustine Cc(X) u C0(X) (Napomena 3.10). Kombinuju¢i ova zapaºanja:

∥φ∥ = sup
f∈Cc(X)
∥f∥≤1

|⟨f, φ⟩| = sup
f∈Cc(X)
∥f∥≤1

∣∣∣ ∫
X

f dν
∣∣∣ = sup

f∈Cc(X)
∥f∥≤1

∣∣∣ ∫
X

fh d|ν|
∣∣∣ = ∥h∥L1(X,|ν|)

= |ν|(X) = ∥ν∥,
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£ime je dokaz kompletan. □

Posledica 3.28 (Rieszova teorema za nenegativne funkcionale na Rn). Neka je φ : C∞
c (Rn) →

R linearan funkcional gde je C∞
c (Rn) skup svih beskona£no diferencijabilnih (glatkih) funk-

cija f : Rn → R sa kompaktnim nosa£em, takav da je φ(f) ≥ 0 za sve f ≥ 0. Tada postoji

Radonova mera ν na Rn tako da je

φ(f) =

∫
Rn

f dν, f ∈ C∞
c (Rn).

Dokaz. Za razliku od Teoreme 3.24, koja predstavlja funkcionale na celom C0(X), ova

posledica radi isklju£ivo sa funkcijama kompaktnog nosa£a. Rn je lokalno kompaktan me-

tri£ki prostor (Primer uz De�niciju 1.18), a funkcional φ, iako de�nisan samo na C∞
c (Rn),

produºava se do pozitivnog funkcionala na Cc(Rn), zato se u dokazu koristi samo Korak 1

dokaza Teoreme 3.24, koji je sam po sebi formulisan preko probnih funkcija f ∈ Cc(X) i ne

zahteva ni pro²irenje na C0(X), ni Korake 2�4. Evans i Gariepy ([2, Teorema 1.39]) daju

direktan, samostalan dokaz ovog specijalnog slu£aja, izveden iz njihove verzije Riesz-ove

teoreme ([2, Teorema 1.38]). □

3.4 Slaba-* topologija na M(X) i topologija na P(X)

Ovde ¢e se uvesti slaba-* topologija preko standardne konstrukcije funkcionalne ana-

lize, a zatim ¢e se ta konstrukcija, oslanjaju¢i se na Riesz-ovu teoremu reprezentacije

(Teorema 3.24), primeniti na dual Banahovog prostora C0(X), tj. na MR(X). U posled-

njem delu odeljka ista konstrukcija primenjuje se direktno na par (Cb(X),P(X)).

Polazimo od op²te konstrukcije: ako je Z proizvoljan skup i (φi)i∈I familija presli-

kavanja φi : Z → R, postoji najgrublja topologija na Z za koju su sva preslikavanja φi

neprekidna i naziva se inicijalna topologija pridruºena familiji (φi)i∈I , a njenu bazu okoli-

na ta£ke z0 ∈ Z £ine skupovi oblika
⋂

i∈J φ
−1
i (Vi), gde je J ⊂ I kona£an skup, a Vi okolina

ta£ke φi(z0) u R.

Propozicija 3.29. Neka je Z snabdeven inicijalnom topologijom pridruºenom familiji

(φi)i∈I , i neka je (zn)n ⊂ Z, z ∈ Z. Tada zn → z ako i samo ako φi(zn) → φi(z) za svako

i ∈ I.

Dokaz. Ako zn → z, onda φi(zn) → φi(z) za svako i, jer je svako φi neprekidno. Obrnuto,

neka je U okolina ta£ke z. Po opisu baze okolina, moºemo pretpostaviti U =
⋂

i∈J φ
−1
i (Vi)

za kona£an J ⊂ I. Za svako i ∈ J postoji Ni tako da φi(zn) ∈ Vi za n ≥ Ni. Sledi zn ∈ U

za n ≥ N := maxi∈J Ni. □

Primenjujemo ovu konstrukciju sa Z := MR(X), I := C0(X), i φf (ν) :=
∫
X
f dν za

f ∈ C0(X).
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De�nicija 3.30. Slaba-* topologija na MR(X), u oznaci σ
(
MR(X), C0(X)

)
, je inicijalna

topologija pridruºena familiji preslikavanja
(
ν 7→

∫
X
f dν

)
f∈C0(X)

.

Propozicija 3.31 (Baza okolina). Neka je ν0 ∈ MR(X), za kona£an skup {f1, . . . , fk} ⊂
C0(X) i ε > 0 stavimo

V (f1, . . . , fk; ε) :=
{
ν ∈ MR(X) :

∣∣∣ ∫
X

fi d(ν − ν0)
∣∣∣ < ε, i = 1, . . . , k

}
.

Tada je V (f1, . . . , fk; ε) okolina ta£ke ν0 za topologiju σ(MR(X), C0(X)), a familija svih

ovakvih skupova (kad ε, k, f1, . . . , fk variraju) je baza okolina ta£ke ν0.

Dokaz. Neka je ai :=
∫
X
fi dν0. Tada je V (f1, . . . , fk; ε) =

⋂k
i=1 φ

−1
fi

(
(ai−ε, ai+ε)

)
otvoren

skup (kona£an presek inverznih slika otvorenih skupova pod neprekidnim preslikavanjima

φfi) koji sadrºi ν0.

Obrnuto, neka je U okolina ta£ke ν0. Po konstrukciji inicijalne topologije, postoji otvo-

ren skupW , ν0 ∈ W ⊂ U , oblikaW =
⋂k

i=1 φ
−1
fi
(ωi), gde je ωi okolina ta£ke ai u R. Postoji

ε > 0 tako da je (ai − ε, ai + ε) ⊂ ωi za sve i. Odatle ν0 ∈ V (f1, . . . , fk; ε) ⊂ W ⊂ U . □

De�nicija 3.32 (Slaba-* konvergencija niza mera). Ako niz (νn)n ⊂ MR(X) konvergira

ka ν ∈ MR(X) u topologiji σ(MR(X), C0(X)), pi²emo νn
∗
⇀ ν.

Propozicija 3.33. Neka je (νn)n ⊂ MR(X), ν ∈ MR(X). Tada

νn
∗
⇀ ν ⇐⇒

∫
X

f dνn →
∫
X

f dν za sve f ∈ C0(X).

Dokaz. Direktna posledica Propozicije 3.29, primenjene na φf (ν) =
∫
X
f dν, f ∈ C0(X).

□

Teorema 3.34.
(
MR(X), σ(MR(X), C0(X))

)
je Hauzdorfov topolo²ki prostor.

Dokaz. Neka su ν1 ̸= ν2 ∈ MR(X). Po jedinstvenosti u Teoremi 3.24, postoji f0 ∈ C0(X)

takvo da je
∫
X
f0 d(ν1−ν2) ̸= 0 (u suprotnom bi funkcionali φν1 , φν2 bili jednaki, pa bi po

jedinstvenosti bilo ν1 = ν2). Pretpostavimo
∫
X
f0 dν1 <

∫
X
f0 dν2 i izaberimo α tako da∫

X

f0 dν1 < α <

∫
X

f0 dν2.

Skupovi

O1 :=
{
ν ∈ MR(X) :

∫
X

f0 dν < α
}
, O2 :=

{
ν ∈ MR(X) :

∫
X

f0 dν > α
}

su otvoreni za σ(MR(X), C0(X)) (inverzne slike otvorenih intervala pod φf0), disjunktni

su, i ν1 ∈ O1, ν2 ∈ O2. □
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3.4.1 Prostor verovatnosnih mera P(X)

De�nicija 3.35. Kako je P(X) ⊂ MR(X), na P(X) posmatramo relativnu topologiju

od σ(MR(X), C0(X)), koju i dalje obeleºavamo sa σ(P(X), C0(X)).

Propozicija 3.36.
(
P(X), σ(P(X), C0(X))

)
je Hauzdorfov topolo²ki prostor.

Dokaz. Neposredna posledica Teoreme 3.34: ako su U1, U2 disjunktne okoline ta£aka µ1 ̸=
µ2 u MR(X), onda su U1∩P(X), U2∩P(X) disjunktne okoline istih ta£aka u P(X). □

3.4.2 Slu£aj proizvoljnog kompletnog separabilnog metri£kog pro-

stora

Konstrukcija iz prethodnog dela oslanja se na Riesz-ovu teoremu reprezentacije (Te-

orema 3.24), pa zahteva da je X lokalno kompaktan. Za op²ti kompletan separabilan

metri£ki prostor X (koji ne mora biti lokalno kompaktan), ova konstrukcija nije direktno

dostupna, ²tavi²e, dual
(
Cb(X)

)∗ je, u op²tem slu£aju, strogo ve¢i od MR(X):

Napomena 3.37 (Za²to M(X) ̸∼=
(
Cb(X)

)∗ u op²tem slu£aju). Han-Banahova teorema

garantuje postojanje ograni£enih linearnih funkcionala na Cb(X) koji �vide� samo pona-

²anje funkcije f ∈ Cb(X) �u beskona£nosti�, i takvi funkcionali se ne mogu predstaviti

integralom ni po jednoj meri iz MR(X). Prema tome, pristup preko duala Banahovog

prostora, kori²¢en u prethodnom delu ovog odeljka, ne prenosi se direktno na Cb(X).

Re²enje je primena iste op²te konstrukcije sa kojom smo zapo£eli ovaj odeljak (inici-

jalna topologija pridruºena familiji preslikavanja), ali sada direktno na P(X) i familiju(
µ 7→

∫
X
f dµ

)
f∈Cb(X)

, bez ikakvog pozivanja na to da je P(X) dual nekog prostora.

De�nicija 3.38. Neka je X proizvoljan kompletan separabilan metri£ki prostor. Slaba-*

topologija na P(X), u oznaci σ(P(X), Cb(X)), je inicijalna topologija pridruºena familiji

preslikavanja
(
µ 7→

∫
X
f dµ

)
f∈Cb(X)

.

Napomena 3.39. U literaturi teorije verovatno¢e, topologija σ(P(X), Cb(X)) £esto se na-

ziva jednostavno slaba topologija ili topologija slabe konvergencije, izostavljaju¢i zvezdicu.

Napomena 3.40. Kako topologija iz De�nicije 3.38 zavisi samo od op²te konstrukcije iz

uvoda ovog odeljka, primenjene sa I = Cb(X) umesto I = C0(X), sva tvr�enja dokazana

za σ(P(X), C0(X)) (Propozicija 3.31, Propozicija 3.33, Teorema 3.34) vaºe, uz identi£an

dokaz, i za σ(P(X), Cb(X)). Jedina razlika je u tome ²to je ovaj prostor Hauzdorfov jedino

ako Cb(X) razdvaja ta£ke P(X). Kada je X kompaktan, vaºi C0(X) = Cb(X) (Napome-

na uz De�niciju 3.3), pa se De�nicija 3.38 poklapa sa De�nicijom 3.35. Metrizabilnost

topologije σ(P(X), Cb(X)) za proizvoljan X bi¢e pokazana u Poglavlju 4, eksplicitnom

konstrukcijom Prohorovljeve metrike.

45



Dakle, u ovom poglavlju predstavljena je Riesz-ova teorema reprezentacije, a na kraju

je i uvedena slaba-* topologija. U narednom poglavlju pokaza¢e se da se konvergencija

niza mera u ovde uvedenoj topologiji poklapa sa de�nicijom slabe konvergencije niza

verovatnosnih mera. Ovim se Poglavlje 3 zavr²ava.
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Glava 4

Slaba konvergencija mera

Cilj ovog poglavlja je uvo�enje i detaljno prou£avanje pojma slabe konvergencije niza

verovatnosnih mera, pojma koji je, kako je vi�eno u Odeljku 3.4, tesno povezan sa sla-

bom topologijom σ(P(X), Cb(X)) uvedenom u Poglavlju 3. Izlaºe se Portmanto teorema

(ekvivalentne karakterizacije slabe konvergencije preko otvorenih i zatvorenih skupova),

pojam zategnutosti familije mera, Prohorovljeva teorema (koja zategnutost povezuje sa

relativnom kompaktno²¢u u topologiji slabe konvergencije), Prohorovljevo rastojanje (ko-

je tu topologiju metrizuje) i teoremu o neprekidnom preslikavanju. Izlaganje prati [6] i

[1].

4.1 Slaba konvergencija i njena jedinstvenost

De�nicija 4.1 (Slaba konvergencija). Neka je X metri£ki prostor i neka su µn, n ≥ 1, i

µ Borelove verovatnosne mere na X. Kaºemo da niz (µn)n slabo konvergira ka µ, u oznaci

µn ⇀ µ, ako

lim
n→∞

∫
X

f dµn =

∫
X

f dµ za sve f ∈ Cb(X).

Napomena 4.2. Posmatraju¢i Borelove verovatnosne mere na X kao funkcionale u dual-

nom prostoru
(
Cb(X)

)∗, slaba konvergencija u smislu De�nicije 4.1 predstavlja upravo

slabu-* konvergenciju u smislu Odeljka 3.4. Termin �slaba konvergencija� je, me�utim,

ustaljen u literaturi teorije verovatno¢e, pa ¢emo ga i mi u nastavku koristiti umesto ter-

mina �slaba-* konvergencija�, a zvezdicu iz oznake ∗
⇀ izostavljamo jer za op²ti kompletan

separabilan X (koji ne mora biti lokalno kompaktan) P(X) nije formalno dual nijednog

Banahovog prostora (Napomena 3.37).

Pokazujemo da je granica slabo konvergentnog niza, kad postoji, jedinstvena, ²to

opravdava pisanje µn ⇀ µ bez dvosmislenosti.

Propozicija 4.3 (Jedinstvenost granice). Niz Borelovih verovatnosnih mera (µn)n na

metri£kom prostoru X ne moºe slabo konvergirati ka dve razli£ite mere.
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Dokaz. Dovoljno je pokazati da, ako je µ, ν ∈ P(X) i
∫
X
f dµ =

∫
X
f dν za svaku ograni-

£enu, uniformno neprekidnu funkciju f : X → R, onda je µ = ν.

Za zatvoren skup F ⊂ X i ε > 0 de�ni²imo ograni£enu, uniformno neprekidnu funkciju

gε(x) :=
(
1− 1

ε
dist(x, F )

)
∨ 0, x ∈ X.

Odavde

µ(F ) ≤
∫
X

gε dµ =

∫
X

gε dν ≤ ν(F ε).

gde je F ε := {x : dist(x, F ) < ε}. Pu²taju¢i ε → 0 dobijamo µ(F ) ≤ ν(F ). Po simetriji

(zamenom uloga µ i ν) dobijamo i ν(F ) ≤ µ(F ), pa je µ(F ) = ν(F ) za svaki zatvoren

skup F . Odavde sledi i µ(G) = ν(G) za svaki otvoren skup G.

Ostaje da iskoristimo regularnost proizvoljne verovatnosne mere: ako je A ⊂ X Borelov

i ε > 0, postoje zatvoren skup F i otvoren skup G takvi da je F ⊂ A ⊂ G i µ(G \F ) < ε.

Ozna£imo sa Gµ klasu svih Borelovih skupova A sa ovim svojstvom. Svaki zatvoren skup

pripada Gµ (uzimaju¢i F = A i G = Aδ za dovoljno malo δ). Pokazujemo da je Gµ

zatvorena za komplemente (o£igledno, zamenom uloga F i G) i za prebrojive unije: ako su

An ∈ Gµ, sa odgovaraju¢im Fn ⊂ An ⊂ Gn, µ(Gn \ Fn) < ε · 2−n−1, i ako je G :=
⋃

nGn,

F :=
⋃

n≤n0
Fn za n0 dovoljno veliko da je µ(

⋃
n Fn \ F ) < ε/2, tada F ⊂

⋃
nAn ⊂ G

i µ(G \ F ) < ε. Dakle Gµ je σ-algebra koja sadrºi sve zatvorene skupove, pa je Gµ =

B(X). □

4.2 Portmanto teorema

Slede¢a teorema daje nekoliko ekvivalentnih karakterizacija slabe konvergencije, pri

£emu neke od njih, za razliku od De�nicije 4.1, ne zahtevaju testiranje na svim funkcijama

iz Cb(X), ve¢ samo na otvorenim, odnosno zatvorenim podskupovima od X.

Propozicija 4.4 (Portmanto teorema). Neka su µn, n ≥ 1, i µ Borelove verovatnosne

mere na metri£kom prostoru X. Slede¢a tvr�enja su ekvivalentna:

1. µn ⇀ µ;

2. za svaki otvoren skup U ⊂ X vaºi µ(U) ≤ lim infn→∞ µn(U);

3. za svaki zatvoren skup F ⊂ X vaºi lim supn→∞ µn(F ) ≤ µ(F ).

Dokaz. (1) ⇒ (2). Neka je U ⊂ X otvoren. Za k ≥ 1 de�ni²emo

U (k) :=
{
x ∈ U : dist(x,X \ U) >

1

k

}
.

Kako je U otvoren, U =
⋃

k≥1 U
(k), pa je µ(U) = limk→∞ µ(U (k)).
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Funkcije fk(x) := min{1, k·dist(x,X\U)} pripadaju Cb(X) i zadovoljavaju 0 ≤ fk ≤ 1,

fk = 0 na X \ U , i fk = 1 na U (k). Za svako k ≥ 1,

µ(U (k)) ≤
∫
X

fk dµ = lim
n→∞

∫
X

fk dµn = lim inf
n→∞

∫
X

fk dµn ≤ lim inf
n→∞

µn(U).

Pu²taju¢i k → ∞ dobijamo (2).

Ekvivalencija (2)⇔(3): neka je F ⊂ X zatvoren i U := X \ F otvoren. Kako su µn, µ

verovatnosne mere, µn(F ) = 1−µn(U) i µ(F ) = 1−µ(U). Uslov (2) primenjen na U glasi

µ(U) ≤ lim infn µn(U), tj. 1 − µ(F ) ≤ lim infn(1 − µn(F )) = 1 − lim supn µn(F ), ²to je

ekvivalentno sa lim supn µn(F ) ≤ µ(F ), a to je uslov (3). Obratno je analogno, primenjeno

na F := X \ U umesto U := X \ F .
Preostaje da pokaºemo da (2) i (3) zajedno povla£e (1). Neka su U1, . . . , Uk otvoreni

skupovi u X i posmatrajmo funkciju oblika g =
∑k

j=1 cjIUj
, cj ≥ 0. Koriste¢i (2),

∫
X

g dµ =
k∑

j=1

cjµ(Uj) ≤ lim inf
n→∞

k∑
j=1

cjµn(Uj) = lim inf
n→∞

∫
X

g dµn.

Sli£no, za g =
∑k

j=1 cjIUj
(istog oblika), koriste¢i (3) na zatvorenim skupovima X \ Uj,

lim sup
n→∞

∫
X

g dµn ≤
k∑

j=1

cj lim sup
n→∞

µn(Uj) ≤
k∑

j=1

cjµ(Uj) =

∫
X

g dµ.

Neka je sada f ∈ Cb(X) realna funkcija i izaberimo a, b ∈ R takve da je a < f(x) < b za

sve x ∈ X. Postoji najvi²e prebrojivo mnogo r ∈ (a, b) takvih da skup {x ∈ X : f(x) = r}
ima pozitivnu µ-meru: skupovi {f = r}, za razli£ite vrednosti r, su me�usobno disjunktni,

pa, kako je µ(X) = 1, za svako m ∈ N najvi²e m njih moºe imati meru ≥ 1/m (ina£e

bi zbir njihovih mera prema²io 1), prebrojiva unija (po m) ovakvih kona£nih skupova je

prebrojiva. Obeleºimo skup svih takvih r sa R. Fiksirajmo ε > 0 i izaberimo particiju

π = {t0, . . . , tk} intervala [a, b], sa maxi(ti − ti−1) < ε, t0 = a, tk = b, tj /∈ R za j =

1, . . . , k − 1. Stavimo Uj := {x ∈ X : f(x) ∈ (tj−1, tj)}, j = 1, . . . , k, i

g :=
k∑

j=1

tj−1IUj
, h :=

k∑
j=1

tjIUj
.

Tada je g(x) ≤ f(x) ≤ ε + g(x) i f(x) ≤ h(x) ≤ ε + f(x) kad god je f(x) ̸= tj za

j = 1, . . . , k − 1. Kako je µ{x ∈ X : f(x) = tj} = 0 za j = 1, . . . , k − 1,

lim sup
n→∞

∫
X

f dµn ≤ lim sup
n→∞

∫
X

h dµn ≤
∫
X

h dµ ≤ ε+

∫
X

f dµ ≤ 2ε+

∫
X

g dµ

≤ 2ε+ lim inf
n→∞

∫
X

g dµn ≤ 2ε+ lim inf
n→∞

∫
X

f dµn.
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Kako je ε > 0 proizvoljno, ovim je dokaz zavr²en za realne funkcije f . □

Posledica 4.5 (Konvergencija na skupovima neprekidnosti). Borelov skup A ⊂ X nazi-

vamo µ-skupom neprekidnosti ako je µ(∂A) = 0. Ako je µn ⇀ µ, onda za svaki µ-skup

neprekidnosti A vaºi µn(A) → µ(A).

Dokaz. Ako je µ(∂A) = 0, onda se leva i desna verovatno¢a poklapaju:

µ(A) ≥ lim sup
n→∞

µn(A) ≥ lim sup
n→∞

µn(A) ≥ lim inf
n→∞

µn(A) ≥ lim inf
n→∞

µn(A
◦) ≥ µ(A◦).

Kako je µ(A) = µ(A◦) (jer je µ(∂A) = µ(A) − µ(A◦) = 0), svi izrazi u lancu su jednaki,

pa limn µn(A) = µ(A). □

4.3 Zategnutost i relativna kompaktnost

De�nicija 4.6 (Zategnutost). Kolekcija P0 Borelovih mera na topolo²kom prostoru X je

uniformno zategnuta ako za svako ε > 0 postoji kompaktan skup K ⊂ X takav da je

µ(X \K) < ε za sve µ ∈ P0.

Primer 4.7. Neka je X = R i, za n ≥ 1,

µn(A) :=
(
1− 1

n

)
δ0(A) +

1

n
δn2(A), A ⊂ R Borelov.

Iako niz prvih momenata divergira (
∫
R x dµn(x) = 1

n
· n2 = n → ∞), familija (µn)n

jeste uniformno zategnuta. Zaista, neka je ε > 0 proizvoljno i izaberimo N ∈ N tako da je

N > 1/ε. Stavimo K := [−N2, N2], kompaktan skup. Za n ≤ N je n2 ≤ N2, pa n2 ∈ K, i

kako je i 0 ∈ K, sledi µn(K) = 1. Za n > N je n2 > N2, pa je jedino 0 ∈ K (dok n2 /∈ K),

odakle

µn(R \K) =
1

n
<

1

N
< ε.

Dakle µn(R \K) < ε za sve n ≥ 1 (jednako 0 za n ≤ N , manje od ε za n > N), uz jedan

te isti kompaktan skup K. Kako je ε > 0 bilo proizvoljno, familija (µn)n zadovoljava

De�niciju 4.6, tj. uniformno je zategnuta.

De�nicija 4.8 (Relativna kompaktnost familije mera). Neka jeX metri£ki prostor. Fami-

lija Γ Borelovih verovatnosnih mera na X je relativno kompaktna ako svaki niz elemenata

iz Γ sadrºi podniz koji slabo konvergira. Grani£na mera pritom ne mora pripadati Γ.
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4.4 Prohorovljeva teorema

Prohorovljeva teorema je centralni rezultat ovog poglavlja: ona pokazuje da je uniform-

na zategnutost familije mera dovoljna za postojanje slabo konvergentnog podniza, a da je,

na kompletnom separabilnom metri£kom prostoru, i obrnuto, svaka slabo konvergentna

familija je uniformno zategnuta.

Propozicija 4.9 (Kriterijum preko podnizova). Potreban i dovoljan uslov da µn ⇀ µ

jeste da svaki podniz µn′ sadrºi dalji podniz µn′′ koji slabo konvergira ka µ.

Dokaz. Dokaºimo najpre da je uslov potreban: ako µn ⇀ µ, onda svaki podniz, pa i svaki

njegov dalji podniz, tako�e slabo konvergira ka µ.

Dokaºimo sada da je uslov dovoljan: ako µn ̸⇀ µ, onda za neku ograni£enu, neprekidnu

f ne vaºi
∫
X
f dµn →

∫
X
f dµ. Ali tada, za neko ε > 0 i neki podniz µn′ ,

∣∣∣ ∫
X

f(x)µn′(dx)−
∫
X

f(x)µ(dx)
∣∣∣ ≥ ε za sve n′,

i nijedan dalji podniz ne moºe slabo konvergirati ka µ. □

Teorema 4.10 (Prohorovljeva teorema, direktan deo). Neka je X metri£ki prostor. Ako

je familija verovatnosnih mera Γ na (X,B(X)) uniformno zategnuta, onda je relativno

kompaktna.

Teorema 4.11 (Prohorovljeva teorema, obrnut deo). Neka je X kompletan separabilan

metri£ki prostor. Ako je Γ relativno kompaktna, onda je uniformno zategnuta.

Dokaz. Posmatrajmo otvorene skupove Gn ↗ X. Za svako ε postoji n tako da je µ(Gn) >

1 − ε za sve µ ∈ Γ. Da bismo ovo pokazali, pretpostavimo suprotno: µn(Gn) ≤ 1 − ε za

neko µn ∈ Γ. Po pretpostavljenoj relativnoj kompaktnosti, µn′ ⇀ Q za neki podniz i neku

verovatnosnu meru Q. Tada

Q(Gn) ≤ lim inf
n′

µn′(Gn) ≤ lim inf
n′

µn′(Gn′) ≤ 1− ε,

²to je nemogu¢e jer Gn ↗ X.

Neka je Ak,i niz otvorenih lopti polupre£nika 1/k koje pokrivaju X (separabilnost),

tako da je X =
⋃

i Ak,i za svako k. Iz prethodnog koraka sledi da postoji nk tako da je

µ
(⋃

i≤nk
Ak,i

)
> 1− ε2−k za sve µ ∈ Γ. Neka je K zatvorenje totalno ograni£enog skupa⋂

k≥1

⋃
i≤nk

Ak,i, tada je K kompaktan (kompletnost) i µ(K) > 1− ε za sve µ ∈ Γ. □

Dokaz direktnog dela. Neka je (µn)n niz iz uniformno zategnute familije Γ. Treba na¢i pod-

niz (µn′) takav da µn′ ⇀ µ za neku verovatnosnu meru µ. Konstrukcija mere µ oslanja¢e

se na dijagonalni argument.
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Izaberimo kompaktne skupove K1 ⊂ K2 ⊂ . . . takve da je µn(Ki) > 1 − i−1 za sve

n i i. Skup K∞ =
⋃

i Ki je separabilan: kompaktnost svakog Ki zna£i da svaki otvoreni

pokriva£ ima kona£an potpokriva£, separabilnost zna£i da svaki otvoreni pokriva£ ima

prebrojiv potpokriva£. Otuda sledi da postoji prebrojiva klasa A otvorenih skupova sa

slede¢im svojstvom: ako je G otvoren i x ∈ G∩K∞, onda x ∈ A ⊂ A ⊂ G za neko A ∈ A.

Neka H sadrºi ∅ i kona£ne unije oblika A ∩Ki, A ∈ A, i ≥ 1.

Posmatrajmo prebrojiv skup H = (Hj). Za (µn) postoji podniz (µn1) takav da µn1(H1)

konvergira kad n1 → ∞. Za (µn1) postoji dalji podniz (µn2) koji konvergira kad n2 → ∞.

Nastavljaju¢i na ovaj na£in, dobijamo kolekciju indeksa (n1k) ⊃ (n2k) ⊃ . . . takvu da

µnjk
(Hj) konvergira kad k → ∞, za svako j ≥ 1. Stavljaju¢i n′

j = njj, dobijamo podniz

(µn′) za koji granica

α(H) = lim
n′

µn′(H)

postoji za H ∈ H.

Dalje, za otvorene skupove G ⊂ X i proizvoljne skupove M ⊂ X de�ni²emo

β(G) = sup
H⊂G

α(H), γ(M) = inf
G⊃M

β(G).

Na² cilj je da konstrui²emo na (X,B(X)) verovatnosnu meru µ takvu da je µ(G) =

β(G) za sve otvorene skupove G. Ako takva µ zaista postoji, dokaz je time zavr²en: ako

je H ⊂ G, onda

α(H) = lim
n′

µn′(H) ≤ lim inf
n′

µn′(G),

odakle µ(G) ≤ lim infn′ µn′(G), i stoga µn′ ⇀ µ. Konstrukcija verovatnosne mere µ pode-

ljena je u sedam koraka.

Korak 1: Ako je F ⊂ G, sa F zatvoren i G otvoren, onda postoji H0 ∈ H tako da je

F ⊂ H0 ⊂ G.

Kako je F ⊂ Ki0 za neko i0, zatvoren skup F je kompaktan. Za svako x ∈ F izaberimo

Ax ∈ A tako da je x ∈ Ax ⊂ Ax ⊂ G. Skupovi Ax pokrivaju kompaktan F , i postoji

kona£an potpokriva£ Ax1 , . . . , Axk
. Moºemo uzeti H0 =

⋃k
j=1(Axj

∩Ki0).

Korak 2: β je kona£no subaditivna na otvorenim skupovima.

Pretpostavimo da je H ⊂ G1 ∪G2, gde je H ∈ H i G1, G2 otvoreni. De�ni²imo

F1 = {x ∈ H : dist(x,Gc
1) ≥ dist(x,Gc

2)}, F2 = {x ∈ H : dist(x,Gc
2) ≥ dist(x,Gc

1)},

tako da je H = F1∪F2, sa F1 ⊂ G1 i F2 ⊂ G2. Po Koraku 1, kako je Fi ⊂ H, sledi Fi ⊂ Hi

za neko Hi ∈ H.

Funkcija α(H) ima ova tri svojstva:

α(H1) ≤ α(H2) ako H1 ⊂ H2,
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α(H1 ∪H2) = α(H1) + α(H2) ako H1 ∩H2 = ∅,

α(H1 ∪H2) ≤ α(H1) + α(H2).

Odavde prvo sledi

α(H) ≤ α(H1 ∪H2) ≤ α(H1) + α(H2) ≤ β(G1) + β(G2),

a zatim

β(G1 ∪G2) = sup
H⊂G1∪G2

α(H) ≤ β(G1) + β(G2).

Korak 3: β je prebrojivo subaditivna na otvorenim skupovima.

Ako je H ⊂
⋃

n Gn, onda, kako je H kompaktan, H ⊂
⋃

n≤n0
Gn za neko n0, pa

kona£na subaditivnost daje

α(H) ≤
∑
n≤n0

β(Gn) ≤
∑
n

β(Gn).

Uzimaju¢i supremum po H sadrºanom u
⋃

nGn, dobijamo β(
⋃

nGn) ≤
∑

n β(Gn).

Korak 4: γ je spolja²nja mera.

Kako je γ o£igledno monotona i zadovoljava γ(∅) = 0, ostaje samo da pokaºemo da je

prebrojivo subaditivna. Za dato ε > 0 i proizvoljne Mn ⊂ X, izaberimo otvorene skupove

Gn tako da je Mn ⊂ Gn i β(Gn) < γ(Mn) + ε/2n. Primenom Koraka 3,

γ
(⋃

n

Mn

)
≤ β

(⋃
n

Gn

)
≤

∑
n

β(Gn) ≤
∑
n

γ(Mn) + ε,

i pu²taju¢i ε → 0, dobijamo γ(
⋃

nMn) ≤
∑

n γ(Mn).

Korak 5: β(G) ≥ γ(F ∩G) + γ(F c ∩G)− ε za F zatvoren i G otvoren.

Izaberimo H3, H4 ∈ H za koje

H3 ⊂ F c ∩G i α(H3) > β(F c ∩G)− ε,

H4 ⊂ Hc
3 ∩G i α(H4) > β(Hc

3 ∩G)− ε.

Kako su H3 i H4 disjunktni i sadrºani u G, iz svojstava funkcija α, β, γ sledi

β(G) ≥ α(H3 ∪H4) = α(H3) + α(H4)

> β(F c ∩G) + β(Hc
3 ∩G)− 2ε

≥ γ(F c ∩G) + γ(F ∩G)− 2ε.

Sada ostaje da pustimo ε → 0.

Korak 6: Ako je F ⊂ X zatvoren, onda je F u klasi M γ-merljivih skupova.

Po Koraku 5, β(G) ≥ γ(F ∩ L) + γ(F c ∩ L) ako je F zatvoren, G otvoren, i G ⊃ L.
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Uzimaju¢i in�mum po ovakvim G, dobijamo γ(L) ≥ γ(F ∩ L) + γ(F c ∩ L), £ime je

potvr�eno da je F γ-merljiv.

Korak 7: B(X) ⊂ M, i restrikcija µ mere γ na B(X) je verovatnosna mera koja

zadovoljava µ(G) = γ(G) = β(G) za sve otvorene skupove G ⊂ X.

Kako svaki zatvoren skup leºi u M, a M je σ-algebra, imamo B(X) ⊂ M. Da bi-

smo videli da je µ verovatnosna mera, primetimo da svaki Ki ima kona£an pokriva£

A-skupovima, pa je stoga Ki ∈ H. Dakle

1 ≥ µ(X) = β(X) ≥ sup
i

α(Ki) ≥ sup
i
(1− i−1) = 1.

□

4.5 Prohorovljevo rastojanje

Ovde ¢e biti pokazano da se slaba topologija Borelovih verovatnosnih mera na kom-

pletnom separabilnom metri£kom prostoru moºe metrizovati eksplicitnim rastojanjem,

tzv. Prohorovljevim rastojanjem.

De�nicija 4.12 (Prohorovljevo rastojanje). Neka je P(X) skup Borelovih verovatnosnih

mera na metri£kom prostoru (X, d). Za µ, ν ∈ P(X), Prohorovljevo rastojanje π(µ, ν)

de�ni²e se kao in�mum svih ε > 0 za koje vaºi

µ(A) ≤ ν(Aε) + ε, ν(A) ≤ µ(Aε) + ε,

za sve Borelove A ⊂ X, gde je Aε := {x ∈ X : dist(x,A) < ε}.

Propozicija 4.13. Prohorovljevo rastojanje π je metrika na P(X).

Dokaz. Simetrija π(µ, ν) = π(ν, µ) i π(µ, µ) = 0 su o£igledne direktno iz de�nicije.

Pretpostavimo π(µ, ν) = 0. Za proizvoljan zatvoren skup F ⊂ X i svako ε > 0

imamo µ(F ) ≤ ν(F ε) + ε. Pu²taju¢i ε → 0, dobijamo µ(F ) ≤ ν(F ). Po simetriji imamo

µ(F ) = ν(F ) za svaki zatvoren skup F , a ovo povla£i µ = ν.

Za nejednakost trougla, pretpostavimo π(µ, ν) < ε1 i π(ν, ρ) < ε2. Za proizvoljan

Borelov A ⊂ X,

µ(A) ≤ ν(Aε1) + ε1 ≤ ρ
(
(Aε1)ε2

)
+ ε1 + ε2 ≤ ρ(Aε1+ε2) + ε1 + ε2,

gde poslednja nejednakost sledi iz (Aε1)ε2 ⊂ Aε1+ε2 (nejednakost trougla za d). Po sime-

tri£nom argumentu, ρ(A) ≤ µ(Aε1+ε2) + ε1 + ε2. Kako ovo vaºi za svaki Borelov A, sledi

π(µ, ρ) ≤ ε1 + ε2. Odatle dobijamo π(µ, ρ) ≤ π(µ, ν) + π(ν, ρ). □

Teorema 4.14. Neka je (X, d) kompletan separabilan metri£ki prostor. Tada:
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1. slaba konvergencija niza Borelovih verovatnosnih mera na X ekvivalentna je kon-

vergenciji u Prohorovljevom rastojanju π;

2.
(
P(X), π

)
je kompletan i separabilan metri£ki prostor;

3. familija Γ ⊂ P(X) je relativno kompaktna (De�nicija 4.8) ako i samo ako je njeno

π-zatvorenje π-kompaktno.

Napomena 4.15. Teorema 4.14(1) pokazuje da je topologija slabe konvergencije na P(X),

uvedena preko slabe-* topologije σ(P(X), Cb(X)) u Odeljku 3.4 (De�nicija 3.38), metri-

zabilna Prohorovljevim rastojanjem π kad god je X kompletan i separabilan. Ovim se

potvr�uje najava data u Napomeni 3.40.

4.6 Slika mere i teorema o neprekidnom preslikavanju

Za kraj ovog poglavlja pokazujemo kako se slaba konvergencija pona²a u odnosu na

neprekidna preslikavanja izme�u metri£kih prostora.

De�nicija 4.16 (Slika mere). Neka su X, X ′ separabilni metri£ki prostori, µ Borelova

verovatnosna mera na X i h : X → X ′ Borel merljivo preslikavanje. Slika mere µ pri h je

verovatnosna mera h#µ na X ′ data sa

(h#µ)(B) := µ
(
h−1(B)

)
, B ⊂ X ′ Borelov.

Za svaku Borel merljivu funkciju g : X ′ → R takvu da je g ◦ h µ-sumabilna, vaºi∫
X′

g d(h#µ) =

∫
X

(g ◦ h) dµ.

De�nicija 4.17 (Nosa£ mere). Neka je µ Borelova mera na separabilnom metri£kom

prostoru X. Nosa£ mere µ, u oznaci suppµ, je najmanji zatvoren skup na kome je µ

koncentrisana:

suppµ :=
⋂

{A ⊂ X : A zatvoren, µ(X \ A) = 0}.

Presek se, zahvaljuju¢i separabilnostiX, moºe uzeti prebrojiv, pa je suppµ dobro de�nisan

zatvoren skup sa µ(X \ suppµ) = 0. Ekvivalentno, suppµ = {x ∈ X : µ(B(x, r)) >

0 za svako r > 0}.

Napomena 4.18. Presek u De�niciji 4.17 se zaista moºe uzeti prebrojiv: neka je D =

{xi}i∈N prebrojiv gust podskup od X (postoji po separabilnosti). Za svaki zatvoren skup

A sa µ(X \ A) = 0 i svaki x /∈ A, kako je X \ A otvoren, postoji lopta B(xi, q) sa

racionalnim q i xi ∈ D takva da x ∈ B(xi, q) ⊂ X \ A. Prebrojiva familija zatvorenih

skupova X \ B(xi, q) (po xi ∈ D, q ∈ Q+) sa µ
(
X \ (X \ B(xi, q))

)
= 0 tada ima isti

presek kao £itava (neprebrojiva) familija iz de�nicije.
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Teorema 4.19 (Teorema o neprekidnom preslikavanju). Neka su X, X ′ separabilni me-

tri£ki prostori, h : X → X ′ neprekidno preslikavanje, i neka su µn, µ Borelove verovatno-

sne mere na X sa µn ⇀ µ i µ separabilnog nosa£a. Tada

µnh
−1 ⇀ µh−1 na X ′,

gde je µh−1(B) := µ(h−1(B)), B ⊂ X ′ Borelov, slika mere µ pri h.

Napomena o dokazu. Dokaz se ovde ne navodi, zainteresovani £italac moºe pogledati [6,

Corollary 3.12]. □

Napomena 4.20. Kako je nosa£ suppµ podskup separabilnog prostora X, on je i sam se-

parabilan (svaki podskup separabilnog metri£kog prostora je separabilan, videti Poglavlje

1). Uslov �µ separabilnog nosa£a� je prema tome automatski ispunjen za svaku Borelovu

meru na (podrazumevano separabilnom) prostoru X.

Ovim se zaklju£uje Poglavlje 4. De�nisali smo slabu konvergenciju niza verovatnosnih

mera i pokazali da je granica slabo konvergentnog niza, ako postoji, jedinstvena. Oka-

rakterisana je preko otvorenih i zatvorenih skupova (Portmanto teorema), povezana je sa

pojmom zategnutosti i relativne kompaktnosti (Prohorovljeva teorema), pokazano je da

je metrizabilna Prohorovljevim rastojanjem π, i navedeno da se dobro pona²a u odnosu

na neprekidna preslikavanja. U Poglavlju 5 uvodi se Wasserstein-ova metrika, druga me-

trika na P(X) koja tako�e indukuje topologiju slabe konvergencije, ali koja ima bogatu

geometrijsku interpretaciju preko teorije optimalnog transporta.
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Glava 5

Wasserstein-ova metrika

U prethodnom poglavlju konstruisana je Prohorovljeva metrika π i pokazano je da ona

metrizuje topologiju σ(P(X), Cb(X)) slabe konvergencije mera (koja ¢e se, radi kra¢eg za-

pisa, u ovom poglavlju obeleºavati i sa τw := σ(P(X), Cb(X))). Prohorovljeva metrika je,

me�utim, apstraktne prirode i ne odraºava geometriju prostora X na kome su mere de-

�nisane, ne govori ni²ta o tome koliko je �te²ko� transformisati jednu masu raspore�enu

po µ u masu raspore�enu po ν. U ovom poglavlju bi¢e uvedena Wasserstein-ova metri-

ka, koja poti£e iz teorije optimalnog transporta i koja tu geometrijsku informaciju nosi

eksplicitno u sebi. U literaturi se koriste i nazivi Kantorovi£eva ili Monº�Kantorovi£eva

metrika, budu¢i da je Wasserstein imao znatno manju ulogu u njenom uvo�enju nego ²to

naziv sugeri²e. U ovom radu koristi¢emo ustaljeni naziv �Wasserstein-ova metrika�.

Osnovna ideja je slede¢a: ako meru µ ∈ P(X) zamislimo kao raspodelu neke �mase�

(na primer, gomilu peska) po prostoru X, a ν ∈ P(X) kao drugu raspodelu iste ukupne

mase, prirodno je pitati se koliki je minimalni rad transporta potreban da se masa iz µ

premesti u ν, ako je cena preme²tanja jedinice mase sa mesta x na mesto y jednaka d(x, y)p

(dobro de�nisano jer je d(x, y) ≥ 0) za neko p ≥ 1. Ovaj minimalni rad transporta, posle

korenovanja stepenom p, de�ni²e rastojanje Wp(µ, ν), tzv. p-Wasserstein-ovo rastojanje.

Formalizacija ove intuitivne ideje zahteva prelazak sa Monºovog (jednostavnijeg, ali te²ko

re²ivog) problema na Kantorovi£evo re²enje, koje se prirodno oslanja na teoriju mere i

slabu konvergenciju izgra�ene u Poglavljima 2 i 4.

Kroz £itavo poglavlje (X, d) ozna£ava kompletan separabilan metri£ki prostor. Izlaga-

nje u ovom poglavlju oslanja se na slede¢u literaturu: [7], [8], [10] kao i na Poglavlja 2�4

ovog rada.

5.1 Monºov problem optimalnog transporta

Problem koji je 1781. godine postavio Gaspard Monº sastoji se, kao ²to je ve¢ re£eno

u uvodnom delu ovog poglavlja, u slede¢em: data je raspodela mase µ (npr. gomila peska

koju treba premestiti) i ciljna raspodela ν iste ukupne mase. Treba na¢i preslikavanje koje
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svaku ta£ku x ²alje u ta£ku T (x), tako da ukupan �rad� transporta bude minimalan.

De�nicija 5.1 (Monºov problem). Neka su µ, ν ∈ P(X) i neka je c : X × X → [0,∞]

Borel merljiva funkcija (funkcija cene). Monºov problem optimalnog transporta sastoji se

u nalaºenju

inf
{∫

X

c(x, T (x)) dµ(x) : T : X → X Borel merljivo, T#µ = ν
}
,

gde je T#µ slika mere µ pri preslikavanju T , u smislu De�nicije 4.16. Preslikavanje T koje

zadovoljava T#µ = ν naziva se transportno preslikavanje izme�u µ i ν, a ono koje pritom

dostiºe in�mum naziva se optimalno transportno preslikavanje.

Napomena 5.2. Monºov problem ima dva ozbiljna tehni£ka nedostatka.

1. Skup dopustivih T moºe biti prazan. Ako je µ = δx0 , tada za svako Borel

merljivo T vaºi T#δx0 = δT (x0), dakle slika Dirakove mere je uvek Dirakova mera.

Ako ν nije Dirakova mera, ne postoji nijedno T sa T#δx0 = ν. Ovaj primer tako�e

pokazuje da mere sa atomima (mere µ za koje postoji ta£ka x0 ∈ X sa µ({x0}) > 0)

ne mogu biti poslate preko transportnog preslikavanja na mere bez atoma (mere

kod kojih je µ({x}) = 0 za svako x ∈ X), jer je slika atoma uvek atom.

2. Nelinearnost i nekonveksnost. Uslov T#µ = ν nije linearan u T : ako T1, T2

oba zadovoljavaju T#µ = ν, njihova sredina T1+T2

2
to, u op²tem slu£aju, ne zadovo-

ljava. Ovo onemogu¢ava direktnu primenu standardnih metoda (poluneprekidnost,

kompaktnost) iz varijacionog ra£una.

5.2 Kantorovi£ev problem i transportni planovi

Re²enje problema navedenih u Napomeni 5.2, koje je predloºio Kantorovi£ 1942. godi-

ne, sastoji se u tome da se, umesto preslikavanja T koje svakoj ta£ki x dodeljuje jedinstveno

odredi²te, dozvoli da se masa iz x �razdeli� i po²alje na vi²e odredi²ta, formalizovano preko

mere na X ×X.

De�nicija 5.3 (Transportni plan). Neka su µ, ν ∈ P(X). Transportni plan izme�u µ i ν

je mera γ ∈ P(X ×X) takva da su njene marginale jednake µ i ν, tj.

(π1)#γ = µ, (π2)#γ = ν,

gde su π1, π2 projekcije X × X → X na prvu, odnosno drugu koordinatu. Skup svih

transportnih planova izme�u µ i ν obeleºavamo sa Π(µ, ν).

Napomena 5.4. Za razliku od skupa transportnih preslikavanja u Monºovom proble-

mu, skup Π(µ, ν) je uvek neprazan: proizvod mera µ × ν (De�nicija 2.7) zadovoljava
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(π1)#(µ× ν) = µ, (π2)#(µ× ν) = ν, dakle µ× ν ∈ Π(µ, ν). Intuitivno, µ× ν predstavlja

�potpuno haoti£no� preme²tanje mase, bez korelacije izme�u polazi²ta i odredi²ta.

De�nicija 5.5 (Kantorovi£ev problem). Neka su µ, ν ∈ P(X) i c : X×X → [0,∞] Borel

merljiva. Za γ ∈ Π(µ, ν) stavljamo

K(γ) :=

∫
X×X

c dγ,

i Kantorovi£ev problem sastoji se u nalaºenju

Tc(µ, ν) := inf
γ∈Π(µ,ν)

K(γ).

Minimizeri, kada postoje, nazivaju se optimalni transportni planovi.

Propozicija 5.6. Ako je T : X → X transportno preslikavanje za Monºov problem

(T#µ = ν), tada je γT := (id, T )#µ ∈ Π(µ, ν) i

K(γT ) =

∫
X

c(x, T (x)) dµ(x).

Posledi£no, Tc(µ, ν) ≤ inf{
∫
X
c(x, T (x)) dµ(x) : T#µ = ν}, tj. Kantorovi£ev problem je

relaksacija Monºovog problema. Ovo se lako proverava direktno iz de�nicije slike mere

(De�nicija 4.16).

Za dokaz nejednakosti trougla za Wasserstein-ovu metriku (Odeljak 5.3) potrebna je

tehnika koja od dva transportna plana konstrui²e tre¢i, sa zajedni£kom �unutra²njom�

marginalom. Ova konstrukcija (�lema o lepljenju�) oslanja se na pojam dezintegracije

mere.

De�nicija 5.7 (Dezintegracija mere). Neka je µ Borelova mera na X, Y topolo²ki prostor

i f : X → Y Borel merljivo preslikavanje. Familija (µy)y∈Y je dezintegracija mere µ u

odnosu na f ako je svaka µy verovatnosna mera koncentrisana na f−1({y}), i ako za svaku
funkciju φ ∈ Cb(X) preslikavanje y 7→

∫
X
φdµy jeste (f#µ)-merljivo i vaºi∫

X

φdµ =

∫
Y

(∫
X

φdµy

)
d(f#µ)(y).

Teorema 5.8 (Teorema o dezintegraciji). Neka su X, X̄ Radonovi separabilni metri£ki

prostori (svojstvo koje ispunjava svaki kompletan separabilan metri£ki prostor), µ ∈ P(X),

neka je f : X → X̄ Borel merljivo preslikavanje i ν := f#µ ∈ P(X̄). Tada postoji ν-skoro

svuda jedinstveno odre�ena familija (µy)y∈X̄ iz De�nicije 5.7, tj. dezintegracija mere µ u

odnosu na f postoji i jedinstvena je za ν-skoro sve y ∈ X̄.
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Lema 5.9 (Lema o lepljenju). Neka su X1, X2, X3 kompletni separabilni metri£ki prostori,

µ1, µ2, µ3 verovatnosne mere na njima, γ1 ∈ Π(µ1, µ2) i γ2 ∈ Π(µ2, µ3). Tada postoji

σ ∈ P(X1 ×X2 ×X3) takva da je

(π1,2)#σ = γ1, (π2,3)#σ = γ2,

gde su π1,2, π2,3 projekcije na odgovaraju¢e parove koordinata.

Skica dokaza. Neka je π
(1)
2 : X1 × X2 → X2 projekcija na drugu koordinatu, i neka je(

(γ1)y
)
y∈X2

dezintegracija mere γ1 u odnosu na π(1)
2 (Teorema 5.8, sa f = π

(1)
2 , f#γ1 = µ2),

tako da za svaku φ ∈ Cb(X1 ×X2) vaºi∫
X1×X2

φdγ1 =

∫
X2

(∫
X1

φ(x1, y) d(γ1)y(x1)
)
dµ2(y).

Analogno, neka je π(2)
1 : X2×X3 → X2 projekcija na prvu koordinatu, i neka je

(
(γ2)y

)
y∈X2

dezintegracija mere γ2 u odnosu na π
(2)
1 . De�ni²emo meru σ na X1×X2×X3 preko njenog

dejstva na test funkcije φ(x1, x2, x3):∫
φdσ :=

∫
X2

(∫
X1

∫
X3

φ(x1, y, x3) d(γ1)y(x1) d(γ2)y(x3)
)
dµ2(y).

Uzimaju¢i φ(x1, x2, x3) = φ1,2(x1, x2) (nezavisno od x3), desna strana se svodi ta£no na∫
φ1,2 dγ1, £ime se dobija (π1,2)#σ = γ1, analogno se za φ(x1, x2, x3) = φ2,3(x2, x3) dobija

(π2,3)#σ = γ2. (videti detaljnije u [7, Lema 5.5]) □

Egzistencija optimalnog transporta. Sada smo spremni da pokaºemo da Kantoro-

vi£ev problem ima re²enje kada je c neprekidna i nenegativna, a X kompletan separabilan

metri£ki prostor. Neka je (γn)n niz minimizacije za K. Tada, po regularnosti mera na

metri£kom prostoru (Teorema 2.24) i karakterizaciji kompaktnosti (Teorema 1.32), µ i

ν moraju biti zategnute. Ako su K1 i K2 kompaktni sa µ(K1), ν(K2) > 1 − ε, onda je

K1 ×K2 kompaktan i za sve γ ∈ Π(µ, ν), γ(K1 ×K2) > 1− 2ε. Odavde sledi da je £itava

kolekcija Π(µ, ν) zategnuta, i po Prohorovljevoj teoremi (Teorema 4.10) (γn)n ima slabu

granicu γ nakon izdvajanja podniza. Za svaki prirodan broj m, cm(x, y) = min(c(x, y),m)

je neprekidna ograni£ena funkcija, i

K(γn) =

∫
X×X

c dγn ≥
∫
X×X

cm dγn →
∫
X×X

cm dγ, n → ∞.

Po Teoremi o monotonoj konvergenciji (Teorema 2.37),

lim inf
n→∞

K(γn) ≥ lim
m→∞

∫
X×X

cm dγ = K(γ), ako γn ⇀ γ.
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Kako je (γn)n izabran kao niz minimizacije za K, γ mora biti minimizer, i egzistencija je

pokazana.

5.3 De�nicija Wasserstein-ove metrike

Wasserstein-ovu metriku dobijamo primenom Kantorovi£evog problema na funkciju

cene c(x, y) = d(x, y)p, p ≥ 1.

Lema 5.10. Neka je µ ∈ P(X), p ≥ 1. Ako je
∫
X
d(x, x0)

p dµ(x) < ∞ za neko x0 ∈ X,

onda je ova veli£ina kona£na za svako x1 ∈ X umesto x0.

Napomena o dokazu. Tvr�enje se lako proverava direktno iz nejednakosti trougla d(x, x1) ≤
d(x, x0) + d(x0, x1) i konveksnosti funkcije t 7→ tp (p ≥ 1), zato se navodi bez dokaza. U

literaturi se ovo podrazumeva kao jasna tvrdnja i ne dokazuje se. □

De�nicija 5.11 (Prostor Pp(X)). Za p ≥ 1 de�ni²emo Wasserstein-ov prostor

Pp(X) :=
{
µ ∈ P(X) :

∫
X

d(x, x0)
p dµ(x) < ∞ za neko (svako) x0 ∈ X

}
.

De�nicija 5.12 (Wasserstein-ova metrika). Za p ≥ 1 i µ, ν ∈ Pp(X), p-Wasserstein-ovo

rastojanje de�ni²emo kao

Wp(µ, ν) :=
(
Tdp(µ, ν)

)1/p

=
(

inf
γ∈Π(µ,ν)

∫
X×X

d(x, y)p dγ(x, y)
)1/p

.

Napominjemo da je in�mum u De�niciji 5.5 ovde zaista dostignut (�min�), po Egzistenciji

optimalnog transporta (Odeljak 5.2), primenjenoj na c = dp.

Kona£nost Wp na Pp(X) garantovana je uzimanjem konkretnog plana µ× ν. Kako je

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp),

d(x, y)p ≤ 2p−1
(
d(x, x0)

p + d(x0, y)
p
)
, x, y ∈ X,

pa je, primenom Fubinijeve teoreme (Teorema 2.35) na (verovatnosnu) meru µ× ν,

Wp(µ, ν)
p ≤

∫
X×X

d(x, y)p d(µ× ν)(x, y)

≤ 2p−1
(∫

X

d(x, x0)
p dµ(x) +

∫
X

d(y, x0)
p dν(y)

)
< ∞.

Teorema 5.13 (Wp je metrika). Za svako p ≥ 1, Wp je metrika na Pp(X).

Dokaz. Nenegativnost je trivijalna.
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Wp(µ, ν) = 0 ⇒ µ = ν: Po egzistenciji optimalnog transporta (Odeljak 5.2, za c = dp,

neprekidnu i nenegativnu), in�mum se dostiºe na nekom γ∗ ∈ Π(µ, ν) sa
∫
X×X

d(x, y)p dγ∗ =

0. Ovo zna£i da je γ∗ koncentrisan na dijagonali {(x, y) ∈ X ×X : x = y}. Za proizvoljnu

funkciju φ ∈ Cb(X), kako je φ(x) = φ(y) za γ∗(x, y),∫
X

φdµ =

∫
X×X

φ(x) dγ∗(x, y) =

∫
X×X

φ(y) dγ∗(x, y) =

∫
X

φdν,

pa µ = ν.

Simetrija: Preslikavanje s(x, y) = (y, x) uspostavlja bijekciju Π(µ, ν) ↔ Π(ν, µ) koja

£uva vrednost
∫
d(x, y)p dγ (jer je d simetri£na), pa je Wp(µ, ν) = Wp(ν, µ).

Nejednakost trougla: Neka su µ1, µ2, µ3 ∈ Pp(X) i neka su γ1 ∈ Π(µ1, µ2), γ2 ∈
Π(µ2, µ3) optimalni planovi (egzistencija optimalnog transporta, Odeljak 5.2), sa K(γ1) =

Wp(µ1, µ2)
p, K(γ2) = Wp(µ2, µ3)

p. Po Lemi o lepljenju 5.9 postoji σ ∈ P(X × X × X)

sa (π1,2)#σ = γ1, (π2,3)#σ = γ2. Tada je (π1,3)#σ ∈ Π(µ1, µ3) (jer je (π1)#σ = µ1,

(π3)#σ = µ3), pa, obeleºavaju¢i koordinate na X ×X ×X sa (x1, x2, x3),

Wp(µ1, µ3) ≤
(∫

X×X

d(x1, x3)
p d(π1,3)#σ

)1/p

=
(∫

X×X×X

d(x1, x3)
p dσ

)1/p

≤
(∫

X×X×X

(
d(x1, x2) + d(x2, x3)

)p
dσ

)1/p

≤
(∫

X×X×X

d(x1, x2)
p dσ

)1/p

+
(∫

X×X×X

d(x2, x3)
p dσ

)1/p

= Wp(µ1, µ2) +Wp(µ2, µ3),

gde smo u tre¢em koraku koristili Minkowski-jevu nejednakost (videti npr. [3, Teorema

3.9, str. 66.]) za Lp prostore (u odnosu na meru σ). □

5.4 Osnovna svojstva Wasserstein-ovog prostora

Propozicija 5.14 (Monotonost po p). Ako je 1 ≤ p ≤ q, tada je Pq(X) ⊂ Pp(X) i za

µ, ν ∈ Pq(X) vaºi

Wp(µ, ν) ≤ Wq(µ, ν).

Ako je pritom X ograni£en, vaºi i obrnuta ocena Wq(µ, ν) ≤ diam(X)(q−1)/q ·W1(µ, ν)
1/q.

Dokaz. Za verovatnosnu meru γ ∈ Π(µ, ν), Jensenova nejednakost za p ≤ q daje(∫
X×X

d(x, y)p dγ
)1/p

≤
(∫

X×X

d(x, y)q dγ
)1/q

.

Primenjeno na optimalan plan za Wq, ovo daje Wp(µ, ν) ≤ Wq(µ, ν). Za obrnutu ocenu,
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na ograni£enom X imamo(∫
X×X

d(x, y)q dγ
)1/q

≤ diam(X)(q−1)/q
(∫

X×X

d(x, y) dγ
)1/q

,

odakle traºena nejednakost sledi primenom na optimalan plan za W1. □

Lema 5.15. Za a, b ∈ R≥0 i p ≥ 1 vaºi ap + bp ≤ (a+ b)p.

Dokaz. Bez umanjenja op²tosti, pretpostavimo a ≥ b. Tada moºemo pisati (a + b)p =

ap+pζp−1b za neko ζ ∈ [a, a+b]. Koriste¢i p ≥ 1 i ζ ≥ a ≥ b, dobijamo (a+b)p ≥ ap+bp. □

De�nicija 5.16 (Lip²icova funkcija). Za funkciju φ : X → R, Lip²icova konstanta funk-

cije φ je

Kφ := sup
{ |φ(x)− φ(y)|

d(x, y)
: x, y ∈ X, x ̸= y

}
∈ [0,∞].

Funkciju φ nazivamo Lip²icovom ako je Kφ < ∞, i 1-Lip²icovom ako je Kφ ≤ 1. Skup

svih 1-Lip²icovih funkcija φ : X → R obeleºavamo sa Lip1(X).

Teorema 5.17 (Karakterizacija Wp-konvergencije). Neka je X = Rd (sa Euklidskom

metrikom), za neko d ∈ N, i neka su (µn) ⊂ Pp(X), µ ∈ Pp(X). Tada su slede¢i uslovi

ekvivalentni:

1. Wp(µn, µ) → 0;

2. µn ⇀ µ i
∫
X
d(x, x0)

p dµn(x) →
∫
X
d(x, x0)

p dµ(x) za neko (svako) x0 ∈ X.

Dokaz. Posmatrajmo prvo niz (µn)n ⊂ Pp(X) koji konvergira ka µ u Wp rastojanju. Tada

i dalje vaºi da

sup
{∫

X

φd(µn − µ) : φ ∈ Lip1(X)
}
→ 0,

²to daje testiranje slabe konvergencije u odnosu na proizvoljne Lip²icove funkcije. Prime-

timo da su Lip²icove funkcije guste (u uniformnoj konvergenciji) u prostoru C0(X) (dok

to nije nuºno slu£aj za Cb(X)) i da je to dovoljno da se dokaºe µn ⇀ µ.

Da bismo dobili i drugu veli£inu, naime
∫
X
d(x, x0)

p dµn(x) →
∫
X
d(x, x0)

p dµ(x) (²to

nije posledica same slabe konvergencije, jer d(·, x0)
p nije ograni£ena funkcija), dovoljno je

primetiti da∫
X

d(x, x0)
p dµn(x) = W p

p (µn, δx0) → W p
p (µ, δx0) =

∫
X

d(x, x0)
p dµ(x).

Sada treba dokazati i obrnutu implikaciju. Posmatrajmo niz µn ⇀ µ koji zadovoljava

i
∫
X
d(x, x0)

p dµn(x) →
∫
X
d(x, x0)

p dµ(x). Fiksirajmo R > 0 i posmatrajmo funkciju
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φ(x) := (d(x, x0) ∧R)p, koja je neprekidna i ograni£ena. Imamo∫
X

(
d(x, x0)

p − φ(x)
)
dµn =

∫
X

d(x, x0)
p dµn −

∫
X

φdµn

→
∫
X

d(x, x0)
p dµ−

∫
X

φdµ =

∫
X

(
d(x, x0)

p − φ(x)
)
dµ.

Kako je
∫
X

(
d(x, x0)

p − φ(x)
)
dµ ≤

∫
X\B(x0,R)

d(x, x0)
p dµ, mogu¢e je izabrati R tako da∫

X

(
d(x, x0)

p − φ(x)
)
dµ < ε/2,

pa se time tako�e moºe garantovati
∫
X

(
d(x, x0)

p−φ(x)
)
dµn < ε za sve n dovoljno velike.

Koristimo sada nejednakost (d(x, x0)−R)p ≤ d(x, x0)
p − (d(x, x0) ∧R)p, koja vaºi za

d(x, x0) ≥ R (Lema 5.15), da bismo dobili∫
X

(d(x, x0)−R)p dµn < ε za n dovoljno veliko, i
∫
X

(d(x, x0)−R)p dµ < ε.

Posmatrajmo sada πR : X → B(x0, R) de�nisano kao projekciju na B(x0, R). Ovo presli-

kavanje je dobro de�nisano i neprekidno, i jednako je identitetu na B(x0, R). �tavi²e, za

svako x /∈ B(x0, R) imamo d(x, πR(x)) = d(x, x0)−R. Odavde moºemo zaklju£iti

Wp(µ, (πR)#µ) ≤
(∫

X

(d(x, x0)−R)p dµ
)1/p

≤ ε1/p,

Wp(µn, (πR)#µn) ≤
(∫

X

(d(x, x0)−R)p dµn

)1/p

≤ ε1/p.

Primetimo tako�e da, usled uobi£ajene kompozicije slabe konvergencije sa neprekidnim

funkcijama, iz µn ⇀ µ tako�e zaklju£ujemo (πR)#µn ⇀ (πR)#µ. Ipak, ove mere su sve

koncentrisane na kompaktnom skupu B(x0, R), i ovde moºemo koristiti ekvivalenciju slabe

konvergencije i Wp-konvergencije (ekvivalencija slabe konvergencije i Wp-konvergencije na

kompaktnom skupu dobija se istim argumentom kao u prvom delu ovog dokaza, deo

(1)⇒(2), primenjenim na kompaktan potprostor B(x0, R)). Odavde dobijamo

lim sup
n

Wp(µn, µ) ≤ lim sup
n

(
Wp(µn, (πR)#µn) +Wp((πR)#µn, (πR)#µ) +Wp(µ, (πR)#µ)

)
≤ 2ε1/p + lim

n
Wp((πR)#µn, (πR)#µ)

= 2ε1/p.

Parametar ε > 0 je bio proizvoljan, pa dobijamo lim supnWp(µn, µ) = 0, £ime je dokaz

zavr²en. □

Napomena 5.18. Smer (1)⇒(2) dokaza prenosi se na proizvoljan kompletan separabilan
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metri£ki prostor X, uz odgovaraju¢u (tehni£ki zahtevniju) zamenu za gustinu Lip²icovih

funkcija u Cb(X), u Rd ova gustina se dobija konvolucijom, alatom koji nije dostupan

na op²tim prostorima. Smer (2)⇒(1) je, me�utim, speci�£an za Rd: klju£na ta£ka dokaza

je postojanje neprekidne retrakcije πR sa £itavog prostora na kompaktan podskup (loptu

B(x0, R)), sa kontrolisanim rastojanjem d(x, πR(x)) = d(x, x0) − R. Ovakva retrakcija

oslanja se na linearnu strukturu Rd i ne mora postojati na op²tem kompletnom separa-

bilnom metri£kom prostoru. Dokaz se moºe prilagoditi op²tijim prostorima uz dodatne

pretpostavke, zainteresovani £italac se upu¢uje na [10, Propozicija 7.1.5] za op²ti slu£aj.

5.5 Kompletnost i separabilnost prostora (Pp(X),Wp)

Teorema 5.19. Ako je (X, d) kompletan separabilan metri£ki prostor, tada je za svako

p ≥ 1 i
(
Pp(X),Wp

)
kompletan separabilan metri£ki prostor.

Dokaz. Dokaz je zahtevan i prevazilazi granice ovog rada, zainteresovan £italac ga moºe

prona¢i u [10, Propozicija 7.1.5]. □

Napomena 5.20. Moºe se pokazati da, ako X nije kompaktan, prostor Pp(X) nije lokalno

kompaktan, £ak ni u slu£aju kada je X = Rn kona£ne dimenzije. Ova £injenica ograni£ava

metode koje se mogu koristiti za dublju analizu geometrije (Pp(X),Wp), ali ne uti£e na

rezultate ovog poglavlja.

Napomena 5.21 (Gausov slu£aj). U specijalnom slu£aju X = Rn, p = 2, kada su µ =

N(m1, A) i ν = N(m2, B) Gausove (normalne) verovatnosne mere sa (mogu¢no singu-

larnim) kovarijacionim matricama A,B, 2-Wasserstein-ovo rastojanje ima eksplicitnu, za-

tvorenu formu:

W2(µ, ν)
2 = ∥m1 −m2∥2 + tr

[
A+B − 2(A1/2BA1/2)1/2

]
.

Optimalni transport izme�u dve Gausove mere je pritom uvek linearno preslikavanje, £ija

matrica zadovoljava tzv. Rikatijevu jedna£inu TAT = B. Ovaj rezultat ovde navodimo

bez dokaza, videti [8, 1.6.3 The Gaussian Case].

5.6 Kompaktnost u prostoru (Pp(X),Wp)

De�nicija 5.22 (Uniformna integrabilnost p-tog momenta). Familija Γ ⊂ Pp(X) ima

uniformno integrabilan p-ti moment (u odnosu na �ksiranu ta£ku x0 ∈ X) ako

lim
R→∞

sup
µ∈Γ

∫
{x : d(x,x0)>R}

d(x, x0)
p dµ(x) = 0.
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Propozicija 5.23 (Kompaktni skupovi u Wp). Uniformno zategnuta (De�nicija 4.6) fa-

milija Γ ⊂ Pp(X) ima kompaktno zatvorenje u
(
Pp(X),Wp

)
ako i samo ako ima uniformno

integrabilan p-ti moment (De�nicija 5.22).

Poglavlje 5 je ovim zavr²eno. Uvedeno je Kantorovi£evo re²enje Monºovog problema

(Odeljci 5.1�5.2), pokazana je egzistencija optimalnog transportnog plana koriste¢i aparat

iz Poglavlja 4, de�nisana je Wasserstein-ova metrika i dokazana su njena osnovna svoj-

stva. U Poglavlju 6 direktno ¢e biti upore�ene konvergencija indukovana sa Wp i slaba

konvergencija uz konkretne primere.
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Glava 6

Pore�enje slabe konvergencije i

konvergencije indukovane

Wasserstein-ovom metrikom

U Poglavlju 4 uvedena je slaba konvergencija na P(X), a u Poglavlju 5 Wasserstein-ova

metrika Wp na Pp(X). Teorema 5.17 ve¢ je pokazala vezu izme�u ove dve konvergencije

preko uslova o konvergenciji p-tih momenata. U ovom poglavlju ta veza se dalje razmatra:

pokazuje se da je topologija indukovana Wasserstein-ovom metrikom �nija od topologije

slabe konvergencije, poredi se Wasserstein-ova metrika sa drugim standardnim rastojanji-

ma na P(X), razmatra se (polu)neprekidnost Wasserstein-ovog rastojanja u odnosu na

slabu konvergenciju, pokazuje se poklapanje dve konvergencije na skupovima na kojima

je masa mera koncentrisana, i navodi se primer u kome se dve konvergencije ne slaºu.

Izlaganje u ovom poglavlju prati [8], [7] i [9].

6.1 Odnos dve konvergencije

Propozicija 6.1 (Wasserstein-ova topologija je �nija). Topologija τWp, indukovana me-

trikom Wp na Pp(X), �nija je od topologije slabe konvergencije τw indukovane na Pp(X)

od strane P(X).

Dokaz. Neka je A ⊂ Pp(X) skup koji je zatvoren u topologiji τw. Neka (µn)n ⊂ A kon-

vergira ka µ u metrici Wp. Po Teoremi 5.17, smer (1) ⇒ (2), tada µn ⇀ µ. Kako je A

zatvoren u τw, sledi µ ∈ A. Ovim je pokazano da je A zatvoren i u topologiji τWp , tj.

topologija τWp ima vi²e zatvorenih skupova od topologije τw, drugim re£ima τWp je �nija

od τw. □

Wasserstein-ova metrika nije jedina metrika koja metrizuje topologiju τw. Primer 6.4

poredi je sa jo² jednim standardnim rastojanjem koje tako�e metrizuje τw, ograni£eno-
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Lip²icovim rastojanjem, kao i sa totalnom varijacijom, rastojanjem koje τw ne metrizuje,

radi ilustracije razlike.

Najpre je za razumevanje potrebna slede¢a de�nicija.

De�nicija 6.2 (BL norma funkcije). Neka je φ ∈ Cb(X) Lip²icova funkcija sa Lip²icovom

konstantom Kφ (De�nicija 5.16). Kaºemo da je φ globalno Lip²icova ako je Kφ < ∞.

Norma ograni£ene Lip²icove funkcije (u oznaci ∥·∥BL, skra¢eno BL norma) ovakve funkcije

de�ni²e se kao

∥φ∥BL := ∥φ∥L∞ +Kφ.

Skup svih funkcija φ sa kona£nom BL normom, tj. sa ∥φ∥BL < ∞, snabdeven normom

∥ · ∥BL iz De�nicije 6.2, jeste Banahov prostor.

Ista oznaka ∥ · ∥BL se u nastavku koristi i na prostoru mera P(X), gde ∥µ − ν∥BL

obeleºava rastojanje izme�u dve mere, de�nisano ispod preko BL norme iz De�nicije 6.2.

De�nicija 6.3 (Ograni£eno-Lip²icovo rastojanje i totalna varijacija). Za µ, ν ∈ P(X)

de�ni²emo

∥µ− ν∥BL := sup
∥φ∥BL≤1

∣∣∣ ∫
X

φdµ−
∫
X

φdν
∣∣∣, ∥µ− ν∥TV := sup

A
|µ(A)− ν(A)|,

gde se u prvoj formuli supremum uzima po funkcijama φ BL norme (De�nicija 6.2) najvi²e

1, a u drugoj po Borelovim skupovima A ⊂ X. Rastojanje ∥ ·∥BL metrizuje topologiju τw,

dok rastojanje ∥ · ∥TV tu topologiju ne metrizuje, ono indukuje strogo �niju topologiju od

τw.

Primer 6.4. Za x, y ∈ X, x ̸= y, direktnim ra£unom se dobija

∥δx − δy∥BL = min
(
1, d(x, y)

)
, ∥δx − δy∥TV = 1,

dok je, s druge strane, Wp(δx, δy) = d(x, y) za sve p ≥ 1.

Napomena 6.5. Primer 6.4 pokazuje su²tinsku razliku izme�u ova tri rastojanja: totalna

varijacija �ne vidi� geometriju prostora X, vrednost ∥δx − δy∥TV jednaka je 1 bez obzira

na to koliko su ta£ke x i y me�usobno blizu (ovo je i razlog za²to ∥ · ∥TV ne metrizuje

τw: ona ne opada ni kad y → x). Ograni£eno-Lip²icovo rastojanje ovo ispravlja za mala

rastojanja (za d(x, y) < 1 vrednost ∥δx−δy∥BL opada zajedno sa d(x, y)), ali ne i za velika

(vrednost je uvek ograni£ena sa 1). Wasserstein-ova metrika, nasuprot tome, u potpunosti

prenosi geometriju osnovnog prostora X: Wp(δx, δy) jednako je ta£no rastojanju d(x, y),

bez obzira na to koliko je ono veliko ili malo.

Teorema 6.6 (Neprekidnost i poluneprekidnost Wp(·, ν) u odnosu na slabu konvergenci-

ju). Neka je ν ∈ Pp(X) �ksirana mera.
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1. Ako je X kompaktan, preslikavanje µ 7→ Wp(µ, ν) je neprekidno u odnosu na τw.

2. Ako X nije nuºno kompaktan, ali (µn)n, µ ∈ Pp(X) i µn ⇀ µ, tada je preslikavanje

µ 7→ Wp(µ, ν) poluneprekidno odozdo:

lim inf
n→∞

Wp(µn, ν) ≥ Wp(µ, ν).

Dokaz. Deo (1): Kako, na kompaktnom X, konvergencija u metrici Wp ta£no metrizuje

topologiju τw, a svaka metrika je neprekidna u odnosu na samu sebe (kao posledica ne-

jednakosti trougla), preslikavanje µ 7→ Wp(µ, ν) je neprekidno.

Bez dokaza za deo (2): Dokaz op²teg (ne nuºno kompaktnog) slu£aja oslanja se na zategnu-

tost niza optimalnih transportnih planova γn ∈ Π(µn, ν) i izdvajanje slabo konvergentnog

podniza, videti [7, Propozicija 7.4]. □

6.2 Poklapanje konvergencija na ograni£enim skupovi-

ma

Posledica 6.7. Neka je K ⊂ X ograni£en skup i neka je µn(K) = 1 za sve n ≥ 1. Tada

Wp(µn, µ) → 0 ako i samo ako µn ⇀ µ.

Dokaz. Ovo neposredno sledi iz uslova iz De�nicije 5.22. □

Primer 6.8 (Bikel�Fridmanov primer). Neka je µ Borelova verovatnosna mera na R
takva da je

∫
R x dµ(x) = 0 i

∫
R x

2 dµ(x) = 1. Za n ≥ 1 neka je Sn : Rn → R preslikavanje

Sn(x1, . . . , xn) :=
1√
n

∑n
i=1 xi, i neka je

µn := (Sn)#
(
µ× · · · × µ︸ ︷︷ ︸

n

)
slika (De�nicija 4.16) n-tog proizvoda mere µ sa samom sobom (De�nicija 2.7) pri pre-

slikavanju Sn. Po centralnoj grani£noj teoremi, µn ⇀ ν, gde je ν standardna normalna

(Gausova) mera na R. Kako je
∫
R x

2 dµn(x) = 1 =
∫
R x

2 dν(x) za sve n (konvergenci-

ja drugog momenta je ovde trivijalna, jer je moment konstantan), Teorema 5.17 daje

W2(µn, ν) → 0.

6.3 Primer neslaganja: bekstvo mase u beskona£nost

Primer 6.9 (Bekstvo mase u beskona£nost). Neka je X = R i, za n ≥ 2,

µn :=
(
1− 1

n

)
δ0 +

1

n
δn ∈ P(R).
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Niz (µn)n slabo konvergira ka δ0, ali

W2(µn, δ0) =

√
1

n
· n2 =

√
n −→ ∞.

Dakle µn ⇀ δ0, ali µn ̸→ δ0 u metrici W2: slaba konvergencija ovde ne kontroli²e �rep�

raspodele, po²to funkcija x 7→ x2 nije ograni£ena, dok Wasserstein-ova konvergencija

dodatno zahteva da masa ne �pobegne� u beskona£nost.

Napomena 6.10. Primer 6.9 pokazuje da uslov konvergencije p-tog momenta iz Teoreme

5.17, smer (2) ⇒ (1), nije suvi²an: iako µn ⇀ δ0, drugi moment mere µn ne konvergira

ka drugom momentu mere δ0 (koji je 0), pa ovaj uslov nije ispunjen, i W2-konvergencija

izostaje.

Napomena 6.11 (Uop²tenje na proizvoljno p ≥ 1). Isti ra£un kao u Primeru 6.9 sprovodi se

za svako p ≥ 1. Kako je druga marginala transportnog plana µn×δ0 ∈ Π(µn, δ0) (De�nicija

5.3) Dirakova mera u 0, sva masa transportnog plana koncentrisana je na R× {0}, pa je

µn × δ0 jedini element skupa Π(µn, δ0), i po De�niciji 5.12:

Wp(µn, δ0)
p =

∫
R×R

d(x, y)p d(µn×δ0)(x, y) =

∫
R
d(x, 0)p dµn(x) =

(
1− 1

n

)
·0p+1

n
·np = np−1.

Dakle Wp(µn, δ0) = n(p−1)/p: za p = 1 ovo je konstantno 1 (ne teºi nuli), a za p > 1 ova

vrednost teºi +∞. Slaba konvergencija µn ⇀ δ0 dakle ne povla£i Wp-konvergenciju ni za

jedno p ≥ 1.

U Poglavlju 6 pokazano je da je topologija τWp �nija od topologije slabe konvergencije

τw, upore�ena je Wasserstein-ova metrika sa ograni£eno-Lip²icovim rastojanjem i total-

nom varijacijom, pokazana je neprekidnost, odnosno poluneprekidnost odozdoWasserstein-

ovog rastojanja u odnosu na slabu konvergenciju, pokazano je poklapanje dve konvergen-

cije na skupovima na kojima je masa mera koncentrisana, i naveden je primer u kome se

dve konvergencije ne slaºu usled bekstva mase u beskona£nost, uz njegovo uop²tenje na

proizvoljno p ≥ 1. Sa svim navedenim rezultatima ovo poglavlje je kompletno i zavr²eno.
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Zaklju£ak

U radu je pokazano da slaba konvergencija mera (koja dolazi iz teorije verovatno¢e i

funkcionalne analize) i konvergencija indukovana Wasserstein-ovom metrikom (poreklom

iz geometrijskog problema optimalnog transporta), iako poti£u iz sasvim razli£itih izvora,

nisu nezavisne pojave.

Pokazano je da se obe konvergencije mogu posmatrati kao konvergencije u odnosu

na neku topologiju na prostoru verovatnosnih mera P(X) nad kompletnim separabilnim

metri£kim prostorom X, i da su obe metrizabilne (Prohorovljevim rastojanjem π, odnosno

Wasserstein-ovim rastojanjem Wp).

Pokazano je da je topologija τWp �nija od topologije slabe konvergencije τw, odnosno

svaki niz koji konvergira u Wp metrici, konvergira i slabo, dok obrat ne mora da vaºi.

Preciznu vezu izme�u ove dve konvergencije daje uslov o konvergenciji p-tih momenata: niz

µn ∈ Pp(X) konvergira ka µ u Wp ako i samo ako µn ⇀ µ i pri tome p-ti momenti mera µn

konvergiraju ka p-tom momentu mere µ. Ovaj dodatni uslov nije samo tehni£ka stvar, ve¢

upravo ono ²to slaboj konvergenciji nedostaje da bi se izjedna£ila sa Wp-konvergencijom,

tj. slaba konvergencija �vidi� samo pona²anje mera na ograni£enim skupovima, preko

neprekidnih i ograni£enih funkcija, dok Wasserstein-ova metrika dodatno prati i da li

deo mase �beºi� ka beskona£nosti. Ovo je ilustrovano primerom u kome µn ⇀ δ0 slabo, ali

Wp(µn, δ0) → ∞ za svako p ≥ 1, masa mera µn beºi u beskona£nost, pa slaba konvergencija

to �ne prime¢uje�, dok Wasserstein-ovo rastojanje raste neograni£eno.

Pore�enjem Wasserstein-ove metrike sa drugim rastojanjima na P(X), totalnom va-

rijacijom i ograni£eno-Lip²icovim rastojanjem, pokazano je da je upravo osetljivost na

geometriju osnovnog prostora X ono ²to Wasserstein-ovu metriku razlikuje od ostalih ra-

stojanja koja metrizuju istu topologiju τw: dve mere mogu biti proizvoljno bliske u smislu

totalne varijacije, a proizvoljno udaljene u Wp prostoru, i obrnuto.

Kroz rad je tako�e pokazana i su²tinska zavisnost izme�u slabe konvergencije i Wasserstein-

ove metrike: pojam zategnutosti familije mera i Prohorovljeva teorema, uvedeni u Pogla-

vlju 4 u okviru izu£avanja slabe konvergencije, direktno su iskori²¢eni u Poglavlju 5 da bi

se pokazalo da Kantorovi£ev problem uop²te ima re²enje, odnosno da postoji optimalan

transportni plan. Drugim re£ima, sama Wasserstein-ova metrika ne bi mogla ni da bude

dobro de�nisana bez rezultata iz teorije slabe konvergencije, ²to pokazuje da su ove dve

teme, iako naizgled nezavisne, zapravo itekako povezane.
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Rezultati predstavljeni u ovom radu ograni£eni su na slu£aj kompletnih separabilnih

metri£kih prostora i na mere sa kona£nim p-tim momentom. Van ovog okvira, na primer

kada osnovni prostor X nije separabilan ili kada mere nemaju kona£an p-ti momenat,

mnogi od izloºenih rezultata (Prohorovljeva teorema, kompletnost i separabilnost prosto-

ra (Pp(X),Wp)) vi²e ne moraju da vaºe, pa bi njihovo prou£avanje zahtevalo druga£iji

pristup.
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