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Uvod

Bilo da je re¢ o podeli na voce i povrce ili na domace i divlje Zivotinje, deci je
Jo$ u najranijem uzrastu sasvim prirodno da razvrstavaju, klasifikuju 1 grupiSu. Tokom
odrastanja objekti sa kojima se radi se menjaju, ali princip ostaje isti i €ini odlicnu bazu
za susret sa skupovnim nacinom razmiSljanja u prvom razredu osnovne Skole.
Vremenom, pojam skupa i skupovni nacin misljenja postaju sve zastupljeniji. Uporedo,
razvijaju se 1 odredene zablude, kako kod mladih, tako i kod starijih osnovaca. Ovaj rad
bavice se stepenom i naCinom zastupljenosti skupa u nastavi matematike, ali 1

teSko¢ama sa kojima se ucenici susrecu.

Prvi deo posvecen je pojmu skupa i njegovom razumevanju. Posebno su
sagledani osnovni pojmovi 1 svojstva skupova, kao Sto su element, pripadnost,
podskup, prazan skup, jednakost skupova i kardinalnost. Takode se ukazuje na znacaj
razli¢itih reprezentacija skupova. Izdvajaju se najceS¢e teSko¢e ucenika u

razumevanju pojma skupa, ¢ime se postavljaju osnove za dalju analizu.

U drugom delu uraden je osvrt na zastupljenost skupa u nastavi matematike,
dok su u tre¢em delu analizirani udZbenici matematike od prvog do osmog razreda
osnovne skole u cilju sagledavanja nacina na koji se pojam skupa uvodi, razvija i

primenjuje tokom osnovnog obrazovanja.

Nalazi publikovanih istrazivanja kojima se bavi Cetvrti deo rada ukazuju da
teSkoce u razumevanju pojma skupa mogu opstajati i nakon njegovog formalnog
uvodenja. Zastupljenost pojma skupa u nastavnim sadrzajima uz publikovana
istrazivanja o razumevanju pojma skupa, povod su za empirijsko istrazivanje
sprovedeno u petom delu. Istrazivanje je sprovedeno u Skolskoj 2025/26. godini
medu ucenicima osnovne Skole u Beogradu. Cilj je bio ispitati razumevanje
kardinalnosti, praznog i beskona¢nog skupa, ponavljanja elemenata i primene pojma

skupa u razli¢itim reprezentacijama i matematickim kontekstima.

Na osnovu svega, u zavrSnom delu rada izvedeni su zakljucci i date su

preporuke koje mogu biti od koristi kod prevazilazenja uocenih poteskoca.



I Pojam skupa i njegovo razumevanje

Pojam skupa predstavlja jedan od osnovnih pojmova savremene matematike i
ima znacajnu ulogu u organizovanju i povezivanju razli¢itth matematickih sadrzaja.
Skupovni jezik omogucava opisivanje, klasifikovanje i proucavanje matematickih
objekata i njihovih odnosa, zbog ¢ega se primenjuje u gotovo svim oblastima
matematike. Skupovi se pojavljuju pri razmatranju skupova brojeva, reSavanju
jednacina i nejednacina, opisivanju geometrijskih objekata i njihovih odnosa, kao 1 pri
uvodenju funkcija i drugih matematickih struktura. Stoga znacaj pojma skupa
prevazilazi sadrzaje koji se neposredno odnose na elementarnu teoriju skupova,
budu¢i da skupovni nacin misljenja predstavlja jednu od osnova za razumevanje

brojnih matematickih pojmova.

U elementarnom pristupu pojam skupa intuitivno se uvodi kao kolekcija
odredenih objekata, koji se nazivaju njegovim elementima. Odnos izmedu elementa 1
skupa izrazava se pripadnoscu. Skup se moze zadati navodenjem njegovih elemenata
ili opisivanjem svojstva koje njegovi elementi zadovoljavaju. Pri tome redosled
navodenja elemenata nije znacajan, a viSestruko navodenje istog elementa ne menja
skup. Dva skupa jednaka su ako imaju iste elemente, odnosno ako je svaki element

jednog skupa istovremeno element drugog skupa i1 obrnuto.

Sa pojmom skupa neposredno su povezani pojmovi podskupa i praznog skupa.
Skup A je podskup skupa B ako svaki element skupa A pripada skupu B. Prazan skup
je skup koji nema elemenata i predstavlja podskup svakog skupa. Vrlo je vazno
razlikovati odnos pripadnosti elementa skupu od odnosa izmedu skupa i njegovog
podskupa. Uocavanje ove razlike posebno je znacajno sa stanovista ucenja, jer
intuitivno shvatanje skupa kao grupe ili kolekcije konkretnih objekata mozZe otezati
razumevanje praznog skupa, kao i situacija u kojima su elementi nekog skupa i sami

skupovi.

Jedno od osnovnih svojstava skupa jeste njegova kardinalnost. Kod konac¢nih
skupova kardinalnost se odreduje prebrojavanjem razliCitih elemenata skupa.

Ponavljanje istog elementa u zapisu ne utice na kardinalnost skupa, dok prazan skup



ima kardinalnost nula. Razvoj razumevanja kardinalnosti ne zavrSava se na
neposrednom prebrojavanju. Ucenici se kasnije susrecu i sa beskona¢nim skupovima,
posebno kroz skupove brojeva i skupove resenja. Prelazak sa konacnih skupova, ¢iji
se elementi mogu u potpunosti nabrojati, na beskona¢ne skupove zahteva 1 prelazak sa

neposrednog prebrojavanja na apstraktnije razumevanje skupa.

Medutim, poznavanje navedenih definicija 1 svojstava samo po sebi ne znaci
da je wucenik razvio razumevanje pojma skupa. Konceptualno razumevanje
podrazumeva da ucenik moze da prepozna i primeni osnovna svojstva skupa u
razliitim situacijama, da razlikuje medusobno povezane pojmove i odnose i da isti
matematicki sadrzaj sagleda kroz razliite nacine predstavljanja. Ucenik, na primer,
ne treba samo da zna da se isti element skupa navodi jednom, ve¢ treba da primeni to
svojstvo 1 kada formira skup slova odredene reci ili procenjuje jednakost dva skupa.
Sli¢no tome, razumevanje praznog skupa ne svodi se na poznavanje njegovog naziva i
oznake, ve¢ podrazumeva: razumevanje Cinjenice da je re¢ o skupu koji nema

elemenata i razlikovanje praznog skupa od skupa ¢iji je prazan skup element.

Razumevanje pojma skupa podrazumeva 1 mogucnost njegovog povezivanja
sa drugim matematickim sadrzajima. Skupovi se ne pojavljuju samo kao zaseban
sadrzaj teorije skupova, ve¢ predstavljaju osnovu za opisivanje brojnih matematickih
objekata i odnosa. Skup reSenja jednacine ili nejednacine, razliciti skupovi brojeva i
njihovi medusobni odnosi predstavljaju primere neposredne primene skupovnog
nac¢ina misljenja. I geometrijski objekti mogu se posmatrati kao skupovi tacaka, Sto
zahteva povezivanje geometrijskog znacenja objekta sa skupovnim na¢inom njegovog

opisivanja.

Poseban znacaj u razvoju konceptualnog razumevanja ima sposobnost
povezivanja razli€itih reprezentacija skupa. Skup i odnosi medu skupovima mogu biti
predstavljeni verbalnim opisom, nabrajanjem elemenata, opisivanjem zajedni¢kog
svojstva elemenata, simboliC¢kim zapisom ili odgovaraju¢im grafickim prikazom.
Razumevanje se ne ogleda samo u pravilnom tumacenju pojedinacne reprezentacije
ve¢ 1 u sposobnosti prepoznavanja istog matematickog znacenja kada se promeni
nacin predstavljanja. Upravo u takvim situacijama mogu postati vidljive razlike

izmedu formalnog poznavanja odredenog pravila i njegovog stvarnog razumevanja.



Dosadasnja istrazivanja ukazuju na to da teSko¢e u razumevanju pojma skupa
mogu opstajati 1 nakon njegovog formalnog uvodenja. Ucenici, a u odredenim
slucajevima i studenti, mogu uspesno reprodukovati definicije i koristiti simbole, a
ipak ih nepravilno primenjivati u sloZenijim ili nestandardnim situacijama. Medu
teSko¢ama koje su uocCene u prethodnim istrazivanjima izdvajaju se intuitivno
shvatanje skupa kao kolekcije!, nerazlikovanje elementa i podskupa®, nerazumevanje
praznog skupa®, teSkoce pri odredivanju kardinalnosti* i problemi povezani sa

razli¢itim reprezentacijama matemati¢kog sadrzaja’.

Zbog toga se razumevanje pojma skupa u ovom radu ne posmatra samo kao
poznavanje odgovarajucih termina, definicija 1 simbolickih zapisa. Ono obuhvata
sposobnost ucenika da pravilno odreduju elemente skupa, primenjuju osnovna
svojstva jednakosti skupova, odreduju kardinalnost konac¢nih, praznih i beskonaénih
skupova i povezuju skupovni nacin misljenja sa drugim matematickim sadrzajima.
Ovakvo odredenje predstavlja osnovu za analizu prisutnosti pojma skupa u nastavi
matematike, nacina na koji se pojam skupa razvija kroz udzbenike matematike za

osnovnu $kolu, kao i za kasnije ispitivanje njegovog razumevanja kod ucenika.

! Efraim Fischbein and Madlen Baltsan ([I])

2Bagni, G. T.([II]), Rina Zazkis and Chris Gunn ([III])

3 Efraim Fischbein and Madlen Baltsan ([I]), Bagni, G. T.([11])

4+ Efraim Fischbein and Madlen Baltsan ([I]), Rina Zazkis and Chris Gunn ([III])
sBagni, G. T.([1I]), Sharif-Rasslan, A., Saleh, F., & Abboud, E. ([IV])



II Skup u nastavi matematike

Skup se u nastavi matematike kao posebna nastavna tema obraduje samo
jednom - u prvom polugodistu petog razreda. Realizaciji teme posveti se u proseku 10
¢asova®. Od ucenika se o¢ekuje da usvoje: pojam skupa i elementa skupa, pojam
praznog skupa, predstavljanje skupa opisivanjem elemenata, nabrajanjem i Ojler-
Venovim dijagramom, pojam podskupa i jednakih skupova, skupovne operacije
(unija, presek, razlika), upotrebu reci: “(ne)pripada”, “(ne)sadrzi”, “1”. “ili”, “svaki” i

“neki” u matematicko logickom smislu. U nekim udzbenicima mogu se pronaci i

pojmovi: pravi podskup, nadskup, komplement skupa i disjunktni skupovi.

Planovi nastave matematike pokazuju da se ve¢i deo Casova posvecuje
skupovnim operacijama. Broj elemenata skupa uvodi se kroz primere, a za skupove IN
1 IN( naglasava se da su beskonacni. U najve¢em broju slucajeva skup je obuhvacen

samo jednom proverom znanja - prvim pismenim zadatkom.

Vaznost skupa i njegove primene daleko prevazilaze granice ove teme. U
nastavku bic¢e navedeni nastavni sadrzaji kroz koje se ucenici susreu sa pojmom

skupa.

Brojevi i operacije sa njima

Najociglednija primena skupa je u klasifikaciji brojeva. U Cetvrtom razredu
ucenici prvi put ¢uju pojmove skup prirodnih brojeva - IN i skup prirodnih brojeva sa
nulom - IN|,. Uce da se elementi skupa IN; mogu predstaviti na brojevnoj polupravo;j.
U Sestom razredu znanje prosiruju na skup celih brojeva Z i uvode brojevnu pravu.
Iste skolske godine uce i skup racionalnih brojeva Q. Ucenici sedmog razreda slusaju
lekcije o skupu iracionalnih brojeva I i skupu realnih brojeva IR. Posebna paznja

posvecuje se medusobnim odnosima ovih skupova.

U petom razredu daci u obliku skupa navode delioce i1 sadrzaoce jednog ili

¢ Podaci o realizaciji nastavne teme preuzeti su iz izvora: Sluzbeni Glasnik republike Srbije, Prosvetni Glasnik,
Beograd, 26.02.26., str.285-287



viSe brojeva. Ovde bi trebalo da vide jasnu razliku izmedu konacnog skupa delilaca i
beskonacnog skupa sadrzalaca nekog broja. Takode, upoznaju i pojam prostog i
sloZzenog broja koje opet nabrajaju u obliku skupova. Kada nauce razlomke, izdvajaju
se skup pravih i skup nepravih razlomaka. Mogu se posmatrati skup decimalnih

brojeva sa kona¢nim i skup decimalnih brojeva sa beskona¢nim brojem decimala itd.

Algebra i funkcije

Ucenici u drugom razredu nauce da pronadu nepoznat sabirak, umanjenik,
umanjilac, ¢inilac, deljenik i1 delilac. Dobijeni broj nazivaju reSenjem jednacine. U
tre¢em razredu nauce da odrede skup reSenja nejednacine u skupu N, Kod
nejednacina oblika a + 15 < 20 nabrajaju sva resenja: ac{0,1,2,3,4}. Kod nejednacina
oblika x + 10 > 20, uz objasnjenje “Skup resenja ove nejednacine su svi brojevi veci
od 10, skup resenja zapisuju na slede¢i na¢in: x€{11,12,13,...}. Moguce je uociti da

se navedeni skupovi reSenja razlikuju (po broju elemenata), ali te razlike se ne isticu.

U petom razredu skup reSenja nejednacine predstavlja se na brojevnoj
polupravoj, a od Sestog razreda na brojevnoj pravoj. Skup reSenja nejednacina oblika
x+10>20 iy +10 <20 uce da zapisu i u obliku intervala:

x€ (10, + ) i ye(~e0,10].

Ucenici Sestog razreda navode skupove vrednosti zavisno promenljivih
veli¢ina, dok ucenici sedmog razreda crtaju grafik funkcije direktne proporcionalnosti
koji je zapravo skup tacaka. U viSim razredima dacima se daju primeri jednacina koje
nemaju reSenja u skupu u kom se jednacina reSava i primeri jednacina ¢iji je skup
reSenja ceo skup u kom se jednacina reSava. U osmom razredu obraduje se pojam
linearne funkcije gde se definiSu skup koji predstavlja oblast definisanosti funkcije -
domen 1 skup vrednosti funkcije - kodomen. Takode, grafik linearne funkcije je prava,
tj. skup tacaka koje zadovoljavaju odredenu jednakost. Iste Skolske godine ucenici

usvajaju metode za pronalaZenje skupa reSenja sistema linearnih jednacina sa dve

nepoznate.



Geometrija

Svako izuCavanje geometrije jeste jedan oblik izucavanja skupa, ali se ta
povezanost nedovoljno isti¢e. Prave i ravni su skupovi tacaka. Duz AB je skup svih
tacaka izmedu A 1 B zajedno sa A i B. Deo (podskup) prave p, koji sadrzi tacku O
prave p i sve tacke prave p sa jedne strane tacke O, je poluprava Op. Kruznica je skup
taCaka u ravni koje su podjednako udaljene od jedne fiksne tacke. Krug je skup svih
tacaka Cije je rastojanje od centra manje ili jednako polupre¢niku. Pojam podskupa
prisutan je u analizi odnosa geometrijskih objekata. Svaka duz i svaka poluprava su
podskupovi odgovarajuc¢e prave, dok su geometrijske figure podskupovi ravni. U
geometriji se Cesto koristi pojam pripadanja. Posmatra se da li tacka pripada pravoj,
duzi, polupravoj, kruznici ili nekoj drugoj geometrijskoj figuri, kao i1 da li prava ili

geometrijska figura pripadaju ravni.

Skupovne operacije takode imaju svoju primenu u geometriji. Da bi se odredio
medusobni polozaj dve prave posmatra se njihov presek koji moze biti prazan skup,
jedna tacka ili skup tacaka tj. cela prava. Na isti nacin odreduje se da li su medusobni
polozaj kruznice i prave ili medusobni polozaj dve kruznice prazan skup, jedna tacka
ili dve tacke. SloZzene geometrijske figure mogu se posmatrati kao unija vise

jednostavnijih geometrijskih figura Sto moze olakSati rac¢unanje obima ili povrSine.

U petom razredu pojam skupa javlja se i kroz zadatke u kojima se odreduje
skup svih tacaka koje ispunjavaju odredeni geometrijski uslov. Tako je simetrala duzi
AB skup svih tacaka u ravni jednako udaljenih od krajeva A i B, dok je simetrala ugla

skup svih tacaka u ravni jednako udaljenih od krakova ugla.
U koordinatnom sistemu geometrijske figure posmatraju se kao skupovi

tacaka koje su odredene svojim koordinatama.

Merenje

Deca su jo$ u predskolskom uzrastu svesna da postoje veli¢ine koje se mere i
uporeduju: visina, vreme, udaljenost, temperatura. U nizim razredima uce merne

jedinice i razli¢ite kategorije kojima one pripadaju. Iako se skup kao pojam ne istice



tokom obrade ovih lekcija, ipak se mogu formirati skupovi jedinica za duzinu, masu,
zapreminu, povrSinu, vreme, temperaturu i druge merne veli¢ine. Svaka merna
veli¢ina ima odgovarajuci skup jedinica koje se medusobno razlikuju po koli¢ini, ali
pripadaju istoj kategoriji, §to doprinosi razumevanju njihove medusobne povezanosti i
pravilnoj primeni u razli¢itim situacijama. U procesu merenja i reSavanja tekstualnih
zadataka Cesto se vrSi razvrstavanje 1 poredenje izmerenih vrednosti. Dobijeni
rezultati mogu se posmatrati kao elementi skupa mernih podataka, koji se zatim

ureduju po veli€ini, uporeduju ili grupiSu prema odredenim kriterijumima.

Obrada podataka

Od prvog razreda osnovne Skole ucenici prikupljaju podatke o predmetima,
pojavama ili dogadajima iz neposrednog okruzenja koje zatim razvrstavaju po
unapred utvrdenim kriterijumima. Na taj nain elemente grupiSu u skupove i
podskupove mnogo pre nego Sto se pojam skupa zvani¢no uvede. Kod tabelarnog
prikaza podataka svaki red ili kolona moZe se posmatrati kao skup podataka koji
imaju zajednicko obelezje, dok celokupna tabela predstavlja uredenu organizaciju
svih prikupljenih elemenata. Stubicasti dijagrami, piktogrami i drugi graficki prikazi
omogucavaju vizuelno sagledavanje odnosa izmedu razli¢itih skupova podataka,
njihovo poredenje i analizu. U reSavanju zadataka iz ove oblasti ucenici Cesto
uporeduju broj elemenata u pojedinim skupovima i izvode zakljucke na osnovu
dobijenih rezultata. Obrada podataka podrazumeva 1 izdvajanje podskupova prema
zadatom kriterijumu. Ucenici mogu izdvajati sve elemente koji imaju odredenu

osobinu ili uporedivati viSe grupa podataka koje pripadaju istoj celini.

Zastupljenost skupova 1 skupovnog nacina misljenja u nastavi matematike je
neosporno na visokom nivou. Posebno je zanimljiv nacin na koji se u navedenim

nastavnim oblastima skup (ne)pojavljuje u udzbenicima matematike.



III Pojam skupa u udzbenicima matematike za
osnovnu Skolu

U cilju sagledavanja nacina na koji se pojam skupa uvodi, razvija i primenjuje

tokom osnovnog obrazovanja, analizirani su udzbenici matematike od prvog do

osmog razreda osnovne Skole. Analizom je pra¢eno kada i na koji nacin se pojam

skupa pojavljuje, koji se osnovni pojmovi i simboli¢ki zapisi uvode, kao i na koji

nac¢in se skupovni jezik i1 nacin misljenja kasnije koriste u drugim matemati¢kim

sadrzajima. Posebna paznja posvecena je prelasku od intuitivnog grupisanja i

razvrstavanja objekata u mladim razredima ka formalnijem razumevanju pojma skupa

1 njegovoj primeni u razli¢itim oblastima matematike.

Rezultati analize saZeto su prikazani u Tabeli 1, dok je u nastavku detaljnije

razmotren razvoj pojma skupa kroz pojedine razrede i matematicke sadrzaje.

Razred

IT

I1I

v

Kako se pojavljuje pojam
skupa
Intuitivno grupisanje,
izdvajanje 1 razvrstavanje
objekata prema zajednickim
osobinama; u pojedinim
udzbenicima pojam skupa
uvodi se 1 eksplicitno.
Skup nije posebna nastavna
tema, ali se koriste pojmovi
“pripada” 1 “sadrzi” bez
znakovnog zapisa.

Skup se  koristi za
predstavljanja reSenja.

Formalno se uvode skupovi

brojeva.

zaseban 1
obraden

Skup postaje
sistematski
matematicki sadrzaj.

Kljuéni pojmovi i
zapisi

skup, element skupa,
pripadnost, broj
elemenata

pripada, sadrzi

skup resenja, €,
vitiCaste zagrade,

(13 2

IN, N, €, zapis
beskonacnog skupa

€, ¢, jednakost
skupova, podskup,
prazan skup,
konacan i
beskonacan skup,
skupovne operacije,
Venov dijagram

Povezivanje sa
drugim sadrzajima

brojanje, poredenje,
grupisanje 1
razvrstavanje

prava, poluprava,
duz

jednacine i
nejednacine;
geometrija
prirodni brojevi;
brojevna poluprava;
jednacine i
nejednacine

prirodni brojevi;
brojevna poluprava;
jednadine i
nejednacine;
geometrija




VI

Vil

VIII

U razli¢itim matematickim
oblastima primenjuju se
osobine skupa i skupovni

celi 1 racionalni
brojevi; brojevna
prava; jednacine i
Z,Q,€,¢,cU,N nejednacine;
koordinatni sistem,
zavisno promenljive
veliCine; geometrija
iracionalni 1 realni
LR € ¢,c,UN brojevi; brojevna
prava; geometrija
jednacine,
nejednacine 1 sistemi
R, € ¢,C,U,N jednacina; linearna
funkcija; geometrija;
obrada podataka

Tabela 1: Razvoj pojma skupa kroz razrede

Analiza udzbenika pokazuje da se pojam skupa tokom prvih pet razreda

osnovne Skole razvija postepeno, od intuitivnog grupisanja objekata do njegovog

eksplicitnog 1 formalnijeg matematickog odredenja. Ve¢ u prvom razredu ucenici se

susreCu sa grupisanjem 1 razvrstavanjem objekata prema obliku, boji, veli€ini ili

nekom drugom svojstvu, kao i sa odredivanjem broja objekata u odredenoj grupi

(Slika 1). Pristupi analiziranih udzbenika nisu ujednaceni: u jednom se pojam skupa

ne uvodi eksplicitno, dok se u drugom koriste termini skup i element skupa, razmatra

pripadnost elementa skupu, broj elemenata i jednostavne skupovne operacije. Ipak,

oba pristupa ve¢ na pocetku Skolovanja stvaraju intuitivne osnove za kasnije

formalnije razumevanje ovog pojma.

o LLiTa je npukasaHo Ha cnmymn? =

PA3TOBAPAJ, LUK, LIPTA) .

NVMYH, NOMOPaHLY, WLUBY, ManuHy, KynuHy. ‘ﬂ ) /
JNnHnjom opsoj ypserHo sohe. ' ' S~
N

o Haupraj: jaroay, aHaHac, jabyKy, Kpywky,

Heke kpyrose 060j nnasom, a Heke Kpyrose y
060j upseHom 6ojom. Heke kBaapate 060j 3 ===t
nNasoM, a Heke KBaapaTe 060j UpBEHOM

60jom. lluumnjom n3gsoj nnase durype. MNopen

nunumje 3anuwwm CKYN NIABUAX OUTYPA.

OHaupraj TPU Kpyra U YeTUpU KBagpara. N ‘-,‘ b

MNopen jenHe nnase purype Hanuwwm YIAH.

LiTa je ogBOjeHO LpPBEHOM NUHKUjoM?
Koje cB0jcTBO je 3ajefHNYKO 3a CBe
unaHoBe CKyna ofpeheHor upseHom

AVHKUjom?
/
LLita je ofgBOjeHO NnaBomM NUHUjom? [
Koje cBojcTBO je 3ajeaHnu4Ko 3a cee !
unaHose ckyna ofpefieHor nnasom |
\.

nuHKUjom?

LLita npunaga v jeqHoM 1 Apyrom o ‘\ ‘,’
ckyny? g "R \\ g

Slika 1: Poredenje, grupisanje i razvrstavanje objekata ukuidiigeniku za prvi razred (str.57, [V])




Istovremeno se skupovni nacin razmisljanja postepeno pojavljuje i u drugim
matematickim oblastima, iako nije uvek eksplicitno povezan sa pojmom skupa. U
drugom razredu, prilikom uvodenja prave, poluprave i duzi, koriste se termini
»pripada“ 1 ,,sadrzi®, ali bez odgovaraju¢eg simbolickog zapisa i bez povezivanja sa
teorijom skupova. Slicna situacija javlja se u treCem razredu pri obradi kruga i
kruZznice, kada se razmatra pripadnost tataka ovim geometrijskim objektima, ali se ni

tada ne koristi skupovna simbolika.

VaZzan korak u razvoju pojma predstavlja koriS¢enje skupova za predstavljanje
matemati¢kih reSenja i skupova brojeva. U treCem razredu skup se koristi pri
predstavljanju reSenja nejednacina, dok se u Cetvrtom razredu uvode skup prirodnih
brojeva 1 skup prirodnih brojeva sa nulom (Slika 2). Uc¢enici se na taj nacin susrecu i
sa zapisom pomocu vitiCastih zagrada 1 tri tacke, ¢ime se postepeno priprema
razumevanje beskonacnih skupova, iako se termin ,beskonaCan skup” u tom

kontekstu joS ne koristi.

1,2,3,4,56,7,8,9,10,11,...,99,100, 101, 102, 103, ..,,999, 1000, 1001, 1002, 1003, ...,
..., 999 999, 1 000 000, 1 000 001, ... Ha3MBaMO HW3 NpUpoAHUX Bpojesa. q
[

Hajmarsn npupogHm 6poj je 1. A Koju je Hajsehn
npupoaHn 6poj?

Hw3 npnpogHux 6pojeBa Hema Kpaj, yBeK MOXeMo Aa ra HacTaB/bamo,
He nocToju Hajsehn npupoaHu 6poj.
— CKyn npupoHuX
6pojeea
N={1,2,3,4,.}

Ckyn npupogHux bpojeBa cagpxu cee NprpoaHe bpojese.
OBaj CKyn ce 03HauyaBa BeIMKUM TaTUHUYHUM CTOBOM

Hyna Hmje nprpoaaH 6poj 1 He Npunaga ckyny NPUPOAHNX - Ckyn npupoaHux
6pojesa. Ckyn NV, je ckyn Koju ce fobuja Kaga ckyny 6pojesa 1 Hyne
npupoaHnx bpojesa N gogamo 0. No= {0, 1.2:3:4 }

Y ckyny npupopaHux 6pojeea 6uno Koja asa pasnuuuta 6poja ce Mory ynopeauTu.
3arvo je ckyn npupogHux 6pojesa

Slika 2: Skupovi IN i N u udZbeniku za Cetvrti razred (str.32, [VI])

Do znacajnije formalizacije dolazi u petom razredu, kada skup postaje
poseban matematicki sadrzaj i sistematski se obraduju pripadnost elementa skupu
(Slika 3), nacini zadavanja skupova (Slika 4), jednakost skupova (Slika 5),

podskupovi, prazan, konacan i beskonacan skup i1 skupovne operacije.



> CKYI'I N berosun esieMeHTun

CKyn je jepaH op OCHOBHMX NOjmMoBa matematuke. OBaj Nojam je 3acHOBaH Ha uaejun
OKyns/barba HeKakBMx objekata y Lenuny. Te LenuHe Ha3ueamo ckynosuma. CBaku of objekata
KOjW YMHE HEKI CKYN Ha3UBamMO eNeMEeHTOM VNN YNIAHOM TOr CKyna. Y jeIHOCTaBHUM
CyvajeBuMa, CKyrnoBe 3ajlajemo HaBoherbem CBUX Herosux enemeHara namehy ButmyacTux
3arpapa { }, ogsajajyhu enemenTe 3anetama (yKOnvko CKyn nMa BULLE Of jJeJHOr eNemMeHTa).
CKynoBe 03Ha4aBamo Benvkum cnosuma natvHuue (A, B, C v Tako gasbe), a npvnagarbe
€NeMEHTA CKyMy 3HaKoMm €.

Slika 3: Uvodenje skupa u petom razredu (str.16, [VII])

Mpumep 2.

Oiiuc Ha cpiicKom je3uKy Maiiemaituuyku lpaghuyku ilpukas ckyiia
3aiuc A (BeHoes gujaipam)

A je cKyn cBUX jeaHOUMPPEHUX HeMapHUX

6pojesa. A={1,3,5,7,9} A

» 1 je jenHoumdpeH HenapaH 6poj; 1A

» 5 je jenHoundpeH HenapaH 6poj; 5eA

» 6 Huje jeaHoundpeH HenapaH 6poj; 6EA

» 11 Huje jeaHouMdpeH HenapaH 6poj; uta. | 11 E A

Slika 4: Primer razli¢itog zadavanja skupa (str.17, [VII])

CBaku ckyn je noTnyHo ogpeheH cBojum enemeHTUMa, WTO
3HauM fa cy ABa CKyna jeiHaka ako UMajy UcTe enemeHTe.

_A={0,1,2}

: . A={2,1,0}
Ako CKyn 3afjajemo HaBOﬁeHJeM enemMeHarta, H1je BaxKaH

pepocnen Kojum enemeHTe Hasogumo. Ltasuwe, jenaH
MCTUN eNIeMEHT MOXXEMO HaBOAUTM BULLE NyTa YHyTap
BUTUYACTKX 3arpaga. OBo nocnearse 3Haum Aa je, Ha
npumep, {0, 1,2} =1{2,2,0, 1} O o

Mucnumo T3
Ha ucTn

CKyn. o ¢

Slika 5: Redosled navodenja elemenata i ponavljanje istog elementa (str.17, [VII])

Istovremeno, ucenik pocinje da razume da skup nije ograniCen samo na
kolekcije konkretnih objekata. Elementi skupa mogu biti brojevi ili geometrijski
objekti, dok sam skup moze sluziti za organizovanje i1 klasifikovanje razlicitih
sadrzaja. Na primer, u oblasti deljivosti, delioci i sadrzaoci prirodnog broja
posmatraju se kao skupovi (Slika 6). Na taj nacin skup vise nije samo zaseban sadrzaj

ve¢ postaje 1 sredstvo za organizovanje 1 predstavljanje drugih matematickih pojmova.

Ckyn ceux genunaua 6poja n o3xauasamo D . Ha npumep, D D
D,={1,2,3,4,6,12}nD,={1,2,4,8,16} ” 15
3ajegHuuku genvoum 6pojeBa 12n 16 cy 1,2 n 4:
D,ND,={1,24}.
Hajmaru 3ajegHnykn genunal 6pojesa 12 u 16 jecte 6poj 1.
Hajsehwu 3ajegHuukm genvnay 6pojesa 12 n 16 jecte 6poj 4.

Slika 6: Najveci zajednicki delilac brojeva 12 i 16 (str.50, [VII])



Od Sestog razreda dolazi do znacajne promene u nacinu prisustva pojma
skupa. Nakon eksplicitne obrade u petom razredu, skup se vise ne pojavljuje kao
posebna nastavna oblast, ve¢ se njegove osobine koriste kao ve¢ usvojeno znanje.
Ovakav pristup podrazumeva da ucenik viSe ne treba iznova da uci Sta je skup,
element ili podskup, ve¢ da je sposoban da te ideje primeni u novim matematickim
situacijama. Time se uloga skupa menja od objekta ucenja ka sredstvu matematickog

misljenja.

Ranije usvojeni skupovi IN i IN; sada postaju deo skupa celih brojeva Z, skup
Z. postaje deo skupa racionalnih brojeva Q (Slika 7), dok se u sedmom razredu uvode
1 skup iracionalnih brojeva I i realnih brojeva IR. Iako se u konkretnim zadacima ne
mora uvek eksplicitno koristiti skupovna terminologija, sama organizacija sadrzaja
pociva na ideji da odredeni brojevi pripadaju odredenoj brojevnoj strukturi i da se
jedna brojevna struktura moze posmatrati u odnosu na drugu. Ovaj aspekt je naro€ito
vazan jer se u viSim razredima sve ¢eSc¢e radi sa apstraktnim matematickim objektima.
Ucenik viSe ne klasifikuje samo konkretne predmete, ve¢ brojeve prema njihovim
svojstvima. Na primer, prirodni, celi i racionalni brojevi predstavljaju razlicite
skupove brojeva, pri ¢emu se mogu posmatrati njihovi medusobni odnosi. Time se
ranije uvedeni pojam podskupa moze razumeti kroz Sire okruzenje, ¢ak i onda kada

termin ,,podskup‘ nije neposredno u centru nastavne aktivnosti.

JacHo je pa Baxe cnegeha T1Bphemsa: Q
» cBaKW NnpupopaaH bpoj jecte Leo 6poj, a HMje cBaku N Z
ueo 6poj npupoaaH, Hnp. -1 € Z,a-1 &€ N,; 0,:1:2,3,4: 5w 0

» cBaKuW Lieo 6poj jecTe paumnoHanaH 6poj, a Huje cBaku
paumoHanaH 6poj ueo,

HIp. - - € Qa-— & Z 1ol 1 132 . 3
Hakne, Baxu N, C Z C Q.
Slika 7: Odnos izmedu skupova IN, Z i Q (str.86, [VIII])

-1,-2,-3,-4,-5, ...

Skupovni nacin miSljenja posebno je vidljiv u radu sa skupovima reSenja.
Jednacina ili nejednacina ne predstavlja samo postupak racunanja nepoznate veli¢ine,
ve¢ uslov kojim se odreduje koji brojevi imaju odredeno svojstvo. Rezultat reSavanja
moze se posmatrati kao skup svih brojeva koji zadovoljavaju dati uslov. Skup reSenja
moze sadrZati jedan element, viSe elemenata ili beskona¢no mnogo elemenata (Slika

8). Ova ¢injenica predstavlja neposrednu vezu izmedu sadrzaja iz petog razreda gde



su uvedeni konac¢ni 1 beskonacni skupovi. Kod nejednacina skup reSenja moze biti
interval ili unija intervala. Time se skup povezuje sa algebarskim zapisom i

geometrijskim prikazom na brojevnoj pravoj.

. ) " b
1° Ako je a # 0 pewetbe jegHaqunHe ax = bje & = —. JegHa4yuHa UMa Ta4Ho jeaHo
a

pewetse jep je moryhe nogenutu b ca a.
2° Axo je a = 0 m b = 0, umamo jegHaumnny 0 - z = 0 koja je 3aposorbena 3a caakn
peanuu 6poj z. JeaHauynHa uma GeckoHayvHo MHoro pewetsa jep je 0 - & 3a cBako peanHo
x jeanaxo 0.
3°Akojea = 0un b # 0, oHpa je jeaHaumna 0 - £ = b Hemoryha, Hema pelueta, jep He
nocroju peanax 6poj = Takas aa je npouasog 0 -z = b # 0.

2

lMpema Tome, NUHeapHa jeaHaYnHa MOXe Aa uma jeaHo pelwetse (jeaad peanau 6poj), GeckonayHo
MHOro peLuersa (can peantu Gpojesu) unu Hema pellersa (ckyn peleta je npasas, ().

Slika 8: Skup resenja jednacine (str.65, [X])

Dok se geometrijski objekti uglavnom i dalje ne definiSu eksplicitno kao
skupovi tacaka (Slika 9, Slika 10, Slika 11), ¢esto se koristi odgovaraju¢a skupovna
simbolika. Geometrijske figure se klasifikuju prema odredenim svojstvima, a ucenici
ispituju odnose medu njima. Trouglovi, ¢etvorouglovi i drugi geometrijski objekti
razvrstavaju se prema stranicama, uglovima i drugim karakteristikama. Podudarnost i
sli¢nost takode se mogu posmatrati kao kriterijjumi na osnovu kojih se izdvajaju
odredene klase objekata. lako se takve klase u udzbenicima uglavnom ne oznacavaju
formalno kao skupovi, njihova organizacija ima skupovnu strukturu. Kod
geometrijskih konstrukcija i analize medusobnih polozaja tacaka, pravih, figura i
ravni koriste se pojmovi “pripada” 1 “sadrzi”, iako se ne povezuju uvek sa teorijom
skupova. Proces raCunanja obima i povrsine sloZenih figura vrlo ¢esto podrazumeva
posmatranje figure kao unije jednostavnijih figura ¢iji se obim i povrSina lako

racunaju.

[se pa3nnuure Tauke A u B 3ajegHo ca CBMM Taykama
Koje ce Hana3se namehy rux (To jecT ca cBumM Taukama
X TakBvm aa je A - X - B) obpasyjy Ay, Koja ce AB
obenexasa AB unu BA. Tauke A n B Ha3uBajy ce \
Kpajesu ayxu AB. A B

Slika 9: Duz (str.61, [VII])

3aTBOpeHa nvHWja y paBHU Yuje Ccy cBe Tayke jeaHako yaarbeHe of
jenHe Tauke Te paBHU je KpYXHULA UNK KpYXKHa NUHKja.

Slika 10: Kruznica (str.160, [IX])



Ceaka kpy»xHuua k(O, r) ogpebhyje aBa ckyna Tayaka y

PaBHW Y KOjoj Ce Hanasu. JefaH CKyn YnHe yHyTpalibe QU<r ”::,?3[: f—i-(\?;ic-]‘h
Tauke Kpy>XHUWLE, a APYrv Cnofballbe Tauke KpyxHuLe. 05>r ueH}ap

Tauka U je yHyTpalltba Tauka ako je OU < r. S
Tauka S je cnomawba ako je OS > r. CBe Tauke Kpy»HuLe

k(O, r) n cBe teHe yHyTpalw e Tauke yuHe Kpyr K(O, r). CNOMbALWOCT KPyTa

Kpyr je cKyn cBuUX Tayaka Heke Kpy»HULe U CBUX HeHUX YHYTpallbux Tadaka. LleHtap
KPYXHWULE je U LUeHTap Kpyra, a NonynpeyHuk Kpy>XHUUe je v NonynpeyHuk Kpyra.

Slika 11: Krug (str.75, [VII])

U Sestom 1 sedmom razredu dodatno se razvija i sposobnost da se matematicki
objekti povezuju na osnovu relacija. Uvodenje koordinatnog sistema predstavlja
primer u kome se tacke ravni jednozna¢no opisuju uredenim parovima brojeva (Slika
12). Tako se ovde pojam skupa ne mora eksplicitno isticati, prisutna je ideja
povezivanja elemenata razliCitth matematickih struktura. Time se stvaraju osnove za

kasnije razumevanje funkcija kao posebne vrste odnosa izmedu skupova.

» MpeacTaB/bame jeAHOCTaBHNjUX CKynoBa
Tayaka y KOOpAWHaTHOM CUCTeMY

Mpumep 2. MpPUKaXXMMO Yy KOOPANHATHOM CUCTEMY CKYN CBUX Tavaka T(x, ) 3a Koje Baxu:

ay=-1; 6)y=-1; B)X>2; Nx>2yz-1.
y y y ‘ y
4 4 a | 7
3 3 3 ; 3 x> 2
2 2t yz-1 2 W4 2 ya
1 1 1 ‘ 1 !
e & S5
=3-2-1,0 123 x 3-2-1,1 123 x -3-2-1,/ 123 x -3-2-1,/ 1 23 X
gt == - 2 | -2
-3 <3 -3 ) <3

MpumeTn aa cMo NOA B) rpaHNUHY NPaBy oceHYeHe 06NacT HaupPTanu UCNPEKNAAHOM

NHWJOM jep TauKe OBe Npaee He Npunagajy obnactu (ancynce Tauyaka npaee jegHake cy 2).
CnryHo CMO NOCTYNUAW NOA T).

Slika 12: Predstavljanje jednostavnijih skupova tacaka u koordinatnom sistemu (str.127, [VIII])

Pojam skupa u osmom razredu ostaje u pozadini, ali njegova primena postaje
jo§ raznovrsnija. U oblasti funkcija, jednaCina, nejednadina i sistema jednacina
skupovni nac¢in misljenja koristi se za odredivanje i tumacenje skupova reSenja, dok

se u oblasti brojeva nastavlja rad sa razli¢itim skupovima.

Funkcija se moze razumeti kao preslikavanje izmedu dva skupa, odnosno kao
pravilo kojim se elementima jednog skupa pridruzuju elementi drugog skupa. U

osnovnoj Skoli ova definicija naj¢es¢e nije predmet formalne teorijske obrade, ali



skupovna struktura funkcije predstavlja vaznu pozadinu za razumevanje domena,

skupa vrednosti 1 zavisnosti izmedu veli¢ina (Slika 13).

CKyn BpeaHOCTN apryMeHTa 3a Koje je yHKumnja aechvHucaHa Hasunea ce
obnact aeduHucaHocTn dyHKUnje unu gomeH aprymeHTa. Ckyn
oaroBapajyhux BpeaHocTU yHKUKje, 3a cBe BPEAHOCTU apryMeHTa,
Ha3uea ce kogomeH dyHKuuje.

Slika 13: Domen i kodomen linearne funkcije (str.131, [X])

Grafik funkcije moze se posmatrati kao skup taCaka cije koordinate
zadovoljavaju odredeni uslov (Slika 14). U¢enik mozda nece ovu ¢injenicu formalno
izrazavati skupovnim jezikom, ali pri povezivanju jednacine, tabele vrednosti 1 grafika
zapravo radi sa skupom uredenih parova. Ovaj primer pokazuje da se skupovna
struktura u viS§im razredima Cesto nalazi na dubljem, konceptualnom nivou, bez

potrebe da bude eksplicitno imenovana.

Ckyn peluetba jeaHaunHe 2 + y = 4 npeacrasrsajy KoopavHaTe CBUX Tadyaka npase,
rpachuka ogrosapajyhe nuHeapHe cyHkuvje: y = —2z + 4. iaBeaeHu 3akrbydum Baxe 3a
Ouno Kojy NuHeapHy jeaHadyuHy ¢ ABe HenosHate. [Jakne:

Ckyn peluersa NUHeapHe jeHa4vHe ¢ ABe HenosHare, ax + by = ¢, jecte ckyn
CBUX Tayaka npase, rpaduka ogrosapajyhe nuHeapHe dyHKUmje.

Slika 14: Skup reSenja linearne jednacine sa dve nepoznate (str.148, [X])

Resavanje sistema linearnih jednacina podrazumeva pronalaZenje zajednickih
reSenja, pa se rezultat moze razumeti kao presek skupova reSenja pojedinacnih
jednacina. Ako sistem ima jedno resenje, ono se svodi na skup sa jednim elementom.
Ako sistem nema reSenja, dobija se prazan skup, a u odredenim slucajevima skup
reSenja moze biti beskonaan. Ovaj primer pokazuje kako se pojmovi uvedeni u
petom razredu — prazan, konacan i beskonacan skup, kao 1 skupovne operacije mogu

kasnije pojaviti u drugacijem matematickom kontekstu.

Skup ima svoje mesto i u oblasti obrada podataka 1 statistika. Kada se podaci
grupiSu, klasifikuju 1 predstavljaju prema odredenim karakteristikama, ucenici

implicitno koriste skupovni princip.

Posmatrano kroz svih osam razreda, moZe se uociti da se pojam skupa razvija
kroz najmanje tri medusobno povezane faze. Prvu fazu ¢ini intuitivno i1 pretezno

implicitno grupisanje objekata u nizim razredima. U drugoj fazi, koja kulminira u



petom razredu, skup postaje eksplicitni matemati¢ki pojam 1 ucenici usvajaju
skupovni jezik i simboliku. Trecu fazu karakteriSe postupna integracija skupovnog
nacina razmisSljanja u druge matematicke sadrzaje, pri ¢emu se sam pojam vise ne

1zdvaja nuzno kao poseban predmet ucenja.

Vazna razvojna karakteristika jeste postepeni prelazak od konkretnih ka
apstraktnim elementima skupova. U pocetku su elementi skupova konkretni objekti
koje ucenik moze neposredno da uoci. Kasnije to postaju brojevi, geometrijski objekti
1 reSenja matemati¢kih problema, a u vi§im razredima i apstraktniji pojmovi, poput
uredenih parova. Istovremeno se menja 1 kriterijum formiranja skupa: od
jednostavnog zajednickog svojstva konkretnog objekta prelazi se na svojstva

definisana matematickim odnosima, jedna¢inama i funkcijama.

Jo$ jedna znacdajna razvojna linija odnosi se na odnos izmedu eksplicitne 1
implicitne upotrebe pojma. Eksplicitna obrada najizrazenija je u petom razredu, kada
se ucenici neposredno upoznaju sa terminologijom i simbolikom teorije skupova. Pre i
nakon tog perioda mnogo cesce je prisutna implicitna upotreba. Medutim, implicitno
prisustvo nije manje znacajno. Cinjenica da u¢enik moZe da razume skup resenja,
klasifikaciju brojeva ili medusobni odnos nekih objekata bez ponovnog eksplicitnog
definisanja skupa pokazuje da se ovaj pojam postepeno ugraduje u Siri sistem

matemati¢kog znanja.

Uloga skupa nije ograni¢ena na jednu nastavnu oblast niti na jedan razred. On
povezuje aritmetiku i algebru kroz skupove brojeva 1 skupove reSenja, geometriju
kroz klasifikaciju 1 odnose pripadnosti, funkcije kroz domen, skup vrednosti i skup
uredenih parova, a statistiku kroz grupisanje podataka. Pri tome se intenzitet
eksplicitnog koris¢enja skupovne terminologije smanjuje, dok se konceptualni znacaj

skupovnog nac¢ina misljenja povecava.

Ovakva analiza pokazuje kako je pojam skupa zastupljen i kako se njegova
uloga menja tokom osnovne Skole, ali sama zastupljenost odredenih sadrzaja ne
govori o tome kako ih uCenici razumeju. Zbog toga je vazno razmotriti rezultate
istrazivanja koja su ispitivala teSkoce 1 zablude povezane sa razumevanjem pojma

skupa.



IV Istrazivanja o razumevanju pojma skupa

Analiza cetiri istrazivanja koja su se bavila razumevanjem pojma skupa
pokazuje da teSkoce u ucenju teorije skupova nisu ograni¢ene samo na pocetne faze
Skolovanja, ve¢ se zadrzavaju 1 kod starijih uc¢enika i buducih nastavnika matematike.
Posebno su znacajni nalazi koji pokazuju da ucenici i1 studenti mogu formalno
poznavati odredene definicije i simbole, a da ih ipak ne primenjuju pravilno kada se
suoce sa slozenijim ili nestandardnim primerima. Ako se rezultati ovih istraZivanja
posmatraju zajedno, moze se izdvojiti pet medusobno povezanih problema:

1) intuitivna predstava o skupu kao o kolekciji

2) nemogucnost razlikovanja elementa skupa od podskupa
3) nerazumevanje pojma praznog skupa

4) teSkoce sa odredivanje kardinalnosti slozenih skupova

5) reprezentovanje matematickog sadrzaja i razumevanje matematickog jezika.

U istrazivanju koje je sproveo Giorgia T. Bagni ([II]) ucestvovali su ucenici
razli¢itih uzrasta. Prvi eksperiment obuhvatio je 16 jedanaestogodiSnjaka, a drugi 25
petnaestogodis$njaka. Istrazivanje je sprovedeno u okviru redovne nastave matematike,
a analizirani su audio-snimci interakcija ucenika 1 nastavnika. lako je re¢ o
kvalitativnom istrazivanju i relativno malim uzorcima, njegovi nalazi veoma jasno
pokazuju da je ispitanicima teSko da razlikuju pripadnost elementa skupu 1 inkluziju

skupova.

Prvi eksperiment bavio se relativno jednostavnim zadatkom: trebalo je slikom
predstaviti skup stranica trougla. Ucenica je najpre nacrtala ceo trougao. Nastavnik je
ukazao da njen crtez nije nuzno pogresan, ali da se iz njega moze zakljuciti da skup
ima samo jedan element, ceo trougao, umesto tri stranice. Ucenica je odgovorila da je
nacrtala tri stranice, dok je drugi u€enik primetio da i on u crtezu pre svega vidi
trougao, a ne tri odvojene stranice. Ucenica je zatim pokuSala da ,,razbije* trougao i
nacrta tri duzi. Medutim, ni takva reprezentacija nije u potpunosti zadovoljila zahtev
zadatka, jer se izgubila informacija da su duzi upravo stranice jednog trougla.
Nastavnik je potom predlozio koris¢enje Ojler—Venovog dijagrama 1 uveo

oznaCavanje elemenata pomocu slova (Slika 15). Ovaj potez nije reSio problem.



Naprotiv, ucenici su imali teSkoce da prihvate da se konkretne stranice trougla mogu
predstaviti tackama ili simbolima unutar skupa. Rezultat pokazuje da vizuelna
reprezentacija moze biti korisna, ali da sama po sebi ne obezbeduje razumevanje

matematickog znacenja.

OO A,

Slika 15: Razliciti pokuSaji reSavanja problema (str.265, 266, [II])

U drugom eksperimentu ucenici su trebali da odgovore na pitanje da li skup A
pripada skupu svih podskupova skupa I, odnosno da li vazi A € p (1) ako je:

I— skup svih tacaka ravni;

R — skup tacaka jedne prave;

S — skup tacaka druge prave koja je normalna na K ;

A — skup ¢iji su elementi R 1 S.
Jedna ucenica nacrtala je dve medusobno normalne prave i obelezila ih sa R 1 S.
Zatim je oko slike nacrtala elipti¢nu liniju i1 oznacila je sa A (Slika 16). Zakljucila je
da A € p (1) koriste¢i argumentaciju: partitivni skup od I sadrzi sve podskupove od I,
figure su sastavljene od tacaka ravni, A sadrzi dve prave zbog Cega je figura u ravni.
Ucenica je skupove R i S posmatrala kao podskupove skupa A, a ne kao elemente
skupa A. A ={R,S} pabiuslucajuda A € p (1) vazilo da{R,S} € ¢ (I). Dalje bi bilo
{R,S} €11 vazilo bi Rel, S€l, Sto nije ta¢no. Greska je proizasla iz meSanja odnosa
pripadnosti 1 podskupa, §to pokazuje da osnovni intuitivni modeli mogu ostati prisutni
1 u starijem uzrastu ukoliko tokom nastave nisu dovoljno jasno povezani sa formalnim

matematickim znacenjem. Zato problem nije samo u tome da uc€enici ne znaju simbol

" "

”7e" ili “ C", ve¢ u tome §to ne razumeju koja vrsta odnosa se tim simbolima

predstavlja.

Slika 16: Poku$aj reSavanja problema



U istrazivanju koje su sproveli Rina Zazkis i Chris Gunn ([III]) ucestvovalo je
46 buducih ucitelja, koji su ve¢ imali nastavu iz osnova matematike i teorije skupova.
Podaci su prikupljeni iz tri izvora: pisane provere znanja, rad studenata u okviru

racunarski zasnovanog ISETL projekta i intervjui.

U jednom od zadataka posmatran je skup A ={5,7, {5}, {5,7, {7}}}. Na
pitanje da li je broj 5 element skupa A, tacno je odgovorilo 46 od 46 studenata
(100%). Medutim, kada su se kao elementi pojavili drugi skupovi, uspesnost je opala.
Da je {5} element skupa A ta¢no je zakljucilo 39 studenata (85%), dok je samo 28
studenata (60%) pravilno zakljucilo da {7} nije element skupa A. Studenti su imali
jo$ viSe poteSkoca sa odredivanjem kardinalnosti skupa. Samo 23 studenta (50%)
tatno su odredila da skup A ima cetiri elementa, Cak 7 studenata nije dalo odgovor,
dok su ostali navodili razli¢ite brojeve — 2, 3, 5, 6 ili 8. Ovi odgovori pokazuju da
studenti nisu uvek pravilno identifikovali §ta se u datoj strukturi smatra elementom

skupa.

Posebno je upecatljiv nalaz koji se odnosi na podskupove. lako je 44 od 46
studenata (96%) tacno odgovorilo da je {5} podskup skupa A, detaljna analiza
njihovih obrazloZzenja pokazala je da je priblizno treé¢ina tacan odgovor dala iz
pogresnog razloga. Kod skupa {7} uspesnost je pala na 63%, kod {{5}} na 54%, dok je
samo 7 od 46 studenata (15%) pravilno zakljuéilo da skup {5, 7, {7}} nije podskup
skupa A.

Ovi podaci veoma jasno ukazuju na jedan od centralnih problema u nastavi:
ucenici 1 studenti Cesto usvajaju podskup kao ,,skup koji se nalazi unutar drugog
skupa“, umesto da ga razumeju preko formalnog uslova koji zahteva da svaki element
podskupa pripada datom skupu. Potrebno je mnogo cesce koristiti primere u kojima se
razlikuju odnosi x€A 1 A C B, ukljucujuéi situacije u kojima je sam skup element

drugog skupa.

Rezultati istrazivanja Fischbeina i Baltsan ([I]) pokazuju da se intuitivna
predstava skupa kao ,,kolekcije* zadrzava 1 nakon formalnog uvodenja pojma skupa.
Najvise problema uoceno je kod praznog skupa, jednoclanih skupova, zapisa u kome

se ponavljaju isti elemenati i odnosa izmedu kardinalnosti 1 jednakosti skupova. Kod



zadataka koji su zahtevali razumevanje praznog skupa, uspeSnost je bila narocito
niska. Kod ucenika osmog razreda pravilno koriS¢enje koncepta praznog skupa bilo je
priblizno 30%, dok je kod ucenika desetog razreda iznosilo oko 20%. Ovaj nalaz
pokazuje da pogreSna intuitivna predstava moze ostati stabilna ukoliko se eksplicitno

ne dovodi u pitanje kroz nastavu.

Sli¢ne zakljucke u vezi sa praznim skupom izveli su 1 Zazkis 1 Gunn ([III]).
Od 46 studenata, 42 (91%) tacno je prepoznalo da @ nije element skupa A =
{5,7, {5}, {5,7, {7}}}. Medutim, kada je trebalo utvrditi da li je @ podskup tog
skupa, tacan odgovor dalo je samo 20 studenata (43%). Razlika izmedu @ i{2}
pokazala se kao poseban izvor nedoumica. Ovi rezultati pokazuju da studenti mogu

poznavati odredeno pravilo, ali ne moraju razumeti njegovu matemati¢ku osnovu.

Istrazivanje Sharif-Rasslan, Saleh i Abboud ([IV]) obuhvatilo je 120 buducih
ucitelja matematike, koji su reSavali zadatke predstavljene u razli¢itim oblicima.
Ispitanici su radili sa verbalnom, verbalno-logickom 1 formalno-simbolickom
reprezentacijom odnosa medu skupovima, a zatim su te odnose predstavljali Venovim
dijagramima. Rezultati pokazuju jasnu razliku u uspesnosti u zavisnosti od nacina
predstavljanja zadatka. Kod verbalne reprezentacije prosecan broj tacnih odgovora bio
je 2.54 od 3, kod verbalno-logicke 2.03, dok je kod formalno-simbolicke
reprezentacije iznosio samo 1.30 od 3. Posebno je znaCajno da je kod jednog
formalno-simbolickog zadatka tacan odgovor dalo samo 21.67% ispitanika, dok je
kod jednog verbalnog zadatka uspesnost dostigla 97%. To znaci da veliku ulogu u

uspesSnosti reSavanja zadatka igra nacin na koji je on predstavljen.

Zanimljiv deo istrazivanja predstavlja zadatak koji je prvobitno pokrenuo
interesovanje autora. U zadatku su definisana tri skupa:

skup A — osobe koje Citaju novine svakog dana;

skup B — osobe koje ¢itaju iste novine dva puta nedeljno;

skup C — osobe koje ¢itaju novine petkom i nedeljom.
Od ispitanika se trazilo da odrede i pomocu Venovog dijagrama predstave odnos
izmedu skupova A, B 1 C. Matematicki odnos izmedu ovih skupova proizlazi iz
znacenja njihovih definicija. Ako osoba pripada skupu A, znaci da novine Cita svakog

dana, pa ih, izmedu ostalog, ¢ita 1 petkom i1 nedeljom. Zbog toga svaki element skupa



A pripada i skupu C, odnosno A C C. Sa druge strane, svaka osoba koja pripada
skupu C c¢ita novine petkom i nedeljom, dakle ¢ita ih dva puta nedeljno, zbog cega
pripada 1 skupu B. Prema tome, vazi: A € C C B. PogreSan odgovor dalo je 119 od
120 studenata. Autori su utvrdili da su studenti pogreSno identifikovali predmet
problema. Zadatak je bio formulisan tako da se skupovi odnose na ljude koji Citaju
novine, ali su ispitanici u svojim odgovorima govorili o danima u nedelji tokom kojih
se novine Citaju. Ovaj rezultat je posebno vazan sa stanovista nastave jer pokazuje da
teSkoa moze nastati pre samog matematickog zaklju¢ivanja — u fazi razumevanja

teksta 1 identifikovanja skupova i njihovih elemenata.

Nalazi prethodnih istrazivanja ukazuju da teskoc¢e u razumevanju pojma skupa
mogu opstajati 1 nakon njegovog formalnog uvodenja. Posebno se izdvajaju
razumevanje kardinalnosti, praznog i beskonacnog skupa, ponavljanja elemenata i
primene pojma skupa u razliitim reprezentacijama i matematiCkim kontekstima.
Polaze¢i od ovih nalaza, u empirijskom delu rada ispitano je u kojoj meri su sli¢ne

teskoce prisutne kod ucenika Sestog i osmog razreda osnovne skole.



IV Empirijsko istrazivanje

Metodologija

Cilj istrazivanja

Istrazivanje je imalo za cilj ispitivanje razumevanja osnovnih pojmova teorije
skupova kod ucenika osnovne Skole. Posebna paznja usmerena je na identifikovanje
tipi¢nih zabluda koje ucenici ispoljavaju prilikom odredivanja skupova, razumevanja
jednakosti skupova, odredivanja broja elemenata skupa i razumevanja geometrijskog
pojma duZi kao skupa tacaka. Istovremeno je analizirano da li se uspeSnost ucenika

razlikuje u zavisnosti od razreda i Skolskog postignuca iz matematike.

Istrazivacka pitanja

IstraZivanje je bilo usmereno na sledeca pitanja:

1. U kojoj meri ucenici Sestog i osmog razreda razumeju osnovne pojmove
teorije skupova?

2. Koje se konceptualne zablude najcesce javljaju prilikom reSavanja pojedinih
zadataka?

3. Da li postoje razlike u uspesnosti izmedu ucenika Sestog i osmog razreda?

4. Dali je uspesnost ucenika povezana sa ocenom iz matematike?

Dizajn istrazivanja

Istrazivanje je sprovedeno primenom kvantitativnog, neeksperimentalnog
istrazivackog dizajna preseka. Podaci su prikupljeni primenom pisanog testa
namenjenog proceni razumevanja osnovnih pojmova teorije skupova. Analiza je
obuhvatila i kvantitativne pokazatelje uspesnosti i1 kvalitativnu analizu karakteristicnih

odgovora ucenika.

Uzorak

U istrazivanju je u€estvovalo ukupno 90 ucenika, od ¢ega 46 uCenika Sestog

razreda i 44 ucenika osmog razreda osnovne Skole. Prosecna zaklju¢na ocena iz



matematike na kraju prvog polugodista iznosila je 4.44 (SD = 0.72) kod ucenika
Sestog razreda i 4.16 (SD = 0.88) kod ucenika osmog razreda. Razlika izmedu
razreda nije bila statisticki znaCajna (p = 0.413), Sto ukazuje na medusobnu

uporedivost posmatranih grupa u pogledu Skolskog uspeha iz matematike.

Instrument

Podaci su prikupljeni pomodu testa konstruisanog za potrebe ovog
istrazivanja, koji se sastoji od Sest zadataka razliitog tipa (Tabela 2). Test je

osmisljen tako da obuhvati vise aspekata razumevanja pojma skupa.

Zadatak Naziv Ispitivani aspekt
1 Zadavanje skupova zadavanje nabrajanjem i zajedni¢kim svojstvom
2 Odredivanje skupova = formiranje skupa na osnovu zadatog svojstva
3 Jednakost skupova razumevanje jednakosti skupova
4 Kardinalnost skupova = broj elemenata, prazan i beskonacan skup
5 Skupovi u geometriji = razumevanje duzi kao skupa tacaka
6 Primena pojma skupa = upotreba pojma ,,skup® u sopstvenoj recenici

Tabela 2: Opis zadataka

Prvi zadatak, Zadavanje skupova, ispituje sposobnost predstavljanja skupova
pomocu zajedni¢kog svojstva 1 nabrajanja elemenata. Drugi zadatak, Odredivanje
skupova, odnosi se na formiranje skupova na osnovu razlicitih kriterijuma i obuhvata
konacne 1 beskonacne skupove, skupove delilaca 1 sadrzalaca brojeva. Tre¢i zadatak,
Jednakost skupova, ispituje razumevanje jednakosti skupova kroz karakteristicne
primere u kojima se razlikuju redosled elemenata, sadrZzaj skupa, beskona¢nost i
ponavljanje elemenata. Cetvrti zadatak, Kardinalnost skupova, procenjuje
razumevanje kardinalnosti skupova, uklju¢ujuéi konac¢ne, prazan i beskonacan skup.
Peti zadatak, Skupovi u geometriji, predstavlja otvoreno pitanje kojim se ispituje
razumevanje pojma duzi kao geometrijskog objekta, pri ¢emu je posebna paznja
posvecena analizi tipi¢nih konceptualnih zabluda. Sesti zadatak zahteva od uéenika da
upotrebe pojam skup u sopstvenoj recenici, ¢ime se procenjuje sposobnost primene
pojma u svakodnevnom ili matematickom kontekstu. Na kraju testa ucenici su

procenjivali sopstvenu uspeSnost reSavanja zadataka. Izgled testa dat je u prilogu A.



Procedura

IstraZivanje je sprovedeno tokom redovne nastave matematike. Ucenici su test
reSavali individualno u papirnom obliku. Pre pocetka rada dobili su kratko uputstvo za
reSavanje zadataka, uz naglasak da nije cilj ocenjivanje ve¢ ispitivanje nacina
razmi$ljanja 1 razumevanja osnovnih matematickih pojmova. Vreme reSavanja nije

bilo strogo ograniceno.

Obrada podataka

Podaci su obradeni primenom deskriptivne 1 inferencijalne statistike. Za svaki
zadatak izraCunati su frekvencije, procenti tacnih odgovora i karakteristicnih tipova
greSaka. Razlike u uspesnosti izmedu ucenika Sestog i osmog razreda analizirane su
primenom z-testa za poredenje dve proporcije. Povezanost uspesnosti sa $kolskom
ocenom iz matematike ispitivana je primenom Pearsonovog x? testa nezavisnosti.
Kod otvorenih pitanja sprovedena je kvalitativna analiza sadrzaja odgovora, pri ¢emu
su odgovori razvrstani u kategorije razvijene na osnovu analize odgovora ucenika

koje opisuju nivo razumevanja pojma i najc¢esc¢e konceptualne zablude.

Rezultati

U Tabeli 3 prikazana je distribucija tacnih, netacnih i izostavljenih odgovora
ucenika na podzadatke u okviru prva Cetiri zadatka instrumenta, dok Grafik 1
prikazuje procenat tatnih odgovora na svakom podzadatku. Rezultati ukazuju na

velike razlike u uspesnosti u zavisnosti od sadrzaja i zahteva pojedinih podzadataka.

Najvisi procenat tatnih odgovora ostvaren je u podzadacima 1.2 (zadavanje
jednostavnog skupa), 2.a (odredivanje skupa slova jedne reci), 3.1 1 3.2 (procenjivanje
jednakosti skupova u jednostavnijim primerima), u kojima je tatan odgovor dalo vise
od 95% ucenika. Nasuprot tome, najmanja uspesnost zabelezena je pri odredivanju
skupa sadrzalaca broja 5 (32.2%), skupa delilaca broja 12 (38.9%) i1 broja elemenata
praznog skupa (40.0%).

Uoceni raspon rezultata pokazuje da uspeSnost nije zavisila samo od
pripadnosti podzadatka odredenoj oblasti, ve¢ i od njegovog konkretnog sadrzaja.

Tako su, na primer, u okviru odredivanja skupova rezultati varirali od 32.2% do



97.8% tacnih odgovora, dok su se u okviru kardinalnosti skupova kretali od 40.0% do
93.3%. U nastavku su rezultati detaljnije analizirani prema pojedinim zadacima,

ukljucujuéi razlike izmedu razreda i povezanost uspesnosti sa ocenom iz matematike.

Tac d & B
7Zadatak Podzadatak acan odgovor, = Netacan odgovor, ez odgovora,

n (%) n (%) n (%)
Zadavanje 1.1 82 (91.1) 4 (4.4) 4 (4.4)
skupova 1.2 89 (98.9) 0 (0.0) 1(1.1)
2.a 88 (97.8) 1(1.1) 1(1.1)
2.b 48 (53.3) 41 (45.6) 1(1.1)
2y 78 (86.7) 12 (13.3) 0 (0.0)
O‘:E?Zj:je 2.8 67 (74.4) 23 (25.6) 0 (0.0)
2.d 78 (86.7) 10 (11.1) 2(22)
2.d 35 (38.9) 51 (56.7) 4 (4.4)

2e 29 (32.2) 48 (53.3) 13 (14.4)
3.1 87 (96.7) 2(2.2) 1(1.1)
Jednakost 3.2 87 (96.7) 2(2.2) 1(1.1)
skupova 3.3 60 (66.7) 30 (33.3) 0 (0.0)
3.4 57 (63.3) 30 (33.3) 3(3.3)
4.1 84 (93.3) 5 (5.6) 1(1.1)

Kardinalnost 42 36 (40.0) 34 (37.8) 20 (22.2)
skupova 43 57 (63.3) 32 (35.6) 1(1.1)
4.4 71 (78.9) 16 (17.8) 3 (3.3)

Tabela 3: Distribucija odgovora na prva Cetiri zadatka
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Grafik 1: UspeSnost reSavanja na podzadacima

Sledi i1 detaljna analiza pojedinih aspekata razumevanja pojma skupa, sa

posebnim osvrtom na tipicne greSke 1 konceptualne zablude koje su ucenici ispoljavali

pri reSavanju zadataka.

Zadatak - Zadavanje skupova

Prvi zadatak ispitivao je razumevanje zadavanja skupova u jednostavnim i

ucenicima bliskim kontekstima (Slika 17).

1. Ckyn je 3agaT Ha ABa HauuHa. [onyHW NpasHa nosba y Tabenu:

3ajeHNYKO CBOjCTBO Habpajatbe enemeHara

CKyn CBUX CaMOFNacHUKa. {a,e,n,0,vy}

Ckyn cBux 60ja Ha cemadopy.

{ nponehe, neto, jecen, 3uma }

Slika 17: Zadatak - Zadavanje skupova

Posmatrano na nivou celog uzorka (Tabela 3), ucenici su bili statisticki

znacajno uspesniji u podzadatku 1.2 nego u podzadatku 1.1 (z—vrednost =24, p =

0.02). U podzadatku 1.2 gotovo svi ucenici (98.9%) ta¢no su naveli godiSnja doba,

dok je podzadatak 1.1 tacno resilo 91.1% ucenika.




Kod podzadatka 1.1 zabelezena su cCetiri netacna odgovora. Jedan ucenik umesto
elemenata skupa naveo je broj 3, odnosno broj boja na semaforu. Jedan ucenik kao
elemente skupa naveo je slova reci ,,semafor®, dok su dva ucenika navela i boje koje
se ne nalaze na semaforu. Ove greSke ukazuju da mali broj u€enika nije razlikovao

pojam skupa od njegovog opisa ili nije dovoljno pazljivo analizirao uslov zadatka.

Poredenje ucenika VI 1 VIII razreda (Tabela 4) nije pokazalo statisticki
znacajne razlike u uspesnosti reSavanja ni u podzadatku 1.1 (z=0.0659, p = 0.947), ni

u podzadatku 1.2 (z=0.9835, p = 0.325).

razred 1 tacno pogreSno o dg;fjora % tacnih =~ p-vrednost
zadatak 1.1
VI 46 42 1 3 91.30% 0.947
VIII 44 40 3 1 90.91%
zadatak 1.2
VI 46 45 0 1 97.83% 0.325
VIII 44 44 0 0 100.00%

Tabela 4: UspeSnost reSavanja prvog zadatka po razredima

Povezanost izmedu ocene iz matematike i uspesnosti reSavanja bila je veoma
slaba (r = 0.09 za podzadatak 1.1 i r = 0.06 za podzadatak 1.2) i nije bila statisticki
znaajna. Ovakav nalaz verovatno je posledica veoma visokog procenta tacnih
odgovora, zbog cega zadatak nije dovoljno razlikovao ucenike prema nivou

matemati¢kog postignuca.

Zadatak - Odredivanje skupova

Drugi zadatak ispitivao je sposobnost ucenika da odrede skup nabrajanjem
njegovih elemenata na osnovu zadatog svojstva. Zadatak je obuhvatao sedam
podzadataka razliitog sadrzaja: odredivanje skupa slova date reci, skupova prirodnih
brojeva koji zadovoljavaju odredeni uslov, kao 1 skupova delilaca i sadrzalaca datog

broja (Slika 18).

Rezultati prikazani u Tabeli 3 pokazuju znatne razlike u uspesnosti reSavanja
pojedinih podzadataka, (y? = 161.8, p <0.001). Prosecna uspesnost na svih sedam
podzadataka iznosila je 67.1%. Statisti¢ki znacajno vecu uspeSnost od prosecne

ucenici su ostvarili u podzadacima 2.a, 2.v i 2.d, dok je uspesnost u podzadacima 2.b,



2.d 1 2.e bila statisticki znacajno niza od prose¢ne. U podzadatku 2.g uspeSnost je

iznosila 74.4% 1 nije se statisti¢ki znacajno razlikovala od prose¢ne uspesnosti.

2. a) Oapeam ckyn A Koju umHe cBa cnoa peun CAH.

A={

6) Ogpeam ckyn B Koju unHe cea cnoea peun AHAHAC.
B={

B) Oapenm ckyn C Koju cagpu cee npupogHe bpojese mame o4, 5.

c={

r) Oapeawn ckyn D Koju cagpxu cee npupogHe bpojese sehe og 5.

D={

Aa) Oapeam ckyn E Koju cagp»ku cBe npupoaHe 6pojese make og 13 gesbuee ca 2.

E={

f) Oapeawm ckyn F Koju cagpxu cee gennoue bpoja 12.
F={

e) Ogpenu ckyn G Koju cafpXu cBe cagpraole 6poja 5.
G={

Slika 18: Zadatak - Odredivanje skupova

Najveci procenat taénih odgovora zabelezen je u podzadatku 2.a, u kojem je
trebalo odrediti skup slova reci san (97.8%). Visoka uspeSnost ostvarena je 1 pri
odredivanju skupa prirodnih brojeva manjih od 5 i skupa parnih prirodnih brojeva
manjih od 13, sa po 86.7% tacnih odgovora. Nasuprot tome, u¢enici su najmanje bili
uspesni pri odredivanju skupa sadrzalaca broja 5 (32.2%) i skupa delilaca broja 12
(38.9%). Relativno niska uspesnost ostvarena je 1 u podzadatku 2.b, u kojem je trebalo

odrediti skup slova reci ananas (53.3%).

Analiza neta¢nih odgovora pokazala je nekoliko karakteristicnih teSkoca u
odredivanju elemenata skupa. NajceS¢a greska u podzadatku 2.b bila je navodenje
skupa u obliku B = {a,n,a,n,a,s}, pri ¢emu su ucenici ponavljali slova onoliko puta
koliko se pojavljuju u reci. To pokazuje da deo ucenika nije primenio svojstvo prema

kojem se isti element u skupu navodi samo jednom.

U podzadatku 2.v, u kojem je trebalo odrediti skup prirodnih brojeva manjih
od 5, pojedini ucenici ukljucivali su 1 broj 5, dok su drugi u skup unosili nulu ili

negativne cele brojeve. Kod dela u¢enika uoceno je i nerazlikovanje uslova ,,manje od



5% od drugih svojstava brojeva, kao §to su parnost ili neparnost.

U podzadatku 2.g, koji se odnosio na prirodne brojeve vece od 5, najceSca
greska bila je navodenje samo kona¢nog broja elemenata, na primer {6,7,8,9,10}, bez
oznake da se niz nastavlja. Pojedini ucenici ukljucili su i broj 5, ¢ime nisu pravilno
primenili strogu nejednakost, dok su neki umesto nabrajanja elemenata koristili zapis
nejednakosti ili intervala. Zabelezeni su 1 odgovori koji su pokazivali da ucenici
prepoznaju da je re¢ o beskonacnom skupu, ali nisu koristili matematicki ispravan

zapis njegovih elemenata.

U podzadatku 2.d, u kojem je trebalo odrediti skup parnih prirodnih brojeva
manjih od 13, najcesc¢e su izostavljeni jedan ili viSe elemenata. Rede greSke odnosile
su se na ukljucivanje broja 1, navodenje svih prirodnih brojeva manjih od 13 ili
formiranje beskonacnog skupa parnih brojeva, bez uvazavanja gornje granice zadate

uslovom.

Najizrazenije teSko¢e u odredivanju konacnih skupova uocene su pri
odredivanju skupa delilaca broja 12. Medu neta¢nim odgovorima dominirali su
nepotpuni skupovi delilaca. NajceS¢e je izostavljen broj 1, broj 12 ili oba ova
elementa, a kod dela ucenika izostavljeni su i drugi delioci. Ovakvi odgovori
pokazuju da ucenici Cesto prepoznaju samo ,,o¢igledne* delioce, ali ne proveravaju

sistematski sve brojeve koji dele 12 bez ostatka.

Kod manjeg broja ucenika uoCeno je meSanje pojmova delilac i sadrzalac.
Umesto delilaca broja 12, oni su navodili njegove sadrzaoce, kao §to su 24, 36 1 48, ili
su navodili parne brojeve do 12. Zabelezeni su 1 odgovori u kojima su navedeni svi
prirodni brojevi od 1 do 12, §to ukazuje na razumevanje izraza ,,delioci broja 12* kao

brojeva koji su manji od ili jednaki broju 12, bez provere uslova deljivosti.

Najvece teskoce ucenici su imali pri odredivanju skupa sadrzalaca broja 5. U
netaénim odgovorima uoceno je nekoliko razlicitih obrazaca. Jedna grupa ucenika
poistovetila je sadrzaoce broja 5 sa brojevima ¢ija je cifra jedinica 5, navodeci, na
primer, 5, 15, 25 i1 35. Druga grupa navodila je sve prirodne brojeve manje od ili
jednake broju 5, dok su pojedini u€enici naveli samo broj 5 ili brojeve 1 1 5. Kod dela

ucenika doslo je do zamene sadrzalaca broja 5 aritmetickim nizom sa razlikom 5 koji



pocinje brojem 10, pa broj 5 nije ukljuéen u skup. Cesta greska bilo je i navodenje
kona¢nog broja sadrzalaca, na primer {5,10,15,20}, bez oznake da se skup nastavlja.
Dobijeni odgovori ukazuju da ucenici nisu uvek povezivali pojam sadrzalaca sa
brojevima oblika 57, n€IN, niti su dosledno prepoznavali da skup sadrzalaca svakog

prirodnog broja ima beskona¢no mnogo elemenata.

Samo 10 ucenika, odnosno 11.1% uzorka, ta¢no je reSilo svih sedam
podzadataka. Prosecan broj ta¢no reSenih podzadataka iznosio je 4.70 od mogucih
sedam (SD = 1.46). Ovi rezultati ukazuju na to da odredivanje elemenata skupa nije
predstavljalo jedinstvenu i podjednako savladanu sposobnost, ve¢ je uspeSnost u

velikoj meri zavisila od svojstva na osnovu kojeg je skup trebalo odrediti.

Poredenje uspesSnosti u€enika VI 1 VIII razreda prikazano je u Tabeli 5.
Statisticki znacajna razlika izmedu razreda utvrdena je samo u podzadatku 2.b, u
kojem su ucenici VIII razreda bili uspes$niji od ucenika VI razreda (65.9% prema
41.3%; z=2.34; p = 0.019). U ostalim podzadacima razlike izmedu razreda nisu

dostigle nivo statisticke znacajnosti.

Ucenici VI razreda ostvarili su nesto visu uspesnost u podzadacima 2.v i 2.g,
dok su ucenici VIII razreda bili uspesniji u podzadacima 2.d i 2.e, ali ove razlike nisu
bile statisti¢ki znacajne. U podzadacima 2.a i 2.d rezultati ucenika dva razreda bili su

gotovo jednaki.

razred  n tatno = pogresno bez %tacnih = p-vrednost
odgovora
zadatak 2.a
VI 46 45 0 1 97.83% 0.974
VIII 44 43 1 0 97.73%
zadatak 2.b
VI 46 19 26 1 41.30% 0.019
VIII 44 29 15 0 65.91%
zadatak 2.v
VI 46 41 5 0 89.13% 0.482
VIII 44 37 7 0 84.09%
zadatak 2.g
VI 46 38 8 0 82.61% 0.069
VIII 44 29 15 0 65.91%
zadatak 2.d




VI 46 40 5 1 86.96% 0.933
VIII 44 38 5 1 86.36%
zadatak 2.d
VI 46 14 29 3 30.43% 0.092
VIII 44 21 22 1 47.73%
zadatak 2.e
VI 46 12 27 7 26.09% 0.203
VIII 44 17 21 6 38.64%

Tabela 5: Uspednost reSavanja drugog zadatka po razredima

Povezanost izmedu ocene iz matematike i uspeSnosti reSavanja bila je
pozitivna u svih sedam podzadataka, Sto ukazuje na tendenciju da ucenici sa viSom
ocenom 1z matematike ¢eSce daju tatne odgovore. Povezanost nije bila statisticki
znacajna u podzadacima 2.a (p = 0.07) 1 2.d (p = 0.19). Statisticki znacajna, ali slaba
pozitivna povezanost utvrdena je u podzadacima 2.b (p = 0.29), 2.v (p = 0.23), 2.d (p
= 0.21) i 2.e (p = 0.28). Najizrazenija povezanost utvrdena je u podzadatku 2.g (p=

0.41), sto predstavlja pozitivnu povezanost umerenog intenziteta.

Zadatak - Jednakost skupova

Treci zadatak ispitivao je razumevanje jednakosti skupova kroz Cetiri binarna pitanja
(tatno/netacno) ) u kojima su ucenici procenjivali da li su dati parovi skupova jednaki
(Slika 19). Podzadaci su obuhvatali Cetiri osnovne situacije: promenu redosleda
elemenata, promenu jednog elementa, poredenje konacnog i beskonacnog skupa, kao 1

uticaj ponavljanja elemenata na jednakost skupova.

3. Y T1abenu cy gatm ckynosu A 1 B. AKo cy ckynosu A 1 B jegHaKku 3aoKkpyxu T, ako HUcy
3a0Kpy*Ku H.

A={1,2,3,4} wn B={2,1,3,4} T H
A={2,3,4,5} n B={2,3,4,6} T H
A={1,2,3,4} n B={1,2,3,4,..} T H
A={1,2} wn B={1,2,1,2,1,2} T H

Slika 19: Zadatak - Jednakost skupova

Rezultati prikazani u Tabeli 3 pokazuju da je uspesSnost ucenika znacajno

zavisila od vrste primera jednakosti skupova (x> =58.75, p =0.001). Prosecna



uspeSnost na sva Cetiri podzadatka iznosila je 80.9%. Statisti¢ki znacajno iznad
proseka reseni su podzadaci 3.1 1 3.2, dok je uspesnost u podzadacima 3.3 i 3.4 bila
statistiCki znaCajno niza od prosecne. Gotovo svi ucenici pravilno su procenili
jednakost skupova u podzadacima 3.1 1 3.2 (96.7%), dok je uspeSnost u podzadacima
3.3 1 3.4 opala na 66.7% 1 63.3%. Pri tumacenju rezultata treba imati u vidu da su

podzadaci bili binarnog tipa (tatno/netacno), Sto omogucava odredeni uticaj slu¢ajnog

pogadanja.
razred n tano | pogresno @ bez odgovora = %tacnih p-vrednost
zadatak 3.1
VI 46 43 2 1 93.48% 0.085
VIII 44 44 0 0 100.00%
zadatak 3.2
VI 46 43 2 1 93.48% 0.085
VIII 44 44 0 0 100.00%
zadatak 3.3
VI 46 27 19 0 58.70% 0.101
VIII 44 33 11 0 75.00%
zadatak 3.4
VI 46 21 24 1 45.65% <0.001
VIII 44 36 6 2 81.82%

Tabela 6: UspeSnost reSavanja treceg zadatka po razredima

Rezultati prikazani u Tabeli 6 pokazuju da izmedu ucenika VI 1 VIII razreda
nije bilo statisticki znacajnih razlika u podzadacima 3.1, 3.2 i 3.3. Statisti¢ki znacajna
razlika utvrdena je jedino u podzadatku 3.4 (p < 0.001), u kojem su ucenici VIII

razreda bili znatno uspesniji od ucenika VI razreda (81.8% prema 45.7%).

Posebno je zanimljivo da je uspeSnost u podzadatku 3.4 bila znacajno
povezana sa uspe$no§¢u u podzadatku 2.b (> =11.1, p <0.001). Ovakav nalaz je
ocekivan, buduc¢i da oba podzadatka zahtevaju razumevanje da se isti element u skupu

navodi samo jednom, nezavisno od broja njegovih pojavljivanja.

Povezanost izmedu ocene iz matematike 1 uspeSnosti reSavanja bila je veoma

slaba (p =0.02; p =-0.08; p =0.07; 1 p =0.09) 1 nije bila statisticki znacajna.




Zadatak - Kardinalnost skupova

Cetvrti zadatak ispitivao je razumevanje kardinalnosti skupova. Ugenici su
odredivali broj elemenata Cetiri razlicita tipa skupova: kona¢nog skupa sa eksplicitno
navedenim elementima, praznog skupa, konacnog skupa zadatog pomocu tri tacke i

beskonacnog skupa prirodnih brojeva (Slika 20).

4. NonyHu Tabeny:

Ckyn bpoj enemeHarta ckyna

{1,2, 3} 3

{1, 10, 100, 1000 }

{}

{3,4,5...15}

{1,2:3:4,5; s

Slika 20: Zadatak - Kardinalnost skupova

Rezultati prikazani u Tabeli 3 pokazuju da je uspeSnost ucenika znacajno
zavisila od vrste skupa iju je kardinalnost trebalo odrediti (y? = 65.57, p <0.001).
Prose¢na uspesnost na cetiri podzadatka iznosila je 68.9%. Statisticki znacajno iznad
proseka resen je podzadatak 4.1, dok je uspeSnost u podzadatku 4.2 bila statisticki
znacajno ispod proseka. Uspesnost u podzadacima 4.3 1 4.4 nije se statisticki znacajno

razlikovala od prosecne.

Podzadatak 4.1 gotovo svi ucenici resili su tacno (93.3%). ZabeleZeno je svega
pet netacnih odgovora. Pojedini uCenici umesto broja elemenata nastavili su niz
dodavanjem novog elementa (10000), dok su neki kao odgovor naveli posledn;ji
element skupa. Kod jednog ucenika uoceno je da je u svim podzadacima sabirao

elemente skupa, §to ukazuje na potpuno pogresno razumevanje zahteva zadatka.

Najvece teSkoce ucenici su imali u odredivanju kardinalnosti praznog skupa.
lako je tacan odgovor bio 0, ¢ak 28 ucenika dopisalo je elemente u prazan skup, a
zatim navelo njihov broj. Ovakvi odgovori pokazuju da deo ucenika nije razumeo
znaenje oznake praznog skupa, ve¢ ju je doZivljavao kao prazno mesto koje treba

popuniti.



Kod odredivanja broja elemenata skupa {3,4,5....,15} najces¢a greska bila je
odgovor 12, koji je dalo 18 ucenika. Ovakav odgovor ukazuje da su ucenici broj
elemenata odredivali oduzimanjem krajnjih vrednosti (15-3 =12), zanemarujuéi
ginjenicu da su oba grani¢na elementa sastavni deo skupa. Sest uéenika potpuno je
zanemarilo oznaku "...", navodeci da skup ima cetiri elementa, dok je manji broj

ucenika umesto broja elemenata navodio same elemente skupa.

Kod beskonac¢nog skupa prirodnih brojeva najveci broj pogresnih odgovora
nastao je zanemarivanjem oznake "...". UCenici su navodili da skup ima pet
elemenata, racunajuci samo eksplicitno zapisane brojeve. Ovakvi odgovori ukazuju da

deo ucenika nije uocio da se niz prirodnih brojeva nastavlja beskona¢no.

razred tacno pogresno = bez odgovora | Y%tacnih p-vrednost
zadatak 4.1
VI | 46 43 2 1 93.48% 0.954
VIII | 44 41 3 0 93.18%
zadatak 4.2
VI 46 17 20 9 36.96% 0.547
VII 44 19 14 11 43.18%
zadatak 4.3
VI | 46 30 15 1 65.22% 0.704
VIII 44 27 17 0 61.36%
zadatak 4.4
VI | 46 35 8 3 76.09% 0.505
VII | 44 36 8 0 81.82%

Tabela 7: UspeSnost reSavanja Cetvrtog zadatka po razredima

Rezultati prikazani u Tabeli 7 pokazuju da ni u jednom podzadatku nije
utvrdena statisticki znacajna razlika izmedu ucenika VI 1 VIII razreda. To ukazuje da
su uocene teSkoce u razumevanju kardinalnosti skupova podjednako prisutne kod

ucenika oba razreda.

Povezanost izmedu ocene iz matematike i uspeSnosti reSavanja bila je
pozitivna u svim podzadacima. Statisticki znacajna, ali slaba korelacija utvrdena je u
podzadacima 4.1 (p=0.16;p=0.048) i 44 (p=0.23;p=0.014), dok u
podzadacima 4.2 i 4.3 nije uocena statisticki znacajna povezanost. Ovakvi rezultati

ukazuju da su ucenici sa viSom ocenom iz matematike bili neSto uspeSniji u



odredivanju kardinalnosti skupova, ali da Skolski uspeh nije bio znacajan ¢inilac u

reSavanju svih tipova zadataka.

Zadatak - Skupovi u geometriji

Peti zadatak imao je za cilj da ispita u kojoj meri ucenici koncept skupa
primenjuju na geometrijske objekte. Od ucenika je trazeno da svojim re¢ima odgovore
na pitanje ,,Sta je duz AB?“, pri ¢emu je uz pitanje dat graficki prikaz prave p sa
oznacenim tackama A i B (Slika 21). Za razliku od prethodnih zadataka, ovaj zadatak
nije zahtevao izbor ili dopunjavanje odgovora, ve¢ je omogucio ucenicima da

slobodno iskazu svoje razumevanje pojma duzi.

5. Hanuwwu peynma wra je ayx AB?

Slika 21: Zadatak - Skupovi u geometriji

Odgovori ucenika grupisani su u pet kategorija prema stepenu razumevanja
pojma duzi (Tabela 8). Samo devet uc¢enika (10.0%) dalo je potpuno tacan odgovor.
Od toga su dva ucenika (2.2%) definisala duz kao skup svih tacaka izmedu krajnjih
tacaka, dok je sedam ucenika (7.8%) navelo ispravnu geometrijsku definiciju duzi kao

dela prave ogranicenog dvema tackama.

Kod Kategorija Tacnost 1 (%)
1  Formalno skupovno razumevanje (skup svih tacaka...) potpuno tatno 5 2.2)
2 Ispravna geometrijska definicija (deo prave,...) potpuno tatno - (1.8)

Delimi¢no razumevanje: intuitivno razumevanje (linija, L

C N . . delimi¢no

3  spoj tacaka, prava sa pocetkom i krajem...), nepotpun {110 41 (45.6)

("Duz AB se nalazi na pravoj p") ili samo opisni odgovor
4 Konceptualna zabluda (rastojanje, duzina, prava AB, (a2

netacno

ostale pogresne definicije) 29 (32.2)

5 | Bez odgovora / nerazumljiv odgovor bez odgovora 11 (12.2)

Tabela 8: Razumevanje pojma duZi po kategorijama




Najbrojniju grupu ¢inili su ucenici €iji su odgovori svrstani u kategoriju
delimi¢nog razumevanja (45.6%). Ovi ucenici prepoznavali su duz kao geometrijski
objekat, ali su davali nepotpune ili opisne odgovore, poput ,.linija*, ,,spoj dve tacke®,
»prava sa pocetkom i krajem* ili su samo opisivali polozaj duzi na prikazanoj pravoj.
Takvi odgovori ukazuju da ucenici imaju intuitivnu predstavu o pojmu duzi, ali je

njihovo razumevanje nedovoljno precizno.

Konceptualne zablude uocene su kod 29 ucenika (32.2%). NajceS¢e su duz
poistovecivali sa njenom duzinom ili rastojanjem izmedu dve tacke, dok su pojedini
odgovori ukazivali na poistoveéivanje duzi sa pravom ili drugim geometrijskim
pojmovima. Ovakvi odgovori pokazuju da znacajan broj uCenika ne razlikuje

geometrijski objekat od njegove mere ili pojedinih njegovih svojstava.

Distribucija odgovora bila je gotovo identi¢na kod u€enika VI 1 VIII razreda.
Jedina dva odgovora koja su predstavljala formalno skupovno definisanje duzi dali su
ucenici VIII razreda, ali zbog njihovog veoma malog broja nije mogucée govoriti o

razlici izmedu razreda.

Zadatak - Primena pojma skup

Sesti zadatak imao je za cilj da ispita na koji nadin ée uéenici, nakon re$enog
testa, upotrebiti re¢ skup u sopstvenoj reCenici (Prilog A). Odgovori uc¢enika grupisani

su u pet kategorija (Tabela 9).

Najbrojniju grupu (36.7%) Cinili su ucenici koji su u odgovorima koristili re¢
skup kao matematicki pojam. Odgovori su bili raznoliki. Odnosili su se skupove
brojeva, naj¢es¢e skup prirodnih brojeva ili na skupove zadate u samoj recenici.
Odredene recenice su potpuno matematicki korektne, ¢ak deluju kao tekst koji bi se
mogao naci u udzbenicima matematike. U pojedinim odgovorima uocen je nepravilan

matematicki zapis.

U 28.9% odgovora pojam skup povezan je sa grupom Zzivih bic¢a, dok se u
18.9% odgovora skup odnosi na grupu predmeta, objekata, stvari itd. Interesantno je
da su ucenici u svojim odgovorima uspeli da povezu trazeni pojam sa predmetima:

srpski jezik, biologija 1 hemija.



Kod | Kategorija

Skup zivih
bica

Skup stvari,
2 pojmova,
objekata

Skup kao
3 matematicki
pojam

Skup kao
skupocen

Bez
odgovora /
nerazumljiv
odgovor

Primeri odgovora

-Moje odeljenje je skup neke dece Sestog razreda.
-Aleksa, Mihajlo i Sergej spadaju u skup ucenika.
-Zooloski vrt ¢ini skup razlicitih vrsta Zivotinja.

-Skolu ¢ini skup osoblja, nastavnika i daka.

-Skup stanovnika u selu je 123.

-Danas ce se odrzati skup odeljenskog veca.

-Skup svih samoglasnika je a,e,i,o,u.

-Ja sam skup celija koje me grade.

v

-U kutiji "Cep za hendikep" se nalazi skup cepova.

-Duga je skup boja.

-Skup svih predmeta visih razreda je: {srpski,

matematika,...}

-Skup svih elemenata je periodni sistem.

-Skup A razlicit je od skupa B.

-Skup A ima 40 elemenata.

-Unija skupova A i B gde su A={2,3} B={3,4}. Unija je

2,3,4.

-Skup A,B,C,D je jednak skupu D,C,B,A.
-Skup prirodnih brojeva je beskonacan.

-Skup moze da bude krug sa nekim elementima unutar

njega.

-U matematici razlikujemo skup prirodnih brojeva i skup

celih brojeva.

-Koliko elemenata ima u ovom skupu A={1,2,3,4,5}?
-Odredi skup brojeva vecih od 10 a manjih od 25.
-Skup brojeva od 1 do 10 je: (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10).

-Ova majica je poskupela.

-Ovaj sako je bas skupocen.

bez odgovora

n (0/0)

26 (28.9)

17 (18.9)

33 (36.7)

2(2.2)

12 (13.3)

Tabela 9: Upotreba rei skup u sopstvenoj re€enici po kategorijama

Samo dva ucenika (2.2%) pojam skup dozivela su kao re¢ skupocen, dok je 12

ucenika (13.3%) pitanje ostavilo bez odgovora ili dalo nerazuman odgovor (npr. kao




odgovor data je sama re¢ skup). Ukupno 76 ucenika (84.4%) uspesno je iskoristilo re¢

skup u sopstvenoj recenici.

Zadatak - Samoprocena

Na kraju testa ucenici su procenjivali sopstvenu uspeSnost u reSavanju testa
(Prilog A). Procentualnu raspodelu odgovora po kategorijama prikazuje Grafik 2.
Polovina u€enika opisala je svoju uspesnost re¢ima “Dobro, ali mislim da imam neku
gresku”, dok su 34 ucenika odabrala odgovor “Odli¢no, sve sam dobro uradio/la”.

Samo 4 ucenika procenila su rezultat kao slab, dok 7 u¢enika nije dalo odgovor.

7.80%
4.40%
37.80%
m Odli¢no, sve sam dobro uradio/la.
M Dobro, ali mislim da imam neku gresku.
Slabo, veéinu zadataka nisam uradio/la kako treba.
Bez odgovora
50%
Grafik 2: Procena sopstvene uspeSnosti u reSavanju zadataka
Diskusija

Cilj ovog istrazivanja bio je da se: ispita razumevanje osnovnih pojmova
teorije skupova kod u€enika osnovne Skole, identifikuju tipicne konceptualne zablude
1 utvrdi njihova povezanost sa razredom i Skolskim uspehom iz matematike. Dobijeni
rezultati pokazuju da ucenici uglavnom uspeSno reSavaju zadatke koji zahtevaju
prepoznavanje ili reprodukciju jednostavnih primera, ali da imaju znatno vise teskoca
kada je potrebno primeniti osnovna svojstva skupa u novim ili slozenijim situacijama.
Ovakav nalaz potvrduje da visoka uspesnost na pojedinim zadacima ne mora nuzno

da odrazava razvijeno konceptualno razumevanje pojma skupa.

Jedan od najvaznijih nalaza istrazivanja jeste da razumevanje pojma skupa nije

jedinstvena sposobnost. UspeSnost ucenika znacajno je varirala izmedu razlicitih



aspekata pojma skupa. Dok su gotovo svi ucenici uspesno reSavali jednostavne
zadatke zadavanja skupova ili prepoznavanja jednakosti skupova u ociglednim
primerima, znatno manje uspesni bili su u zadacima koji su zahtevali razumevanje
beskonac¢nih skupova, kardinalnosti, delilaca 1 sadrzalaca brojeva ili primenu teorije
skupova u geometrijskom kontekstu. Ovakvi rezultati ukazuju da ucenici pojedina
svojstva skupa usvajaju izolovano, bez njithovog medusobnog povezivanja u

jedinstven konceptualni sistem.

Ovakav nalaz u skladu je sa rezultatima prethodnih istraZivanja, koja pokazuju
da formalno poznavanje definicija i simbola ne podrazumeva nuzno i njihovu pravilnu
primenu u sloZenijim ili nestandardnim situacijama. Bagni ([II]), Zazkis 1 Gunn
([111]), Fischbein i Baltsan ([I]), kao i1 Sharif-Rasslan i saradnici ([IV]), u razli¢itim
uzorcima 1 kontekstima identifikovali su teSko¢e povezane sa razlikovanjem
elemenata 1 podskupova, razumevanjem praznog skupa i kardinalnosti, kao i
povezivanjem razli¢itih reprezentacija skupova. Zajednic¢ki nalazi ovih istrazivanja
ukazuju da pojedina formalno usvojena znanja mogu ostati nedovoljno povezana u

celovit sistem konceptualnog znanja.

Posebno znacajan rezultat istrazivanja jeste Cinjenica da se iste konceptualne
zablude pojavljuju u viSe razliCitth zadataka. NajizraZeniji primer predstavlja
nerazumevanje da se isti element u skupu navodi samo jednom. Ova zabluda uo¢ena
je ve¢ u zadatku odredivanja skupa slova re¢i ananas, gde su ucenici ponavljali slovo
a 1 n onoliko puta koliko se pojavljuju u reci. Ista ideja ponovo se javlja u zadatku
jednakosti skupova, gde znacajan broj ucenika smatra da skupovi {1,2} 1{1,2,1,2,1,2}
nisu jednaki. Pojavljivanje iste greSke u dva sadrzajno razli¢ita zadatka ukazuje da
nije re¢ o slucajnoj gresci ili nepaznji, ve¢ o stabilnoj konceptualnoj zabludi u

razumevanju jednog od osnovnih svojstava skupa.

Sli¢ne teskoce utvrdili su Fischbein i Baltsan ([I]), u ¢ijem su se istrazivanju
problemi javljali upravo u zadacima sa ponovljenim elementima. Njihovi nalazi
pokazuju da intuitivna predstava skupa kao kolekcije moze ostati prisutna i nakon

formalnog uvodenja pojma skupa.

Sli¢an obrazac uocen je 1 kod razumevanja praznog i beskonacnog skupa.

Ucenici Cesto beskonacne skupove predstavljaju kao konaéne ili zanemaruju znacenje



(13

oznake ,,...“, $to se pojavljuje 1 prilikom odredivanja elemenata skupa i prilikom
odredivanja njegove kardinalnosti. Posebno je znacajno da je samo 40% ucenika
pravilno odredilo broj elemenata praznog skupa. TeSkoée u razumevanju praznog
skupa zabelezene su i u prethodnim istrazivanjima. Fischbein i1 Baltsan ([I]) utvrdili su
nisku uspesnost ucenika u zadacima koji su zahtevali razumevanje ovog pojma, dok
su Zazkis 1 Gunn ([III]) pokazali da ¢ak 1 ispitanici koji pravilno prepoznaju da prazan
skup nije element odredenog skupa mogu imati teSskoce pri odredivanju da li je on

njegov podskup.

Posebno zanimljiv nalaz predstavlja otvoreni zadatak u kome su ucenici
opisivali §ta je duz. Samo mali broj ucenika spontano je definisao duz kao skup
tacaka, dok je veliki broj ucenika poistovetio duz sa njenom duzinom ili rastojanjem
izmedu dve tacke. Ovakvi odgovori pokazuju da ucenici geometrijske objekte
uglavnom posmatraju intuitivno ili operativno, bez povezivanja sa teorijom skupova
na kojoj se savremena geometrija formalno zasniva. Ovo moZe ukazivati da se teorija
skupova u nastavi dozivljava kao izdvojena tema, a ne kao konceptualna osnova

drugih matematickih oblasti.

Ovaj nalaz moZe se povezati sa Bagnijevim istrazivanjem ([II]), u kojem su
ucenici imali teSkoce da stranice trougla istovremeno posmatraju kao geometrijske
objekte 1 kao elemente skupa. Ni uvodenje Ojler—Venovog dijagrama samo po sebi
nije dovelo do prevazilazenja ove teSkoce. Slicnost sa rezultatima ovog istrazivanja
ukazuje da povezivanje skupovnog i1 geometrijskog znacenja nije spontano i da

zahteva eksplicitnije povezivanje ovih sadrZaja u nastavi.

Na znacaj konteksta 1 nacina predstavljanja matematickog sadrzaja ukazuju i
rezultati Sharif-Rasslan 1 saradnika ([IV]). U njihovom istraZivanju uspeSnost se
znatno razlikovala u zavisnosti od toga da li su odnosi medu skupovima predstavljeni
verbalno, verbalno-logicki ili formalno-simbolicki, a posebno su izrazene bile teSkoce
kada je bilo potrebno pravilno identifikovati skupove i njihove elemente u verbalnom
kontekstu. Posmatrano zajedno sa rezultatima ovog istrazivanja, to dodatno pokazuje
da uspesnost ucenika ne zavisi samo od poznavanja pojma skupa, ve¢ i od sposobnosti

da njegovo znacenje prepoznaju i primene u razli¢itim matemati¢kim situacijama.

Rezultati istraZzivanja pokazali su da izmedu ucfenika VI i1 VIII razreda



uglavnom nije bilo statisti¢ki znacajnih razlika. Znacajne razlike utvrdene su samo u
malom broju podzadataka. Ovakav nalaz moZe ukazivati da se uoc¢ene konceptualne
zablude ne prevazilaze spontano tokom Skolovanja. Drugim recima, dodatne dve
godine nastave matematike nisu bile dovoljne da znacajno unaprede razumevanje
osnovnih svojstava pojma skupa. To upucuje na potrebu da se ovim pojmovima

posveti paznja i nakon njihovog formalnog uvodenja u nastavu.

Iako su ucenici sa viSom ocenom iz matematike u vecini zadataka postizali
bolje rezultate, povezanost izmedu ocene 1 uspesnosti uglavnom je bila slaba. Ovakav
nalaz sugeriSe da Skolska ocena iz matematike nije pouzdan pokazatelj razvijenosti
konceptualnog razumevanja teorije skupova. Moguée je da tradicionalni nacini
vrednovanja u vecoj meri procenjuju proceduralna znanja i uspesnost u reSavanju

rutinskih zadataka nego dubinsko razumevanje osnovnih matematickih pojmova.

Dobijeni rezultati ukazuju da bi u nastavi teorije skupova veci naglasak trebalo
staviti na razumevanje osnovnih svojstava skupa, a manje na reprodukciju definicija 1
rutinsko reSavanje zadataka. Posebno bi bilo korisna upotreba zadataka koji izazivaju
tipi¢ne konceptualne zablude i podsticu ucenike da obrazlazu svoje odgovore. Takav
pristup mogao bi doprineti razvoju stabilnijeg konceptualnog razumevanja, ali i
boljem povezivanju teorije skupova sa drugim oblastima matematike, narocito

geometrijom.



Zakljucak

lako skup predstavlja jedan od osnovnih pojmova savremene matematike sa
znac¢ajnom ulogom u organizovanju 1 povezivanju razli¢itth matematickih sadrzaja
njegovoj prisutnosti, upotrebi 1 znacaju u udzbenicima matematike posvecuje se malo
paznje. Primena skupova i skupovnog naina miSljenja neosporna je u brojnim
nastavnim temama. Ipak, skup se formalno uvodi i obraduje samo u petom razredu.
Nakon petog razreda njegova primena postaje Sira, ali manje vidljiva. Ucenik se sve
ceSc¢e susrece sa situacijama u kojima odreduje skup svih brojeva koji imaju odredeno
svojstvo, skup reSenja jednacine, nejednacine ili sistema, skup vrednosti funkcije,
skup mogucih ishoda ili odredenu klasu geometrijskih objekata. U tim situacijama
skup predstavlja organizacioni okvir matematickog sadrzaja, ¢ak i kada se ne koristi

eksplicitna skupovna terminologija.

Zbog toga se razvoj pojma skupa kroz osnovnu Skolu ne moze adekvatno
opisati samo prac¢enjem mesta na kojima se pojavljuje termin ,,skup“. Potrebno je
razlikovati eksplicitne od implicitnih oblika njegove upotrebe. Eksplicitno, pojam se
uvodi, definiSe 1 simboli¢ki predstavlja u petom razredu. Implicitno, on predstavlja
nacin organizovanja i tumacenja brojnih, algebarskih, geometrijskih i statistiCkih
sadrzaja. Upravo ova razlika omogucava potpunije sagledavanje njegovog mesta u

osnovnom obrazovanju.

Publikovana istrazivanja, zajedno sa empirijskim delom rada, bave se
teSko¢ama u razumevanju pripadnosti elementa skupu i1 podkupa, kardinalnosti,
praznog i beskona¢nog skupa, ponavljanja elemenata i primene pojma skupa u

razli¢itim reprezentacijama i matematickim kontekstima.

Rezultati ukazuju da bi unapredenje nastave trebalo usmeriti ka
konceptualnom, a ne samo proceduralnom ucenju. Ucenicima treba omoguditi da
jedan matematic¢ki pojam sagledavaju kroz razlicite reprezentacije i da objasnjavaju
veze medu njima. Nije dovoljno da ucenik zna da je “€" oznaka za pripadnost, a “ C "
oznaka za podskup; potrebno je da ume da objasni Sta ta¢no svaki od tih odnosa znaci
i da ih prepozna u verbalnom, simbolickom i vizuelnom obliku. Nastava treba da

sadrzi primere sa praznim skupom, jednoc¢lanim skupovima, ponovljenim elementima,



skupovima ¢iji su elementi drugi skupovi, kao 1 primere u kojima dva skupa imaju isti
broj elemenata, ali nisu jednaka. Takode je potrebno uvesti praksu da ucenici pre
reSavanja zadatka identifikuju skupove i njihove elemente. Kod slozenijih zadataka
korisno je zahtevati da uCenik najpre napise Sta predstavlja svaki skup, koji su njegovi
elementi i Sta se tacno ispituje. Nakon svakog Venovog dijagrama trebalo bi zahtevati
verbalizaciju 1 simbolicki zapis odnosa koji je prikazan. Time se sprecava da uc€enici
inkluziju shvate samo kao prostorni odnos ,,unutar. Ako ucenik kaze da skup ima
Sest elemenata umesto Cetiri, da je {7} element odredenog skupa zato $to se ,,nalazi
unutra®, ili da prazan skup nije podskup zato $to ,,nema elemente®, takav odgovor

predstavlja dragocen podatak o njegovom nacinu misljenja.

Ucenici mogu nauciti definicije 1 simbole, ali ¢e ih u sloZenijim situacijama
tumaciti kroz svoje intuitivne modele. Zato je potrebno nastavu pojma skupa
organizovati tako da ucenici kontinuirano povezuju intuiciju, jezik, konkretne
primere, vizuelne reprezentacije, simbolicke zapise i formalne definicije. Posebnu
paznju treba posvetiti upravo onim primerima koji su kontraintuitivni 1 koji najjasnije
otkrivaju granice pocetnog razumevanja. Na taj nacin pojam skupa ne bi bio samo jo$
jedna nastavna jedinica, ve¢ bi postao sredstvo za razvijanje preciznog matematickog
jezika, logi¢kog zakljuCivanja, klasifikovanja 1 razumevanja odnosa medu

matematickim objektima.
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Prilog A

Pazpen: OuenHa U3 MaTeMaTHKE HA MOJYTOIUIITY:

[Ipen To60M je HEKOIMKO KPaTKUX 3aJaTaka O CKyIOBHUMA.

[ToTpyau ce m HaMUIIK OHAKO KaKO TH pa3MUIIJBAII - TO j¢ HajBaXKHU]E.

1. Ckyn je 3amar Ha aBa HauwHA. [lonyHU mpasHa 1mosba y Tadeiu:

3aje JHUYKO CBOjCTBO Habpajame enemenara

CKyTl CBUX CaMOTJIaCHUKA. {a,e,n,0,Y}

Ckym cBux 00ja Ha cemadopy.

{ mponehe, neTo, jeceH, 3uma }

2. a) Oapenu ckyn A xoju yrHe cBa cjaoBa peun CAH.
A={
0) Onpenu ckyn B koju unne cBa cinoBa peun AHAHAC.
B={

B) Onpenu ckyn C KOju caJp>ku CBE MPUPOIHE OpojeBe Mambe o1 5.
C={
r) Oapenu ckyn D xoju canpxu cBe mpupoiHe 6pojese Behe ox 5.

D={

n) Onpenu ckyn E koju canpxu cBe mpupoaHe OpojeBe Mame of 13 nespuBe ca 2.

E={

h) Ompenu ckyn F koju canpku cBe aenuorie 6poja 12.
F={

e) Onpenu ckyn G Koju caapKu CBe caapskaore opoja 5.
G={

3. V rtabenu cy natu ckynoBu A u B. Ako cy ckynosu A u B jennaku 3a0kpyxu T,
aKo HUCY 3aoKpysku H.

A={1,2,3,4} n B={2,1,3,4} T H
A={2,3,4,5} n B={2,3,4,6} T H
A={1,2,3,4} n B={1,23,4,..} T H
A={1,2} n B={1,2,1,2,1,2} T H




4. IMonynu Tabeny:

Ckyn Bpoj enemenara ckyma

{1,2,3} 3

{1, 10, 100, 1000}

{}

{3,4,5...15}

{1,2,3,4,5,...}

5. Hanwmu peunma 1mra je xyx AB?

6. Harmiu pevenuity y kojoj hem ynorpeoutu ped “ckyrm’”.

3a Kpaj: MpoLIeH! KaKo CH ypaano/ia oBaj Tect. O3Ha4H jeJjaH O] OJroBOpa.
0 Ou4yHO, CBE caM JI00po ypaauo/a.
0 1o6po, ajii MUCIIAM J]a UIMaM HEKY TPEIIKY.

o Cnabo, BehuHy 3a7iaTaka HICaM ypajuo/aa Kako Tpeda.

XBaJia T Ha TPy U ypah)eHoM TecTy.
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