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Ilpearosop

PacTojame je jenaH o7 OCHOBHHMX I10jMOBa KOjUMa OIHKCYjEMO MPOCTOP U IOJI0XKaj
o0jekara y meMy. YBOheHeM METPUKE YIaJbeHOCT C€ MOXKE OJIpeIUTH 1 n3Mel)y o0jexara
HOMYyT HU30Ba U (PyHKIHMja. MeETpUUYKU MPOCTOPU TAKO IPYXKajy 3aj€IHUYKH OKBHP 3a
YOIIIITaBalkb¢ OCHOBHUX TIOJMOBA M METO/a KJIaCHMYHE aHanmm3e u oMoryhaBajy na ce
pa3nu4YuTU NpoliieMH pelaBajy IPUMEHOM UCTHX OMIITUX HPUHIMIIA.

Jenan TakaB mpHCTYIl Mpyka Teopuja (pukcHe Tauke. MHOIM MpoOIeMH, HOIYT
pemaBama TUGEpeHIMjaTHUX U UHTETPATHUX jeqHa4YMHa, onpehrBame paBHOTEKHHUX
CTama y €KOHOMHJU M TEOPUjU HTapa, periaBame ONTHMU3ANMOHUX IpoliemMa, ce MOTy
CBECTH Ha TPAKEHE Ta4Ke KOjy IMOTOAHO NPECIMKABaHkEe OCTaBJhba HEMPOMEHECHOM.
Teopuja pukcHe Tayke HCHHUTYje YCIOBE IMOJA KOjUMa TaKBa Tayka IOCTOjH, Kajaa je
JEIMHCTBEHA U Ha KOjU HAYMH C€ MOXE OPEAUTH WiIn anpokcumuparu. IlocebHo mMecTo
y TOj TEOpHjU 3ay31UMajy KOHTpAaKTUBHA MIPECIHKaBamba, KOjuMa ce 0aBH 0Baj pal.

Pan ce cacroju on 4yeTupu nornassba. Y MPBOM HOIVIABJBY J1aj€MO MPETiea OCHOBHHIX
II0JMOBA M pe3yaTara 0 METPUYKHUM IIPOCTOpHUMA Koje heMOo KOPUCTUTH Yy HAaCTaBKy paja.

Hpyro nornassee nocseheno je banaxoBom npuHIuny kKoHTpakiuje. Hajope yBoaumo
nojam (PMKCHE TaYKe U KOHTPAKIIH]€ U 1ajeMO J[Ba yBOJIHA ITpUMeEpa. 3aTuM (hopMynHIieMo
BbanaxoBy Teopemy 0 (PUKCHOj TauKU M MPEACTaBbaMO YETUPH Pa3INuuTa JI0Ka3a HCTe.
Ornucyjemo [TukapoB WTEpaTWBHU MOCTYMAK U W3BOAMMO OIICHE TPEINKE CYKIIECHBHUX
arnpokcuManuja. Y HacTaBKy pa3MaTpaMo MOCIEAUIE TeOpeMe, Kao U IeHy IPUMEHY Ha
MpeCcInKaBama YMj1 je HeKa uTepaiyja Kontpakiuja. Ha kpajy mornassba 1ajeMo JOKaTHHA
o0nuk banaxoBor npuHIMITa KOHTPaKIH]je.

Tpehe mormaBmme mocBeheHo je mpuMeHama baHaxoBor MpHHIMIIA KOHTPAaKIIHjE.
Hajrpe mnpencraBbaMo TMOjeqHOCTAaBIbeHM IbYyTHOB TMOCTymak 3a HAIaXeHme HyIe
(dyHKIMje U JajeMO JIOBOJHHE YCIIOBE 32 HETOBY KOHBEPICHIIM]Y. 3aTUM pa3MaTpaMo
CHCTeMe JIMHEApHUX aJre0apCKuX jeHadYHa 1 M3BOAMMO yCIIOBE 3a MpuMeHy banaxoBor
NpUHIMNA. Y HACTaBKy J0KaszyjeMo [IukapoBy Teopemy 0 OCTOjamy U JeTUHCTBEHOCTH
JIOKAITHOT pelliea MOYeTHOT mpobiema 3a nudepeHnrjanty jelHauuHy U pa3MaTpamo
OpenxonmoBe U BonrepuHe mHTerpanmHe jenHaunHe Apyre Bpcre. [IpencraBibamo u
OCHOBHY H/iejy IpUMeHe baHaxoBor NpuHIMIA y TOKa3y HEHTPATHE TPaHUYHE TEOpeMeE.
Ha xpajy nornasba 6aBUMO Ce€ TTOCTOjamkbeM U JETUHCTBEHOIINY TpOyTiia KOME Cy 3ajare
MY)KUHE CHMETpaia YHYTpalllbUX YIJOBa M IOCTYIKOM HNPHUOIMKHOT onpehuBama
HErOBUX CTPAHHUIIA.

Y 4eTBpTOM TMOMIaB/by ACPUHHUIIEMO HEKAa MPECIHKaBamba KOHTPAKTHBHOT THIIA
U pasMarpaMo Kako c€ KJIacHu4HM baHaxoB YCJIOB MOXe OCIA0UTH WIH 3aMEHUTH
JIpYyrUM TIpETIOCTaBKaMa Koje W Jajbe 00e30ehyjy moctojame jenuHCTBeHE (DHUKCHE
tauke.  Hajope mnpeacraBbamo EnemmrajHoBe u PakoueBe pesynrare, a 3arum
HenvHeapHe KoHTpakinuje bojma u Bonra. Jlokazyjemo Meup—KunepoBy Teopemy
U U3 Be M3BOAMMO baHaxoB mpuHIMN KOHTpakuuje u ExemmrajHOBY TeopeMmy 3a



KOMIIAKTHE METpHUUKE IpocTope. Y HacTaBKy npejcTtaB/bamo Kananosa u Yarepiujea
npecivKaBama, IpUMepHMa WIycTpyjeMo He3aBucHocT banaxoBor u Kananosor ycioBa
U J0KazyjeMo 3aMmdupeckyoBy TeopeMy Koja obOjeammyje oBa Tpu pesynrara. lloTom
yBoauMo hupuheBe remepann3zoBaHe KOHTPAKLHUje U 1M0jaM OpOUTaIHE KOMIUIETHOCTH.
JHoxkazyjemo hupuheBy Teopemy o (UKCHO] Ta4Kd, FEH JIOKATHH OOIHK M pPe3yiTar
3a IpeciIMKaBama YUjU je HeKa MTepalyja reHepain3oBaHa KoHTpakuuja. Ilormasibe
3aBpiiaBamMo KapucTujeBoM TeopeMoM U J1I0Ka30M HheHE €KBHMBAJICHIIM]jE ca HAaBEACHUM
obnukoMm ExenanaoBor BapujanioHOT MPUHIHIIA.

[TocebHy 3axBayHOCT ayryjeM cBoM MeHTopy, Ap Henamxy TeodaHnoBy, Ha momohu mpu
n300py TeMe, KOPHCHUM CaBeTHMa TOKOM H3pajie OBOT pajJia U 3HambY KOj€ MU je MPEHEeo
ToKOM ctyauja. Takohe, 3axBasbyjeM ce W uiaHuIama komucuje, np sanu BojuoBuh n
1p Munvnum JXKuruh Ha KOpUCHUM cyrecTHjaMa Kojuma Cy yHanpeausie oBaj pa.

o sadxcnux pesyimama ne cmuoice ce jeOHUM 8eIUKUM KOPAKOM, 6eh HU30M MATuX
npubnuxcasaroa. Ha mom nymy, Tu u moju Hajmunuju oenunu cme ca MHOM MENCUHY U
Ppaoocm ce8axkoe Kopaxa.

Csy 3axeannocm odyzyjem Tebu u mwuma.



IHoraas/be 1

OCHOBHM NMOjMOBM M Je(pUHULIH]E

®paniycku maremarndap M. ®@peme! yBeo je 1906. romuHe mojaMm MeTpHYKOT
npoctopa. MeTpuuku HpoOCTOp je CKyNl Ha KoMe je JeduHHCAHO pacTojame usmelhy
OUJI0 KOje J1Be Tauke. Y HAacTaBKy HaBOAMMO OCHOBHE TOIIOJIOUIKE IOJMOBE U OCOOMHE
METPHUUYKHX MpocTopa Koje heMo KOpUcTUTH y JasbeM paxy. OCHOBHA JTUTeparypa 3a 0BO
nornassbe je [24, 15]

Hepununuja 1.1. Tap (X, d) je merpuuku npoctop akko je X Hempasa ckym u d :
X? — [0, 00) dyHKIMja TaKBa 1a 32 CBE T, Y, 2 € X BaxH

(M1) d(z,y) = 0 ako u camo ako je r = v,

M2) d(x,y) = d(y, ),
M3) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Tana, d je meTpuka Ha ckyny X, d(x,y) je pacTojame Tadyaka r uy,a3ax € X ur > 0
CKyII
B(z,r):={y € X : d(z,y) <r}

j& OTBOpEHA JIONTa ca LIECHTPOM Y TaYKH = U TOIYIPEUHUKOM 7.
Tononoruja O, onpehena merpukom d Ha ckymy X 3anara je 6azom

By :={B(z,r):x € X Ar > 0}.
3aro,

* ckyn O C X je OTBOpEH aKkko je yHHja HeKe (paMuIIije OTBOPEHHX JIONTH aKKO 32
cBaky Tauky x € O nocroju r > 0 na je B(z,r) C O;

» ckyn U C X je okonmuHa Tauke 2 € X akko MOCTOju oTBopeHa jonra B(x,r) C U.

Hedununuja 1.2. Heka je (X, d) merpuuku npoctop, xo € X ur > 0. 3arBopeHa onra
ca IEHTPOM y Ta4KH T U MOJTYIPEIHUKOM 7 j& CKYII

B(zg,r) :={z € X : d(xo,x) < r}.

Hedununuja 1.3. Heka je (X, d) merpuuku npocrop. Ckyn A C X je 3aTBOpeH aKo je
HEroB KoMmieMeHT X \ A OTBOPEH CKyII.

'bpanu. Maurice René Fréchet.



Hepununuja 1.4. Heka je (X,d) merpuuku mpoctop u A C X HempasaH CKyIL
Hujamerap ckyna A nedunuiie ce ca

p(A) = sup{d(z,y) : x,y € A}.

Ckyn A je orpanuueH akko je p(A) < oo, To ject, akko moctoju M > 0 Tako jia 3a cBe
z,y € ABaxu d(z,y) < M.

Nepunnnuja 1.5. YV wmerpuukom mpocropy (X,d) xaxemo na HU3 (ap)pen vy X
KOHBeprupa ka a € X, mro o3Ha4aBamo ca lim,,_, ., a,, = a, ako je

lim d(a,,a) = 0.

n—oo

YMmecto o3Hake lim a, = a ynorpe0JbaBa ce ¥ O3HaKa a,, — @, N — OO.
n—oo

Hedununuja 1.6. Heka cy (X, dx) u (Y, dy ) merpuuku nmpoctopu n Hekaje [ : X — Y.
IMpecnukaBame [ je HEMPEKUIHO y TAUKH To € X AKKO

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € X)(dx(x,20) < § = dy(f(x), f(z0)) < &).
[IpecnukaBame f je HENPEKUIHO AKKO j& HEMPEKUIHO y CBAKO] TAYKH cKyma X .

Hepununuja 1.7. Heka cy (X, dx) u (Y, dy) merpuuku npocropu. IIpecnukasame [ :
X =Y je Jlunwuy-nenpexuono ako noctoju koHcranta L > 0 TakBa ja3acBe x,y € X
BaXXU

dy (f(2), f(y)) < Ldx(x,y).

bpoj L Ha3zuBa ce JIMmmuiioBa KOHCTaHTa MpeCcKaBama f.
Teopema 1.8. Csaxo Jlunwuy-nenpekuono npeciuxasarbe je yHUGOPMHO HenpeKuUoHo.

Hedununuja 1.9. Heka je (X, d) merpuuku npoctop u A C X. Ckyn A je komnakman
aKo u3 cBake (amminje oTBOpeHnX cKynoBa { Oy, }aen 38 KOje BaXKH

Ac 0.,

aeh
MOXKe J1a ce M3Boju KoHayHa (hammimja ckynosa O, O,,, ..., O, TakBa 1a
s
AclJo.,.
i=1
Axo je A = X, kaxemo na je (X, d) komnaxman mempuuxu npocmop.
Teopema 1.10. Hexa je (X, d) mempuuxu npocmop. Cnedehu yciosu cy ekeugaieHmmuL:
1. IIpocmop (X, d) je kounakman.
2. Ceaxu nuz y X uma noOHu3 Koju KoHgepaupa Ka Hekoj mauku ckyna X.
3. Cesaku beckoHauan nOOCKyn ckyna X uma mauxy Haecomuiasaray X.
Teopema 1.11. 3a npouszsoman mempuurxu npocmop (X, d) eadxcu:

(a) y npocmopy (X, d) epanuya nusa je jeduncmeena;
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(6) (X,d) je komnakxman aKro je HU306HO KOMRAKMAH AKKO je NPedpojuso KOMNAKMAH,
(8) axo je A C X xomnakmawu ckyn, OHOA je 3amEOpPeH U 02PAHUYEH.

Teopema 1.12. Heke nojase y mempuukum npocmopuma uspaxcerne npeko Hu306a:
(a) x je aoxepenmna mauka ckyna A axkko je epanuya HeKoe HU3a mavaka ckyna A,

(6) cxyn A je 3ameopen akko caopicu SpaHuly C6aK02 KOHEEP2eHMHO2 HU3A MA4aKd
ckyna A;

(8) npeciuxasarwe f mempuukoz npocmopa X y npouseoaH monoiowKyu nPpocmop je
HenpekuoHo (y mauku v € X) aKko je ceK8eHYujaino HenpeKuoHo (y mauku ), mj.

lim z,=2= lim f(z,) = f(z),

n—-+o0o n—-+00

3a ceaxu nuz (r,)y X.

Ha uctom ckymy Mory ce 3agaTé pa3iniuTe METpUKe, Ia e MPHPOIHO MOCTaBJba
NHUTamke Kaja oHe oapelyjy ucTy Tononorujy. ¥ Ty CBpXy YBOJMMO IIOjMOBE TOIOJIOLIKE
U YHU(OpPMHE EKBUBAJICHIIM]€ METPUKA, a 3aTUM HABOIUMO CTaHJApAHE €KBHUBAJICHTHE
MeTpHuKe Ha mpoctopy R”.

JMepununmja 1.13. Heka je X Henpa3zan ckyn 1 Dx CKynl CBUX METpHKa Ha cKymy X, Tj.
Dx = {d: X* —[0,00) | d je MeTpuka Ha ckymy X }.
3a metpuke di, ds € Dx KaxeMo 1a cy
* TOIIOJIONIKY €KBUBAJICHTHE, Y O3HAIH d; L ds, aKKO je

O4, = O,

* yHH(OPMHO €KBUBAJIEHTHE, y O3HAalUHU d; ~ ds, aKko mocroje 6pojeBu k,h > 0
TaKBHU J1a 33 CBe X,y € X BakHu

dl(xyy) S k’dz(%y) n d?(xvy) S hdl(xay)

Teopema 1.14. Hexa je X npoussoman nenpaszan cxyn. Taoa sasxcu:
(a) perayuje Ly~ cy penayuje exsuganenyuje na ckyny Dx;
(6) axo je dy < kds, onoa je
By, (x,r) C By, (x, kr),
3aceex € Xur >0, usancu Oy C Ogy,;

(8) yHughopmmo exeuganenmue mempuke cy monoiLOUKYU eK8UBALEHNHE.



MeTtpuke Ha R™ nare ca

di(z,y) = Z |z — yil,
i=1

doe,y) = | S (@i - i)
i=1
doo(z,y) = max{|z1 — y1|, |x2 — Yo, - -, |20 — Unl},
rnejer = (T1,%2, ..., %n), Y = (Y1,Y2, - - -, Yn), CY CKBUBAICHTHE jep BaXu

dw($7y) SdQ(:Evy) 2t d2($7y) S \/ﬁdm(x7y)a
dw($7y) Sdl(xvy) a dl(xay) Sndoo(x7y)
Jlema 1.15. Hexa je (X, d) mempuuxu npocmop. Taoa:

(a) 3a ceaxo a,b,c € X saxicu

|d(a,b) — d(b,c)| < d(a,c);

(6) mempuxa d : X? — R je nenpexuona ¢hynxyuja.

Nepunnuuja 1.16. Metpuuku npoctop (X, d) je Mempuuru KOH6eKCaH ako 3a CBaKe J[BE
pasnuuure Tauke x,y € X nocroju Tauka z € X \ {z,y} Taksa na je

d(z,y) =d(x,2) + d(z,y).

Jlema 1.17. Hexka je (X, d) komnneman mempuuku xoneexcarn npocmop. Tada 3a ceaxe
ose paziuyume mauxe x,y € X u 3a cearxo o € (0,1) nocmoju mauka z € X \ {z,y}
makea oa je

d(z,z) = ad(z,y)

d(27y> = (1 - Oé)d(]}7y)

JeaHa o BaXXKHMJUX OCOOMHA METPUYKHX MPOCTOPA y TEOpUjU (UKCHE Tauke jecTe
xommieTHOCT. OHa 00e30elyje na cBaku KommjeB HA3 MMa rpaHUILy y TOM IIPOCTOPY, IITO
j€ KJbYUHO 3a KOHBEPTEHIIM]y UTEPATUBHHUX IMOCTyMaKa kKoje heMo kacHuje pa3Marpari.
3aro Hajrpe yBoauMo 1ojam KormujeBor HU3a, a 3aTUM U 10jaM KOMILIETHOT METPUYKOT
npocTopa.

Nepunnnuja 1.18. Heka je (X, d) merpuuku npoctop. 3a HU3 (T, )uen Y TpOCTOPY X
KakeMo 1a je KommujeB HU3 akko

(Ve > 0)(3ng € N)(Vm,n > ng)  d(xm,,x,) <e.
EKBUBaJICHTHO, HU3 (T, )nen je Kommjer akko
(Ve > 0)(3no € N)(Vn > ng)(Vp € N)  d(zp4p, T0) < €.

Teopema 1.19. V npoussomrom mempuuxom npocmopy (X, d) sasrcu:
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(a) Csaxu xonsepeenman nu3 je Kowujes;
(b) Csaxu Kowujes nu3z je oepanuuen.

Jlema 1.20. Axo je (X, d) mempuuxu npocmop, A C X, (a, : n € N) nuz y ckyny A u
a € A, onoa sadxcu:

(@) (a,) je Kowujes nuz y npocmopy (X, d) akko je (a,) Kowujee nuz y npocmopy
(Av dA);

6) (a,) —x aaxxo (a,) — 4 a.

Hedununuja 1.21. Metpuuxu npoctop (X, d) je komruieTas akko je cBaku Korrujes Hu3
y X KOHBEpreHTaH.

Ckyn A C X je KOMIUIETaH CKyIl aKO U caMo ako je mornpoctop (A, d4) komiieran
METPHUYKH TIPOCTOP.

Teopema 1.22 (Kaurop). Mempuuxu npocmop (X, d) je komnieman ako u camo axko céaxu
onadajvhu nuz Fy O Fy D F3 D -+ Henpazuux, 3ameopenux u oepanuieHux cKynoeda,
makas oa je

lim p(F,) =0,

n—oo
uma HenpasaHn npecekx.

Teopema 1.23. Hexa je (X, d) mempuuxu npocmop u A C X. Taoa
A je komnneman —> A je 3ameopen ckyn.
Teopema 1.24. Hexa je (X, d) komnneman mempuuxu npocmop u A C X. Taoa
A je komnneman <= A je 3ameopen ckyn.
HaBoauMo Heke nmpuMepe KOMIUIETHHX METPHUKUX ITPOCTOPA.
1. IIpoctop peannux O6pojeBa R ca yobnuajeHOM METPHUKOM
d(z,y) = |z —y|
j€ KOMILIETaH METPUYUKH IIPOCTOP.

2. IIpoctop R" je kommieTan y 0JJHOCY Ha CBaKy oJl ciienehnx MeTpuka:

di(z,y) = Z |z — yil,
=1

n

d2($7y) = Z(xz _yi)27

=1

rmecy £ = (T1,..., ) Uy = (Y1, -+, Yn)-



3. IIpocrop
Cla,b] = {f : [a,b] = R : f je nenpexkuana Gpynkumja}
ca CynpeMyM METPHKOM

doo(f; 9) = sup [f(z) = g(x)]

€la,b]
j€ KOMIUIETaH METPUYKH MPOCTOP.
4. Axo je (X, d) MeTpUUYKH IPOCTOP, OHJIA j& IPOCTOP
BC(X,R)={f: X — R: f je orpaHnucHa 1 HENPeKHIHA }

ca CynpeMyM METPUKOM

doo(f, 9) = sup | f(x) — g(z)|

zeX

KOMIIJICTAH MCTPUYIKH IIPOCTOP.

BaxHy kjacy MeTpUYKHX MPOCTOpAa YMHE MPOCTOPU uHja je METpUKA MHIyKOBaHa
HOpMOM. 3aro ce moxacehamo MojMoBa HOpME, HOPMHUPAHOI BEKTOPCKOT MPOCTOpa U
banaxosor mpocropa.

Hepununuja 1.25. Axo je (X,+,-,R) peaqHu BeKTOPCKH MOPOCTOP, 3a CBAKO
npeciaukasame || - || : X — [0,00), TakBo na3acBe z,y € X u «a € R Baxu:

(N1) ||z| = 0 axo u camo axko je x = 0,
(N2) JJaz|| = [ ||,
(N3) [l +yll < llzll + llyll,

Ka)keMo 11a je Hopma Ha X, a 3a ypehern map (X, || - ||) kaxemo 1a je HOpMHpaH BEKTOPCKH
npoctop (H.B.IL.).

Teopema 1.26. Axo je (X, || - ||) #.6.n., onoa je
d(z,y) = [l =yl
mempuxa na ckyny X (na je (X, d) mempuuxu npocmop).

Hedununuja 1.27. Hopmupan Bexropcku npocrop (X, || - ||) je banaxoB akko je
KOMILJIETaH, TO jeCT, aKKO y MeTprakoM mpoctopy (X, d), re je

d(%y) = Hx - yH,

cBaku KommjeB HU3 MMa rpaHUILy.

VY dopmynanujama HEKUX yomnTemha baHaxoBOr NpUHIMIIA KOHTPAKIHUje jaBJbajy ce
pa3IUYUTU OOIULM NOTYHENPEKUAHOCTH, KOj€ HABOJUMO Y HACTABKY.

JNepununmja 1.28. Hexkaje A C R, a € Au f: A — R. Taga Baxu:
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1. ®dyakuuja f je 000320 nonyHenpekuoHa y Ta4KU a ako 3a cBako € > () mocToju
d(g) > 0 raxo nga je

f(z) < f(a) +¢€, 3acBako x € (a — d(g), a+d(g)) N A.

3a pyHKUHU]y [ KaKeMO /1a j€ 000320 noiyHenpeKuoHa ako je 0103r0 MOJyHEIpeKuIHa
y CBaKOj TayKH cKyma A.

2. dyHKuyja f je 000320 nomyHenpekuoHa ca 0eche cmpane y Taukl @ aKO 3a CBAKO
e > 0 mocroju d(¢) > 0 Tako jaa je

f(z) < f(a) +¢€, 3acBako z € (a, a+d(g)) N A.

3a QyHKIHM]Y [ KaXeMO Ja je 000320 NOIYHeNnpeKuoHa ca O0ecHe cmpame akKo je
0J103T0 MOTYHENPEKHUIHA Ca JECHE CTPAHE y CBAKOj TauKH cKyma A.

3. ®yHkuyja f je 000300 norynenpekuoHa y TaykM a aKko 3a cBako € > () MocToju
d(g) > 0 Taxo na je

f(x) > f(a) — ¢, 3acBako x € (a — d(g),a+ () N A.

3a pyHKIH]Y f KaKeMO J1a je 000300 noiyHenpeKuoHa ako je 010310 MOTyHEMPEKUIHA
y CBAaKOj Ta4KHu CKyma A.

Teopema 1.29. Hexkaje ACR ac Au f: A— R Taoa:

1. @ynxyuja f je 000320 noryHenpekuOHa y mauku G ako u camo ako 3d C6aKU HU3
(a,) € A maxas da a,, — a, n — 00, gaxcu

limsup f(a) < f(a).

n—o0

2. @yuxyuja f je 000320 noiyHenpekuoHa ca 0ecHe cmpane y mauku a aKo u camo aKo
3a ceaxu nu3 (a,) C A makas oa a, — a,kadan — oo u a, > a,3a céen € N,
saocu

limsup f(a.) < f(a).

n—o0

3. Qynxyuja [ je 000300 nonynenpexuona y mayku ¢ ako u camo axo 3a C8aKu Hu3
(a,) € A maxas da a,, — a kada n — 00, axcu

liminf f(a,) > f(a).

n—o0

Ha xpajy normasiba n3/BajaMo joul HEKOJIMKO KJIACHYHUX Pe3yiITaTa Koju Cy HOTpeOHH
y KaCHUjUM J0Ka3uMa U IpUMEeHaMa.

Teopema 1.30 (Teopema o cpenwoj Bpeauoctu). Heka cy a,b € R, a < b, u nexa
je ¢pynxkyuja f : [a,b] — R nenpexuona na unmepeany |a,b| u ougepenyujaburna na
unmepsany (a,b). Taoa nocmoju mauxka & € (a,b) maxea oa je

f) = fla) = F(E)(b—a).
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Teopema 1.31. Ceaku MOHOMOH U OcpaHu4eHn HU3 pedlHux Opojesa je KOH8epeeHmaH.
Oepanuuen pacmyhu HU3 KOH8epeUpa Ka C60M CynpeMymy, a oepaxuder onaoajyhu Hu3z
KOHBep2Upa Ka c60M UHGUMYMY.

Teopema 1.32 (LlenTpanHa rpanmuHa Teopema). Hexa cy X1, Xs,... mehycobno
He3a8UCHe CLyHAjHe NPOMEHBUBE CA UCMOM PACNOOCLOM, MAMEMAMUYKUM OYEKUBAFbEM
[ u oucnepsujom o2, 20e je 0 < o? < oo. Akoje S, = X, + -+ + X,,, maoa nus
CIYUATHUX NPOMEHBUBUX

Sy —np

ov/n

KOHGepaupa y pacnooenu Ka CiyiajHoj npomMensueoj Z Koja uma cmanoapony HOpMAHy
pacnooeny, 0OHOCHO

Zn

Sp— Nt d
_— /AN 0,1).
U\/ﬁ — 4, N(u)

EKGU@aﬂeHmHO, 34 C8AKO T € R saoicu
, S, — nu ) 1 /I 2
IimP| 22— <z)=— e U2 dt.
n—00 ( U\/ﬁ - Vor J o

Jlema 1.33 (Hejeqnakoct Komm—IlIBapma). 3a npouszeomsno n € N u npoussomue peanne
bpojese ay, . .., a,, by, ..., by, eadxcu

n n
Z a;b;| <

=1 %

n
2 2
a; E b;.
i=1

1
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IHoraas/be 2

baHaxoB NPUHIHUI KOHTPAKIIHje

Teopuja ¢dukcHEe Tayke NpeECTaBJha 3HAYajHy OOJACT HEJMHEApHE aHallM3e Koja
npoydaBa ycCJIOBE T0J] KojuMa ojapeheHa mpecivkaBama IMOCEIyjy TadyKe KOje OCTajy
HETpOMEH-EHE 10]1 BbUXOBUM JiejcTBOM. heH 3Hauaj oriesa ce y YMmbEeHUIM Ja ce OpojHH
npo0IeMH MTOCTOjarba U JeIMHCTBEHOCTH PEIIeha MOTY CBECTH Ha MPOHANIaKeHhe (PUKCHE
Ta4ke oAroBapajyher oneparopa.

Jedpunnnmja 2.1. Heka je X nenpaszan ckyn u Heka je f : X — X. Tauka x € X HazuBa
ce ukcHa (nenokpemmna) mauxa MpecIKaBama f aKo BaXKH

f(z) = .
Ckyn cBuX (PUKCHHUX Tayaka IIpeciiuKaBama f o3Hauasa ce ca Flix f umm Fy.

Nepunnnuja 2.2. Hexka je (X, d) merpuuku npoctop. IlpecnukaBame f : X — X
Ha3WBa Ce KoHmpakyuja axo noctoju g € [0, 1) Tako na je

d(f(x), f(y)) < qd(x,y), 3acBezx,yc X. 2.1

3a koHTpakuujy hemo Takole KOPUCTUTH TEPMUH (—KOHMpAKyuja.

TeomeTpujckH, TO 3Hauw aa cy ciuke f(z) u f(y) meljycoOHO OnisKe HEro Tauke & u
y. [IpumeTnMoO n1a je cBaka KOHTPAKIIMja HEMPEKUIHO MPECINKABAE.

IIpe Hero mTo opmynuimemo banaxoBy' TeopeMy 0 (PMKCHO] Ta4KH, HOCMATPajMO
HEKOJIMKO HauW3IVe]] HermoBe3aHux mpobiema. Came MpeTrnocTaBKe TEOPEME MOXKETe
nonienat y popmynanuju Teopeme 2.5 .

Ilpumep 2.3. lllta he ce mOromuTH aKo Ha KaJKyJIaTOPy M3a0epeMo MPOU3BOJbaH peajaH
0poj, a 3aTUM JTOBOJHHO ITyTa MMPUTUCHEMO TacTep cos?

[IpernocraBuMO Ja je KaJKylarop IOJCIICH Ha pajaujaHe. AKO TIOYHEMO Of
npou3BoJsbHOT Opoja g € R u cBaku HapenHu Opoj HoOHjeMO mpUMEHOM (yHKIHUje
KOCHHYC Ha MPETXOJHH, 1001jaMO UTEPaTUBHU HU3

Tpt1 =COST,, n=0,1,2,...

[Mocmatpajmo ABe pa3nuuuTe MOYETHE BPEIHOCTH, HA mpumep o = 10 u o = —100.
Onrosapajyhe BpenHocTy uteparuja npukasane cy y Tademn 2.3.

'nos. Stefan Banach (1892-1945), mosbcky MaTeMaTHyap.
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n | rp3axg=10 | x,3axy = —100
0 | 10.000000000 | —100.000000000
1 | —0.839071529 0.862318872
2 | 0.668153918 0.650678375
3 | 0.784966721 0.795673072
4 | 0.707411791 0.699804126
5 | 0.760046416 0.764968358
10 | 0.736156149 0.735462389
20 | 0.739028847 0.739015531
30 | 0.739084051 0.739083794
40 | 0.739085112 0.739085107
50 | 0.739085133 0.739085133
Table 2.1: YnanoBu Hu3a x,, 3a o = 10 u 1o = —100

N3 Tabene 2.3 ce Buau ga 006a HU3a KOHBEPTHPAjy Ka UCTOM Opojy
x* =~ 0.739085133.. ..

banaxoB MpUHIUIT KOHTPAKITH]E HAM Jaje 00jallkbEemnhe OBE TI0jaBe.
JlepUHUATIIMMO TPECITUKaBAHE

f(x) =cosz.

OyHKIMja [ HUje KOHTPaKIIKja Ha LeJIOM CKyTy xo € R, anu 6e3 063upa Ha n300p roueTHe
BpeIHOCTH, Beh MOcCie mpBe UTepallije WiaHOBU HU3a 0CTajy y uHTepBany [—1, 1]. 3aro
nocMarpamo meTpudku mpoctop X = [—1, 1] ca yoOuuajeHOM MeTpUKOM

d(w,y) = e —y| sazyeR

[TokakxMMO J1a Cy CBE MpPeTIocTaBke baHaxoBor MpHUHIKIIA KOHTPAKIIM]E UCITYEbCHE.

1. Komnaemnocm npocmopa.

NutepBan [—1, 1] je 3aTBOpEH MOACKYIN KOMILUIETHOT METpHUKOr mpoctopa R. 3arto je
metpuuku npoctop (X, d) = ([—1,1],] - |) kommeras.

2. Ilpechuxasarve f je konmparkyuja.
Jacho je ma f : X — X. Hekacy z,y € [—1,1], npu yemy je = # y. Ha ocHoBy
TEOpEME O CPEIH0j BPEIHOCTH MOCTOju Opoj & m3mely x 1 y TakaB 1a je

cosx —cosy = —siné (z — y).

Kako je |¢| < 1 u dyukmuja cunyc je pacryha Ha uarepsany [0, 1], ma cnemu |sin| =
sin [¢| < sin1 u 3aro je f je koHTpakiHja ca koeduHjeHToM ¢ = sin 1 ~ 0.841470985,
TO jecT

|cosx —cosy| <sinl |z —y|.

ITpema Tome, npeciukaBame [ UMa jeauHcTBeHy GuKCHY Tauky z* € [—1, 1] u 3a cBaky
MOYETHY BpeAHOCT U3 [—1, 1| HU3 uTepaiija KOHBEpPrHpa Ka TOj TaYKU. JacHO je 1a 0BO
BaXKU U 3a CBAKO Ty € R jep o/ mpBe UTepallije Halalbe HU3 ocTaje y uHTepBaty [—1, 1]
Y KOHBEprupa ka z*.
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Ilpumep 2.4. 3amTo ce CBE TPH TSKUIITHE TYKHU TPOYIJIa CEKY Y JeTHO] TauKu?

Hexka je mar tpoyrao ABC. Osnaummo ca Ay, By u C) cpenune crpanuna BC,
CAwu AB, penom. lyxu AA,, BBy u CCy cy Texurnine nyxu Tpoyria. [lokazahemo,
npuMeHoM baHaxoBOT MpUHIMIIA KOHTPAKIHMjE, Ja C€ OHE CEeKY Y jeIHOj TayKu U Ja Ta
Ta4yKa CBaKy TEKHILIHY JIyK JI€JIU Yy OIHOCY 2 : 1.

N3zabepumo koopauHatHu noderak () y paBHHA. CBakoj Tauyku P NPHIPYKAMO HECH

BeKTOp nojoxaja p = OPF. Heka cy
—
w=0A, b=0B, c¢=0C

BEKTOpH Nosiokaja TemMeHa A, B u C.
[TocmarpajMo mpeciukaBame Koje MIajbe CBAKO TeME TPOyIa y CPEOHINTE HeMy
HaCIpaMHe CTPaHUIIE, TO jecT Aepuunmmmo f : R? — R? ca

f(x):a—i-b—;—c—x‘

[Tokaxkxumo 1a cy cBe mpeTnocTaBke baHaxoBOT MPUHIIMITA KOHTPAKIIK]E UCITYE-EHE.
1. Komnnemnocm npocmopa.
IMocmarpajmo mpoctop R? ca eyKImMacKoM METPUKOM

d(z,y) = ||z = yll2-

[pocrop (R?, d) je KOMILIETAH METPUYKH POCTOP.

2. Hpecnukasarve | je konmpaxkyuja. 3a nponsBosbHe T,y € R? Bakn

a+b+c—x a+b+c—y

2 2

d(f(x), f(y)) =

2

2

2

1H I
= —||x —
9 Yli2

= %d(fﬂ, y)-
[Ipema Tome, f je KOHTpaKIMja ca KOCPHUILIUJEHTOM ¢ = %
Ha ocnoBy banaxoBor mpuHIHIIa KOHTpakuyje, f uMa jeqUHCTBEHY (QUKCHY TaduKy
g € R2
Onpenumo cimke TeMeHa Tpoyria:

a+b
= .
5 1

fla) = = ai, fb) = = by, fle) =

Jlakiie, CBaKo TeMe Ce MPECIMKaBa y CPEIUINTE HheMy HAaclpaMHE CTPaHHIIC, a MOIITO
je f Tpancdopmanrja CTUYHOCTH CBAKOM HOBOM MPUMEHOM IpecinKaBama f 100ujaMo
MeHjalTHA TPOYTao MPEeTXOAHOT Tpoyria. Ako ¢y a, = f"(a), b, = f™(b), ¢, = f™(c)
BEKTOPH TIOJIOKAja TEMEHA TOT TPOYIJIa, OHJIa BAXKH

b, + ¢y, Cp + ay an, + by,
anJrl - 2 3 bn+1 - Ta Cn+1 - T
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banaxoB MpUHITKII TapaHTyje JIa Ce CBa TPW HU3a MPHUOIMKABajy UCTO] (PUKCHO] TAYKH, TO
jecrt, moOMjeHr MeIjaTH| TPOYTIIOBH CE CAXUMA]jy Ka Toj Tauku. U3 jemnakoctu f(g) = ¢
nobujamo

_atb+tc
= T
Heka je GG Tauka umju je Bektop nonoxkaja g. Kako je a; = (b + ¢)/2, Baxu
1 N 2
=-a+ -a.
g 3 3%

[Tpema Tome, GG mpunana Texunnoj nyxu AA; u nemu je y onnocy AG : GA; =2 : 1.
Ha uctu Haumn nokasyjemo na (G mpumnajaa v TeXUIHUM ayxxuma BBy u CCy. Hake,
CBE TPH TEXKHUIIHE AYKU CEKy ce y Tauku (7, KOja je TEeKHUIITE TPOyTJIa.

[IperxomHu mpuMepU TpENCTaBibajy KOHKpeTHe mnpuMeHe banaxoBe Teopeme o
(UKCHO] TaukH, MO3HaTe U Kao baHaxoB MpUHLMI KOHTpPAKIIH]€.

OBaj npuHIMN KOju je hopmynucan 1922. rogune y [3], o3HauaBa movyeTak TeOpHje
(uKCHE Tauke y METPUUYKUM IMPOCTOPHMA M IPEJCTaBJba jellaH O]l HEHUX TEeMEJbHUX
pesynrara. [lopen Tora mro rapaHTryje MOCTOjam€ M jeIMHCTBEHOCT (PUKCHE Tauke
NPOM3BOJbHE KOHTPAKIMje HAa KOMIUIETHOM METPHYKOM HPOCTOpY, OBa TEOpeMa Jaje H
NOCTyIaK KOjuM ce opMHpa HU3 KOJU KOHBEprupa Ka Toj (UKCHO] Tauku. 3axBajbyjyhu
0BOj 0coOMHU, baHaxoB NPUHIMN KOHTPAKIIMj€ Haja3u MIUPOKY MPUMEHY Y Pa3IuuuTHM
o0yacTUMa MaTeMaTHKe.

Teopema 2.5 (banaxoB npuHuun kountpakuuje [3]). Heka je (X,d) xomnieman
mempuuxku npocmop u f : X — X xommparkyuja. Taoa npeciuxasare f uma
jeouncmeeny uxcry mauxy x* € X.

Hokas. Heka je xo € X mpoussosbHo. Popmupajmo Hu3 (x,) Tadaka npocropa X Tako
naje z, = f(rn,_1),n € N, 1j. cBaku cienehu unan TOr HU3a j€ CIIUKA OHOT MPETXO/HOT.

(i) Hajmpe hemo mokasaru na je (,,) Kommje Hus.

KOpeCTChI/I aa je f KOHTpaKI_II/Ija, 3a CBaKa JiBa y3aCTOIIHA YJIaHa TOI' HU3a BaXKH:
d(xmxn—i-l) - d(f(xn—1>’ f(xn)) S qd(‘rn—l»xn> S e S qnd(»To, 1’1)-

. . ok _ g

Kako je 0 < ¢ < 1, 3a TEOMETPHCKH Pejt BakH Y opend = 10 3aro, 3a j1Ba
NPOM3BOJbHA WIAHA Ty, Ty, TAC j€ M > n KOopUcTehM HEjeIHAKOCT Tpoyria
nobujamo:

—1 00

d(@n, wm) <Y d(wg, wr1) <Y gFd(wo, 1) < qhd(wo, ) <

n

3
L
3

n

1—gq

d(xg,x1).

>
I
il

n k=n

ITowrro je 0 < ¢ < 1, cnequ nma je lim d(z,,z,) = 0, na je (z,) KoumjeB

Hu3. Kako je Mmerpuuku npoctop X KoMIUIeTaH, y mbeMy je cBaku KommjeB HU3
KOHBEpIeHTaH, 1a noctoju x* € X TaKo na je

lim z, = 2~.
n—oo
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(i) Cana hemo mokasaru na x* ¢ukcHa Tauka ¢pyukuuje f, [Tomro je

0 <d(zn, f(z") =d(f(zn-1), f(z") < q-d(xp_1,2")n lim d(z,—1,2") =0

n—o0

U3 HETIPEKUIHOCTU MeTpHKe d, T001jaMo

lim d(x,, f(z*)) = 0.

n—oo

To ject, Hu3 (x,) KoHBeprupa ka f(z*), ma U3 jeANHCTBEHOCTH TPAaHUYHE TaYKe,
3aKkspydyjemo na je f(x*) = x*.

(ii1) IIpeocraje jomr ga ce MOKaXke /1a je TakBa Tayka +* jeAMHCTBEHA.

I[IpermoctaBuMo CympoTHO, 1a je f(y) = y 3a Heko y € X TakBo ma je y # z*.
Tana je
d(z*,y) = d(f(x7), f(y)) < q-d(z",y),
na BaXKu
(1 —q)d(z",y) <0,

IITO je Y CYIPOTHOCTH ca mpeTmnoctaBkoM d(z*,y) > 0,jepje 0 < 1 — q.
Jlakiie, on6airyjeMo MpeToCTaBKy M 3aKJby4yjeMo J1a je y = x*.

]

Hanomena 2.6. Iloctoje paznuuutH aoka3u banaxose Teopeme 0 (PUKCHO] Tauku, ajiu
IPETXOHM Jaje MOCTyHaK 3a NMpoHalakeme (UKCHE Tauke x KoHTpakuuje f. OBaj
MOCTyNaK je Mo3HaT M kao IIMKapoB® WTepaTWBHM METOJ M 3aCHUBA CE€ HAa TOME Ja
ce monasehu on mpomsBosbHE Tauke ro € X (opMmHpa HU3 Y3aCTOIHUX HTEpaluja
Ty = f(n_1) = f"(x0), n € N, xoju KOHBeprupa Ka .

[MTonazehn of pa3IMYUTUX MOYETHHUX Tadaka U3 npocropa X n00ujajy ce pazaIuyuTh
HU30BH uTepanuja. MehyTtum, npema gaTtom 10Kasy, CBU OBU HM30BU KOHBEPIUpajy Ka
UCTOj, prukcHOj Tauku KoHTpakuuje. Cneneha mocneanna HaM Jaje U OLIEHE TPEIIKE Koja
Cce YMHU KaJa ce peliekhe jenHadnne f(x*) = z* 3aMeHH n-TOM UTEPaLHjoM T,.

IMocnenuua 2.7. [18] Hexa je (X, d) komnieman mempuuku npocmop, f : X — X ¢—
konmpakyuja u x* € X ¢uxcna mauxa npeciuxasara f. Taoa easxcu:

(1) nuz (f™(x)) je konsepeenman 3a ceaxo x € X u konsepeupa ka r*;

() d(z,2°) < 1= d(w, f(2);

3) d(f"(x), %) < £ d(x, f(2));

@) d(f"H(z),z*) < qd(f"(z), z*);
)

(5) d(f*H(z), 2

Hoxkas. Hexka je x € X npousBossHO. [locMarpajmMo HU3 UTEpalyja npecinKaBama [

) =, fH(z) = f(x), P(2) = [(f2)),.... ["(x) = [(["(2)).

[Ipumerumo na (1) cneau qupextHo U3 (3).

2ppaun. Charles Emile Picard (1856—1941)

16



(2) Hejennakoct y (2) crneau us:

n—oo

d(w,2") = lim d(a, /() < lim 3" d(f*(a), ) (a)

d(f*(x), f7 () <3 dd(x, f(x))

k

= 1—_qd($af(f))-

— o

(3) Kopucrehu na je x* pukcna Tauka u HejemHakoct (2) modujamo

d(f"(x),a") = d(f(f* ' (2)), f(2") < qd(f*(2),2") < ... < ¢"d(w,z7)

qTL
[ e £ ),

<

*

(4) Hobujamo xopuctehu na je f kontakiuja u f(x*) = x*.

(5) V ouenn (2) 3amenumo x ca f"(x). Tama no6ujamo

A (@) 2) < T A @) @),

Konauno,

d(f"(z), %) = d(f(f"(z)), f(z"))
< qd(f"(z),z%)

< d(f (@) 7 @)

Hanomena 2.8. Cana hemo U310KUTH HEKOIMKO Pa3INduTUX Ao0Ka3a Teopeme 2.5.
Jloxas Teopeme 2.5 (Joseph u Kwack [20]). ITocmarpajmo ckym

A={d(z, f(z)) :z € X}.
Kako je A C [0, 00), ckyn A je orpanudeH 010310, na Jc = inf A.

(1) INoxaxxumo na je ¢ = 0.
[IpeTrnocraBuMo cynpoTtHo, na je ¢ > 0. Tana je

E>c, jepje O0<gqg< 1.
q

[To neduuuMju HHOUMYMa TTOCTOjH eJIeMEHT © € X TakaB Jia BaXu
c

c<d(z, f(z)) < -.

q
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Kako je f koHTpakmmja, 1061jamMo

d(f(z), f(f(2))) < qd(z, f(z))
<o-f=c

IITO je Y CYIPOTHOCTH ca unibeHuIoM aa je ¢ = inf{d(z, f(z)) : € X}. Ilpema
tome 0 = inf{d(x, f(x)) : € X} u3aro 3a cBaku npupogan 6poj n MOCTOjH Ta4Ka

z, € X TakBa ja

0 < d(wn, flan)) < .

n

Ha taj Haunn nobujamo Hu3 (x,) C X 3a KOju Baxn

d(zp, f(z,)) — 0, kagan — oo.

(ii) TTokaszahemo na je Hu3 (z,,) Kommjes.
3a nmpousBoJbHe 1, m € N, IPUMEHOM HEjeTHAKOCTH TPOyIJia 1001jaMo

(T, Trm) < d(@n, f(20)) + d(f(20), Tim)
< d(@n, f(2n)) +d(f(20), f(2m)) + d(f(2m), Tm)-

[TomTo je f kKoHTpakuja, 100ujaMo
AT, Tm) < d(@n, [(#0)) + qd(@n, Tm) + d(f (@), Tm).
I[IpebarmBamem unana g d(,, T,,) Ha JIEBY CTPaHy HMaMo
(1 = Q)d(zn, 2m) < d(zn, [(20)) + d(@m; f(2m))-
Kako je 1 — ¢ > 0 u mecHa cTpaHa HEjeTHAKOCTH TEXH HYJIH Kaua m,n — 00,

nobujamo xa je (x,,) Kommjes Hu3.

Bbynyhu na je nmpocrop X xomrmieran, moctoju

e X rakoma lim z, = 2"
n—oo

Kako je d(z, f(z,)) — O u x,, —> x*, U3 HEjeTHAKOCTH TPOYIIIa

d(f(xn), %) < d(f(2n), 2n) + d(2n, 27)
ciaenn li_>m f(z,) = x*. Hamwe, u3 d(f(z,), f(z*)) < qd(x,,x%), n 1i_>m T, =

x* cnequ lim f(x,) = f(z*). Ilpema jeTMHCTBEHOCTH TpaHUIE HHU3a JT00HjaMO
n—oo

fla) = a*.

(ii1) IMoxaxkmmo jomr jga je (PMKCHA Tadka jeAUHCTBEHA. [IpeTrmocTaBUMO CyNpoOTHO, /12
je f(y) = y3aueko y € X Takso naje y # x*. Tana je

d(x*7y) = d(f(x*)a f(y)) <q- d(.l’*, y)’
na BaXu
IITO je y CYyMpOTHOCTH ca mpermoctaBkoM d(x*,y) > 0, jep je 0 < 1 — ¢. IIpema
TOME, KOHTpaKIMja f uMa jeAMHCTBEHY (PUKCHY TauKy.
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Jloxaz Teopeme 2.5 (Palais [27]). Heka cy z1, x5 € X. Tana Baxu

< d(z1, f(x1)) + (f(21), 22)
< d(xy, f(z1)) +d(f(z1), f(22)) + d(f(22), 2).

IMowrro je f g—xoutpakuuja, umamo d( f(z1), f(x2)) < q - d(x1, z3). 3aro cnequ

(1= q)d(x1,x2) < d(wy, f(21)) + d(f(22), T2).

Tako nobujamo OcHo8HY KOHMPAKYUJCKY HEJeOHAKOCM:

d(z1,75) < 1—iq <d(x1,f(a:1)) d(as, f(:@)), VoL € X, (22)

VYkonuko ¢y x1 u o ukcHe Tauke pyHkuuje f, onaa u3 (2.2) cnegu x1 = xo. Jakie,
KOHTpAKIIja MOXKE UMaTH HajBUILE jeTHY (PUKCHY TAuKYy.

Hekajer € X,n,m € N,uz, = f"(z), zo = f™(z). U3 (2.2) nobujamo

3aTo Baxku

——— - d(z, f(z)). (2.3)

[Tomro je 0 < ¢ < 1, ciegm lim ¢" = 0.

n—oo
Oparne, d(f™(x), f™(z)) — Oxaman — coum — oo. 3aro je Hus ( f"(z)) Komwujes,
ma KoHBeprupa jep je X KOMIUIETaH M.IL., TO jecT, moctoju z* € X t.x. lim, f™(z) = x*.
W3 nenpexuanoctu ¢pyHkuuje f, uMamMmo

f() = f(lim f()) = lim f(f"(2)) = 2"

Axo y (2.3) myctumo ga m — oo, nobujamo oneny (3) u3 [locnenuue 2.7, To ject

n

q

d(f"(2).a) < T

d(z, f(x)).
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Jokas Teopeme 2.5(Boyd u Wong [4]). BacBex € X nedpuHummmMo QyHKIH]y KOja Mepu
KOJIMKO je HeKa Tauka Omu3y na Oyne (pukcHa Tauka, TO jecT

p(x) = d(z, f(x)).

[Tomro je f KoHTpakiMja, OHa je HEMpeKuAHa, OTyda je u QyHkuumja ¢ : X —
R nHenpexkuaHa u 3a cBako x € X Baxu

o(f"(z)) =0, n— oo. (2.4)

Heka je
1
C’m:{xeX:gp( ) < — }
m
Kako je [0, 1/m] 3atBopeH ckym, a pyukimja ¢(x) = d(z, f(x)) HenpekumHa, cieau aa je
u Cp, = ¢ ([0, L), 3arBOpen moxckyn y X, a u3 (2.4) Buaumo u ja je Henpasas. Caja

hemo niponienntu qujamerap ckyma C,,. Heka cy z,y € C,,. Tana Baxu

d(z,y)

d(z, y

d(z, (fv)) +d(f(z), f(y) +d(f(y).y)

2
)

[MpebanuBameM wiana g d(x, y) Ha JeBy CTpaHy J00UjaMo

9
m(1—q)
KaKO Cy Om 3aTBOpeHI/I u HeHera3aHI/I y X, TaKBU 4 34 BbUX BaKU

diam(C,,) <

1. ¢y DCy DC3D -+, 1j., cBaku cBenehH je caapKaH y OHOM MPETXOTHOM K
2. diam(C,,) - 0, m — oo,

u3 KantopoBe Teopeme 0 mpeceKy ClIeu J1a IOCTOj! jeMMHCTBeHa Tauka & € X TakBa Jia
(Cn = {&}
m

Kaxo je f(C,,) C C,, 3a cBaKko m, Tajga u3

&y = (ﬂc ) C () F(Cm) [ Cm = {£},

m

cienu aa je £ guxcHa Tauka GyHKUHMje f, a jaCHO je U J1a je jJeAMHCTBEHA.
Jlase, mpUMeTHMO Ja 33 CBaKO = € X BaXu

d(f"(x),&) = d(f"(x), /() < ¢"d(2,€) — 0, n — oco.

Tlomro Baxku

d(x, &) < d(x, f(x)) +d(f(2), [(£)) < d(z, f(x)) + qd(z, ),
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clenu

lL—gq
[Ipema Tome, moHoBO H00HujaMo oteny (3) u3 [locnenuie 2.7

n

4q

d(f"(2).€) < 1 p

d(z, f(z)).

]

Mocaenuna 2.9. [18] Hexa je S 3ameopen noockyn KOMRIemHo2 MempuyKkoz npocmopa
(X,d) u nexa je f : S — S xommpaxkyuja. Tada 3a npoussomny mauxy xry € S,
umepamueHu Hu3

Tn = f(xn—1)7 n €N,

KOHGepaupa Ka (puKCHoj mauku npeciuxasarsa f.

Cnenehu npumMep nmokasyje a 61 0BO TBpheme BaXKUIIO, YCIIOB Jia je CKyl S 3aTBOPEH
je HeoIxo/IaH.
IIpumep 2.10. Heka je d yobuuajena metpruka Ha R naracad(z,y) = |[r—yl|,3az,y € R,

uS={reR: |z|] <1}, 1j. oTBOpeHa jenuununa jonta y R. Tana je npecinkaBame

z+1
2 )

f:S5— S8, naroca f(z) =

KOHTPAKITHja ca KOePHIHjeHTOM %, a jemMHa Tavka 3a Kojy Baxu f(z) = x jecte x = 1.
Kaxo 1 ¢ S, npecnukaBame [ HemMa QUKCHY Tauky y .S.

banaxoBa Teopema O (MKCHO] TauKHM MMa BEOMa LIMPOKY MPUMEHY Y pelIaBamby
pa3nuuuTuX BpcTa jenHaunHa. Crnenehm mpumep mokasyje Kako ce jefaH mpoodiem u3
TEOpHje JIMHEAPHUX OIepaTopa MOXe CBECTH HAa baHax0B MPUHIINI KOHTPaKITHje.

Ilpumep 2.11. Hexka je X banaxoB mpoctop, u Heka cy A u B orpaHnyeHH JHHEAPHU
oreparopu Ha X . AKo je onepatop A HHBEPTHOWIIAH U BaXKU

1B = A)IIA] <1,
Taja je U B uHBepTHOUIaH onepaTop.

Jlokas. la Gucmo nokazanu 1a je B MHBepTHOWIAH JIOBOJHHO je MOKa3aTH Jia 32 CBAKO
y € X jenHaunHa

Br =y wuma jeauHCTBEeHO pemiewe = € X.
N3zabepumo nponsBosbHO y € X. AKo je Bxy = y 3a HEKO 1o € X, OHJIIA je

y = By
= BIO — AJIO + Al’o

Kopucrehn na je A naBepTrOMIan rodujamo

Ay = A"Y(B — A)xg + 0.
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YBomumo osnake: z = A~lyu C = A7Y(B — A).
ITpema tome, z = C'xg + x¢, Tj. ©9 = 2 — C'xy. neja je na nokaxxkemo 1a je GpyHkImja

f:X — X, mnaraca f(z)=z—Ch,

KOHTpaKIyja u 11a je z( bheHa (PUKCcHa Tauka.
3acBe r,y € X Baxu

1 () = F)l = [IC(z = )]
<A 1B = All - [lz = yll.

Homrro je ||A7Y|||B — Al = ||B — A||||A7Y| < 1, cnenm na je f koHTpakumja.
IIpema banaxoBoj Teopemu 0 (PUKCHOj TaukH, PyHKIMja f UMa jeIUHCTBEHY (PUKCHY
tauky o € X. U3 f(xg) = xo cnemu vp = z — C'zy, mpema Tome, jeanaunna Br = y
MMa JeTMHCTBEHO peleme o € X.
]

Cneneha nmocneanua ce 0JHOCH Ha IMPECIMKABAKE YHjH j€ HEKH CTETIeH KOHTPaKIHja.

Mocnenuua 2.12. [18] Jam je komnieman mempuuxu npocmop (X, d). Hekaje f : X —
X npecruxasarve maxeo oa je [" konmpaxyuja 3a Heko n > 1.
Taoa f uma jeouncmeeny ghuxcry mauxy y npocmopy X.

Jloxasz. Tlomro je f™ KOHTpaKIIKja, Kaia Ha ’by MPUMEHHUMO baHaxoBy Teopemy 0 PUKCHO]
Ta4KH, JOOUjaMo J1a MOCTOjH jeMMHCTBeHa Tauka x* € X TakBa na je f™(z*) = x*.
Kako je f*(f(z*)) = f(f™(z*)) = f(2*), u3 jenuHCTBEHOCTH (HHUKCHE TAuKe CIICIH
na je
fa) =
CBaka (pukcHa Tauka MpeciiMKaBama f je HCTOBPEMEHO M (PMKCHA TauyKa MPECIINKaBamba

f", maje ¥ jenuHCcTBEeHa (PUKCHA TauKa IMpeciIuKaBama f.
]

Hanomena 2.13. Cnenehu npumep Ham minycTpyje na npeciukaBame [ u3 [lociaenuie
2.12 He Mopa OUTH HETIPEKUIHO, 3a pa3uKy of ciaydaja uz Teopeme 2.5.

Ilpumep 2.14. JlehbUHAITUMO TPECIIUKABAHE

1, z€l0,1),

f:00,2] =100,2], ca f@):{z zell,2].

Tana je
f(z) =2, x € [0,2],

naje f2:[0,2] — [0, 2] konTpakIyja, HAKO TIPECTMKABARE [ HUj€ HEMPEKHIHO.

bynyhu na ce y nmokasy banaxoBor mnpuHIMIA KOHTpAakIMjeé WTEPaTHBHU HU3
KOHCTpyuule noiasehu on mpousBosbHe Tauke ro € X, cieaehu mpupomaH Kopak y
UCTpaXHBamby OMO je UCTIUTUBAE JIOKAIHUX 0COOMHA.
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Teopema 2.15. [18] [Jam je (X, d) komnieman mempuuxu npocmop u
B (zg) ={z € X : d(z,z) <r}.
Axko je [ : B.(xg) — X g—Kxommpaxyuja, oonocHo 3a nexo q € [0, 1) eadncu,

d(f(x), f(y)) < qd(z,y) 3aceex,y € By(z) (2.5)

U NPEemnocmasumo 0d je
d(f(x0),20) < (1 —q)r, (2.6)

onoa gyuryuja [ uma jeouncmeeny gurcry mauxy y B, (zo).

Hokas. N3 ycnoBa (2.6) mokemo u3abparu 19 € [0,7), Tako Aa BaXH HEjeTHAKOCT
d(f(xg),z0) < (1 — q)ro. [Tokazahemo na

f : BTo(x()) — Bro(l‘o),

e B,,(x¢) 03Ha4aBa 3aTBOPEHY JIONTY MOTYPEYHUKA 7.
3a npousBosbHO = € B, (z¢), kopuctehu (2.5) u (2.6) Baku

d(f(z),z0) < d(f(), f(z0)) + d(f(x0),T0)

< qd(xz,z0) + (1 —q)ro
<qro+ (L —q)ro =19

Tawse, () € By, (o), 1i.

f(Bro(x())) - Bro(x0>'

Kako je B,,(z9) C X 3arBopeH, a (X, d) xommierad npoctop, taaa je (B, (zg), d)
Takol)e KOMIUIETaH, Na nmpeMa baHaxoBOM NMPUHIMITY KOHTpaKIuje, f UMa jeINHCTBEHY
¢bukcHy Tauky z y B, (o).

W13 ycnosa aa je f KOHTpakIfja JaKo ce Mokasyje Aa je z jJeJMHCTBeHa (PUKCHa Tauka
npeciukaBama f Uy uenoj montu B, (xg).

]

VY HapesHOj TeopeMHu pa3marpa ce KOHTpakiija Ha baHaXxoBOM MpocTopy, MpH Y4eMy
Ce YMecTO yclioBa Jia pyHKIIHM]ja IpecilnKaBa 3aTBOPEHY JIONTY y cede 3aXTeBa caMo Jia ce
HBEH pyO MpecIrKaBa y 3aTBOPEHY JIOIITY.

Teopema 2.16. [18] Hexa je X banaxos npocmop, v > 0u B.(0) = {x € X : ||z]| < r}
3ameopena nonma ca yewmpom y 0 u nonynpeunuxkom vy X. Hexa je f : B,.(0) — X q—
koumpaxyuja, mj. 3a q € [0, 1) eascu

1/ () = FWIl < glle —yll,  sa cearo 2,y € B.(0), 2.7)

u npemnocmasumo da je f(0B,.(0)) C B.(0), ede je 0B,(0) py6 ckyna B,.(0), mo jecm
0B.(0) = {z € X : ||z|| = r}. Taoda ¢ynryuja f uma jeouncmeeny ¢uxcry mauxy y

B.(0).

T

Hoxkasz. Heka je x € B,.(0), mpu yemy je x # 0 1 03HAYUMO T 1= .

[l

IMpumerumo na je & € 0B,(0), jep Baxu

]| = \

: il
—2x|| = —|lz|| =T.
EIRRE
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ITokaszahemo na

"9 B (2.8)
ol = |5k lall = 7 Jz], v
I1£(2) - F@)] < allz — 2]
< q(r — |2l
<r— |z

Ipema npernocrasu f(9B,(0)) C B,(0), a momrro & € dB,(0), cnemu || f(2)] < 7.
[IpuMeHOM HEjeTHAKOCTH TPOyTIia J0OHUjaMo
Lf (@) = [1f(x) = f(&) + f(2)]]
< |[[f(x) = F@) + @)
< (r—=l=ll) +r=2r— ||
[Ipema Tome

z+ f(x)
2

SWN+Hﬂ@H§HxW+§—HﬂL:

Haxkre, $+f 21/@) ¢ B,(0), unme cMo goKasanu xa Baxu (2.8) 3a HEHYITE elEMEHTE CKyIia
B,(0), ma Je cnenehu kopak pa3MoTpuTH ciy4aj kaaa je = 0. [IpuMerumo aa mocrtoju
um3 (z,,) C B,(0) \ {0} Takas na je lim,,_,o z, = 0.

Kako je Hopma HenpekuHa, Kao U pyHkuuja f, cnenu

0+f ” :m+f@w’<r
n—)oo 2 -
[Ipema Tome, dyHKITH]a
o) =" e B

je mobpo nedunucana u Baxu g : B, (0) — B,(0).
Heka cy cana x,y € B,(0). Taga, npuMEeHOM HejeTHAKOCTH TPOYIIa U YHI-CHHLIC [1a
je f xoHTpakiuja, 1061jaMo

lg(x) — gl =

x+f@>_y+f@w

2
x—y—i—f H
Hx—MFHU(

2
<Hw—yH+dM—yH
- 2

1+q
|z —yl|.

[Tomro je 0 < ¢ < 1, umamo % < 1, ma je g kouTpakiuja Ha ckymy B,.(0).

Kako je B,.(0) 3arBopen momckyn banaxosor mpocropa X, Ha ocHOBy banaxoBor
MPHHIIMIA KOHTPAKIIKje, MPeCInKaBame g UMa jeAMHCTBeHy (GukcHy Tauky u € B,.(0).
N3 nepunummje pyHKuje g cieau aa ce PUKCHe Tauke MpeciaukaBama [ U ¢ MOKJIanajy.

O
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IHoriaas/be 3

Ilpumene banaxoBor npuHIKNIA
KOHTpaKIHuje

banaxoB MpHUHIMN KOHTpAakKIMje, MOPEJ CBOT 3Hauaja y Teopuju (PUKCHE Tauke,
UMa BaXHY YJOTY W y peUIaBamy pPa3IMUUTHX MaTeMaTWdkux mpoodnema. OcHOBHa
ujieja HEroBe MPUMEHE CacTOjU Ce y TOME Jla c€ MOCMaTpaHu Mpobiem ¢opmynuiie
Kao mpoOieM Hanakema (UKCHE Tauke oxaroBapajyher mpecinkaBama. YKOIMKO ce
MOKaKe Jla jé TO MPECIHKaBame KOHTPaKIHMja Ha KOMIUIETHOM METPHUYKOM IPOCTOPY,
banaxoB mpUHIUI rapaHTyje MOCTOjabe U JEAMHCTBEHOCT (PUKCHE Tauke, a CAaMUM THM U
II0CTOjake U JeANHCTBEHOCT Pellieha MOJa3Hor pobnema. MHore jeHaYnHe U JOKa3H
pa3IMYUTHX TeopeMa ce MOTY CBeCTH Ha baHaxoB MPUHIMI KOHTPAKIHjE, a Y HACTaBKY
heMo HaBecTH caMO HEKe O]l BUX.

3.1 IbyTHOB NOCTYNaK 3a MPOHAJAKeHmE HYyJIe PYHKIU]e

JemHa on kiacHYHUX TPHMEHA BaHAXOBOT MPUHIMIA KOHTPAKIMjE jaBJba CE KO
IbyTHOBOT! MOCTYyTIKa 3a Hanakeme perema jennaunne f(z) = 0, re je [ : (a,b) — R
nudepeHijadmiHa GyHKIHja.

[Tonasu ce of1 moYeTHE anpoKcuMaIje ro € (a, b) u mocMarpa ce TaHreHTa Ha rpaduk
byukuuje [y tauku (o, f(xo)). Cneneha ampoxcumarja x; oapehyje ce xao Hyma
jennaunne Tanrente. Kako je Ta jeqHaumHa y Tauku x 1aTa ca

y — f(zo) = ['(20)(x — ),
3a y = 0, mox mpermoctaBkoM 1a je f'(xg) # 0, nodujamo

~ f(zo)
aCH)

[ToHaBbakeM OBOT MOCTYIKA A00Hja Ce UTEPaTHBHU HU3 (X, ),en Ofpehen ca

T T T )
n

1 =

n=0,1,2...,

o ycioBom aa je f'(x,) # 0 3a cBako n.

Yenrn. Isaac Newton (1643-1727).
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VY mpakcu ce 4ecTo KOPUCTHTH I0jeTHOCTAB/bEHA BapHjaHTa OBOT TIOCTYIIKA, Y KOjOj
Ce BPEIHOCT W3BOJAa HE payyHa y CBaKO] Ta4yKH I,, Beh Ce TOKOM IIeJIOT UTEPaTUBHOT
MOCTYIMKa KOPUCTH EHErOBa BPEAHOCT y TOYCTHOj Tayku To. Tama je Hu3 (Ty)nen
neduHUCaH ca

T T T i )

VY HacTaBKy IMOKa3ajyeMo J1a ce€ 3a OBako JAe(UHUCAH HU3 MOTY JaTH yCIOBU KOJU
00e30el)yjy ’eroBy KOHBEPreHIHjy Ka Hylu QyHKIuje f.

~0,1,2,.... 3.1)

Teopema 3.1. [19] Heka cy oamu xy € R, r > 0, u f : (xg —r,xg +7) — R
oughepenyujabunna gynxyuja maxea oa je f'(xqg) # 0. Axo je f' Jlunwuyosa ynxkyuja

f/(l"o) < rudl @l 1, onoa nocmoju jeouncmeena

ca koncmaumom L > 0, s := 2 (o) (F(20))2 =

mauxa
" € [xg — 5,20 + s| 3a kojy je f(x*) =0,

a nus (x,,) degunucan ca (3.1) konsepeupa xa x*.

Hoxkas. Jleunummmo npeciukabawe F : [rg — s, 29+ s] — R ca
f(z)
f'(x0)

Tana ce jennaunna (3.1) Moxe 3anucaru y o0muKy ,,1 = F'(z,).
[Mokaxxumo Hajmpe 1a je ' kouTpakimja. 3a x € [xg — S,z + S| Baxku

_ S (o) — (=)
f'(z0) f'(z0)

Kako je f’ Jlunmmiosa ca KOHCTaHTOM L, a3a x € [xg — S, 2o + S|, ©tMamo

F(z):=x—

F'(z)=1

Lix — L 2L 1
Pl < Kool Lo 2Ll 1
[f'(o)l [ f'(zo)l  (f'(%0))* — 2
4L 1
[Mocrenmy HEjeAHAKOCT 00HjaMO U3 MPETIOCTaBKe M < 1, nakune, | F'(z)] < 5
Lo

[Ipema Teopemu O Cpe/Eb0j BPEIAHOCTH, 38 CBE T, Y € [Tg — S, Lo + S| BaXH
1
|[F(z) = Fy)l < Sl —yl.

[Mokaxumo jour qa F' npecinkaBa MHTEPBAT [Tg — S, Ty + ] y camor cebe. Heka je
T € [xg — 8,0 + S|, Tama

|F () — ol < [F(x) = Fxo)| + [F(x0) — ol

<1’ |+s
_2.%' Zo 9
<s.

Hakune, F([zg — 5,20+ s]) C [zo — 5,20 + s].
Kako je [xg — s, 2o + S| 3aTBOpeH MOACKYI O , & ca yOOMYajeHOM TOIOJIOTHjOM je
KOMIIJIETaH METPHYKHU TIPOCTOD, 1A je U [Tg — S, T + S| koMruietan M.i. Ilokasamu cMo
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na je F' koHTpaknuja, na baHaxoB MPUHITUI rapaHTyje MOCTOjambe JeTUHCTBEHE (DUKCHE
TauKe
x* € |xg— 8,0+ 8] C (xog—1,20 +7)

npecnukaBawa F. W3 F(z*) = z* cneqn f(x*) = 0. IIpema tome, z* je jenMHCTBeHA
Hyna yHkuuje f y mocMarpanom mHTepBany. Ha kpajy, momro je z,41 = F(x,), u3
BaHaxoBOT NPHUHIKIIA KOHTPAKIIKje Ciequ 1a Hu3 (', ) KOHBEprupa Ka ™.

O

3.2 CucreMHu JUHEAPHHUX AJTre0apCKMUX jeJHAYHHA

[Tocmarpajmo cucteM o1 n JIMHEAPHUX re0apCKuX jeTHaYMHA Ca 1 HEeTIO3HATHUX

11T + ajpxs + -+ ap Ty, = by,

2121 + ATy + -+ - + a2, Ty = ba,

Ap1T1 + ApaZo + - + AppTy = bn

Jla 6ucMo pelraBame OBOT CCTEMA CBEJIN Ha IPo0OsIeM (PUKCHE TauKe, CBAKY O jeIHaunHa
3aMUIINMO Y OOIHKY

1 = +(1 —an)ry — apprs — - -+ — a1xy, + by,
Ty = —an 21 + (1 — agn)re — - -+ — a2y, + bo,
Ty = —Qp1T1 — Apa®e — - -+ + (1 - ann)wn + bn

3atuM, yBOIUMO KOE(UIMjEHTE

. 1, 2= j7
Cij = 0jj — Qyj, THE j€ 0jj = . .
j j j J€ 0ij 0, i+
TaJla ce MPETXOIHH cucTeM Kpahe 3amnucyje y oOmuKy
vi=Y cyri+b, i=12..n (3.2)
j=1
JNedunuimemo npeciukabawe T : R” — R" caT(x) =y = (y1,Y2, - - -, Yn), TIE CY

KOOpAMWHATC TAYKEC Y oz(peheHe ca
n

Y; = E Cijl'j+bi7 7::1,2,...,71.
j=1

ITpema Tome, Tauka © = (x1, s, ..., T,) je PUKCHA Tayka MpeciuKaBama 1 ako U camo
aKo je

n
€T; = E Cij.ilfj—i-bi, Z:]_,Q,...,?’L,
j=1
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OZJTHOCHO aKO M CaMO aKO HEHE KOOPJIUHATE MPEJICTaB/bajy pelIeHe MOJIAa3HOr chcTeMa
JVHEapHuX jenaHaunmHa. Ha Taj HaumH, mpobieM pellaBama JaToOr CHCTEMa CBOAM Ce
Ha mpobJeM Hanaxema (QUKCHE Tauke npecinkasama 1. Ilpocrop R™ je xommieran y
OZIHOCY Ha CBaKy oJl MeTpuka koje hemo pasmarparu. [Ipema Tome, ako ce TOKaxe Ja je
T' KOHTpakIMja y OAHOCY Ha u3abpaHy METpUKy, 3 baHaxoBor MpUHIMIA KOHTpaKIHje
cienu na 1' uMa jeauHcTBeHy (uKcHY Tauky. OcTtaje ja ce ofipeiu KOju Cy TO IOBOJbHU
YCJIOBH IO KOjuMa je I’ KOHTpakKIuja.

1. Hajmpe nocmarpajmo R™ ca eyKIuacKoM METPUKOM
n 1/2
dy(z,2) = (Z |2; — zi|2> :
i=1
Hexka cy (1, 2 € R™, rne je

2O = (@0 20 2), 2@ = (2P 2P 2®),

u ozuaaumo T'(z(V) =y, T(2?) = y@. Tlpema neunuumjn npecnnkasama

T,3acBako? = 1,2,...,n uMaMo
n
(1) 2 _ (1) (2
Y, — Y, —ZCij(Ij —xj >
J=1
[Tpumenom vejennakoctu Komm-bBymakoBckor, 3a cBako ¢ = 1,2, ..., n godujamo

n n 2

BIED). TE) = 3|3 e () =)

i=1 | j=1

<3 (St (S )
=1 1

j=1 Jj=1

(St e

i=1 j=1

Oparmie cinenu

n n

1/2
do (T(2 W), T(z?)) < (ZZ@ijP) do (M), 2?).

i=1 j=1

HpeMa TOMEC, aKO BaK1
n o n

ZZ |Cij|2 < 1,

i=1 j=1

onza je 1" konTpakuuja y R" ca eyKInackoM METPHKOM.

2. INocmarpajmo caga mpoctop R™ ca meTpukom

doo(, 2) = max |z — 2]
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Heka cy 2V, 2 € R" nnexa je T'(zV)) =y, T'(2?) = y@. Tana, 3a cBako
1=1,2,...,n, Baxu

n

2 1 2
) =N "¢, (x§>_w§>>7
j=1
na je
doo (T(zW), T(z1?)) = max [y!" — ¢y!?| = max > (3:(-1) - x(-2)>
o} ) 1<i<n % 7 1§7§STL‘1Z] J 7
j:
- m_ o
< x> Lol o~
=1

Kako 3acBako j = 1,2,...,n Baxu

a:§.1) — xf)‘ < doo (2, 2¥), noGujamo

doo (T(2), T(2®)) < <1rga<x ZI%I) z®).

[Ipema Tome, ako Baxu

n

Z|Cij|<1, 1=1,2,...,n,

j=1

npeciukaBame 1 je koHTpakiuja y R™ ca METpUKOM d..

. IHocmarpajmo caga mpoctop R™ ca meTpukom

n
= Z |z — 2i].
i=1

Hexa cy 2V, 2(® € R" n nexa je T'(zV) =y, T'(2?) = y?. Tana

dy(T(), T®) = |y -
=1
=3 |2y (o —2?)
i=1 | j=1
1 2
<D le [of — 2|
i=1 j=1

= Z 2" — 2] Z e
1Illja<xn (Z |Cw|> dl (2))

[Tpema Tome, y mipoctopy (R™, d;) noBosban yciaoB qa 1" Oyme KOHTpaKIHja jecte

D eyl <1, j=12,....n
=1
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[Topen mocTojama 1 jeMIMHCTBEHOCTH pelliekha, baHaX0B MPHHIMI KOHTPAKIIKje 1aje
U MOCTYTAaK 32 KeroBo NpuommkHo onpehuBame. Axo je 1 koHTpakuuja, monasehu of
npon3BosbHe Tauke (¥ € R” popMUpaMo HHU3 CyKIIECHBHHX alpOKCHMAIIH]a

g =T (M), m=0,1,2,...

OJTHOCHO, 110 KOOpJIMHATaMa,

ZL’Em—H) = Zcijxg-m) +b;, 1=1,2,...,n.
7j=1

OBaj HU3 KOHBEpPrHpa Ka JEIWHCTBEHOM pEIICHY IIOJIA3HOT CHUCTEMa JIMHEAPHUX
jeqHaunHa.

Ilpumep 3.2. TlocmarpajMo cuCTEM JTUHEAPHUX jeTHAYNHA

LSS R
Qxl 4[E3 — 4
L=
21'2 43:4 — 4y
L + =1
4(['1 2LU3 — 4
1 n 1 1
“x9 4+ x4 = 1.
47
Axo o3Ha9uMO C' = [¢;j]nxn, OHIA j€
L 0 L 0
2 4
0 L 0 L
_ 2 4
“- L 0 L 0
1 2 1
o ——- 0 =
4 2

[Mocmarpajmo Hajupe mpoctop R* ca metpukom do.. 3a cBaku i = 1,2, 3,4 Baxu

4 .
Zj:l |cij| = %7 Ia je
4
E|C“| _§<1
e Pa
]:

IIpema Tome, T je koHTpakimja y poctopy (R*, d.).

[TpumeTrMoO 112 je U cyMa ancoidyTHHX BPEAHOCTH Koe(duIiljeHaTa y cBakoj KOJIOHH
jennaka 2. 3aro je T konrpakumja u y mpocropy (R*, dy).

MelhytuMm 3a MeTpuKy ds IOBOJbAH YCJIOB KOJU CMO paHH]j€ M3BEIU HHU]jE HCITYHCH.

3amcra,
4 4 2 2
1 1 5)
ZZ 2 _ _
=1 j=1

Jlakne, Ha OCHOBY HAaBEJCHOT JOBOJHPHOI YCIIOBA y OBOM CIIy4ajy HE MOXEMO Ja
3aKJbYYUMO J1a je T’ KOHTpaKIyja y OJHOCY Ha METPUKY ds.

Bpatumo ce cajia Ha MeTpHKY do.. Kaxo je (R?*, d.,) KoMIUIeTaH METPHYKH IIPOCTOP,
a 1" xoHTpakiyja, 3 baHaxoBor nmpuHIKNA KOHTPAKIMje cliean fa 1’ uMma jeIuHCTBEHY
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¢uxchy tauky z* € R*. Tlomro cy QuKcHe Tauke mpeciuKaBamba 1 yHopaBo pelleHa
MIOJIa3HOT CUCTEMa, JIaTH CUCTEM MMa jeJIMHCTBEHO PEIlCHHE.
3a npou3sBosbHy ModetHy Tauky (¥ € R* mosxe ce hopmuparu Hus

) = T(x(m)), m=0,1,2,...

KOjU KOHBEPIUpa Ka TO] jeIMHCTBEHO] (PMKCHO)] TaukH x*. Y OBOM Ciy4ajy KOOpIHHATE

tauke (") cy o6mmka
x% +1):§x§ )_ng )_I_L
1 1
m—+1 m m
xé )——ng)—l—éxé)—i—l,
1 1
m—+1 m m

Moxe ce mokasatu
4

o — <—,4, il,O) ="
3773

OBUM ©pUMEPOM CMO pellaBakbe CHUCTEMa JIMHEapHUX jE€JHAYMHA CBEIM Ha
npoHajaxkeme (PUKCHe Tauke onromapajyher mpecnukaBama. 3a nmpuMmeHy banaxoBor
NPUHIIMIIA KOHTpaKLKje Onilo je moTpeOHo n3abpaTu METPUKY Y KOjOj C€ MOXKE TIOKa3aTH
Jla je TO TPEeCcIMKaBamke KOHTPAKIIK]a, IITO HAM je Y OBOM CIy4ajy oMOoryhmia MeTpuka
dso. TTomTo cy Metpuke dy ¥ do, Ha R? exBHBaNEHTHE, HU3 CYKLIECHBHUX alPOKCHMAIIH]a
KOjU KOHBEpPTrUpa Y METPHUIH d,, KOHBEprupa Ka MUCTOj TaYKU U y MeTpulu dy. [lakie,
nobap nM300p METpHUKe OjaKilaBa IpuMeHy baHaxoBor npuHLuMIA, ald HE yTHYEe Ha
no0ujeHy (PUKCHY Ta4yKy, OZIHOCHO Ha PELIeHE MOJIa3HOT CHCTEMA.

3.3 JludepeHuujasHe jeqHAYMHE

[Tocmarpajmo nmoueTHH npodieM

y = f(z,y), (3.3)
y(o) = Yo-

[Tokazahemo kako ce baHaxoB NPUHIMII KOHTpaKIUje MOK€ NPUMEHUTH Ha JOKa3
€r3UCTEHIIM]€ U JeIMHCTBEHOCTH PEeLIeHha OBOT Ipobiema.

Teopema 3.3 (Iluxaposa® teopema [2]). Hexa je f(x,y) pearna nenpexuona ¢ynxyuja
0se npomenmuge, depunucana na npasoyeaonuxy A = {(x,y) : a < x < b, ¢ <
y < d}. Axo f 3a0060masa Jlunwuyos ycios no Opy2oj npoMeHwsUsoj, mj. ako OCmoju
Koucmanuma q > (0 makea da

|f(x,y) - f(l’,@\)l < Q|y_@\|7

3aceey,y € [c,d), uaxoje (xo, yo) yHympawrea mauxka npagoy2aonuxa A, onda novemmnu
npobnem (3.3) uma jeouncmeero peuerse.

2ppaun. Charles Emile Picard (1856—1941)
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/Jloxaz. Hajnpe hemo mokasaru na je mpoOiem onpehuBama pemiema AudepeHIrjaTHe
jennaunne (3.3) eKBUBaJICHTaH MPOOIEMyY HajaKkema pellemha oAropapajyhe nHrerpamse
jennaumne. Axo y = ¢(r) 3am0BosbaBa audepeHuujanny jennaunny y' = f(xr,y) u
MOYETHHU YCIOB ¢(Zo) = Yo, OHA HHTErpalnjoM IudepeHInjaIHe jeqHadnHe O T 10
x nodujamo

mw—mmzfﬁmmmw
OAHOCHO

mm:m+/3mmmﬁ. (3.4)

[Ipema ToMe, HalaXeme JeIUHCTBEHOT pellemha Au(epeHIjane jeJHaYMHe ca JaTUM
IIOYETHUM YCJIOBOM EKBUBAJIEHTHO j€ HaJaXKewy JEAMHCTBEHOI pelIeHkha HHTErpaHe
jennauune (3.4), roe hemo npumeHnTH baHaxoB MPUHIUI KOHTPAKIIH]E.

Kaxo je f(z,y) Henpekuana Ha koMnakTHoM ckyny A C R2, npema Bajepmrpacosoj?
TeopeMu oHa je orpanudeHa Ha A. Ilpema Tome, moctoju koHCTaHTa m > () TakBa Ja
|f(z,y)] <m3acse (x,y) € A.

Jame, nzabepuMo KOHCTaHTY p > () Tako Ja Baxu pg < 1 U J1a je MpaBOyraoHUK 3, Koju
je neuHUCaH y HaCTaBKy, canpxkaHy A.

B={(z,y):xo—p<z<zo+p, yo—pm <y <yo+pm}.

Hexa je

X ={g9€C([xzo—p,wo+p]) : |g(x) —yo| <mp Vz € |xg—p, 20+ D}

Ha npocropy C'([xg — p, xo + p]) mocMaTpamo cympemMyM METPHUKY JaTy ca

dos(g,h) = sup  |g(z) — h(z)|.

z€[ro—Pp,T0+D]

[Mokaxxumo na je X 3arBopeH ckyr. Heka je (g, ) Hu3 dyHkuunja n3 X koju KOHBeprupa
ka Hekoj byukumju g € C'([zo — p, zo + p]). To ject

dso(Gn> 9) = sup |gn(x) — g(x)| — 0, n — oo.

Kopucrehu HejeqHaKOCT TpOyTIia U YMEBEHUILY 11a g, € X, 100ujamo

19(x) —yo| < [9(x) — gn(@)] + [gn(x) — ol
< dw(9, gn) + mp.

Kako je dw (g, gn) — 0, Kaaa mycTuMo a n — 00 IMaMo

l9(x) = ol < mp.

OBa HejeqHAKOCT BaXH 3a CBaKo © € [rg — p,xg + p|, maje g € X. [akre, X
CaJp>KU TPAaHMIy CBAKOT KOHBEPI€HTHOI HM3a elleMeHaTa u3 X, Ia je 3aTBOPEH MOACKYI
kommuietHor npocropa (C([xg — p,xo + p],ds). Kaxo je cBaku 3aTBOpEH MOACKYII
KOMIUTIETHOT METPHYKOT MPOCTOpa KomIuvieTaH, ciaean aa je u (X, d.,) KOMIUIETaH
METPHUYKHU TIPOCTOP.

Suem. Karl Weierstrass (1815-1897)
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[Tocmarpajmo npecnukaBame 1 : X — X nedunucano ca
T(g) = b, macje hia) = o+ [ f(t.glt)) .
Zo

3a cBako x € [rg — p, Tg + p| Baxu

/ " At g(t)) dt

[Tpema TOome, h € X, na je npecnukaBame 1’ 1o0po aepunucano. Ilokaxxumo na je 7'
koHTpakuuja. Heka cy g1, 92 € X uHeka je T'(g1) = hy u T(g2) = he. Taga xopucrehu
naje f JIummui HempeKuaHa 1Mo APYroj MPOMEHJBHBO]j U 1a * € g — p, Lo + p| H0OUjaMo

deo(T(91), T(g2)) = doo(h1, h2)
/ (6 0a(0)) — F(t,g(t))] dt

Zo

|h(z) = yo| = < ml|x —xo| < mp.

= sup

< / “sup |£(t 91(6)) — £(t, ga(8))] b
< q/x 91(t) — ga(t)] dt

< gqpds(91,92).

Hakne,
doo(T(91), T(92)) < adoo(g1,92), THEjeO < v =g¢p < 1.

[Ipema Tome, 1" je KOHTpakuja mpoctopa X.
Ha ocHoBy banaxoBor mpuHIHIIA KOHTPAKIIHje, PECIUKaBamke 1’ MMa jeTUHCTBEHY
¢ukcny Tauky g* € X. Hakne, T(g*) = g*, oIHOCHO

9" (x) =yo + /x f(t, g% (1)) dt.

Oga ¢yHKIIMja ¢* IpeAcTaBIba JEAUHCTBEHO pelIeHe MoueTHOT podiema (3.3).

3.4 WuTerpaJiHe jexHauYNHe

[To3nato je ma ce MHOTH MPOOIEMHU U3 PA3IUUYUTUX OONACTH NMPUMEHE MaTeMaTHKe
MOTy OmnMcaTu NMoMohy MHTErpajHuX jenHaunHa. Besa banaxoBe Teopeme 0 (hUKCHO]
TauKM ca MHTETPaJHUM jeIHaYlHaMa MPUCYTHA j€ jOUI Off CaMOT HAaCTaHKa OBE TEOpEMeE.
Haume, Ta Teopema nojasuina ce Mehy pesynraruma banaxoBe HOKTOpcke aucepTanyje,
Koja je Hocuia HacnoB O onepayujama Ha ancCmMpakxmuum CKYHOBUMA U FoUXOBUM
npumeHama Ha unmezpaine jeonauure. [3]

VY oBOM ofieJbKy mpeacTaBUheMO €r3UCTEHIIM]E U JeAMHCTBEHOCTH pElIeHha 3a JIBE
BpCTE MHTETPaIHMX jenHaunHa, OpexxoamoBy* n BonrepuHy® MHTErpanHy jeqHa4uMHY.
Hajnpe hemo pasmorputin ®@peaxonMoBy UHTErpalHy jeJHAYMHY, KOJ Koje ce baHaxos
NOPUHIMII TpUMEYje HEMOCPEIHO Ha MPHUIPYKEHH WHTETPaIHU OIEepaTop, a 3aTHUM
Bonrtepuny nHTErpaiHy jelHauMHy, KOJ KOje ce MpUMemyje Ha oaroapajyhy urepauujy
TOT oTieparopa.

“enrn. Erik Ivar Fredholm (1866—1927)
Suran. Vito Volterra (1860—1940)
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34.1 @peaxoaMoBa HHTEIPAJHA jeJHAYUHA

Hekacy f : [a,b] = Ruk : [a,b] X [a,b] — R nenpexunue pynkuuje. Jennaunna

z(s) = f(s) —|—/ k(s,t)z(t)dt, s € la,b, (3.5)

Ha3zuBa ce @Ppedxoimosa unmezpaina jeOHaduna opyee epcme, a PyHkuja k je jezepo
UHTErpaJiHe jeIHaurHe.

Hanaxeme peniema OBe jeIHAUNHE SKBUBAJICHTHO je HaNaXewy (DUKCHE Tauke T €
Cla, b] oneparopa T' : C'la, b] — C'la, b] nedunucanor ca

(Tx)(s) = f(s) + /b k(s,t)x(t)dt, 3acsex € Cla,bju3acses € [a,b. (3.6)

Crneneha teopema maje ycnoB mox kojum omeparop 7' : Cla,b] — Cla,b] uma
JETUHCTBEHY (PUKCHY TauKy.

Teopema 3.4. [2] Hexa je X = Cla, b] mempuuxu npocmop cnaboesen mempurkom

doo(u,v) = sup |u(t) —v(t)], VYu,ve X.

te(a,b]

Arkocy f :|a,b] = Ruk : [a,b] X [a,b] — R nenpexuone gynrxyuje maxee oa je

b
K= sup / |k(s,t)|dt < 1. (3.7)

s€lab] Ja
oHoa eadice ciedeha mepherva:

(a) Hocmoju jeouncmeeno pewerwe r* € Ca, b] @pedxormose unmezpanne jednavune

(3.5).

(6) 3a npoussomno xy € X, nuz (x,) oepunucan ca

b
Tpi1(s) = f(s)+ [ k(s,t)z,(t)dt, n=0,1,2,...,

a

KOHeepeupa ka T*.
Hoxkas.  (a) Iokaxumo Hajupe naa je oneparop 1" : Cla,b] — C|a,b] nebunucan ca
(3.6) Jlunmmm—uenpekuaan oneparop ca JIMnmuIoBoM KOHCTAHTOM K.

3az,y € Cla, b] umamo
doo(Tz, Ty) = sup |(Tz)(s) — (Ty)(s)]

selab]
/ab ks, ) (t) di — /ab k(s )y(t) dt‘

= sup
s€la,b]

= sup
s€la,b]

< sup/|kst||x ) y(0) dt

s€la,b]

< ds(x,y) sup/|kst\dt

s€la,b]
< kdoo(@,Y).
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[Tomrto je k < 1, cneau na je omeparop 7', nebunucan ca (3.6), KOHTpaKIHja.
[Ilpema baHaxoBOM MpHHIMITY KOHTPAaKLHUje, IOCTOjH jEIMHCTBEHA (DUKCHA
tauka ¥ € Cfa,b| oneparopa 1. Kaxo je jennaumna 7x* = zr*eKBHUBaJCHTHA
MHTETPAITHO]j jenHaunHu (3.5), crenu 1a je ©* \beHO JeAMHCTBEHO pelleHhe.

(6) IMomro je T' koOHTpakIMja, U3 Joka3a baHaxoBor MpUHIIMIIA KOHTPAKIIUjE CIIEIU a
3a MPOU3BOJBHO g € X HuU3 (x,,), neuHnCcaH ca

Tpni1 =Tz, n=0,12 ...,

OIHOCHO

b
Tni1(s) = f(s) +/ k(s,t)x,(t)dt, n=0,1,2,...,

KOHBEprupa Ka jeTuHCTBeHO] (PMKCHO] Tauku z* orneparopa 1.
]

Hanomena 3.5. Tlomrro je k HempeKHIHA HA KOMIIAKTHOM CKymy |a, b] X [a, b], byHKIHja

b . .
s — [ |k(s,t)| dt je Taxohe HempexnaHa Ha [a, b, ma gocTInKe CcBOj MakcuMyM. Crora
ce MOXKe 3aInucaTH

b
K= max/ |k(s,t)| dt.

s€(a,b]
VY nureparypu ce nuHeapHa DpenxoaMoBa MHTETpajHa jeJHaYMHA JPyre BPCTE YECTO
3amucyje u'y oOIuKy

b

z(s) = f(s)+ /\/ k(s,t)x(t)dt,
e je A peannu napamerap. OBaj o0nuk ce cBoau Ha (3.5) ako ce yBele HOBO J€3rpo
k(s,t) = Ak(s,t). [Tpurom axo obenexumo ca M = maxX s y)cjap2 |k (S, )|, onIa Baxn

[Ipema Tome, ycioB
INM(b—a) <1

JOBOJhaH je na 1’ Oyzie KOHTpaKIyja.
Ipumep 3.6. Tokaxxumo na OpeaxoaMoBa HHTETpANIHA jeTHAYNHA
z(s) =s+e’ — /1 stx(t)dt, se€]0,1],
0
uMa jenuHcTBeHO pemetse y C[0, 1] U oapeanMo TO peliee METOIOM CYKIECHBHHX

arpoKCUMaImja.

V oBom ciyuajy jea = 0,b = 1, f(s) = s+ e® u k(s,t) = —st. Kako cy pynkumje
f u k Henmpexuane, Tpebda joir caMo 1a mpoBepuMo yciioB (3.7) U3 MpeTxoaHe TeopeMe.
HNmamo

1
o sup/ (s, 1)| dt
0
1

s€[0,1]
= sup / stdt
se0,1] Jo
1
= sup S < 1.
s€[0,1] 2
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IIpema Tome, PpenxonmoBa HMHTErpajHa jeIHAYNHA MMa jEIHHCTBEHO PEIICHC
z* € C0,1], a na 6ucmo ra ogpeannn, Tpebda 1a MPUMEHHUMO MOCTYNAK CyKLIECHBHHX
anmpokcumarja.  YamMuMmo Zo(s) = 0 wm gepunumumo z,41(s) = (Tz,)(s),
n = 0,1,2,..., npu gemy je npuapyxkenu omneparop 1 : C[0,1] — C|0,1] mar je
ca

(Tz)(s) =s+e* — /0 stx(t) dt.

3a mpBy anpoKcUMaIjy 100mjamo
zr1(s) =s+e€ — /1 stxo(t)dt = s+ e°.
0
3atum, KaKo je fol tetdt =1,
To(s) =s+¢é° —s/lt(t+et)dt.
0

=54+ —=s=€e — —.

Ha nctn sadus,

= 63 _|._ 5’
a 3aTUM U 5
S
zy4(s) = €* — —.
a(s) 27
Hacrasspajyhu oBaj moctynak, 1o06mjamo
s
xo(s) =€+ (=1)" g >1
[Tomo je
< s 1
sup [7,(s) —€’| = sup o— = — — 0, xKaman — oo,
s€[0,1] se0,1] 3 3
HU3 (T,,) KoHBeprupa ka QyHkuuju z*(s) = e°. Ilpema TOMe, jeIUHCTBEHO DPEIICHE
nocmarpane OpeaxoaIMoBe UHTETPATHE jeAHAYHHE j&

x*(s) = €’|.

3.4.2 BoJurTepuHe HHTerpaJjiHe jeJHAYHHE

Bonrepune uHTerpajiiHe jelHauMHE TPEACTaB/bajy MOCEOHY Kiacy HHTErpajHUX
jeIHaurMHa KOJl KOJHX j€ je[Ha Off TpaHuIla MHTETpalije MPOMEHIbHBA.

Hekacy f : [a,b] = Ruk : [a,b] X [a,b] — R nenpexunne pynxuuje. Jeqnaunna
obnuka

x(s) = f(s) + )\/s k(s,t)x(t)dt, 3acBako s € [a,b], (3.8)

rae je A HeHynTud mapamerap w3 R, HasuBa ce siuneaprHa Bonmepuna ummezpanna
jeonauuna opyee spcme. OyHKIM]a k Ha3UBaA CE€ je32po UHTETPATHE jeTHAYMHE.
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Teopema 3.7. [2] Hexa je X = Cla,b] ckyn ceux nenpexudnux peannux gynkyuja
Oepunucanux na [a, b), ca mempurom

doo(u,v) == sup |u(t) —v(t)|, 3acseu,ve X.
te(a,b]

Taoa, 3a ceaxo A € R, X # 0, iuneapna Bonmepuna unmezpanua jeonauuna (3.8) uma
Jjeouncmeeno pewerve T € Cla, b.

Jloxaz. Tlomro je ¢yHKIMja k HEMPEKHUIHA HA KOMIIAKTHOM CKYITy, IIOCTOjU KOHCTAHTa
M > 0 raksa na je |k(s,t)| < M, 3acse s,t € [a,b].
Jedurnmmumo onepatop 7' : X — X ca

(Tx)(s) = f(s) + )\/8 k(s,t)x(t)dt, 3acsex € X.

3a mpousBoJbHE T,y € X Baxku

(Ta)(s) - (Ty)(s)] = \A [ M0 w0 = i) at
<IN [ k(o) o(e) = w(0)]
< |AM(s —a)do(z,y), 3acsako s € [a,b].
IIpema Tome,

doo(Tz, Ty) = sup |(Tx)(s) — (Ty)(s)|

s€la,b]

< S [AIM (s — a)do(,y)
< AM (b — a)ds(z,y).
Jlaswe, npiMeTvo 1a3a 7,y € X 1 s € [, b] sax
(%a)(s) ~ (o) = |3 [ ks, 0(Ta)0) - () (0) a
< [ 1K1 (Ta)(0) - (20
< A S |k:(s,t)|(\)\|M(t — a)doo(z, y)) dt

< |A\PM |E(s,t)|(t — a)doo(x,y) dt

< NPMPdeg) [ (¢ a)d

_APM?(s — a)?
N 2

doo(,Y).
[Tonasspajyhu oBaj mocrymnak, 100ujamo

(A"M"(s — a)"

[(T"z)(s) — (T"y)(s)] < ol

ds(z,y), 3acBako s € [a,b].
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[Ipema Tome,

oo (T"x, T"y) = sup [(T"z)(s) — (T"y)(s)]

s€la,b]
A"M"™(b —a)"
< py deo(,Y)
IA[M(b—a)]"
= [ oy ] doo(,Y).

Kaxko 3a cBako r» € R Baxu

,r.n

— 0, xkaman — oo,
n!

CJICIN Aa 3a JOBOJbHO BCIIHMKO T BaXKH

MG -a]"

n!

Kaxo je (X, d.) xomruteran metpuuku mpoctop u 1" : X — X je koHTpakuuja 3a
JIOBOJBbHO BEJIMKO 7, U3 baHaxoBor npuHIMNa KOHTpakiuje cieau aa 1™ nMa JeJUHCTBEHY
¢ukcny Tauky T € X. Ilpema Ilocneaunu (2.12), Baxku

Tr =1x.

CamuM THM je T JeTMHCTBEHO peliemhe BontepuHe nHTEerpanae jennadunne (3.8).

3.5 IlenTpajiHa rpaHUYHA TeOpeMa

Y 0BOM NOIIaBJBY TipeAcTaBuheMo jeHy 3aHUMJBUBY NIPHUMEHY baHaxoBor mpuHIHITA
KOHTpAKIIMje Ha IEHTPaJIHY TpaHUu4dHy TeopeMy. KilacuyHu 10Ka3u oBe TeopeMe Hajuerihe
Cy 3aCHOBAaHU Ha aHAJHM3H KAPAKTEPUCTUYHUX (PYHKIMja 1 HE [1a)y HaM HHTYUIIH]y O TOME
3aIlITO Ce YIpaBo HOpMallHa PacIojielia jaBjba Kao rpanuyHa. Maejy na ce oBa kiiacu4Ha
TeopeMa TeopHrje BepoBaTHONEe MHTEPIpPETUpa U JoKake moMohy Teopuje (UKCHE Tauke
passunu cy Xamenanu® u Bonrep’ , 1984. roaumne.

[lup OoBOT OJleJbKA je caMoO Jia ce NpUKake OCHOBHA HJeja W yinora banaxoBor
NPUHIIMITA KOHTPAKIH]je, a JeTaJbHIja KOHCTPYKIIMja METPHYKOT IPOCTOPA, Ka0 U MOTITYH
JI0Ka3 oAroeapajyhux pesynrara, mory ce Hahu y pagy [17].

Hajmpe cy yBenu metpuky Ha onrosapajyhem npocropy QyHkIHja pactoaene. 3a A >
0, 03Ha4MMO ca R CKyIl CBUX ClTy4ajHuX MpoMeHbuBHX X 3a Koje Baku E(| X |*) < com

E(X" =my, 3ak=12,...,[\,

rae je my k-TH MOMEHAT CilydyajHe MPOMEHJbHBE X KOja MMa CTaHIapIHy HOPMaJHY
pacmozieny, a [A] o3HauaBa Hajsehu 1ieo 6poj koju Huje Behu om A. J[lame, Heka M)
npeacTaB/ba CKyn CBHX (PyHKIIMja pacrmofenie ClydyajHUX MpOMEHJbUBHX M3 R). 3a

F,G € M), nedunumemo
iXt _ iVt
d\(F,G) = sup |E (%) ’,
teR\{0} 2]

Senrn. Gholamhossein G. Hamedani
Tenrn. Gilbert G. Walter
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rae ¢y F' u G dyHKumje pacmnozesne ciy4ajHUX mpomeHJbuBuUX X,Y € R), pemowm.
Xamenanu u Bonrep cy mokaszamu ga je (M), d)) METpHYKH MPOCTOp, a ako je A
HeHeraThBaH 11eo 0poj, onza je (M), d)) 1 KOMIUIETaH METPUYKH TIPOCTOP.

[TonceTnmo ce na ce cirydajae npoMeHbuBe X U Y Ha3uBajy cyOHE3aBUCHHUM (€HTIL.
sub-independent) axo je (yHKIHja pacmojelie HBUXOBOT 30upa jeHaKa KOHBOIYIIUJH
BUXOBUX (YHKIIM]ja pacrojene, Tj.

Fxiy(z) = (Fx * Fy)(2).

ExBHBaneHTHO, MPEKO KapaKTePUCTUUHUX (PyHKIHja

ox+y(t) = px(t)ey(t), teR.

CyOHe3aBHCHOCT je cabuju yCIIOB O/ HE3aBUCHOCTH.
3a a > 0 cy neduHHCaAIN TPECTUKABAHE

Ty : My — M,

Tako na (yHKIHjy pacrojiene ciy4dajHe TpomMeHJbuBe X mpecnukaBa y (QyHKIHjY
pacriozielie ciryyajHe MpOMEHIbUBE

X+Y

—
N3paxxeHo moMohy kapaktepucTuuHuX (YyHKIM]a, IpeciankaBame 1, aenyje Ha ciaeachu

HAuUH:
t
o(t) —> 902 (—) )
«

Xamenanu u Bonrep cy mokazanu na je 7, banaxoBa KOHTpakilfja ako BaKu
1. o* > 2
2. To(My) € M,.

[oce6HO, HABEIEHN YCIOBH Cy HCITYBEHM 33 v = /2 1 A > 2.
Heka ® o3nauaBa ¢yHKIMjy pacronene ciy4yajHe MPOMEHJBHBE Ca CTaHIApAHOM
HOPMAaJIHOM pacnozenoM. Tajga Baxu

=T,()

u ® € M,. Ilpema tome, ¢ je ¢pukcHa Tauka npeciukasawa 1, 5. OBo cnenu u3

YUICHUIIE 3, ako ¢y X U Y cyOHe3aBHUCHE cllyyajHE NMPOMEHJbUBE Ca CTaHAApAHOM
+Y

V2
HOpManHy pacrofieny. Jlakine, mpeciukaBame 1’5 OCTaB/ba CTaHJAPAHY HOPMAIHY
pacniozenny HenpomemeHoM, na je ¢ meroBa ¢ukcHa Tauka. Ha ocHoBy banaxoBor
NpUHIIAIA KOHTpaKLyje, 3a cBako F' € M, nobuja ce

HOpPMaJIHOM PpAacCIOJeJIOM, OHJa M Cily4ajHa NpPOMEHJbHBA MMa CTaHAapAHY

dy (T\’/%F, @) —50, n— oo

Xamenanu u Bontep cy 3atum mpumetunu naa, ako je (X,) HU3 He3aBHCHHX (WITH
caMO CyOHE3aBHUCHHUX) CIy4YajHUX NPOMEHJbUBHX Ca MCTOM (yHKIMjoM pacmonene F',
MaTeMaTHYKUM O4YeKrBameM (), Tucrep3ujoM 1 u Tako aa je

E(|X,) < oo
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3aHeKo A > 2ucBakon € N, ongaje T’ \%F (byHKIIM]ja pacrojiesne ciiydajHe MPOMEHIbUBE

2TL
9—n/2 Z X;.
=1
Konseprennuja Huza T\%F ka ¢ y ogHOCY Ha METPHUKY d, TIOBJIAYH JIa HU3 CIIy4ajHUX
HpOMeHJ'bI/IBI/IX
27’L
2711/2 Z X;
=1

KOHBEprupa y pacrnoiey Ka CTaHAapIHO] HOPMAJIHOj CIIy4ajHOj IPOMEHJBHUBO] 2.

Ha xpajy, y3 nmomoh oxroBapajyhe neme, Xamenanu u Bontep cy mpommpuin
MPETXOJHU PE3YyNITAaT U Ha CIydaj Kaja ciaydyajHe MPOMEHJbUBE HEMajy MCTE pacroenie,
HETO je CKyN (yHKIIM]ja pacrojiene ciaydyajHuX IPOMEeHJbUBHUX X,, caMO orpaHuyeH y M.
[Tokazanu cy na

1 n
NG ;Xi—%,

y pacronieny Kaja n — 00, YUMe Cy Ha Taj HauuH JTOOWJIN HEHTpaIHy TPaHHUYHY TEOpEMY.

3.6 IIpoOaem Tpu cumeTpaJie yriiosa

ITocraBsba ce nmpobnem: [la 11 ce 3a mpou3BOJbHA TPH MO3UTUBHA Opoja m, n, p MOXKe
Hahu Tpoyrao umje cy IyKHHE CUMEeTpalla YHYTPallbHUX YIJIOBa yIpaBo Ta Tpu Opoja?

OBaj Hau3IIe jeHOCTaBAH F€OMETPHjCKH IpoOieM MMa ayry uctopujy. Tepkam®
je 1842. roauHe u3pa3zuo Qy>KUHE CUMETpasla YHYTpPALIlbUX yIJIOBa MPEKO CTPaHUIA
TpoyIia, a, b, c 1 10610

m = bic\/bc[(b+c)2—a2},
n:CjLa\/ac[(c—l—a)z—bﬂ, (3.9)
p= a_l_b\/ab[(a—kb)?—c?},

Qv je eIMMUHAIMja HeTO3HATUX JOBOJMIIA 10 anre0apCcKuX jeHaYnHa BEOMa BUCOKOT
crenena. [locebHO je pazmarpaH u mMpoOeM CUMETpalia CIoJhallllbuX yrioBa. BaH nmen
bepr je mokazao n1a y ToM ciiy4ajy TpoyTao MoCTOjU aKko M caMmo ako je HajBehu o1 OpojeBa
mn, np, pm Behu ox 30upa mpeocTana JBa U Ja Tajaa MOCTOje /Ba pellemha ca UCTUM
00UMOM.

[Ipo6neM ca cuMeTpajiaMa yHyTpallllbUX YIVIOBa ce Mokas3ao cioxkenujum. Hajc’ je
1937. roguHe 10Ka3ao Aa ce TPaKEHU TPOYrao y OMNILITEM CIIyda]y He MOXKE KOHCTPYHCATH
JEHUPOM U mectapoM. HoBu mpucTyn y pemaBamy oBor mpoobiema cy 1995. ronune
namu Muponecky'® u ITanantonon'!, ceonehu ra Ha mpo6nem GUKCHe Tauke U IPUMEHOM
BpayepoBe Teopeme mokazanu cy jAa 3a cBaka m,n,p > ( IOCTOjU jeOUHCTBEH, 110

8enrn. Olry Terquem (1782-1862)

enrn. Fritz Neiss (1883-1952)

Yenurn. Petru Mironescu, pohen 1966.
Wenrn. Laurentiu Panaitopol (1940—-2008)
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Ha W30METPHjy, TPOyrao ca 3aJaTHUM JIy)KHHaMa CHUMeTpayia YHYTpalllbUX YIJIOBa.
Kacnuje cy Jlunka'> u Mapun'® nokasanu na ce BpayepoBa TeopemMa y 0BOM IIPUCTYILY
MOXe 3aMeHHTH baHaxoOBMM NPUHIIMIIOM KOHTpaKIMje, YMMe ce A00Hja M MOCTYIaK 3a
npuOIMKHO ofipehBame cTpanuiia TpaxkeHor Tpoyria. [10]

Hexa cy a, b, c cTpanuie TpakeHOT TpoyTia, a m,n,p 3aaare Ty)KHHE CHMETpaa
HETOBUX YHYTPAIBHX YIJIOBA. YMECTO peliaBama cuctema (3.9) mo Herno3Hatum a, b, ¢,
Muposnecky u [TaHauTomnosn yBojie HOBe IPOMEHIbUBE

b+c—a c+a—2> a+b—c
[ — = —— Hn z2=-——
5 Y 5 2

Kako cy a,b, c cTpanuue Tpoymia, U3 HejeJHAKOCTH Tpoyria cieam z,y,z > 0. U3
NPETXOAHUX JEHAKOCTH JIAKO ce 100uja

X

a=y+z, b=z+zxz, c=x+y. (3.10)

IToxaxxumo caga KakKo C€ IIpBa jeI[HaLII/IHa CUCTEMA MOXKE 3alrcCaTh y HOBUM

npomeHsbrBama. 13
be[(b+¢)? — a®] = (b+ ¢)*m?,

kopucrehu 4bc = (b + ¢)? — (b — ¢)?, cnenn

s b+ —=(0—0)7 2 9
Am* = (bt o [(b+¢)* —a?].

[Tocne cpehuBama oBor uzpasza nqoduja ce
2(b+c¢) = V4Am2 + (c+a —b)2 + \/4m? + (a + b — ¢)2.
Cana je u3 (3.10)

22z 4 y + 2) = \/4m2 + 4y + V4m? + 422,
Haxon nemema ca 2 u mpebanuBama y + 2z Ha IECHY CTpaHy CJeau
20 = /m2 + 12 —y+Vm?+ 22— 2,

Ha uctu HauuH, u3 apyre u Tpehe jenHadrHe NOYETHOT cUCTeMa 100ujajy ce

y=p (Ve 2 —2) o g (Ve t a2 —a)

2 2
1 1
T L ()

3a a > 0 gepunummmo pyskumjy f, : Ry — (0, %} ca
1
falt) = 5 (VaT+ e -1).

Tama ce MMPETXOAHHU CUCTEM MOXKC Kpahe 3aIlMcaTy Kao

T = fm(y) + fm(z)u
y = fn(z) + ful2), (3.11)
z = fp(@) + fp(y).

2enrn. George Dinca, pohen 1941,
Benrn. Jean Mawhin, pohen 1942.
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OyHknMja f, je HEMPEKUIHA, a FeH U3BOJ j©
1 t

/
== ——
10 =3 (Jerm

Ilpema tome, f, je onamajyha va R u3at > 0 Baxu |f,(t)] < i, na 3a cake aBe
paznuunte Tauke t,t" € R, mobujamo

—1)<0, t > 0.

alt) = Jult)] < St ¢, G.12)

Hexka je C := [0, m] x [0,n] x [0, p] u ne¢uunmmmo npecnukasame F : C' — C ca

F(z,y,2) = (fn(y) + fu(2), ful2) + fu(@), fo(2) + fo(y))- (3.13)

Tana je cucrem (3.11) exBuBasieHTaH ca

F(r,y,2) = (7,9, 2).

Ilpema TOMe, TpOOIEM TIOCTOjaba TPOyIa ca 3aJaTHM JIy)KHHamMa CHMETpalia
YVHYTpalllbUX YIVIOBA MMa pEIIEHke ako M CaMO aKko MpeciuKaBame F uMma (QHUKCHY
Tauky Ha ckymy C.

Kaxo je f, omamajyhau f,(0) = §,3acBakot > 0Baxu 0 < f,(f) < §. IIpema Tome,
F je mobpo nedunucano, 1o ject, F'(C') C C.

Hekacy P = (x,y,2) u P = (2/,y/, 2’) nBe pasznuuure tauke ckyna C'. Kopucrehu
unenturet (a + b)? < 2(a? + b?) u (3.12), nobujamo

IF(P) — E(P))? = [fun(¥) = ) + fn(2) = Fiu(2)]

+ [fal2) = Ful@) + ful@) — fula)]?
+ [fo(@) = fola!) + Foly) — £

<=y + =) o[ P+ (=)
ol —a+ gV

=@ -2+ y—y)P’+(-2)2=|P-P|>

Jlaxkie,
|F(P)—F(P)|<||P—P|, 3aP#P. (3.14)

MehyTtum, jom yBek He MOXe Ja ce IpUMeHH baHaxoB MPUHIUN KOHTPAKIHje, jep
HUJe MTOKa3aHo Jia TOCTOjJU KOHCTaHTa ¢ < 1 Tako na je F' ¢—KoHTpakiuja, ma y HaCTaBKy
hemo nedunMcaTn momohHa mpecirKaBama.

Teopema 3.8. [10] /lpecruxasarwe F', depunucano ca (3.13), uma jeouncmeeny gurxcuy
mauxy P* y ckyny C. [lImasuwe, axo je () npoussoman nuz y unmepsany (0, 1) maxas
oa A\, — 1, onoa saoicu

k—o0

2oe je Py jeouncmeena ghuxcna mauka npecauxasara A\ F'y ckyny C.
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Jloxaz. Hejegnakoct (3.14) HaMm 1aje jeMMHCTBEHOCT (PUKCHE Tayke MpeciuKaBama F.
3aucra, ako 6u P u P’ 6uie ase pasnnynre GUKCHE TadyKe, OHAa OMCMO JOOHMIN

|1P =Pl = |F(P) = F(P)| <[P =P,

HITO j& KOHTPAIHUKITH]ja.

Hexka je (\;) Hu3 y (0,1) TakaB ma A\, — 1. 3a cBako k € N nedunnmmmo
IPECIINKABABE

Momroje F': C' - Cul0< A\, <1,Baxku Ty : C' — C.
U3 (3.14), 3a paznmuunre P, P’ € C, nobujamo

ITe(P) = Ti(P)| = Al F(P) = F(P)| < Al P = Pl

Kako je A, € (0, 1), npecnukaBame T} je KOHTpakuuja ca koeduimjentoM Ay, Cxyn C' je
3aTBOPEH MOJCKYI KOMILIETHOT MeTpuuKor mpoctopa R3, na je u cam kommieran. 3aro,
npuMeHoM baHaxoBOTr mpuHIMIIA KOHTPaKIHKje, 3a cBako k € N nobujamo jennHCTBEHY
¢ukcny Tauky Py, € C npeciukaBama T, omHocHO Py = Ti(FPy) = A\ F(Py).

Kaxko je C' kommakraH, cBaku Hu3 y C' Ma KoHBeprenTad nmogau3. Crorauus (Py) C C
uMa nouu3 (P, ) Koju KoHBeprupa ka Hekoj Tauku u3 C'. Heka je

lim P, = P* € C.

Jj—o0
3a cBako j Baku Py, = A\, F(Py;). Kaxo je A\, — 1, P, — P*, a F nenpexuano
IpECIIUKABabE, Kaja IyCTUMO j — 00 J00MjaMo

J]—00

Jj—00

Jj—o0
= F(P").

[Ipema Tome, P* je ¢pukcHa Tavka npeciukaBama F'. Kako cmo Beh mokazanm na ' Moxke
UMAaTH HajBUIIE jefHYy (DUKCHY TadyKy, OBa (PMKCHA TauKa je jeJUHCTBEHA.

JIOKa)KMMO cajia ia CBaki KOHBEpPreHTaH mojHu3 Hu3a (FP) koHBeprupa ka P*, tana
he u neo uu3 (Py;) kouBepruparu ka P*. Heka je (P, ) mponu3BoJbaH KOHBEPTEHTAH HOHH3
Hm3a (Py) u veka P, — (). Kako je Py, ¢ukcHa Tauka mpecnukaBamba Ty (Py,) =
A, F'(Py,), nperackoM Ha rpaHuily 1ooujamo (Q = F((Q)). 360r jemMHCTBEHOCTH (QUKCHE
TayKe MpeciukaBama I, cienu () = P*.

]

[Mocrojame jemuHcTBeHE (HKCHE Tauke P* = (x*, y*, z*) npeciukaBama F' 3Ha4u 1a
MOCTOjU JEAUHCTBEH, IO Ha M30METPH]y, TPOYrao 4rje CUMETpaje yHyTPAIIbUX yrioBa
uMajy 3aj1are ayxune m, n u p. [Ipema (3.10), ny’kuHe HEroBUX CTpaHULA Cy

a=y"+2z" b=2z"+ 2", c=x"+y".

43



Jla 6rcMo MPUOIMIKHO OAPETUITH O KOM TPOYTITY j€ ped, TOBOJHHO j& IPUOIMKHO OJIPEAUTH
¢ukcHy Tauky P* npeciukaBama F. Y HACTaBKy MOKa3yjeMO KaKo C€ TO MOXKE YYHMHUTH
npumeHoM banaxoBor npunnuna. 3a npecnukasame 1’ : C' — C ca 1™ o3HauaBahemo
n-Ty UTEPALH]y, TO JeCT,

T"=ToTo---0T.

n myTa

Teopema 3.9. [10] Hexa je ¢ > 0 u k € N. Tada nocmoje K(¢) € Nu N(¢,k) € N
maxeu oa 3a cearxo k > K () un > N(e, k) eaxcu

H(kﬂ ) 0= F

Jlokas. Hekajee > 0. Yamumo Ay 1=
NPETXOIHE TEOpEME JIaTo ca

<e. (3.15)

k: T , a je npecnukaBame 1), : C' — C u3 nokasza

k
T, :=——F, keN.
k L +1 )
Heka je P, jenuHcTBeHa (HWKCHA Tauka TpecivkaBama 1), YHje TOCTOjame je
3arapaHToBaHo Teopemom 3.8.

TloaceTtnMo ce 1a Baxu
P* = lim P,

k—o0
na noctoju K () € N Tako na 3a cBako k > K (¢) Baxu
£
| P, — P*|| < =.
2
BaHaxoB MPUHIMI KOHTPAKIHje HaM Kaxe 1a [IukapoB HU3 UTEpalnja ca MOYETHOM

taukoM 0 = (0, 0,0) € C xouBeprupa ka Py, 1o ject, P, = lim 7}'(0) u naje Ham oueHy
n—oo

I75(0) = Pl <

(0) —0f|.

Kako je A\, = u F(0) = (m,n,p), cnenu

k
k+1
1T (0) — P < L n’fHF(O)H

k ME=A\kr1

k’ n
< | — 2 2 2
_(k:+1) kyv/m?+n?+p

[owro je 0 < 5 +1 < 1, 3a cBako ¢ukcupano k nmocroju N (e, k) € N takBo jaa 3a cBako

n > N(e, k) Baxu
n €
IT2(0) = Pell < 5.
Tana 3a cBako k > K (¢) un > N(e, k), npUMEeHOM HejeIHAKOCTH TPOyIIa J0GHjaMo
1T (0) = Pl < (|73 (0) = Byl + [ P — P7
JEi.
2 2

ITO je ¥ Tpebaso T0Ka3arTy.
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IHoriaas/be 4

IlpecaukaBamkba KOHTPAKTUBHOI THIIA

MHoru aytopu cy nehUHHCATH PAa3IMINATE KIIAce MPECIUKaBama KOHTPAKTTHBHOT
THIIa HAa KOMIZIETHUM METPUYKHUM IIPOCTOpHMa X , KOje IIPE/ICTaBIbajy YONIITEHha YyBeHE
banaxoBe koHTpakiMje. 3a BEIMKH Opoj OBUX IpeCiIUKaBama JOKAa3aHO je MOCTOjame
jenuHCTBEHE (UKCHE Tadke, /10 Koje ce jgonasu npumeHoMm llukapoBux wurepanyja,
nosiazehu on1 mpor3BOJBLHO U3abpaHe MoYeTHE Tauke Ty € X.

VY oBom momiaBky Ouhe mpencTaBJbEHH TOJEIMHU PE3YJITaTH KOJU CE€ OJHOCE Ha
pa3IuuTa MpeCcInKaBamba KOHTPAKTUBHOT THUIIA, Ca TOCEOHUM OCBPTOM Ha YCJIOBE KOjH
00e30el)yjy mocTojame jeInHCTBEHE (PUKCHE TauKe.

3a npecnukaBawe f : X — X nedpuHnCaHO Ha KOMIUIETHOM METPHUYKOM IPOCTOPY
(X, d), xoje 3a710B0JbaBa yCIIOB

d(f(z), f(y) < Xd(x,y), z,yeX, x#y, (4.1)

rme je 0 < A < 1, banaxoB mpuHIMII KOHTpakiuje o0e3behyje mocrojame u
JEAMHCTBEHOCT (PHKCHE TauKe.

Axo ce y ycroBy (4.1) yame A\ = 1, nobuja ce KoHmpaxmugHo npeciuKasarse, OMHOCHO
NPECIMKaBaKE KOje 33]J0BOJhABA YCIIOB

d(f(z), f(y)) < d(z,y),  wyeX z#y. (4.2)

4.1 Pesyaratu Exenmrajua

Enenmraju' je 1962. romune o6jasuo pax [11] y koMe je mpoyuaBao (pUKCHE Tauke
KOHTPaKTUBHUX MPECIIMKaBamba kopuctehu cienaehut ycioB U I0aTHY MPETIOCTaBKY.

VYenoB (4.2), y3 mpeTnocTaBKy JAa MOCTOjU Tauka © € X 3a KOjy MUTEpPaTUBHU HU3
(f™(x)) canpxu kouBeprenTan moauu3 (f™* ()), OMHOCHO 1a BaXH

Jrxe X : (f"(z)) D (f™(x)) Tako na klim f™(x) € X, (4.3)
—00
00e30ehyje mocrojame (hUKCHE TauKe MpecarKaBama f.

Teopema 4.1 (Enenmrajuosa tTeopema [11]). Hexa je (X, d) mempuuxu npocmop u f :
X — X xonmpaxkmueno npeciukasarve koje 3a0o6onasa (4.3). Taoa je

u= klim f(x) jeouncmeena ghuxcna mauka npeciuxasarsa f.
—00

'Enurn. Michael Edelstein (1917-2003).
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Hoxkas. TlpeTnocraBbaMo CympoTHO, Tj. Aa Baxku u # f(u). Heka je
A={(z,x):ze X}, 1 Y=(XxX)\A,
neduHumeMo GyHKIU]y

d(f(z), f(y))
dlz,y)

IMowro (u, f(u)) € Y m f je xoHrpaktuBHO, Baxku 7(u, f(u)) < R < 1. U3
HeNPeKUJHOCTH (QyHKUMje 7 ciIequ aa noctoju oxonuHa U tadke (u, f(u)) TakBa na 3a
cBako (z,y) € U Baxu

r:Y — R, r(z,y) = 4.4)

0<r(z,y) < R<L1. (4.5)

Cana 6upamo maie oTBopeHe nonte, By = B,(u) u By = B,(f(u)), monynpeynuka
p Tako Aa Baxku By X B, C U n

p < d(u, ()

ITpumernmo na3a x € By uy € By umamo: d(z,y) > p.
N3 ycnosa (4.3) cnenu ga moctoju mpupoaan 6poj /V Takap /1a 3a cBako k > N Baxu

fnk (I) € B17
JIOK M3 HETIPEKUAHOCTH YHKIHMje [ clenu aa je
fnk—i_l(l’) S BQ.

3a k > N, u3 nzbopa noiyrnpeyHuka p 1001jamo

d(f™ (), f*(x)) > p. (4.6)
C npyre crpane, Ha ocHOBY (4.4) u (4.1) umamo
d(f™ (@), [ (@) < Rd(f™ (x), [ (2)) . (4.7)

[Ipema ToMe, BUIIECTPYKOM MIPUMEHOM HejeqHakocTu (4.7),3al > 5 > N ngobuja ce

d (fM(x), f7 N (x) <d(fmrr (), (2))
< Rd (fnlfl(x)’fnl—l‘Fl(:U)) < e
< R' 4 (f"f (x), f”ﬁl(x)) .

fnzf1+2

Iomro je 0 < R < 1, Baxu R'™J — 0 xama [ — oo, ma U3 Tora cieau Ja
d(f(z), f*(z)) — 0 xamal — oo. OBO je y nupeKTHOj cympoTHOCTH ca (4.6).
ITpema Tome, Mopa BakutH f(u) = u.

I[IpermocTaBuMo caja jia MOCTOjU U Apyra QUKCHA Tayka v # u. Taaa u3 ocobune na
cy o0e Tauke QUKCHE 100HjaMo

d(f(u), f(v)) = d(u,v),

IITO je Y KOHpaAuKIuuju ca (4.2).
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VYcnoB (4.3) je yBeK 3aJI0BOJbEH YKOJIHMKO j€ MPOCTOP KOMITAKTaH, Ma BaXkH cliefachu
pe3yJTar.

Teopema 4.2. [11] Heka je (X, d) komnaxman mempuuxu npocmop u nexaje f : X — X
npeciuKasarbe Koje 3a0060./6a6a HejeOHaKoCm

d(f(z), f(y)) < d(z,y),

sacee x,y € X, npu uemy je x # y. Taoa f uma jeouncmeeny puxcry mauxy.
N3 Teopeme 4.1 nobuja ce cieneha napopMalja o HU3y UTEPIH]ja.

Teopema 4.3. [11] Hexa cy ucnymwenu yciosu Teopeme 4.1. Axo nuz (f™(p)),3ap € X,
caoporcu koneepeenmar noonus ( f(p)), onoa nocmoju epanuya

u= lim f"(p)

n—oo

y npocmopy X, u mauxa u je (QUKCHA mauxa npeciuxasarsa f.

Hokas. Tlpema Teopemu 4.1, umamo u = lim f™(p) u Tauka u je QUKCHA Tayka
k—o0

npecinKaBama f.
Hexa je maro npomsBoseHO 0 > (0. Tama mocrtoju ny € N tako ma 3a cBako k£ > ng
Baxku d (u, f™(p)) < 0. Heka je m = ny, + 1 > ny, tae je | € N. Tama Baxu

d(u,fm(p))— (f'(w), £ (p))
d (u, f"*(p))

< (5.
Haxine, lim f™(p) = u.
n—oo
0
4.2 Pesyararu Pakoua
Hedunucamwe damunuje ¢ynkumja ' = {a(z,y)}, xoje 3amoBosbaBajy ycioBe

0 < a(x,y) < lusupa(x,y) = 1, tako na banaxoBa Teopema 0 (PUKCHO]j TAYKH BaXKH
KaJla ce KOHCTaHTa ¢ 3ameHn gynkumjoM oz, y) € F, npemnoxuo je Xaum Xanauu’.
Ha ocnoBy Te uzeje, E. Pakou®, je 1962. romune 06jaBHo paj y KOMe jaje 3HayajHO
yonmTemhe baHaxoBor mpuHIMNa, yBoaehu Kilacy NpeciuKaBamka KOHTPAKTHBHOT THIIA
KOja ce JaHac Ha3uBajy Pakouese xommparxyuje. Y OBOM OIEJbKY H3JIOKHNEMO HEKe
pe3yinrare U3 HaBeJeHOT pajaa. [28]

Nepunnuuja 4.4. Heka je (X, d) merpuuku npocrop. Ca F; o3HayaBamMo (Gamuimjy
byukuuja oz, y), Koje 3a10BoJbaBajy ciezaehe ycnose:

() a(z,y) = «a(d(x,y)), omHOCHO (QyHKIHMja (v 3aBHCH CaMoO O] pacTojama u3mely
TavyaKa T u y;

(2) 0 < a(d(z,y)) < 1,3acBe x # y;

2enrn. Haim Hanani, (1912-1991)
Senrn. Ephraim Rakotch
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(3) dyskmja a(d) je moHOTOHO omanajyha gyHkuuja ox d.

IMoacerumo ce aa je f : X — X KOHTPaKTHBHO akKO 3a CBAaKe JBE Pa3IHYHMTE TauKe
z,y € X Baxud(f(z), f(y)) < d(x,y). [Ipurom, CBAKO KOHTPAKTHBHO MPECINKABAE je
HEIPEKUIHO U aKo UMa (QUKCHY TauKy, OH/IA je OHA jeJMHCTBEHA.

Teopema 4.5. [28] Hexa je (X, d) mempuuxu npocmop u f : X — X xonmpaxmuehno
npecaukagarwe, M C X u xy € M mako oa eadxcu

d(z,zo) — d(f(x), f(zo)) > 2d(xg, f(xg)) 3aceaxozr € X \ M, (4.8)

u neka je f(M) noockyn nexoe komnakmuoe noockyna y X. Taoa nocmoju_jeduncmeena
@uKkcHa mauxa npeciuxasarsa f.

Hoxkas. TlpernoctaBumo na je f(zrg) # xo u HeKa je x, = f"(zg), n=1,2,...,1Tj.

Tpr1 = flz,), n=0,1,.... (4.9)

JToBOJBHO je ToKa3aTu 1a x,, € M 3a cBako n, jep he Tana Hu3 (z,,) OUTH CaapKaH y CKyITy
M, a wmeroe ciuke y ckymy f(M).
ITomrto je f KOHTPAKTHBHO MpeciukaBambe, Hu3 (d(x,, T,41)) je Hepactyhu. Otyna,

3 f(xg) # o caenn
d(xp, Tpy1) < d(zo, 1), n=1,2,.... (4.10)
W3 HejemHakoCTH TpOyTiia J00HjaMo
d(zo, ) < d(xg,71) + d(1, Tpy1) + d(Xp, Tpi1).
Kopucrehu (4.9) u (4.10), nonazumo a0

d(xg, x,) — d(x1, Tpy1) < d(xo, 1) + d(20, 21), Tj.
d(zo, xn) — d(f (o), f(2s)) < 2d(z0, f(20)),

na u3 npernoctaske (4.8) cienu na x, € M 3a cBako n € Ny. C apyre crpane, 3a CBako
n > 1 Baxu

Ty = f(xn_1).
Kako z,,_1 € M, cnenn na

T = f(ana) € f(M).

ITo npernocTasiy, mocToju komnakran ckyn K C X TakaB aa je f(M) C K. [akie,
Hu3 (z,,) caapxkad je y K. Kako je K xoMmnakraH, Hu3 (r,) MUMa KOHBEPI€HTaH ITOJHU3
Tp,. U3 x,, = f™(x0), noOOMjaMO

u= lim f"(z).
k—o0
Tume je ucnymena npernocraska Teopeme 4.1. Ilpema T0j TeopemH, v je jeTUHCTBEHA

(uKCcHA TayKa MpeciuKaBama f.
N
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Mocaemnua 4.6. Heka je f : X — X xommpaxmueno npeciuxasare 3a Koje nocmoju
mauxa ro € X maxea 0a 3a céaxo x € X eascu

d(f(x), f(z0)) < a(x,zo)d(z, x9), (4.11)
20e je az,y) = a(d(x,y)) € Fy (sudemu oepunuyujy 4.4). Axo je B,(xy) omeopena
nonmay X, npu uemy je

2d(o, f(0))

T =
1 — a(2d(x, f(z0)))
u f(B.(xg)) noockyn komnakmnoz nodckyna y X, mada npeciuxasare [ uma
jeouncmeeny uxchy mauxy.

Hoxkas. Kanay Teopemu 4.5 yamemo M = B, (), Tanazax € X \ M Baxu d(z, xg) > r.
Ha ocuoBy (4.11), MoHOTOHOCTH (byHKIH]je v(d) U YHECHHIIE A je

r > 2d(zo, f(x0)),

CJIeau

d(x, o) — d(f(x), f(x0)) 2 d(x,20) — a(d(z, x9)) d(z, o)
= [1 — a(d(z,zy))] d(z, x0)

[1—a(r)]r

[1 — a(2d(wo, f(x0)))] 7

= 2d(wo, f(0))-

Jaxie, ycioB (4.8) je ucnymen 3a M = B, (xp). Ocum Tora, 1o MpeTnocTaBIH je
f(B,(x9)) canpxaHn y HEKOM KOMIAKTHOM MOACKyIy ckyna X. [Ipema ToMe, UCIymeHe

cy cBe nmpernocraBke Teopeme 4.5, ma npeciankaBame f UMa jeTUHCTBEHY (PUKCHY TauKy.
]

>
>

Teopema 4.7. [28] Heka je f : X — X konmpakxmueno npeciuxkasarbe Ha KOMNIemHom
mempuuxom npocmopy (X, d). IIpemnocmasumo oa nocmoju M C X u mauka xo € M
mako 0a 8axcu

d(z,x0) — d(f(z), f(x0)) > 2d(z0, f(x0)), 3a ceaxo v € X \ M, (4.12)
d(f(x), f(y)) < a(z,y)d(z,y), saceex,y € M, (4.13)

eoe je az,y) = a(d(z,y)) € F| (suoemu oepunuyujy 4.4). Taoda npecruxasarve f uma
jeouncmeery uxcHy mauxy.

Hokas. TlpernocraBumo 1a je f(xg) # xo u nepuHuimmo Hu3 (x,,) ca
Ty = f"(xg), n=12,....
Kopucrehu (4.12), kao y nokasy Teopeme 4.5, umamo
d(Tp, Tpe1) < d(xo, 1), n=1,2,..., (4.14)

ux, € M, 3a cBako n, mTo HaM oMoryhaBa na y HacTaBKy mnpumeHumo (4.13).
[Tokazahemo na je uu3 (x,,) orpanudeH, a 3atum jaa je Kommjes. U3 (4.13) u nedunnrmje
Hu3a (x,,), mobujamo

(w1, 2n1) = d(f (o), f(2n)) < ald(zo, 2n)) d(wo, 2n), (4.15)
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a MPUMEHOM HEjeTHaKOCTH TPOyIVIa Ha JIAaHAI[ Ta4aka Lo, T1, Tpi1, Ln, AMAMO
d(zo, xn) < d(xo, 1) + d(x1, Tpg1) + d(Tn, Tpi1)-
[Ipema Tome, u3 (4.14) u (4.15) cnenu
d(zo, zn) < d(zo, 1) + a(d(zo, xn)) d(zo, ) + d(z0, 21).
[IpebanmBameM cpenmer YwiaHa Ha JIEBY CTpaHy J100ujamMmo
[1 — a(d(xy, xn))] d(xg, x,) < 2d(zg,21).
Axo 3a mpou3BosbHO dy > 0 Baxu d(xg, T,) > dy, 13 MOHOTOHOCTH (DYHKIIH]E (v, CIICITH
a(d(xo, z,)) < aldy).
Opnarnie no6ujamo

2d($07$1) < Qd(%,%)

1— ald(zo,7,) = 1—aldy) ¢

d(xg,x,) <

Jlaxie, (z,,) je OrpaHUYeH jep CBU YWIAHOBH HHU3a (x,,) npunanajy tontu Br(xg), Tae je
R = max{d,,C'}.
Hexka je p > 0 mpousBosean npuponan 6poj. 13 (4.13) u orpannyeHoCTH criean

d(xna anrp) = d(f($n71)> f(anrpfl))

S a<xn—1a mn-l—p—l) d(l‘n—la xn—&-p—l) S v

n—1

< d(wo, x) H Tk, Tiptp)
k=0
n—1

<R H (T, Thtp)-

k=0

[Toxasahemo na je Hu3 (z,),eny Kommje. Kaxo je vus (d(z,,,4p,)) HepacTyhn,
JIOBOJHHO j€ JI0Ka3aTH Jia 3a cBako € > () moctoju mpupoaan 6poj /N, Koju 3aBUCH CaMO OJT
€, TaKo Jia 3a cBako p > () Baxu

d(zn,TNyp) < €.

Hexa je ¢ > 0 nmpousBosbHO. Ako 3a Heko k € {0,1,...,n — 1} Baxu d(zg, Tryp) > €,
taga u3 (4.13), 30or MoHOTOHOCTH QYHKITH]E (v, JOOHjaMO

(@, Tptp) = (d(@p, Titp)) < ale).
Jlakiie, cBaku (pakTop y MpOHU3BOLY MOXKE OUTH OrpaHHueH ca «(¢), ma 106mjamMmo
A(@n, Tusy) < Rla(e)]"

ITomrro je a(e) < 1, 3akspyuyjemo aa [ (e)]” — 0 kama n — 00, Ma MOCTOjH NPUPOIAH
0poj N, Koju HE 3aBUCH Of] p, TAKO Ja je

d(zn,Tnyp) <&, 3acBaxop > 0.

ITpema Tome, Hu3 (x,,) je Kommjes.
N3 xommerHoctn Merpudkor mpocropa (X, d), mocroju v € X TakBO na
u = lim,,_, . U3 nHenpexuanoctu pynxuuje f cnemu na f(z,) — f(u) kagan — oo.
I[Towrro je z,+1 = f(x,), nobujamo xaa je f(u) = u.
O
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CrnenwnjanHo, ako je M = X, nobujamo cneachy nmocienuiry.

Mocaenuua 4.8. [28] Heka je (X, d) xomnieman mempuuku npocmop u Heka 3a C8aKo
x,y € X eadxcu

d(f(x), f(y)) < alz,y)d(z,y),

20e je a(x,y) € Fy. Taoda npecnuxasarve [ uma jeduncmeeny uKCHy mauxy.

Hanomena 4.9. Tlperxonna mocnenuua u Teopema 4.7 mNpencTaBibajy yONIITEHE
banaxoBe Teopeme 0 PUKCHO]J TAUKH.

4.3 Heauneapue kourpakuuje bojaa u Bonra

Y oBoM oziesbKy usnoxkuhemo Heke pesynrare bojaa* u Bonra®, o6jaBibene 1969.
ronuHe. Y paay [5] ayropu cy npoyuyaBaiu (PUKCHE Tauke MpecIrKaBama Ae(GUHUCAHUX
Ha ciaenehu HaunH.

Heka je (X, d) merpuuku mpoctop, ciuky ¢yHkuuje d o3HauaBahemo ca P, mok he
HEHO 3aTBOper-e OuTH 03HadeHo ca P. Tlpema Tome, P = {d(z,y) : 7,y € X }.

Nepunnuuja 4.10. Heka je (X, d) merpuuku npoctop. 3a mpecinukasame f : X — X
KOj€ 3a/10BOJbaBa HEjETHAKOCT

d(f(x), fy)) < ¥(d(x,y)), 3acBex,y € X, (4.16)

rae je U dyHknuja neuHrcana Ha 3aTBOPEY CIUKeE 01 d, Kaxe ce na je V-konmpakyuja.

[Tpumernmo na PakoueBa KOHTpakIMja, Koja je pasMarpaHa y IMPETXOAHOM OJIEJBKY,
npezacTaBiba nocedan ciyyaj W-koHTpakIuje Kaaa je

T(t) = a(t)t,

npu yemy je « onanajyha dyskmuja 3a kojy Baku «(t) < 1 3a cBako t > (0. Pakou je
M0Ka3a0 J1a MpeclIMKaBame Koje 3a10B0JbaBa ycioB (4.16) y TOM city4ajy uMa je IMHCTBEHY
¢ukcHy Tauky. Takole, MOke ce IMmoKa3aTu J1a UCTH 3aKJbydak baHaxoBe Teopeme BaKu U
3a U(t) = a(t)t, kanma je dynkimja o pactyha u 3agoBosbaBa ycinoB a(t) < 13at > 0.

bojn u BoHr cy oBaj pe3yirar JOJAaTHO YOMIITHJIM TTOKA3aBIIM Ja j€ JTOBOJHHO
npernocraBuTh Aa GyHknuja ¥ 3a10B0JbaBa ycioB

U(t) <t, 3at>0,

¥ J1a je 07103r0 MOJyHENPeKHIHa ¢ AecHe cTpane. llltaBuiie, ako je mpoCTop METPUUKH
KOHBEKCaH, YCJIOB MOJYHENPEKUAHOCTH QyHKIHje VU HHje HEOMXOIaH.

IToacerumo ce na je pynkmmja ¢ : X — E, E C R, 000320 nonynenpexuona ca oecre
cmpane y mauku to € X axo 3a caku Hu3 (1,) C X Koju ce nmpubImKaBa Tadku to ca
HBEHE JIECHE CTPaHe, OQHOCHO &), — to™ Kama n — 0o, cuenu

limsup ¢ (t,) < ¢(to).

n—oo

Oyukuuja ¢ : X — E, E C R Ha3uBa ce 000320 nonyHenpekuona ¢ oeche cmpame Ha
ckyny X ako je 0103ro MoJyHENPEeKUIHA ¢ IeCHE cTpaHe PyHKIMja y cBakoj Tauku t € X.

“enrn. David William Boyd (pohjen 1941)
Senrn. James Sai-Wing Wong (1940-2025)
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Teopema 4.11. [5] [lam je komnareman mempuyku npocmop (X, d). Axo je npecnuxasarve
[+ X — X W—koumpakyuja, 20e je ¥ : P — [0, 00) 000320 nonynenpexuona ca decne
cmpane gyukyuja na ckyny P, u 3a006omasa ycnos

U(t) <t, 3aceaxotc P\ {0},
maoa npeciukasare [ uma jeOuncmeeny QUKCHy mauky o u 6axicu
f"(x) = xy, m — 00, 3aceaxo xr € X.

Jloxas. Hexka je v € X, nocmarpajmo Hu3 urepauuja z, f(x), f%(z),... depunummmo
HU3 KOjU TIPEJICTaBJba pacTojama u3Mel)y 1Be y3acTomHe urepaiuje

cn = d(f"(x), " Hx)), n=12,... (4.17)
Ha ocnoBy ycioBa (4.16) u untbenuie na je V(¢) < ¢ 3a cako t > 0, mobujamo

Cnt1 = d(f”“(@a f(x))
< W(d(f"(x), (@)
= U(cy)
< cp.

[Momro je HU3 (c,) MOHOTOHO omagajyhu W OJO310 OrpaHHYEH HYIOM, OH je

koHBeprenrad. Heka je lim ¢, = ¢ > 0. [lokazahemo na je ¢ = 0.
n—oo

[pernocraBumo cympotHo aa je ¢ > 0, tama je ¥(c) < c¢. U3 HejequakocTu
Cne1 < VY(c,), mpenackoM Ha TOPEHY I'PAHUYHY BPEAHOCT, a 3aTHM KopulnhemeMm
ocobuna dynkuuje ¥ nodujamo

¢ <limsup ¥(c,) < ¥(c) < ¢,

n—oo
ITO je KoHTpaaukuuja. [akne, mopa outu ¢ = 0.

[Mokazahemo naa je (f™(z))neny Komujes Hus 3a ceako x € X. Tama he rpaHudHa
BPEAHOCT OBOT HH3a OUTH jeIMHCTBEHA (DMKCHA Tavyka pecinkaBama f. [IpeTnocraBumMo
cymnpotHo aa uu3 (f"(x)) uuje Komujes. Tama moctoju € > (0 U HU30BH MPUPOIAHUX
opojesa (m(k)) u (n(k)) taxsu na je m(k) > n(k) > k u na Baxu

dp = d(f™ (@), f* P (2) > e, k=1,2,... (4.18)
MoxeMo NpeTnoCTaBUTH Ja je
d(f™ PN (z), f1P(2)) <,

tako mTo hemo m3abparun m(k) kao Hajmamu uHAEKC Behu om n(k) 3a KojU Baxu
d(fm®) (x), fr®)(2)) > e. U3 (4.17), npUMeHOM HejeTHAKOCTH TPOYINA U KopUIIhemeM
m36opa unaekca m(k) nobujamo

dp = d(f™ P (x), f**)(2))
< d(f™ M (x), frO N @) + d(mP (@), 1P ()
< Cm(k) +¢€
< ¢k + €.
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Kako je m(k) > k, nocnenmy HejeAHAKOCT 00HjaMO M3 MOHOTOHOCTH HU3a (¢y, ).
Uze < d,mc, — 0cnemu dy, — 1, kana k — oo. Kaxo je

dy < d(f™(x), frO (@) + d(fEH (), O (@)
+d(frOH (@), 10 (2)

< 205, + W(d(f" M (@), f*P(2)))

= 2¢, + U(dy),
1 ¥ 0710310 MOJIyHENPEKMIHA C JIIECHE CTPAHE, Kaja MyCTUMO aa k — 0o 100ujamMo

e < U(e),
IITO je KOHTpaauKImja, jep 3a € > 0 Baxu V(e) < e. Crora je uu3 (f"(z)) Kommujes.
W3 KOMILIETHOCTH METPUUKOT TipocTopa (X, d) ciemu 1a moctoju tauka ro € X T..
f"(z) — o, Kaman — oo.

[Tomro je f KOHTPAaKTHBHO MPECIHMKABAKE, OHO je HENPEKUIHO, Ma U3 TOCIEAHE
KoHBepreHuuje cienu f(xrg) = xq. dakie, zo je pukcHa Tauka npecirKaBama [, a lbeHa

JEIMHCTBEHOCT CJIEJM U3 KOHTPAKTUBHOCTH MPECIINKaBama [ .
]

Crnenehu mpumep mokaszyje KOJMKO je€ BaXKHO JIa C€ YCJIOB O IMOJTYHENPEKUIHOCTH
¢ynkuuje U He m30cTaBy, jep Taga Teopema 4.11, y onmrem ciry4dajy, He MOpa J1a BaKH.

Ipumep 4.12. Hexa je X = {z, = nv2 +2" : n = 0,41,42,...} ca MeTpuKoMm
d(z,y) = |z — y|. X je 3aTBOpeH MOACKYII CKyIa peaiHux Opojesa, ra je CaMUM THM U
komiuieraH. [lokasahemo na 3a cBako Henyna p € P = {d(z,y) : z,y € X}, nocroju
jenuHcTBeH Hap (T, T,,) TAKaB Jaa je

b= d(l’n, xm)'

[IpeTrnocraBuMo n1a 3a Heke 1iene Opojese j, k, m,n, npu 4emy je j > kum > n,
BaXKH
d(z;, ) = d(zp, ).

Tanma nobujamo .
—(m—n—j+kV2=2 —2F_9m 4" (4.19)

[Tomrro je neBa cTpana jeqHakocTH (4.19) upanuonanad 6poj WK jeJHaKa HYJIH, JIOK je
JIECHA CTpaHa palioHajiaH 0poj, cieau 1a o0e cTpaHe Mopajy OuTH jeqHake Hynu. Jlaxie,
3am—n=j — k= sBaxu

2n+s - 2n — 2k+s - 2]&"

uITo je Moryhe jeauHo ako je n = k, otyna je u m = j. [Ipumerumo na 3a cBako n € Z
BaXU Ty 41 > Ty, WITO CIEAU U3:

Tpgl — Tp = ((n +1)V2 + 2"“) — (m/ﬁ—i— 2”)
= (n4+1)V2—nv2+ (2m+t —2m)
—V24+2"(2-1)
=V2+2"

> 0.
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VBenumo cana mpecnukaBatbe [ : X — X pedwunucano ca f(x,) = x, 1, Ka0 u
¢oyukimjy ¥ : P — [0, 00) nepunucany ca

U(p) = |Tp_1— Tm_1|, aK0 je p = |z, — T,
U(p)=0,3apc P\P
IToxaxxumo JaCy TajJa UCITYEbCHU CBU YCIIOBU IIPETXOAHEC TCOPEME, OCHUM IMOJTYHCITPEKUIHOCTH.
1. U(t)<t, VteP\{0}

3at € P, no nepununmju ckyna P, nmocroje uHIEKCH m,n € 7 TakBU 1A je t =
|z, — 2,,,|. Hexka je 6e3 ymamerma ommuroctd n > m. Kako je Hu3 (Z,,),ez CTPOTO
pactyhu, Baxxku

t=x,— Tm
= (n—m)V2+2"— 2™
C npyre ctpane, no nepununuju pynkuuje ¥ u kako jen — 1 > m — 1, nobujamo
U(t) =Tp_1 — Tim_1
= ((n — V2 + 2"*1) — ((m —1)V2 + 2m’1)
=(n—m)V2+2"t —2m L

Crora je
t—W(t)=(2"—2m) — (2" —2m)
— <2n o 2n—1) _ (2m _ 2m—1)
— 2n—1 . 2m—1

> 0.

3at € P\ P, no nepunnimju pynkuuje ¥ Baku
U(t)=0<t.
2. d(f(x), f(y)) = W(d(z,y))

Heka cy x,y € X. Tanma nocroje m,n € Z TakBU Ja jJ€ & = T, U Y = Lp,. L0
nepuHUIMjU IpecnrkaBama f 1 Gpyaknuje ¥ godujamo

d(f(x), () = [en1 = ma| = U(|zn — 2n]) = V(d(z,y)).

3. Tlokaxumo na dyHkuuja U HHje MOIYHENPEKUIHA 3/[CCHA y TauKH /2. Tlomro je
V2 € P\ P, o nedunummju npommpemsa dyakmmje ¥ Baxu V(1/2) = 0.
ITocmatpajmo HU3 eneMeHaTa U3 ckyna P aar ca

bty =|t_py1 —x_pn|, neN

Kako je t,, = V2 4 27", umamo t,, — \/§+, Kajga n — oo.

Mehyrum, no pedunuuuju pyaxiuje ¥ umamo ¥(t,) = /2 + 27", onakne
lim U(t,) = /2. 3aro je
n—oo

limsup ¥ (t) > 0 = ¥(v/2).
t—s/27"
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Jlaxiie, Ha KOMIUIETHOM MeTpr4koM poctopy (X, d) umamo mpecnukaBame f : X — X
3a koje Baxku d(f(z), f(y)) = ¥(d(z,y)), npu uemy je ¥ (t) < t,t € P\ {0}.
Melytum, npecinukaBame [ HemMa QUKCHY Tauky, jep je Hu3 (,,),ecz cTporo pactyhu.
OBHM je MmoKa3aHo J1a ce YCJIOB MOJMyHENPEeKUIHOCTH 3aecHa pyHkuuje W, y Teopemu
4.11 He MOXKE N30CTaBUTH.
Hapenu npumep uiycTpyije 3Hadaj yenosa W(t) < t,3acakot € P\{0}. Haume, ako
ZI03BOJIUMO J[a CE CaMo y jeqHoj Tauku noduje jennaxkoct V(ty) = to, 3akipyyak Teopeme
4.11 Bumie He Mopa /1a BaXkH.

IIpumep 4.13. Heka je X = (—oo, —1] U[1, 00) ca yoOuuajeHOM METPUKOM
d(l’,y):|l‘—y|, m»?JGX-

Jlebunummmo npeciankaBama fi, fo : X — X ca

1
L ez,
f1<x): r—1
<1
2 b :L‘— b)

fo(z) = = fi(z).

Hexka je pynkuuja W nedunucana ca

t

5 t <2,
\Ij(t)_ t

5—1—1, t> 2.

[Mokaxxumo na tama f1 u fo 3amoBosbaBajy ycnos d(f(x), f(y)) < W(d(z,y)). 3a
NpeCcinKaBame fi pa3Marpamo JBa ciiydaja. Ako ¢y ,y > 1w x,y < —1, oHIa Baxu

A2, 1(9) = 5 dlary) < ().

Ao je 6e3 ymamema onmroctu, © > 1,ay < —1, onna je d(x,y) > 2, ma nobujamo

Af@). Fily) = 5w~y +2) = S dlwy) +1 = W(d(z,y)).

Kako je
d(f2(x), f2(y)) = | = fi(z) + fi(y)] = d(fi(2), fr(v)),

¥ TIPECIINKaBame fo 3a10BOJbaBa UCTH yCIIOB.
Jlako ce mpoBepaBa na ¢yHkiuja WU 3amoBosbaBa cBe ycioe Teopeme 4.11 ocum
mto je W(2) = 2. Ocraje Aa HCOHMTAMO J1a JIK Y TOM CIIy4ajy BaXkd 3aKJby4aK TEOpeMe.
PemaBamem jennaunne fi(x) = x 1o6uja ce qa mpecaukaBame f; nMa J1Be GUKCHE TaukKe,
Tto cy —1, 1. C nmpyre ctpane, ako 6u x Owia ¢pUKCHA Tauka MpeciuKaBama fo, OH/IA 3a
x > 1 gobujamo
r+1
5=

z,

omakie cnen x = —3 ¢ X.

3a xr < —1 gobujamo
1
—5(33 - 1) =z,
OJaKJIE CIENN T = %, mrTo, Takohe, Huje enement ckyna X . [Ipema Tome, mpecnnKaBame

f2 HEMa uKCHHX Tadaka.
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VY HacTaBKy pa3marpamMo KOMIUJIETHE METPUUYKM KOHBEKCHe mpocrtope. Cneneha
JeMa MoKa3yje Jia ce yCIOB O/03r0 MOJTYHENPEeKHIHOCTH ca JAECHE CTpaHe Ao0uja u3
camMe CTPYKType IpOCTopa, Ma ce y HapeaHO] TEOPeMH OH HE 3aXTeBa Kao MmoceOHa
MPETIOCTaBKA.

Jlema 4.14. [18] Jam je xomnneman mempuuku npocmop (X, d) xoju je mempuuru
Kousekcan u npeciuxagaroe f : X — X koje 3a0060.ma6a ycnog

d(f(x), fy)) < Md(z,y), =,y€X, (4.20)

3a Hexy koncmanmy M < oo.
Hepunuwumo gynxyujy ¢ : [0,0) — [0,0] ca

¢(t) = sup{d(f(z), f(y)) : w,y € X, d(x,y) =t }.
Taoa,
(a) Axojes > 0,t>0us+t <b onoa eadxcu
¢(s +1) < ¢(s) + ¢(1),
00HOCHO, @ je cybadumusHa QyHKyuja.
(6) Dyuryuja ¢ je 000320 norynenpekudna ca decre cmpane gynxyuja na [0, b).

Hokas. (a) Hekacy x,y € X takeu na je d(x,y) = s + t. ITomro je mpocTop METPHIKU
KOHBEKCaH, OCTOj! Tauka 2 € X TaKsa Jia BaXu

dz,z)=s u d(z,y) =t
[Ipumenom HejenHakocTH Tpoyria u AehuHunrje GyHkumje ¢ 106ujamo

d(f(x), f(y)) < d(f(z), f(2) +d(f(2), f(y))
< é(s) + o(t).

Kako oBa HejeIHAKOCT BaXKH 3a CBAKH Tap Tavaka r,y € X 3a koju je d(x,y) = s+,
y3UMamkEeM CylpeMyMa Mo CBUM TaKBUM MapoBHMa J00HjaMO

d(s +1) < o(s) + o).

(6) Hexa je to € [0,b) npousBosbHO 1 ty < t < b. U3 cybaauTuBHOCTH QYHKIHjE ¢
cleu

(1)

P((t —to) +to)
o(t —to) + ¢(to)
M(t —to) + ¢(to).

IA A

IIpema ToMme,
limsup ¢(t) < ¢(to),

t—tot

nakiie, GyHKIHja ¢ je 0I03ro MOTyHENPEKH/IHA ca JeCHe cTpaHe Ha uHTepsaiy [0, D).
]
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Teopema 4.15. [18] Jam je xomnieman mempuuxu npocmop (X, d) koju je mempuuxu
Kousexcan. Heka npecnukasare f : X — X 3a006omasa ycnos (4.16) u nexka 3a U :
P — [0, 00) 6ascu U(t) < t 3a ceaxot € P\ {0}.

Taoa, | uma jeouncmeeny ¢ukcry mauxy xo u f"(xr) — o 3a cearxo x € X.

Hoxkas. Jledununmmo dyakimjy ¢ : [0,b) — [0, b] Ha ucTn Haunn kao y Jlemu 4.14:

o(t) = sup{d(f(x), f(y)) : w,y € X, d(z,y) = t}.
W3 ycnona (4.16) cnenu na je
o(t) < U(t), 3acsako t € [0,D).

V cnyuajy kama je P = [0,b], b < oo, nogepunumemo ¢(b) = W(b). Tama 3a cBako
x,y € X Baxu

d(f(z), f(y)) < ¢(d(z,y)). (4.21)

IMorrro je
J o(t) <W(t) <t, teP\{0},

cienu na je ycnoB (4.20) ucnymen 3a M = 1. TIpema Jlemu 4.14, pynkuja ¢ je omo3ro
MOJIyHETIPEKUIHA ca JecHe ctpaHe (yHkiuja Ha untepsany [0, b). IIpumenom Teopeme
4.11 na npecnukaBame f, mpu yemy ce ymecro pynkmuje ¥V y3uma pyHKuuja ¢, noduja
ce ma f uMma jeauHcTBeHY (GDHKCHY TauKy o ¥ Ja 3a cBako © € X Baxu [(x) — .

]

4.4 Meup—Kuieposa teopema

Menp® u Kunep’ cy 1969. roguse 101U 10 3HA4ajHOT PE3yNITaTa y TEOpHjU (PUKCHE
Tayke, TAaKo IITO Cy MOKAa3alH Ja 3ak/bydyak baHaxoBe TeopeMe BaXKH 3a IIUpY Kiacy
KOHTPAKIIHja, KOjy Ae(PUHHUIIIEMO Y HACTaBKy [26].

Hedununuja 4.16. Hexa je (X, d) merpuuku npocrop. Oyukimja f : X — X Hazusa
ce cnabo yHupopmMHO cmpoz2o KOHMpAaKmueHo npeciuxasare, unun Meup—Kuneposa
koHTpakuuja (MK konmpaxyuja), ako 3a cBako £ > (0, mocroju 0 > 0 tako na Vo, y € X

e <d(z,y) <e+0 = d(f(z), f(y)) <e. (4.22)

Teopema 4.17. [26] Hexa je na xomniemuom mempuukom npocmopy (X, d) damo
npeciuxasare je [ : X — X. Axo 3a céaxo € > 0 nocmoju §(g) > 0 mako da

e <d(z,y) <e+d = d(f(x), f(y) <e. (4.23)

Taoa npecnukasarve f uma jeouncmeeny gpuxcny mauxy x*. IllImasuwe, 3a céaxy nouvemuy
mayky x € X eaxcu
lim f"(z) = ", (4.24)

n—o0

Senrt. Amram Meir (1929-2019)
Tenrn. Emmett Brown Keeler (pohen 1941.)
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Joxkaz. Hajnpe npumeTnMo 11a je f KOHTPaKTUBHO MPECIHKABAE, OTHOCHO

r#y = d(f(v), f(y)) <d(z,y). (4.25)

Bamncra, 3a x # y, d(x,y) = € > 0, a ycnos (4.23) maje d(f(x), f(y)) < d(x,y).
U3 (4.25) cnenu na je f HEMPEKUAHO U Ja MOKE UMaTH HajBUIIE jeAHY (PUKCHY TauKy.
3aro je JOBOJBHO TOKazarH Ja je 3a cBako v € X Hu3 (f"(x))neny Kommje Hus.
Haunwme, momro je (X, d) xommieran metpuuku npocrop, cBaku KommjeB Hus (f"(x))
he koHBepruparu ka Hekoj Tauku x*(x) € X. HempekuaHOoCT npecinkaBama f Tajaa aaje

f(a) = f(lim f"(x)) = lim " () = o,

n—o0 n—o0

[Tpema Tome, =* he OutH jeqMHCTBEHA (PUKCHA TadKa MpeCIrKaBama f.

Ocraje HaM joII Ja moKaxeMo 1a je 3a cako x € X Hus urepauja (f"(z)) = (z,)
KommmjeB uu3. Hekaje x € X uc, = d(x,, Tpy1), n = 1,2,.... U3 (4.25) cienu na je
uu3 (¢, ) MoHOTOHO onanajyhu. Kako je Hu3 (c,,) je orpaHudeH 0103710, 3HAMO OHJIA U J1a
je kouBeprenTaH. [IpernocraBumo ja je

lim ¢, =¢ > 0.
n—oo

Opnatne cnenn aa mocroju m € N Tako Aa Baxu c¢,, < ¢ + d. C apyre crpane, u3
MOHOTOHOCTH HHU3a (¢,,) cinenu € < ¢, Ta HaM ycioB (4.23) naje cnenehy HejenHakoCT

Cm41 = d(f(*rm)7 f(xm-l—l)) <g,

IIITO je y CyMPOTHOCTH Ca THM JIa je € TPaHIYHa BPSIAHOCT HU3a (¢, ). Jakie, lim cn =0.
n—oo

I[permocTaBuMO CyIpOTHO, Aa noctoju © € X T.A. Hu3 utepaunja (x,) = (f"(z))
Hyuje Kommje. Tanga mocroju 6poj 2¢ > 0 TakaB ga 3a cBako my € N 1mocToje UHIEKCH
m,n > myg 3a KOje BaxH

d(xpm, xn) > 2¢.

[Ipema ycnoBy (4.23), 3a Tako u3abpano € > 0 moctoju o > (0 Tako jaa u3
e<d(x,y) <e+d
crenu

d(f(z), f(y)) <e. (4.26)

JacHo je na (4.26) Baxxu 1 ako O6poj § 3aMeHHMO MambKM Opojem ¢’ = min{J, £ }.
/

Iomro je lim,_, ¢, = 0, nocroju my € N TakaB na c,,, < 3 Tana u3 naie

MPETIIOCTaBKE MOXXEMO M3a0paTH HHACKCE M, n > My, TAKBE Aa je m < n W Aa BaXH
d(xp, x,) > 2¢.

» Tlokaszahemo cana ma nocroju uaaekc j € {m, m + 1,..., n} TakaB qa Baxun
/

€+ - < d(Tm,x;) <e+49. (4.27)

!

Hajnpe npumerumo 1a je d(z,_1,Z,) = Ch1 < iy < 3
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[omrro je d(xp,, ) > 2¢, U3 d(Zy,, Tp) < d(Tp, Tp1) + d(Tp_1, x,) cHEAN

!/

d(Xpm, Tp_1) > 26 — 3

Kako je ¢’ < e, Baxu 2¢ — %/ > e+ %6/, na 1o6ujamo

!

A(Tpp, Tpo1) > €+ 5

Heka je cana j HajMamu uHIeKC u3 ckyna {m,m + 1,...,n — 1} 3a Koju Baxu

/
d(l‘m,Ij) > e+ ?
Cana hemo mokasaru Jia 3a Tako M3a0paHM WHIEKC j BaKH M TOPEba IPAHHUIA Y
(4.27), onnocHo d(zy,, ;) < € + ¢'. IIpermocTaBUMO 12 TO HHje Ta4HO, Tj. 1a
je d(xp,x;) > €+ ¢'. Tlowro je j HajMarmM MHACKC Ca IOMEHYTOM OCOOMHOM
Clenu aa je j > m U BaXHu

!

d(Im,CCj,1> S e+ ? (428)

!
[Tpurom Baku ¢j_1 < Cpyy < 3 ra MpuMeHOM ciiefiche HejeTHaKOCTH TPOoyTiia

A( Xy, 25) < d(Xp, xj—1) + d(xj1, 25),

nobujamo
!
8 < ) < d(amay) +
OZIaKJIe CIIeTU
20’
d(;{,‘m7 (L‘j_l) >+ ?

MelhyTtum, 0BO je y KoHTpaaukiuju ca (4.28). OBUM je 10Ka3aHO J1a TOCTOjU HHICKC
J TakaB na Baxwu (4.27).

Konauno, npema ycnoBy (4.26), Baxu d(f(x,), f(x;)) < &, Tj., d(Tmi1,Tj41) < €.
Cana, u3
A(Tm, ;) < d(Tm, Tmyr) + d(Tmpr, i) + (2500, 75),

y3umajyhu y 063up na je m,j > my, a uu3 (¢, ) onanaajyhu, cnean

d(Tm, i) < o+ A(Tmg1, Tjs1) + ¢
o 5
< +et -
37 °7 3
MelyTum, oBo je y kouTpagukimju (4.27). IIpema Tome, (x,,) Mopa 6utu KorujeB Hus.
]

VY nacraBky hemo mokazaru na Meup—KunepoBa Teopema npejcTaBba YONIITEHE
banaxoBor npuHIMNa KOHTpaknuje U ExemmrajHoBe TeopeMe O (DUKCHO] Tayku. To
hemo yunHMTH Tako mTO heMo J0Ka3aTH Jja yCIOBH OBUX T€OpPEMa UMILTUIIUPA]y YCIOB
MK-xoHTpakigje, ma ce M HHUXOBU 3aKJbydlld J00Hjajy HEMOCPEIHOM MPUMEHOM
Meunp-Kunepose teopeme.
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Teopema 4.18 (banaxoB nmpuHIUT KOHTpakiuje). Hexa je Ha KOMniemHom MempuyKom
npocmopy (X, d) oamo npecaukasawe f : X — X, 3a koje nocmoju koncmanma q €
[0, 1) maxo oa 3a ceaxo x,y € X eadxcu

d(f(x), [(y)) < qd(z,y).

Taoa npecnuxasarve [ uma jeOuncmeerny oukcHy mauxy.

()

Axojee < d(z,y) < € + § onma gobujamo

d(f(z), f(y)) < qd(z,y) < q(e +0) = &.

Jokas. Jlato je ¢ > ( u Heka je

[Ipema Tome, mpecimkaBame f 3amoBosbaBa ycioB (4.23). Ilpumenom Teopeme 4.17
3aKJbydyje a f uMa jemuHCTBEeHY (DUKCHY TadKy.
[

Teopema 4.19 (ExenmrajHoBa Teopema o duxcHoj tauku). Heka je (X, d) komnaxman
mempuuku npocmop u f + X — X. Ako 3a céako x,y € X 3a xoje je x # y adxcu

d(f(x), f(y)) < d(z,y),

onoa f uma jeouncmeeny huxcmy mauxy.

Jlokas. TlpernocraBumo na ¢yskiuja f He 3amoBosbaBa ycioB (4.23). To 3Haum na
noctoju € > () TakBo Ja 3a cBako 0 > () moxkemo Hahu z,y € X ca 0coOOMHOM

e<d(xz,y)<e+d mn d(f(z), f(y) >e.

VYaumajyhu 6 = % 3an € N, nobujamo Hu30Be (7,) 1 (y,) y X Takse qa Baxun

d(@n, yn) <€+ % u o d(f(zn), f(ya)) = €

Kako je X KkoMIakTaH CKyIl, II0CTOj€ TOAHU3O0BH (Ty, ) U (Yy,, ) HU30BA (T,) ¥ (y,,) KOje
KOHBEPrupajy, peom, ka ro € X u yy € X. JacHo je 1a Taja Baku

lim d(l‘nhyn) - d(x(h ?JO) S g,

n—oo

a HempeKkuaHocT GyHKIHje [ HaM naje

lim d(f(xn), f(yn)) = d(f(x0), f(30)) = €.

n—oo

Haxne, mobujamo d(xo,yo) < d(f(zo), f(yo)), mWTO HAC AOBOAM OO KOHTPAJUKIIH]E.
[Tpema Tome, pyHkMja f 3amoBosbaBa ycioB (4.23) u nokas cienu u3 Teopeme 4.17.
O
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4.5 KananoBa, Yarepyuujea u 3ampupeckyoBa npecjinKaBamba

Kanan® je 1968. roamHe yBeo HOBHM THII KOHTPAKTUBHOI HpEC/IUKaBama. Hheros
pe3yiTar Aaje moCTOjalkbe U JeIMHCTBEHOCT (PUKCHE TauKe MpecinKaBama Koja He MOpajy
OUTH HENPEKHIHA.

Teopema 4.20 (Teopema Kanana [21]). Heka je (X, d) komnieman mempuuxu npocmop.
Aroje () < q < % u f: X — X npecruxasarve koje 3a0060.6a6a yciog

d(f(z), f(y)) < qld(z, f(z)) +d(y, f(y))] 3a ceaxo z,y € X, (4.29)

oHOa [ uma jeouncmeerny uxcry mauxy.

Jloxas. Heka je
c=inf{d(z, f(z)): x € X}. (4.30)
[Tokazahemo na je ¢ = 0. [IpernocTaBuMO CynpoTHO, aa je ¢ > 0. Kako je C(%q) >cHuc

uapumym ckyna {d(x, f(z)) : € X}, nocroju x € X TakBo ja je

c(1—q)
P

d(z, f(z)) <
[TpumeHoM ycioBa (4.29) Ha map Tadaka x u f(z) mobujamo

d(f(@), f*(2)) < qld(@, f(2)) + d(f(2), [*(2))].

Opnarne ciaequ

Af (@), @) < Foodle f2) <

o je y cymporaoctu ca (4.30). Hakne, ¢ = inf{d(z, f(x)) : © € X} = 0. Oname
Cliequ J1a mocToju Hu3 (x,) y X TakaB ja je

nlglgo d(xp, f(x,)) = 0.

Cajia sxeauMo Ja mokaxemo 1a je (x,) KommjeB Hu3. 3a mpousBosbHe m,n € N,
MIPUMEHOM HEjeTHAKOCTH Tpoyria u (4.29) nobujamo

(@, Tn) < AT, (@) + d(f(Tm), f(20)) + d(f(20), 2n)
< d(@pm, f(@m)) + d(@n, [(20)) + q[d(@m, f(2m) + (@0, f(20))]
= (14 q) [d(@m, f(zm)) + d(zn, f(2,))]
JlecHa cTpaHa HejeHAKOCTH TSIKH HYIIH Kajia m, n — 00, 1a je Hus (x,, ) Kommjes. Iomro

je (X, d) koMIuieTan MeTpHYKH IPOCTOP, a HU3 (1, ) Kommjes, nocroju tauka z € X Taksa
naje lim x, = z. lajewu lim f(z,) = z cnenu u3
n—o0 n—o0

~—~~

d(f(xn),z) < d(f(x,), xn) + d(x,, z) — 0, xaga n — oo.
Jokaxumo na je f(z) = z. U3

d(z, f(2)) < d(2, f(2a)) +d(f(zn), f(2))
< d(z, f(zn)) + qld(zn, f(2n)) + d(2, [(2))]

8enrn. Rangachary Kannan (1946-2000)
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Kaja n — oo, 100HujaMo

d(z, f(2)) < qd(z, f(2)), Tj.,
(1—=q)d(z, f(2)) <0

naje d(z, f(z)) = 0. IIpema Tome, z je hUKCHA Tayka MpecauKaBama f.
Jeouncmeenocm: Heka cy u n v QukcHe Tauke npeciukaBama f. Tama 3 yciosa
(4.29) cnenu

Jakie v = v, na je (UKCHA Ta4yKa jeMHCTBEHA.
N

Hesasucuoct banaxoor (2.1) u KananoBor ycnosa (4.29) Moxe ce HIIyCTpOBAaTH
cienehum mpumepuma. IlpBu mpumep mokasyje Ta TOCTOje TpECIHKaBama Koja
3a70B0OJbaBajy KaHaHOB yciOB, aiy HHCY HENPEKWIHA, Ta He 3a10BoJbaBajy baHaxos
yCJIOB, JIOK JIPYTH MpPUMEp TOKa3yje N1a MOCTOjeé ¢—KOHTPaKIMje KOje HEe HCITyHaBajy
Kananos ycinos.

IIpumep 4.21. Hexka je X = [0, 1] u reka je npecnukaBame f : X — X nedunucano ca

0,

1

2
. 1

Hajmpe npumetnmo na f uMa Ipeku y Tauku & = 5 3amncra,

lim f(z) =

o~ (3)

4L lim f(x).

10as(2)

2

ool —

Kako u3 banaxoBor ycioBa (2.1) cnenn HEIPEKUAHOCT MPECIINKABaka, 3aKJbydyjeMO Ja
f He 3a7g0BosBaBa ycioB (2.1).
C npyre cTpane, npeciukaBame [ 3a10BosbaBa Kananos ycios (4.29) 3a g = %.
Axo je xr < % < y, oHza

7 - fl =[5 - Y < 2
JIOK je
(12— F@) +ly - f)) = 2
na je

@) = F@I < 5 (le = @)+ 1y = F)l).

CayuajeBu z,y < % nx,y > % ce MpOoBepaBajy Ha CIMYaH HAYMH.
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TIpumep 4.22. Hexka je X = [0, 1] u Heka je npecnukaBamwe f : X — X nedunncano ca
fla) =5, zef01].
3a npou3BoJbHE T,y € X BakH

7(@) ~ F)l =5~ 2 = Sl — ol

wlw

x
3

|—=

na je baHaxoB ycI/ioB 3a/10BOJbEH 38 ¢ = 3.

MehyTtum, Kanano ycioB Huje 3a10BojbeH. To youaBamo 3a x = % ny = 0. Taga ce
no6uja | f(x) — f(y)| = 5, mok je [v — f(2)| + |y — f(y)| = §, ama i 3a jeano g € [0, 3)
HE BaXHU 9

<q-.
_qg

Nl

Hanomena 4.23. KananoBa Teopema O ()MKCHOj Taukd HUje yomuTewme banaxoBor
npuHIMna koHtpaknuje. Mmak, KananoBa teopema mMa moce0aH 3Hayaj y TEOPHjH
(UKCHUX Tayaka, jep Jaje KapaKTepu3alujy KOMIJIETHOI METPUUKOT npocTopa. TauHuyje,
METPUYKHU MpocTop X je KOMIUIETaH ako U caMo ako cBako KaHaHoBo mpecinkaBame Ha
X uMa QuKCHY Tauky. 3a pas3juKy OJf TOra, HOCTOJU METPUYKH MpocTop X KOjU HHje
KOMILJIETaH, a 3a KOJU CBaKO KOHTPAKTUBHO MTPECIUKaBambe UMa (PUKCHY TAUKy.

Yarepun® je 1972. rogune gokasao ciaenehy Bapujanty Kananose TeopeMe 0 UKCHO]
Taukd, y KOjOj C€ YCIIOB KOHTPAaKTUBHOCTH 3aCHHUBA HAa YKPIITCHUM pacTOjamuMa

d(z, f(y)) md(y, f(x)).

Teopema 4.24 (YarepuujeBa teopema [7]). [am je xomnieman mempuuxku npocmop
(X,d). Hexkaje 0 < q < % u f: X — X npecruxasarve Koje 3a0080.6a6a yciog

d(f(x), f(y) < qld(z, f(y)) +d(y, f(2))], (4.31)

3a ceaxo x,y € X, maoa f uma jeouncmeeHy (uKCHy mauxy.

Hoxkasz. Heka je v € X npousBossHO. [TocMarpamo uu3 urepamuja (f"(x)).
[Ipumenom ycnosa (4.31), nobujamo

d(f"(z), fr(2)) < q[d(f" (@), [ (@) + d(f" (), £ (2))]
= qd(f"H(2), [ (@)
< d(f" @), f1(@) + d(f" (@), [ ().

[IpebannBameM MOCIEHET YIaHa Ha JIEBY CTPaHy UMaMo

(1= )d(f"(x), " (x)) < qd(f*(2), f"(2)),

1a ce y3aCTOITHOM MPUMEHOM MPETXOHE HEJeAHAKOCTH J00Mja
n n q n— n
d(f"(x), f*(2)) < 1—_qd(f ), [" (@)
q n
< (%) de s,

1—g¢q

enrn. Santi Kumar Chatterjea
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3a npousBosbHE N, r € N IpUMeHOM HEjeAHAKOCTH TPOYTIIa, U3 MPETXOIHO 100H]jeHe
OLICHE CJIeIN

n+r—1

d(f™(@), "7 (@) < Y d(ff ), [ ()

5 (L)kdw F@)

k=n 1_q

< (%q)n (1 + %q 4ot (%q)rl) d(z, f(z))

< (1%) 1osdo s,

[Momro je ﬁ < 1, cnenu na je uu3 (f"(x)) KommjeB y X. Kako je (X, d) xommeran
METPUYKH IPOCTOP, TOCTOjU TauKa z € X TakKBa Ja je

z= lim f"(x).
n—oo
[Tokaxumo 1a je z pUKCHA Tauka IpecirnkaBama f. [I[puMeHoM HejeTHaKOCTH TPOyTIia
u yciosa (4.31) nobujamo

d(z, f(2)) < d(

f"(@)) +d(f"(x), f(2)
( n

d )
d(z, f"(2)) + q[d(f" " (2), f(2)) + d(["(2), 2)].

2,
2,

IA TN

Kama n — oo, cnequ
d(z, f(2)) < qd(z, f(2)),
OJIHOCHO,

(1—4q)d(z, f(2)) <0,

a Kako je q < %, UMaMo

d(z, f(2)) =0, 1o jecr, f(z) = 2.

Jeouncmeenocm: TlpeTnocTaBUMO CYNPOTHO, Jia TIOCTOjH joII jeaHa (PUKCHA Tavka
2 e X,z # 2 Tanaje

d(z,2") = d(f(2), f(z'))
<qld(z, f(z) +d(Z, f(2))]
< 2qd(z, 7).

IMomrro je 2qg < 1, u3 (1 — 2¢q)d(z, 2') < 0, cneau d(z, z’) = 0, WTO je y KOHTPATUKIIH]U

ca npetnoctaBoM. Jlakie, (PMKCHA Tauka MpeciinKaBama f je jeMUHCTBEHA.
[

Tomune 1972, 3ampupecky'® je 06jenunno pesynrare banaxa, Kanana u Yarepyuja y
cnenehoj reopemu. [29]

YOenrn. Tudor Zamfirescu (pohen 1944.)
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Teopema 4.25 (Teopema 3ambupeckya [29]). Jam je komnieman mempuyku npocmop
(X,d). Hekaje [ : X — X npeciukasamwe 3a koje nocmoje peannu 6pojesu 0 < o < 1,
0<B8,7< % maxeu 0a je 3a ceaxo x,y € X 3a0060men 6ap jeoan 00 ciedehux ycnosa:

(21) d(f(ff), f(y)) < ad(z,y);
(22)  d(f(x), f(y)) < Bld(x, f(x)) +d(y, f(y))];
(z3)  d(f(x), f(v) < v[d(z, f(y) +d(y, f(z))].

Taoa npecruxasarve [ uma jeOuncmeerny oukcHy mauxy.

Hoxas. Heka cy z,y € X. Ilpema mpermnocraBi Teopeme, 3a map Tadaka & U Y
3a/I0BOJBbEH je Oap jenaH ox ycioBa (z1), (z2) uim (23).
Axo je (22) 3a10BOJbEHO, Ta1a UMaMO

A(f (@), fy)) < Bd(, F@) +dly, [(9))]
< {d(@, f(@) + [dly, @) + d(z, f(2)) + d(f (@), fW))] }.

Opnarrie je
(1= B)d(f(z), f(y)) < 28d(z, f(x)) + Bd(z,y),
OZTHOCHO 28 8
d(f(z), f(y)) < md(fﬂ f(x)) + md(x Y-
CI4HO, aKo je CIyHeH YCIIOB (23), TOHOBO MPUMEHOM HEjeAHAKOCTH TPOYTIa J00HjaMo
d(f(x), f(y)) < yld(z, f(y)) + d(y, f(z))]
< yld(z, f(2)) + d(f(2), f(y) + d(y,x) + d(=, f(x))]
= y[2d(z, f(2)) + d(f(2), f(y)) + d(z,y)].
[Ipema Tome,
(L =)d(f(x), f(y)) < 2yd(z, f(x)) + v d(z,y),
OJTHOCHO

2
A (). fl)) < T dle f@) + 72 dly).
C npyre cTpaHe, aKo je UCIYHEH YCIOB (21 ), OHIa BaXKH

d(f(x), f(y)) < ad(z,y).

Pangu o0jennmaBama cBa TpH CiIy4aja, yBEIUMO KOHCTAHTY

_ B
)\—maX{O{,l_ﬁ,m}.

Kakoje 0 <a<1,0< B, uy < % cienu 1a je 0 < A < 1. Tana, ako je UCITyHEH YCIIOB
(22) unu (z3), BaXn

d(f(x), [(y)) < 2Xd(z, f(2)) + Ad(z,y) (4.32)

Ha cnnyan HauwH mokasyje ce Ja, ako je UCIYEbEH YCIOB (22) WiH (23), BAXH U
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d(f(x), f(y)) <2Xd(z, f(y)) + Ad(z,y). (4.33)

VKOJIHKO je, MaK, UCIYECH YCIIOB (21 ), Taaa U3 HEjeIHAKOCTH

d(f(x), f(y)) < ad(z,y) < Ad(z,y)

HETIOCPE/IHO CIIeN Ja Bake HejenHakoctu (4.32) u (4.33).
[Tokaxkumo na mpeciukaBame [ nMa GUKCHY Tauky. Heka je xo € X mpou3BoJBHO
n3abpaHa Tauka u
xz, = f"(xg), n=0,1,2,...

[TukapoBe nTepanuje npecivkaBama f.
Axocy r = x, Uy := T, ABE CYKLIECUBHE anlpoKkcumMaryje, u3 (4.33) nobujamo

d(xn+17 xn) S A d(wna xn—l)-
MaremMaTu4koM UHIYKIM]OM I10 1 T00ujaMo
d(Tny1,2n) < N'd(21, 20).

Kaxo je 0 < A < 1, cnenu na je uu3 (z,,) Kommjes. Iomrro je (X, d) komiieran, mocToju
Tauka 2 € X TakBa Ja

z = lim z,.
n—oo

[Ipu ToMe Baxku u

nh_)ngo d(xps1,2,) = 0.

[TpumMeHOM HejeAHAaKOCTH TPOyTia U HejeqHakocTu (4.32) nobujamo

d(z, f(2)) < d(z,2p41) + d(f(zn), f(2))
< d(z,xpa1) + Nd(z,2,) + 20 d(2p, f(22)),

a Kaja ImyCTHMO 1a n — 0o, gobujamo d(z, f(z)) = 0, omHocHo f(2) = 2.
Jeouncmeenocm: Hexka cy z u 2’ pukcHe Tauke npeciukaBama f. Taia je, Ha OCHOBY
HejenHakoct (4.32),

20d(z, f(2)) + Nd(z, 2)
= \d(z, 7).

[Momrro je 0 < A\ < 1, cneau na je d(z, 2’') = 0, ogHOCHO 2 = 2.
]

Hanomena 4.26. Axo dynknuja f 3agoBosbaBa yciuoB u3 Teopeme 4.25, oHIa MHAIMIEMO
f € (Z). TocebHo, ako f 3am0BOJBaBa CaMO HEKH Of ycioBa (z;), i = 1,2,3, oHna
mumemo f € (Z;z;), i = 1,2, 3. Pasmorpumo cnezehe ycnose.

(Z') : llocroje neneratusHe GyHKuuje a, b, ¢ : X x X — [0, 00) TakBe na Baxu

sup (a(a:,y) + 2b(x,y) + QC(x,y)) <A<,
z,yeX
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IIPY YeMy je 3a CBaku map x,y € X

d(f(x), f(y) < alz,y)d(z,y) + b(x,y) (d(z, f(x) + d(y, f(y)))
+ c(z,y) (d(z, f(y) + d(y, f(x))).

(Z") : Tlocroju kouctanta h, tae je 0 < h < 1, Taksa 1a 3a cBaku nap =,y € X Baxu

d(f(2), f(y)) < hmax {d@, ), 1S + Al ) dlo, S + . 1) } |

Venosu (Z), (Z') u (Z") cy melycobHO ekBuBaIeHTHH. Y HAacTaBKy hemo mokasaru

cienche ummumkanuje

2) % (22 (2L (2)

() (2) = (2'):
Vkonuko mpecnukaBame f u x,y € X 3am0BoJbaBajy ycioB (Z;z), OHAA

neduaAIIIeMo
a(x,y) =a, b,c=0.

Axo [ 3am0BoJbaBa ycioB (Z; z3), onjia e pUHALIEMO
b(x,y) =B, a,c=0
U CITUYHO, y ciy4ajy (Z; z3), AeDHHUIIEMO

c(r,y) =7, a,b=0

(2) (Z") = (Z") : YBomumo byHKIHjY

M(z, y) = max {d(x’ ), 4. 1) : Ay /) d(z.f()) : d(y, f(x)) } |

Hexka npecnukaBame f 3ag0BosbaBa ycioB (Z'). Tama Baxku
d(f(2), f(y) < (alz,y) + 2b(x,y) + 2c(z,y)) M (2, y) < AM(2,y),
na je ycios (/") ucnymeH.

(3) (Z”) = (Z): Heka npecnukaBame f 3aq0BosbaBa ycioB (Z”). 3a cBaku map
x,y € X pazmarpamo Tpu Moryha ciydaja.

i) Akoje M(x,y) = d(z,y), onma npecnukaBame f 3a10BoJbaBa yCIoB (Z; 1)

3aa = h.
i) Ako je M(x,y) = dlw, /(z)) ;— Ay f(y))’ OHJA MpeciauKaBame [
3aJ10BOJbABA YCIIOB (Z; 25) ca f = g
d(z, f(y)) +dly, f(=))

iii) Ha kpajy, ako je M (z,y) = 5 , OHJIa TIPECINKABAbE [

3a/10BOJbaBa yCIioB (Z; z3) cay =
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4.6 hupuheBa reHepajn3oBaHa KOHTPaKIHUja

V pany [8], hupuh!! je yommrro no6po mosuare ycnose konrpakije, banaxoBy u
KanaHOBY KOHTpakI#jy, ¥ YBEO 110jaM T'eHepaln30BaHe KOHTPaKIIM]je, KOJU j& AePUHHCAO
Ha cieaehu HaYMH.

Hedununuja 4.27. Hexka je (X, d) merpuuku npocrop. IlpeciukaBawe f : X — X
Ha3UBa Ce \—2eHepalu308aHa KOHMpPAKyuja axo 3a cBako =,y € X M0CTOje HeHEraTUBHU
6pojesn (x, ), 7(z,y), 5(z, 4)  t(z, ) TaKo xa jo

sup {q(z,y) +r(z,y) +s(z,y) +2t(z,y)} = A < 1,
z,yeX

M 1a 3a CBAKO T, Y € X Baxku

d(f(z), f(y) < q(x,y)d(z,y) +r(z,y)d(z, f(z)) + s(z,y)d(y, f(y))
+ t(a,y) (d(z, f(y) + d(y, f(x)))- (4.34)

[IpumeTnMo je 11a je OBaj YCJIOB €KBMBAJICHTAH YHI-EHUIM Ja IOCTOjU KOHCTaHTa h,
0 < h < 1TakBama3zacBex,y € X BaKHU

d(f(x), f(y)) < hmaX{d(wyy% d(z, f(2)), d(y, f(y)),

(4.35)
(., f(y) + d(y. /(2)) }

2
Crnenehu npumepu nokasyjy aa ycios (4.34) 3aucTa npeacTaBba reHepain3aljy ycioBa
(2.1)u (4.29).

IIpumep 4.28. Hexkaje X = [0,2] C R u Heka je npecnukaBame f : X — X nedunucano
ca

g, 0<x <1,
fl@) =19 % l< <9
10° v
[IpecnukaBame [ 3am0BOIBABA YCIIOB (4.34) 3a
1 1 1
Q('ruy> = Ev T(I,y) = S(Zlf,y) = Z‘:a t(‘rvy) = 67

3acBe x,y € X.
Mehytum, f He 3am0BosbaBa banaxos ycnoB (2.1) Ha nenom X, jep 3a

999 1001
* = 1000 Y= 1000
A 999 1001 | 981
(@), 1) = ‘9000 N 10000’ ~ 90000’
JIOK je
d(x’y):‘999 _1001’: 2 180
1000 1000| — 1000 — 90000

Opatie ciaenu
d(f(z), f(y)) > 5d(z,y).

"epn. Jby6omup B. Rupuh (1935-2016)
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TIpumep 4.29. Hexka je X = [0,10] C R u Heka je

3
flz) = 5 TE X.
IMokaxxumo na f He 3amoBospaBa KananoB ycinoB koHTpakmuje. 3a x = Oumy = 8
KananoBa Hejennakoct uma oomuk 6 < (0 + 2), ogHocHo, ¢ > 3. Ilomro KanaHoB
ycioB 3axteBa 0 < g < %, cienu na f Huje KananoBa KoHTpakiyja.
C nmpyre ctpane, 3a

w

dley) = rle) = stwy) = tey) = 5o,
BaXu

§+i+i+2.izg<1

4 20 20 20 20
U TIpeciIMKaBame f 3a/10BoJbaBa yciioB hupuheBe renepann3oBaHe KOHTPAKIIH]jE, IIITO CE

youaBa u3 cieziehe HejeHaKoCTH

A (). S () = T d(z.y)
K S, £() + 5500, 1)

%(d(% Fy) +dly. f(2))).

+

Hedununuja 4.30. Heka je (X, d) merpuuku npoctop, f : X — X mpecnukaBame u
x € X. Ckyn

O(z; f) = {f"(x) : n € No}
Ha3uBa ce f-opbuma enemenma .
Axo je mpecnukaBame f naro, kopuctuhemo yobudajeny ozuaky O(x).

Metpuuku mpoctop (X, d) Hasusa ce f-opbumanno komnieman ako cBaku Korujes
a3 y O(z; f), 3a npousBosbHO = € X, koHBeprupa y X.

Hanomena 4.31. CBaku KOMIUIETaH METPUYKH MIPOCTOP je f-OpOUTAIIHO KOMIUIETaH, ajlu
OoOpHYTH 3aKJbyYaK y OIIITEM clydajy He Baku. Ha ocHOBy noka3a banaxose Teopeme
0 (DMKCHO] TAYKK BUJH C€ J]a HHUje HEOMXOMHO Ja 1eo mpoctop (X, d) Gyme KoMmIuIeTaH,
Beh je I0BOJbHO 3axTeBar jga cBaku KommjeB Hu3 koju mpumana opoutu O(x; f) =
{z, f(x), f*(x),...} xouBeprupay X.

Jlakiie, ycIoB KOMIUIETHOCTH MOXE CE€ 3aMEHUTH CIabujuM yCJIOBOM f-opOHTaIHe
xommuieTHocTH. OBa mzaeja omoryhasa mpommpeme pe3ynrara 0 GUKCHUM Taykama Ha
Iupe Kiace MpecianKaBama, Kao MTO Cy A-TeHepaIn30BaHe KOHTPAKIIHje, IITO j€ 1aTO Y
cnenehoj Teopemu.

Teopema 4.32 (hupuheBa teopema[8]). Hexa je f : X — X M-ecenepanusosana
Kowmpaxyuja na f-opoumanno xomniemuom mempuukom npocmopy X. Taoa,

(i) npecauxasarve [ uma jeouncmeeny puxcuy mauxy z € X

(ii) 3a ceaxo x € X, (f"(z)) = zu

n

1—A

(iii) eancu oyena d(f"(x),z) <

d(z, f(x)).
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Hoxkas. (ii) Heka je € X mpou3BoJbHO U AeUHHUIIUMO HU3 (1) ca

ro=2x, 21 = f(x0),..., p = f(xp_1) = f"(2),... neN.

Ha ocnogy ycnosa (4.34) cnenu

d(n, Tns1) = d(f(Tn-1), f(20))

< @(xp_1, Tp)d(xy_1, )
+T(xn 1, n)d(xn 17f(x7l 1))+5($n71>$n)d(xmf($n>>
+ (@ 1>$n)( (Tn-1, f(z n))"'d(xmf(xnfl)))

< @(Tn-1, 20)d(Tn-1, Tn) + 7(@Tp-1, Tp)d(Tp—1, T5)

+ S<xn717 I‘n)d($n, $n+1> + t(wnfla ‘xn)d(fxnflu anrl)-
ITpuMeHOM HEjeTHAKOCTH TPOYTIa, HMaMO
d(@p, Tps1) < (@(@n-1,T0) + 7(@n-1, 20) ) d(Tn-1, T0)

+ S(xn—la xn)d(xna xn-{—l)
+ t(xn—lu In) (d(xn—ly xn) + d(xna In+1)) .

Onartie ciaequ

Q(xn—ly xn) + T(In—la xn) + t(xn—la xn)
1—s(zp_1,2n) — t(rp_1,2,)

d(xna xn+1) S d('rnfly xn) (436)

Kaxo je f A\-reHepanu3oBaHa KOHTpakiuja u A < 1, iMaMo
q(z,y) +r(z,y) + t(z,y) + As(z,y) + At(z,y) < A
Opnariie mo6ujamMo aa 3a cBako .,y € X Baxu

q(z,y) +r(z,y) +t(r,y)

<A
1- S([E, y) - t(l’,y)
a, y komOuHanuju ca (4.36) umamo
d(mm xn+1) S )\d<xn717 xn) (437)

OBa HejeakoCT MOKa3zyje Ja c€ TIeHepajJu30BaHa KOHTPAKIMja Yy CTBapU MOXeE
mocMaTpaTy Kao KOHTpakiyja 3a oapeheHu map Tadaka. [loHaBJbameM OBOT IMOCTYIIKA,
nobujamo

d(-rnfl ) xn)

Qd(xn—Za xn—l)

d(xm xn+1>

VAN VAN VANRVAN
> >

N'd(zg, x1) = N'd(z, f(x)).

3a m > n, IPUMEHOM HejeTHAKOCTH TPOyIJia 1001jaMo

3

d(xp, xm) < d(xg, Trer)-

n

>
Il



IIpema MpeTXoHO Noka3aHoj ouenu d(xy, Try1) < Nd(z, f(z)), cnenn

Aanw,) € 3 Nod(o, f(2)) < 3 Mo, £(x)

k=n

Kako je 0 < X\ < 1, mobujamo

)\’I'L
d mny m S
(T, Tm) T x

d(zx, f(x)), (4.38)

10 jecr, (x,,) je Komujes uus y opouru O(x; f). Byayhu na je X f-opOuranno komrieran
METPHUYKH IPOCTOP, MOCTOjU 2 € X TaKo 1a je

z= lim f"(x) = lim x,.
n—oo n—oo

(i) Tokaxxumo na je z ¢ukcHa Tauka (yHKuMje f, OmMHOCHO na Baxu f(z) = z.
V Ty cBpxy mporuemyjeMo pactojambe d(f(2), f(z,)). Kako je f A-renepanm3zoBana
KOHTpaKIIKja, Ha OCHOBY (4.34) 1 HejeJHAKOCTH TPOyTJIa CIeIn

d(f(2), f(@n)) < q(z, 20)d(2,20) + 7(2,20) (A2, Tns1) + d(@ar1, £(2)))
+ 5(2,20)d(T, Toi1) + (2, 20) (d(z, pgr) + d(f(2), 20))
< Md(z,2,) + (r(z, @) + (2, 20))d(2, Tpy1)
(e, ) (@), () + 5020 20) s 7a1n)

t(z, 20) (d(f(2), f(@n)) + d(f (20), 7))
< MNd(z,zn) + Ad(z, Tpy1)
<

(T(Z Tn) + (2, xn)) (f(2), [(zn)) + Ad(n, Tpy1)
)\(d(z Tn) + d(2, Tnt1) + d(Ty, xn-&-l)) +Ad(f(2), f(xn))-
Oryna \
AU, F@) € 2 (Aerm) +derin) + drnzen)). @39

IMowro d(z,z,) — 0ud(x,, xpe1) — 0, man

d(f(2), f(xn)) =0

¥ 3aTO BaKu cieneha jeqHaKoCT Koja HaM Kaske J1a je 2 3aucTa (pMKCcHa Tauyka pyHKuuje f,

f(z) = 11_)m f(xn)—hm:cnﬂ_z

Jeouncmeenocm: TlpernocraBumo na je u € X Takohe gukcHa Tauka GpyHkuuje f,
omHocHO 1a je f(u) = u. Tama, mpema ycioBy (4.34), umamo

d(z,u) = d(f(2), f(u))
< q(z,u)d(z,u),

10 ject, (1 — q(z,u))d(z,u) < 0. IIpema ToMe, 2 = u, YUME je JOKA3aHA jeANHCTBEHOCT
(bUKCHE Tauke.

(ii1) cnenu u3 (4.38) kama mycTUMoO 1a m — oQ.
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Hanomena 4.33. Ycnos (4.34) 3a reHepaau3oBaHe KOHTpaKIMje o0yxBaTa MHOTE Jpyre
KOHTpakTuBHe ycnoBe. 3aro Teopema 4.32 mma OpojHe mocneauiie, oA Kojux hemo
y HAcTaBKy HaBecTH Teopeme Koje cy ananorue Ilocmemuum 2.12 u Ilocneguum 2.15
banaxoBe Teopeme.

Teopema 4.34. [25] Heka je f : X — X npecnukasarve na f-opobumantuo xomniemmom
mempuuxom npocmopy (X, d) maxeo oa 3a nexo k € N npecruxasare f* npeocmasma -
2enepanuzoeany konmpaxyujy 3a cée v € X. Taoa umepamuenu nus (f"(x)) xoneepaupa
Kd _jeOUHCMBeHOj (PUKCHOj Mauku 2 npeciukasarsa f, npu uemy eaxcu

d(f*(x),z) < (X)"p(z, f(2)),
20eje N = N*up(z, f(z)) = max {\"d(f"(2), (@) :r=0,1,....k—1}.

Joxas. Tlpema Teopemu 4.32, MpUMereHO] Ha NpecInKaBame f*, MOCTOjU jeAMHCTBEHA
(uxcHa Tauka z € X npecnukaBama f*. [lomTo Baxu

FHf(2) = F(FH(2) = f(2),

f(2) je Takohe (ukcHa Tauka IpeciuKaBama f*. 300r jenuHcTBeHOCTH cieau f(z) =
z. Tlpema ToMme, z je GUKCHA TauKka MpeciauKaBamba f, a BeHA jJeJUHCTBEHOCT CIIEIH H3
jemMHCTBEHOCTH (DHKCHE TadyKe MpecauKaBama f .

Ocrtaje ma mokaxemo oueny 3a d(f"(z),z) 3a ceako n € N. TlpousBossHo n € N,

MOYKEMO 3aIlucaTi y 00NMuKy n = mk + r, Tae je m = [%} n 0 <r < k. Taga Baxu

fra) = [ (@) = [ (7 (),

a npema Teopemu 4.32, NpUMEHEHO] Ha IIpeCMKaBame f© 1 3a nodeTHy Tauky f7(z),
nobujamo

A7 (@),2) = (™M (@), )
f (7 (@), S ()

(1 ) (fr( ) fk-l—r(x))

Kako je r — k < Om3Hamo gaje 0 < A < 1, m3 Tora ciemu A" ~F/% > 1. Oryna je

()\l/k)mk < ()\l/k)karrfk.

Crora nobujamo

d(f"(x),2) < (ANEYPHTENTLG(f7 (), f7H0 ()
= (A5 (f7 (), [ ().

Tpaxeny oneHy no6ujamo ako o3Haunmo A/ ca \' u nedunumemo pactojame

p(x, f(r)) = max {A‘ld(fr(x),f”k(a:)) r=0,1,...,k — 1} .

Cmuano Teopemu 2.15, MmoxkeMo fatu JJokanHy Bepaujy Teopeme 4.32.
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Teopema 4.35. [25] Heka je f : B — X npeciuxasarve na f-opobumantio xomniemmom
mempuurom npocmopy (X, d), 20e je B = {x € X : d(xg,x) < r}, 3a nexo xy € X u
r > 0. Ako je [ \-eenepanuzosana konmpaxyuja na B u

d(zo, f (o)) < (1= A)r, (4.40)

maoa
(i) nuz (f™ (o)) KoH8epeupa xa jeduncmeeHoj uUKCHoOj mauku z npeciukasarsa f koja
npunada B,
(ii) easicu cnedeha oyena
A(f"(z0), 2) < A",

Zaeje A= Sup:(:,yeB{Q(x7 y) + T(.I’, y) + 2t(fL’, y)}

Hoxkas. (i) Debunummmo HU3 (T, )nen HA crieqehn HauuH:

xo, T1 = f(x0), ..., Ty = ["(x0), ...

Hajnpe hemo mokazatu na x,, € B 3acBako n € N. 3an = 0 ounreaHo je na
To € B, mpermoctaBUMO caja na Xg, T, ..., T, € B. Moxemo npumenutu (4.37) 3a
n=12,...mu(438)3an =0um = m+ 1. Tana na ocHony (4.38) u (4.40) umamo

1

d($0,$m+1> < —)\d(x(b f(l’o))

T,

IN

na cienmu x,,.1 € B. Jlakme, nemna opbura

O(l’o) = {%, f(xo)a fz(xo)a .. }

ocraje y 3arBopeHoj ot B. Cana, kopuctehn ncTu moctymnak kao y nokazy Teopeme
4.32, nobujamo na je (z,) KommujeB Hu3 y B U 1a KOHBEprupa ka HeKoj Tayku z € X,
KOja je jeAMHCTBeHa (PUKCHA Tauka mpeciukaBama f. [lomTo je B 3aTBOpeHa JionTa U HU3
T, € B, cienu na v \weroBa rpaHUYHA Tavyka npuraaa B, OqHOCHO z € B.

(17) Tpaxena ouena cieau u3 Teopeme 4.32.

4.7 KapucrujeBa TeopeMa

JenHo on 3Ha4ajHUX Mpompena banaxoBor npuHIMIa KOHTpakuje je 1976. ronune
nao Kapuctu'?. OH je yBeo HOBU IPUCTYT 3aCHOBAH Ha MOCTOjamy OfroBapajyhe peanne
(dbyHKIIHjE @, Unje Olalamke TyK OpOHuTe MpecinKaBama KOHTPOJIMIIE pacTojame u3Mely
Tauke U weHe ciuke. KapucrujeBa Teopema o (PMKCHO) TAuKU JlaHAC MpEICTaBsba jelaH
071 3HAYajHUX pe3yaTara oBe OOJACTH M HAIUIA j€ MPUMEHY Y Pa3InduTUM IpobdieMuma
HeJMHeapHe aHaJIn3e, ONTHMHU3ALMje U BapyjallHOHOT padyHa.

MotuBanujy 3a KapuctujeB ycioB moxkeMo younTtH Beh ko banaxoBe KoHTpakuuje.
Hexa je (X, d) merpuuku npoctop u Heka je 7' : X — X koHTpakiuja ca JIMMmumoBom

2enrn. James V. Caristi (pohen 1950.)
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koHcTaHToM k € [0, 1). Tama 3a cBako x € X nMamo

d(z, T(z)) = ﬁd@j(@) - %d@j(@)

1 1 )
< ——d(e, T(@)) — T d(T(@), T(x)),

Axo nedunnimemo Gpyukuujy ¢ : X — [0,00) ca

no0ujamo
d(z,T(x)) < ¢(x) — ¢(T'(2)).

OBako (opMmynucaH ycioB TpeJcTaB/ba OCHOBY KapuctujeBe TeopeMe 0 (PHUKCHO]
tauku. OpwuruHanau aoka3 KapuctujeBe teopeme (nnmu Kapuctu—Kupkose, ogHOCHO
Kapuctu—Kupk—bpayBepoBe Teopeme) je IpUIHMYHO CIOXKEH, a Y JIUTepaTypH MOCTOjU
BUIIIE PA3IMYUTHX JJ0Ka3a OBOT pesyirara. Mu hemo y HactaBky HaBecTH KapuctujeBy
Teopemy, a 3aTuM Aatu hupuhes gokas ucre.

[Toncetumo ce aa je dpyukmmja ¢ : X — F, EF C R, 010310 noiyHenpekuHa y Ta9Ku
xr € X ako 3a cBaku HU3 (), U3 x, — z cneqn p(z) < liminf, . ¢(z,). OyHKIH]ja
¢ : X — FE je 010310 TOMyHENPEKHIHA HAa X aKo j€ 070310 MOJIYHENPEKHUIHA y CBAKO]
Taukn T € X.

Teopema 4.36 (KapucrujeBa teopema [6]). Heka je (X,d) xomnieman mempuuxu
npocmop u'l' : X — X. Axo nocmoju 000300 NOIYHENPeKUOHO NPeCcIUKaABarbe
¢ : X — [0,00) maxeo oa

d(z,T(z)) < ¢(x) — ¢(T(x)) 3acearo x € X, (4.41)
onoa T uma guxcry mauxy.

Jlokas. 3acBako r € X nepuHUIINMO
Plx)={y € X :d(z,y) < ¢(x) — ¢(y)} n

a(z) = inf{e(y) : y € P(x)}.
ITomrro je x € P(z), ckyn P(x) je HenpasaH, a 3a cako y € P(x) Baxu 0 < d(z,y), ma
je o(y) < ¢(z). Kako je ¢(y) > 0, cnequ
0 <a(x) < ox).

Heka je € X. Jedunummmo Hu3 (2,)neny Y X TaKo MITO y3MeMO 1 = . AKO
Cy 1,9, ..., T, Beh onpehenu, uz gepunuimje nHPUMyMa MOKEMO U3abpatu T, €
P(x,) Tako na

¢(xn+1> S Of(xn> + %

ITpema Tome, HU3 (x,,) UCIyHbaBa cieaehe yciose:

d(l‘n, :UnJrl) < ¢<$n) - ¢(mn+l)> (442)
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1
a(x,) < d(rpe1) < alz,) + - (4.43)
W13 nejennakoctu (4.42) u unmenune aa je d(x,,r,+1) > 0 cnean xa je (¢(z,))
onanajyhu Hu3 peannux 6pojeBa. Kako je ¢(x,) > 0, oBaj HU3 je OrpaHUYEH OH0310,

ma moctoju « > () TakBO J1a
lim ¢(z,) = a. (4.44)

n—o0

[Topen Tora, u3 (4.43) cnenu

1
P(Tpt1) — n < az,) < ¢(Tnta),
na IpesiackoM Ha TPaHUYHY BPEIHOCT 100HMjamMo

lim a(z,) = a. (4.45)

n—0o0

IMokaxxumo cana 1a je (x,) Kommje uu3. Heka je k € N. Ilpema (4.44), mocroju
Ny, € N Taxo 1a 3a cBako n > Ny, Baxu ¢(z,) < o + 1. Kako je vus (¢(z,)) onaxajyhu,
sam >n > Ny umamo o < ¢(z,,) < ¢(z,) < a + 1, onakie cienu

é(xn) — o(zn) < % 3a cBako m > n > Nj. (4.46)

C nmpyre cTpaHe, IpIMEHOM HEJeTHAKOCTH Tpoyria u (4.42) nobujamo

m—1
d(xnaxm) S d(x&xs—l—l)
ot
< (@) = 6(za11))

U3 (4.46) 3a cBako m > n > Nj Baxu

1
o
Kaxo oBo Baxwu 3a cBako k € N, vu3 (z,) je Kommjes. Ilomro je (X, d) kommieran

METPHYKH MPOCTOP, MOCTOjH 2 € X Ka KojeM (z,,) KOHBEeprupa.
[IpeocTaje jour ga ce mokaxke 1a je 2 (puKcHa Tayka mpeciukaBama 1.

(X, Tp) <

IIpe Tora, mokaxumo 1a je ¢(z) = «. Kako je ¢ 010310 HOTYHEHPEKUIHO
HPECIUKABARE, U3 T, — 2 CIIEIH

¢(2) < liminf ) (z,,).

C mpyre cTpaHe, W3 MPETXOTHO NOOMjeHe HejemHAKOCTH d(X,, Ty) < &(T,) —
(), 3a pukcupano n € N crequ

¢(z) < liminf¢(z,,)

m—0o0

< liminf[¢(a,) — d(@n, 7))

m—00

= ¢(zn) — d(wn, 2),
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OJHOCHO,

Ipema nedunuimju ckyna P(z,), 2 € P(z,) 3a cBako n € N, a kaxo je a(x,) =
inf{o(y) : y € P(x,)}, cnenn a(x,) < ¢(z). [Ipenackom Ha rPaHUYHY BPEIHOCT
u kopunthemeMm (4.45) nobujamo

a < ¢(2).
C npyre cTpane, U3 0103710 MOJYHEITPEKUTHOCTH pecinKaBama ¢ u (4.44) cnenu

o(z) < liminfo(z,) = a.

n—oo
I[Ipema Tome, ¢(z) = a.

Cana MmoxeMo Ja MoKa)XxeMo Ja je 2 (ukcHa Tauka npeciaukasamwa 1. U3 Kapuctujesor
ycnosa (4.41) npumerenor Ha z uMamo 1a 7'(z) € P(z). Iowro z € P(x,), 3a cBaKo
n € N npuMeHoM HejeTHaKOCTH TPOoyTiia 1001jaMo

d(wn, T(2 ))<d( ny 2
( n) = (Z) (2) ¢(T'(2))
) =

0BO 3HauM 1a je u tauka 1'(z) € P(x,) 3a cBako n € N. Crora je ¢(1(z)) > a(z,), a
IPEeackoM Ha TPaHUYHY BPETHOCT HMaMO

¢(T(2)) = a.

C npyre crpane, kopucrehu Kapuctuje ycioB (4.41) 3a Tauky 2z U HEHETaTUBHOCT
dyHrkimje pacrojama umMamo ¢(7(2)) < ¢(z). Homro je ¢(z) = «, nodujamo

¢(2) = a < ¢(T(2)) < ¢(2),
na je
¢(T'(2)) = ¢(2).

Konauno, monoBHom npumeHom KapucrtujeBor ycnoBa qo0ujamo

0<d(2,7(2)) < ¢(2) = ¢(T'(2)) =0,
na je
T(z) =z

Haxkiie, 2 je (hukcHa Tauka mpeciukaBama 1.
]

Kapucrujesa Teopema je y TecHOj Be3u ca ExenanioBuM'® BapujalimoHiM NPUHIIAIIOM,
JeIHUM O 3Ha4YajHUX pe3yiITaTa BapHjallMOHOT payyHa. Y HAcTaBKy ra gopmywuiiemo, a
1oToM hemo 1moka3ary eKBUBAJICHIIU]Y OBa J[Ba PE3y/TaTa.

3 ppann. Ivar Ekeland (pohen 1944.)
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Teopema 4.37. [18] Hexa je ¢ : X — R 000300 nonynenpekuono npeciuxasarbe Ha
komnaemuom mempuurom npocmopy (X, d). Ako je ¢ 000300 ocpanuuena gynxyuja, onoa
nocmoju z € X maxgo oa

o(z) < ¢(x) +d(z,z) 3aceaxox € X,z # 2.

Hoxkas. TlomTo je ¢ orpaHuyeHa 0103710, moctoju m € R TakBo na je ¢(x) > m 3a cBako
r € X. dedununmmo dpyuxumjy ¢ : X — [0, 00) ca

Oga ¢ynkumja je HeneratuHa. OcuM Tora, GyHKIH]A ¢ je 003110 OTYHETPEKUIHA, jep
3a CBaKW HU3 U, — U BAXH

o(u) = ¢(u) —m < liminfd(u,) — m = liminf (us, ).

n—o0 n—oo

Kopucrehu xorcTpykunjy u3 qokasa Teopeme 4.36 Ha QpyHKIH]Y (;, ca 03HaKama

P(z)={y € X : d(z,y) < ¢(z) — o(y)},

a(r) = inf{(y) : y € P(x)},

nobujamo HU3 (T,,) M Tauky z € X 3a Koje BaXH &,, — 2,
z € P(x,) 3acBakon € N,

u lim a(z,) = lim ¢(z,) = ¢(2) = a.

n—00 n—oo

[Momro z € P(z), noBosbHO je mokasatu na je P(z) = {z}. 3aucra, 3a cBako = # 2
ycioB = ¢ P(z) ekBHBaJieHTaH ca HejeqHakouhy

b(z) < ¢(z) + d(z, z),

Koja je, 1o AepuHuIMju QyHKIIH]je (Z, €KBUBAJICHTHA TPAXKEHO] HEJSTHAKOCTH 32 ¢.
[IpeTmocTaBUMO CyMpPOTHO, Jia MOCTOjJU v # z TakBo Aa je v € P(z). o nedununuju
ckyma P(z) 1 KaKo je v # z, IMaMo

0 <d(z,v) < ¢(2) = ¢(v).

Opamne crenn ¢(v) < g(z) = a.
C npyre crpane, nomro je z € P(x,), 3a cBako n € N Baxn

d(xn,v) < d(zy,, 2) —’;d(Z,/U)

g%() @a+&a—ww
-4 (v).

Tp) —
(@n) —
Haxne, v € P(x,) 3a ceako n € N. 3aro je

a(z,) < é(v) 3aceakon € N.
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[IpenackoM Ha rpaHUYHY BPEJHOCT H00HjaMo
a < o).

OBO je y KOHTPaIUKIHjH ca (Z(v) < . IIpema tome, P(z) = {z}, na Baxu

d(z,2) > ¢(2) — ¢(z) = $(2) — d(x),

3a cBako r € X, x # z. TuMme je J0Ka3 3aBpIlcH.
O

Hanomena 4.38. KapuctujeBa Teopema u EkenanHnoB BapHjallMOHU HPUHLUI CY
€KBUBAJICHTHH.

/Jokas. Teopema 4.37 = Teopema 4.36 :

[Ipema ExenannoBoM mpuHIMILY, TOCcTOju 2 € X TakBo ma ¢(z) < ¢(x) + d(z, )
3a cBako © € X, x # z. llpernocraBumo na 1'(z) # z. Taaa, OPUMEHOM MPETXOIHE
HejeqHakocTr 32 © = T'(z), mobujamo

¢(2) < o(T(2)) + d(z,T(2)),

IITO je Y KOHTpaauKIuju ca KapuctujeBum ycioBom

d(z,T(2)) < ¢(2) — o(T(2)).
Ipema Tome, T'(z) = z, ma z Mopa OUTH QUKCHA TayKa MpecarKaBama 1.

Teopema 4.36 = Teopema 4.37 :

[IpermocTaBuMO CympoTHO, na Bakum Kapuctujea Teopema, a Ja 3aKkJbydyak
ExenanmoBor BapujalimoHOT MPUHIIMIIA HUje TadaH. 1o jecT, /1a 3a cBako © € X MOCTOju
y € X,y # x, TaKBO Ja

¢(x) = oly) + d(z,y),
OJTHOCHO

d(z,y) < ¢(x) — o(y).

3a cBako x € X wm3abepuMo jeAHO TakBO y W JSHUHUIIMMO MPECINKABAE
T:X — XcaT(r) =y. Taga, T 3anoBospaBa ycio (4.41). Mehytum, no HadnHy Ha
koju je 1" nedmHUCaHO, TIpecrKaBame 1 HeMa (UKCHY TauKy, a TO j€ y CYIPOTHOCTH ca
KapucTujeBoM TeopemMoM.

ITIpema Ttome, Kapucrujea Teopema u EkenaHnoB BapHjallMOHU TNPHHIHUI CY
CKBUBAJICHTHH.

]
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3akibyuax

VY paxy cMo ce 6aBHIIIM KOHTPAKTUBHUM MpECINKaBambuMa Ha METPUYKHIM IMPOCTOPUMA
¥ JOBOJHHUM YCIIOBHMA TIOJ] KOjJHIMa Ta TpecluKaBama rnoceayjy GukcHy tauky. Hajmpe
CMO HaBEJIM OCHOBHE MTOJMOBE M pe3yJ/ITare KOju Cy OMIIM MOTPpeOHU 3a JJajhe u3Jlarame.

[Torom cMo npeacTaBuiu baHaxoB MPUHIUI KOHTPAKIMjE U JaJId YETUPH Pa3IUUNUTa
nokaza oBe Teopeme. [loceOHO CMO HMCTaKiiM HETOB KOHCTPYKTUBHHU KapakrTep, jep
Mope MOCTojamka U jeIMHCTBEHOCTH (DUKCHE Tauke, OH 00e30elyje U mocTymak meHOT
npubmkHor onpehuBama. Ilokazamm cmo ga IlukapoBe uTepanuje KOHBEprupajy ka
UCTO] (PMKCHO] Ta4KM HE3aBUCHO Of M300pa MOYETHE TAYKE M U3BEJIM OLIEHE TIPELIKE
nobujernx ampokcumaija. OBy HIEjy CMO HIyCTPOBalM TMOBE3yjyhu IBa HaW3IVIEHA
paznuuuTa npobiaema, y3acTonHa npuMeHa QyHKIUje KOCUHYC U CaKUMambe MeInjaTHIX
TPOYIJIOBA.

Kpo3 masbe nmpumepe U mocaenuiie UCTaKIA CMO YIIOTY MPETIOCTABKEe KOMILIETHOCTH
npoctopa u ga 0e3 e KOHTpakiuja He mopa umaru (ukcHy Tauky. [lopem Tora,
MOKa3aJid CMO Jla 32 MOCTOjamke JeUHCTBEHE (DMKCHE Tauke HEKOT MpeciiMKaBamba HUje
HEOTXOJTHO JIa OHO Oyjie HEMpEeKUIHO, Beh je JOBOJHHO N1a je HEeKa HheroBa WTepalldja
KOHTpakiyja. J[amu cMo JTI0BOJbAaH YCIIOB 32 MHBEPTUOMIHOCT OTPaHUYEHOT JIMHEAPHOT
oreparopa, cBo/iehu pernraBame OnepaTopcke jeTHaYnHEe Ha TPOoOieM HalaKema (UKCHE
Tauyke KOHTpPakKLHWje. 3aTuM CMO IOKa3alu JIOKaIHM oOnuk banaxoBor mpuHIMIIA,
Koju 00e30ehyje mocTojame M JeNMHCTBEHOCT (PUKCHE TauyKe Y OTBOPEHO] JIOMTHU IO
onrosapajyhum ycioBom. 3a KOHTpakiHjy Koja je neduHucaHa Ha 3aTBOPEHO] JIONTH Y
BbanaxoBoM mpocTopy mokazajil cMO J1a je T0BOJHHO J1a C€ HheH pyO Mpecinka y Ty JIONTY
Kako OM y B0j OCTOojajia jeJMHCTBeHA (PUKCHA TauKa.

Cnenehe normnasibe MOCBETUIM CMO IIpUMEeHaMa baHaxXoBOT MPHUHITUIIA KOHTPAKIIH]E.
Hajnpe cmo manm 10oBOJpHE YCIIOBE 32 KOHBEPTEHIIHM]Y TI0jeIHOCTaBJbeHOT byTHOBOT
MOCTYTIKA Ka JeAMHCTBEHO] HYIU (QyHKIHMje. 3aTHM CMO pellaBamke CHCTeMa JIMHEApPHHUX
anrebapcKuX jeJHaYMHA CBEIIM Ha Tpaxeme (PUKCHE Tauke oAroapajyher npeciukaBama.
Kopucrehu Tpu MeTpuke, n3Beiau CMO JOBOJbHE YCIIOBE 32 IMOCTOjambe U JeAMHCTBEHOCT
peliema TakBoT cucreMa y R” v Ha KOHKPETHOM MPUMEPY yKa3aiau CMO Ha 3Ha4aj u3bopa
METpHKE.

[Tpumenom banaxoBor mpuHIHMIa aoka3and cMo [IMKapoBy Teopemy O JOKaITHOM
MOCTOjalby M jeIMHCTBEHOCTU pellea MmodeTHor mnpobinema. [lotom cMo pa3smoTpuiau
nuHeapHe PpenaxonmoBe U BonTepuHe uWHTErpalHe jeAHAYMHE Jpyre BpcTe.  3a
@penxonMoBy jeHAUMHY CMO JalM JOBOJbAH YCJIOB Ha je3rpy koju obe3behyje na
onrosapajyhu mpunpyxeH omeparop Oyae KOHTpakigja, a oapehuBame KOHKPETHOT
peliemha MOCTYIKOM CYKIIECUBHUX allPOKCUMAIINja IPUKA3aJId CMO TIPUMEPOM.

[IpencraBuim cMO U OCHOBHY HJI€]y Ja ce IIeHTpalHa FpaHuYHa TeopeMa MpeiCTaBu
je3ukoM Teopuje (QuKCHe Tauke. Ha kpajy momiaBiba pasMOTPWIM CMO MHpoOIeM
MOCTOjarka TPOYIJIa ca 3a/IaTHM JIy>)KHHaAMa CUMeTpaia YHyTpalmbux yrioa. CBohemem
npoOieMa Ha HalaXeme (UKCHE Tauke U yBolermeM MOMONHHMX KOHTPAKIHMja JOKa3ajIH
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CMO /12 3a MPOU3BOJbHE TPU MO3UTHUBHE TYKHHE MOCTOjU JEAMHCTBEH TaKaB TPOYrao, 110
Ha uzometpujy. [lopen Tora, Bumenu cMo Kako ce utepairjaMa moMonHUX MpeCIrKaBamba
MOT'Y IPUOIMKHO OAPEIUTH HEroBe CTPAHUIIE.

VY mocnenmeM MOMIaBby CMO JAe(UHUCAIN KOHTPAKTUBHA MPECIUKaBama W JIajd
CMO HeKa yomnmuTema baHaxoBor mpuHIMIA KOHTpakmnuje. Hajmpe cMo mpencTaBuim
pesynrere EpemmrajHa, KOju Kake Ja je 3a IMOCTOjambe JEIMHCTBEHE (PUKCHE TauKe
KOHTPAKTHUBHOT TpeCciIuKaBama JOBOJFHO JIa TMOCTOjU Tayka 3a KOjy HHM3 HTepaluja Tor
npeciuKaBama CaApKU KOHBEPTeHTAH IMOAHU3. 3aKJbYYHJIU CMO J1a Y KOMIAKTHUM
METPUYKHM TPOCTOPHUMA CBAKO KOHTPAKTHUBHO IPECIUKABAKE IOCEAYje jeIUHCTBEHY
(UKCHY TauKy.

Jedunncamu cmo PakoueBe KOHTpakipje, y KOojuMa ce KOHCTaHTa u3 banaxoBor
yCJIOBa 3aMemhyje HEHEraTHBHOM MOHOTOHO omaaajyhoM (yHKIHjOM KOja 3aBHCH O]
pacrojama n3Mel)y Tayaka M 4Mje cy BpeIHOCTH Mame of jenaH. [lokazanu cMo aa je u
1O/l OBMM YCJOBOM Ha KOMIUIETHOM METPHUYKOM IPOCTOPY 3arapaHTOBAHO IOCTOjarbe
jeAuHCTBEeHE (PUMKCHE Tadyke. 3aTUM CMO JOII BHIIE YONIUTHIN Taj YCJIOB M IPELUId Ha
HennmHeapHe KoHTpakiuje bojna u Bonra, koa Kojux ce pactojame u3melyy ciuka onemyje
nomohy ¢dyukuje ¥, koja 3amoBosbaBa W(t) < ¢ 3at¢ > 0 U 0103r0 je MONTyHENPEKHIHA
c nmecHe ctpaHe. IIpumepuma cMO yKka3zanu Ha 3Hayaj 00e MPETIOCTAaBKE, a 3aTUM
NOKa3aJM Jla C€ Ha KOMIUIETHOM METPHUYKH KOHBEKCHOM IPOCTOPY IMPETIOCTAaBKa O
MOJTYHETIPEKUTHOCTH MOKE M30CTABUTH.

JHokazanmu cmo Meup—KunepoBy TeopeMy H TMOKa3alW J1a j€ OHa YOIIITCHE
banaxoBor mpuHuuna koHTpakuuje u EnpemmrajHoBe Teopeme 0 (PUKCHO] Tauku 3a
KOMITAaKTHE METPUYKE IIPOCTOPE.

3atum cMmo gokazanu KananoBy u YarepumjeBy TeopeMy O Er3UCTCHLUUJU H
jenuHCTBEHOCTH (UKCHE Tauke. lIpumepuma cmo mokaszanu fna cy banaxos n Kananos
YCIIOB HE3aBUCHH U Ja n3 KaHaHOBOT ycClIOBa HE Clien HETPEKUIHOCT MPECINKaBamba.
3atuM cMO JoKa3anu 3aM(HUpecKyoBy TeopeMy, Koja oljemumyje pesynartare baHaxa,
Kanana u Yarepnmja, 3axTeBajyhu 1a 3a CBaky Imap Tadaka Baku Oap jeaH Ol BbHXOBHUX
ycnosa. [lanu cMo 1 jou 1Be eKBUBaJIEHTHE (opmyrnairje 3aM(pupecKyoBOr YCIIOBa.

Hedunucamu cmo hupuheBe reHepain3oBaHE KOHTPAKIMje W TOKA3aId Jia je 3a
MOCTOjambe JeIUHCTBEHE (PUKCHE Tauke v KOHBepreH1u]y [IukapoBux urepaiyja 10BobaH
CJTa0Hju YCIIOB OJ1 KOMIUIETHOCTH, @ TO je f-OpOHuTaaIHa KOMILICTHOCT. M3Benu cMo oneHy
TpelIKe U JoKa3alu JOKallHy Bep3Ujy TeopeMe, Kao U pe3ysTar 3a MpecirKaBamba Yiju je
HeKa UTepalyja reHepaan30BaHa KOHTPAKIIH]a.

Ha kpajy cmo mokasamu KapucTtmjeBy TeopeMy M ToOKaszainw Aa cBaka banaxosa
KOHTpakKIyja 3amoBosbaBa KapuctujeB ycioB. VYkazand cMO Ha TO Jla OBa Teopema
00e36ehyje mocrojame PUKCHE Tayke, A HE M HEHY JeIUMHCTBEHOCT. [[okaszamu cmo u
exBuBasieHINjy Kapuctujese Teopeme ca ExenanioBum BapujalliOHUM MPUHIIUIIOM.
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buorpagmuja

Epna Mmeposuh pohena je 22. neuemOpa 2001. ronune
y Jparamry. OcHoBHY 1Koy ,,liBo Jlona Pubap* 3aBpmmna
je kao Hocwiam jgmmiome ,,Byk Kapagmh®, a motom
HacTaBWJa MIKoJoBake y [mMHazuju ,,JoBan JoBaHoBmh
3maj*“ y HoBom Cany. Mcte roause ynucana je UHTerpucaHe
akazeMcke cryauje Ha [IpupogHo-MaTreMaTnakoM QaKkynTeTy
Vuusepsutera y HoBom Cany, Ha CTYIUjCKOM Hporpamy
Mactep mnpodecop MaremaTuke. [Tonoxumna je cBe
UCIUTE MpenBUl)eHEe HACTaBHUM IIJJAHOM U IIPOrpamMoM
WHTETPUCAHUX CTynuja y HoBeMOpy 2025. romuue, ca
MIPOCEYHOM oLeHOM 9,96, 1 THMe cTekIa IpaBo Ha oA0paHy
MacTep paja.

TokoM CBHX TOAMHA CTyaHpama OWia je CTUICHIUCTA
MpuHucTapcTBa IPOCBETE, HAYKE M TEXHOJOLIKOI pa3Boja
u npyrux ¢GoHAaNMja, a Ha 3aBPIIHO] TOAWMHH CTyAHja
NOOUTHHMIIA je CTUMeHauje ,,Jlocuteja’.
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YHUBEP3UTET V¥V HOBOM CAlY
I[MPUPOAHO-MATEMATHUYKU GAKVIITET
KIbYYHA IOKYMEHTALIMJA UTHOOPMAILINJA

Pennu 0Opoj:
PGP

Nnentudpuxanuonu o6poj:
HUbP

Tun nokymentanuje: MoHorpadcka T0OKyMeHTaIja

A

Tun 3anuca: TekcTyalHu mITaMIaHU MaTepUjall
T3

Bpcra panga: Macrep pan
BP

AyTop: Epna Mmeposuh
AY

MenTop: n1p Henan Teodanos
ME

Hacaos paga: KonrpakTuBHa npecirkaBamba Ha METPHYKUAM IPOCTOPUMA
HP

Je3uk myosnmukanuje: Cpncku (hupunuia)
JII

Je3nk u3BOJA: CPIICKH / EHIVIECKU
JU

3eMmuba myGankoBama: Penyomka Cpouja
311

Vaxe reorpadgceko noapyuje: Bojonuna
yro

Tonnua: 2026
o

H3naBau: AyTopcKH penpuHT
n3



Mecto u aapeca: Hosu Can, Tpr Jlocuteja O6panosuha 4
MA

dusnuku onuc paga: (4/83/29/1/0/0/0) (6poj mornasiba/ Opoj cTpana/ 6poj TuTEpapHUX
nurtara/ 6poj Tabena/ 6poj ciauka/ 6poj rpaduka/ 6poj mpuiIora)
®0

Hay4na o0aact: Maremaruka
HO

Haytma AUCIHUIIJIMHA: CDYHKI_[I/IOHaJ'IHa aHaJIM3a

HA

Kibyune peum: MeTpuuku NOpoCTOp, KOHTpakiuje, (PUKCHA Tauka, KOHTPAKTUBHO
npeciukaBame, baHaxoB MPUHIUI KOHTpaKIMje, METOJ CYKIIECUBHUX allpoOKCHMallyja,
YOIIITEHA
o, YIK

YyBa ce: Y Oubmuorenu Jlemaptmana 3a marematuky u uHdopmaruky, [IpupomaHo-
mareMaTnuku dakynret, YausepsuteT y Hosom Cany
qy

BaxxHa HanmnomeHna:
BH

M3Boa: VY pagy ce pa3marpajy KOHTPAKTHBHA IMPECiIMKaBalkba Ha METPUUYKUM
IpOCTOpUMA M HHUXOBa yiora y Teopuju GpukcHuX Tayaka. HakoH yBohema OCHOBHHX
IOjMOBAa W pe3yATara O METPUYKHM IPOCTOPHMA, JETajbHO je M3JI0kKeH banaxos
NPUHIAI KOHTPAKIMje, ETOBH Pa3IMYUTU JO0KA3U, MOCIEIUIe U METO/ CYKIIECUBHUX
anpokcuManuja. 3Hayaj OBOI' IpPUHLMINA IPHKa3aH je Kpo3 NpuMeHe Ha HbyTHOB
MOCTYTIaK, CHCTEME JIMHEAPHHUX ajre0apCcKuX jeHaunHa, JudepeHIjaTHe U HHTErpaiHe
jeAHaYMHe, IEHTPAIHy TPAaHUYHY TE€OpEeMYy U T€OMETPHjCKU MPpoOsieM TpH cuMmeTpaie. Y
3aBpILHOM JIely TMpe/ICTaB/beHa Cy HeKa yOlIluTemha baHaxoBor npuHIMIIA 3aCHOBaHA Ha
Pa3NUYUTUM KOHTPAKTHBHUAM YCIOBUMA.

n3

Jdarym npuxBarama teme oa crpane HH Beha: 1.9.2026.

A1

Jdarym onopane:
a0

YnanoBu KoMHCH]e:
YK

peacennux: ap Munmuua Kuruh, Banpeanu mnpodecop IlpuponHo-maremarudykor
(dakynrera y HoBom Cany
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Ynan: np VBana BojuoBuh, Banpemanu mnpodecop IlpupogHo-maremarunykor
¢akynrera y HoBom Cany

MenTtop: np Henan TeodanoB, penoBuu mpodecop Ilpupomno-maremarnyakor
(dakynrera y HoBom Cany
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