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Uvod

Teorija polja predstavlja jednu od najznacajnijih oblasti apstraktne alge-
bre i ima vaznu ulogu u proucavanju algebarskih jednacina i teorije Galoa.
Jedan od osnovnih pojmova ove teorije jeste pojam algebarski zatvore-
nog polja. Ovakva polja imaju znac¢ajnu ulogu u teoriji polinoma, jer
omogucavaju potpuno rastavljanje svakog polinoma na linearne ¢inioce.
Za svako polje postavlja se prirodno pitanje postojanja algebarski zatvo-
renog algebarskog prosirenja koje ga sadrzi. Takvo proSirenje naziva se
algebarsko zatvorenje datog polja. Postoji vise razlic¢itih pristupa dokazu
postojanja algebarskog zatvorenja proizvoljnog polja. Jedan od njih zas-
niva se na iterativnom konstruisanju unije polja razlaganja odgovarajucih
polinoma. Cilj ovog rada jeste da se prikaze konstrukcija algebarskog
zatvorenja polja koris¢enjem koli¢nickih prstena polinoma, svojstava se-
parabilnih prosirenja i Zornove leme. U prvom poglavlju predstavljeni su
osnovni pojmovi teorije prstena i teorije polja. Najpre su uvedeni poj-
movi prstena, ideala i polja, zatim su obradena prosirenja polja i polja
razlaganja, kao i pojmovi separabilnih i savrsenih polja. Ovi rezultati
predstavljaju osnovu za razumevanje konstrukcije koja se razmatra u

nastavku rada.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi teorije
prstena i teorije polja

U ovom poglavlju uvodimo osnovne pojmove i rezultate teorije prstena
i teorije polja koji ¢e biti koris¢eni u nastavku rada. Osnovni poj-
movi i rezultati iz teorije prstena, kao i osnovna svojstva prstena po-
linoma, obradeni su prema [3, 2, 4]. Pojmovi i rezultati koji se odnose
na prosirenja polja i polja razlaganja obradeni su prema [6, 2], dok su
pojmovi i rezultati koji se odnose na savrsena polja uglavnom preuzeti iz

5, 3].

1.1 Prsteni, ideali i polja

Definicija 1.1 Prsten je algebarska struktura (R,+,-) sa dve binarne

operacije + 1 - takva da:
1. (R,+) je Abelova grupa,
2. (R,-) je polugrupa,
3. wazi zakon distributivnosti: za svako x,y,z € R
(x +y)z =22+ yz,
z(y + 2) = xy + x2.

Kazemo da je R komutativan ako je - komutativna operacija. Kazemo
da je R prsten sa jedinicom ako postoji neutralni element za mnozenje i

obelezavamo ga sa 1. Neutralni element za sabiranje obelezavamo sa 0.
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Definicija 1.2 Neprazan podskup T' prstena R je potprsten prstena R
akko je (T, |72, -|72) prsten.

Trivijalni potprsteni prstena R su sam prsten R inula prsten ({0}, +, ).
Ako je T potprsten prstena R, pisa¢emo T' < R, a ako je u pitanju pravi
potprsten, koristicemo T" < R.

Tvrdenje 1.3 Neka je R prsten i neka je S C R. Tada je S potprsten
od R ako i samo ako je S # @ i za svaka x,y € S vaZi v —y € S 1
xy € 8S.

Dokaz. Ako je S potprsten od R, onda je S zatvoren za oduzimanje i
mnozenje, pa za svaka z,y € Svazix —ye€ Sizxy € S.

Obrnuto, neka je S # @ i neka za svaka x,y € S vazi v —y € S i
xyeS. Izx—x=0sledi0e S, aiz0—x=—xsledi —x € S za svako
r € S. Zatim, za x,y € S imamo = — (—y) =z +y € S. Asocijativnost
i distributivnost ocigledno vaze. Dakle, S je potprsten od R.

(I

Tvrdenje 1.4 Neka je R prsten i neka je {R;}ier familija njegovih pot-

prstena. Tada je (,.; Ri takode potprsten od R.

iel
Dokaz. Neka je S = [),c; Ri. Posto je svaki R; potprsten, skup S je
neprazan, jer 0 € R; za svako ¢ € I, paje 0 € S. Neka su xz,y € S. Tada
za svako ¢ € [ vazi x,y € R;. Posto je R; potprsten, imamo x —y € R;
ixy € R; za svako ¢ € I. Prema tome, xt —y € Sizxy € S. Prema
kriterijumu za potprsten, S je potprsten od R. O

Definicija 1.5 Neka su dati prsteni R = (R, +,-) i S = (S,®, *). Pres-
likavanje ¢ : R — S je homomorfizam prstena R u prsten S ako i

samo ako je ispunjeno (za svako a,b € R):

pla+b) = p(a) ® p(b)

p(a-b) = p(a) * (b).

Ako je o bijektivno preslikavanje, onda je to tzomorfno preslika-
vanje prstena R na prsten S, a za prstene R 1 S kaZemo da su izomorfni,

u notaciji R = S.
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Definicija 1.6 Potprsten I prstena R je levi ideal ako za svakor € R 1
svako a € I vazi ra € I. Analogno, I je desni ideal ako za svako r € R
1 svako a € I vazi ar € I. Potprsten I je ideal ako je istovremeno levi i
desni ideal. U tom slucaju pisemo I < R 1 kaZemo da je I ideal prstena
R.

Definicija 1.7 Ideal I < R je pravi akko I # R. Ideal I < R je netri-
vijalan akko I # {0} i I # R.

Definicija 1.8 Skup svih invertibilnih elemenata prstena R oznacava se
sa R* i definise se sa

R* ={a € R|3b€ R takav da je ab = ba = 1}.
Tvrdenje 1.9 Ideal I prstena sa jedinicom R je pravi akko I N R* = ().

Dokaz. (=) Neka je I # R. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
a€INR. Ondal=a-a! el pastogair =r-1¢€ I za svako
r € R. Odatle dobijamo I = R sto je kontradikcija sa pretpostavkom da
je I pravi ideal.

(<) Pretpostavimo da je I N R* = (. Ako bi bilo I = R, tada bi 1 € I,
a kako je 1 € R*, sledilo bi I N R* # (), $to je kontradikcija. O

Definicija 1.10 Neka je R prsten « I << R. Ideal I je maksimalan
tdeal ako vazi I # R i za svaki ideal J takav da I C J C R vazi J =1
i J = R.

Definicija 1.11 Levi (desni) ideal, odnosno ideal, generisan skupom X
je nagmangi u smislu inkluzije levi, desni ideal, odnosno ideal, koji sadrzi
X.

Ideali generisani jednoelementnim skupom su glavni ideali. Prsten

¢igi su svi idealt glavni naziva se domen glavnih ideala.

Definicija 1.12 Neka je R prsten i I Q< R. Za R/I = {r+1:r € R}
definisemo operacije + i - na sledecéi nacin:

(r+0)+(s+1)=+s)+1 i (r+I)-(s+I1)=rs+1.

Tvrdenje 1.13 Ako je R prsten i I <R, onda je (R/1,+,-) prsten, tzv.
faktor ili koliénicki prsten.
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Dokaz. Ocigledno je da je (R/I,+) Abelova grupa. Pokaza¢emo prvo
dobru definisanost. Neka je

rm+I=ro+1 tj. r—ry€el,

s1+1=sy4+1 tj. s —sg €l
Sada

7181 — 7989 = 17181 — 1182 + 1189 — 1282

=11(51 — 89) + (11 —13)s9 € 1.

Dalje proveravamo asocijativnost. ((r+1)(s+1))(t+1) = (rs+I1)(t+
N=st+I)=r+1)(st+I)=r+1)((s+I)(t+1)).

Poka¢emo levu distributivnost. Desna se pokazuje analogno. (r +
D((s+D)+@+I)=+D({(s+t)+1) = (r(s+t)+1) = (rs+rt+1) =
(rs+I)+(rt+1)=(r+)(s+1)+r+1)(t+1)

(]

Definicija 1.14 Polje je komutativan prsten sa jedinicom u kome svaksi
nenula element ima multiplikationi inverz. Ekvivalentno, (R \ {0},-) je

grupa.

Definicija 1.15 Neka je F' polje. Neprazan podskup K od F' je potpolje
polja F' ako je K potprsten od F' i ako svaki nenula element iz K ima
multiplikationt inverz u K.

Tvrdenje 1.16 Nenula komutativan prsten sa jedinicom je polje akko

nema netrivijalnih ideala.

Dokaz.

(=) Neka je R polje i neka je I < R. Ako je I # {0}, postoji a € I
takav da je a # 0. Kako je R polje, element a ima inverz a=! € R. Tada
jel=aat el pazasvakor € Rvazir =r-1¢€ I. Dakle, [ = R.
Sledi da R nema netrivijalnih ideala.

(<) Pretpostavimo da R nema netrivijalnih ideala. Neka je a € R,
a # 0. Glavni ideal (a) je razlicit od nula ideala, pa zbog pretpostavke
mora biti (a) = R. Kako je 1 € R, postoji b € R takav da je 1 = ab.
Dakle, svaki nenula element a € R ima multiplikativni inverz. Posto je

R komutativan prsten sa jedinicom, sledi da je R polje. O
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Tvrdenje 1.17 Neka je R komutativan prsten sa jedinicom i neka je I
ideal prstena R. Tada je kolicnicki prsten R/I polje ako i samo ako je I
maksimalan ideal prstena R.

Dokaz.

(=) Pretpostavimo da je R/I polje. Pokazatemo da je I maksimalan
ideal.

Neka je J ideal prstena R takav da vazi I C J C R. Po teoremi o
korespondenciji izmedu ideala prstena R koji sadrze [ iideala koli¢nickog
prstena R/I, idealu J odgovara ideal

J/I={a+1|acJ}

u prstenu R/I. Posto je R/I polje, njegovi jedini ideali su {I} =
{Or/1} 1 R/I. Dakle, postoje samo dve moguénosti.

Ako je J/I = {I}, onda za svaki a € J vazi a+ 1 = I, odnosno a € I.
Iz ovoga sledi da je J = 1.

Ako je J/I = R/I, onda za svako a € R vazi a + I € J/I, pa postoji
be Jtakavdaa+ I =0b+ 1. To znaci da jea—b € I C J. Posto je i
b € J, zakljuéujemo da je a = (a — b) + b € J. Dakle, J = R.

Prema tome, izmedu [ i R ne postoji nijedan drugi ideal, pa je [
maksimalan ideal.

(<) Pretpostavimo sada da je I maksimalan ideal. Pokaza¢emo da
je R/I polje.
Neka je a + I € R/I, pri ¢emu a + I # I, tj. a ¢ I. Posmatrajmo
ideal
I+{a)={z+ra|zel, re R}

gde je (a) glavni ideal generisan elementom a. Posto je a ¢ I, imamo
I C I+ (a). Kako je I maksimalan ideal, mora vaziti I + (a) = R. Otuda
postoji element ¢ € I i element r € R takvi da je ¢ + ra = 1. Prelaskom
na koli¢nicki prsten dobijamo (i + ) + (ra+I) = 1+ I. Posto je i € I,
vazii+ 1 =1, paje (ra)+1=1+1. Kakoje (ra)+ 1= (r—+1)(a+1),
dobijamo (r + I)(a + I) = 1+ I. Dakle, element r + I je multiplikativni
inverz elementa a + I. Posto svaki nenulti element koli¢nickog prstena
R/I ima multiplikativni inverz, zaklju¢ujemo da je R/I polje.
Stoga je
R/I polje <= I je maksimalan ideal.



Definicija 1.18 Prsten polinoma nad F' po promenljivoj X, oznacen
sa F[X], jeste skup svih izraza oblika f(X) = a, X" +---+a1.X +ao, gde
SU QAp,y ... 00 € F.

Definicija 1.19 Neka su f(X) =ap+ a1 X + -+ an, X™ i g(X) = by +
bi X+ -+b, X" polinomi iz F[X]. Njihov zbir je polinom f(X)+g(X) =
max{m,n}

k=0 (ap + br) X%, gde koeficijente koji nisu definisani uzimamo kao
nule.

Definicija 1.20 Neka su f(X) = >0 a; X" i g(X) = 30 b; X7 poli-
nomi iz F[X]. Njihov proizvod je polinom f(X)g(X) = Y17 e X*, gde

Je Ck = D ipjr Gibj-

Definicija 1.21 Za polinom f(X) = ap+a1 X +---+a, X" € F[X], gde
je a, # 0, broj n zovemo stepen polinoma f i oznacavamo sa deg f,
a a, zovemo vodeér koeficijent polinoma f. Polinom f je monic¢an
ako mu je vodeci koeficijent jednak 1.

Definicija 1.22 Neka je F polje. Polinom f(X) € F[X] naziva se ne-
svodljivim ako je nekonstantan 1 ne moZe se zapisati kao proizvod dva

polinoma mangeg stepena.

Definicija 1.23 Polinomi f,g € F[X] su asocirani ako postoji inver-
tibilni element u € F[X] takav da je f = ug.

Tvrdenje 1.24 (Algoritam deljenja polinoma) Neka je F polje i
neka su f,g € F[X], pri cemu je g # 0. Tada postoje jedinstveni polinomi
q,r € F[X] takvi da vazi f = qg+r, gde je r =0 ili degr < degg.

Dokaz. Dokazacemo prvo postojanje. Dokaz izvodimo indukcijom po
deg f. Ako je deg f < degg, uzimamo ¢ = 0 i r = f, pa tvrdnja vazi.
Pretpostavimo sada da je deg f > deg g. Neka su a i b vodeci koeficijenti
polinoma f i g, redom. Posto je F polje, postoji b~ € F. Posmatrajmo
polinom f; = f —ab~'1Xde/=dee94 7hog izbora koeficijenta ab™! vodedi
¢lanovi se ponistavaju, pa je deg f; < deg f. Prema induktivnoj pretpos-
tavei, postoje q1,r € F[X]| takvidaje fi = qug+r, gdejer = 01ili degr <
degg. Zato je f = ab ' Xdee/~deegg 1 ) = (bl Xde8Sd89 | g))g + 7.
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Dakle, za ¢ = ab~'X8f=d¢9 1 ¢ dobijamo f = qg + r, gde je r = 0 ili
degr < degg.

Ostaje da pokazemo jedinstvenost. Pretpostavimo da je f = qg+1r =
dg+ 1, gde je r = 0ili degr < degg, i v = 0 ili degr’ < degg.
Tada je (¢ — ¢')g = ' —r. Ako je ¢ # ¢/, tada je ¢ — ¢ # 0, pa je
deg((¢—¢')g) = deg(q—¢') +deg g > deg g. Sa druge strane, iz uslova za
ostatke sledi da je r'—r = 01ili deg(r’'—r) < degg. U oba slucaja dobijamo
kontradikciju. Zato mora biti ¢ = ¢/, a iz jednakosti qg+r = qg+ 1’ sledi

r = r’. Prema tome, polinomi ¢ i r su jedinstveni. O

Tvrdenje 1.25 Ako je F polje, tada je prsten polinoma F[X] domen
glavnih ideala.

Dokaz. Neka je I proizvoljan ideal prstena F[X]. Ako je I = {0}, tada
je ocigledno I = (0), pa je I glavni ideal.

Pretpostavimo da je I # {0}. Tada u I postoji nenulti polinom.
Medu svim nenultim polinomima iz I izaberimo polinom f(X) najmanjeg
stepena. Pokazaéemo da je I = (f(X)). Posto je f(X) € I i1 je ideal,
sledi da za svaki polinom h(X) € F[X] vazi h(X)f(X) € I, odnosno
(f(X)) C I. Neka jesada g(X) € I. Kako je F' polje, u prstenu F'[X] vazi
algoritam deljenja, pa postoje jedinstveni polinomi ¢(X),r(X) € F[X]
takvi da je

9(X) = (X)F(X) +r(X).

gde je ili 7(X) = 0 ili degr(X) < deg f(X). Posto su g(X) i ¢(X)f(X)
elementi ideala I, sledi da je

r(X) =g(X) —q(X)f(X) e I

Ako bi bilo r(X') # 0, tada bi r(X') bio nenulti polinom iz I ¢iji je stepen
manji od stepena polinoma f(X), to je u suprotnosti sa izborom poli-
noma f(X). Prema tome, mora biti 7(X) = 0, pa je g(X) = ¢(X) f(X),
odnosno ¢g(X) € (f(X)). Dakle, vazi I C (f(X)). Kako je ve¢ pokazano
da je (f(X)) C I, zakljucujemo da je I = (f(X)).

Posto je ideal I bio proizvoljan, sledi da je svaki ideal prstena F'[X]

glavni. Prema tome, F'[X] je domen glavnih ideala. O

Tvrdenje 1.26 Neka je F' polje i neka je f(X) € F[X]. Tada je ideal
(f) maksimalan u F[X]| ako i samo ako je f(X) nesvodljiv polinom.
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Dokaz.

(=) Pretpostavimo da je (f) maksimalan ideal u F'[X]. Pokazademo
da je f(X) nesvodljiv. Pretpostavimo suprotno, da je f(X) svodljiv.
Tada postoje polinomi g(X), h(X) € F[X]takvidaje f(X) = g(X)h(X),
pri cemu ni g(X) ni A(X) nisu invertibilni elementi prstena F[X]. Posto
g(X) deli f(X), imamo (f) C (g). Kako g(X) nije invertibilan, vazi
(g9) # F[X]. Takode, posto h(X) nije invertibilan, polinomi f(X) i g(X)
nisu asocirani, pa je (f) # (g). Dakle,

() < {9 < FIX],

sto je u suprotnosti sa ¢injenicom da je (f) maksimalan ideal. Prema
tome, f(X) mora biti nesvodljiv.

(<) Pretpostavimo sada da je f(X) nesvodljiv u F[X]. Neka je [
ideal takav da vazi

(/) €IS FX].

Posto je F'[X] prsten glavnih ideala, postoji polinom g(X) € F[X] takav
da je I = (g9). Iz (f) C (g) sledi da g(X) deli f(X), odnosno postoji
polinom h(X) € F[X] takav da je f(X) = g(X)h(X). Kako je f(X)
nesvodljiv, jedan od polinoma ¢(X) ili A(X) mora biti invertibilan. Ako
je g(X) invertibilan, tada je

Dakle, ne postoji ideal strogo izmedu (f) i F[X], pa je (f) maksimalan
ideal. O

Definicija 1.27 (a) Relacija < na skupu S je relacija parcijalnog
uredenja ako je refleksivna, tranzitivna i antisimetricna.

(b) Parcijalno uredenje je totalno uredenje ako vazi, za sve s,t € S,
ili je s <t li jet < s.
(¢) Gornje ograniéenje podskupa T parcijalno uredenog skupa (S, <)

je element s takav da vazit < s za svet € T.

(d) Maksimalni element parcijalno uredenog skupa S je element s

takav da ako za svako s’ € S vazi s < s, onda s = 5.
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Slede¢a lema nam je potrebna za dokazivanje glavnog rezultata, jer
obezbeduje postojanje maksimalnog elementa medu pravim idealima.
Vise detalja o njoj moze se naéi u [2].

Lema 1.28 ( Zornova lema) Neka je (S, <) parcijalno uredenje gde svaki
totalno uredeni podskup ima gornju granicu w S. Tada S ima maksimalni
element.

Posledica 1.29 Svaki neprazan komutativni prsten sa jedinicom A ima

maksimalni ideal medu pravim idealima.

Dokaz. Neka je S skup svih pravih ideala u A, parcijalno ureden inkluzi-

jom. Ako je T C S totalno ureden skup ideala, onda je J = |J I ponovo
IET
ideal. Treba da pokazemo da za proizvoljne elemente z,y € Jia € A

vazi x —y,axr € J. Za x,y € J postoje I, I, € T tako da x € I,y € L.
Posto je T totalno ureden skup vazi ili I; C Iy ili I, C I;. Pretpostavimo
da vazi Iy C I,. To znaci daix € I, Sto implicirada z—y € I, C J. Isto
vazi za ax za svako a € A. J je pravi ideal jer kad bi 1 € J tada bi moralo
da vazi i da 1 € I za neki ideal I € T', pa I ne bi bio pravi. Stoga je J
gornje ogranicenje za T'. Sada, na osnovu Zornove leme zakljucujemo da
S ima maksimalni ideal, koji je maksimalni ideal za A. O

1.2 ProSirenja polja i polja razlaganja

Definicija 1.30 Polje K je prodirenje (ekstenzija) polja F', u oznaci
K/F, akko je F potpolje polja K.

Lako se pokazuje da, ako je polje K ekstenzija polja F', tada je (K, +)
vektorski prostor nad poljem F. Posto je K vektorski prostor nad F,

mozemo posmatrati njegovu dimenziju.

Definicija 1.31 Dimenziju vektorskog prostora K nad F nazivamo ste-
penom ekstenzije polja K nad poljem F i oznacavamo je sa [K : F.
Ako je [K : F] < o0, kazemo da je K konaéna ekstenzija polja F, a
u suprotnom kaZemo da je K beskonacéna ekstenzija polja F'.

Definicija 1.32 Neka su F' i K polja, FF < K i o € K. Tada je F|a]
najmangi potprsten u K koji sadrzi F'U {a}. KaZemo da je F[a] prsten
generisan elementom o i Fla) = {f(«) : f(z) € F[z]}.
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Vazno je uociti da F'la] u opstem slucaju nije polje. Najmanje polje
koje sadrzi F'U {a} oznacavamo sa F'(«) i nazivamo poljem generisanim
elementom « nad F. Pri tome vazi Fla] C F(a).

Tvrdenje 1.33 Neka je F' potpolje polja E i neka je S C E. Tada presek
svih potprstena polja E koji sadrze F' i S predstavlja najmanji potprsten
od F koji sadrzi F' i S.

Dokaz. Neka je R = [ a<g A. Posto je presek potprstena ponovo

FUSCA
potprsten, R je potprsten od F. Za svako A koje ucestvuje u preseku

vazi FUS C A, paje FUS C R. Ako je B bilo koji potprsten od E koji
sadrzi I'1 9, onda je B jedan od potprstena koji uc¢estvuju u preseku, pa
je R C B. Dakle, R je najmanji potprsten od E koji sadrzi F'i S. O

Definicija 1.34 Potprsten R iz prethodne teoreme nazivamo potprste-
nom generisanim nad I skupom S i oznacavamo ga sa F[S]. Ako
je S =A{ai,...,a,}, tada umesto F[S| pisemo Flaq,. .., ay].

Lema 1.35 Potprsten F[S] sastoji se od svih elemenata polja E koji se

mogu zapisati u obliku konacne sume

. . 7/1 .« .. Zn
§ alb---ﬂnal an ’

gde su a;, . ;, €F, a; €S i1 €Np.

Dokaz. Ozna¢imo sa R skup svih elemenata polja E koji se mogu zapisati
u navedenom obliku. Pokaza¢emo da je R = F[5].

Najpre, jasno je da R sadrzi polje F, jer za svaki a € F vazi a =
aad---al. Takode, svaki element skupa S pripada skupu R, jer za a; € S
mozemo napisati o; = 1 a;.

Pokaza¢emo da je R potprsten od E. Neka su

_ i1 7 o 11 i
T = E Qi .oin O O Y = E biy, .in0y" - ayl

elementi skupa R. Tada je * — y ponovo konacna suma istog oblika, jer
su koeficijenti iz F' zatvoreni za sabiranje. Kod mnozenja x - y, proizvod

dva ¢lana oblika

. . 21 in . . AJl Jn
a"Ll ﬂnal an ’ b]l ----- ]nal an
jednak je
. . NI intn
Qiy 7anJ17 Jn 1 Qp )
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koji je ponovo element istog oblika. Dakle, R je potprsten polja E koji
sadrzi F' iskup S. Po definiciji generisanog potprstena, F[S] je najmanji
potprsten od E koji sadrzi F'i S. Posto je R jedan takav potprsten, vazi
F[S] C R.

Sa druge strane, neka je T' proizvoljan potprsten od F koji sadrzi F

i .S. Kako je T' zatvoren za mnozenje, on sadrzi sve elemente oblika

7;1... 7'77‘
ot e

Posto je T zatvoren za mnozenje skalarima iz F' i za sabiranje, on sadrzi

sve konacne sume oblika

1 7
E Ay, i O 0 Qs

Dakle, svaki takav potprsten 7' sadrzi R, pa posebno i njihov presek.
Prema tome, R C F[S].
Odavde dobijamo R = F[S], ¢ime je dokaz zavrsen. O

Tvrdenje 1.36 Neka je F' potpolje polja E i neka je S C E. Tada presek
svih potpolja polja E koja sadrze F' i S predstavlja najmanje potpolje polja
E koje sadrzi F' i S.

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu tvrdenja 1.33. Naime, presek pro-
izvoljne familije potpolja je ponovo potpolje. Ako oznacimo taj presek
sa F'(S), onda ocigledno vazi F' C F(S) 1S C F(S). Sa druge strane,
F(S) je sadrzano u svakom potpolju polja E koje sadrzi F' i S. Dakle,
F(S) je najmanje potpolje polja F koje sadrzi F'i S. O

Definicija 1.37 Potpolje F'(S) nazivamo potpoljem generisanim nad
F skupom S. Ako je S = {ou,...,a,}, tada umesto F(S) pisemo
Flag,...,ap).

Dakle, prsten Flayq, ..., a,] sastoji se od svih elemenata polja E koji
se mogu izraziti kao polinomi po elementima «q, ..., «, sa koeficijentima
iz ', dok se polje F(ay,...,a,) sastoji od svih elemenata polja E koji
se mogu izraziti kao koli¢nik dva takva polinoma.

Definicija 1.38 Neka je K prosirenje polja F. FElement o polja K je
algebarski element nad poljem F' ako je nula nekog polinoma sa ko-
eficijentima iz polja F'; u suprotnom je transcedentan element nad

poljem F.
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Polje K je algebarsko prosirenje polja F' ako je svaki njegov element
algebarski nad F.

Tvrdenje 1.39 Svako konacno prosirenje je i algebarsko.

Dokaz. Neka je [K : F| = n. Uzmimo proizvoljan element a € K.
Pokaza¢emo da je « algebarski nad F'.

Pretpostavimo suprotno, odnosno da ne postoji nekonstantan poli-
nom f(x) € Flz| takav da je f(a) = 0. To znac¢i da za svaki izbor
koeficijenata cg, c1, ..., ¢, € F, koji nisu svi jednaki nuli, vazi

@™+ -4 cra+ cg # 0.

Posebno, za m = n dobijamo da za svaku netrivijalnu linearnu kombina-

2

ciju elemenata 1, a, o, ..., a" vazi

co+ca+ -4 ca” £ 0.

2

Prema tome, elementi 1,a,a”,...,a" su linearno nezavisni nad poljem

F. Medutim, K je vektorski prostor nad F' dimenzije n, pa ne postoji
skup od vige od n linearno nezavisnih vektora u K. Skup 1,a,a?,...,a"
sadrzi n + 1 elemenata i linearno je nezavisan, Sto je kontradikcija sa
¢injenicom da je
dimp K = n.

Dakle, nasa pretpostavka je bila pogresna. Mora postojati nekonstantan
polinom f(x) € F|x] takav da je f(«) = 0. Zato je « algebarski nad F.
Posto je a € K bio proizvoljan, sledi da je prosirenje K/F algebarsko. O

Tvrdenje 1.40 Neka su FF C K C E progirenja polja. Ako su K/F i

E/K konacne ekstenzije, tada je i E/F konacéna ekstenzija i vazi
[E:F|=[F:K|K:F

Dokaz. Neka je {ey,...,en,} baza prostora E nad K, a {ki,...,k,} baza
prostora K nad F. Tada je m = [E: K] in = [K : F|. Pokaza¢emo da
je skup {e;k; | 1 <i<m, 1 <j <n} baza prostora E nad F.

Neka je x € E. Posto je {ey,...,en,} baza prostora E nad K, postoje
elementi ay,...,a, € K takvi da je x = aje; + - + ane,. Kako je

{k1,...,k,} baza prostora K nad F, svaki element a; € K moze se
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zapisati u obliku a; = bj1ky + - - - + by ky, gde su b;; € F'. Zamenom ovih

xr = Zm: Zn: bijeikj.

i=1 j=1

izraza dobijamo

Odavde sledi da svaki element iz E moze biti predstavljen kao linearna
kombinacija elemenata skupa {e;k;} sa koeficijentima iz F. Dakle, ovaj
skup generise vektorski prostor E nad F.

Sada pokazimo da su elementi skupa {e;k;} linearno nezavisni nad F.
Pretpostavimo da vazi

i i aijeikj = 0,

i=1 j=1
gde su a;; € F. Grupisanjem po elementima baze {es, ..., e, } dobijamo
m n
E €; E aijk:j = 0.
i=1 j=1
Posto su ey, ..., e, linearno nezavisni nad K, sledi da je 2?21 a;ik; =0
za svako ¢. Ali su kq,...,k, linearno nezavisni nad F, pa je a;; = 0 za

sve 1, ].

Dakle, elementi e;k; su linearno nezavisni nad F' i ¢ine bazu prostora
E nad F. Ova baza ima mn elemenata, pa je [E : F| = mn. Kako je
m=|[E:K|in=[K : F], dobijamo

[E:F)=[FE: K|[K :F|.
O

Definicija 1.41 Neka je F' polje, neka je E prosirenje polja F i neka je
a € E algebarski element nad F. Minimalni polinom elementa o nad
poljem F' je jedinstven monican nesvodljiv polinom po(X) € F[X] takav
da vazi

Pa(a) = 0.

Tvrdenje 1.42 Neka je L/F algebarsko prosirenje i neka je S C L.
Tada vazi
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Dokaz. Dovoljno je pokazati da je F[S] polje. Neka je a € F[S], a # 0.
Kako je L/F algebarsko prosirenje, element a je algebarski nad F'. Neka
je

Pa(X) = X"+ X" e X+

minimalni polinom elementa a nad F. Posto je a # 0, vazi ¢y # 0, pa iz
jednakosti p,(a) = 0 dobijamo

at=—ct (" +epad" P+ + ) € FIS).

Dakle, F'[S] je polje. Kako je F[S] C F(S) i F(S) najmanje potpolje
koje sadrzi F'i S, sledi da je F'(S) C F[S]. Prema tome,

O

Teorema 1.43 (Kronekerova teorema) Neka je F' polje i neka je
f(X) € F[X] nesvodljiv polinom. Tada postoji minimalno prosirenje
polja E/F takvo da polinom f(X) ima koren u E.

Dokaz. Posmatrajmo ideal (f) u prstenu polinoma F[X]. Kako je
f(X) nesvodljiv polinom, ideal (f) je maksimalan u F[X]. Zbog toga
je kolicnicki prsten F = F[X]/(f) polje. Neka je « = X + (f) slika po-
linoma X u koli¢nickom prstenu E. Posto je f(X) € (f), u kolicnickom
prstenu vazi f(a) = 0. Dakle, a je koren polinoma f(X) u polju E.

Ostaje da pokazemo da je E minimalno prosirenje polja F' sa ovom
osobinom. Neka je K/F proizvoljno prosirenje polja i neka je § € K
koren polinoma f(X). Definisimo preslikavanje

p: F[X]— K

sa ©(g(X)) = g(B). Ovo je homomorfizam prstena koji je identicko
preslikavanje na F. Posto je f(8) = 0, vazi (f) C kerp. Kako je (f)
maksimalan ideal, a ker ¢ # F[X], sledi da je ker ¢ = (f). Prema Prvoj

teoremi o izomorfizmu vazi

FIX]/(f) = Ime.

Kako je F[X]/(f) polje, a Im¢ je sa njim izomorfno, sledi da je Im¢
takode polje. Pri tome je Im p = F[3]. Kako je  algebarski nad F', vazi
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F[5] = F(B). Buduéi da je F () najmanje potpolje polja K koje sadrzi
F i koren 8 polinoma f(X), zakljutujemo da je F = F[X]/(f), do na
izomorfizam, minimalno prosirenje polja F' u kome polinom f(X) ima

koren. 0

Tvrdenje 1.44 Neka su « i 8 nule monicnog nesvodljivog polinoma
p(X) € F[X]. Tada postoji izomorfizam polja ® : Fla| — F[f] ta-
kav da je ®|p = idp i ®(a) = 3.

Dokaz. Posto je p(X) monican nesvodljiv polinom iz F[X], on je mi-
nimalni polinom i za « i za [ nad poljem F'. DefiniSemo preslikavanje
O : Fla] — F[B] tako sto za svaki f(X) € F[X] stavljamo

Pokazacemo da je @ dobro definisano. Neka su f(X), g(X) € F[X] takvi
da je f(a) = g(a). Tada je (f — ¢g)(«) = 0, pa minimalni polinom p(X)
deli f(X)—g(X). Kako je p(X) takode minimalni polinom elementa £ i

p(X) deli f(X) — g(X), sledi da je (f — g)(8) = 0. Dakle, f(8) = g(p),
Sto pokazuje da je preslikavanje ® dobro definisano.

Za f(X),9(X) € F[X] vazi

O(f(e) +g(@)) = f(B) +9(8)

o(f(a)g(a)) = f(B)g(B),

pa je ® homomorfizam polja. Za svaki a € F vazi ®(a) = a, pa je
®|p = 1p. Posto je B generator polja F[5] nad poljem F, svaki element
polja F[] moze se zapisati u obliku f(3), za neki polinom f(X) € F[X].
Medutim, prema definiciji preslikavanja ¢ vazi

Dakle, za proizvoljan element f(3) € F[f5] postoji element f(«) € Fla]
takav da je ®(f(«)) = f(B). Prema tome, svaki element polja F[f] pri-
pada slici preslikavanja ®, pa je ® surjektivno. Kako je ® homomorfizam
polja, njegovo jezgro je {0}, pa je ® injektivno. Prema tome, ® je izo-
morfizam polja i vazi

Fla) = F[F].
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Definicija 1.45 Neka je F polje i f(x) € F|x] nekonstantan polinom.
Kazemo da je K polje razlaganja polinoma f(x) nad F ako je K
minimalno polje u kom se f(x) razlaZe na linearne faktore.

Tvrdenje 1.46 Neka je F' polje i neka je f(X) € F[X] nekonstantan
polinom. Tada postoji polje razlaganja polinoma f(X) nad poljem F.

Dokaz. Neka je
fX) = A(X) - fn(X)

faktorizacija polinoma f(X) na nesvodljive faktore u prstenu F'[X]. Prema
Kronekerovoj teoremi postoji minimalno prosirenje F3/F u kome polinom
f1(X) ima koren. Oznacimo taj koren sa ay. Tada se u polju F; polinom
f(X) moze zapisati u obliku

J(X) = (X = an)gi (X)),

gde je g1(X) € Fi[X]. Ako se polinom g¢;(X) ne razlaze na linearne
faktore u polju Fi, tada postoji nesvodljiv faktor tog polinoma stepena
veceg od 1. Na taj faktor ponovo primenjujemo Kronekerovu teoremu i
dobijamo prosirenje Fy/F; u kome taj faktor ima koren. Nastavljajuéi

ovaj postupak dobijamo lanac proSirenja
FCHhCkRC---CF

takav da polinom f(X) u polju F, ima sve svoje nule. Ovaj postupak
se mora zavrsiti nakon kona¢no mnogo koraka, jer polinom f(X) ima
kona¢no mnogo nula, najvise deg f.

Neka je A skup svih nula polinoma f(X) u polju F, i neka je K =
F(A). Tada K sadrzi polje F' i sve nule polinoma f(X), pa se u njemu
polinom f(X) razlaze na proizvod linearnih faktora. Ako je L bilo koje
prosirenje polja ' u kome se polinom f(X) razlaze na linearne faktore,
tada L sadrzi sve elemente skupa A. Zbog toga vazi

K =F(A)CL

Dakle, K je najmanje prosirenje polja F' u kome se polinom f(X) razlaze
na linearne faktore. Prema tome, K je polje razlaganja polinoma f(X).
(I
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1.3 Separabilnost i savrsena polja

Definicija 1.47 Karakteristika prstena R, u oznaci char(R), je najma-
ngi pozitivan ceo broj m takav da je m-a =0 za svaki element a prstena
R, ukoliko takav broj postoji. Ako takav broj ne postoji kazemo da je R
karakteristike 0.

Tvrdenje 1.48 Karakteristika polja je ili O ili prost broj.

Dokaz. Neka je F' polje. Ako ne postoji prirodan broj n > 1 takav da je
n-1p =0, onda je po definiciji char(F) = 0.

Pretpostavimo sada da postoji najmanji prirodan broj n > 1 takav
da je n-1p = 0. Tada je char(F) = n. Pokaza¢emo da n mora biti prost
broj. Pretpostavimo suprotno, da je n slozen broj. Tada postoje prirodni
brojevi a,b < n takvi da je n = ab. Tada vazi

O:nlpz(ab)lpz(alp)(blp>

Posto je F polje, ono nema delioce nule. Zato iz (a - 1p)(b- 1r) = 0 sledi
dajea-1p=01li b-1p = 0. Ali to je nemoguce, jer su a i b manji od n,
a n je najmanji prirodan broj za koji vazi n - 1 = 0. Dobijamo kontra-
dikciju, pa n ne moze biti slozen broj. Dakle, ako je karakteristika polja
razlicita od nule, ona mora biti prost broj. Prema tome, char(F) = 0 ili
je char(F') = p, gde je p prost broj. O

Neka je R nenulti komutativni prsten. U prstenu R vazi binomna

formula:

(a+b)" =a™+ (T) a™ b+ (ZL) a2 ™

Ako je p prost broj, tada za svako r, gde je 1 < r < p — 1, vazi da p deli

()=

jer deli brojilac, a ne deli imenilac. Prema tome, ako prsten R ima

binomni koeficijent

karakteristiku p, za svako a,b € R vazi
(a+ 0P =a’+ P,
Dakle, preslikavanje

p:R— R, p(a) =ad,
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jeste homomorfizam prstena karakteristike p. Ovo preslikavanje naziva
se Frobenijusov endomorfizam prstena R. Ako je R polje, tada je
Frobenijusov endomorfizam injektivan. Zaista, ako je ¢(a) = ¢(b), tada
je a? = bP, pasledi a? — b = (a—b)? = 0. Kako je R polje, nema delitelje
nule, pa je a — b = 0, odnosno a = b. Dakle, ¢ je injektivan.

Za svaki prirodan broj n > 1, preslikavanje a — a”" predstavlja
kompoziciju n Frobenijusovih endomorfizama, pa je i ono homomorfizam
prstena. Otuda za proizvoljne elemente a4, ..., a,, € R vazi

(a4 4 an) =d" +---+a.

Definicija 1.49 Nesvodljiv polinom f(X) € F[X] je separabilan poli-
nom nad poljem F' ako su svi njegovi korent u polju razlaganja medusobno
razliciti, odnosno ako nema visestrukih korena.

Definicija 1.50 Neka je o algebarski element nad poljem F . KaZe se
da je element a separabilan element nad F' ako je njegov minimalni

polinom nad F' separabilan.

Definicija 1.51 Algebarsko prosirenje K polja F' je separabilno prosi-

renje nad F' ako su svi elementi iz K separabilni nad F.

Lema 1.52 Neka su f(X),g(X) € F[X]|, a neka je Q2 prosirenje polja
F. Ako je r(X) najveci zajednicki delilac polinoma f(X) i g(X) u F[X],
onda je r(X) ujedno i najveéi zajednicki delilac ovih polinoma u [X].

Dokaz. Neka su f(X),g(X) € F[X] i neka je Q/F prosirenje polja.
Pretpostavimo da je r(X) najveéi zajednicki delilac polinoma f(X) i
g9(X) u F[X]. Pokaza¢emo da je r(X) ujedno i najveéi zajednicki delilac
ovih polinoma u Q[X]. Primeni¢emo Euklidov algoritam na polinome
f(X)ig(X). Neka je

f(X):aan+"'+(l0, g<X):mem++bO7

gde su ay,,b, € Fin > m. Prideljenju polinoma f(X) polinomom
9(X), vodedi ¢lan kolicnika dobija se deljenjem vodecih ¢lanova ova dva
polinoma: 3= X", Kako su a,b, € F i kako je F' polje, sledi da je
3> € F. Zato je ;= X""™ € F[X]. Oduzimanjem odgovarajuceg umnoska
od f(X) dobijamo

[i(X) = f(X) - Z—an-mgm
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Svi koeficijenti polinoma f;(X) pripadaju F, jer su dobijeni sabiranjem,
oduzimanjem i mnozenjem elemenata iz F. Pri tome je deg f1(X) < n.
Ako je
fi(X) =a, X"+ +af,

sledec¢i ¢lan kolicnika dobija se na isti nacin: ’“ X k=m_ Ponovo j Je € F,
pa i ovaj ¢lan pripada F[X]. Nakon oduzimanja odgovarajucéeg umnoska
polinoma ¢(X), dobijamo polinom manjeg stepena ¢iji su koeficijenti i
dalje u F. Ponavljanjem ovog postupka dobijamo polinom ¢(X) € F[X]
i ostatak (X)) € F[X] takve da je

f(X) =q(X)g(X) +m1(X),  degri(X) < degg(X).

Dakle, u celom postupku deljenja koriste se samo koeficijenti polinoma
f(X) 1 g(X) i osnovne racunske operacije u polju F. Zbog toga se pri
ovom postupku ne pojavljuju koeficijenti koji pripadaju Q2 \ F. Posto je
F C Q, imamo F[X]| C Q[X]. Prema tome, svi polinomi koji su dobijeni
tokom deljenja u F[X] pripadaju i Q[X], pa se isto deljenje moze izvrsiti
iu Q[X] i daje isti kolicnik ¢(X) i isti ostatak 7 (X).

Sada nastavljamo Euklidov algoritam deljenjem ¢(X) sa r;(X). Na
potpuno isti nac¢in dobijamo polinom ¢o(X) € F[X] i ostatak ro(X) €
F[X] takve da je

9(X) = q2(X)r1(X) + r2(X), deg ra(X) < degri(X).
Buduéi da je F[X] C Q[X], ovo deljenje daje iste polinome i u Q[X].
Nastavljaju¢i postupak, dobijamo niz jednakosti

f(X) = (X)g(X) + ri(X),
9(X) = q2(X)ri(X) + r2(X),
r1(X) = g3(X)ra(X) + r3(X),

Tsf2(X) = QS(X)rsfl(X%

pri ¢emu su svi polinomi ¢;(X) i r;(X) elementi F[X]. Posto se u svakom
koraku koriste samo koeficijenti prethodno dobijenih polinoma i operacije
u polju F, isti niz deljenja i isti niz ostataka dobijamo i kada Euklidov
algoritam posmatramo u Q[X]. Poslednji nenulti ostatak Euklidovog
algoritma je najveéi zajednicki delilac polinoma f(X) i g(X). Po pret-
postavci, taj ostatak je r(X). Stoga je

r(X) = NZDpix)(f(X), 9(X)) = NZDgx)(f(X), 9(X)).
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Dakle, r(X) je najveéi zajednicki delilac polinoma f(X) i g(X)iu F[X]
iu QX].
O

Teorema 1.53 (Teorema o primitivnom elementu) Neka je E =
Flay, ..., a.] konaéno prosirenje polja F' i pretpostavimo da su s, . .., a,
separabilni nad F (dok ay ne mora biti separabilan). Tada postoji element
v € E takav da je E = F[y].

Dokaz. Posmatrajmo prvo slucaj kada je F' konacno. Tada je E takode
konac¢no jer je konacno prosirenje konac¢nog polja. Posto je F konac¢no,
multiplikativna grupa polja E je ciklicna (na osnovu poznatog tvrdenja
da kona¢na podgrupa multiplikativne grupe polja mora biti cikli¢na).
Neka je [ generator multiplikativne grupe polja E kao cikli¢cne grupe.
Tada je E'= F[f] i tvrdenje je dokazano u ovom slucaju.

Posmatrajmo sada slucaj kada je F’ beskonac¢no. Dovoljno je dokazati
tvrdnju za slucaj r = 2, jer se tada rezultat moze primeniti uzastopno.

Naime, imamo
Flag,ag,...,a.] = Flag, a3, ..., 0] = Flaf, aqy ... 0] = -+ - .

Neka je zato E' = Fla, 5], gde je  separabilan nad F. Neka su fig
minimalni polinomi elemenata « i § nad F, redom, i neka je L polje
razlaganja polinoma fg koje sadrzi . Oznac¢imo korene polinoma f u

L sa a; = a,as,...,qa, a korene polinoma g sa 8y = 3, Ss,..., 0. Za

J # 1 vazi 8; # 3, pa jednacina
a;+ XpBj=a+ Xp

ima tacno jedno reSenje, i to
o —
B —B;

Posto je F' beskonacno, mozemo izabrati ¢ € F' koji nije jednak nijednoj

X

od ovih konacno mnogo vrednosti. Za tako izabrani element ¢ vazi

a; +cfBj #a+cfp

osim ako je 7 =1=j. Neka je v = a + ¢B. Tvrdimo da je
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Polinomi ¢g(X) i f(y — ¢X) imaju koeficijente u F[y] i oba imaju [ za
koren, jer je g(6) =0 i

fly—cB) = fla) =0.

Pokazac¢emo da je 8 njihov jedini zajednicki koren. Ako bi 8; bio neki

zajednicki koren, tada bi postojalo i takvo da je

f(y—¢B;) =0,

odakle sledi
v —cBi = q.
Kako je v = a + ¢f3, dobijamo

a; +cfB; = a+ cp.

Po izboru elementa ¢ ova jednakost je moguéa samo kada je i = 1 i
j = 1. Dakle, /8 je jedini zajednicki koren polinoma ¢(X) i f(y — ¢X)
u polju L. Zbog toga je njihov monican najvec¢i zajednicki delilac u
L[X] jednak X — 3. Sada prethodnu lemu primenjujemo na polje F[]
i njegovo prosirenje L. Posto su g(X), f(y — ¢X) € F[v][X], prethodna
lema daje da njihov monic¢an najveéi zajednicki delilac u F[v][X] ostaje
isti pri prelasku u L[X]. Kako je njihov najveéi zajednicki delilac u L[ X]
jednak X — 3, sledi da je

NZD(g(X), f(y —cX)) =X -8

u F[y][X]. Prema tome, X — 5 € F[v][X], odakle sledi da je 8 € F[y].
Tada je
a=vy—cf e Fyl.

Dakle, F[a, 5] C F[y]. Sa druge strane, v = a + ¢ € Fla, ], pa je
F[y] C Fla, 5]. Prema tome, Fla, 5] = F[y].
(I

Definicija 1.54 Neka je
f(X)=a, X"+ a, 1 X" '+ + a1 X +ap € FIX].
Izvod polinoma f(X) je polinom definisan sa

F(X)=na, X"+ (n—1Dap X" 2+ +2aX +ay.
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Drugim rec¢ima, ako je
f(X) = Z aiXi>
=0

onda je

(X)) => i X

i=1
Uobicajena pravila za izvod zbira i proizvoda i dalje vaze, ali treba

primetiti da je u polju karakteristike p izvod polinoma X? jednak nuli.

Tvrdenje 1.55 Neka je f(X) € F[X] polinom i neka je o njegov koren.
Tada je o visestruki koren polinoma f(X) ako i samo ako je o zajednicki
koren polinoma f(X) i njegovog izvoda f'(X), odnosno ako i samo ako
vazi

fla) = fi(a) =0.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je « viSestruki koren polinoma f(X).
Tada postoji polinom ¢g(X) € F[X] takav da je

f(X) = (X —a)*g(X).
Primenjujuci izvod na obe strane jednakosti dobijamo
F(X) =2(X = a)g(X) + (X — a)’¢'(X).

Uvrstavanjem X = « sledi f'(a) = 0, pa je a koren i polinoma f'(X).
Obrnuto, pretpostavimo da je

fla) = fl(a) = 0.
Posto je a koren polinoma f(X), postoji polinom ¢g(X) € F[X] takav da
je
f(X) = (X —a)g(X).
Primenom izvoda na jednacinu dobijamo

f(X) = g(X) + (X = a)g'(X).

Uvrstavanjem X = «a dobijamo f'(a) = g(a). Kako je po pretpostavci
f'(a) = 0, sledi da je g(a) = 0. Dakle, « je koren polinoma g(X), pa
postoji polinom A(X) € F[X] takav da je

9(X) = (X — a)h(X).
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Otuda sledi
f(X) = (X = a)*n(X),

Sto znaci da je « viSestruki koren polinoma f(X).
O

Definicija 1.56 Polje F' je savrSeno ako je svaki nesvodljivi polinom
f(X) € F[X] separabilan, odnosno ako je svako algebarsko prosirenje
polja F' separabilno nad F.

Tvrdenje 1.57 Polje F' je savrseno ako i samo ako vazi jedan od sledecih
uslova:

1. char(F) = 0;
2. char(F) = p > 0 i preslikavanje
p: F — F, vla) = aP,
je surjektivno, tj. F = FP.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je char(F) = 0. Neka je f(X) € F[X]
nesvodljiv polinom. Kako je karakteristika polja nula, izvod f’(X) ne
moze biti jednak nuli. Ako bi f(X) imao visestruki koren, tada bi f(X)
i f/(X) imali zajednicki nekonstantan delilac. Posto je f(X) nesvodljiv,
sledilo bi da f(X) deli f'(X), $to je nemoguce jer je deg f' < deg f. Dakle,
svaki nesvodljiv polinom nad F' je separabilan, pa je svako algebarsko
prosirenje polja F' separabilno. Prema tome, F' je savrseno.

Pretpostavimo sada da je char(F) = p > 0 i da je Frobenijusovo
preslikavanje

p(a) = a”

surjektivno. Neka je f(X) € F[X] nesvodljiv polinom. Ako je f/(X) # 0,
onda je f separabilan. Pretpostavimo zato da je f/(X) = 0. Tada su svi
stepeni koji se pojavljuju u polinomu f deljivi sa p, pa postoji polinom

takav da je

f(X)=0by+ 01 XP + -+ b, X" = g(XP).
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Kako je Frobenijusovo preslikavanje surjektivno, za svaki koeficijent b;

postoji a; € F takav da je af = b;. Zato mozemo napisati
f(X)=ab+aiXP+-- + a2 X" = (ap+ a1 X + -+ a, X")P.

Dakle, f(X) je p-ti stepen nekog polinoma iz F[X], $to je u suprotnosti
sa njegovom nesvodljivoséu. Prema tome, mora biti f'(X) # 0, pa je
svaki nesvodljiv polinom separabilan. Dakle, F' je savrseno.

Obrnuto, pretpostavimo da je F' savrseno i da je char(F) = p > 0.
Treba pokazati da je Frobenijusovo preslikavanje surjektivno. Neka je
a € F. Posmatrajmo polinom f(X) = X? —a € F[X]. Neka je o njegov
koren u nekom algebarskom prosirenju polja F. Tada je o = a. Posto
je F savrSeno polje, svaki algebarski element nad F' je separabilan, pa je
i a separabilan nad F. Zbog toga je njegov minimalni polinom p,(X)
nad F' separabilan. Kako je a koren polinoma f(X), sledi da p,(X) deli
f(X), odnosno p,(X) | X? — a. Izvod polinoma f(X) je

fi(X)=pX71 =0,

jer je karakteristika polja F' jednaka p. Dakle, svaki koren polinoma
f(X) = XP —a je visestruki . Posto je p,(X) nesvodljiv faktor polinoma
XP — a i istovremeno je separabilan, mora vaziti degp,(X) = 1. Zato je
Pa(X) =X —a, pasledida je a € F.

Dakle, za svaki a € F' postoji a € F' takav da je o = a. To znaci da
je Frobenijusovo preslikavanje

p: F—F, o(x) = aP

surjektivno.



Poglavlje 2

Konstrukcija algebarskog
zatvorenja

U nastavku rada koristicemo ideje i rezultate iz [5] i [1], koje ¢emo de-
taljno obrazloziti i razraditi, prilagodavaju¢i ih potrebama i strukturi
ovog rada.

Definicija 2.1 Polje F' je algebarski zatvoreno ako za svako algebar-
sko prosirenje K/F vazi F = K.

Definicija 2.2 Neka je F' polje. KazZemo da je K algebarsko zatvo-
renje polja F', ako je K algebarsko prosirenje polja F koje je algebarski
zatvoreno.

Tvrdenje 2.3 Neka je F' polje. Sledeci uslovi su ekvivalentni:
1. F je algebarski zatvoreno polje;

2. svaki polinom f(X) € F[X] stepena veéeg od 1 ima bar jednu nulu
u F;

3. svaki nesvodljiv polinom f(X) € F[X] je linearan polinom;

4. svaki polinom f(X) € F[X] stepena veéeg od 1 moze se zapisati kao
proizvod linearnih faktora.

Dokaz. Dokazatemo da vazi niz implikacija
1) =(2)=B)= ) =(1)

28
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(1) = (2).

Pretpostavimo da je F' algebarski zatvoreno polje. Po definiciji, F
je jednako svakom svom algebarskom prosirenju. Neka je f(X) € F[X]
polinom stepena vec¢eg od 1. Neka je K polje razlaganja polinoma f. Iz
Tvrdenja 1.46 znamo da ono postoji. Posto je K dobijeno dodavanjem
korena polinoma f, kojih ima kona¢no mnogo, prosirenje K/F je alge-
barsko. Kako je F' algebarski zatvoreno, sledi da je K = F. Svi koreni
polinoma f pripadaju polju K, pa zbog jednakosti K = F' svi koreni
pripadaju polju F. Zbog toga f ima bar jednu nulu u F'. Dakle, svaki

polinom iz F[X] stepena veceg od 1 ima bar jednu nulu u F.

(2) = (3).

Pretpostavimo da svaki polinom iz F'[X] stepena veceg od 1 ima bar
jednu nulu u F. Neka je f(X) € F[X] nesvodljiv polinom. Pretposta-
vimo suprotno da f nije linearan. Tada je deg f > 1. Po pretpostavci, f

ima neku nulu a € F'. Zato je

J(X) = (X = a)g(X)

za neki g(X) € F[X]. Posto je X — « delilac polinoma f, dobijamo kon-
tradikciju sa ¢injenicom da je f nesvodljiv. Prema tome, svaki nesvodljiv
polinom mora biti linearan.

(3) = (4).

Pretpostavimo da je svaki nesvodljiv polinom iz F[X] linearan. Neka
je f(X) € F[X] polinom stepena veéeg od 1. Svaki polinom se moze
zapisati kao proizvod nesvodljivih polinoma, pa postoji zapis

f(X) = A(X) fo(X) - fr(X),

gdesu fi,..., fr nesvodljivi polinomi. Po pretpostavci, svaki od polinoma
fi je linearan, pa vazi

filX) = ai(X — o),
gde je a; € F'. Zato je
fX) =a(X —a)(X —ag) -+ (X — ),

gde je a € F'. Dakle, f se moze zapisati kao proizvod linearnih faktora.

(4) = (1).
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Pretpostavimo da se svaki polinom iz F[X] stepena veéeg od 1 moze
zapisati kao proizvod linearnih faktora. Neka je E//F' proizvoljno algebar-
sko prosirenje. Pokaza¢emo da je £ = F. Neka je a € E. Posto je E/F
algebarsko, element a je algebarski nad F', pa postoji njegov minimalni
polinom

pa(X) € F[X].

Pretpostavimo da a ¢ F. Tada minimalni polinom p, nije linearan, pa je
degp, > 1. Po pretpostavci, p, se moze zapisati kao proizvod linearnih
faktora:

Pa(X) = e(X — a1)(X — ) -+ (X — ay),

gde su ayq,...,a, € F. Kako je a koren polinoma p,, sledi da je a = «; za
neko . Ali tada je a € F, sto je kontradikcija sa pretpostavkom a ¢ F.
Dakle, svaki element iz E pripada polju F, pa je E' = F. Prema definiciji,
F' je algebarski zatvoreno polje.

Time je dokazano da su svi navedeni uslovi ekvivalentni. O

Primer 2.4 Polje C je algebarski zatvoreno na osnovu fundamentalne

teoreme algebre.

Slede¢a lema je od posebnog znacaja, jer daje dovoljan uslov za
algebarsku zatvorenost polja. U njenom dokazu koristicemo svojstva
savrsenih polja.

Lema 2.5 Neka je L algebarsko prosirenje polja F'. Ako svaki nekons-

tantan polinom iz F[X| ima koren u L, tada je L algebarski zatvoreno.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da je F' savrseno. Neka je f(X) € F[X]
monican i nesvodljiv polinom. Posto je F' savrseno, polinom f(X) je
separabilan. Neka je E polje razlaganja polinoma f(X) nad F. Tada
je E/F kona¢no separabilno prosirenje, pa prema teoremi o primitivnom
elementu (Teorema 1.53) postoji element v € E takav da je E = F[y].
Neka je g,(X) € F[X] minimalni polinom elementa v nad F. Po pret-
postavci, polinom g,(X) ima koren § € L. Kako su v i § koreni istog
nesvodljivog polinoma g,(X), postoji izomorfizam

®: Fly] — F[A]

takav da je ®(v) = 51 ®|r = idp. Posto je F[5] C L, ovim dobijamo
utapanje polja E = F[y] u L. Buduéi da je E polje razlaganja polinoma
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f(X), postoje ay, ..., q, € F takvi da je

n

FX) =T[(X = ).
i=1
Kako je ® identicko preslikavanje na F', za svako i € {1,...,n} iz jedna-
kosti f(a;) = 0 sledi

f(®(ai)) = @(f(ai)) = ®(0) = 0.

Pri tome je ®(«;) € L. Dakle, svi koreni polinoma f(X) pripadaju polju
L, pa se f(X) potpuno razlaze u L[X]. Time smo pokazali da se svaki
nesvodljiv polinom iz F[X] potpuno razlaze u L[ X].

Sada ¢emo pokazati da je svaki nesvodljiv polinom iz L[X] linearan.
Neka je h(X) € L[X] nesvodljiv polinom. Neka je a koren polinoma hA(X)
u nekom algebarskom prosirenju M polja L. Kako je L/F algebarsko
prosirenje, a « je algebarski nad L, sledi da je a algebarski nad F'. Neka
je go(X) € F[X] minimalni polinom elementa o nad F'. Prema prethodno
dokazanom, svaki nesvodljiv polinom iz F'[X] potpuno se razlaze u L[X].
Kako je go(X) nesvodljiv, on se potpuno razlaze u L[X]. Posto je a koren
polinoma g,(X), sledi da je « € L. Dakle, h(a) = 0 za neko o € L, pa
polinom X — « deli A(X) u L[X]. Kako je h(X) nesvodljiv, sledi da je
h(X) linearan. Prema tome, svaki nesvodljiv polinom iz L[X] je linearan.
Prema tvrdenju 2.3, zakljucujemo da je L algebarski zatvoreno polje.

Pretpostavimo sada da F' nije savr§eno. Tada je char(F) = p > 0.
Definisimo

F'={x € L|a"" € F zanekom > 1}.
Pokazacemo da vaze sledec¢e tvrdnje:
(a) F’ je polje;
(b) F’ je savrseno;
(c) svaki polinom iz F'[X] ima koren u L.

Najpre dokazujemo da je F’ polje. Ocigledno je F' C L i F' # 0,
jer je 1 = 17 € F. Neka su z,y € F’. Tada postoje prirodni brojevi
m,n > 1 takvi da je 27" € F i y*" € F. Neka je k = max{m,n}. Tada

vazi 27" € F i ypk € F. Posto je karakteristika polja L jednaka p, vazi

k k k

(z—y)" =2 —y".
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Desna strana ove jednakosti pripada polju F', pa sledi da i leva strana
pripada polju F'. Dakle,
(fﬂ - y>pk € Fa

odakle dobijamo x —y € F’. Zatvorenost za mnozenje sledi na isti nacin.
Naime,
(wy)”" ="y € F,

pajexy € F'. Akojex € F' iz # 0, postoji m > 1 takav da je 27" € F.
Kako je F polje, element 2" ima inverz u F', pa vazi

(z7H" = (") e F

Prema tome, 7! € F’. Dakle, F’ je potpolje od L.
Sada pokazujemo da je F’ savrSeno. Neka je a € F’. Tada postoji
m > 1 takav da je a?” = b € F. Posmatrajmo polinom

m-+1

X7 b e FIX].

Po pretpostavci teoreme, ovaj polinom ima koren o € L. Zato vazi
o?" = b = ™. Posto je karakteristika polja L jednaka p, dobijamo
(aP)P™ = aP™. Frobenijusovo preslikavanje u polju je injektivno, pa sledi
aP = a. Posto je a? = a € F’, sledi da je i a € F'. Dakle, za svaki
element a € F’ postoji element o € F’ takav da je a? = a. To znaci da je
Frobenijusovo preslikavanje na F” surjektivno, pa je prema tvrdenju 1.57
F' savrseno polje.

Sada pokazujemo da svaki polinom iz F’'[X] ima koren u L. Neka je
f(X) € F'[X]. Napisimo

F(X) = Zaixf,

gde je a; € F' za svaki i. Za svaki koeficijent a; postoji prirodan broj m;
takav da je afmi € F. Neka je

m = max{my, mag, ..., my,}.

pm
%

Tada za svaki koeficijent vazi a; € F', pa polinom

g(X)=> d" X'
ima koeficijente u F. Po pretpostavci teoreme, polinom g(X) ima koren
a € L. Kako je F C F' C L i L/F algebarsko prosirenje, sledi da
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je i L/F’ algebarsko prosirenje. Posto je L/F’ algebarsko prosirenje, a
pokazali smo da je F” savrseno polje sledi da je i L savrseno polje (svaki
nesvodljiv polinom u L[X] deli neki nesvodljiv polinom u F'[X] koji je
separabilan, pa je i svaki nesvodljiv polinom u L[X]| separabilan). Zato
postoji B € L takav da je a = 87". Sada imamo

m

(f(B)" = (Z B) => a7 => " a"a' = g(a) = 0.

% 7

Posto je L polje, iz p™-tog stepena jednakog nuli sledi da je f(5) = 0.
Dakle, svaki polinom iz F’[X] ima koren u L. Posto je F” savrseno polje
i svaki polinom iz F’[X] ima koren u L, prema prvom delu dokaza svaki
monican polinom iz L[X] razlaze se na linearne ¢inioce u L[X].

Time je dokazano da je L algebarski zatvoreno. O
Lema 2.6 Neka je K prosirenje polja F' i neka je
K = F(9),

gde je svaki element skupa S algebarski nad F. Tada je K algebarsko
prosirenje polja F'.

Dokaz. Neka je x € K proizvoljan. Po definiciji polja F(S), element
x se moze dobiti od elemenata polja F' i kona¢no mnogo elemenata
iz skupa S primenom konatno mnogo operacija sabiranja, oduzimanja,
mnozenja i deljenja. Dakle, postoje elementi oy, as, ..., o, € 5 takvi da
r € Flag,ag, ... ap).

Po pretpostavci teoreme svaki «; je algebarski nad F'. Posmatrajmo
sledec¢a prosirenja

F C F(ay) € Fla,a) €+ C Fag, ..., ap).

Posto je a; algebarski nad F', prosirenje F(a;)/F je konaéno. Nadalje,
posto je ap algebarski nad F', polinom koji ga anulira ima koeficijente
u F| pa je ay koren istog tog polinoma i u veéem polju F(ay). Zato
je ag algebarski nad F'(aq), te je prosirenje F(ay,as)/F(c;) konaéno.
Induktivno dobijamo da je za svako ¢ =1,...,n

F(O{l,...7067;)/F(061,...,Oéi_1)
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kona¢no prosirenje. Primenom teoreme o mnozenju stepena proSirenja

sledi

n

H[F(ozl,...,ozi) cF(ag,...,qi1)] < 00.

i=1
Dakle,
Flay,...,an)/F

je konacno prosirenje. Kako je svako konacno prosirenje algebarsko, za-
klju¢ujemo da je svaki njegov element algebarski nad F'. Posebno, ele-
ment x je algebarski nad F. Posto je x € K bio proizvoljan, sledi da je
svaki element polja K algebarski nad F'. Prema tome, prosirenje K/F je
algebarsko. O

Tvrdenje 2.7 Svako polje ima algebarsko zatvorenge.

Dokaz. Neka je F' polje. Konstruisa¢emo algebarsko zatvorenje polja F,
tj. njegovo algebarsko prosirenje koje je algebarski zatvoreno. Za njegovu
konstrukciju koristi¢emo prsten polinoma velikog broja promenljivih i od-
govarajuci kolicnicki prsten po pazljivo odabranom idealu. Na taj nacin
konstruisa¢emo prosirenje u kome svaki monican nesvodljiv polinom iz
F[X] ima nulu, sto ¢e nas dovesti do algebarskog zatvorenja polja F.

Posmatrajmo moni¢ne nesvodljive polinome f € F[X]. Neka su X;
promenljive, takve da svakom polinomu f odgovara tacno jedna pro-
menljiva X;. Dakle, promenljivih ima onoliko koliko ima nesvodljivih
monicnih polinoma i one generisu K = F[..., Xy,...], prsten polinoma
nad poljem F'. Elementi ovog prstena su polinomi koji se sastoje iz
kona¢no mnogo promenljivih.

Neka je I ideal prstena K generisan polinomima f(X). Pokazatemo
da je I pravi ideal. Dovoljno je pokazati da 1 ¢ I. Svaki element iz [ moze

se zapisati u obliku konacne sume ) g;fi(Xy,) gde su fi, fo,..., fn €
i=1
F[X] moniéni nesvodljivi polinomi, a g1, gs, ..., g, € K. Pretpostavimo

suprotno, da je 1 € I. Tada postoje moni¢ni nesvodljivi polinomi f; €
F[X] ielementi g; € K takvi da vazi

1= glfl(Xﬁ) ‘|—92f2(Xf2) +oee gnfn(an)'

Konstruisimo prosirenje polja F' koje ¢emo oznaciti sa P, u kome svaki
od polinoma fi,..., f, ima nulu a4, ...,qa,. Takvo proSirenje postoji i

dobijamo ga uzastopnom primenom Kronekerove teoreme na polinome
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fi, fay .-+, fn. Posmatrajmo preslikavanje h : K — P koje je odredeno
vrednostima h(Xy,) = a,zai=1,...,n,ih(Xs) =0za f ¢ {fi,..., fu}.
Drugim re¢ima, za svaki polinom g € K, h(g) dobijamo tako §to u g
umesto Xy, uvrstimo «;, a umesto svake ostale promenljive X; uvrstimo
0. Koeficijenti polinoma su elementi iz F' i oni se slikaju u same sebe.
Posto se pri ovakvom uvrstavanju ¢uvaju sabiranje i mnozenje, h je ho-
momorfizam prstena. Primenjujué¢i homomorfizam A na gornju jednakost

dobi¢emo:

h(1)

h(g1fi(Xyp) + g2 fo(Xp) + -+ gnfu(Xy,))

Mg f1(Xp,)) + h(g2fo(Xp,)) + - 4 hlgnfu(X,))
h(g)h(f1(X 7)) + h(g2)h(f2(Xp)) + -+ + hgn)h(fu (X))
h( ( (

h(

0,

)
91) fr(h( X)) + h(g2) fo(R( X)) + -+ + h(gn) fu(R(X},))
g1) fi(ar) + h(g2) fa(aa) + -+ + h(gn) fulan)

jer je fi(a;) = 0 za svako i. Sa druge strane, posto ovaj homomorfizam
elemente iz F' slika u same sebe, vazi h(1) = 1. Dobijamo 1 = 0, §to je
kontradikcija sa ¢injenicom da u polju vazi 1 # 0. Prema tome, 1 ¢ I,
pa je I pravi ideal.

Posmatrajmo kolicnicki prsten K/I. U njemu vazi f(X;+ 1) = 0
za svaki monican nesvodljiv polinom f € F[X], jer je po konstrukciji
f(Xy) € I, pa u kolicniku dobijamo f(Xy+ 1) = 0+ [. Dakle, u K/I
svaki monic¢an nesvodljiv polinom iz F[X] ima koren (tac¢nije, element
X¢+1 koji ga anulira). Medutim, iz same konstrukcije ne sledi da je K/I
polje, pa ne mozemo direktno zakljuciti da je ovo algebarsko zatvorenje.
Da bismo dobili polje, koristimo Zornovu lemu, koja garantuje da svaki
pravi ideal I u K lezi u nekom maksimalnom idealu M. Neka je M
maksimalan ideal za koji vazi I C M i definisimo L = K/M. Tada
je L polje, jer je prema tvrdenju 1.17 kolicnik komutativnog prstena po
maksimalnom idealu polje.

Postoji prirodan homomorfizam prstena F' — K — L, pa se F' moze
identifikovati sa njegovom slikom u L, odnosno L je prosirenje polja F
(posto homomorfizmi polja moraju biti injektivni).

Sada posmatramo generatore polja L. Posto je K generisan elemen-
tima oblika X, sledi da je i L generisan elementima oblika Xy + M, za-
jedno sa elementima iz F'. Elementi iz F' su trivijalno algebarski nad F,

jer svaki a € F' zadovoljava linearni polinom X —a. Za elemente X+ M,
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gde je f € F[X] monican i nesvodljiv, vazi f(X;+ M) = f(X;) + M.
Posto je f(Xy) € I C M, dobijamo f(X;+ M) = 0 u L, pa je svaki
takav element algebarski nad F'. Posto je L polje generisano elementima
koji su svi algebarski nad F', iz prethodne leme sledi da je svaki x € L
algebarski nad F', pa je L/F algebarsko prosirenje.

Sada pokazimo da je L algebarski zatvoreno. Neka je g € F[X] ne-
konstantan polinom. Tada se g moze faktorisati na monic¢ne nesvodljive
faktore g = cfy -+ fn, za ¢ € F\{0}. Posto svaki f; ima koren u L, pos-
toji element «; € L takav da f;(c;) = 0. Odavde sledi da i g ima koren
u L. Dakle, svaki nekonstantan polinom iz F[X] ima nulu u L, pa je na
osnovu leme 2.5 L algebarski zatvoreno polje.

Zakljucujemo da je L algebarsko zatvorenje polja F'.



Zakljucak

U ovom radu prikazana je konstrukcija algebarskog zatvorenja proizvolj-
nog polja. Nakon uvodenja osnovnih pojmova teorije prstena i teorije
polja, razmotreni su pojmovi algebarskog i separabilnog prosirenja, po-
lja razlaganja i savrSenih polja, koji su bili neophodni za razumevanje
konstrukcije i dokaza glavnog rezultata.

Centralni deo rada posvecen je dokazu teoreme da svako polje ima
algebarsko zatvorenje. Konstrukcija je zasnovana na prstenu polinoma
sa velikim brojem promenljivih, pri ¢emu se svakoj moni¢noj nesvodlji-
voj polinomskoj jednacini pridruzuje posebna promenljiva. Formiranjem
odgovarajuceg ideala obezbeduje se da u dobijenom koli¢nickom prstenu
svaki od posmatranih polinoma ima koren. Zatim se, primenom Zornove
leme, dolazi do maksimalnog ideala, a kolicnik po tom idealu predstav-
lja polje koje je algebarsko prosirenje polaznog polja. Pokazano je da je
tako dobijeno polje algebarski zatvoreno, ¢ime je dokazana egzistencija
algebarskog zatvorenja proizvoljnog polja.

Posebna vrednost prikazanog pristupa ogleda se u tome sto se kons-
trukcija moze sprovesti bez koris¢enja transfinitne indukcije. U odnosu na
iterativni pristup, u kojem se koreni polinoma dodaju kroz niz prosirenja,
ovde se svi moni¢ni nesvodljivi polinomi razmatraju istovremeno. lako
je konstrukcija pomoc¢u prstena polinoma tehnicki zahtevnija i oslanja
se na odredene rezultate koji se obraduju u kasnijim delovima kursa Pr-
steni, polja i teorija Galoa, ona omogucava da se Citava konstrukcija
algebarskog zatvorenja sagleda kroz standardne algebarske objekte. Na
taj nacin uocava se prirodna povezanost izmedu polinoma, ideala, mak-
simalnih ideala, koli¢nickih prstena i prosirenja polja.
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