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Predgovor

Jos pre nego Sto su ljudi znali za matematiku, svet je bio pun krugova. Sunce je izlazilo
i zalazilo svakog dana, mesec je menjao oblik u neprekidnom ciklusu, a voda u jezerima i
rekama oblikovala je savrSene, okrugle povrsine. Ljudi su primecivali obrasce u prirodi i
pokuSavali da ih razumeju. | tako, pre nego Sto su postojale reci, pre nego Sto su postojale
table ili pergamenti, postojalo je neSto $to danas zovemo 7 - misteriozna konstanta koja
povezuje obim kruga sa njegovim precnikom.

U dalekim vremenima, pre Cetiri hiljade godina, drevni Vavilonci i Egip¢ani prvi su
pokusali da uhvate ovaj broj. Na glinenim ploCama iz Vavilona zapisane su vrednosti koje
priblizno odgovaraju broju 7, dok su Egip¢ani u Papirusu Ahmesa Koristili jednostavne
formule da izraCunaju povrsSinu kruga. Njihove aproksimacije nisu bile savrsene - ali u
njihovim rukama, 7 je poCeo da se pojavljuje iz tame misterije. Ljudi su, kroz posmatranje
i eksperiment, polako dodirivali beskonacnost.

Hiljadama kilometara dalje, u Indiji, matematicari su razvili preciznije metode. Ari-
jabata i drugi naucnici koristili su slozene algoritme i decimalne aproksimacije kako bi
pribliZili = sa neverovatnom ta¢noS¢u za svoje vreme. U njihovim rukama, = je prestao
biti samo praktiCna mera i postao apstraktni simbol - most izmedu beskonacnih nizova i
racionalnog uma. Njihova posvecenost pokazala je da ljudska radoznalost nema granica,
bas kao $to = nema kraja.

U Grckoj, filozofi su gledali na 7 kroz prizmu geometrije i dokaza. Poku$aji kvadrature
kruga, posebno rad Anaksagore, Antifona i Hipokrata, bili su inicijalni koraci u razumevanju
ove tajne. Arhimed iz Sirakuze otiSao je korak dalje, koriste¢i upisane i opisane mnogouglove
kako bi stvorio rigorozne granice za 7. Njegov rad nije bio samo matematicki: bio je to
dokaz da ljudska logika i intuicija mogu obuzdati i najdublje misterije prirode. Arhimedov
metod ostavio je neizbrisiv trag u istoriji matematike, a = je postao simbol teznje ka
beskonacnoj preciznosti.

Kroz vekove, dok se rimsko carstvo raspadalo, a srednjovekovna Evropa tonula u
tminu, 7 nije nestajao. Rukopisi su preziveli u islamskim bibliotekama, dok su monasi i
ucenjaci pazljivo prepisivali anticke tekstove. MatematicCari iz islamskog sveta unapredivali
su Arhimedove metode, dodajuci nove pristupe i algoritme. Svaka generacija matematicara
dodavala je svoj trag, i 7 je putovao kroz vreme, postajuci veci od broja - bio je simbol
radoznalosti i neumorne potrage za znanjem.

Sa pojavom renesanse, Evropa je ponovo otkrila anticke spise. Matematicari poput
Ludolfa van Kulena i Johana Hajnsa razvijali su nove metode izraCunavanja 7 sa stotinama
decimala, istrazujuci beskonane nizove i trigonometrijske serije. U 18. i 19. veku, =« je



postao centralni lik u svetu matematike i nauke - od racunanja povrsina i zapremina do
razumevanja kruznih i harmonijskih fenomena. Svaka nova decimala bila je dokaz ljudske
strpljivosti i intelektualne upornosti.

Danas, u svetu racunara i digitalnih tehnologija, = je dostigao milijarde decimala,
ali njegova sustina ostaje ista: simbol beskonacnosti i konstante koja povezuje prirodu i
matematiku. Svaka generacija koja prouCava = dodaje novi sloj razumevanja, a njegova
prica se ne zavrSava. Od peska pored Nila do modernih laboratorija, 7 je putovao kroz
vekove - nevidljiv, ali uvek prisutan, podse¢ajuci nas da svet brojeva i svet prirode nisu
odvojeni, ve¢ spojeni u neprekidnoj harmoniji.

I tako, putovanje broja 7 nastavlja se i danas. Svaka decimala, svaki izracun, svaka
nova metoda je deo beskonacne price koju 7 ispisuje kroz ljudsku radoznalost i upornost.
Broj koji nikada ne prestaje, koji je oduvek tu i uvek misteriozan, putuje kroz vreme
zajedno sa nama, podsecajuci nas da matematika nije samo niz pravila i formula - ona je
prica o svetu, ljudskom umu i beskonacnosti.

Matematicka konstanta = predstavlja jednu od najpoznatijih i najintrigantnijih vred-
nosti u istoriji matematike. Njena univerzalna prisutnost u razli¢itim oblastima nauke,
simbola. Na elementarnom nivou, broj 7 se definiSe kao odnos obima kruga i njegovog
precnika: = = C'/d, gde je C' obim, a d precnik kruga. Ovaj odnos, nezavistan od veliine
kruga, ukazuje na to da 7 predstavlja fundamentalnu geometrijsku konstantu. Medutim,
kroz istoriju matematike znaCenje broja = daleko je prevazislo jednostavni odnos koji se
javlja u geometriji kruga.

Broj 7 je beskonaCan nerekurentan decimalni razvoj: = 3,14159265358979323846. . .,
Sto ga svrstava u kategoriju iracionalnih brojeva, a kasnije je dokazano da je i transcen-
dentan. Ove matematicke osobine €ine broj 7 kljuénim objektom istrazivanja u brojnim
granama matematike, ukljucujuci analizu, teoriju brojeva, kombinatoriku, teoriju racunanja
I numericku matematiku.

Razvoj razumevanja broja = moze se istorijski podeliti u tri glavne faze. Prva faza
vezana je za geometrijske metode i aproksimacije nastale u antickim civilizacijama kao
rezultat prakticnih potreba, pre svega u arhitekturi, astronomiji i merenju povrsina. Druga
faza zapoCinje razvojem matematicke analize u 17. veku, kada = pocinje da se pojavljuje u
beskonacnim redovima, integralskim izrazima i trigonometrijskim funkcijama. Treca faza
zapocCinje pojavom racunara u 20. veku, Sto omogucava razvoj algoritamskih metoda za
izraCunavanje milijardi cifara broja .

Znacaj broja 7 prevazilazi matematicke okvire. On se javlja u oblastima fizike, statistike,
signalne analize, kvantne teorije polja i teorije haosa. Tako, na primer, u fizici broj =



prirodno nastaje u formulacijama povrsina sfera, reSenjima diferencijalnih jednacina, teoriji
potencijala i u formulama koje opisuju harmonijski oscilator. U teoriji verovatnoce = se
pojavljuje u Gausovoj normalnoj raspodeli:

x_)?

f@) = pr—e %7
2mo?

Sto ukazuje da 7 poseduje duboku strukturalnu povezanost sa prirodnim fenomenima,
nezavisno od geometrije.

S obzirom na matematicku i istorijsku slozenost broja =, cilj ovog rada jeste da
sistematski i analiti¢ki istraZi njegov razvoj, primene i matematicku prirodu. Poseban
akcenat bice stavljen na analiticke metode izraCunavanja broja m, teorijska svojstva broja
m, kao i algoritamske pristupe koris¢ene u savremenim numeric¢kim prora¢unima.

Rad je organizovan u Cetiri glavne celine. U prvoj glavi razmatra se istorijski razvoj broja
7 kroz geometrijski, analiticki i algoritamski pristup. Druga glava posvecena je analitickim
metodama izraCunavanja broja 7, uklju€ujuci brojne redove, rezultate Gregorija, Lajbnica
i Nilakante, brzo-konvergentne redove, Ojlerove metode, rezultate Gausa i Ramanudzanove
algoritamske formulacije. TreCa glava bavi se dokazima iracionalnosti i transcendentnosti
broja w. Zavrsna, Cetvrta glava obuhvata zanimljive matematicke rezultate povezane sa
vrednoS¢u broja 7 i saZet pregled najvaznijih matematickih formula i iterativnih metoda.

Tokom izrade rada koris¢ena je literatura [1, |3, 4, 6-8, |13]. Cilj rada nije samo istorijska
rekonstrukcija, ve¢ i matematicka analiza evolucije razumevanja broja = kroz formalne
metode savremene matematike.

Ovim putem Zelim izraziti iskrenu zahvalnost dr Milici Zigi¢, mom mentoru, na ulozenom
trudu i vremenu, pomoci i stru¢nim sugestijama, koje mi je pruzila prilikom izrade ovog
master rada.

Takode Zelim da se zahvalim dr Petru Papicu i dr Nikoli Sarajliji koji su prihvatili da
budu ¢lanovi komisije i odvojili svoje vreme za realizaciju odbrane master rada.

Na kraju, najvec¢u zahvalnost dugujem mojoj porodici i prijateljima koji su mi bili
najveéa podrska od pocCetka studiranja.

Ovaj master rad posvecujem od srca mojim ucenicima.

Novi Sad, 2026. Branka Zekanovié
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Glava 1

Istorijski razvoj broja

Razvoj razumevanja broja predstavlja jedno od najdu®ih i najbogatijinh poglavlja u
istoriji matematike. Tokom vi?e od £etiri hiljade godina broj je evoluirao od empirijske
mere zasnovane na praktiEnim zapaCanjima do apstraktne matematifke konstante duboko
povezane sa analizom, teorijom brojeva, kombinatorikom, geometrijom, statistikom i
teorijom rafunanja. Ova konstanta je uporna u svom pojavljivanju u najrazli£itijim
oblastima matematike, 2to je odavno dovelo do shvatanja da nije samo broj de nisan u
kontekstu kruga, ve¢ univerzalna matematif£ka struktura.

Razvoj broja istorijski se mo®e podeliti u tri glavha matematifka pristupa. Prvi je
geometrijski pristup, koji dominira od najranijih civilizacija do kasne antike i oslanja se
na empirijska merenja krugova i poligonske aproksimacije. Drugi je analitiEki pristup, koji
zapo£inje u 17. veku sa razvojem beskona£nih redova i diferencijalnog ratuna, uvoded¢i
potpuno nov nivo razumevanja. Tre¢i je algoritamski pristup, koji se javlja u 20. veku
pojavom rafunara i modernih numeri£kih metoda, omoguc¢avajuc¢i izraEunavanje triliona
cifara broja i uvode¢i metamatematifka pitanja o njegovoj strukturi.

Za potrebe ove glave kori2¢ena je literatura [1, 3, 4, 6, 7, 13]. Analiza je strukturirana
tako da po?tuje hronologiju razvoja, ali istovremeno naglazava matemati£ku logiku koja
stoji iza kljuEnih trenutaka.

1.1 Istorija broja sa geometrijskog aspekta

Ovo poglavlje bavi se najstarijim fazama razvoja broja, kada matemati£ke metode nisu
bile algebarske ili analitifke, ve¢ geometrijske i empirijske. U ovom periodu matematika
nije bila apstraktna disciplina ve¢ praktiEno oruze, najEe2¢e kori2¢eno u in°enjerstvu,
grazevini, geodeziji, astronomiji i administraciji. Uprkos ograni£enjima, civilizacije poput
Vavilonaca, Egip¢ana, Grka, Kineza i Indijaca razvile su brojne metode za odrezivanje
pribli°ne vrednosti broja . Poseban akcenat ovog poglavlja stavljen je na rad Arhimeda,
£ije metode predstavljaju matemati£ku prekretnicu i prvi teorijski utemeljeni i dokazivi
pristup izraEunavanju broja [1, 4, 6, 7].
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1.1.1 Rani empirijski pristupi

Najstariji tragovi koji ukazuju na poznavanje pribli°ne vrednosti broja datiraju oko
2000 godina p. n. e. i nalaze se u egipatskoj i vavilonskoj matematici. Ovi rezultati nisu
bili izvedeni teorijski, ve¢ kao posledica praktiEnih merenja. Vavilonci su u matemati£kim
tablicama koristili aproksimaciju: 3:125 = %5 dok se u egipatskom Rajnds papirusu,
nastalom oko 1650. godine p. n. e., pojavljuje formula koja vodi vrednosti: %8—516
3:160493827.

Ove aproksimacije ukazuju na visoku praktiEnu preciznost, iako bez matemati£kog

opravdanja. U oba sluEaja broj se razumeo iskljufEivo kao odnos mera.

1.1.2 Gr£ka matematika i konceptualna transformacija

Gr£ka civilizacija donosi znaEajan epistemolo2ki pomak: matematika postaje teorijska i
aksiomatska. Grci uvode koncept:

. obim pravilnog n-tougla upisanog u krug
= lim .
ni1 pre£nik kruga

£ime po£inje formalizacija matemati£ke ideje granice - iako ne eksplicitno formulisane.
Najstariji poznati rezultat iz grEke tradicije pripisuje se Anaksagori, ali najzna£ajniji
doprinos daje Arhimed iz Sirakuze.

Slika 1.1: Arhimed

Arhimed iz Sirakuze (287-212. p. n. €)smatra se jednim od najve¢ih matemati£ara
I nau£nika antifkog doba, kao i jednim od najuticajnijih umova u istoriji matematike
uop?te. Rozen je u rasko2nom kulturnom centru helenistiEke epohe, u grEkom gradu
Sirakuzi na Siciliji, koji je tada bio pod sna®nim uticajem aleksandrijske nau£ne tradicije.
lako o njegovom °ivotu postoji relativno malo pouzdanih istorijskih izvora, pretpostavlja

LArhimed (287-212. p. n. e.), starogrEki matemati£ar, zifar, inenjer i astronom.
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se da je deo obrazovanja stekao u Aleksandrijskoj biblioteci, gde je bio u kontaktu sa
najistaknutijim matematif£arima tog vremena.

Arhimedovo delo obuhvata 2irok spektar matemati£kih i zi£kih problema, ukljuEujudi
teoriju poluga, hidrostatiku, optiku, geometriju i mehaniku. Njegova sposobnost da povezuje
teorijska istra®ivanja sa praktiEnom primenom ufinila ga je izuzetno prepoznatljivom
gurom £ak i izvan matemati£kih krugova. MeZutim, posebno mesto u istoriji matematike
zauzima njegovo istra®ivanje broja , koje je po svojoj metodolo2koj originalnosti i
preciznosti predstavljalo neprevazizen rezultat narednih vi2e od hiljadu godina.

Najpoznatiji Arhimedov doprinos odrezZivanju vrednosti broja dat je u delu O
merenju kruga (De Quadratura Circuli), u kojem prvi put u istoriji nalazimo sistematski i
matematifki rigorozan pristup aproksimaciji broja . Arhimed je koristio metodu iscrpljenja
(grE. axantl sewc), prete£u integralnog rafuna, postavljenu na principu da se povrzina
nepoznate gure moPe aproksimirati povrzinama poznatih geometrijskih tela sa sve vetom
precizno?¢u. Polazna ideja bila je upisivanje i opisivanje pravilnih mnogouglova u krug i oko
kruga, £ime je Arhimed uspostavio prve matemati£ke intervale koji ograni£avaju vrednost

. Upisivanjem i opisivanjem pravilnog 2estougla i postupnim udvostru£avanjem njegovog
broja stranica do mnogougla sa 96 stranica, Arhimed je uspeo da dobije najprecizniju tada

poznatu granicu:
223 22
< < =

71 7

Granica 272 ostala je vekovima prihvatana racionalna aproksimacija za i koristila se u
razlifitim civilizacijama, ukljuEuju¢i i srednjevekovnu evropsku i arapsku matemati£ku
tradiciju. Metoda i rezultat bili su toliko izuzetni da su i danas predmet proufavanja u
okviru matematif£ke analize, posebno zbog toga 2to Arhimedov pristup sadri embrione
pojmova konvergencije, grani£nih procesa i numeri£kih metoda - koncepata koji ¢e formalno
biti razvijeni tek u XVII veku.

Osim toga, Arhimed je prvi uo£io fundamentalnu geometrijsku vezu izmezu obima
kruga i njegovog pre£nika, daju¢i matemati£ku osnovu de nicije broja kakvu i danas
poznajemo. U Metodi, jednom od njegovih najznafajnijih dela £ija je kopija otkrivena tek
krajem XX veka, Arhimed koristi mehani£ke analogije i ideje koje zadivljuju svojom dubi-
nom i modernim karakterom, potvrzuju¢i njegovu ulogu pionira matemati£kog mi2ljenja
zasnovanog na deduktivnoj nauEnoj metodi.

Arhimedova smrt, prema legendi, dogodila se tokom opsade Sirakuze od strane rimske
vojske, kada ga je vojnik ubio ne prepoznajuc¢i njegov zna£aj, dok je Arhimed bio zaokupljen
geometrijskim problemom i izgovorio £uvenu ref£enicu: Noli turbare circulos meos! - Ne
diraj moje krugove! .

Bez obzira na tragifan kraj, Arhimedovo nasleZe ostalo je duboko utisnuto u matema-
tifku tradiciju. Njegov rad na broju  predstavlja temelj analitiEkog pristupa ovom broju i
ostao je inspiracija matemati£arima kasnijin epoha, od Renea Dekarta i Gotfrida Lajbnica

9
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do Karla Fridiha Gausa i Srinivasa Ramanud®ana. Zbog toga se Arhimed danas s pravom
smatra za£etnikom metodolo2kog istra®ivanja broja i jednim od kljuEnih graditelja mosta
izmezu antifke geometrije i savremene matemati£ke analize.

1.1.3 Dalji razvoj geometrijskih metoda

Nakon Arhimeda, matemati£ki napredak usporava, ali tradicija se nastavlja u Kini i
Indiji.
Kineski matemati£ar Zu Chongzhi (429-500) izrafunao je da:

3:1415926 < < 3:1415927:

Predlo®io je i razlomke:
355. 22

113' 7

pri £emu jei—ig toliko precizan da se ponovo pojavljuje tek u XVIII veku u radovima
evropskih matematifara. Kada se ka®e da se ova aproksimacija ponovo pojavljuje tek u
XVIII veku u radovima evropskih matemati£ara, najEe2¢e se misli na Leonarda Ojlera,
Johana Heinrich Lamberta i Adrien-Marie Le®andra. Ojler je haveo ovu aproksimaciju u
svojim radovima o razlomcima i neprekidnim razlomcima. Pod neprekidnim razlomkom
podrazumeva se nafin predstavljanja realnog broja pomo¢u niza celih brojeva, pri £emu se
u imeniocu svakog razlomka nalazi novi razlomak. Johan Heinrich Lambert je proufavao
neprekidne razlomke za broj i Kkoristio iste vrednosti koje konvergiraju ka istom limesu,
nazovimo ih konvergenti, mezu kojima je i razlomak%. Kasnije se ista aproksimacija
pojavljuje i kod Adrien-Marie Le®andra u prou£avanju broja , iako je on delovao krajem
XVIIIl i pofetkom XIX veka. Va®no je napomenuti da evropski matemati£ari nisu preuzeli
razlomak od Zu Chongzhija (nisu znali za njegov rad), ve¢ su do njega do?li nezavisno,
koriste¢i razvoj broja u neprekidni razlomak. Razloma % je jedan od konvergenata
tog razvoja, pa se prirodno javlja u matemati£kim istra®ivanjima.

Razdoblje geometrijskih metoda obuhvata vi2ze od dve hiljade godina. U tom periodu
se transformisao od empirijskog odnosa do rigorozno utemeljene matemati£ke konstante. Na
kraju da ponovo istaknemo, najva®niji rezultat ovog perioda jeste pomenuta Arhimedova
metoda iscrpljivanja, koja uvodi ideju aproksimacije pomo¢u grani£nih procesa - osnovnu
ideju koja ¢e kasnije postati temelj matemati£ke analize.

1.2 Istorija broja sa analititkog aspekta

Analitifka faza istra®ivanja broja po£inje u 17. veku, kada se prvi put uvode bes-
kona£ni redovi, in nitezimalni rafun i formalni koncept graniEne vrednosti. Za razliku
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od geometrijskog perioda, u kojem je broj posmatran kao odnos geometrijskih velifina,
analitifEki period uvodi potpuno novu paradigmu: postaje objekat analitiEkih funkcija,
pojavljuje se u adicionim formulama, integralima i specijalnim funkcijama, te poprima sta-
tus fundamentalne konstante u matemati£koj analizi, a ne samo u geometriji. Ovaj prelaz
nije samo istoriografski - on je matemati£ki kljuEan, jer uvodi algebro-analitiEku strukturu
koja omogutava kasnije dokaze iracionalnosti i transcendentnosti broja kao i razvoj
metoda za njegovo rafunanje do beskona£ne preciznosti. U ovom poglavlju razmotri¢emo
razvoj analitifEkog opisa broja kroz nekoliko potperioda:

" razvoj trigonometrije i prvih beskona£nih suma, odnosno redova,
" pojavu in nitezimalnog rafuna (Njutn i Lajbnic),
" Ojlerov doprinos i integrali koji de ni2u

" dokaze iracionalnosti i pofetak teorije brojeva vezane za .

1.2.1 Redovi kao novi pristup

De nicija 1.1. Neka je dat niz realnih (ili kompleksnih) brojeva (a ), tj. urezeni skup
g, az; a3, ...

Sa ovim nizom mo°emo povezati niz parcijalnih suma, de nisan relacijom:

X
Sy = a=a;ta+az+ +a,; n2N:
k=1

Red povezan sa nizom (@ de ni2e se kao formalni izraz:

X
a, =ajtart+tasz+:..:
n=1
Ka®emo da je red konvergentan ako postoji realan (ili kompleksan) br§ takav da niz
parcijalnin suma (S,) konvergira prema S, t.

nI!|1m S, =S

U tom slu£aju pi’2emo: “
a, = S:

n=1

Ako ovaj limes ne postoji ili je beskona£an, tada ka®emo da je red divergentan.

11
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Napomena 1. Za konvergenciju reda neophodno je, ali nije i dovoljno, da £lanovi nizg)(
te®e nuli, tj.
lim a, =0:

n'l
MeZutim, postojanje ovog limesa ne garantuje konvergenciju reda - 2to ilustruje, na
primer, harmonijski red:

za koji va©i

ali ipak divergira.

De nicija 1.2. Neka je funkcija f beskona£no puta diferencijabilna u nekoj okolini tafke
Xo. Tejlorov red funkcije f u tafki x jeste stepeni red oblika

X 10 (xo)
n!

x x o)

n=0

gde jef ™ (xo) n-ti izvod funkcije f u tafki xo, a n! faktorijel broja n. Ako za svakox iz
neke okoline tatke ¥ vaCi

Iilm Rn(X) =0;

n!

gde je R,(x) ostatak Tejlorove formule, tada se funkcijaf mo©°e predstaviti svojim
Tejlorovim redom, odnosno

P f (n) X
f(x) = n(| Oy x o)t
n=0 ’
Ekvivalentno, ako je “
f ™ (x
=" e g
n=0 ’

ka’emo da je funkcija f analitifEka u ta£ki x.

Dakle, funkcionalni stepeni red dobija se tako 2to se izrafunaju svi izvodi funkcije u
izabranoj ta£ki xo, a zatim se svaki izvod podeli sa odgovaraju¢im faktorijelom i pomnao®i
odgovaraju¢im stepenomx X o)". Na taj nafin dobija se razvoj funkcije u stepeni red,
koji predstavlja funkciju u obliku beskonaEnog polinoma u okolini tafke,. Funkcije koje
su jednake svom Tejlorovom redu nazivaju se analitifke funkcije.

Prvi znafajan korak ka analitifEkoj formulaciji broja pojavljuje se u radovima Jamshida
al-Kashija u 15. veku, ali tek su evropski matematifari 17. veka sistematski transformisali
rafunanje u analitiEki problem.
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Jedan od prvih rigoroznih beskona£nih redova za potife od D°ejmsa Gregorija
(1638-1675) i Gotfrida Vilhelma Lajbnica (1646 1716):

Ovaj red, danas poznat kao Gregori-Lajbnicova formula, mo®°e se izvesti iz razvoja
funkcije:
3 X5
arctgix)=x —+ — i
3 5 ’
pa za x = 1 sledi:

arctg(l) = Z:

Ovaj rezultat sledi iz slede¢ih razmatranja. Razvoj funkcijarctg(x) u Maklorenov red dat
je izrazom
3 x5 7 R . x2n+1

X
= —+ — — + =
arctg(x) = x 3 5 - . (1)

2n+1’

koji va®i za jxj 1 (pri £emu zax = 1 red konvergira uslovno). Uvr?tavanjem vrednosti
x = 1 dobija se

1 1 1
1)=1 —-—+- =+
arctg(1) 37 7
Pozto je
tg(1) = —;
arctg(1) = ;
sledi da je
X n
—=1 1'+1' 1'+ = (1) :
4 3 5 7 o 2N+l

Ovaj izraz ima istorijski zna£aj jer predstavlja prvi dokaz da se mo°e odrediti kao
suma beskona£nog niza, £ime se napu?ta geometrijska tradicija.

Brzina konvergencije Gregori Lajbnicovog reda mo®e se analizirati posmatranjem
njegovih parcijalnih suma

X k
Sh (1) ;
2k +1
=0
pri £emu vaei
nIlllm Sh = Z:



GLAVA 1. ISTORIJSKI RAZVOJ BROJA

Gre?ka aproksimacije nakon n £lanova de ni2e se kao

Rn:Z Sn.

Po2to je Gregori Lajbnicov red alternativan, a njegovi £lanovi po apsolutnoj vrednosti
monotono opadaju i te®e nuli, prema Lajbnicovom kriterijumu va®i procena

1
JRn] on+3

Mno°enjem obe strane sa 4 dobija se procena gre2ke pri aproksimaciji broja

4 :
02k+1 2n+3

k=

Kako za velike vrednosti n va°i
4
2n+3 n’
sledi da se gre’ka smanjuje reda velifine

1
R,=0 — ; n'l:
n

Ovakav red konvergencije ukazuje na veoma sporo pribli®avanje parcijalnin suma
grani£noj vrednosti. Naime, za dobijanje samo deset taEnih decimalnih cifara broja
potrebno je izrafunati vie od 500 miliona £lanova reda. Zbog toga, iako Gregori Lajbnicova
formula ima veliki istorijski i teorijski zna£aj kao jedna od prvih beskona£nih reprezentacija
broja , ona nije pogodna za njegovo e kasno numeri£ko izrafunavanje.

Slika 1.2: D°ejms Gregori

14



GLAVA 1. ISTORIJSKI RAZVOJ BROJA

D%%jms Gregori (James Gregory, 1638-1675bio je 2kotski matemati£ar i astronom, £iji
su radovi predstavljali va®an doprinos razvoju analitiEkih metoda 17. veka. Kao pripadnik
generacije matematifara koja je radila u periodu formiranja temelja diferencijalnog i
integralnog ratuna, Gregori se posebno bavio proufavanjem trigonometrijskih funkcija,
njihovim razvojem u beskona£ne redove, kao i primenom tih rezultata u numeriEkom
odreZivanju konstanti, meZu kojima je broj bio najzna£ajniji.

Gregori je 1667. godine objavio svoje najpoznatije delo Vera Circuli et Hyperbolae
Quadratura, u kome je izlo®io jedan od prvih poznatih beskona£nih redova za pribli®avanje
vrednosti broja . Prvi je pokazao da se funkcije, i sa njima broj, mogu predstaviti kao
beskonaf£ne algebarske strukture, 2to je bio va®an korak ka razumevanju analitifEke prirode
broja .

Gregori je takoZe zna£ajan zbog svojih ranih radova u oblasti teorije limesa i ideja
koje prethode rigoroznoj formulaciji konvergencije niza, 2to je kasnije dovelo do potpunog
razvoja analize u radovima Njutna, Lajbnica i Ko?ja. Njegov doprinos aritmetiEkom
I analitifkom proufavanju broja stoga predstavlja jednu od kljuEnih prekretnica u
istorijskom prelasku sa geometrijskih metoda ka metodama beskona£nih redova.

Slika 1.3: Gotfrid Vilhelm Lajbnic

Gotfrid Vilhelm Lajbnic (Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646-1716)° bio je jedan od
najznaf£ajnijih lozofa i matematifara evropskog prosvet¢enja. Kao jedan od tvoraca
rafunskog koncepta in nitezimala, Lajbnic je izvr2io veliki uticaj na razvoj moderne
matematike. Njegov interes za analitifke metode doveo ga je i do proufavanja brojagde

2James Gregory (1638-1675), 2kotski matemati£ar i astronom. MeZu njegovim zna£ajnim doprinosima
su razvoj beskona£nih redova i rezultati povezani sa trigonometrijskim funkcijama, koji su imali va®nu
ulogu u razvoju metoda za izrafunavanje broja .

3Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), nemagfki matematifar i lozof, jedan od utemeljivafa diferen-
cijalnog i integralnog rafuna. U okviru svojih istralivanja razvio je beskona£Ene redove, meZu kojima je
posebno poznat red koji daje jednu od klasi£nih formula za izrafunavanje broja .
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je unapredio rezultate Gregorija i doprineo razvoju metoda izrafunavanja ove konstante
pomo¢u razvoja u red. Polaze¢i od Gregorijevog razvoja funkcije arkus tangens, Lajbnic je
nezavisno do2ao do istog beskona£nog reda, koji je danas poznat kao Gregori-Lajbnicov red.
Lajbnic ga je posebno istakao kao alat za numeri£ko izrafunavanje vrednosti zapisao u
obliku:

1 1 1 1
—=1 -+ = =+ =
4 3 5 7 9
Polaze¢i od izvoda funkcije
iarct (x) = 1.
ax 9= e
Lajbnic je iskoristio razvoj geometrijskog reda
1 — 2 4 6 . vi .
Tix- X “+X% x °+ Xj< 1
Integracijom £lan po £lan dobija se
z X 1 z X 2 4 6
arctg(x) = ——dt= 1t +t"t°+ dt;
odnosno
x3 x®> X’
arctgx) =x —+ — —+

3 5 7
Uvr2tavanjem vrednosti x = 1, pri £emu va®i tan?! (1) = 4 dobija se
1 1 1 1
a7t 3'5 779
2to predstavlja Gregori Lajbnicov red za broj .

Ovaj red predstavlja jedan od najpoznatijih primera alternativnih (naizmeni£nih)
redova i £esto je prvi primer koji se navodi pri analitiEkom uvodu u koncept beskona£nih
redova. Istorijski znafaj ovog rezultata je izuzetno veliki, jer je predstavljao prvi most
izmezu trigonometrije, beskona£nih redova i numeri£kih metoda.

Lajbnic je dao i va®ne komentare o kriterijumima konvergencije beskona£nih redova,
kao i prve umetnute ideje o povezivanju beskona£nih procesa sa algebarskim operacijama -
2to ¢e kasnije biti urezen matemati£ki sistem u okviru analize. Njegova formulacija reda za

postala je jedan od najuticajnijin rezultata ranog analitifEkog pristupa broju i ostala
je simbol prelaza matematike ka metodolo?ki preciznom i simboli£ki razvijenom pristupu
brojevima.
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Slika 1.4: Isak Njutn

1.2.2 Njutn, raEun i nizovi br°e konvergencije

Isak Njutn (Isaac Newton, 1643-1727% jedan je od najuticajnijih matematifara u
istoriji, a njegovi radovi obeleCili su razvoj moderne nauke. Njegov doprinos matematici,
zici i lozo ji prirode obuhvata 2irok spektar tema, mezu kojima su diferencijalni i inte-
gralni rafun, teorija gravitacije, zakoni kretanja, optika i numeriEke metode. U okviru svog
matemati£kog rada, Njutn je dao va®an doprinos razvoju analitifEkin metoda za odrezivanje
broja , narofito kroz razvoj beskona£nih redova i njihove primene na izrafunavanje
funkcija.

Za razliku od ranijih geometrijskih pristupa broju , Njutn je posmatrao kao rezultat
beskonaf£nog analitifkog procesa i povezao ga sa razvojem funkcija zadatih konaEnim
algebarskim izrazima. Polaze¢i od binomne teoreme, koju je prvi formulisao u op?tem obliku,
Njutn je uspeo da pro?iri oblast primene ove teoreme na racionalne i realne eksponente.
Time je otvorio put razvoju funkcija u redove kao alata za numeri£ko rafunanje konstanti.

De nicija 1.3. Neka je 2 R i neka va®i jxj < 1. Tada se funkcija
(1+x)

mo°e predstaviti konvergentnim stepenim redom

)4 n
1 +x) —n:0 0 x";

4lsaac Newton (1643-1727), engleski zifar, matemati£ar i astronom i jedan od utemeljivafa matematifke
analize. Dao je znafajan doprinos razvoju beskona£nih redova i binomnog reda, koji su omogu¢ili razvoj
novih metoda za aproksimaciju matematifkih konstanti, ukljutujuc¢i i broj .
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gde su uop?teni binomni koe cijenti de nisani formulom

. _ (1) ( n+l . .
0_1’ n n! ; n oL

Ovaj red naziva se binomni red. U sluEaju kada je2 N o, red se svodi na konafan zbir i
dobija se klasiEna binomna formula.

Jedan od najzna£ajnijih Njutnovih doprinosa izraEunavanju broja proistife iz primene
njegove op?te binomne teoreme. Njutn je prvi u istoriji pro2irio binomnu teoremu na slu£a]
realnih i racionalnih eksponenata, 2to je omogucilo razvoj funkcija u beskona£ne redove,
ukljuEujuci i funkciju:

pm=(l x 2)¥2

Njutn je najpre prozirio izraz (1 x 2)*2 u binomni red prema op2tem obliku:

rr 1) W2 + rr 1)(r 2) I

r —
Q+u)' =1+ru+ o 3 g

i zamenio u = X 2ir=1=2, £ime je dobio:

- 1 11 113
1 x )F2=1  =x2 4 6 ...
(x5 2X 4X 246X

Naredni korak bio je integracijom dobijenog reda £lan po £lan na intervalu;[0, %o je
bilo u skladu sa metodama in nitezimalnog ratuna koje je Njutn razvijao. Integracijom
svakog £lana razvoja dobija se

Z 1

_ 1 1
1 x 2dx=1
, T 23 245 24

Funkcija

predstavlja gornju polovinu jediniEne kru®nice, pa integral

Z,

1 x 2dx
0

odgovara povr2ini jedne £etvrtine kruga polupre£nika 1. Kako je povrdina celog jediniEnog
kruga jednaka , sledi da va°i
Z 1

- = p1 X 2dx:
4

Mnao®enjem prethodne jednakosti sa 4 dobija se Njutnova formula za broj :
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1 1 13
23 245 2467
Ova formula predstavlja jedan od prvih primera primene razvoja funkcije u beskona£gni
red i integracije £lan po £lan za numeri£ko odrezivanje broja .
lako ovaj red konvergira br°e od Gregori Lajbnicovog reda, njegova brzina konvergencije
I dalje nije dovoljna za prakti£no izrafunavanje velikog broja decimala broja Ako se
greka oznafi sa

=4 1

R.= S u;

gde je S odgovarajuta parcijalna suma reda, procena ostatka pokazuje da vaCi

o 1
jJRaj=0 n2

Ova kvadratna brzina konvergencije predstavlja pobolj?anje u odnosu na Gregori
Lajbnicov red, kod kojeg je gre2ka reda veli£in®(1=n), ali i dalje nije dovoljna za e kasno
numeri£ko rafunanje velikog broja decimala. Zbog toga su kasnije razvijene naprednije
metode ubrzavanja konvergencije i algoritmi zasnovani na br°e konvergentnim razvojima.
Uz razvoj sopstvenih redova za trigonometrijske funkcije i inverze trigonometrijskih funkcija,
Njutn je prvi uo£io ideju da se izbor promenljive mo®e optimizovati kako bi se algoritamska
e kasnost pobolj2ala. Konkretno, primenom razvojaarctg funkcije sa argumentima manjim
od 1, uspeo je da konstrui?e preciznije verzije redova koje konvergiraju mnogo br°e od one
koju su ranije formulirali Gregori i Lajbnic.

Na osnovu ovih metoda, Njutn je izraEunao 15 decimalnih cifara broja- 2to je za
njegovo vreme predstavljalo izuzetno postignu¢e. Kasnije je u dopisivanju hapomenuo da
je sam proces bio toliko naporan da ga ne bi ponovio £ak ni da dobije znaEajnu nagradu,
2to govori o sporosti ovih ranih metoda pre pojave modernih algoritama.

Njutnov pristup broju  predstavljao je prekretnicu u istoriji matematike: prvi put

nije posmatran samo kao geometrijska konstanta, ve¢ kao rezultat analitiftkog procesa
povezanog sa razvojem funkcija u beskona£ne redove. Ovaj pristup kasnije je poslu®io kao
temelj Gausovim, Ojlerovim i Ramanud®anovim metodama, kao i modernim algoritamskim
formulama kori2¢enim u numeriEkom izraEunavanju .

Isak Njutn je zna£ajno unapredio analitifke metode uvoZenjem generalizovanog bino-
mnog razvoja, £ime je omoguc¢io razvoj mnogih funkcija u beskona£ne stepene redove. Ovaj
postupak predstavljao je jednu od najva‘nijih ideja ranog in nitezimalnog ratuna, jer je
omoguctio da se algebarske operacije primene na funkcije koje nisu polinomi. Za %
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generalizovana binomna formula daje

, R 1
(1+X)§: 2 Xn;
n
n=0
gde je
1
7 _ n1 (2n 3N .
. =(1) ~onpl n 1:
Prema tome,

R ) 1 2n 3N
2"n! '

1+x):=1+ (1

n=1

a razvoj do n-tog £lana je

X
L+x)z 1+ (1) % @K M .

k
o1 2KK!
Koe cijenti ovog reda zadovoljavaju
(2n 3)N 1
2nn! 2" n32

to pokazuje brzinu opadanja £lanova binomnog reda. Ovaj razvoj Njutn je primenio na
funkciju

P tZ2=(1t ¥z;

uvozenjem zamene

Na taj nafin dobija se razvoj

p 1 1

1 5

1t2=1 Et2 ét4 1—6t6 1_28t8

Ovaj razvoj predstavlja jedan od prvih zna£ajnih primera primene beskona£nih redova
u postupcima numeri£kog odrezivanja matemati£kih konstanti. Njime je Njutn uspostavio
vezu izmezu geometrijskog pristupa odrezZivanju povrzine kruga i analitiEkin metoda
zasnovanih na beskona£nim redovima, £ime je otvoren put za primenu metoda matematifke
analize u numeri£kim proratunima. Mezutim, i pored svog istorijskog znafaja, ovaj razvoj
karakteri2e relativno spora konvergencija, ?to ogranifava njegovu praktiEnu primenu pri
izratunavanju velikog broja decimala broja . Ova ograni£enja predstavljala su podsticaj

za razvoj savremenijin metoda koje se zasnivaju na transformaciji beskona£nih redova, kao
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