S S
Q- I
N UNIVERZITET U NOVOM SADU £ 9
IS ?, N > e z
g | | l | | Z PRIRODNO - MATEMATICKI FAKULTET ~ 55¢ ¥ JC <
[-%) < L o \) .
= ‘—W < ')UU(‘
s, A S DEPARTMAN ZA MATEMATIKU I O 195
Hopy cx™ INFORMATIKU =

Nikolina Curi¢

Primena Ojler - Lagranzove jednacine na problem

optimalne Stednje 1 potrosnje

-Master rad-

Mentor:
dr Milica Zigi¢
Novi Sad, 2026.






Zahvalnica

Izrada ovog master rada predstavljala je znacajan akademski i licni izazov,
cija realizacija ne bi bila moguca bez podrske, razumevanja v pomoci brojnih

ljudi kojima dugujem iskrenu zahvalnost.

Posebnu @ duboku zahvalnost upucujem svojoj mentorki, dr Milici Zigz'c’,
na strucnom vodenju, izuzetnoj posvecéenosti i kontinuiranoj podrsci tokom
svih faza izrade ovog rada. Njeni saveti, konstruktivne sugestije i nesebicno
deljenje znanja doprineli su kvalitetu istrazivanja i jasnijem sagledavanju
razmatrane problematike. Strpljenje, profesionalnost i motivacija koju je
pokazala tokom saradnje imali su presudan uticaj na uspesan zavrsetak
ovog rada. Dodatno, zahvaljujem se 1 ¢lanovima komisije na konstrukti-

vnim kritikama i sugestijama koje su znacajno doprinele radu.

Iskrenu zahvalnost dugujem svojoj porodici, koja mi je tokom celokupnog
perioda studiranja pruzala bezuslovnu podrsku, razumevangje i ohrabrenje.
Njihova vera u mene, moralna snaga i stalna podrska bili su temelj na
kojem se zasnivao svaki moj akademski uspeh i predstaviljali su neizostavan

oslonac u trenucima izazova i napora.

Takode, zahvaljujem se svojim prijateljima na iskrenoj podrsci, strpljenju
1 motivaciyt koju su mi pruZali tokom studija @ 1zrade ovog rada. Njthovo
razumevange, razgovori i ohrabrenje doprineli su ocuvanju istrajnosti i po-

zitivnog duha tokom citavog procesa.

Na kraju, zahvaljujem se svima koji su na bilo koji nacin doprinelt mom

akademskom razvoju 1 uspesnom zavrsetku master studija.






Sadrzaj

Predgovor

1 Uvod
1.1 Istorija varijacionog racuna . . . . . . . . .. .. .. ... ...
1.2 Fermaov doprinos . . . . . . . ... ...

1.3 Problem brahistohrone . . . . . . . ... ... 0oL
1.4 Problem brahistohrone kroz Zemlju . . . . . .. ... ... ...

1.5 Uvodni pojmovi . . . . . . . . ...

2 Osnovne osobine varijacionog rac¢una

2.1 Diferencijal funkcionele . . . . . . . .. ... ...
2.2 Potreban uslov za ekstrem funkcionele . . . . . .. ... .. ..
2.3 Ojler - Lagranzova jednacina . . . . . . . . . . ... ... ....
24 Specijalni slucajevi Ojler - Lagranzove jednacine . . . . . . . . .
2.5 Resenje problema brahistohrone . . . . . . . ... ... ... ..

3 Varijacioni problem sa ogranic¢enjima - Izoperimetrijski problem
3.1 Vrste grani¢nih uslova opsteg karaktera . . . . .. .. ... ...
3.2 Osnovne teoreme izoperimetrijskog problema . . . . . . . . . ..

3.3 Resenje Didoninog problema . . . . . . . ... .. .. ... ...
4 Problem optimalne Stednje i potrosnje
Zakljucak
Literatura

Biografija

10
10
12
16
20
24

31
32
34
36
40
42

45
45
47
49

53

58

59

61



Klju¢na dokumentacijska informacija

63






Predgovor

“The calculus of variations is nothing else but the art of finding the path that

makes a certain quantity extremal.”

— Leonhard Euler

Optimizacija predstavlja znacajnu oblast primenjene matematike, jer omogucava
identifikovanje najboljih reSenja u okviru zadatih kriterijuma i ograni¢enja. Problemi
optimizacije su prisutni u gotovo svim aspektima inZenjerskog, bioloskog, medicinskog,
ali i ekonomskog odlucivanja, kojim é¢emo se detaljnije baviti u ovom radu. Optimi-
zacioni problem u finansijskoj sferi moze se primeniti konkretno od alokacije resursa i
planiranja investicija do maksimizacije koristi ili profita tokom vremena. U savreme-
nim ekonomskim modelima ¢esto se javlja potreba da se odredi optimalna dinamika
potrosnje i Stednje pojedinca ili preduzeca u vremenskom periodu, uzimajuci u obzir
dostupni dohodak, kamatne stope, inicijalnu Stednju i o¢ekivane promene u prihodima.

U ovom kontekstu, varijacioni ra¢un postaje posebno znacajan. Varijacioni ra¢un
je podoblast optimizacije koja proucava ekstremume funkcionala — funkcija ¢ije pro-
menljive same predstavljaju funkcije ili putanje sistema. Njegova primena omogucava
formalno definisanje i reSsavanje problema u kojima odluke zavise od kontinuiranih pro-
mena kroz vreme. Istorijski, varijacioni racun je razvijen u XVIII veku kroz radove
poznatih matematicara, prvenstveno u fizickim i mehanickim problemima. Tokom XIX
i XX veka, njegova primena je prosirena i na ekonomiju, naroc¢ito u okviru teorije opti-
mizacije potrosnje i dinamickih ekonomskih modela, gde sluzi za odredivanje optimalnih
strategija ponasanja subjekata kroz vreme.

Primena varijacionog racuna u ekonomiji posebno je znacajna u modelima Stednje
i potrosnje. Problem optimalne dinamike potrosnje moze se formulisati kao maksimi-
zacija ukupne koristi kroz vremenski period, uzimajuéi u obzir ogranicenja budzeta i
dinamiku stednje. Koriséenjem funkcionala korisnosti i izvodenjem Ojler-Lagranzovih

uslova optimalnosti, moguée je dobiti matematicki precizne karakterizacije optimalnih



strategija potrosnje i Stednje. Ova metoda omogucéava ekonomistima da analiziraju ka-
ko pojedinci rasporeduju svoje resurse kroz vreme, kako reaguju na promene kamatnih
stopa i dohotka i kako ekonomske politike uti¢u na ponasanje potrosaca.

Cilj ovog master rada je da sistematski predstavi primenu varijacionog rac¢una na
problem Stednje i potrosnje, kombinujuéi teorijski okvir sa prakti¢nim primerima. Rad
se sastoji od 4 poglavlja.

U prvom poglavlju upoznac¢emo se sa istorijom i motivacijom varijacionog rac¢una i
definisa¢emo osnovne teorijske pojmove funkcionalne analize i diferencijalnih jednacina
koje ¢emo koristiti u ostatku rada.

Drugo poglavlje odnosi¢e se na detaljno objasnjenje varijacionog problema, prvobi-
tno ¢e se izvesti Teorema o potrebnom uslovu za ekstrem funkcionele, a zatim i leme
poput Osnowvne leme varijacionog racuna i Rejmodnove leme, kao i Osnovna teorema
varijacionog racuna, koje su kljuéne za izvodenje Ojler - Lagranzove jednacine. Nakon
toga razmatrace se specijalni slucéajevi Ojler - Lagranzove jednacine, kao i primena je-
dnog od njih na reSavanje problema brahistohrone.

Trece poglavlje baviée se varijacionim problemom sa ograni¢enjima - izoperimetri-
jskim problemom. Najpre ¢e se objasniti pojam i vrste grani¢nih uslova, a zatim ¢e se
uvesti dve klju¢ne teoreme koje predstavljaju uopstenje Ojler - Lagranzove jednacine
u izoperimetrijskom sluc¢aju, nakon cega ¢e se razmatrati njihova primena na reSavanje
izoperimetrijskog problema.

Cetvrto poglavlje pod nazivom Problem optimalne Stednje i potrosnje, bavice se
analizom 1 interpretacijom dobijenih resenja u ekonomskoj perspektivi, konkretno u
problemu optimalne dinamike Stednje i potro$nje, kao i diskusijom dobijenih rezulta-
ta. Poseban akcenat bice stavljen na razumevanje matematickih principa varijacionog
racuna i njihove direktne primene u reSavanju realnih ekonomskih problema, stoga ra-
di lakSeg razumevanja, posmatrac¢e se primer sa konkretnim vrednostima koji ¢e nam
omoguciti da dodemo do odredenih zakljucaka.

Nadam se da ¢e ovaj rad doprineti unapredenju teorijskog i prakti¢nog znanja o
primeni varijacionog rac¢una u ekonomiji, posebno u kontekstu optimizacije strategija
Stednje i potrosnje, svim zainteresovanim za dublje razumevanje dinamike ekonomskog

odlucivanja kroz matematicki formalizovane modele.

Novi Sad, 2026.

Nikolina Curié¢



Glava 1

Uvod

U predstoje¢em poglavlju upoznaé¢emo se sa istorijom i motivacijom varijacionog
ra¢una i uveséemo osnovne pojmove koji su neophodni za dalje razumevanje rada. Po-
glavlje Ce se sastojati iz pet delova. Prvi deo odnosic¢e se na drevnu istoriju varijacionog
ra¢una i govorice o kartaginskoj kraljici Didoni koja je nesvesno koristila varijacioni ra-
¢un za odredivanje granica svoje teritorije, kao i o starogrckom matematicaru, Heronu
koji je prvi razmatrao probleme minimizacije putanje refleksije sa nau¢nog stanovista,
ali bez dokaza. Drugi deo odnosié¢e se na doprinos poznatog francuskog matematicara,
Pjera de Fermaa, Heronovog sledbenika, koji uspesno razvija opticki problem refleksi-
je i formuliSe svoj princip tzv. Fermaov princip koji se reSava primenom varijacionog
racuna. Tre¢i deo vezan je za najpoznatiji problem u istoriji varijacionog racuna tzv.
problem brahistohrone koji ¢e se u ¢etvrtom delu uopstiti na problem brahistohrone kroz
Zemlju. Vide¢emo da je reSavanje prethodno navedenog problema, dovelo do kreiranja
najbrze podzemne zZeleznice u 19. veku. U petom delu, uveséemo osnovne teoreme i de-
finicije kako bi lakse objasnili pojam varijacionog racuna. Literatura koja je koriséena
za izradu narednog poglavlja je [1], [2], [3], [5], [6], [7], [9], [10], [11]. Slike koje se nalaze

u narednom poglavlju su preuzete iz [1], [5] 1 [8].

1.1 Istorija varijacionog racuna

Pojam varijacionog racuna veruje se da datira jos iz devetog veka pre nove ere,
u periodu osnivanja Kartagine. Mit tvrdi da je kraljica Didona osnovala Kartaginu,

drevni grad u danagnjem Tunisu, primenjujuéi izoperimetrijsko! svojstvo kruga kako bi

loré. isos - jednak, perimeteros - obim
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GLAVA 1. UVOD

obezbedila najvecéu povrsinu zemlje koju bi dobila po dolasku u Severnu Afriku. Evo

dva primera Didonine pri¢e koji nisu u Virgilijevom? epu:

“Didona je bila kartaginska kraljica (oko 850. p.n.e.) koja je poticala iz dis-
funkcionalne porodice. Njen brat Pigmalion ubio je njenog suruga Siharba
ili Aharba, pa je Didona, uz pomo¢ svojih pristalica, pobegla iz Libana na
obale Severne Afrike dok je Pigmalion jurio za njom. Po iskrcavanju u Se-
vernoj Africi, prema legendi, sklopila je dogovor sa lokalnim poglavicom da
dobije onoliko zemlje koliko bi mogla obuhvatiti volovska koza. Zatim je
odabrala vola i isekla njegovu kozu na veoma uske trake, koje je spojila u
nit dugu vise od dve i po milje. Didona je potom iskoristila tu nit od vo-
lovske koze i severnoafricku morsku obalu da odredi granicu svoje teritorije.
Jasno je da je Didona tezila da obuhvati najveé¢u moguéu povrsinu koristeci
usku koznu nit i more. Grad Kartagina zatim je izgraden unutar granica
definisanih ovom niti i obalom mora. Didona je mesto nazvala Birsa, $to

znaci "volovska koza” (videti sliku 1.1).

Slika 1.1: Birsa - omedan Didonin grad

“Didona koriste¢i obalu (koja je aproksimirana pravom linijom) kao deo
granice, polozila je traku koze tako da obuhvati najveéu moguéu povrsinu,

za koju je "znala” da ¢e imati oblik polukruga.”

2videti Vergilije: Eneide, knjiga prva, 367. stih
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GLAVA 1. UVOD

Ako bi ovi navodi bili zasnovani na ¢injenicama, onda bi Didona bila prva Zena u isto-
riji covecanstva koja je razumela matematicki metod — mnogo pre prvih matematicara
¢ija imena znamo. PoSto je Kartagina osnovana 814. godine p.n.e., Didona je rodena
vekovima pre Talesa iz Mileta (oko 624-548 p.n.e.), Pitagore sa Samosa (oko 570-490
p.n.e.), Euklida iz Aleksandrije (325-265 p.n.e.) i mnogo pre grékih matematicara koji
su se bavili izoperimetrijskim problemima.

Didonin problem danas se uc¢i kao najosnovniji izoperimetrijski problem: za zadati
obim, odrediti oblik zatvorene ravanske krive koja obuhvata najveéu povrsinu. Odgovor
je krug, ali u varijacionom rac¢unu resenje se dobija analitickom metodom koju je uveo

Leonard Ojler? i usavrsio Zozef—Luj Lagranz* koji ¢éemo videti u narednom poglavlju.
Heron iz Aleksandrije

Prvom osobom koja je ozbiljno razmatrala probleme minimizacije sa naucnog sta-
novista smatra se Heron iz Aleksandrije - starogrcki matematicar koji je ziveo negde
izmedu 150. godine p.n.e. i 300. godine n.e. On je proucavao optiku refleksije i ukazao,
bez dokaza, da se reflektovana svetlost krec¢e na nacin koji minimizuje vreme njenog
putovanja. Ovo je prethodnik Fermaovog principa najkra¢eg vremena.

Heron je pokazao da kada se zrak svetlosti reflektuje od ogledala, putanja od objekta

do oka posmatraca je krac¢a nego bilo koja druga moguca reflektovana putanja.

1.2 Fermaov doprinos

Slozeniji i opstiji problem minimizacije u optici proucavan je sredinom 17. veka od
strane francuskog matematic¢ara Pjera de Fermaa®. On je verovao da priroda deluje
putem i sredstvima koja su najlaksa i najbrza, ali ne uvek najkra¢im putem. Kada je
reC o zracima svetlosti, Ferma je smatrao da svetlost putuje sporije u guséem medijumu
(iako nam se ovo moze €initi intuitivnim), te je uspeo da pronade putanju svetlosti
izmedu dve tacke koja minimizira vreme.

Radi lakseg razumevanja Fermaovog principa, prvenstveno se moramo podsetiti de-

finicije o apsolutnom indeksu prelamanja, kao i definicije o ravnomernom kretanju.

3Leonhard Euler (1707 - 1783) - §vajcarski matematicar i fizicar
4Joseph-Louis, comte de Lagrange (1736 - 1813) - italijansko - francuski matematicar i astronom
®Pierre de Fermat (1601-1655) - francuski matematicar i pravnik

12



GLAVA 1. UVOD

Definicija 1.1. Apsolutni indeks prelamanja neke sredine predstavilja odnos brzine sve-

tlosti u vakuumu i u toj sredini. Oznacava se malim slovom n.

gde je ¢ brzina svetlosti v vakuumu, a v brzina svetlosti u datoj sredini.

Definicija 1.2. Telo se kreée ravnomerno ako prelazi jednake puteve u jednakim vre-

menskim intervalima.

Kod ravnomernog kretanja, brzinu kretanja tela v ra¢unamo kao koli¢nik predenog

puta s i vremena kretanja tela ¢, to jest,
s
v=-.
t
Kada smo uveli prethodno navedene definicije, Fermaov princip moZzemo matematicki

L N

pri ¢emu je T' vreme putovanja svetlosti, u(z) moguca putanja kojom bi svetlost mogla

izraziti kao:

da se krec¢e kroz medijum izmedu tacaka o i z7 u trenucima t, i t; respektivno (videti
sliku 1.2). Brzina svetlosti kroz medijum je v(x), brzina svetlosti kroz vakuum je ¢,
n(x,u) je indeks prelamanja svetlosti kroz medijum, a ds je diferencijalni element duz

putanje u(zx).

Fermaov princip je zapravo jedan od prvih problema optimizacije u fizici, jer sabira
(putem integracije) vreme koje je potrebno svetlosti da prede svaki beskona¢no mali

element ds putanje u(x), kako bi se dobilo ukupno vreme putovanja T'[u(z)].

(xy,uy)

(Xp, )

Slika 1.2: Graficki prikaz putanje kretanja svetlosti

13



GLAVA 1. UVOD

Drugi deo jednakosti vezan je za kretanje svetlosti kroz dva homogena medijuma,

pri ¢emu svaki od njih ima konstantan indeks prelamanja svetlosti i njihova granica se

poklapa sa - osom kao 8to se vidi na slici (1.3).

u A

n

Slika 1.3: Graficki prikaz kretanja svetlosti kroz dva homogena medijuma

Svetlost putuje duz prave putanje kroz svaki medijum. To znac¢i da je putanja koja

ima najkrac¢e vreme putovanja ista kao ona koja ima najkra¢u duzinu u homogenom

medijumu. U ovom slu¢aju to su putanje [ i ls. Primetimo da su [; i [, hipotenuze

pravouglog trougla ¢ije katete odredujemo preko koordinatnog sistema xu, pri ¢emu je

I, = \/(:v—xo)2 + ud,
l2 = \/(I’l —$)2 +U%

Za fiksne krajnje tacke (xq,uo) 1 (x1,u1) Zelimo da pronademo vrednost z na kojoj

se stvarna putanja svetlosti seCe sa granicom izmedu dva medijuma. Sa konstantnim

indeksima prelamanja, vreme putovanja izrazava se na slede¢i nacin:

T(r) = -

1

c

1
c

x x1
nl/ ds + ng/ ds]
ts) x

n1l1 + nglg

nl\/(x — x9)? + ud +n2\/(x1 — )2+ u?

Kako trazimo vrednost x za koje funkcija T'(x) dostiZe svoju minimalnu vrednost, po-

14



GLAVA 1. UVOD

smatramo prvi izvod funkcije T'(z) po promenljivoj =, odnosno zelimo da je:

dr

— =0.
dx

Radi jednostavnosti racuna uze¢emo da je brzina svetlosti kroz vakuum ¢ = 17

;ll—i = %nl [(a: — x0)? +ug - [2(56 - -fl?o)} + %nz [(1’1 — )’ + Uﬂ E [ —2(z1 — ;1:)}
=n [(z —z0)* + ug} _%(x — Tg) — N2 [(h — )+ Uf] _%(xl — )
=N ($ - xo) T N2 (xl — x)
[(:1: —x0)? + ug} : [(xl — )2+ uﬂ :
= 7—11($—$0)—7Z—22($1—33) =0. (1.0.1)

xr — 29 = ly sin ¢y,
Ty — T = lg singzﬁg,
kada to uvrstimo u jednacinu (1.0.1) dobijamo:

E(ll sin ¢1> — %(lg sin ¢2) = O,

ly 2
odnosno,

n . n .
—1(l1 sin ¢y) = —2(l2 sin ¢s),
Iy ly

S§to dovodi do Snelovog® zakona” za dva homogena medijuma
Ny Sin @1 = ng sin ¢s.

Sada posmatramo opsti slucaj kad indeks prelamanja svetlosti nije konstantan veé

SWillebrord van Royen Snell (1580-1626) - holandski matematicar i astronom
"Snelov zakon govori o tome da je odnos sinusa uglova upada i prelamanja jednak odnosu indeksa
prelamanja u dva homogena medijuma.

15



GLAVA 1. UVOD

predstavlja promenljivu n(z, u). Tada je Fermaov princip dat sa:

Na osnovu jednacine
ds? = da® + du®,

sledi da je

ds = Vda? + du® = \/dx2(1+ (%)2) = /1 + [/ (x)]2dz.

Moze se zakljuciti da treba da se minimizira funkcional T'[u(z)], definisan odredenim
integralom koji deluje na nepoznatu funkciju u(x). To zahteva primenu varijacionog
ra¢una. Drugim re¢ima, direktna primena fizickog zakona (Fermaovog principa) vodi
ka varijacionom obliku. Ukratko, vidimo da je pronalazenje ekstremuma algebarske
funkcije problem diferencijalnog rac¢una, dok je pronalazenje ekstremuma odredenog

integrala problem varijacionog ra¢una.

1.3 Problem brahistohrone

Najpoznatiji problem u istoriji varijacionog rac¢una je problem brahistohrone. Pro-
blem je formulisao §vajcarski matematic¢ar Johan Bernuli® u delu Acta Eruditorum?®
1696. godine i ostavio njegovo resavanje kao izazov poznatim matematicarima tog veka.

Problem je sledec¢i:

Date su dve tacke A i© B u vertikalnoj ravni. Potrebno je odrediti glatku krivu AM B
po kojoj ée materijalna tacka M stiéi iz tacke A u tacku B za najkrace vreme.

Kretangje se odvija pod dejstvom Zemljine teZe, bez trenja i bez pocetne brzine.

8Johann Bernoulli (1667 - 1748) - $vajcarski matematicar
9Acta Eruditorum - prvi ¢asopis sa nau¢nim sadrzajem za nemacko govorno podruéje stampan u
periodu od 1682. do 1782. godine

16



GLAVA 1. UVOD

Posmatrajmo cCesticu M mase m u vertikalnom gravitacionom polju koje ima ubrza-
nje g. Cestica se krece duz krive y = y(z) izmedu dve tacke A = (a,y.) 1 B = (b, ),
tako da promenljiva y predstavlja visinu na kojoj se nalazi materijalna tacka (videti
sliku 1.4).

Slika 1.4: Kriva kojom se krec¢e materijalna tacka

Oznac¢imo sa T vreme padanja Cestice. PoSto se brzina kretanja Cestice duz trazene

krive y opisuje sa
ds dz
V= VI

vreme kretanja 7' se moze izraziti na sledeé¢i nacin:

4 L at L b1
T = / dt = / ——ds = / —ds = / —/1+ (y')*dz,
0 o ds o V a U

pri ¢emu je L duzina krive, a v je brzina kretanja cestice.

Na osnovu zakona odrzanja mahanicke energije, koji kaze da je mehanicka energija
tela jednaka zbiru potencijalne!® i kineticke!! energije tog tela, sledi da je ukupna me-
hanicka energija tela koji slobodno pada jednaka u svakom polozaju, odnosno ostaje

konstantna tokom kretanja tela, tj.
E, + E, = const.

Odnosno vazi da je:
1
§m02 + Mgy = Mmgy,.

17



GLAVA 1. UVOD

Iz ovoga sledi da je brzina kretanja cCestice

v =129Ya — )

Sada Zelimo pronaé¢i brahistohronu, odnosno trazimo krivu

Y= y(ZB) < Ya,

L,
T_@/a — (1.0.2)

U resavanju problema ucestvovali su najpoznatiji svetski matematicari i fizicari po-

koja minimizira integral

put Gotfrid Vilhelm Lajbnica,?Isaka Njutna'®, Johana Bernulija, Jakoba Bernulija!? i
Gijoma de Lopitalal®.

Prvobitno je stiglo Lajbnicovo resenje nekoliko dana nakon sto je problem objavljen.
Resenje je bilo geometrijskog karaktera, izveo je diferencijalnu jednacinu za brahisto-
hronu, ali nije precizirao kako kriva izgleda. Upravo se u prepisci izmedu Bernulija i
Lajbnica prvi put javlja termin brachistochrone koji je i sam Lajbnic predlozio. Rec¢

potice iz grékog jezika od dve reci brachistos - najkracée i chronos - vreme.

Ubrzo nakon Lajbnica reSenje je poslao i Njutn, ali anonimno, medutim, zbog svog
prepoznatljivog rukopisa Johan Bernuli je shvatio odmah o kome je re¢, pri ¢emu je iz-
javio i da je "Prepoznao lava po svojim kandZama'. Njutnovo reSenje je bilo objavljeno
u ¢asopisu Philosophical Transactions!®, ali nije objasnio svoju metodu koju je koristio

za reSavanje ovog problema.

Johan Bernuli daje dva reSenja. Prvo resenje je zasnovano na Fermaovom principu
najkraceg vremena, dok je svoje drugo resenje opisao mnogo godina kasnije. Ovo drugo

reSenje tada nije privuklo mnogo paznje, ali se danas smatra prvim dokazom dovoljnog

12Gottfried Wilhelm Leibniz (1644 - 1716) - nemacki matemati¢ar, pravnik, filozof, istoricar, diplo-
mata i pronalazac

13Tsaac Newton (1643 - 1727) - engleski matematicar, fizi¢ar i astronom

1 Jacob Bernoulli(1655 - 1705) - §vajcarski matematic¢ar

15Guillaume Frangois Antoine, Marquis de I'Hopital (1661 - 1704) - francuski matematicar

16Philosophical Transactions - prirodoslovni ¢asopis koji izdaje kraljevo drustvo iz Londona, prvi
broj je izaSao 1665. godine
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uslova u varijacionom racunu.

Resenje Jakoba Bernulija nije bilo toliko jasno i razumljivo kao kod njegovog mladeg
brata Johana, ali je sadrzalo klju¢nu ideju — da varira samo jednu vrednost krive reSenja
u datom trenutku. Ova ideja postavila je osnovu za dalji razvoj varijacionog racuna. Ja-

kob Bernuli je svoje resenje nazvao oligohrona (od gré. oligos — malo, i chronos — vreme).

Konac¢no primenom, koju ¢emo pokazati u narednom poglavlju, varijacionog ra¢una

dobija se resenje problema brahistohrone u parametarskom obliku

$(¢) =a-+ R<¢ - Sin¢)7
Yo — R(1 — cos ¢),

<

—

<

~
I

pri ¢emu je R jedinstveni parametar odreden iz pocetne i krajnje tacke. Dobijena kriva
naziva se i cikloida. Ova cikloida je kriva koju iscrtava fiksirana tacka na obimu kruga
polupre¢nika R koji se kotrlja duz donje strane horizontalne prave y = y, (videti sliku
1.5).

Holandski matematic¢ar Hajgens!” koji se bavio geometrijskim i mehani¢kim svoj-
stvima cikloide pokazao je da je obrnuta cikloida tautohrona, gde je tautohrona kriva ili
putanja niz koju ée Cestica pasti pod uticajem gravitacije do odredenog mesta u istom

vremenskom periodu, bez obzira na poc¢etnu poziciju na krivoj.

Ya

Slika 1.5: Cikloida za R = %ya ia=0

Problem brahistohrone se moze uopstiti na problem brahistohrone kroz Zemlju. Ne-

17Christiaan Huygens (1629 - 1695) - holandski matematicar, astronom i fizicar
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ka su A i B zadate tacke na povrsini Zemlje i neka je v kriva u ravni odredenoj sa A, B i
centrom Zemlje. Trazi se tunel, konstruisan po krivoj tako da materijalna tacka koja se
krec¢e pod dejstvom sile Zemljine teze, stigne od tacke A do tacke B za najkrace vreme.

Ovaj problem se, takode, reSava primenom varijacionog racuna, a njegovo resenje je
hipocikloida!®.

1.4 Problem brahistohrone kroz Zemlju

Na osnovu prethodno navedenog, posmatrajmo problem transporta kroz Zemlju.
Ideja je da se pomocu vozova transport preveze za Sto krac¢e vreme kroz tunele dubo-
ko iskopane u Zemlji, koji se kre¢u uz pomoé¢ gravitacije i dodatno su potpomognuti

pneumatskim pogonom. Prednosti ovakvih tunela su sledece:

1) Veci deo tunela se spusta duboko u &vrstu stensku podlogu, gde su troskovi tuneli-
ranja manji, a sporedna pomeranja tla svedena na minimum; stena je ujednacenije

strukture i manja je verovatnoca prodora vode.

2) Neprijatnosti za vlasnike nekretnina smanjuju se sa dubinom, pa bi troskovi ko-

riS¢enja prevoza trebalo da budu nizi.

3) Dubok tunel ne ometa podzemne Zeleznice, temelje zgrada, komunalne instalacije

niti bunare za vodu.

Koris¢enjem varijacionog racuna izvedena je diferencijalna jednacina za najbrze tunele
kroz Zemlju i na osnovu toga napravljena je prva njujorska podzemna zeleznica 1870.
godine ispod Brodveja.

Sada ¢emo da razmotrimo problem brahistohrone kroz Zemlju upotrebom mate-
matickog zapisa. Pretpostavimo da je Zemlja homogena sfera polupre¢nika R. Posma-
trajmo presek kroz Zemlju u polarnim koordinatama sa centrom u sredistu Zemlje
(videti sliku 1.6). Neka je m masa Cestice koja se krece od tacke A = (r,,0,) do tacke
B = (ry,0) na ili blizu zemljine povrsine. Zelimo da pronademo krivu u ravni koja

minimizira vreme putovanja

g dt 1 1
T:/ dt:/—d5:/—ds:/—\/dr2+r2d92, (1.0.3)
0  ds 4V LU

8Hipocikloida je kriva koju opisuje tacka na obodu malog kruga koji se kotrlja bez proklizavanja s
unutradnje strane veéeg kruga.
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Slika 1.6: Putanja kroz zemlju

izmedu tacaka A i B, pri ¢emu je v brzina kretanja cestice. Ako je Zemlja homogena
sfera, tada na telo koje se nalazi na rastojanju r od centra Zemlje gravitaciono deluje

samo masa unutar sfere poluprecnika r. Ta masa je

" 4
M(r) = / 4r*mpdr = §T37Tp,
0

pri ¢emu je p gustina mase. Gravitaciona sila na masu m na rastojanju r od centra

Zemjine sfere je

GM 4
F(r)= # = ngme,
pri ¢emu je G univerzalna gravitaciona konstanta (G = 6,674 - 1071 k’;zg ). Na povrsini
Zemnlje (r = R) vazi:
GMm GM
mg=—7s 9="pa
Posto je M = 3 R37p, sledi
g
“rGp = =,
mGp=5
zamenom u izraz za silu, dobijamo:
g
F(r)=m=<=r.
(ry=m 7"

Integracijom dobijene sile dobija se gravitaciona potencijalna energija unutar Zemlje
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koja se moze zapisati kao
Img 4
Vir)=-—2
=3F"

pri ¢emu je g gravitaciono ubrzanje na Zemljinoj povrsini. Na osnovu zakona odrzanja

energije i ¢injenice da se Cestica krece iz stanja mirovanja, zaklju¢ujemo:

1 1 1
R = g
iz Cega mozemo izraziti brzinu
g(R? —1?)
V=

VR

Kada se poslednja jednacina uvrsti u (1.0.3) dobija se ukupno vreme putovanja

Y NI e
g Jo, VR 9 Jo, V RE=2

Resenje problema brahistohrone kroz Zemlju je hipocikloida, kriva koju opisuje tacka
na obodu kruga polupre¢nika R —S,p/m (slika 1.7) ili kruga polupre¢nika Sy /7 (slika
1.8), dok se taj krug kotrlja unutar kruga poluprecnika R, gde je Sap duzina luka duz

povrsine Zemlje izmedu tacaka A i B.

Slika 1.7: Hipocikloida sa unutrasnjim polupre¢nikom R — Syp/7
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Slika 1.8: Hipocikloida sa unutrasnjim polupre¢nikom Sap/m

Primenom varijacionog rac¢una dobija se resenje u parametarskom obliku

z(p) = (R —b) cos ¢ + bcos( o),

y(6) = (R~ 0)sing ~ bsin( "0,

pri ¢emu je R poluprec¢nik spoljasnjeg kruga, a b polupre¢nik unutrasnjeg kruga.

Primer 1.3. Najbrzi voz kompanije Amtrak prelazi put od 400 kilometara izmedu Bo-
stona v Vasingtona, za Sest i po sati. Cevni voz koji bi se kretao duZ pravolinijske tetive
1zmedu Bostona i Vasingtona prodro bi 5 kilometara uw Zemlju i putovao 42 minuta.
Najbrzi cevni voz duZ hipocikloide, pak, prodro bi 125 kilometara u Zemlju @ putovao

svega 10,7 minuta.

Primer 1.4. Tunel oblika hipocikloide koji bi spojio San Diego i San Francisko imao
bi najvecu dubinu od oko 260 kilometara ispod Zemljine povrsine i bio bi dugacak oko
1100 kilometara. Sa druge strane, tunel koji bi kroz Zemlju pravom linijom povezao ove
gradove tmao bt maksimalnu dubinu od 13 kilometara, a bio bi dugacak 805 kilometara.
Materijalna tacka bi, krecuéi se po hipocikloidi, stigla od San Diega do San Franciska

za 12 minuta, a prolazak kroz prav tunel trajao bi 42 minuta.
Brahistohrona je jedan od mnogih problema u kojima Zelimo da odredimo funkciju
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y(x) koja minimizuje ili maksimizuje integral

Tly(a)] = / ey, o ()

U prethodnim primerima videli smo kako se konstruiSe funkcionela J data u vidu
odredenog integrala, sto smo u nasim slucajevima oznacavali sa 7. Svajcarski mate-
matic¢ar, Leonard Ojler, je prvi razvio sistematsku metodu za reSavanje varijacionog
problema. Kako bismo govorili o reSenju varijacionog problema potrebno je prvo obja-

sniti uvodne pojmove.

1.5 Uvodni pojmovi

Definicija 1.5. Metricki prostor je ureden par (X,d), gde je X neprazan skup, a d :
X x X — R je funkcionela za koju vazi:

1. d(z,y) >0, Va,y € X,
2. d(x,y) =0 ako i samo ako je x =y,
3. d(z,y) =d(y,z), Vo,y € X,
4. d(z,z) <d(z,y) +d(y, z), Vo,y,z € X.
Primer 1.6. Najznacajniji primer metrickog prostora iz oblasti optimizacije je
R" ={x = (z1,29,...,2,)|z; € Ri=1,2,...,n}
sa euklidskom metrikom
A(w,y) = [ =) + o+ (= )2
gde sux = (x1,...,2,),y = (Y1, -, Yn) € R™.

Moze se pokazati da metrika, ako postoji, ne mora biti jedinstvena. U R™ metrika

mozZe da se definiSe i slede¢im funkcionelama:

doo(,y) = max {[zx =y}
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ili

dl(‘ray):Z|xk_yk|a \V/%?JGRH
k=1

Definicija 1.7. Konvergencija niza {T,}nen, ©n € X, n € N ka elementu © € X

definise se na sledeéi nacin

lim z, =z < lim d(z,,z) =0,

n—oo n—oQ

odnosno ako 1 samo ako
(Ve > 0)(Ing € N)(Vn € N)(n > ng = d(x,, ) < €).

Napomena 1.8. Ako postoji granicna vrednost u metrickom prostoru, onda je ona

jedistvena.

Definicija 1.9. Niz {z,},en C X je Kosijev niz uw metrickom prostoru (X, d) ako vaZi
(Ve > 0)(Ing € N)(Vn,m € N)(n,m > nyg = d(x,, xp) < €).

Teorema 1.10. U metrickom prostoru, svaki konvergentan niz je i KoSijev niz.

Primer 1.11. Obrnuto ne vazi. Postoje metricki prostori u kojima nije svaki Kosijev niz
konvergentan. Na primer u metrickom prostoru (Q,d), gde je d(x,y) = |x —y|,z,y € Q
20 N1z

11 1
p=lt=4—F-+———€Q, neN,
S TIUE TR s T

vazi

=1
:rn—mrzzﬁzegé@.
n=0

n—oo

Teorema 1.12. Metricki prostor je kompletan ako u njemu svaki Kosijev niz konver-

qgira.

Definicija 1.13. Struktura X je vektorski prostor nad poljem realnih brojeva R, ako je
(X, +) komutativna grupa i ukoliko je definisano preslikavanje R x X — X, tako da za
svako o, f € R, x,y € X vazi:

1. a(z+vy) =ax + ay,
2. (a+ B)xr = azx + Pz,
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pri éemu je slika para (a,x) € R x X oznacena sa ax € X.

Definicija 1.14. Vektorski prostor X, nad poljem realnih brojeva, je normiran ako

postoji preslikavange, norma, || - || : X — R koje ispunjava sledeée uslove:
1. ||lz|| > 0, Vx € X i ||z|| =0 ako i samo ako je x =0,
2. |l +yll <|lzll + [lyll, Va,y € X,
3. |az|| = |a|||z]||, Va € R,Vz € X.

(X, || 1) nazivamo normiran (vektorski) prostor.

Teorema 1.15. Svaki normiran vektorski prostor je metricki prostor.

Naime, metrika moze da se definiSe na sledec¢i nacin:
dy(z.y) = lz—yll, zyeX.

Kaze se da je ta metrika dj|| indukovana normom || - ||. U opstem slu¢aju, metricki

prostor nije normiran; on ¢ak ne mora biti ni vektorski prostor.
Primer 1.16. R" je normiran vektorski prostor, gde je euklidska norma data sa
Izl = (lz1? + |22l + -+ |2a2) 2, zeR™
Primer 1.17. Prostor
Cla,bl = {x : [a,b] — R|z je neprekidna},
neprekidnih funkcija nad intervalom [a,b] je vektorski prostor sa normom
lall = max fa(0).

Primer 1.18. Prostor

C'a,b] = {z : [a,b] — R|z,2" su neprekidne},
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neprekidno diferencijabilnih funkcija nad intervalom [a,b] je vektorski prostor sa nor-
mom

- )] + "(t)].
|1 tem[gﬁ!x(ﬂ tem[aaﬁ\x()l

U ovom prostoru norma moZe da se definise 1 sa

lalloo = max {la(t). ' (1)}
€la,b]

Moze se zakljuéiti da je prostor C"[a,b] , n puta neprekidno diferencijabilnih funkcija

nad intervalom [a, b] takode normiran vektorski prostor.

Definicija 1.19. Banahov prostor je kompletan normiran prostor (X, || - |]).
Definicija 1.20. U metrickim prostorima (X,dx) i (Y,dy) funkcija f : X — Y je
neprekidna u tacki xo ako vazi:

(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € X)(dx(z,20) < 6 = dy (f(z), f(x0)) < €).

U metrickom prostoru neprekidnost funkcije f u tacki zy je ekvivalentna sekvenci-
jalnoj neprekidnosti funkcije f, odnosno ¢injenici da za svaki niz koji konvergira ka x,

odgovarajuéi niz slika konvergira ka f(zo).

Definicija 1.21. Lopta L,(x) sa centrom u tacki x € X polupreénika r, r > 0 se

definise na sledeci nacin:
Li(@)={yeX | d=zy) <r < |lz—yll <r}.

Lopta moze da se definiSe u metrickom prostoru, pa i u normiranom.

Definicija 1.22. Tacka u. € U je tacka apsolutnog (globalnog) minimuma funkcionele'®
J nad skupom U C RY, ako je J(u,) < J(u) za sve u € U. Velicina J(u,) naziva se
manimalna vrednost funkcionele J nad U. Skup svih tacaka minimuma oznacava se sa
U. Tacka u, € U je tacka lokalnog minimuma funkcionele Jnad skupom U, ako postoji
r >0, tako da je J(u,) < J(u) za sve uw € U N L, (uy)

YFunkcija ¢ji je kodomen R, odnosno f : X — R, naziva se funkcionela
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Primer 1.23. Odrediti minimalnu vrednost funkcije sin2(§) iU, ako je domen: a) [1,2];
) 105 ¢) (0,1] i ) [2,00):

Resenje: Posto minimalna vrednost date funkcije ne moze biti manja od nule, re-
Savanje zadatka moze da po¢ne posmatranjem jednacine sin2(§) = 0 nad skupom pozi-
tivnih realnih brojeva, a zatim posmatranjem njene restrikcije nad zadatim domenima.
ResSenja jednacine su oblika %, gde je k prirodan broj. Dakle, vazi: a) U, = {1}; b)
U.= {11} ¢) U= {ineN}; ) U. = 0.

Moze se zakljuciti da za datu funkciju ekstremni zadatak ne mora da ima resenje
(slucaj d)), a ako ima resenje, ono moze biti jedinstveno (slucaj a)), a moguce je da
postoji kona¢no mnogo (slu¢aj b)), prebrojivo mnogo (slucaj c)), ili ¢ak neprebrojivo

mnogo resenja.

Definicija 1.24. Jednacina koja sadrzi izvode jedne ili vise mepoznatih funkcija po

jednoj ili vise promenljivih naziva se diferencijalna jednacina.

U zavisnosti od toga da li nepoznata funkcija zavisi od jedne ili vise promenljivih,

diferencijalna jednacina moze biti:

a) obifna diferencijalna jednacina (ODJ) - nepoznata funkcija zavisi od jedne ne-
zavisne promenljive. Tada se u diferencijalnoj jednacini pojavljuju samo obic¢ni

izvodi.

b) parcijalna diferencijalna jednacina (PDJ) - nepoznata funkcija zavisi od vise ne-
zavisnih promenljivih. Tada se u diferencijalnoj jednacini pojavljuju parcijalni

izvodi.
Definicija 1.25. Red diferencijalne jednacine je red najveceq izvoda koji se u njoj po-
Javljuge.
Definicija 1.26. Jednacina u kojoj se javljaju obicni izvodi nepoznate funkcije y neza-
visno promenljive x naziva se obicna diferencijalna jednacina (uw daljem tekstu ODJ).

Opsti oblik ODJ n - tog reda za funkciju y = y(x) je
F(z,y(x),y (), ....y"(2)) = 0, (1.0.4)
dok je njen normalni oblik

y" (@) = flz,y(z),y'(2),...,y" V()
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gde su F' 1 f poznate funkcije.
Definicija 1.27. Funkcija y = ¢(x) koja je definisana i n puta diferencijabilna na
intervalu T C R je reSenje (integral) ODJ

F(z,y(z),y'(2),....y"(2)) = 0,

na intervalu I ako za svako x € 1 vazi

F(z,¢(x),¢'(2),...,¢" () = 0.

Definicija 1.28. Grafik resenja y = ¢(z), x € I, ODJ (1.0.4)

{(z,0(z)) -2 €T}

nazivamo integralnom krivom ODJ .

ODJ koje razdvajaju promenljive su oblika

Y~ 4()hly).

Za h(y) # 0 zapisujemo
1
——dy = g(x) dx,
) =9

odakle integracijom dobijamo resenje ove ODJ,

/@d :/g(:c)da:.

Na kraju treba proveriti da li funkcija h ima nulu: ukoliko je yo nula funkcije h(y), tj.
ukoliko je
h(yO) = 07

tada je i y = yo reSenje ODJ, jer su obe strane jednacine jednake nuli.

Definicija 1.29. ODJ prvog reda je linearna ako se moZe zapisati u obliku

§§+mwy=mw, (1.0.5)

gde su p i q proizvoljne funkcije od x definisane na nekom intervalu. Specijalno, line-
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arna jednacina je homogena ukoliko je q(x) = 0 za svako x na posmatranom intervalu,

odnosno homogena linearna ODJ prvog reda je oblika
dy
— =0.
- T p(@)y

U suprotnom je nehomogena linearna jednacina, a ¢lan q(x) se naziva nehomogeni élan.

Jedan od nacina reSavanja linearne ODJ je i primena metode varijacije konstanti odno-

sno koris¢enje Duhamelove formule. Nacin resavanja je sledeci:

1. Jednacina se zapisuje u obliku
Lt pla)y = afe). (1.0.6)

2. Prvo se reSava odgovarajuc¢a homogena ODJ

dy

i —0.
< +p(x)y

ReSenje je
y(z) = Ce I P@dz,

3. Pusta se da integraciona konstanta C' zavisi od x :
y(z) = C(x)e” Jr@de, (1.0.7)
4. Diferenciranjem gornje jednakosti dobija se
Y (x) = —p(a)y(x) + C'(x)e” TP,
5. Uvrstimo u ODJ (1.0.6) i dobijamo jednacinu za C(x)

C'(z) = q(z)el P& — O(z) = /q(x)efp(w)dm dx + c.

6. Vracanjem ovog rezultata u (1.0.7) dobijamo resenje

y(z) = e~ P (C n / q(x)e—fp(m)dz)_

30



Glava 2
Osnovne osobine varijacionog racuna

U narednom poglavlju upoznac¢emo se sa pojmom varijacije ili diferencijala funkcio-
nele, kao i sa teoremom o potrebnom uslovu za ekstrem funcionele. Zatim ¢emo preci
na definisanje slabog i jakog ekstrema, kao i na izvodenje Ojler - Lagranzove jednacine
uz pomo¢ dve znacajne leme: Osnovne leme varijacionog racuna i Rejmondove leme i
Osnovne teoreme varijacionog racuna, nakon toga, razmatra¢emo specijalne slucajeve
Ojler - Lagranzove jednacine, a potom ¢emo videti i primenu jednog od slu¢aja na pro-
blem resavanja brahistohrone. Literatura koris¢ena u ovom odeljku je [4], [5] 1 [11], dok
je slika 2.1 preuzeta iz [5].

Posmatramo integral

b
J(z) = / F(t,z(t),2'(¢))dt, x(a)=A, xz(b)=B.

U ovom poglavlju ¢emo prvenstveno pokazati da je J(x) linearno neprekidna funkcionela

nad C'[a, b], s tim da ¢emo je zapisati u drugacijem obliku:

b
Iw) = [ 1f®ate) + g0 0, (201)
pri ¢emu su f i g proizvoljne apsolutno integrabilne funkcionele nad |a, b].

Linearnost:
Va,B, Vz,y € X C C'a,b] treba pokazati da je J(az + By) = aJ(z) + BJ(y).
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b

Jaw+8y) = | [£@0)(ax(t)+ By®) + g(t) (ax'(t) + By (1)) |t
= [ P ol 006+ e (®) +8(70u0) + o ®) |

—af [f(t)x(t) Fa 0]+ 6 [ (7000 + 0 0] a
~ (@) + BT,

Neprekidnost:
Kako je ovo linearna funkcionela njena neprekidnost je ekvivalentna sa njenom ograni-

¢enoscu.

Definicija 2.1. Funkcionela J je ogranicena na skupu X ako postoji M > 0, tako da
za sve x € X vazi da je
|[J ()| < M - [[z].

Pokazimo ogranic¢enost funkcionele J:

2l - ‘ [ [+ ot

]|at < [ 1702(0) + o001

</ (1@ at0) + a0l 0 )
< (ool + oy 101 [ (1501+ o0

= [[z[[s- M

1

Napomena 2.2. Znamo na osnovu Vajerstrasove  teoreme, linearno neprekidna fu-

nkcija nad kompaktnim skupom dostiZe svoju ekstremnu vrednost, shodno tome je bilo

neophodno pokazati da je funkcionela (2.0.1) linearno neprekidna.

2.1 Diferencijal funkcionele

Neka je dat normiran prostor (X, || - ||) i funkcionela J : X — R. Prirasta] funkci-
onele J u tacki z € X je dat sa

AJy(h) = J(x+h)— J(x), (2.0.2)

'Karl Theodor Wilhelm Weierstral (1815-1897) - nemacki matematicar
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gde je h € X prirastaj "nezavisno promenljive"x € X.

Definicija 2.3. Neka je (X,||-||) normiran prostor i neka je J : X — R. Funkcionela

J je diferencijabilna u tacki xo € X ako njen prirastaj AJ,, moZe da se napise u obliku
Ay = 0y (h) + 124 (h), (2.0.3)

gde je 04,(h) linearno neprekidna funkcionela po h € X, a ry(h) = o(||h||), kada

||h|| — 0. Linearna funkcionela §,, zove se diferencijal ili varijacija funkcionele J.

Lema 2.4. Neka je 6J,, varijacija funkcionele J : X — R diferencijabilne u tacki xg.
Ako je 6J,(h) = o(||h]|), kada ||h|] — 0, onda je §J,, = 0. Takode, varijacija 6J,, je

jedinstveno odredena u tacki x.

Dokaz. Pretpostavlja se da postoji h, € X, h, # 0, tako da je dJ,,(h.) = A, za neko
A € R\{0}. Jasno da niz h, := Lh, tezi ka 0, za n € N, odnosno lim,,_ ||,|| = 0.
Vazi da je

0Juo(hn)  0Jag(he)  6Jy(ha) A

- - = #07
17| 1Rl 1] (]l

odakle sledi da je d.J,,(h) # o(||h]]), kada ||h|| — 0, $to je u kontradikeciji sa pretpo-

stavkom leme. Dokaz drugog tvrdenja je direktna posledica upravo dokazanog svojstva

varijacije 0.J,,. 0
Primer 2.5. Neka je n linearno neprekidna funkcionela nad normiranim prostorom X.
Tada je

An,(h) =

za sve x,h € X. Kako iz Definicije 2.3. sledi da je
Ang(h) = 0ny(h) + ro(h),

zakljucujemo da je én,(h) = n(h), za proizvolino x € X, h € X, ar,(h) =0.
Prema tome linearno neprekidna funkcionela nad normiranim prosorom je diferencija-
bilna u svakoj tacki. Ako je mormiran prostor konacne dimenzije, onda je, automatski,

svaka linearna funkcionela diferencijabilna.
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Primer 2.6. Neka je J : Cla,b] — R data sa J(x) = fabf(t, x(t))dt gde je f dovoljno
glatka? funkcionela po t i x. Dovolino je, recimo, da ima neprekidne prve izvode po t i

x. Koristeci diferencijabilnost funkcionele f po drugoj promenljivoj dobija se
b
A = [ (10t + @) = 1(t.20)]
b df
= [ [t atnn + rit.a(o).nep]ar
b df b
= [ttt + [t no)
a x a
pri ¢emu vazi r(t,x, h) = o(||h]|), kada ||h|| — 0. Tada vazi
b
| rtste). mo)de = of ). Yada 1] 0

Naime, vazi da je

o o Prtah)
nilfiow/a r(t, x(t), h(t))dt = |%1“io/a =0

Funkcionela ff %(t, x(t))h(t)dt je linearna i neprekidna po h. Prema tome J je diferen-

cijabilna u svakoj tacki x € Cla,b] i vazi
b df
dJ(h) = d—(t, z(t))h(t)dt.
o dz

2.2 Potreban uslov za ekstrem funkcionele

Posmatrajmo normiran prostor (X, || - ||) i funkcionelu J : X — R. Funkcionela J
dostize svoju lokalnu ekstremnu vrednost u tacki zy € X, ako njen prirastaj AJ,, =
J(x) — J(x¢) ne menja znak u okolini tacke xy, odnosno ako postoji € > 0 tako da za
sve z € X za koje je ||z — xo|| < € vazi AJ,, > 0ili AJ,, <O0.

Teorema 2.7. Da bi funkcionela J : X — R imala lokalni ekstrem u tacki xo normi-
ranog prostora (X,|| - ||) potrebno je da njen diferencijal u tacki xo (ako postoji) bude
jednak nuli, to jest, potrebno je da je 6J,,(h) =0 za sve h € X.

Dokaz. Neka je xy tacka lokalnog minimuma funkcionele J i neka je J diferencijabilna

u toj tacki. Tada postoji € > 0 tako da vazi:

2Drugim re¢ima, pretpostavlja se da f ima neprekidne izvode drugog reda po svakoj promenljivo].
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J(zo + h) — J(x0) > 0 za sve h za koje je ||h|| < e.

Diferencijabilna funkcionela moze da se napise u obliku:

J(zo + h) — J(x0) = 64y (h) + 14y (R),

pri cemu je 4, (k) = o(||h]]), kada ||h|| — 0.
Neka je h € X proizvoljno. Tada postoji a > 0, tako da je h = ah € X takvo da je

||h|| < €. Posto je xy tacka lokalnog minimuma i a > 0, sledi da je:

J(zo + ah) — J(xo) >0
al|h]| N

Iz uslova diferencijabilnosti funkcionele J i linearnosti varijacije dobija se da je:

dJz,(ah) + 1y, (ah) 1 Tz (ah)
= 8 Jzy(h) + —
all] T = )+ T

Kada a — 07, tada i ||ah|| — 0, te se dobija da je:

_ 1 Tz (ah) 1
0< lim (——=08Jy(h) + = = dJzy (),
a0+ (||h|| |lahl| ) 1Al

to jest, 8.J,,(h) > 0. Sliéno za vektor h = —ah € X, a > 0, vazi da je ||h|| < €, pa se

dobija da je sada:
J(zg — ah) — J(xo)
—al|hl]

Opet, iz uslova diferencijabilnosti funkionele J i linearnosti variacije d.J,, sledi:

<0.

0Jy(—ah) + 14, (—ah) 1 Two (—ah)
0 0 6, (h) — [l
—al[A] TR

<0.
|| = ahl]

Kada a — 0" vazi da je:

. 1 Tzo(—ah) 1
0> lim (——=0d0J,(h) — = = 0Jzy(h),
a%*(HhH H—@hH) ||A]]

to jest, 8J,,(h) < 0. Dakle, §J,,(h) = 03. u

3 Alternativni dokaz se zasniva na sledecoj lemi:
Lema. Ako je funkcionela v diferencijabilna v xo € X onda je, za fiksirano h € X, funkcija f(t) =
v(xzg +th), kao funkcija po t € R diferencijabilna u t = 0, a njen izvod je f'(0) = dvg, (h).
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2.3 Qjler - Lagranzova jednacina

Ojler - Lagranzova jednacina je u jakoj korelaciji sa potrebnim uslovom za slab

ekstrem funkcionele ,
() = / F(t,2(t), 2/ () dt.

Prvobitno je neophodno objasniti razliku izmedu jakog i slabog ekstrema. U nastavku
¢emo pretpostaviti da je podintegralna funkcija dovoljno glatka.

Funkcionela J(z) = fab f(t,z(t), 2'(t))dt je definisana nad prostorom neprekidno dife-
rencijabilnih funkcija, C'[a, b]. Da bi se odredio lokalni ekstrem funkcionele J potrebno
je precizirati u kojoj normi se definiSe okolina nekog elementa zy € C*[a,b]. Lako se

uocava da vazi:
{z € C'a,b] | |[xr—zolh <€} C{xeClab] | |lz—mz0l <el}

Pojmovi jakog i slabog ekstrema su zasnovani na ovoj primedbi.

Ako za o € Cla,b] vazi J(zg) < J(x) za sve x € Cla,b] za koje je ||z — zo]|1 < e,
onda J ima u tacki xg slab lokalni ekstrem, a ako je J(xg) < J(x) za sve x € C*[a, b]
za koje je ||z — xg|| < € onda je re¢ o jakom lokalnom ekstremu. Naravno, jaki ekstremi
su uvek i ekstremi u slabom smislu, a obrnuto ne mora biti tacno. Odavde sledi da je
potreban uslov za slab ekstrem takode i potreban uslov za jak ekstrem.

U slu¢aju odredivanja globalnog ekstrema, jak ekstrem se posmatra u prostoru
(Cla,bl,||-||), a slab ekstrem u prostoru (C*[a, 8], || - ||)-

Posmatramo problem odredivanja slabog ekstrema funkcionele

b
J(z) = / £t x(t), 2/ (1)),

pri ¢emu su unapred zadati grani¢ni uslovi z(a) = A, z(b) = B.

Da bi prirastaj x(t) + h(t), t € [a,b] nezavisno promenljive z(t) zadovoljavao pret-
hodno navedene grani¢ne uslove, pretpostavljamo da vazi h(a) = h(b) = 0.

Na osnovu Teoreme 2.7. imamo da je potreban uslov za ekstrem funkcionele dat sa
0J = 0, te preostaje da se odredi varijacija funkcionele J.
Kako je

AJy(h) = / [£(t, (x+h)(1), (x + ) (8) — f(t,(t), 2'(t))]dt,
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na osnovu diferencijabilnosti podintegralne funkcije sledi:

of, . 9f ) otz 2 b ),

flto+hoa + 1) = f(t.aa) = (Frh+ 5

pri ¢emu vazi r(t,z,x’, h,h) — 0, kada ||h||; — 0. Odavde sledi da je

5J.(h) = /(gf:m% >dt.

Shodno tome, na osnovu potrebnog uslova za ekstrem funkcionele, sledi da je

5.7.(h) _/ <afh+ 9y )dt —0. (2.0.4)
o \Ox ox'
Funkcije = za koje vazi (2.0.4) su reSenja diferencijalne jednacine drugog reda, $to je

posledica narednih razmatranja.
Lema 2.8. (Osnovna lema varijacionog racuna)
a) Neka je data funkcija f € Cla,b] i neka vazi f;f(t)h(t)dt =0, za sve h € C'[a, b]
za koje je h(a) = h(b) = 0. Dokazati da je tada f = 0.

b) Neka je data funkcija g € Cla,b] i neka vazi f g(t)h' (t)dt =0, za sve h € C'[a, b]
za koje je h(a) = h(b) = 0. Dokazati da je tada g = const.

Dokaz. a) Pretpostavimo da postoji t. € (a,b) tako da je f(t.) # 0. Neka je, na primer
funkcija f pozitivna na tom intervalu, to jest, f(t.) > 0. Kako je funkcija f neprekidna
funkcija, sledi da postoji interval (¢, d) C (a, b) koji sadrzi tacku t., tako da vazi f(t) > 0

za sve t € (c,d). Neka je h proizvoljna funkcija definisana na slede¢i nacin:

(c—t)%(d—1t)? zate (cd)
0, za t € [a,b]\(c,d).

h(t) =

Moze se lako zakljuciti da je funkcija h neprekidno deferencijabilna funkcija, h €
Clla,b], i da vazi:

—2(c—t)(d—1t)?>—-2(c—t)*(d—1), zat€ (c,d)
0, zat € [a,b]\(c,d).

Kako je h(t) > 0 za t € (c,d), lako se zakljucuje da je ff f(t)h(t)dt > 0, 8to je u
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kontradikciji sa uslovom zadatka.
b) Na osnovu teoreme o srednjoj vrednosti integrala, kako je g neprekidna funkcija

na intervalu [a, b], sledi da postoji ¢ € R, tako da vazi:

/ (g(t) — c)dt = 0.

Preostaje da se pokaze da za proizvoljnu neprekidnu funkciju u(t), ¢t € [a, b] vazi:

b
/ (g(t) — )u(t)dt = 0.

Neka je u € Cla, b]. Tada ako je a = ﬁ fab u(t)dt, za funkciju A(t) = u(t) —a, t € [a, b],

vazi [P A(t)dt = 0.

Vidi se da funkcija h(t) = fat A(T)dT, t € [a,b] ispunjava uslov h € Cla,b] (W (t) =
A(t),t € [a,b]). Dakle,

[ a0 =t = [ (o) = ) + i
:/bg(t)A(t)dt—c/b)\(t)dt+oz/b(g(t) o)t =0,

za proizvoljnu funkciju u € Cla, b]. Za funkciju u(t) = g(t) — ¢, t € [a, b] dobija se:

b
| ot~ crar=o,

iz Gega sledi da je g(t) = ¢, t € [a, b]. O

Lema 2.9. (Rejmondova® lema) Neka su date funkcije f,g € Cla, b] i neka vaZi

b
/ (F(O)R(E) + g(t)R(£))dt = 0, (2.0.5)

za sve h € Ca,b] za koje je h(a) = h(b) = 0. Tada je g diferencijabilna i vaZi f(t) =
g'(t), za sve t € [a,b].

Dokaz. Neka je .
PO = [ £©de te o

4Paul du Bois - Reymond (1831 - 1889) - namacki matemati car
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Parcijalnom integracijom dobija se:

b

/bf(t)h(t)dt =h(t)F(t)] — /bF(t)h’(t)dt = —/bF(t)h’(t)dt.

a

Prema tome

/ab [f(t)h(t) + g(t)h’(t)}dt _ /ab [g(t) — F(t)] B (t)dt = 0.

Na osnovu Leme 2.8 pod b) dobija se g(t) — F'(t) = ¢, za neko c € R isve t € [a,b]. S
obzirom da je ¢'(t) — F'(t) = 0, za t € [a,b], sledi g € Cta,b] i ¢'(t) = F'(t) = f(t),
t € [a,bl.

[
Na osnovu Rejmondove leme iz (2.0.4) sledi:
of dof
a_x - E% —_— O. (2.0.6)

Jednacina (2.0.6) naziva se Ojler - Lagranzova jednacina. Konacno, moze se zakljuciti
da je potreban uslov koji funkcija xy mora da ispunjava da bi bila ekstrem funkcionele

J, da xy bude resenje Ojler - Lagran’v zove jednacine.

Teorema 2.10. (Osnovna teorema varijacionog racuna) Neka je data funkcionela J(z) =
ff f(t,z(t),2'(t))dt, pri cemu x € Ca,b] i vaZi x(a) = A, x(b) = B. Ako funkcionela

J ima ekstrem u xo € Ca,b], onda je xg resenje Ojler - Lagranzove jednacine

S Fbsa(0),2(0)) = (20, 2(6)) = 0,

sa granicnim uslovima x(a) = A, x(b) = B.

Dokaz. Na osnovu prethodnih razmatranja, sledi direktan dokaz. Ako je xq ekstrem
funkcionele J onda, na osnovu Teoreme 2.7, vazi d.J,, = 0, odnosno z, zadovoljava
jednakost (2.0.4). Na osnovu Rejmondove leme 2.9. da bi vazilo (2.0.4), xo mora biti

reSenje diferencijalne jednacine

a(a) =5

sto je tacno Ojler - Lagranzova jednacina (2.0.6).
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2.4 Specijalni slucajevi Ojler - Lagranzove jednacine

Posmatrajmo Ojler-Lagranzovu jednac¢inu

5~ ()

Or  dt \ox'

i krive koje je zadovoljavaju, takozvane ekstremale. Da bismo napisali Ojler - Lagran-
zovu jednacinu u eksplicitnom obliku, moramo uzeti u obzir da je f,» funkcija od tri
promenljive ¢, x i 2/, pri ¢emu su z i 2’ funkcije koje zavise od promenljive t. Stoga

imamo,

dt\oz') Ot dt Oz dt Oz’ dx’

pa se Ojler - Lagranzova jednacina moze zapisati u slede¢em obliku

f:c - fa:’t - fa:’a:x, - f:c’:c’x” =0. (207)

Moze se zakljuciti da je (2.0.7) ODJ drugog reda

B 1
fx/x’

"
x

(fx - fm’t - fx/xx/)'

Ukoliko se f,/,» nikad ne anulira problem je regularan, u suprotnom imamo specijalne

slucajeve:

1. Sluéaj kada nema eksplicitne zavisnosti od z’

U ovom sluc¢aju je
b
Iw) = [ ft.),

tada Ojler - Lagranzova jednacina nije diferencijalna jednacina, pa egzistencija

ekstremale zavisi od grani¢nih uslova.

2. Slucaj kada nema eksplicitne zavisnosti od x

Posmatrajmo podintegralnu funkciju koja ne zavisi od promenljive x,

J(x) = / F(t,2')de.
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Ojler - Lagranzova jednacina se svodi na
d /0
42y,
dt \ox’

of _

ox’

tj.

3. Slucaj kada nema eksplicitne zavisnosti od ¢

Posmatrajmo podintegralnu funkciju koja ne zavisi od promenljive t,

JI(z) = / ey

U ovom slu¢aju Ojler - Lagranzova jednacina se svodi na

d

fx - %fz/ = fx - f:p’:pm/ - fm’z/wﬁ = 0.

Sada posmatrajmo

d

E(f — 2 fur) = foi! + fod” — 2 fopt' — & fopd” — 2" fu

= fxx/ - x/f:c’xx/ - x/fx’a:’aj//

= (f:v - fa:’a:x/ - fx’x’x”)x/‘

Stoga je

d , B
%(f — ' fur) =0, (2.0.8)

ekvivalentno Ojler - Lagranzovoj jednacini, sve dok je ' # 0. Jednacina (2.0.8) implicira

da je prvi izvod Ojler - Lagranzove jednacine
f—a'fu=q. (2.0.9)

Ovu jednacinu ¢emo iskoristiti prilikom resavanja problema brahistohrone.
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2.5 Resenje problema brahistohrone

Problem brahistohrone formulisan je u prvom poglavlju. Dakle, na osnovu prethodno

navedenog, Zelimo da minimiziramo problem

b 12
T=1Jy) = \/%_g/a H%dl’. (2.0.10)

Radi lakSeg resavanja, neka je

Z=Ya Y,

stoga, jednacina (2.0.10) postaje

1 b4 ()2
J(z) = \/%/a . dzx. (2.0.11)

Posto u ovom integralu ne postoji eksplicitna zavisnost od ¢, integrale¢i Ojler - Lagran-

zovu jednacinu dobijamo:
O0f _

— — =
0z

f @,
ili
1+ (2)2 B L ()2

NN e e

Poslednja jednacina se svodi na reSavanje

1
—— =
z[1+ ()?]
Resavanjem po z’' dobijamo da je
dz  [1—a?z
dr a?z

Koristeé¢i metodu razdvajanja promenljivih, dobijamo

o’z

dx = dz. (2.0.12)

1—a?z
Primenom pikladne smene

2z = —sin? 6,
2
o
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sledi da je
2
dz = — sin 0 cos 6do.
e
Jednacina (2.0.12) postaje
2 [sin?6 .
dr = 2\ ood sin 0 cos 6d0,

sto je ekvivalentno sa
o’dr = 2sin® 0df = (1 — cos 26)d6.
Integraljenjem poslednje jednacine dobijamo:

1
a2x:0—§sin26’+0.

Kako je
Y="Ya — %,
imamo da je
1 . 1
Y =Ya— 35S0 0= yo — T,;(l — cos 20).
Ako uzmemo da je
1 C

= ﬁv ¢ = 20a a = Eu
mozemo zapisati reSenje u parametarkom obliku

2(¢) = a+ R(¢ — sing), (2.0.13)

Y(¢) = Yo — R(1 — cos §). (2.0.14)

iz (2.0.13) i (2.0.14) zaklju¢ujemo da je a =01 y, = 0, stoga dobijamo familiju cikoida

sa jednim parametrom

2(¢) = R(¢ —sing), y(¢) = —R(1 - cos ).
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Ova familija ¢ini polje ekstremala (videti sliku 2.1). Svaka ekstremala se proteze duz x

- ose, do svoje maksimalne dubine.

Slika 2.1: Familija cikloida sa jednim parametrom
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Glava 3

Varijacioni problem sa ogranic¢enjima -

Izoperimetrijski problem

U ovom poglavlju baviéemo se tipovima grani¢nih uslova varijacionog problema, a
zatim ¢emo se usredsrediti na razmatranje Granicnih uslova opsteq karaktera I koji su
u neposrednoj vezi sa izoperimetrijskim problemom. Nakon toga uvesé¢emo dve klju¢ne
teoreme koje predstavljaju uopstenje Ojler - Lagranzove jednacine u izoperimetrijskom
sluc¢aju, a potom ¢emo videti i samu primenu ovih teorema na reSavanje izoperimetrij-
skog tzv. Didoninog problema. Literatura koriS¢ena za realizaciju ovog poglavlja je [5]
i [11], dok su slike preuzete iz [11]. Slika 3.3 je preuzeta sa sajta [12].

U prethodnom poglavlju proucavali smo trazenje ekstrema funckionele

J(z) = / F(t, 2(8), 2 (£))dt.

pri ¢emu smo imali zadate grani¢ne uslove z(a) = A i 2(b) = B. Ovi grani¢ni uslovi
predstavljaju jedan od podvrsta grani¢nih uslova opsteg karaktera I.

3.1 Vrste grani¢nih uslova opsteg karaktera

1. Granic¢ni uslovi opsteg karaktera 1

Kako na osnovu potrebnog uslova za ekstrem funkcionele

brof,  of,,
5Jm(h)_/a <%h—@h)
b
boaf  dof of
_/a (%—E%ﬁdw%h —0

a
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i na osnovu Osnovne leme varijacionog ra¢una za h(a) = h(b) = 0, prvi sabirak
jednacine jednak nuli, da bi jednakost bila zadovoljena, sledi da drugi sabirak,
takode mora biti 0, tj.

b
of B
o] =0
odnosno,
of of
— - — =0. .0.1
axlhtbh(b) 8x’ht h(a) =0 (3.0.1)

Da bi navedena jednakost vazila i za sve ostale izbore funkcije h, postoje sledece

mogucénosti (videti sliku 3.1):
a) Za zadate granicne uslove z(a) = A i xz(b) = B prethodna jednakost je
trivijalno zadovoljena. Ovaj slucaj je razmatran u prethodnom poglavlju.

b) Ako z nije zadato ni u a, niti u b, njena varijacija ne mora biti jednaka nuli

u tim tackama, pa iz (3.0.1) sledi:

af
ox’

of

ar| ~°

t=b

=0.

t=a

¢) Ako z nije zadato u tacki a, a z(b) = B, onda iz (3.0.1) sledi:

of

B =0.

t=a

d) Ako je x nije zadato u tacki b, a z(a) = A, onda iz (3.0.1) sledi:

or

B =0.

t=b

2. Granic¢ni uslovi opsteg karaktera II
U velikom broju prakti¢nih situacija neophodno je varirati i nazavisno promen-
ljivu koja figuriSse u zadatku, Sto se Cesto javlja u slucaju kada jedna ili obe gra-
nice odredenog integrala, kriterijjuma optimalnosti, nisu unapred odredene. Radi
jednostavnosti posmatracemo problem nalazenja ekstrema funkcionele J, ako je

z(a) = A, a drugi grani¢ni uslov je tacka na grafiku funkcije ¢ (videti sliku 3.2).
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X A X

X A
\ B 0 (1)
\\""‘ﬂ-.,

0 t(0) i >

Slika 3.2: Problem sa pokretnom granicom

3. Granicni uslovi opsteg karaktera III
U ove grani¢ne uslove spada i sluc¢aj kada je funkcionela zadata u obliku zbira
odredenog integrala i vanintegralnog cClana, koji predstavlja funkciju vrednosti

ekstremale u granicama intervala nezavisno promenljive.

3.2 Osnovne teoreme izoperimetrijskog problema

Varijacioni problem moze imati tri tipa ogranic¢enja: diferencijalni tip, algebarski tip
1 izoperimetrijski tip. Izoperimetrijski problem je tipican problem nalazenja ekstrema
funkcionele J pod integralnim ograni¢enjem K. Da bismo resili probleme ovog tipa,

uvodimo sledece dve teoreme. Neka je X Banahov prostor i D C X. Koristimo oznaku
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DK = ky] koja oznacava skup D koji se sastoji od svih vektora x koji zadovoljavaju

uslov K (x) = ko, pri ¢emu je K : D — R i kg proizvoljan realan broj.

Teorema 3.1. (Lagranzova teorema mnoZitelja) Neka su J i K definisane i diferencija-
bilne funkcionele na otvorenom skupu D C X i neka je x* lokalni ekstrem funkcionele J
na skupu D[K = ko], gde je ko proizvoljno dat broj za koji je skup D[K = ko| neprazan.
Pretpostavlja se da su diferencijali J © K neprekidni u nekoj okolini tacke x*. Tada vazi

bar jedno od sledecih tvrdenja:
a) Diferencijal funkcionele K se anulira u tacki x*, odnosno,
0K,(h) =0
za sve h € X il

b) Diferecijal funkcionele J je konstantni umnozZak diferencijala funkicionele K u

tacki x*, odnosno postoji konstanta A € R, tako da je
za sve h € X.

Dokaz Teoreme 3.1 pogledati u [11].

Naredna teorema predstavlja klju¢nu teoremu koja sluzi za resavanje zadataka izo-
perimetrijskog tipa.

Pretpostavimo slede¢e: Neka su f i g dva puta neprekidno diferencijabilne funkci-
je po svim promenljivim i trazeno resenje nije ekstrem funkcionele K, odnosno da je

ogranic¢enje K nezavisno od problema odredivanja ekstrema funkcionele J.

Teorema 3.2. Ako je kriva © = x(t), t € [a,b], ekstremna vrednost integrala J(z) =

fab f(t,x,2")dt koja ispunjava uslove

K(z) = / gt )it = ko, 2(a) = A, 2(b) = B

1 ako ona nije ekstrem integrala K, onda postoji konstanta A € R takva da je ta kriva

x ekstrem funkcionele f;(f — Ag)dt, odnosno kriva x je reSenje Ojler - LagranZove
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diferencijalne jednacine

d

d

oz Cdt oz’

of —rg) d <8(f — \g)
dt

Dokaz. Sledi na osnovu Teoreme 3.1. Kako x nije ekstrem funkcionele K, sledi da je
0K, # 0, odnosno da tvrdenje pod a) u prethodnoj teoremi ne vazi. Kako na osnovu
prethodne teoreme bar jedan uslov mora da vazi, mozemo zakljuciti da tvrdenje pod

b) mora biti ispunjeno, tj. postoji konstanta A € R, tako da je

5Ty (h) — ASK - (h) = /b (a(f —A9)), =29 h’) dt = 0,

ox ox’

za sve h € C'a,b]. Na osnovu Teoreme 2.10, ovo je potreban uslov da je kriva z

ekstremala funkcionala f:( f — Ag)dt i da zadovoljava Ojlerovu jednac¢inu (2.0.6).

3.3 Resenje Didoninog problema

Didonin problem predstavlja varijacioni problem uz zadato ogranic¢enje u vidu in-
tegrala. U nasem slucaju ogranicenje predstavlja obim koji se dobija od niti volovske
koze, a glavni cilj je da se maksimizuje povrSina grada uz zadati obim. Problem se

matematicki moze izraziti na sledeéi nadin:

Od suvih zatvorenih krivih u ravni bez samopresecnih tacaka v zadatog obima odredits

onu koja omeduje najvecu povrsinu.

Ukoliko se resenje Didoninog problema trazi u parametarskom obliku z = z(t), y = y(t),

t € [0, T], navedeni problem se matematic¢ki moze zapisati kao maksimum funkcionele

1

Haw) =5 [ ) = Ouo)

uz ogranicenje

T
/ x2(t) + y2(t)dt =1,
0

pri ¢emu je [ zadati obim.
ResSenje. Posmatramo problem maksimizacije povrsine koja je omedana krivom y =

y(x) 1 x - osom. Zadatak se svodi na pronalazenje krive y(x) za koju ¢e povrsina biti
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najveca.
Treba pretpostaviti da je koordinatni sistem postavljen tako da je A(0,0), B(b,0) za

neko b > 0 i traZena kriva se nalazi iznad z - ose, tj. y(z) > 0 za x € [0,b] (videti sliku

3.3).

Y /

7

povrsina A

linija obale

Slika 3.3: Didonin problem

Trazimo maksimum funkcionele

pod grani¢nim uslovima

i ograni¢enjem u vidu integrala

b
K(y) :/ V1+y?de =1
0

Kako imamo samo jedno ogranicenje, imac¢emo jedan Lagranzov mnozitelj, stoga po-

smatramo funkcionelu

b
J—\K = / (y 01+ y’2>dx.
0

20



GLAVA 3. VARIJACIONI PROBLEM SA OGRANICENJIMA -
IZOPERIMETRIJSKI PROBLEM

Na osnovu Teoreme 3.2. odgovarajuca Ojler - Lagranzova jednacina je

d Y
143 —| ——| =0
+ dx ( /1 + y/2>
odnosno,

PN (R
dx /1+y/2 o )

Poslednju jednacinu integralimo po promenljivoj x, pa se dobija:
/
ML = —(z — ).
/1 + y/2

Kvadriranjem poslednje jednac¢ine dobijamo:

y,_ r — C
)\2—(:10—01)2'

Resavanjem po ¢’ i metodom razdvajanja promenljivih dobijamo:

r —C

dy =+
A2 —(x— )2

dx,

iz Cega sledi da je
Y=+ — (v —0c1)%+ e

Poslednja jedna¢ina zadovoljava jednacinu kruga sa centrom u tacki (¢q, ¢o) 1 poluprec-
nikom A, tj.

(ilf — 01)2 + (y - 02)2 = )\2.
Moze se zakljuciti da dobijena kiva ispunjava grani¢ne uslove opsteg karaktera I (slucaj

pod d)), odnosno y'(0) = y/(b) = 0.

Dakle, reSenje problema je gornja polukruznica ¢ija je duzina [, pa geometrijski mo-
zemo zakljuciti da je poluprec¢nik kruga %, b= %l, a trazene konstante iznose ¢; = f—r, a

02:0.

Konac¢no resenje je
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[l

Napomena 3.3. Radi jednostavnijeq reSavanja Didoninog problema, funkcionela

Ha) =5 [ (o) =00t

je pojednostavljena. Primecujemo da je data funkcionela racuna povrs§inu unutar zatvo-
rene krive (z(t),y(t)), t € [0,T)] tj.

upotrebom Grinove teoreme .

Teorema 3.4. (Grinova teorema) Neka je C prosta, zatvorena, pozitivno orijentisana
kriva, D oblast koju kriva C zatvara, P(z,y),Q(z,y) funkcije sa neprekidnim parcijal-

nim izvodima na D, tada vazi:

[rasvam - [ [ (52 5as).
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Glava 4
Problem optimalne Stednje 1 potrosnje

Ojler - Lagranzova jedna¢ina se moze primeniti u raznim sferama elektrostatike, me-
hanike, optike, elektrotehnike, robotike, matematike, kao i u sferi ekonomije i finansija.
Konkretno, u ovom poglavlju, videéemo primenu Ojler - Lagranzove jednac¢ine na po-
drucje finansija, tacnije na problem Stednje i potrosnje. Postavlja se pitanje da li je
bolje da se zaradeni novac vise Stedi ili potrosi, tj. kako na¢i ravnotezu izmedu ove
dve suprotnosti? Potrebno je kreirati optimalan model, tako da korist potrosaca bude
maksimalna. Naredno poglavlje se bavi kreiranjem tog modela i njegovom optimalnom

upotrebom. Koriséena literatura je (2| i [8]. Slika 4.1 je preuzeta iz [§].

Razmotrimo kapitalistickog radnika koji zaraduje stalnu platu w godisnje. Platu mo-
ze ili da trosi ili da Stedi. Neka S(t) oznacava ustedevinu u trenutku ¢, gde je t € [0, 7]
vreme izrazeno u godinama, pri ¢emu ¢ = 0 predstavlja vreme pocetka radnog odnosa,
a t = T vreme odlaska u penziju. Dalje, neka je C(t) stopa potrosnje, tj. potrosnja po

jedinici vremena, u trenutku ¢.

Na ustedeni kapital radnik ostvaruje kamatu po kontinuiranoj kapitalizovanoj stopi
r > 0, §to znadi da se iznos kapitala m > 0 uvec¢ava kao me'. U slucaju da nam je
umesto r bila data godisnja nominalna kamatna stopa r; > 0, tada bismo mogli da
izracunamo
r=1In(l+m).

Dalje, radi jednostavnosti, pretpostavimo da se plata isplacuje kontinuirano, a ne u

vremenskim intervalima. Dakle, w je stopa zarade, izrazena u novcu po jedinici vremena.

93



GLAVA 4. PROBLEM OPTIMALNE STEDNJE I POTROSNJE

Tada se promena ustedevine radnika opisuje diferencijalnom jednacinom:
S'(t) =w+rS(t) — C(t). (4.0.1)

Sada pretpostavimo da je nas radnik matematicki sklon i Zeli da maksimizira sre¢u
koju dobija iz potrosnje tokom svog zivota, pronalaze¢i optimalnu koli¢inu potrosnje u
svakom trenutku. Kao kapitalista njegova sreca zavisi iskljucivo od stope potro$nje C.
Ako sa U(C') oznacimo funkciju korisnosti, tacnije sre¢u koja proistice iz potrosnje C,

radnik Zeli da pronade funkciju
C:0,T] — R,

takvu da je

maksimalna. Izbor funkcije korisnosti U zavisi od licne preferencije radnika, ali je realno
pretpostaviti da vazi zakon opadajucih prinosa, tj. pri dvostrukoj vec¢oj potrosnji radnik
je srecniji, ali ne i dvostruko sreé¢niji. Kako je pri ve¢oj potrosnji korisnik sre¢niji, tj. ima
vecéu korisnost, zaklju¢ujemo da je U’ > 0. Kada njegova potrosnja raste neograniceno
C' — 00, njegova sreca se smanjuje U'(C) — 0. Takode vazi da je U(0) = —o0, jer u
tom slucaju potrosac gladuje. Nadalje, realno je da je funkcija korisnosti U konkavna,

$to znaci da nema lokalnih maksimuma.

Funkcija koja zadovoljava ove zahteve je logaritamska funkcija, pa uzimamo
UC)=In(C), C>0.

Pretpostavimo jos da radnik zapo¢inje radni vek bez ustedevine, S(0) = 0, i da na kraju
radnog veka zeli da ode u penziju sa ustedevinom S(7') = Sy > 0. Ako iz jednacine
(4.0.1) izrazimo C(t) i to uvrstimo u izraz H dobijamo optimalni problem Stednje koji

je potrebno minimizirati:

Resenje. Problem se resava primenom Ojler - Lagranzove jednacine (2.0.6). Za dati
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problem, jednacina glasi:

4
dt

1 T
w+rS(t) - S’(t)] T wtrS(t) - St (4.0.2)

Kako je
C(t)=w+rS(t)—S"(T), (4.0.3)

jednacina (4.0.2) postaje

Sto je ekvivalentno sa

oty ()

MnoZenjem obe strane jednakosti sa C*(t) dobijamo:

C'(t) =rC(t)
Sto je evivalentno sa
0
=T 4.0.4
oo " (4.0.4)

Primec¢ujemo da je jednacina (4.0.4) obi¢na diferencijalna jednacina koju resavamo me-

todom razdvajanja promenljivih. Vazi:

dcC
= _0C
it~
dC
F = Tdt,
pa integracijom obe strane dobijamo:
InC(t) =rt + Cy. (4.0.5)
Eksponenciranjem imamo:
C(t) = Coe™, (4.0.6)

gde je Cp = €11 C(0) = Cp. Kada u jednacinu (4.0.3) uvrstimo dobijeni oblik C(t)
(4.0.6) dobijamo:
w+1rS(t) — S'(t) = Coe™,
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odnosno,
S'(t) —rS(t) = w — Cpe™, (4.0.7)

Sto je linearna diferencijalna jednac¢ina prvog reda po S(t). Neka je f(t) = w — Cpe™.
Resavamo jednacinu

S'(t) —rS(t) = f(1).
Homogeno resenje jednacine se dobija metodom razdvajanja promenljivih za f(t) = 0,
analogno kao u prethodnom slucaju i iznosi

Sp(t) = Ke™ =0, (4.0.8)

jer je S,(0) = K = 0 na osnovu pretpostavke da potrosa¢ na pocetku perioda nema

ustedevinu.
Partikularno resenje jednacine dobijamo primenom Duhamelove! formule
t
Sp(t) = / ") (w — Coe™)ds. (4.0.9)
0
Racunanjem integrala dobijamo

t
Sp(t) = / e (w — Coe™)ds
0

t t
:/ e’"(ts)wds—/ Coe" 96" ds
0 0

t t
= we”/ e "ds — Coe”/ ds
0 0

= %(ert — 1) — Cot@rt.

Dakle, partikularno resenje iznosi

S,(t) = — (e — 1) — Cyte™. (4.0.10)
r
Kako je konac¢no resenje ODJ zbir homogenog i partikularnog resenja, na osnovu (4.0.8)

i (4.0.10) zakljucujemo da je

! Jean-Marie Constant Duhamel (1797 - 1892) - francuski matematicar
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S(t) = Su(t) + Sp(T),
odnosno, kona¢no resenje je partikularno resenje ODJ

S(t) = %(e” — 1) — Cyte™, (4.0.11)

Iz uslova S(T') = St i jednacine (4.0.11) mozemo izraziti Cj

(1 - e Ty — Spe™T
T

Co =

Kako je —U(C) = —1In(C), C' > 0 konveksna funkcija, u ovom sluéaju zaklju¢ujemo da

je S(t) minimizator naseg problema optimizacije.

A

£150,000

£100,000 |asensmmmmswas ..---.......-..-.-.: ................

£50,000

10yr 20yr  t_ 30yr 40yr

max

Slika 4.1: Primer optimalne stednje

Na slici 4.1 vidimo optimalnu strategiju Stednje jednog radnika. Pretpostavimo da
period trajanja rada iznosi 40 godina, radnik zaraduje konstantnu platu w = 30000
funti godisnje i ima za cij da ustedi Sp = 100000 funti do kraja svog radnog veka.
Primecéujemo da radnik radi otprilike ¢,,,x = 27 godina kako bi dostigao $tednju vecu
od 168000 funti - Sto predstavlja iznos njegove maksimalne $tednje, a zatim pocinje da
povlagi sredstva tokom poslednjih 13 godina (S’(t) < 0). Radnikova potrosnja C(t) =
Coe™ raste kontinuirano tokom celog radnog veka, ¢ineé¢i ga materijalno zadovoljnim.
Na osnovu primera, moze se zakljuciti da dokle god je prihod radnika veéi od njegove
potrosnje njegova ustedevina ¢e rasti, sve do trenutka ¢, kada njegova ustedevina
dostigne svoj maksimum i obezbedi mu osec¢aj sigurnosti i blagostanja. Medutim, nakon
tog trenutka, potrosnja prevazilazi prihod radnika te dolazi do smanjenja ustedevine,

narusavanja finansijske stabilnosti i, posledi¢no, do opadanja njegove srece.
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Ziakljucak

U ovom radu bavili smo se primenom Ojler - Lagranzove jednacine na problem op-
timalne Stednje i potrosnje. U prvom delu uveli smo motivaciju poput Didoninog pro-
blema, Fermaovog principa i problema brahistohrone, za reSavanje varijacionog racuna
kao i za kreiranje Ojler - Lagranzove jednacine. Osim toga, podsetili smo se osnovnih
definicija, pojmova i teorema iz oblasti funkcionalne analize i diferencijalnih jednacina
koje su potrebne u nastavku rada. U drugom poglavlju videli smo formulaciju Teoreme
potrebnog uslova za postojanje lokalnog ekstrema funkcionele, kao i Osnovnu lemu va-
rijacionog ra¢una, Rejmondovu lemu i Osnovnu teoremu varijacionog ra¢una na osnovu
¢ijih dokaza se izvodi Ojler - Lagranzova jednacina. Dodatno, u datom poglavlju resili
smo problem brahistohrone koristeéi specijalne sluc¢ajeve Ojler - Lagranzove jednacine.
U tre¢em poglavlju uvodimo grani¢ne uslove, ali se baziramo na ogranicenja u vidu
integrala, te reSavamo probleme tog tipa - izoperimetrijske probleme. Uz pomoé teore-
ma koje uopstavaju Ojler - Lagranzovu jedna¢inu na izoperimetrijski slu¢aj reSavamo
najznacajniji problem izoperimetrijskog tipa, tzv. Didonin problem. U poslednjem po-
glavlju dolazimo do same primene varijacionog ra¢una, konkretno, Ojler - Lagranzove
jednacine na finansijski problem Stednje i potrosnje. Kako Zelimo da nasa potrosnja bu-
de $to manja, minimizira¢emo stopu potrosnje i primenom Ojler - Lagranzove jednacine
problem se svodi na reSavanje ODJ prvog reda. Na samom kraju moze se zakljuciti da
je varijacioni racun zaista primenjen u raznim nau¢nim sferama, ali za obi¢nog poje-
dinca je veoma znacajno na koji nacin treba rasporediti novac i kako ga trositi, a da
pri tome maksimizira svoju korisnost, stoga bih znatno istakla ovu ekonomsku primenu

kao kljucnu jer se ova dinamika Stednje i potrosnje svakog dana dovodi u pitanje.
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